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COBORDISME COMPLEXE DES ESPACES PROFINIS
ET FONCTEUR T DE LANNES

Francois-Xavier Dehon

Résumé. — Nous montrons dans ce mémoire que la MU-cohomologie continue des
espaces fonctionnels de source le classifiant Br d’un groupe de Lie compact commuta-
tif et de but le pro-p-complété d’un espace dont la cohomologie & coeflicients dans les
entiers p-adiques est sans torsion est I'image de la MU-cohomologie complétée en p de
I’espace au but par un foncteur Ty, analogue au foncteur T associé a la cohomologie
modulo p du classifiant du groupe cyclique d’ordre p.

Abstract (Complex cobordism of profinite spaces and Lannes’ T-functor)

We show in this paper that the continuous MU-cohomology of the mapping spaces
from the classifying space Bm of some commutative compact Lie group to the pro-
p-completion of a space whose p-adic cohomology is torsion free is the image of the
p-completed MU-cohomology of the target space by a functor T, analogous to the
functor T associated to the classifying space of the cyclic group of order p.
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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

Ce mémoire fait suite a [DL] (et [KW]). Soient p un nombre premier fixé, 7 un
groupe de Lie compact commutatif, X un espace dont la cohomologie a coefficients
dans I’anneau des entiers p-adiques est sans torsion et désignons par MU le spectre
représentant le cobordisme complexe. Nous montrons que la MU-cohomologie com-
plétée en p continue de ’espace fonctionnel de source le classifiant Bw de 7 et de but
le p-complété profini de X est 'image par un foncteur Tp, de la MU-cohomologie
complétée en p de X, et étendons ainsi les résultats de J. Lannes ([Lal]) concernant
la cohomologie modulo p des espaces fonctionnels de source le classifiant d’un produit
de groupes cycliques d’ordre p.

Indiquons ce dont il s’agit :

Notre théorie homotopique est celle des ensembles profinis simpliciaux (ou espaces
profinis) ou les équivalences faibles sont les applications simpliciales continues indui-
sant un isomorphisme en cohomologie modulo p continue ([Mo2]). On note hS la ca-
tégorie homotopique associée. (La raison pour laquelle nous avons besoin des espaces
profinis et de leurs cohomologies continues plutot que des espaces et cohomologies
ordinaires apparaitra ci-dessous.)

Soient W un ensemble simplicial qu’on écrit comme la colimite de ses sous -
ensembles finis simpliciaux W,, et X un espace profini. L’ ’espace profini fonction-
nel hom(W, X) est I’adjoint & droite en X du foncteur S = 5,7 — WxZ =
colim, (W, x Z). Si X est fibrant, 'ensemble (profini) 7o hom(W, X) s’identifie a
Pensemble [W, | X|] des classes d’homotopie simpliciale d’applications de W dans l'es-
pace sous-jacent a X, donc a I’ensemble des morphismes Hom,, §(W§pt, X), ol W Xpt
est le complété profini de W. (Voir les sections 1.2 et 1.3.)

Notons H* Z la cohomologie modulo p continue d’un espace profini Z, £ la catégorie
des FFp-espaces vectoriels gradués et soit £ un objet de £. Il existe un espace profini
Ku(E) et un morphisme E — H*Kg(£) induisant une bijection Hom, ¢(Z, Ku(E)) =
Homg (E,H*Z) naturelle en Z € hS. La catégorie Ky des algebres instables sur



2 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

I’algebre de Steenrod modulo p coincide avec la catégorie des algebres associées a
la monade E — H*Ky(F) sur &, de sorte que lapplication

Hom, 5(Z,Y) — Homg, (H*Y,H"Z)

est une bijection pour tout espace profini Z lorsque Y est isomorphe a Ky (F) pour
un F € & ([La2], voir la section 3.2).

Si la cohomologie modulo p de I'espace W est finie en chaque degré alors on a
pour tout espace profini Z un isomorphisme de Kiinneth H*W ® H*Z — HWXZ
(lemme 5.1.3) et Pendofoncteur N — H*W ® N de Ky admet un adjoint & gauche
(— : H*W)x,. L’application d’évaluation W x hom(W, X) — X induit un morphisme

(H*X : H*W)x,, — H* hom(W, X)

qui est un isomorphisme si X est fibrant dans S et isomorphe dans hS & Ky (E) pour
un E € £. (Il faudrait imposer H*W de dimension totale finie ou E nul en degré assez
grand pour avoir un tel isomorphisme si on utilisait les espaces et la cohomologie
modulo p ordinaires.) (Voir la section 5.1.)

Lorsque W est le classifiant BV d’un produit fini de groupes cycliques d’ordre p,
I’application

[BV, | X|] — Homy, (H* X, H*BV)

est une bijection et le morphisme

(H*X : H*BV)x,, — H* hom(BV, X)

est un isomorphisme pour tout espace profini fibrant X ([Lal], [Mo2]). Ceci vient
des propriétés exceptionnelles de la cohomologie modulo p de BV comme module et
algebre instable sur lalgebre de Steenrod ([Lal]). (A nouveau il faudrait imposer des
hypotheses de finitude sur X si on utilisait les espaces et la cohomologie modulo p
ordinaires.)

Dans [DL] on montre pour 7 un groupe de Lie compact commutatif que la coho-
mologie modulo p continue de I'espace fonctionnel hom (B, X') posséde des propriétés
d’exactitude en la cohomologie modulo p de X lorsque la cohomologie & coefficients
p-adiques de X est sans torsion (on dit alors que X est sans p-torsion), puis on re-
prend l'idée de Kuhn et Winstead ([KW]) d’utiliser le début d’une MU-résolution de
I’espace au but X : Les propriétés d’exactitude mises en évidence et le fait que les
espaces formant le début de cette MU-résolution sont également sans p-torsion font
que l'ensemble des classes d’homotopie d’applications [Brr, | X|] s’exprime en terme de
la structure d’algebre instable des MU-cohomologies complétées en p de X et de B

Notons MU*Z la MU-cohomologie (complétée en p) continue d’un espace profini Z
(voir la section 1.6), &ns-gr la catégorie des ensembles Z-gradués et soit .S un objet de
&ns-gr. Il existe un espace profini K(S) et un morphisme S — 1\//ITJ*K(S ) induisant une
bijection Hom, 5(Z, K(S)) = Homgns-g: (S, 1\//Iﬁ*Z) naturelle en Z € hS. On définit la

MEMOIRES DE LA SMF 98



CHAPITRE 0. INTRODUCTION 3

catégorie Ky des MU-algebres instables comme la catégorie des algebres associées a
la monade S — MU*K(S) sur &ns-gr, de sorte que 'application

Homhg(z, Y) — Hom,CMU (1\//[-[\}*}/7 m* Z)

est une bijection pour tout espace profini Z lorsque Y est isomorphe & K(S) pour un
S € éns-gr.

Nous définissons une catégorie abélienne M munie d'un produit tensoriel ® avec
les propriétés suivantes :

(1) La MU-cohomologie continue d’un espace profini Z est naturellement un objet
de M et en est un objet projectif si la cohomologie continue a coefficients p-adiques
de Z est sans torsion. (Voir la section 2.)

(2) La structure de spectre en anneau de MU induit pour tout espace W et pour
tout espace profini Z un morphisme MU*W&MU*Z — 1\//H\J*(W§Z) qui est un iso-
morphisme si la cohomologie a coefficients p-adiques de W est sans torsion et de type
fini en chaque degré (lemme 5.2.1).

(3) Soit W un espace dont la cohomologie & coefficients p-adiques est sans torsion et
de type fini en chaque degré ; alors ’endofoncteur N +— MU*W&N de Kayu admet un
adjoint & gauche (— : MTJ*W),CMU. L’application d’évaluation W x hom(W, X) — X
induit un morphisme

(MU*X : MU*W )y, — MU* hom(W, X)

qui est un isomorphisme si X est fibrant dans S et isomorphe dans hS & K(S) pour
un S € éns-gr. (Voir la section 5.2.)

L’un des principaux résultats de ce mémoire est le suivant (voir la section 7) :

THEOREME 0.1. — Soient T un tore, BT son classifiant et X un espace profini fi-
brant dont la cohomologie continue a coefficients p-adiques est sans torsion ; alors le
morphisme

(MU*X : MU*BT ) ey — MU hom(BT, X)
est un isomorphisme.

Nous n’avons pas besoin d’expliciter la structure de MU-algebre instable pour ob-
tenir ce résultat. Nous renvoyons le lecteur & [RW] et [BIJW] pour une telle étude.
La définition de la catégorie Ky est formelle et ne dépend pas de propriétés du
spectre MU autres que 'existence d’une MU-cohomologie continue. Cette existence
est garantie par le fait que le n-ieme terme du 2-spectre associé & MU est, pour n
assez grand, connexe et de cohomologie modulo p finie en chaque degré; mais on sait
également définir la K-théorie continue d’un espace profini. (Voir la section 1.6.)

Les propriétés (1) et (2) dépendent essentiellement de la dégénérescence de la suite
spectrale d’Atiyah-Hirzebruch associée au spectre MU et a un espace profini dont
la cohomologie continue a coefficients p-adiques est sans torsion (espace profini sans
p-torsion). Une fois celles-ci établies, la propriété (3) est de nature formelle.
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La démonstration du théoreme 0.1 utilise de fagon cruciale comme [DL] les proprié-
tés du foncteur T de Lannes et son interprétation géométrique. Elle repose également
sur les propriétés suivantes du spectre MU :

— La cohomologie a coeflicients p-adiques des espaces formant le 2-spectre associé
a MU est sans torsion en chaque degré ([Wi)).

— La MU-résolution cosimpliciale canonique d’un espace profini sans p-torsion in-
duit un diagramme simplicial augmenté acyclique en cohomologie modulo p (voir le
corollaire 4.2.2).

Cette derniere propriété n’est plus vraie si on remplace la MU-cohomologie par la K-
théorie. Elle vient de l’existence d’un morphisme de spectres en anneau MU — HZ/p.

Nous étendons la définition des foncteurs de division (foncteur Ty, en section 5.3)
pour prendre en compte des espaces a la source tel que le classifiant d’un p-groupe
cyclique. La cohomologie & coefficients p-adiques de BZ/p™ n’est pas sans torsion mais
on dispose cependant d’une formule de Kiinneth en MU-cohomologie ([Lan]). On en
déduit une expression de Tpz/,» comme foncteur adjoint du produit tensoriel par
1\//H\J*BZ/p” (corollaire 8.9).

Le théoréme 0.1 est un cas particulier du théoréme suivant (section 7) :

THEOREME 0.2. — Soient m un groupe de Lie compact commutatif et X un espace
profini fibrant dont la cohomologie continue a coefficients p-adiques est sans torsion ;
alors on a un isomorphisme

Tp,MU*X = MU* hom(Br, X).

On en déduit un calcul des classes d’homotopie d’applications de Bmr dans ’espace
sous-jacent & X (comparer avec la proposition 6.8 ou le théoréme 7.20 de [DL)]) :

COROLLAIRE 0.3. — Soient m un groupe de Lie compact commutatif et X un espace
profini fibrant dont la cohomologie continue a coefficients p-adiques est sans torsion ;
alors application

[Br, | X|] — Homg,,, (MU*X, MU*Br)
est une bijection.

Voici le plan de ce mémoire :

Les sections 1 a 5 exposent la théorie de I’homotopie et 'algebre nécessaires pour
obtenir les foncteurs de division en MU-cohomologie associés aux espaces fonctionnels
hom(W, X).

La section 4 est un peu a part. On y étudie d’une part I'exactitude du produit
tensoriel dans M et la commutation de ce produit tensoriel aux limites indexées par
N, d’autre part la résolution des espaces profinis par des espaces profinis sans p-torsion
et les suites spectrales associées dans l'esprit de [CS] et [Ad1].
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