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MATHEMATICAL METHODS AND MODELING
FOR MIXTURES OF FLUIDS AND INTERFACE EVOLUTION

Frédéric Charve, Raphaël Danchin & Sylvie Monniaux (eds.)

Abstract. — This volume includes the lecture notes of the three mini-courses that have
been given during the CIRM-SMF week entitled Inhomogeneous Flows: Asymptotic
Models and Interfaces Evolution that took place at the CIRM from September 23
to September 27, 2019. The conference followed the themes of the ANR-15-CE40-
0011 INFAMIE project and aimed at bringing together experts coming from vari-
ous branches of mathematical fluid dynamics and interested in inhomogeneous fluids
where problems of interfaces occur. Beside the mini-courses, the event comprised 14
plenary talks that were specifically dedicated to inhomogeneous flows.

The mini-courses emphasized on the one hand theoretical approaches that proved
to be efficient in the study of evolutionary fluid mechanics (maximal regularity issues
in the notes of P. Kunstmann with stress on the L1-in-time estimates that turn out
to be crucial in the study of free boundary problems, and the prospective course by
P. Auscher on tent spaces), and on the other hand the modeling aspect with the
lectures by S. Gavrilyuk devoted to the derivation of models of bi-fluids by means of
Hamiltonian principle.

The originality of these texts is that they have been written conjointly by the
speaker and young participants, from the notes that have been taken during the
courses.

Résumé. (Méthodes mathématiques et modélisation pour les mélanges de fluides et les
interfaces) — Ce volume contient les textes des trois mini-cours qui ont été donnés au
CIRM du 23 au 27 septembre 2019, lors de la semaine CIRM-SMF intitulée Fluides
inhomogènes : modèles asymptotiques et évolution d’interfaces. La conférence suivait
les thèmes du projet ANR-15-CE40-0011 INFAMIE et visait à réunir des experts
intéressés par l’analyse mathématique et la modélisation des fluides non homogènes
et des interfaces. En plus des mini-cours, la conférence comprenait 14 exposés qui
étaient spécifiquement dédiés aux écoulements non homogènes.

Les mini-cours ont mis l’accent d’une part sur des approches théoriques qui se
sont avérées efficaces dans l’étude de la mécanique des fluides (théorie de la régularité
maximale dans les exposés de P. Kunstmann avec, notamment les estimations L1 en
temps qui sont cruciales dans l’étude des problèmes à frontières libres, et le cours



un peu plus prospectif de P. Auscher sur les espaces de tentes), et d’autre part sur
l’aspect modélisation avec les conférences de S. Gavrilyuk consacrées à la dérivation
de modèles de bi-fluides par des arguments empruntés à la mécanique hamiltonienne.

Ces textes ont été écrits conjointement par le conférencier et des jeunes participants,
à partir des notes prises pendant les cours.
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Nous présentons (une partie) de la théorie des espaces de tentes paraboliques
et l’appliquons à la résolution d’EDP issues de la mécanique des fluides. Ici, nous
nous concentrons sur les équations de Navier-Stokes incompressibles homogènes
qui ont été étudiées mathématiquement depuis près d’un siècle. Pourtant, les
questions de l’existence, unicité et régularité des solutions n’ont pas encore été
résolues de façon complètement satisfaisante.

Une grande partie des résultats disponibles sur les équations de Navier-Stokes
sont ceux pour lesquels la donnée initiale u0 est de norme petite dans un espace
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fonctionnel critique, c’est-à-dire invariant d’échelle. Tous ces espaces sont inclus
dans l’espace de Besov homogène Ḃ−1

∞,∞. Une avancée importante a été faite dans
l’article [15] de Koch et Tataru, où les auteurs démontrent l’existence et l’unicité
de solutions du système de Navier-Stokes dans le cas où la norme de u0 dans
BMO−1 est suffisamment petite. Le but principal de ces notes est de présenter
une nouvelle démonstration de ce résultat, reposant sur la théorie des espaces de
tentes. Si la démonstration proposée n’est pas plus simple que celle de Koch et
Tataru, nous espérons convaincre le lecteur de l’utilité des espaces de tentes pour
étudier d’autres équations de la mécanique des fluides.

Ces notes s’appuient principalement sur l’article [1] de P. Auscher et D. Frey
qui considère un système légèrement plus général d’équations paraboliques de
type Navier-Stokes. Nous avons choisi ici de traiter uniquement les équations de
Navier-Stokes homogènes incompressibles classiques afin de pouvoir proposer un
texte auto-contenu.

Autour de la régularité maximale pour les équations de Navier-Stokes
Sebastian Bechtel, Christiane Bui & Peer Kunstmann . . . . . . . . . . . . . 29

Dans ce texte, nous introduisons la notion de Lp-régularité maximale, et l’ap-
pliquons aux équations de Navier-Stokes. Nous commençons par rappeler des dé-
finitions de base sur les semi-groupes analytiques et l’interpolation réelle. Nous
passons en revue quelques résultats abstraits et abordons la question de savoir
comment obtenir la régularité Lp-maximale. Ces résultats abstraits sont ensuite
appliqués à l’opérateur de Stokes et aux équations de Navier-Stokes dans Rd et
dans des domaines.

Une modélisation des écoulements multiphasiques basée sur le principe de moindre
action de Hamilton
Cosmin Burtea & Sergey L. Gavrilyuk & Charlotte Perrin . . . . . . . 79

Ces notes de cours concernent l’obtention d’équations modélisant la dynamique
des fluides au moyen du principe de moindre action d’Hamilton.

Nous rappelons les principaux outils conceptuels associés à ce principe varia-
tionnel qui, à l’origine, a été développé dans le cadre de la mécanique classique
en dimension finie, et nous décrivons comment ces outils peuvent être adaptés au
cas de la mécanique des milieux continus.

Les équations d’Euler modélisant la dynamique d’un fluide parfait sont obte-
nues comme un premier exemple d’application.

Le cœur de ces notes concerne l’obtention de modèles multiphasiques grâce au
principe d’Hamilton. Nous présentons un nouveau point de vue lagrangien sur
cette question.
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