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INDUCTION AUTOMORPHE POUR LES REPRÉSENTATIONS
ELLIPTIQUES

par Martin Fatou

Résumé. — Nous étendons l’application de relèvement pour l’induction automorphe
définie par une identité de caractères à toutes les représentations elliptiques.

Abstract (Automorphic induction for elliptic representations). — We extend the
lift application for automorphic induction defined by a character identity to all elliptic
representations.

Introduction

Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien, soit E
une extension cyclique de F de degré d et soit m ≥ 1 un entier. D’après le
théorème du corps de classes local, l’extension E est définie par un caractère
κ : F× → C× tel que ker(κ) = NE/F (E×), où NE/F : E× → F× est l’appli-
cation norme. L’induction automorphe (locale) est une application qui associe
à une représentation lisse irréductible τ de GLm(E) une représentation lisse
irréductible π de GLmd(F ) qui est κ-stable, i.e. isomorphe à (κ◦det)⊗π. Cette
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356 M. FATOU

application s’exprime par une identité de caractères et correspond, via la cor-
respondance de Langlands locale, à l’induction de E à F des représentations
galoisiennes.

L’induction automorphe pour les représentations irréductibles génériques
unitaires a été démontrée pour F de caractéristique nulle par G. Henniart
et R. Herb dans [4], et pour F de caractéristique > 0 par G. Henniart et B. Le-
maire dans [5]. Nous démontrons ici que cette application existe également pour
les représentations (irréductibles) elliptiques en utilisant uniquement des argu-
ments locaux (et grâce aux résultats de [4] et [5] qui ont été obtenus par une
technique locale-globale). Ces méthodes locales constituent un des outils qui
seront utilisés plus tard pour démontrer l’induction automorphe pour toutes
les représentations unitaires.

Pour cela, nous nous inspirons de l’article de A. Badulescu et G. Henniart
[1]1, qui concerne le changement de base. Rappelons que le changement de base
associe à une représentation lisse irréductible de GLn(F ) une représentation
lisse irréductible σ-stable de GLn(E) où σ est un générateur de Gal(E/F ).
Tout comme pour l’induction automorphe, l’application de changement de base
s’exprime par une identité de caractères.

A. Badulescu et G. Henniart démontrent (en particulier) que le changement
de base existe pour les représentations elliptiques (Theorem C). Nous suivons
de très près leur article.

Nous donnons dans la première section l’identité de caractères définissant
l’induction automorphe. Puis nous rappelons les différentes classifications des
représentations. L’identité de caractères donnée en section 1 nécessite un opé-
rateur d’entrelacement, c’est pourquoi nous les définissons en section 3. Nous
définissons d’abord l’opérateur d’entrelacement d’une induite, puis d’un sous-
quotient irréductible et enfin d’un sous-quotient irréductible d’une induite.
Nous normalisons ces opérateurs en utilisant les fonctionnelles de Whittaker. En
section 4 nous rappelons la construction des représentations elliptiques à partir
des représentations irréductibles essentiellement de carré intégrable. Nous pro-
fitons des sections 5 et 6 pour rappeler des résultats déjà établis sur l’induction
automorphe : en section 5 l’induction automorphe pour les représentations ir-
réductibles essentiellement de carré intégrable et en section 6 la compatibilité
entre l’induction parabolique et l’induction automorphe. Enfin nous démon-
trons notre théorème en section 7. Nous montrons que les représentations el-
liptiques admettent une induite automorphe en exploitant les propriétés des
opérateurs d’entrelacement.

Je remercie Bertrand Lemaire pour son aide considérable ainsi que le rap-
porteur anonyme pour ses nombreuses remarques qui ont permis d’améliorer le
texte.

1. Observons que [1] est écrit en caractéristique nulle mais que les résultats dont nous
nous inspirons ici sont valables en toute caractéristique.
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Notations et conventions. On note |.|F et |.|E les valeurs absolues normalisées
de F et E.

On note H le groupe GLm(E) et G le groupe GLn(F ) où n = md.
On verra κ comme un caractère de G, toujours noté κ, via κ(g) = κ(det g)

pour g ∈ G.
Nous ne considérerons que des représentations lisses complexes, i.e. à va-

leurs dans le groupe des automorphismes d’un espace vectoriel sur C. Pour une
représentation π de G, on note κπ la représentation (κ ◦ det)⊗ π.

1. Définition de l’induction automorphe

Soit τ une représentation irréductible de H.
On définit la notion de κ-relèvement de τ .
Pour cela il faut d’abord définir la notion d’ intégrales orbitales qui se cor-

respondent puis on définira le κ-relèvement à l’aide d’une égalité de caractères.

1.1. Induction parabolique. — On note P0 le sous-groupe de Borel de G formé
des matrices triangulaires supérieures et A0 le tore maximal de G formé des ma-
trices diagonales. Un sous-groupe parabolique, resp. de Levi, de G est dit stan-
dard, resp. semi-standard s’il contient P0, resp. A0. Nous ne considérerons dans
la suite que des sous-groupes de Levi standard, i.e. des sous-groupes de matrices
diagonales par blocs de tailles données. Par exemple pour G, si n1, . . . , nk sont
les tailles des blocs avec

∑k
i=1 ni = n, alors L, sous-groupe de Levi standard de

G associé à (n1, . . . , nk), est le groupe GLn1(F ) × GLn2(F ) × · · · × GLnk(F ).
Nous notons alors PL le sous-groupe parabolique standard associé, à savoir
que PL est le produit semi-direct L o U où U est le radical unipotent de PL,
c’est-à-dire le groupe des matrices triangulaires supérieures par blocs de tailles
n1, . . . , nk.

Nous noterons alors ιGL l’induction parabolique normalisée de (L,PL) à G.
Si, pour i = 1, . . . , k, πi est une représentation de GLni(F ), nous notons

alors π1 × π2 × · · · × πk la représentation ιGL (π1 ⊗ π2 ⊗ · · · ⊗ πk) de GLn(F ).

1.2. Facteurs de transfert. — Pour x ∈ G on écrit det(T − 1 + AdG(x) |
Lie(G)) = DG(x)Tn + . . . où DG est une fonction polynomiale non nulle
sur G, avec AdG l’action adjointe sur l’algèbre de Lie : pour x ∈ G et h ∈
Lie(G),AdG(x)(h) = xhx−1.

On note Greg = {x ∈ G,DG(x) 6= 0} l’ensemble des éléments semisimples
réguliers de G ; c’est encore l’ensemble des éléments de G qui ont n valeurs
propres distinctes dans une clôture algébrique de F .

On définit de la même manière DH et Hreg. On obtient un plongement de H
dans G en fixant une base de Em en tant que F -espace vectoriel. On remarque
que H ∩Greg ⊂ Hreg.
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358 M. FATOU

Pour γ, δ ∈ H soient c1, . . . , cm (respectivement d1, . . . , dm) les valeurs
propres de γ (respectivement δ) dans une certaine extension de E.

On pose :

r(γ, δ) =
m∏

i,j=1
(ci − dj).

Le groupe Gal (E/F ) agit sur H. Soit σ un générateur de Gal (E/F ). Pour
γ ∈ H on définit

∆̃(γ) =
∏

06i<j6d−1
r(σiγ, σjγ).

Pour tout γ ∈ H ∩ Greg, ∆̃(γ) ∈ E×. On sait qu’il existe e ∈ E× tel que
e∆̃(γ) ∈ F× pour tout γ ∈ H ∩Greg.

Pour γ ∈ H ∩Greg on pose alors

∆(γ) = κ
(
e∆̃(γ)

)
(dépend du choix de e et σ).

On pourra se reporter à [4] pour les propriétés de ces facteurs de transfert
(notamment le paragraphe 4).

1.3. Intégrales orbitales. — Soit dg une mesure de Haar sur G et dh sur H.
Pour tout γ ∈ H ∩ Greg, puisque γ est semisimple régulier comme élément

de G son centralisateur dans G est un tore Tγ et ce tore est contenu dans H.
On fixe sur Tγ la mesure de Haar dtγ telle que le sous-groupe compact maximal
de Tγ soit de volume 1.

Soient dg
dtγ et dh

dtγ les mesures quotient sur Tγ\G et Tγ\H respectivement.
On peut maintenant définir les intégrales orbitales.
On note C∞c (G) l’espace des fonctions complexes sur G qui sont localement

constantes et à support compact. Pour φ ∈ C∞c (G) et γ ∈ Greg on pose

ΛGκ (φ, γ) =
∫
Tγ\G

φ(g−1γg)κ(g) dgdtγ
si γ est tel que κ(g) = 1 pour tout g ∈ Tγ (i.e. Tγ ⊂ ker(κ)), et

ΛGκ (φ, γ) = 0

sinon (observons que si γ ∈ H ∩ Greg on a κ(g) = 1 pour tout g ∈ Tγ car
Tγ ⊂ H et κ est trivial sur H).

Pour f ∈ C∞c (H) et γ ∈ Hreg on pose

ΛH(f, γ) =
∫
Tγ\H

f(h−1γh) dhdtγ
.

On peut alors donner la formulation de l’induction automorphe en termes d’in-
tégrales orbitales.
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On dit que φ ∈ C∞c (G) et f ∈ C∞c (H) concordent ou que f est un transfert
de φ si pour tout γ ∈ H ∩Greg,

∆(γ)|DG(γ)|
1
2
FΛGκ (φ, γ) = |DH(γ)|

1
2
EΛH (f, γ) .

1.4. κ-relèvement. — Soient τ une représentation irréductible de H, π une
représentation irréductible de G et A un isomorphisme de κπ sur π : A◦κπ(g) =
π(g) ◦A pour tout g ∈ G.

Pour φ ∈ C∞c (G), on note π(φ) l’opérateur v ∈ V 7→
∫
G
φ(g)π(g)(v)dg où V

est l’espace de π (de même pour τ(f)).
Puisque π et τ sont admissibles la trace de ces opérateurs est bien définie.
On dit que π est un κ-relèvement de τ s’il existe un nombre complexe non

nul c = c(τ, π,A) tel que l’on ait
tr (π(φ) ◦A) = c(τ, π,A)tr (τ(f))

dès que φ ∈ C∞c (Greg) et f ∈ C∞c (H ∩Greg) concordent.
La notion de κ-relèvement ne dépend que des classes d’isomorphisme de τ

et π.
Notons que Hiraga et Ichino ont montré que l’on peut normaliser les facteurs

de transfert de telle manière que la constante c vaille toujours 1 [7, Theorem
1.4].

2. Classifications

On énonce les classifications pour GLn(F ).
On dispose de la classification de Bernstein-Zelevinsky pour les représenta-

tions de carré intégrable et de la classification de Langlands pour les représen-
tations irréductibles.

2.1. Classification de Bernstein-Zelevinsky. — La classification de Bernstein-
Zelevinsky ([3]) concerne les représentations de carré intégrable.

Soit δ une représentation irréductible de carré intégrable de GLn(F ), alors
il existe une paire (ρ, k), où k est un diviseur de n et ρ est une représentation
irréductible cuspidale unitaire de GLn

k
(F ), telle que δ est isomorphe à l’unique

sous-représentation irréductible δ(ρ, k) de ν k−1
2 ρ × ν

k−1
2 −1ρ × · · · × ν−

k−1
2 ρ,

où ν est le caractère de GLn(F ) égal à la composition de la norme | |F avec
l’application déterminant et où l’on induit par rapport au parabolique standard
associé au sous-groupe de Levi standard GLn

k
(F )× · · · ×GLn

k
(F ) (k fois).

L’entier k et la classe d’isomorphisme de ρ sont déterminés par la classe
d’isomorphisme de δ.

La représentation ν k−1
2 ρ × ν k−1

2 −1ρ × · · · × ν− k−1
2 ρ a aussi un unique quo-

tient irréductible, son quotient de Langlands, que nous définissons au prochain
paragraphe.
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