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STRING TOPOLOGY FOR STACKS

Kai BEHREND, Grégory GINOT, Behrang NOOHI & Ping XU

Abstract. — We establish the general machinery of string topology for differentiable
stacks. This machinery allows us to treat on equal footing free loops in stacks and
hidden loops. We construct a bivariant (in the sense of Fulton and MacPherson)
theory for topological stacks: it gives us a flexible theory of Gysin maps which are
automatically compatible with pullback, pushforward and products. Further we prove
an excess formula in this context. We introduce oriented stacks, generalizing oriented
manifolds, which are stacks on which we can do string topology. We prove that the
homology of the free loop stack of an oriented stack and the homology of hidden loops
(sometimes called ghost loops) are a Frobenius algebra which are related by a natural
morphism of Frobenius algebras. We also prove that the homology of free loop stack
has a natural structure of BV -algebra, which together with the Frobenius structure
fits into an homological conformal field theories with closed positive boundaries. We
also use our constructions to study an analogue of the loop product for stacks of maps
of (n-dimensional) spheres to oriented stacks and compatible power maps in their
homology. Using our general machinery, we construct an intersection pairing for (non
necessarily compact) almost complex orbifolds which is in the same relation to the
intersection pairing for manifolds as Chen-Ruan orbifold cup-product is to ordinary
cup-product of manifolds. We show that the hidden loop product of almost complex
orbifolds is isomorphic to the orbifold intersection pairing twisted by a canonical class.
Finally we gave some examples including the case of the classifying stacks [*/G] of a
compact Lie group.

Résumé (Topologie des cordes des champs différentiels). — Nous construisons un cadre
général pour traiter la topologie des cordes des champs différentiels. En particulier,
ce cadre s’applique aussi bien aux lacets libres d’un champ qu’aux lacets fantémes,
champs d’inertie. On construit une théorie bivariante (au sens de Fulton et MacPher-
son) pour les champs topologiques et on en déduit I’existence de morphismes de Gysin
compatibles avec les opérations standards: produits, produits fibrés, recollements. Par
ailleurs on démontre une formule d’excés pour les fibrés normaux sur des champs dif-
férentiels. On définit une notion de champs orientés, qui généralise celle de variétés
orientées, qui sont les champs sur lesquels on dispose des opérations de la topologie
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des cordes. En particulier, on démontre que ’homologie du champ des lacets libres
d’un champ orienté ainsi que I’homologie de son champ des lacets fantémes sont mu-
nies de structures naturelles d’algébres de Frobenius. De plus le morphisme naturel
entre ces champs de lacets est un morphisme d’algébres de Frobenius. Par ailleurs,
on prouve que ’homologie du champ des lacets libres est muni d’une structure de
BV-algébre compatible avec la structure d’algébre de Frobenius au sens ol ces struc-
tures sont extraites d’une théorie homologique conforme des champs & bords com-
pacts. On applique également nos techniques pour étudier un analogue du produit
de Chas-Sullivan, ainsi que des opérations puissances compatibles, sur ’homologie
des champs de morphismes des sphéres dans un champ orienté. Notre cadre permet
aussi de construire un produit d’intersection pour les orbifolds quasi-complexes (non-
nécessairement compacts) qui est, en un sens, le dual de Poincaré du produit de Chen
et Ruan. On démontre de plus que le produit & la Chas-Sullivan des lacets fantomes
d’un orbifold quasi-complexe est isomorphe au produit d’intersection tordu par une
classe naturelle. On étudie plusieurs exemples, notamment le cas du champ [*/G]
classifiant d’un groupe de Lie compact.
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