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M É T R I Q U E S D ' E I N S T E I N 
A S Y M P T O T I Q U E M E N T S Y M É T R I Q U E S 

Ol iv ier B i q u a r d 

Résumé. — Ce t articl e étudi e le s métrique s d'Einstei n asymptotiquemen t symé -
triques, ce qui signifie que leur courbure à l'infini es t asymptotique à la courbure d'u n 
espace symétrique de rang 1  de type no n compac t (c'est-à-dir e d'un espac e hyperbo-
lique). Deu x construction s d e telles métriques d'Einstei n son t réalisées . La premièr e 
passe par l'analys e e t me t e n correspondance les déformations d'Einstei n de s espaces 
hyperboliques complexe , quaternionie n e t octonionien , ave c certaine s métrique s d e 
Carnot-Carathéodory su r le bord à l'infini. Dan s les cas quaternionien e t octonionien , 
on obtient à  l'infini de s objets que j'appelle des structures de contact quaternionienne s 
(ou octonioniennes) . L a second e constructio n es t a u contrair e twistoriell e :  partan t 
d'une structur e d e contac t quaternionienne , analytiqu e réelle , on montr e qu'ell e es t 
le bord à  l'infin i d'un e uniqu e métriqu e quaternion-kahlérienn e (qu i es t e n particu -
lier d'Einstein) , défini e dan s u n voisinag e d e l'infini . L a géométri e de s structure s d e 
contact quaternionienne s es t ains i asse z bie n comprise , alor s qu e le s structure s d e 
contact octonionienne s resten t u n obje t trè s mystérieux . 
Résumé (Asymptotically symmetric Einstein metrics). — In this article, I study asymp-
totically symmetric Einstein metric s : asymptotically symmetri c means that th e cur -
vature a t infinit y i s asymptoti c t o th e curvatur e o f a  ran k on e symmetri c spac e of 
noncompact typ e (tha t is , a  hyperboli c space) . Tw o construction s o f suc h metric s 
are given. Th e first  one relies on analysi s to prove that th e Einstei n deformation s o f 
complex, quaternionic or octonionic symmetric spaces are in 1-1 correspondance with 
some Carnot-Carathéodory metrics o n the boundar y a t infinity . I n th e quaternioni c 
or octonioni c cases , I  ge t ne w object s a t infinit y whic h I  cal l quaternioni c (o r octo -
nionic) contact structures . Th e second construction is twistorial: give n a real analytic 
quaternionic contac t structure , I  prove that i t i s the boundary a t infinit y o f a unique 
quaternionic-Kâhler (and therefor e Einstein) , asymptoticall y symmetri c metric , de-
fined in a  neighborhood o f infinity. Th e geometr y o f quaternionic contac t structure s 
is studied, whil e octonionic contac t structure s remai n very mysterious objects . 
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I N T R O D U C T I O N 

Infini conform e de s espace s hyperbolique s 
Les exemples les plus évidents de métrique d'Einstein son t les espaces symétriques, 

et les plus simples sont les espaces symétriques de rang un. Dans cet article, nous nous 
intéresserons à  ceu x d e courbur e négative , don c d e typ e no n compac t :  il s'agi t de s 
espaces hyperboliques KH m ( m ^  2) , où K  est l e corps des réels (E) , de s complexe s 
(C), de s quaternions (H) , ou l'algèbre de s octonions (O ) ; dans c e dernier cas , seul le 
plan hyperbolique de Cayley OH2 existe . On notera d la dimension réell e de K (don c 
d = 1 , 2,4 o u 8) e t n = md cell e de KHm . 

La sphère à  l'infin i Sn_ 1 d'un espac e hyperbolique es t naturellemen t muni e d'un e 
structure géométriqu e intéressante , à  savoi r un e métriqu e d e Carnot-Carathéodor y 
conforme. Expliciton s cel a dans les cas les plus simples . 
Espace hyperbolique réel —  L'espac e hyperboliqu e rée l peu t êtr e réalis é comm e la 
boule unit é B n d e Mn , muni e d e l a métriqu e (normalisé e d e sort e qu e l a courbur e 
sectionnelle soi t —1) 

_ A EUC 
9 = ( l -p2 )2 ' 

où eu c es t l a métrique plat e d e W1 et p l e rayon. Cett e métriqu e indui t su r l e bor d 
§n_1 la métriqu e 

(0.1) 7 =  lim( l - p2)2g§p. 

La fonctio n t =  ( 1 — p2) es t un e fonctio n qu i s'annul e exactemen t à  l'ordr e u n su r 
le bor d (o n dir a qu e t défini t l e bord) , e t l a métriqu e 7  n e dépen d d u choi x d'un e 
telle fonctio n qu' à u n facteu r conform e près , s i bie n qu e l a class e conform e [7 ] es t 
intrinsèquement définie . O n appeller a cett e class e conform e l'infin i conform e d e p , 
expression qu e je reprends à  Le Brun. 
Espace hyperbolique complexe. —  L'espac e hyperbolique complex e peut, quan t à  lui, 
être représenté comme la boule unité d e C™, muni e de la métrique d e Bergman n 

euc 
9 = z ô 

1 — p2 

f?(d? + (idp)*) 
(1 -P2)2 



2 INTRODUCTION 

À la place de l'équation (0.1) , qui conduirai t à  un tenseu r trè s dégénér é su r l e bord , 
on pose 

(0.2) 7 =  lim( l -  p2)g§p. 

Cette métrique es t maintenan t infinie , sau f su r l a distributio n 

V = kerr? C TS, 

où 7] = Idp es t un e 1-form e de connexion su r l e §1-fibré S2m_ 1 —> CPm-1 . Un e tell e 
métrique, définie sur une distribution d e contact, est appelée une métrique de Carnot-
Carathéodory. Comme dans le cas réel, seule la classe conforme [7 ] est intrinsèquemen t 
définie, e t nou s l'appellerons à  nouveau l'infin i conform e d e g. 

Espace hyperbolique générai —  Passon s maintenant à  une description plu s générale , 
valable pour tous les espaces hyperboliques. Un point d e base étant fixé, on appelle r 
la distance à  ce point e t S r la sphère de rayon r. L a métrique 7  sur la sphère à l'infin i 
Sn_1 de l'espace hyperboliqu e KH m es t donné e par l a formul e 

(0.3) 7 =  li m e 2rgsr-
r—ïoo Cette métriqu e pren d de s valeur s infinies , sau f su r un e distributio n V C  TS , d e 

codimension 1  dans l e ca s complexe , 3  dan s l e ca s quaternionien , e t 7  dan s l e ca s 
octonionien ; dans le cas réel, 7 est une vraie métrique et V = TS. Comme les crochets 
d'éléments d e V engendren t tou s le s champ s d e vecteur s d e S , l a métriqu e 7  es t 
encore une métrique de Carnot-Carathéodory ;  la définition (0.3 ) n e dépend d u choi x 
du poin t d e base que par u n facteur conforme , don c on appelle encore cette métriqu e 
l'infini conforme de g (voi r la définition plu s précise B) . On peut décrir e la métriqu e 
hyperbolique e n fonctio n d e donnée s su r l e bor d :  il y  a  un e form e d e contac t 77 , à 
valeurs dan s Im(K ) =  R , M3 ou R7 , d e noya u V, tell e qu e la  métriqu e s'écriv e (l a 
courbure sectionnell e étan t normalisé e entre — 4 et —1) 

(0.4) g = dr2 + sh2(2r)r72 + sh2(r )7. 

Dans le cas réel, il n'y a  pas de terme en rj2 ; dans les autres cas, la formule suppos e le 
choix d'un supplémentair e d e V dan s TS pour prolonge r l a métrique 7  su r V e n un e 
forme quadratiqu e su r TS . Ce supplémentaire es t fourn i pa r le s fibres de la fibration 

Sn_1 Sn_1 

jgpm-l 
Problème de Dirichlet —  Ce s métriques symétriques sont bien entendu des métriques 
d'Einstein, don c 

Ric^ =  —Ag, X = n - 1 , n -h 2, n + 8,3 6 
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BREF HISTORIQU E 3 

dans les cas réel, complexe, quaternionien, octonionien. Le but de cet article est d'étu -
dier l e problème suivan t :  étant donné e su r l e bord un e métriqu e conform e d e Car -
not-Carathéodory, [7] , étudier l e problème de Dirichlet no n linéair e 

(i) Rie * = -Xg; 
(ii) l'infin i conform e d e g est [7] . 

Le fai t qu'o n puisse , comm e o n l e verra , déforme r le s métrique s d'Einstei n hyper -
boliques e n résolvan t c e problème tranch e ave c la rigidit é qu i frappe leur s quotient s 
compacts :  Koiso [Koi78 ] a  montr é qu e le s métriques d'Einstei n de s quotient s com -
pacts de s espace s hyperbolique s n e peuven t pa s êtr e déformée s ; dans quelque s cas , 
en dimensio n 4 , o n connaî t mêm e u n résulta t d e rigidit é globale , à  savoi r qu e le s 
métriques hyperbolique s su r le s quotient s y  son t le s seule s métrique s d'Einstein , à 
l'action prè s des difféomorphismes :  cela a été montré par Besson , Courtoi s e t Gallo t 
[BCG95] dans l e cas réel , par L e Brun [LeB95 ] dans le cas complexe. Les quotient s 
de volume fini semblen t s e comporter d e manière similaire [Biq97]. 

On peut distingue r deu x types d'approch e a u problème (i)-(ii ) : 
(1) résolutio n globale de l'équation (i ) avec condition à  l'infini (ii ) :  cette approch e 

se fait grâc e à des techniques d'analys e global e ; 
(2) résolutio n local e près d e l'infin i :  cette approche , plu s algébrique , suppos e d e 

renforcer le s équations , ca r l e problèm e (i)-(ii ) es t u n problèm e d e Cauch y 
sous-déterminé à  l'infini . 

Dans ce t article , o n présent e deu x situations , utilisan t le s deux type s d'approch e 
décrites plu s haut , o ù l a résolution d u problèm e permet l a construction d e nouvelles 
métriques d'Einstei n :  la premièr e situation , utilisan t de s technique s d'analyse , fai t 
l'objet d u chapitr e I  (voi r sectio n ci-dessous ) ; la  second e situation , utilisan t de s 
techniques twistorielles , fai t l'obje t de s chapitres I I et II I (voi r section ci-dessous) . 

Bref historiqu e 
L'idée d e pose r l e problèm e (i)-(ii ) pou r comprendr e le s métrique s d'Einstei n e n 

termes de métriques de Carnot-Carathéodory sur le bord a ses racines dans des travaux 
antérieurs, d'un e par t e n géométri e réell e — où l'infin i conform e es t alor s un e vrai e 
métrique conform e — , d'autre par t e n géométri e complex e — pour le s métriques d e 
Kâhler-Einstein. Développon s un pe u ce t historique . 
Géométrie complexe. —  Le s résultat s connu s le s plu s complet s concernen t l a géo -
métrie complexe . Su r un e variét é complexe , o n peu t remplace r l a conditio n (i ) pa r 
la condition plu s forte d e trouver un e métrique Kàhler-Einstei n ; l'équation n e port e 
pas su r l e tenseur mai s plutôt su r un e fonction qu i doi t satisfair e un e équation d e 
Monge-Ampère complexe , no n linéaire . L e problème es t complètemen t résol u pa r l e 
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