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FIBRES VECTORIELS TOPOLOGIQUES DE
RANG ELEVE SUR UNE HYPERSURFACE
PAR

JoseEPH LE POTIER (*) et CONSTANTIN BANICA (**)

RESUME. — Cet article contient deux résultats : a) le calcul de l'algébre de
Grothendieck des fibrés vectoriels topologiques sur une hypersurface X de degré d et de
dimension n de I'espace projectif complexe; b) la description des classes de cohomologie
entidres (c;) € H?(X) qui sont les classes de Chern d’un fibré vectoriel topologique
de rang r > n. L’énoncé obtenu généralise le résultat classique de Schwarzenberger et
Thomas sur ’espace projectif.

ABSTRACT. — Let X an hypersurface of degree d and dimension n in the
complex projective space. This article contains two results : a) the computation of the
Grothendieck algebra for topological vector bundles on X ; b) the description of entire
cohomology classes (¢;) € H?*(X) which are the Chern classes of a topological vector
bundle of rank r > n. The result generalizes the classical result of Schwarzenberger
and Thomas on the complex projective space.

0. Introduction

On connait, d’aprés SCHWARZENBERGER et THOMAS [10], la classifi-
cation topologique des fibrés vectoriels complexes de rang r > n sur
l’espace projectif P, (C) : ceux-ci sont décrits par leurs classes de Chern
¢i € H*(P,(C),Z) ~ Z; ces nombres ne sont pas arbitraires, mais doi-
vent satisfaire & certaines conditions d’intégralité Sy (pour k = 3,...,n)
connues sous le nom de conditions de Schwarzenberger (cf. §4). Dans ce
travail, nous généralisons ce résultat aux hypersurfaces lisses X de di-
mension n et de degré d de ’espace projectif complexe : nous décrivons
l’algebre de Grothendieck topologique K(X) et nous donnons la classi-
fication des fibrés vectoriels topologiques de rang r > n en termes de
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conditions d’intégralité portant sur les classes de Chern. Cette classifica-
tion est obtenue au § 4 en suivant une idée de BANICA et PUTINAR [2] et de
LEe POTIER [8], en utilisant le théoréme de Riemann-Roch topologique, dit
aussi théoreme de I’indice, appliqué aux sous-variétés de I’hypersurface X.

Nous commencons par quelques rappels bien connus concernant les
rapports entre I’algebre de Grothendieck et I’algebre de cohomologie d’un
CW-complexe fini, quand on fait I’hypotheése que la cohomologie n’a pas
de torsion : sous cette hypothese, la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch
dégénere, et I'algebre graduée associée gr(K(X)) s'identifie a I’algebre de
cohomologie paire. Nous donnons ensuite la description de 1’algebre de
Grothendieck dans le cas des quadriques lisses : 1’algebre de Grothen-
dieck differe déja dans ce cas particulier de 'algebre de cohomologie et
cette étude donne une bonne intuition de ce qui ce passe en degré quel-
conque. Cependant, dans le cas des quadriques les générateurs de K(X)
sont algébriques et ont une bonne interprétation géométrique. Ce n’est
plus le cas en degré quelconque; nous avons mis en évidence un systéme
de générateurs de 'algebre de K(X) sur lequel la structure multiplica-
tive s’exprime simplement, mais nous n’avons obtenu une interprétation
géométrique de ces générateurs que pour les hypersurfaces de Fermat de
dimension impaire. Ces générateurs sont obtenus essentiellement en re-
levant les générateurs de l’algébre de cohomologie paire. Tout le travail
consiste a déterminer quelles sont les relations entre ces générateurs dans
lalgebre K(X).

1. Le caractere de Chern

Soit X un espace topologique compact et § C X; C --- C X, C X une
suite croissante de sous-espaces fermés. On pose :

FPK(X) = ker K(X) — K(X,_1).

Ceci définit une filtration décroissante et finie de I'algebre de Grothen-
dieck K(X). De méme, si A est un anneau commutatif et unitaire, on a
une filtration décroissante et finie de la cohomologie de X & valeurs dans A
en posant :

FPH(X,A)) =kerH(X,A) —» H(X,_1, A).

Cette filtration est celle que I'on obtient comme aboutissement de la suite
spectrale F,.(A) associée & la suite X, ci-dessus et dont le terme E est
donné par :

EP? = HPY (X, Xpo1; A).
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Ceci s’applique en particulier au cas o X est un CW-complexe fini
de dimension n, muni de la filtration définie en prenant pour X, le
p-squelette de X. On a dans ce cas EY'? = 0 si ¢ # 0. Il en résulte
que la filtration obtenue sur H(X, A) est indépendante de X, : elle peut
aussi étre définie par

FPH(X, A) = HH (X, A)

i2p

et l'algebre graduée associée est encore H(X, A). L’algebre K(X) étant
munie de la filtration associée au squelette de X, considérons le morphisme
d’algebres défini par le caractere de Chern :

ch: K(X) — HP¥'(X,Q).

ProposiTION 1.1. — Soit X un CW-complexe fini et connezxe dont la
cohomologie entiére est sans torsion. Alors :

(i) Le groupe K(X) est sans torsion.

(ii) Le caractére de Chern ch : K(X) — HP*" (X, Q) est un morphisme
injectif d’algebres filtrées et ce morphisme est strict.

Démonstration. — Ceci résulte essentiellement de la dégénérescence de
la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch. Nous ne ferons qu’une esquisse
de démonstration; pour plus de détails, on peut par exemple consul-
ter [1] ou [5].

Précisons d’abord les notations : comme X est connexe, le rang d’un
élément de K(X) a un sens; on désigne par K°(X) I'idéal de I’algebre de
Grothendieck des éléments de rang nul et on pose K'(X) = K°(S(X)) :
c’est le groupe de Grothendieck réduit de la suspension de X. Le théoreme
de périodicité de Bott permet d’obtenir sur K*(X) = K(X) ® K*(X) une
structure d’algebre Z,-graduée. Enfin, pour toute paire Y C X, avec Y
non vide, on désigne par K*(X,Y) I'idéal Zy-gradué de K*(C) associé au
cone C de linclusion Y < X et défini par les éléments de rang nul.

On considere la suite spectrale Zs-graduée E!. d’Atiyah-Hirzebruch,
associée a la filtration de X par le squelette : elle est donnée au niveau 1 par

EiP = K" (Xp, Xp1)

et a pour aboutissement 1'algébre Zs-graduée K*(X). Le caractére de
Chern induit un morphisme de suites spectrales E,. — E,.(Q).
e Au niveau F1P, ce morphisme est le morphisme induit par le carac-

tere de Chern sur un bouquet de spheres de dimension p : ainsi, le caractere
de Chern identifie ] avec le sous-module F(Z) C F1(Q).
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e Au niveau Ej, on obtient encore un plongement F4{P — HP(X,Q)
dont 'image est exactement HP (X, Z).

11 en résulte que la suite spectrale E! dégénere & partir du niveau FEj,
puisque c’est le cas de la suite spectrale F,.(Q). Ainsi, on a une filtration
décroissante finie de K*(X) dont le gradué gr? K*(X) est isomorphe
a HP(X,Z). L’assertion (i) en résulte immédiatement.

Pour (ii), on remarque que le caractére de Chern définit un morphisme
ch: K*(X) — H(X,Q)

compatible avec les filtrations définies ci-dessus. En degré p le morphisme
induit sur les gradués n’est autre, d’aprés ce qu’on vient de voir, que
Iinclusion canonique :

HP(X,Z) — H"(X,Q).
Ceci montre que le morphisme ch est strict. Il reste a se limiter au sous-
module des termes de degré pair de K*(X) pour obtenir 1'’énoncé. []

COROLLAIRE 1.2. — Sous les hypothéses ci-dessus, la filtration de K(X)
est indépendante du choiz de la suite X, et elle est compatible avec la
structure multiplicative.

Ceci résulte du fait que ch est un morphisme d’algébres. Une autre
description de la filtration de K(X) est obtenue par I’annulation du rang r
et des classes de Chern :

FPKR(X) = {£€K(X); e1(§) =~ = ¢p-1(€) = 0}

En particulier, un élément & € K(X) est nul si et seulement si il est de
rang nul et de classes de Chern nulles.

COROLLAIRE 1.3. — Si la cohomologie entiére de X est sans torsion, la
partie impaire gri™PT K(X) est nulle, et le caractére de Chern induit un
isomorphisme d’algébres graduées :

(*) gr(K(X)) ~ HP*" (X, Z).
On notera par la suite :
F,(K(X)) = F??(K(X)).

On utilisera la surjectivité de (*) sous la forme suivante : pour tout
entier p > 1 et tout a € H?P(X,Z), il existe & € K°(X) tel que

ch& = a + termes de degré supérieur.
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