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A propos de la couverture. La figure intitulée « Réseau de forces dans une foule en mouvement » représente
des personnes (identifiées a des disques) fortement congestionnées cherchant a évacuer une salle (vers la
gauche de l'image). Les arétes du réseau représentent les interactions entre les personnes, la couleur et
la largeur de chaque aréte encodent lintensité de la force d’interaction entre les deux individus impliqués
dans le contact. Le champ de ces forces est solution d’'un probléme de Poisson discret posé sur le graphe
dual des contacts. (crédit : Sylvain FAURE et Bertrand MAURY).

SMF — GAZETTE



- Gazette

des Mathématiciens

N° 152

Editorial

Chére lectrice, cher lecteur,

C’est par ces ravissants vers que s’ouvrent Les Contrerimes de Paul-Jean
Toulet :

Avril, dont l'odeur nous augure
Le renaissant plaisir,
Tu découvres de mon désir

La secréte figure.

Et ni de désir, ni de plaisir, ce volet printanier de la Gazette ne saurait man-
quer.

Désir irrépressible, tout d’abord, de saluer le remarquable succés d'Yves Meyer
et a travers lui, une fois encore, de "école mathématique francaise. Le péere
fondateur de la théorie des ondelettes vient en effet de se voir décerner le

trés prestigieux prix Abel, mettant ainsi dans l'embarras une bonne partie

de la presse nationale qui se demande désormais avec effroi lequel du prix
Abel ou de la médaille Fields doit étre réellement considéré comme le prix
Nobel des mathématiques.

Plaisir ensuite de te faire découvrir des mathématiques dans toute leur
diversité. Du microspopique au macroscopique, Bertand Maury égraine

les foules. Théorie de l'information, entropie, codes correcteurs d’erreurs,
Alain Chenciner rend hommage a Claude Shannon. Marco Panza, historien
et philosophe des mathématiques de son état, te conduira a travers les ar-
canes du platonisme ou plutét, devrais-je dire, des platonismes. Quant a
Julien Roques, il te racontera la théorie de Galois différentielle.

La rubrique Diffusion des savoirs se fait l'’écho d’une initiative nouvelle et
jubilatoire d'Henri Paul de Saint Gervais. Pas d’inquiétude, il ne s’agit pas
d’'un éminent mathématicien dont tu ignorerais le nom. Plutét d'un messa-
ger. Avec son Analysis Situs, Henri Paul met a ta disposition un nouveau
média (d’aucuns oseraient parler d’'un analysis situs webus) permettant de
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découvrir U'ceuvre immense d’Henri Poincaré dans ce domaine. A grand ren-
fort d'images, de vidéos et d’hypertexte, une véritable immersion dans la
topologie algébrique des variétés!

Dans la rubrique Parité, Mathieu Romagny attire ton attention sur une étude
récente, l'une des premiéres de cette ampleur, concernant l'impact du genre
sur les profils de publication en mathématiques.

Enfin, ce printemps est également marqué par 'élection présidentielle. Des
candidats (se) débattent tant bien que mal, certains sont pris a partie, tan-
dis que d’autres en fuient un, mais une chose est s(re : la science demeure
étrangement absente. Afin de remédier a ce triste constat, notre chere so-
ciété savante, épaulée de quelques sociétés amies (SFP, SIF, SMAI), signe une
tribune a l'attention des candidats.

En te souhaitant une agréable lecture,

Boris ADAMCZEWSKI
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Mot du président

Chéres et chers collégues,

Ce mois de mars 2017 est incontestablement marqué par le prix Abel ob-
tenu par Yves Meyer, qui récompense « sa contribution majeure dans le dé-
veloppement de la théorie mathématique des ondelettes », mais plus gé-
néralement un mathématicien dont le parcours est a maints titres excep-
tionnel. Tout d’abord, au cours de sa carriére, il a choisi de s’intéresser a
différents domaines mathématiques (théorie des nombres, analyse harmo-
nique, ondelettes, équations aux dérivées partielles, traitement d'image,
probléme d’échantillonnage de signaux...). Chaque fois, il a imprimé sa
marque et obtenu des résultats majeurs et profonds, aux conséquences
dépassant souvent le domaine concerné. Une autre caractéristique d’'Yves
est sa capacité unique a travailler avec et faire interagir des scientifiques
entre eux (pas seulement des mathématiciens!) : chimistes, physiciens,
experts en signal et en image, et bien d’autres! Son ceuvre et tous ses ac-
complissements, déja récompensés par le prix Gauss en 2010, démontrent
que la distinction entre mathématiques « pures » et mathématiques « ap-
pliquées » est aujourd’hui dépassée. Enfin, Yves Meyer a toujours été pas-
sionné par l'enseignement et la transmission des connaissances, comme
en atteste le nombre impressionnant d’étudiant(e)s qu’il a accompagné(e)s,
ainsi que son enthousiasme permanent lors des séminaires auxquels il par-
ticipe (comme le scam & Créteil!). La sMF se réjouit donc que 'Académie
norvégienne ait récompensé ce scientifique hors normes, et a travers lui
'école francaise de mathématiques.

Notamment gréace a ce prix Abel, les mathématiques sont trés présentes
dans les médias. Cela ne compense malheureusement pas l'absence mani-
feste des sciences dans les débats présidentiels. Auprés de ces mémes mé-
dias et du grand public, les nombreuses récompenses obtenues par les ma-
thématiciennes et mathématiciens francais (médailles Fields, prix Abel, mé-
daille d’or cNRs, prix EMS) peuvent également contraster avec les résultats
trés décevants obtenus par les éléves francais aux tests internationaux.

Pour tenter de remettre les sciences au cceur des discussions, a l'initiative
de la sMF, une tribune a été publiée dans le journal Le Monde le mercredi
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22 mars. Dans cet article, écrit en collaboration avec la Société de Mathé-
matiques Appliquées et Industrielles, la Société Informatique de France et
la Société Francaise de Physique, nous soulevons les questions essentielles
liées a 'enseignement des sciences et la recherche, et cherchons a inter-
peller les candidat(e)s a l'élection présidentielle sur des sujets qui, a tout
le moins, sont peu présents dans les débats, ou alors abordés seulement
superficiellement. Nous avons recu plusieurs messages trés positifs (ve-
nant d’autres associations, de journalistes...) mais attendons encore les
réactions des candidats. La version longue de la tribune est publiée dans
ce fascicule, et nous sommes a l'écoute de vos réactions, que vous pouvez
bien sar envoyer a la Gazette.

Les 6 et 7 mars derniers, des représentants de l'iIMu sont venus a Paris
pour découvrir et évaluer la candidature de la France a 'organisation de
'lcmM2022. Cette visite s’est trés bien passée, la France présentant un pro-
jet ambitieux et ouvert au monde. Ceci a été rendu possible par le travail
considérable effectué depuis presque 5 ans par le comité d’organisation,
présidé par Francois Loeser. Nous attendons maintenant avec impatience
les recommandations de l'iMmu qui arriveront en avril (peut-étre les résultats
seront-ils connus quand vous lirez ces lignes).

Je poursuis ce mot avec d’autres activités récentes de la SMF.

Les 10 sujets du concours sMF junior sont préts! Je vous rappelle que ce
concours, destiné a tous les étudiants au plus en master, se déroule sur

10 jours du 2 au 11 mai prochains. L'objectif est de faire travailler les étu-
diant(e)s par équipe sur des sujets variés (algébre, analyse, géométrie, mo-
délisation, probabilités...), et donc de donner un avant-goGt de la recherche
en travaillant en équipe sur un temps relativement long. Pour faire de cette
initiative un succes, je vous remercie de bien vouloir transmettre cette in-
formation a vos étudiants et responsables de master, en incitant toutes

et tous a participer. Il y aura de nombreux prix, notamment pour les contri-
butions originales, qui seront remis lors d’'une cérémonie a l'iHp le 10 juin
2017. Consultez notre site web pour obtenir toutes les informations, l'ins-
cription pour le concours est ouverte et extrémement simple!

Depuis ce mois de janvier, tous les articles des Bulletins et des Mémoires
de la sMF possédent un pol 1 et bient6t seront aussi concernés les articles
des Annales de l'Ens. Ce travail fait partie de la volonté de modernisation
de la sMF, qui se manifestera d’autres facons dans un futur proche. Par
exemple, notre nouveau site web (accompagné d’une restructuration de
notre systéme informatique) sera mis en ligne avant la fin de 'année 2017.
Cette refonte demande un investissement important de la sMF et surtout de

1. Digital Object Identifier.
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ses personnels, ainsi que du Bureau de la sMF. Nous espérons que tous ces
efforts trouveront leur récompense dans la satisfaction que vous aurez a
consulter régulierement ce site.

Mais vous n’étes pas obligés d’attendre cette rénovation pour consulter le
site actuel, les actualités, nos dossiers... ainsi que notre compte Twitter qui
compte depuis la semaine passée 1500 abonnés et a publié plus de 1000
tweets (mais pas plus d’un par jour!).

Enfin, je vous rappelle que l'adhésion a la sMF (et/ou son renouvellement)
est toujours possible! Nos nombreuses actions pour la communauté sont
rendues possibles grace a l'implication des personnels et des bénévoles, et
grace au soutien que vous pourrez nous apporter dans l'organisation, l'ani-
mation et la participation a nos événements. N'oubliez donc pas d’adhérer
en 2017 : cela nous aide évidemment a fonctionner, cela conforte surtout
notre engagement collectif.

Je vous souhaite un agréable printemps 2017.

Le 2 avril 2017
Stéphane SEURET, président de la sMF
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Grains de foules

Nous nous proposons de montrer comment l'éla-
boration de modéles de mouvements de foules (des-
tinés a décrire par exemple l'évacuation d'un ba-
timent) conduit a des questions délicates sur les
liens entre la description microscopique (et nati-
vement lagrangienne) de systémes de particules
de type sphéres dures et la description a l'échelle
macroscopique de tels systemes. Nous nous inté-
resserons plus précisément a la description lagran-
gienne du mouvement d’une collection de disques
rigides sans recouvrement, en détaillant la prise en
compte de cette contrainte de non-recouvrement
dans l'évolution de la population. Le pendant ma-
croscopique de cette situation consiste a considé-
rer un continuum de matiére (ou de « gens » dans
le cas de foules) décrit par une densité assujettie
a rester en dessous d'une valeur maximale pres-
crite. A l'échelle macroscopique, le cadre du trans-
port optimal, et la métrique de Wasserstein asso-
ciée, permettent de conserver au moins partielle-
ment le caractéere lagrangien de la description et de
transposer au niveau macroscopique des résultats
classiques portant sur le systéme microscopique.
Mais cette transposition, si elle permet d’établir un
dictionnaire formel assez complet entre les deux
niveaux de description, cache un certain nombre
de différences profondes, dont certaines ont des
conséquences importantes sur le comportement
des modeles.

1 . Back to seventies

Le processus de raffle, introduit par J.J. Mo-
reau [4] il y a une quarantaine d’années, peut s’ex-
primer de facon trés générale comme suit : on consi-
dére une famille (K(t)); de sous-ensembles d'un
espace métrique, et l'on cherche a caractériser le
mouvement t — g(t) d’'un point obéissant aux prin-
cipes suivants :

1. bouger le moins possible,

2. appartenir a K(t) a chaque instant.

¢ B. MAURY

Dans le cas étudié initialement par Moreau d’'un es-
pace de Hilbert H et d'une famille de convexes fer-
més, cette évolution prend la forme d’une inclusion
différentielle, que l'on peut obtenir a partir d'une
version discrétisée en temps du principe d’évolu-
tion (algorithme dit de rattrapage, ou catching-up).
On se donne un pas de temps © > 0, on note g"
une approximation de la position au temps nt, et
'on construit une suite de positions successives en
projetant la position courante sur l'ensemble admis-
sible au pas de temps suivant :

g™ = Pe(ne1yo) (97).

La notion de sous-différentiel, qui généralise la
notion de gradient pour des fonctions convexes
non lisses, permet d’exprimer cette identité sous la
forme d’une inclusion. Pour toute fonction convexe
W de H dans R U {+oo}, on définit

dV(q)={v, W(q)+v-h<W(g+h) Yh}. (1)

Dans le cas ot W est la fonction indicatrice Ig d'un
convexe fermé K (qui vaut O en tout point dans K,
+00 a l'extérieur), le sous-différentiel s’identifie au
cone normal sortant a K pour tout point de la fron-
tiére, qui peut s’écrire

dik(q)={d'-a, q=F(q)}.

La figure 1 représente ce cdne normal sortant dans
différentes situations : lorsque le point est intérieur,
'ensemble est réduit au singleton nul; il est vide
pour tout point n‘appartenant pas a K; pour tout
point de la frontiére on obtient la demi-droite des
directions normales sortantes dans le cas lisse, et
un cone fermé non trivial dans le cas d'un point
anguleux.
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Ficure 1 — Céne normal sortant d’'un convexe
fermé

On vérifie ainsi immédiatement que 'étape de
projection ci-dessus est équivalente a la condition

n+1 n

g —q

n+1
= )

€ =dlk((n+1)c(@"),
qui peut s’interpréter comme la discrétisation en
temps (implicite) de 'inclusion
% € —dlk()(q)-

C’est sous cette forme que le processus de raffle a
été initialement introduit. Une interprétation ima-
gée, proposée par Moreau lui-méme, est la sui-
vante : on identifie le temps a la variable verticale
de 'espace physique, on considére que K(t) corres-
pond a la section variable d’'un conduit qui s’en-
fonce dans le sol, et g(t) représente la position
(projetée sur le plan horizontal) d’un filet d’eau qui
s’écoule sous l'action de la gravité, en glissant se-
lon la ligne de plus grande pente lorsqu’il se trouve
en contact avec les parois latérales (voir figure 2).
Dans le cas ot H est un espace de Hilbert général,
un petit effort d'imagination permettra de se repré-
senter la famille (K(t)) comme un puits de spéléolo-
gie creusé dans H x R™, et la trajectoire recherchée
comme un filet d’eau issu d'une source ponctuelle
a l'entrée du puits, en (g(0),0), s"écoulant sous l'ac-
tion de la « gravité » (Oy, 1).

Ficure 2 — Chute d’un filet d’eau

De nombreux travaux ont étendu cette dé-
marche a des situations plus générales. Nous nous
intéresserons ici plus particulierement a la possibi-
lité de supposer le point g animé d’'un mouvement
spontané décrit par une vitesse U. L'algorithme de
rattrapage s’adapte immédiatement a cette nou-
velle situation dynamique : a chaque étape une pre-
miére position est prédite sans tenir compte des
contraintes, puis projetée sur 'ensemble admissible

dn+1 —
{ qn+l —

q"+tU"
=n+1 (2)
PK((n+1)T)(q )
C’est a cette généralisation que nous nous inté-
resserons par la suite.

2. Description microscopique de
foules

De facon assez inattendue ce cadre général, mo-
tivé initialement par la modélisation de matériaux
plastiques, et développé ensuite comme sujet de
recherche académique a part entiére, s’applique as-
sez directement a la modélisation de mouvements
de foules fortement congestionnées. Considérons
un ensemble de N individus représentés par des
disques rigides de rayon r, centrés en des points
g1, ---» gy du plan. Chaque individu est supposé
animé d’une vitesse spontanée U;. Dans le cas de
'évacuation d’un batiment, on prendra par exemple
pour U, la vitesse que souhaiterait avoir 'individu
i cherchant a sortir au plus vite, s’il était seul. La
congestion est prise en compte en interdisant les
chevauchements : l'espace des configurations ad-
missibles est

K:{qeRZN, lq;—aqil >2r Viij}.

Nous n’écrirons pas explicitement les contraintes
liées aux murs, obstacles, etc. pour alléger les nota-
tions, mais il est bien sdr possible d'inclure ce type
de contraintes dans K, y compris dans le cas d'une
configuration en mouvement (porte qui s’ouvre ou
se ferme, ou véhicule évoluant au sein d’'une foule
dense, par exemple).

L'application du cadre de Moreau a cette situa-
tion n‘est pas immédiate, car K n'est pas convexe
(si l'on exclut la situation hitchcockienne d'une per-
sonne unique dans une piéce convexe close, situa-
tion d’un intérét pratique limité). Mais l'algorithme
constructif présenté précédemment ne nécessite
qu’une projection bien définie dans un voisinage
de K. Lapproche s’étend a des ensembles pour les-
quels cette projection est localement bien définie,

8 SMF — GAZETTE — AVRIL 2017 — N° 152
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ensembles appelés prox-réguliers (voir [7]). On peut
vérifier dans le cas présent que tout point g de R2N
a distance inférieure a un certain 1 > 0 de K se
projette de facon unique sur K. Prenons 'exemple
de 2 disques de rayon r, de centres g; et g> dans
R2. Toute configuration avec recouvrement se pro-
jette de fagon unique sur 'ensemble admissible
(sans recouvrement), tant que les centres ne sont
pas confondus. Une configuration avec les centres
confondus est a distance V2r de l'ensemble admis-
sible K. Si l'on restreint la projection a 'ensemble
K,7 des configurations dont la distance a K est infé-

rieure a < V2r (on se tient a distance des confi-
gurations a centres confondus), alors la projection
est bien définie, il s’agit bien d’'un ensemble prox-
régulier. On notera que la constante de Lipschitz
de cette projection tend vers +co quand 7 tend vers
\/zr. La démonstration est plus technique lorsque
le nombre de disques est quelconque, mais on peut
établir ce caractere de prox-régularité en toute gé-
néralité ([3]).

L'algorithme est donc bien défini pour T suffi-
samment petit, et 'on peut montrer (voir [3]) que la
suite des trajectoires discretes converge vers une
solution d’'une équation de type

e ai(a)+ U, 3)
au prix d'une extension de la notion de sous-
différentiel a des fonctions indicatrices d’ensembles
non convexes. On parle alors de sous-différentiel de
Fréchet, en demandant que la condition d’inégalité
dans (1) soit vérifiée a un o(h) prés. Précisons que le
n intervenant dans la condition de prox-régularité
(épaisseur du voisinage de K dans lequel la pro-
jection est bien définie) dégénére, c’est-a-dire tend
vers 0, lorsque le nombre de personnes N tend vers
Uinfini et leur taille r tend vers 0.

3. Modélisation macroscopique

Les modeles macroscopiques de mouvements
de foule reposent sur une densité de personnes
par unité de surface, que nous noterons p(x, t). La
description est donc eulérienne, contrairement au

modéle microscopique précédent qui est lagran-
gien L L'ingrédient central, comme dans le cas mi-
croscopique, est la donnée d’'un champ de vitesse
souhaitée U. Du fait du caractéere eulérien de la
description, nous nous limiterons ici au cas de per-
sonnes interchangeables en termes de comporte-
ment : le champ U ne dépend que de la position
de la personne. Dans le cas qui nous intéresse de
'évacuation d’une salle (identifiée & un domaine 2
du plan), ce champ U pointe vers une sortie, et tend
donc a concentrer les personnes. Nous considére-
rons que la densité ne peut dépasser une certaine
valeur, que nous prendrons égale a 1. On suppose
de plus la masse totale de personnes égale a 1, de
telle sorte que, pour tout t, p(;, t) vit dans P(2), es-
pace des mesures de probabilité sur Q2. L'ensemble
des densités admissibles est alors (en identifiant la
mesure et sa densité associée)

K={peP(@), 0<p<l pp). (4

'équivalent macroscopique du modéle décrit dans
la section précédente s’écrit de facon naturelle en
choisissant une vitesse effective de la foule qui mi-
nimise la distance (au sens L2) au champ de vitesse
souhaitée/,\en préservant la contrainte d'apparte-
nance a K. Informellement, cette vitesse ne doit
donc pas augmenter la densité lorsque cette der-
niére est déja maximale, i.e. la divergence du champ
de vitesse doit étre positive sur la zone saturée
(zone sur laquelle on a p = 1). Une prise en compte
par dualité 2 de cette contrainte conduit & un sys-
téme introduit par Darcy au milieu du xix® siecle
dans le contexte trés différent des écoulements
fluides au travers de milieux poreux, de type assem-
blages statiques de grains rigides.

Il serait trompeur d’attribuer cette analogie a
la prise en compte, dans le modele de Darcy, de
cette « matrice » de grains rigides, qui évoque les
assemblages introduits précédemment dans la des-
cription du modeéle microscopique : le systéme ini-
tialement introduit par Darcy décrit a l'échelle mé-
soscopique "écoulement d'un fluide visqueux au
travers des pores du réseau de grains, écoulement
qui se produit dans le complémentaire de la phase
solide; il ne décrit aucunement le mouvement de

1. La description lagrangienne repose sur un suivi des entités dans leur mouvement, ainsi t — g;(t) correspond a la position
de l'individu i au cours du temps. A contrario, la description eulérienne (qui fonde l'écriture des équations aux dérivées partielles
classiques), est basée sur l'observation de l'évolution en temps d’une quantité estimée en un point fixe de l'espace, comme t — p(x, t)

pour x fixé.

2. Précisons, pour le lecteur peu familier avec ces notions, le principe général de l'approche dans le cas plus simple de contraintes
d’égalité. Si u est minimiseur d’une fonctionnelle réguliére J définie sur un espace de Hilbert, sous la contrainte linéaire Bu = 0,
alors la condition d’optimalité implique VJ € (ker B)L, d'ot (si B est & image fermée), l'existence d’un p dans l'image de B tel que

VJ + B*p = 0. Dans le cas qui nous intéresse ici la fonctionnelle J est simplement %lv— U|2, et B est l'opérateur vi—> -V - v.
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l'assemblage de grains, qui reste statique.

Ce systéme s’écrit ici

u+Vp U
-V-u < O

(5)

dans la zone saturée w C (2. La pression ci-dessus
doit étre positive (ce qui traduit le fait que les forces
d'interactions ne peuvent étre que répulsives), et
nulle sur le bord de la zone saturée. Malgré la
petite difficulté supplémentaire liée au fait que la
contrainte est unilatérale (contrainte d’inégalité sur
la divergence), on peut montrer sans difficulté le ca-
ractére bien posé de ce probleme, qui définit sans
ambiguité la vitesse u a chaque instant comme pro-
jection de la vitesse souhaitée sur le cbne des vi-
tesses admissibles. Le probléme d’évolution associé
prend la forme d'une équation de conservation qui
exprime le transport de la densité par la vitesse
effective

d

a—i +V-(pu(p)) =0,

mais la dépendance p — u(p), en plus d’étre non
locale, est non lisse. En effet le modéle considéré,
qui fait abstraction de toute tendance sociale a ne
pas s’approcher de ses voisins, appréhende la foule
comme un gaz sans pression : tant que la contrainte
n‘est pas saturée, i.e. tant que les gens ne sont
pas en contact les uns avec les autres, ils n‘inter-
agissent pas du tout entre eux. En revanche, des
qu'une zone saturée se crée, des interactions non
locales apparaissent, au travers de cette zone satu-
rée. Par ailleurs, la régularité native en espace du
champ de vitesse est L2, ce qui exclut une utilisation
directe des outils classiques pour montrer l'exis-
tence et l'unicité d’'une solution a ce type d’équa-
tion.

Montrons que le cadre du transport optimal per-
met de préserver une part de la description lagran-
gienne, inhérente au modéle microscopique, et de
mettre en place un algorithme constructif du type
de (2). Considérons deux mesures de probabilité sur
Q, supposées admettre des densités y et v. Leur
distance de Wasserstein (voir [6, 8]), Wa>(p, v) est
définie par

Wolp? = ot [ 7007 ctutx)
fir=vJa

ou l'infimum est pris sur l'ensemble des applications
mesurables qui poussent y vers v, ce qu’on écrira
Tp=v.

On peut établir un lien immédiat entre la des-
cription macroscopique de densités selon cette mé-
trique et la description lagrangienne d’une collec-
tion de disques. A toute collection de N disques du
plan sans recouvrement on peut associer la fonc-
tion caractéristique de 'ensemble associé (réunion
des disques), que l'on suppose étre de masse 1. Si
'on fait subir aux centres des disques un déplace-
ment g, on s’est éloigné dans R2N de la norme
euclidienne de 6g. On peut vérifier aisément que,
si le déplacement n’est pas trop grand, la distance
W5 entre la nouvelle densité et 'ancienne est aussi
|6qg|. Le T optimal dans l'expression ci-dessus est de
facon évidente l'application qui translate chaque
disque vers sa nouvelle position. On notera cepen-
dant que cette égalité des distances est invalidée
si le déplacement est trop important. On peut alors
avoir intérét a appairer différemment les disques
pour optimiser le co(t de transport.

L'analogie (pour des petits déplacements) entre
la distance euclidienne sur la description lagran-
gienne suggére une version macroscopique de l'al-
gorithme (2) :

ﬁ”*l (Id+7U)yp" 6
pn+1 — Pk\(ﬁn+1) ( )

ou la premiére étape correspond a un transport
de la densité courante par la vitesse souhaitée,
la projection de la seconde étape étant entendue
au sens de la distance de Wasserstein définie ci-
dessus. Cette approche rentre dans le cadre tres
général des algorithmes de prédiction-correction,
utilisés pour la discrétisation en temps de probléme
d’évolution sous contrainte. On retrouve ainsi le
principe du schéma dit de projection pour les équa-
tions de Navier-Stokes, basé sur une premiére étape
de prédiction de la vitesse sans prise en compte de
l'incompressibilité, puis sur un calcul d'une pres-
sion dans une seconde étape, de facon a assurer le
caractere conservatif de la nouvelle vitesse.

Dans le cadre microscopique, la projection sur
'ensemble admissible K des configurations de
disques rigides sans recouvrement est bien définie
dans un petit voisinage. Mais, comme nous l'avons
indiqué, la taille de ce voisinage tend vers 0 lorsque
le nombre de grains tend vers l'infini (et leur taille
vers 0), ce qui laisse craindre des difficultés a définir
proprement la projection dans ce contexte macro-
scopique (qui correspond formellement a la limite
d’une infinité de grains infiniment petits). On peut
pourtant se convaincre assez aisément qu’il n‘en
est rien : le probléme consistant & projeter (pour la
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distance de Wasserstein) une mesure quelconque
sur l'ensemble K des mesures de probabilité ad-
mettant une densité par rapport a la mesure de
Lebesgue majorée par 1, s’avére étre un probléme
bien posé.

Avant d’indiquer les grandes lignes de la dé-
monstration de ce caractere bien posé, permettons-
nous deux remarques sur le caractere paradoxal de
ce résultat.

1) En premier lieu, dans un espace de Hilbert, la pos-
sibilité de définir sans ambiguité une projection sur
un ensemble donné va de pair avec la possibilité de
« s’éloigner » de cet ensemble a partir du bord. En
particulier, les ensembles sur lesquels la projection
est partout bien définie sont les ensembles tels que,
pour tout point du bord, on peut faire partir vers l'in-
fini une demi-droite de points qui se projettent sur le
point de départ. Les ensembles prox-réguliers évo-
qués précédemment sont des ensembles dont on
peut s’écarter avec l'assurance de revenir sur ses
pas par projection, tant qu’on ne s’éloigne pas trop.
Dans le cas de l'espace de Wasserstein, si l'on consi-
dére une mesure admissible p qui sature partout la
contrainte (fonction caractéristique d’'un ensemble
mesurable), il est naturel de se demander a quelle
distance maximale de /K\peul se situer une densité
qui réaliserait sa distance a K en p. Il apparait immé-
diatement que cette distance maximale n’est pas
minorée. On peut s’en convaincre en considérant,
en dimension 1, une densité p qui est la somme
de fonctions caractéristiques de petits intervalles
de taille €. La mesure la plus éloignée de K, tout
en réalisant la distance en p, est la somme des
masses de Dirac pondérées par ¢, supportées par
les centres des petits segments. On peut vérifier
que la distance tend vers 0 avec ¢, ce qui montre
que K n'est pas uniformément #-prox-régulier, aussi
petit que soit #7 > 0. Une illustration plus parlante
encore de cette non prox-régularité est donnée par
une densité définie comme fonction caractéristique
du complémentaire d’un ouvert dense de mesure
petite : cet densité peut étre vue comme saturant
quasiment tout l'espace disponible, pourtant son
support ne contient aucun ouvert, elle n‘est donc
la projection sur K que d’elle-méme. Ce résultat
négatif est conforme avec la dégénérescence de
la prox-régularité microscopique lorsque la taille
des particules tend vers 0. Mais l'espace de Wasser-
stein se distingue ici trés nettement de son cousin
hilbertien : malgreé les considérations précédentes,
nous verrons plus loin que la projection sur K est
bien définie de facon unique, bien qu’un point de la

frontiére n'est (en général) projection d’aucun autre
point que lui-méme.

2) Une autre différence fondamentale entre la des-
cription microscopique lagrangienne-euclidienne et
la description macroscopique dans le cadre Wasser-
stein est plus directement liée a la géométrie de ces
espaces. On considére une mesure p € K (i.e. dont
le sup essentiel est strictement supérieur a 1), et
deux densités pg et p; € K qui réalisent la distance
depa K. On cherche a montrer qu’elle sont néces-
sairement confondues. La démarche usuelle, dans
ce contexte, consisterait a considérer l'interpolée
géodésique (dite de Mc Cann),

e = (1d+ €T = 1d)) o,

ot T est un transport optimal entre yg et p;. Elle
permet de construire une courbe de densités entre
Mo et p1, dont on peut vérifier qu’elle est dans K.
Mais la démarche est une impasse, car la fonction-
nelle

1
w5 Walp,p)?,

contrairement au cas hilbertien, n‘est pas géodé-
siquement convexe (en dehors de la dimension 1).
On peut méme vérifier que cette fonctionnelle n‘est
A-convexe pour aucun A, ce qui signifie qu’aucun
ajout de fonctionnelle lisse convexe ne suffirait
a la rendre convexe. Le contre-exemple proposé
dans [1], page 162, repose sur des mesures qui
sont sommes de 2 masses de Dirac. La fonction ci-
dessus, suivie le long d'une géodésique, présente
un point singulier (dérivées différentes a droite et
a gauche en ce point), et 'on peut vérifier que ce
phénomeéne correspond a une permutation de 'ap-
pariement entre les masses.

Une astuce permet de corriger le probleme dé-
crit ci-dessus, en considérant un autre type de géo-
désiques, dites généralisées, reposant sur une inter-
polation des applications de transport : si l'on note
T; un transport optimal de p vers y;, cette interpola-
tion est définie par

pe=(1=0)To + Ty )sp.

Dans le cas de l'espace plat (Hilbertien), une telle
interpolée se confond avec la premiére, mais elle
est différente dans l'espace de Wasserstein, et l'on
peut vérifier que la fonction W>(p, ‘)2 est strictement
convexe le long de cette courbe, ce qui assure 'uni-
cité de la projection par 'argument de contradiction
classique.

Le caractere bien posé de cette projection per-
met de donner un sens précis a lalgorithme (2),
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sans limitation sur le pas de temps (contrairement
au cas microscopique), et de construire une suite
de trajectoires associées dont on peut montrer, au
prix de quelques complications techniques (voir [5]),
gu’elles convergent (a sous-suite extraite prés),
vers une solution du probléme macroscopique.

4. Micro = macro

Les considérations précédentes éclairent les
analogies et différences entre la description micro-
scopique d’'une collection de disques sans chevau-
chement et son pendant macroscopique dans le
cadre du transport optimal. Elles peuvent sembler
anecdotiques puisque, finalement, on obtient des
résultats théoriques analogues pour les deux mo-
deles. Nous proposons dans la suite de montrer
que la différence de nature entre les deux descrip-
tions conduit a des comportements profondément
divergents en termes de modélisation. Nous illustre-
rons cette divergence en nous focalisant sur un opé-
rateur de type laplacien qui est formellement pré-
sent dans les deux modeéles, sous-jacent a la prise
en compte de la contrainte de congestion, mais
ce laplacien présente des caractéristiques patholo-
giques au niveau discret. Comme nous le verrons,
ce sont précisément ces caractéristiques patholo-
giques qui assurent la richesse, et d'une certaine
maniére la pertinence, du modele.

Ficure 3 — Bouchon macroscopique (haut) et
microscopique (bas)

Au niveau macroscopique, le laplacien résulte
simplement de l’élimination de la vitesse dans le
probléme de Darcy (5), qui définit la vitesse effec-
tive u des personnes a partir du champ de vitesses
souhaitées U. Plus précisément, notons w la zone
saturée (sur laquelle la densité est égale a 1), et
considérons la situation d'un champ de vitesses

souhaitées qui tend a concentrer les personnes, i.e.
V- U <0, sur cette zone saturée. On aura alors sa-
turation de la contrainte de divergence positive sur
w, et 'on obtient un probléme de Poisson pour la
pression :

—Ap=-V-U, (7)

avec conditions de Dirichlet homogénes p =0 sur le
bord de la zone saturée w. Ce probleme elliptique
traduit la présence d’effets non locaux au travers
de la zone saturée, de la méme maniére que dans
les fluides incompressibles l'information se propage
a vitesse infinie. Cette forme particuliére prise par le
probleme en pression permet de mettre simplement
en évidence une propriété du modele qui est cru-
ciale sur le plan de la modélisation de phénomenes
d’évacuation. Considérons l'évacuation d’'une salle
convexe au travers d'une porte unique. Le caractére
concentrant de la vitesse va augmenter la densité
dans les premiers instants de ’évolution, jusqu’a
former une zone saturée immédiatement en amont
de la sortie. Sur cette zone saturée, la pression est
solution de l"équation de Poisson ci-dessus, avec un
second membre positif, des conditions de Dirichlet
homogeénes sur la sortie et en arriére de la zone,
et des conditions de flux nul (conditions de Neu-
man homogeéne) sur les murs latéraux (voir figure 3,
haut). On en déduit immédiatement que la pression,
positive sur la zone saturée par application du prin-
cipe du maximum, a une dérivée normale sortante
dp/dn négative sur la porte. La vitesse effective des
personnes au niveau de la sortie, qui s’écrit comme
la vitesse souhaitée corrigée par le terme —dp/dn,
est donc supérieure a leur vitesse souhaitée. Selon
ce modele, les personnes sur le point de sortir sont
poussées par les personnes derriere elles, de telle
sorte que la congestion accélére l'évacuation. Ce
comportement est en contradiction avec la réalité
observée, en particulier avec l'effet dit de Capacity
Drop : on observe dans les faits une diminution du
flux de sortie lorsque la densité en amont de la sor-
tie dépasse une certaine valeur. Il est possible de
corriger ce comportement en limitant le flux au tra-
vers de la porte, mais cette modification ne peut
qu’étre artificielle, et il faut bien reconnaitre que ce
modeéle, dans cette situation particuliere, reproduit
un effet contraire a celui observé expérimentale-
ment.

Comme nous allons le voir par une étude plus
approfondie du modeéle microscopique, ce mauvais
comportement du modéle est lié a la description ma-
croscopique elle-méme, dont nous avons déja évo-
qué certaines des propriétés précédemment. Sur
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le plan microscopique, une formulation particuliere
de l'équation d’évolution permet en premier lieu de
retrouver un probléme de type Darcy, trés analogue
formellement au probléme de Darcy classique. Le
probléme (3) peut se reformuler de facon mixte, en
introduisant une paramétrisation explicite du sous-
différentiel impliqué. Les contraintes définissant
'ensemble admissible K portent sur les distances
entre les centres, qui doivent rester supérieures au
double du rayon. Les mouvements admissibles sont
donc ceux qui augmentent au sens large toutes les
distances entre grains déja en contact. On en dé-
duit assez directement une expression explicite du
sous-différentiel

dix(q) = _ZPU‘GU' pij>0¢,

i~

ou Gj; est le gradient de la distance |q; — q;| . Si
'on note p le vecteur des pressions relatives aux
couples de particules en contact, et B la matrice
dont chaque ligne exprime une contrainte sur la
vitesse relative de deux particules en contact, c’est
a dire —=G;; - u <0, la matrice transposée B* encode
la somme ci-dessus. On aboutit au systéme

u+B*p = U,
Bu < 0, (8)

FIGURE 4 — Réseaux primal et dual

avec p > O (toutes les pressions d’interaction sont
positives : elles correspondent a des forces de ré-
pulsion entre personnes en contact). La formula-
tion mixte qui relie la vitesse effective des gens a
leur vitesse souhaitée prend ainsi la forme du pro-
bléeme de Darcy (5), ou B est la version discréte
de l'opérateur de divergence (plus précisément de
son opposé). Poursuivons l'analogie avec le pro-
bléeme macroscopique en considérant une situation
fortement congestionnée ou les vitesses souhai-
tées tendent a pousser les gens les uns contre les
autres, i.e. G;; - U < 0 (ce qui correspond au cas
d’une évacuation au travers d’'une porte étroite vers
laquelle tous les individus convergent). Si l'on consi-
dere 'ensemble des couples (i, j) de personnes en

contact actif (avec une pression d’interaction stric-
tement positive), le principe de complémentarité
classique pour ces problémes de minimisation sous
contrainte implique que la contrainte est saturée
pour chacun de ces couples, c’est-a-dire que Bu = 0.
On peut alors, comme dans le cadre macro, élimi-
ner la vitesse pour obtenir un probleme de Poisson
discret, qui est le pendant microscopique de (7) :

BB*p=BU. 9)

La matrice BB* peut étre vue comme un laplacien
discret associé a la configuration courante, qui agit
sur les sommets du graphe dual associé au réseau
de grains. C'est un graphe dont les sommets sont
les points de contact entre les grains (représenté
a droite de la figure 4); on notera qu’il est généri-
quement non planaire, contrairement au graphe
primal des contacts (dont les sommets sont les
centres des grains), qui est lui nativement planaire.
La figure 5 présente un champ de pression calculé
au cours de l'évolution d’une collection d’individus-
grains évacuant une salle. La pression étant définie
sur le graphe dual, elle est représentée sur la figure
au niveau de chaque aréte reliant deux personnes
en contact (l'épaisseur de l'aréte est proportion-
nelle a cette pression).

La matrice BB* est le pendant discret du la-
placien macroscopique mais présente un certain
nombre de caractéristiques propres au cas micro-
scopique.

1. En dehors de situations trés structurées
comme les réseaux périodiques carrés ou tri-
angulaires, elle ne s’annule pas contre les
champ de pression constants.

2. Dans les situations fortement congestionnées
(on pourra penser & un réseau triangulaire de
grains de méme taille), le nombre de points
de contact peut devenir (trés) supérieur au
nombre de degrés de liberté (2N). La matrice
B* est alors singuliére, et admet un noyau
de modes parasites en pression. Une consé-
quence en termes de modélisation est que,
dans une telle situation, on ne peut pas infé-
rer les forces d’interaction entre personnes a
partir de la simple connaissance de la confi-
guration et des vitesses souhaitées.

3. Lopérateur BB* ne vérifie pas le principe du
maximum. On peut plus précisément vérifier
simplement que, si la matrice est a diago-
nale dominante, et de termes diagonaux po-
sitifs, certains termes extra-diagonaux sont
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