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Bienvenue aux auditeurs,
jeunes et moins jeunes, du cycle de conférences
« Un texte, un mathématicien » !

La Bibliotheque nationale de France

est une des plus grandes et plus anciennes
bibliotheques, qui contient des millions d’ouvrages,
dans tous les champs du savoir

y compris les sciences.

La Société mathématique de France

est une des plus anciennes sociétés savantes,

ayant pour but « I'avancement et la propagation des
etudes de mathématiques pures et appliquées ».

Pour la dix-neuvieme année, la BnF et la SMF
s’associent pour organiser ces conférences ou

de grands chercheurs nous montreront le chemin
qui mene d’un grand texte classique de
mathématiques jusqu’a la recherche contemporaine.

Partageons ensemble leur passion.

Bibliotheque nationale de France
Société mathématique de France



La symétrie dans tout ses états :
les travaux révolutionnaires
de Sophus Lie

Martin Andler
Mercredi 17 janvier 2024

Nous comprenons tous ce qu’est la symétrie, dont nous avons une ex-
périence concrete quotidienne en nous regardant dans un miroir, ou en
observant la nature ou des monuments autour de nous. Partant de 13, les
mathématiciens ont étendu la notion ordinaire de symétrie en donnant ce
nom a toutes les transformations qui conservent une figure ; par exemple,
pour une étoile a cing branches, il y a 10 transformations possibles, qui
consistent soit a faire des symétries au sens habituel du terme, soit a les
faire tourner sur elles-mémes. Un des aspects de cette théorie est qu’en
effectuant consécutivement deux transformations, on en obtient une troi-
sieme. En 1832, dans un contexte différent, le mathématicien Evariste Ga-
lois avait donné le nom de groupe a un tel ensemble de transformations.
Trés progressivement, les idées de Galois furent comprises par les mathé-
maticiens.

En 1888, le mathématicien norvégien Sophus Lie allait procéder a une
généralisation radicale de la notion de groupe de symétrie en introduisant
une notion de groupe continu de transformations, ou il y a non seulement
un nombre infini de transformations, mais elles peuvent varier continQ-
ment : pensons par exemple a toutes les manieres dont un ballon peut
tourner sur lui-méme. Lie a alors 46 ans. Né en 1842 dans le village de
Nordfjordeid ou son pére était pasteur, il fait ses études supérieures a I’'uni-
versité de Cristiania (aujourd’hui Oslo). Il obtient une bourse qui lui permet
de rencontrer certains des meilleurs mathématiciens allemands et francais
en 1870. A son retour en Norvege, il soutient en 1871 une thése remar-
quée, ce qui pousse le parlement de Norvege a créer pour lui une chaire
de professeur. g T —

Dans les années qui suivent, il travaille en Nor- ~ ]

vege et en Allemagne, et commence a élaborer gy

ses idées qui se synthétiseront dans I'ouvrage Frvamads
monumental «Théorie des groupes de transfor- F

mations», publié en allemand entre 1888 et 1890, -'1::15"' ;

et rapidement célébré comme représentant une :

avancée mathématique fondamentale. Ainsi,
dans une série de conférences données en 1893
au congrés international des mathématiciens, le




mathématicien allemand parlait du «génie de Sophus Lie».

[l est nommé membre étranger de I’Académie des sciences de Paris en
1892, de la Royal Society de Londres et de la National Academy of Science
de Washington en 1895. |l meurt en 1899.

Des 1893, le mathématicien francais Arthur Tresse propose d’appeler
«groupes de Lie» les groupes continus qu’avait définis Lie, et c’est sous
ce nom qu’ils sont connus encore aujourd’hui. Une idée principale de la
théorie de Lie est d’appliquer a ses groupes les idées du calcul infinitési-
mal, ce qui lui permet d’associer a chaque groupe de Lie ses «générateurs
infinitésimaux», ce qu’on appelle aujourd’hui algebre de Lie.

Si on interroge aujourd’hui un moteur de recherche, I'entrée «Lie group»
donne pas moins que 914 000 000 réponses - témoignant ainsi de I'impor-
tance de la théorie de Lie, qui a pénétré de trées nombreux domaines des
mathématiques, de la physique théorique, mais aussi de la robotique ou de
la théorie de I'information.

Dans I'exposé, on commencera par expliquer les symétries finies des
figures planes et de I'espace, puis on décrira des exemples simples de
groupes de Lie, avant de donner une intuition de ce qu’est une algebre de
Lie. Dans la derniere partie de I’exposé, on exposera un certain nombre de
contextes dans lesquels les groupes ou les algebres de Lie jouent un réle
important.

Autour du texte :
Lie-Engel Theorie der transformationsgruppen, 1888-1890.

Martin Andler est professeur émérite de mathématiques a I'université
de Versailles St Quentin. Aprés ses études a I’'Ecole normale supérieure et
a l'université Paris 7 (maintenant université Paris Cité), il a été chercheur
CNRS dans cette méme université, puis a I'Ecole normale supérieure avant
de rejoindre I'université de Versailles Saint-Quentin. Il a été plusieurs fois
professeur invité aux Etats-Unis, & I'université Rutgers et au Massachus-
setts Institute of Technology. Ses recherches en mathématiques portent
sur les représentations des groupes de Lie. Il ef-
fectue également des recherches en histoire des
mathématiques, sur le développement des ma-
thématiques en France depuis la fin du XIXeme
siécle. Par ailleurs, il a consacré beaucoup d’éner-
gie dans des actions de diffusion et promotion des
mathématiques, principalement au sein de I'asso-
ciation Animath dont il a été président de 1998 a
2017. Il a été également le premier responsable du
cycle Un texte, un mathématicien créé en 2005.
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Maryam Mirzakhani
et la géométrie des surfaces

Elise Goujard
Mercredi 07 février 2024

En 2014, Maryam Mirzakhani est la premiere femme a recevoir la médaille
Fields, I'’équivalent du prix Nobel pour les mathématiques, « pour ses
contributions exceptionnelles a la dynamique et la géométrie des surfaces
de Riemann et de leurs espaces de modules ». Nous nous intéresserons ici
a l'un de ses premiers travaux de these, qui concerne la géométrie de cer-
taines surfaces dites hyperboliques, et plus précisément la géométrie de
certaines courbes bien particuliéres sur ces surfaces. Ces résultats datent
de seulement 15 ans et ont déja plusieurs applications remarquables.

Dans le plan euclidien familier, le plus court chemin pour aller d’un point a
un autre est de suivre une ligne droite, en fait 'unique droite passant par
ces deux points. Sur la sphére (on peut penser a la surface de la Terre), le
plus court chemin pour relier deux points est de suivre un grand cercle,
c’est-a-dire un cercle dont le centre est situé au centre de la Terre, comme
I’équateur ou les méridiens. Les paralleles ne sont pas des grands cercles,
ainsi pour relier Madrid a New York, situés a la méme latitude, il ne vaut
mieux pas suivre le parallele ! La notion de plus court chemin se généralise
ainsi en ce qu’on appelle une courbe « géodésique ». Les géodésiques
du plan sont les droites, et celles de la sphére sont les grands cercles. On
observe déja que selon les géométries le comportement des géodésiques
est différent : par exemple en géométrie sphérique deux géodésiques s’in-
tersectent forcément, contrairement au cas euclidien.

Il existe cependant un autre type de géométrie appelée « hyperbolique »
pour laquelle les géodésiques se comportent encore différemment. Cette
géométrie apparait quand on étudie des surfaces
avec plusieurs anses, comme par exemple la .
bouée a deux places représentée sur la figure 2. T
Sur ce type de surface, les géodésiques peuvent Frvrmeedy
s’intersecter elles-mémes. Dans sa thése, Mar- T ;";»'“
yam Mirzakhani s’est intéressée aux géodésiques Y- {"

« simples », c’est-a-dire celles qui ne s’auto-in- :
tersectent pas. On peut trouver de telles courbes
aussi longues que I'on veut sur la surface (voir
figure 3). Mirzakhani a estimé le nombre de telles




courbes, quand leur longueur grandit. Ce résultat permet par exemple de
prédire, quand on prend une telle géodésique au hasard assez longue, si
elle va couper la surface en deux ou non. La preuve de ce théoreme utilise
des outils puissants qu’elle a développés spécialement, en particulier une
intégration sur ’ensemble de toutes les surfaces hyperboliques de type
fixé, qu’on appelle espace de modules. La beauté des mathématiques de
Mirzakhani réside pour moi dans ce constant aller-retour entre la géomé-
trie des objets concrets, tangibles et facilement visualisables comme les
surfaces, et la géométrie des espaces de grande dimension bien plus abs-
traits et difficiles a appréhender que sont les espaces de modules, qui
décrivent 'ensemble des déformations de ces surfaces.

Un autre de ses résultats concerne certaines identités remarquables sur les
longueurs de ces courbes géodésiques. En géométrie euclidienne on peut
trouver de tels exemples d’identités remarquables, comme par exemple
le théoreme de Viviani pour les triangles équilatéraux. En géométrie hy-
perbolique, Grégory McShane a démontré en 1991 une telle identité pour
un type de surface bien particulier. Mirzakhani a montré en 2007 que quel
que soit le type de la surface hyperbolique, il existe toujours une identité
remarquable sur les longueurs de ses géodésiques, une sorte de relation
presque magique qui existe entre toutes ces courbes. Ce théoréme lui a
permis d’obtenir des résultats impressionnants sur les espaces de mo-
dules correspondants.

Autour du texte :
Mirzakhani, Maryam, «Growth of the number of simple closed geodesics on
hyperbolic surfaces», Ann. of Math. (2)168(2008), no.1, 97-125.

Elise Goujard est maitresse de conférences a I'université de Bordeaux,
apres un doctorat a I'université de Rennes soutenu en 2014. Elle s’inté-
resse a la géométrie et en particulier aux surfaces plates et a leurs espaces
de modules, qui paramétrent 'ensemble des déformations possibles de
ces surfaces. Elle étudie plus précisément certains problemes de comp-
tage dans ce contexte, comme I’estimation du nombre de points entiers
_ dans ces espaces de modules ou celle du nombre
B de trajectoires périodiques dans les surfaces indi-
g \iduelles. Toutes ces estimations permettent par
exemple d’obtenir des informations quantitatives
sur la dynamique dans les billards polygonaux.
Ces thématiques de recherche mélent géométrie,
combinatoire et dynamique. Depuis 2022 elle est
membre junior de I'Institut Universitaire de France
et elle a regu en 2023 la médaille de bronze du
CNRS.




Figure 1 : des géodésiques dans le plan euclidien (a gauche),
et sur la sphere (a droite)

Figure 2 : une surface de genre deux (bouée a deux places)

Figure 3 : une géodésique simple (en haut a gauche), non simple
(en haut a droite) et une géodésique simple plus longue (en bas)
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Les idéaux d’Emmy Noether
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A I'aube du XXéme siécle, les mathématiques connaissent d’importantes percées
dans plusieurs domaines :

(1) en arithmétique, Richard Dedekind et Ernst Kummer introduisent les notions
d’entiers algébriques et de nombres idéaux et les mettent a profit pour démontrer
de nombreux nouveaux cas du grand théoréme de Fermat,

(2) en géométrie, Félix Klein place au coeur de la discipline les transformations et
les propriétés d’invariance, unifiant ainsi les géométries euclidiennes et non-eu-
clidiennes,

(3) en topologie, Henri Poincaré développe I'*Analysis Situs* qui apporte des outils
extrémement puissants pour décrire de maniére fine la forme des objets mathé-
matiques.

(4) lalgébre, enfin, se renouvelle complétement en centrant son intérét sur I’'étude
abstraite des opérations, promettant de fournir un langage unifié aux mathéma-
tiques.

David Hilbert, souvent considéré comme le plus grand mathématicien de cette
génération, participe lui aussi de maniére active a toutes ces avancées. En 1900,
il propose une liste de 23 problémes qui motivera les recherches futures pendant
tout le XXeme siecle.

C’est dans ce contexte en pleine effervescence qu’évolue la mathématicienne
Emmy Noether. Son goQt pour I'abstraction porte naturellement sa passion vers
I’algebre. Mieux que quiconque, elle comprend trés rapidement que 'intérét de
I’algébre va bien au dela du langage, et que les constructions algébriques four-
nissent aussi des outils d’une généralité et d’une puis-
sance déconcertante pour aborder, reformuler, établir

des liens, comprendre en profondeur et finalement ré- o

soudre tous les défis mathématiques de son époque. i

(enupe
{1

Les travaux d’Emmy Noether se concentrent particu- ,.:}";‘;;Pp“
lierement sur la théorie des anneaux, qui étudie les en- e

sembles sur lesquels on peut effectuer les trois opé-
rations fondamentales des mathématiques : addition,

soustraction et multiplication. Bien entendu, il peut

LTI,




s’agir d’ensembles de nombres (comme en arithmétique) mais aussi d’ensembles
de fonctions ou d’objets mathématiques plus compliqués encore.

Dans 'un de ses travaux fondateurs, Emmy Noether étend de maniéere spectacu-
laire le principe de récurrence dans le cadre général de la théorie des anneaux.
Elle introduit, pour ce faire, la « condition de chaine croissante », que I'on appelle
aujourd’hui « condition de noethérianité ». Comme application, Emmy Noether
établit un théoréme général de factorisation qui a des conséquences dans toutes
les branches des mathématiques. En arithmétique, il permet de retrouver les théo-
remes de factorisation des nombres idéaux de Dedekind et Kummer. En géomé-
trie, il est la clé permettant de décomposer des espaces géométriques complexes
comme union d’espaces plus simples (e.g. droites, cercles, etc.) dits irréductibles
et donne un nouveau regard sur la question subtile des multiplicités d’intersection.

Par sa généralité, sa profondeur, sa justesse et sa pertinence, I'ceuvre d’Emmy
Noether est aujourd’hui considérée comme 'une des ceuvres majeures des ma-
thématiques du début du XXeme siécle. Elle a été I'une des bases essentielles du
développement fulgurant de la géométrie algébrique et de la théorie de nombres
dans la deuxieme moitié du XXéme siécle. Aujourd’hui encore, les idées de Noether
sont sous-jacentes a de nombreux travaux en algébre et géométrie et demeurent
extrémement fécondes.

Autour du texte :
Idealtheorie in Ringbereichen» publié a Math. Ann. (volume 83, pages 24-
66, 1921).

Xavier Caruso est directeur de recherche au CNRS, a I'université de
Bordeaux. Apres une these en mathématiques fondamentales en géomé-
trie arithmétique, il s’oriente progressivement vers I'informatique, se don-
nant pour objectif de développer des logiciels de calcul symbolique pour
I’algebre, la théorie des nombres et leurs applications.

Convaincu que chaque personne est capable de
s’émerveiller des mathématiques, qu’il s’agisse de
constructions abstraites subtiles ou d’un simple
jeu, Xavier Caruso aime partager son enthou-
siasme pour la discipline devant toute sorte de pu-
blic. Il est, en particulier, a I'initiative du séminaire «
Mathematic Park » a I'lnstitut Henri Poincaré et de
la série « Les 5 minutes Lebesgue » sur YouTube.




Portrait ’Emmy Noether
vers 1900

(source : wikipedia)

Factorisation
dans I’anneau Z[,/15]
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Peut-on entendre la forme d’un tambour ?
D’aprés Mark Kac

Virginie Bonnaillie-Noél
Mercredi 03 avril 2024

Fixez une plague a un support, saupoudrez-la de sable, puis frottez un archet
verticalement sur le bord de la plaque. Le sable se déplacera alors des zones de
forte vibration vers celles ou elles sont moins fortes, formant des figures dites de
Chladni.

Ce phénomene a été observé par Galilée en 1638. C’est Ernst Chladni, grace a
la publication en 1787 du traité Entdeckungen lber die Theorie des Klanges, qui
permet de diffuser ce phénomene. Les figures observées portent désormais son
nom. Elles permettent de « voir un son ». Napoléon, impressionné devant un tel
phénomeéne, promit un prix a celui qui pourrait expliqguer comment se forment ces
figures. Le prix fut remporté par Sophie Germain.

L’apparition des lignes dessinées sur la plaque est liée au son qu’elle produit lors-
qu’on la fait vibrer.

Lorsqu’un objet (corde, membrane, plaque, diapason) vibre, sa forme lui impose
certains types de mouvements périodiques... Ces vibrations peuvent se décom-
poser en certaines vibrations périodiques élémentaires. Ces vibrations élémen-
taires se produisent a des fréquences (nombre de périodes par seconde) bien
précises. On les appelle modes propres et fréquences propres.

Regardons I'exemple d’une corde élastique tendue et fixée a chacune de ses ex-
trémités. Ca peut étre le cas d’une guitare ou d’un piano par exemple. Lorsqu’on
tape la corde, elle se met a vibrer a une fréquence déterminée. Elle pourrait vi-
brer indéfiniment s’il n’y avait pas de déperdition d’énergie. Ce mouvement peut
étre décomposé en une collection de mouvements simples, les modes propres
auxquels correspondent des fréquences propres. Ces modes propres sont des
sinusoides (voir figure).

Si on envoie une vibration sur I'objet a sa fréquence de vibration se produit alors un
phénomeéne d’amplification. C’est ce qui s’est passé ———
en 1831 sur le pont de Broughton, 'un des premiers

ponts suspendus en Europe : alors que la troupe mar- RS &
chait au pas cadencé sur le pont, il se produisit un s
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phénomeéne de résonance mécanique qui provoqua la o ;Wn'z
ruine du pont. Désormais, les militaires rompent la ca- s
dence lorsqu’ils franchissent un pont. Ces exemples '
montrent qu’a chaque forme correspond des modes

et fréquences propres. En 1966, Kac se pose la ques-
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tion du « probléme inverse » dans I'article intitulé « Peut-on entendre la forme
d’un tambour ?». Dans cet article, Mark Kac formule la question suivante : si vous
entendez quelqu’un jouer du tambour, et a supposer que vous connaissez les
fréquences correspondant aux sons percus, serez-vous capable de déterminer la
forme exacte de I'instrument qui a servi a les produire ? Ou, au contraire, existe-
t-il plus d’un tambour capable de donner les sons en question ? Milnor répond
presque immédiatement a la question en exhibant un contre-exemple avec une
paire de tores a 16 dimensions ayant le méme spectre mais des formes diffé-
rentes. Il faut attendre 1992 pour obtenir la réponse en dimension 2 : C. Gordon,
D. Webb et S. Wolpert ont montré que la liste des fréquences propres n’est pas
caractéristique du tambour. Les deux tambours de forme décrites sur la figure de
la page suivante ont les mémes fréquences propres, la méme aire mais ne sont
pas identiques. En cinquante ans, la question posée par Kac est devenue extré-
mement classique et source de nombreux travaux. En particulier, il s’agit soit de
comprendre si la réponse peut étre positive sous des contraintes supplémentaires
ou si la réponse est la méme pour d’autres modéles.

Autour du texte :
Kac, Mark Can one hear the shape of a drum? Amer. Math. Monthly 73
(1966), no. 4, part Il, 1-23
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Grand auditorium

L’école mathématique francaise brille de tous
ses feux.

Dans ce cycle de conférences, certains des meil-
leurs mathématiciens présentent un aspect de
leurs travaux.
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classique qui I'a particulierement influencé.
A partir de ce texte, de son auteur et de
son histoire, il montre comment des pro-
blématiques anciennes débouchent sur des
recherches actuelles.
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Ce cycle est organisé par un comité animé par
Marie-Claude Arnaud (Université Paris Cité).
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