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Proni d'entropie dans le cas continu 

F. Ledrappier 

R é s u m é . — On considère le mouvement brownien sur un revêtement régulier d'une variété 
Riemannienne compacte. Par analogie avec l'entropie d'Avez des marches aléatoires, V. Kai-
manovitch a défini un nombre positif appelé encore entropie, nul si et seulement si les seules 
fonctions harmoniques bornées sont les fonctions constantes. Dans cet article, nous proposons 
une démonstration des premières propriétés de cette entropie; de plus nous obtenons toute 
une famille de nombres rassemblés dans une fonction : le profil d'entropie. Le profil d'entropie 
enregistre les variations à grande échelle du noyau de la chaleur et permet de retrouver d'autres 
quantités asymptotiques. 

I - Notations et résultats. _ ^ 
Soient M une variété Riemannienne compacte connexe sans bord et (M;7f : M —• 

M) un revêtement régulier de M. Nous notons P X la mesure de probabilité sur 
C(R+, M) du mouvement brownien partant de xy c'est-à-dire la mesure de probabilité 
telle que u(0) = x pour P^-presque tout u et {u;(¿), t > 0} est un processus de Markov 
de générateur le laplacien A. 

Soit m la mesure de Lebesgue normalisée sur M. La mesure m est invariante 
ergodique pour le processus de Markov {Px,x G M} et la mesure P = fFxdm(x) 
est invariante ergodique pour le flot {^5,s > 0} du décalage des coordonnées sur 
C(R+,M). 

Pour toute trajectoire u de C(R+ ,M) et tout relevé x de u;(0), il existe un unique 
relevé UJ de u dans C(R+,M) tel que <D(0) = x. Le processus {ü{t),t > 0,P^Î} est 
le mouvement brownien sur M partant de x. La distribution de û(t) sous P^f est 
p(t> %i y)dy, où dy est la mesure de Lebesgue sur M et p(t,.) le noyau de la chaleur, 
solution fondamentale de l'équation ^ = Au. 

Théorème 1 : Il existe une fonction convexe h(s),s > 0 et un ensemble B\ de 
mesure 1 dans C(R + , M) tels que pour tout u de Bi, tout s > 0 

h(s) = lim 
t—•oc 

1 
t 

logp(si,w(0),w(i)). 

Pour s = 1, on retrouve l'entropie de Kaimanovitch h [K]. 

189 



F. LEDRAPPIER 

Notons Ai la valeur inférieure du spectre de l'opérateur - A dans L2(M). Pour 
A < Ai notons G\ la fonction de Green de l'opérateur A 4- A sur M : 

G\(x,y) = 
/•OO 

G 
extp(t, x, y)dt 

Théorème 2 : H existe une fonction concave #(A),A < Ai et un ensemble B2 de 
mesure 1 dans C(R+, M) tels que pour tout u de B2 tout A < Ai ; 

g(X) = lim 
w< 

t 
log G* (d)(0), £>(*)) 

Les fonctions g et h sont conjuguées, i.e. : 

a(X) = inf ih(s) - \s\ 
8>0 

h(s) = sup |o(A) -f- Asl 
A>Ai 

Théorème 3 : 
a) Quand s tend vers +oo,/i(s) - X\s décroît vers un nombre noté g{\\). 
b) Quand A, A < Ai tend vers Ai,0(A) décroît vers g{\\). 
c) Nous avons : 

4Ai < A = ff(0)<2fl(Ài) . 

Les inégalités dans le théorème 3.c sont optimales, comme le montre le cas où M 
est l'espace hyperbolique réel de courbure constante —1 et où on trouve 

h(a) = 
1 
• 

1 
S 

+ 2 + 5) s > 0 

0(A) = 
1 
< 

1 -f vi - 4A; A< 
1 

4 

Les théorèmes analogues ont été énoncés pour les processus discrets dans [L2], Pour 
un processus discret à portée finie, le profil d'entropie est infini pour s suffisamment 
petit. La situation est différente dans le cas continu. Rappelons d'abord qu'il existe 
un nombre réel positif £ tel que pour P-presque tout u 

£= lim 
t-*oo 

1 

t 
d(û(0)Mt)) [Gl-

Les estimées connues ([CY], [LY]) sur le noyau de la chaleur donnent alors le résultat 
suivant : 

Théorème 4 : Soit -K un minorant de la courbure de Ricci sur M,K > 0. Alors 
pour tout s > 0 

<x 
wx< 

4s 
< h(s) < 

<x 
w< 
4s 

K 

a 

Ks 

4 
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et pour tout A < 
K 
4 

*>(cD(0), £>(*)) K 

4 
-A 

K 

2 

où y/—X = —oo pour À > 0 ,#(A) = -00 pour Ai < A < K 
4 

En particulier : 

Corollaire 5 : 

£ = lim x/4sh(s) = lim 
wx< 
vww vcx<ù 

II Démonstration du théorème 1. 
Nous utiliserons les propriétés suivantes du noyau de la chaleur : 
- Propriété de semi-groupe 

(2.1) p(t + t\x,y) p(tìxìz)p{t,ìzìy)dz , 

- inégalité de Harnack parabolique [M] : 
(2.2) il existe A,r positifs tels que pour tous t>l,%<t'< l,x,x',2/,y' dans M avec 
d(x,x') < r.d(y.yf) < r, on a : 

V{t,x,y) > Ap{t-t',x',y') 

- localisation du rayon spectral : 

(2.3) lim 
wx< 

1 
t 

\ogp{t,x,x) = Al , 

- comparaison avec un espace à courbure constante : 
(2.4) le processus d(u>(0), Cb{t)) est stochastiquement inférieur au processus distance 

sur un espace hyperbolique réel de même dimension que M et de courbure constante 
inférieure à toutes les courbures sectionnelles sur M [DGM], 

- d'autre part : 
(2.5) uniformément pour t dans un intervalle [a,b], 0 < a < b < +oo 

v{t,x,y) > C{a,b)e xw<< [DGM]. 

Définissons F(s,u,t) par : 

*>(cD(0) -log(p(^-l,i;(0),a;(t)).ß), 

où 

B = A2 inf voWfz.r) 
z€M 
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et A et r sont choisis pour que (2.2) soit vrai. 
Nous avons les deux propriétés suivantes : 

(2.6) 
Pour tous a > 0, t, t' > 1 

s 
u e C(Rf ,M) 

F(s, w, í + i') < F(s,u, t) + F(s, ÌHU, t') 

En effet nous pouvons écrire par (2.1) : 

p(s(t +1') - 1,£>(0),(¡>(« +1')) = 

p(st-
1 
2' 

¿>(0),*)p(íf 1 
2 z,û(t + t'))dz 

> 
JzeB(û>(t),T) 

p(st 1 
2 

,Ô)(0),z)p(ai' 
1 

2' 
z,ù(t + t'))dz 

> Â*p(st - 1, w(0),û(t))p(st' - l,«(t),w(t +1')) x VO1B(Ô>(Î),T) . 

(2.7) w< sup 
*>(cD(0), £>(*)) 

F(a,o;,i) w<,;:m 
wx<,;: 

D'après (2.5) cela revient en effet à estimer sup1+i<t<2+i d2(a;(0),í¡)(í)) et cette 
variable est integrable d'après (2.4). 

D'après (2.6) et (2.7), nous pouvons appliquer le théorème ergodique sous-additif 
à la famille {F(S,<JJ, t), t > j } . Donc il existe un nombre h(s) et un ensemble B(s) de 
trajectoires, F(B(s)) = 1 tels que si u> appartient à B(s). 

(2.8) h(s) = lim 
t-*oo 

1 

t 
iogp(êt- 1,^(0),£>(«)) . 

Observons alors que la fonction h définie par (2.8) est convexe sur R+* ; en effet un 
calcul analogue à celui qui prouve (2.6) donne, pour 0 < a < 1 : 

p{(as1 + (1 - a)s2)t - 1,£(0),£>(*)) > 

> Bp(asit - l,<D(0),<D(ai))p((l - a)s2t - l,¿D(aí),<D(¿)) . 

En appliquant —y log puis en prenant la limite en probabilité de l'inégalité obtenue, 
nous trouvons bien que 

h(asi + (1 - a)s2) < ah(si) + (1 - a)h(s2) . 

La fonction h définie par (2.8) est bien convexe sur R+ *, en particulier la fonction h 
est continue. 

Soit alors un ensemble D dénombrable dense dans R+ et notons B\ = n{2?(s), s G 
D}. Dès que s < a1 et t est assez grand, nous pouvons écrire, en itérant (2.2) : 

p(*t,¿>(0),ü>(t)) 1 - a)s2) < ah(si) + (1 - a)h(s2 
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