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Contrôle de l'équation des plaques
en présence d'obstacles strictement convexes

Nicolas Burq

Résumé. On étudie la contrôlabilité de l'équation des plaques avec un
contrôle portant sur la trace du laplacien sur la frontière extérieure d'un
domaine contenant des obstacles strictement convexes. Sous une hypothèse
d'hyperbolicité forte de la transformation de billard, on montre qu'en tout
temps arbitrairement petit, on peut contrôler toutes les données initiales
(u \t=^9tU \t=o) C H^ x H-^ (c > 0).

Abstract. Assuming that thé hamiltonian flow is "strongly hyperbolic", we
study thé exact controllability of thé plates équation in a domain containing
strictiy convex obstacles, with a control acting oniy on thé trace of thé
laplacian on thé exterior boundary of thé domain. We show that for any
time T > 0, any initial data (u \t=o, 9tU \t=o) ç H^6 x H'1^ (e > 0) can be
controlled in time T.
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Introduction, énoncé du résultat.

Le problème du contrôle pour l'équation des plaques sur un ouvert
borné de IR", fî, a été étudié par J.L. Lions [Lij. En utilisant sa méthode
H.U.M. et des techniques de multiplicateurs, J.L. Lions démontre des ré-
sultats de contrôlabilité exacte en temps fini (dépendant de la géométrie
de l'ouvert), si le contrôle porte sur une partie FQ du bord F de l'ouvert fl,
définie de la manière suivante:

Soit XQ ç. IR71, pour tout point x ç F on note n(x) la normale sortante
au bord en x. On définit Fo par

Fo = {x e F; n(x) ' (x - xo) > 0}.

Ces résultats ont été améliorés par E.Zuazua [Z] qui a démontré qu'on
pouvait prendre un temps de contrôle arbitrairement petit (ce phénomène
est dû au caractère non hyperbolique de l'équation des plaques).

A la suite des travaux de C.Bardos, G.Lebeau et J. Rauch [BLR] sur le
contrôle de l'équation des ondes, G. Lebeau [Le] a appliqué les techniques
d'analyse micro-locale à l'équation des plaques et obtenu des résultats de
contrôlabilité exacte en temps arbitrairement petit avec des hypothèses sur
Fo plus naturelles que celles de J.L. Lions. Plus précisément, on dira que Fo
contrôle géométriquement Q en temps To si tout rayon partant d'un point
XQ ç. fl, dans toute direction ^ G IR71, parcouru à vitesse 1, se réfléchissant
sur le bord de Q selon les lois de l'optique géométrique, atteint Fo en temps
inférieur à To (pour une définition rigoureuse nous renvoyons à [BLRj).
Le résultat de G.Lebeau dit alors que si Fo contrôle géométriquement fî en
temps fini, on peut contrôler l'équation des plaques en temps arbitrairement
petit avec un contrôle portant agissant sur Fo.

Il faut cependant noter que contrairement au cas de l'équation des
ondes où le critère de contrôlabilité géométrique fournit des conditions né-
cessaires et suffisantes pour la contrôlabilité exacte, on n'a, pour l'équation
des plaques, qu'une condition suffisante. En effet, les résultats de A.Haraux
[H] sur le contrôle semi-interne de l'équation des plaques dans un rectangle
de IR2 où on autorise le contrôle à agir dans une bande parallèle à un des
cotés , montrent que l'hypothèse de contrôlabilité géométrique n'est pas né-
cessaire. Ces derniers résultats ont ensuite été étendus par S.Jaffard [J] au
cas du contrôle interne d'un rectangle c'est à dire au cas où on autorise le
contrôle à agir seulement sur un ouvert quelconque du rectangle. Cependant
ces résultats dont la démonstration fait appel à des techniques d'analyse
harmoniques ne semblent pas généralisables à des situations géométriques
plus complexes.

Nous allons nous intéresser au contrôle de l'équation des plaques dans
un cadre géométrique où la partie du bord sur laquelle nous contrôlons ne
contrôle plus géométriquement l'ouvert. Nous nous placerons donc dans la
situation géométrique suivante:
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Hypothèses
Soit Q un ouvert de R3, connexe, borné , à frontière analytique . Soient
^i? • • • ^N1 N fermés strictement convexes de Q, à frontière C°° tels que
l'enveloppe convexe conv(U^), de l'union des Q{ soit inclue dans 0, et vé-

i
rifiant de plus les hypothèses suivantes introduites par M. Ikawa [13]:

Hi) VI ̂  j i j 2 j 3 ̂  N, j i + j k =» conv(^ U 6^) 0 ̂ 3 = 0.

H^) 3a > 0 ; ^ \^e01^ < oo,
•7 primitif

où A^, = ^ / J J ^ J S ' ; /3-y et /3' sont les deux valeurs propres de module plus petit
que 1 (strictement car les obstacles Oi sont supposés strictement convexes)
de l'application de Poincaré (billard) associée à la trajectoire captive 7; la
sommation n'ayant lieu que sur les trajectoires primitives (voir définition
au §6) et pour toute trajectoire captive 7,

7 = U [Xi,Xi^},Xn+l = XQ,
i=0

d^ = ^[[.Tz - ̂ 2+1 I I .
2=0

Remarque 1 : l'hypothèse Hl est essentiellement technique.
Remarque 2 : l'hypothèse H2 est une hypothèse sur la structure fortement
hyperbolique de l'application de billard et est par exemple vérifiée si les 6j
sont des boules de rayons r, éloignées les unes des autres d'une distance
d > r N .

Soit ^ = Q \ U ^ z .
i

Ce cadre géométrique a été étudié par C.Gérard [G] (dans le cas de deux
obstacles) et M.Ikawa [II,2,3], pour le calcul de la localisation des pôles de la
matrice de diffusion pour l'équation des ondes à l'extérieur des obstacles. Le
résultat que nous obtenons semblerait indiquer l'existence d'un lien qui reste
à définir précisément, entre cette localisation et la contrôlabilité exacte.
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Enoncé du théorème
Sous ces hypothèses, nous allons démontrer le théorème de contrôla-

bilité exacte suivant :
Théorème 0.1.— Pour tout temps TQ > 0, pour tout réel e > 0, pour
toutes conditions initiales (^0,^1) € H^^^nH^^) x Jf-14"6^), il existe
un contrôle g ç. I^GO, To[x9^) tel que la solution du problème d'évolution :

(Q^ + A2)^ = 0 dans Ri x Q,

u\a^î = 0,

(0.1) ^u\a^=gxl^^

U\t=0 = UQ,

9tU\t=Q = ni,

vérifie u = 0 pour tout t > TQ.

Remarque 3 : ce résultat est légèrement plus faible que celui de G. Lebeau
[Le], la perte sur la régularité des données initiales étant due au fait que
90, ne contrôle plus géométriquement Q, en temps TQ fini.
Remarque 4 : les hypothèses H^ et H^ sont évidemment vérifiées si on
n'a que deux obstacles.
Remarque 5 : la dimension n = 3 ne jouant aucun rôle particulier, nos
résultats semblent généralisables au cas n quelconque.

Le plan de l'article est le suivant : dans le §1 nous réduisons le problème
à un problème de décroissance exponentielle de l'énergie, pour la démon-
stration duquel nous adapterons une stratégie inspirée de celle de M.Ikawa

S[3] consistant à construire une paramétrixe de la solution de l'équation de
chrôdinger. Le §2 est consacré à la construction des troncatures micro-

locales dont nous aurons besoin par la suite. Dans le §3 nous donnons des
résultats sur le comportement des rayons captifs. Ces résultats sont pour
la plupart dus à M.Ikawa [II], [12], [13]. Dans le §4 nous construisons la
paramétrixe dont nous avons parlé plus haut. Dans le §5 nous estimons la
décroissance de notre paramétrixe. Le §6 termine enfin la démonstration
de notre théorème. Dans l'appendice A nous rappelons quelques résultats
sur le calcul h-pseudo-différentiel et dans l'appendice B nous étudions la
propagation des singularités h8 dans l'esprit de Lebeau [L].

Ce travail a constitué une thèse de l'Université de Paris Sud (Orsay). Je
remercie chaleureusement G.Lebeau qui a dirigé cette thèse pour ses nom-
breuses indications et pour la constante disponibilité dont il a fait preuve.
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1. Réduction du problème.

Nous allons réduire la démonstration du théorème 0.1 à la construction
d'une paramétrixe de l'équation de Schrôdinger avec conditions au bord
de Dirichlet, vérifiant certaines propriétés de décroissance (analogues à la
décroissance exponentielle démontrée par M. Ikawa pour les solutions de

N
l'équation des ondes dans R's\ |j Oi).

i=l

On commence par introduire quelques notations.
Soit (e^^\v)vç_^ la base orthonormée de L2^) formée de vecteurs propres
pour le Laplacien —ADirichlet associés aux valeurs propres A^.

Soient p > l,a < p~1. On note

Fk^a = {v ; pk0i < v^ < /a-1}

et
Ek,p,a ={uC L2^) ; u = ^ u^}.

^ÇFk.c.

1.1 Définition des opérateurs dévolution.
Notre point de départ est la constatation suivante :
Soit u solution de

ÇihQt - h2^ = 0,
(1.1) u\a^=0,

u\t=o = ^o.

Nous poserons pour tout k ç. N, h^ = p~k et nous noterons (l.l)/i=/^ le
système (1.1) où on a fixé le coefficient h = hk.

Soit To > 0 et soit ^(t) ç Cfooo(R) telle que ^<To/3 = 0, ^>27o/3 = 1,
^(f) ç. [0,1] et ^\t) positive pour tout t.
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Alors la fonction v = if^(t)u(x^ t) vérifie

(ih9i - h2^ = ih^'{t)u,

(1.2) 4<o=0,

v\açî = 0.

Soit A(K) : H^(fl,) —>• H^(fl) un opérateur dépendant de h comme paramè-
tre, uniformément borné en h pour la norme L2 .

L'isométrie (pour la norme L2) I(h): UQ —> u\i=To peut alors se décomposer
en somme de deux termes Ii(h) et I^Çh)^

avec Ii(h) défini par

h(h) : H^fl)^H^)
(1.3)

avec v défini par

UQ -^ V\f=To

(ih9t - h2^ = ih^(t)A{h)(u),

(1.4) 4<o = 0,

V\8!î = 0.

et I ' z défini de la même façon en remplaçant A par Id — A.
On a alors

W^)= / \f(s)e-i^TO-S^D(A(h)[u(s)])ds^
Jo

donc comme ^' est positive

||A(fa)||^(n) ^ l|A(A)|k.(n).

Nous allons montrer que le théorème suivant implique le théorème 0.1 :

Théorème 1.1.— II existe des réels p > 1, a' < a < p~1 et Ti > 0 et
une fonction r e C<00(^*IR3), 0 < r <, 1, tangentielle près du bord de Q (au
sens de V appendice A), nulle au voisinage du bord extérieur de f2 (<9fî), tels
que si x ç. Q, r(x^) ̂  1 et \ç\ ç [a, a"1], le rayon généralisé issu de (x,ç)
parcouru à la vitesse \ç\ rencontre Qfï en temps t 6 [—Ti,Ti] et tels qu'il
existe une fonction q ç. CS°(T*n), 0 < q < 1, vérifiant:
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ç(^)=0 V^I^Ka'-1],

q(x^)=l si x ç . X et |$| ç [a,o-1],

avec X ouvert et X CC T*^, X vérifiant de plus :
il existe TQ > 0 et M G N* éeis que éoué rayon g-énérahsé issu de (a*,^),
.r ç 0, |^| ç [a, a"1] parcouru à la vitesse |^| restera dans X pendant
un intervalle de temps de la forme [nTo, {n + l)îo] ; 0 < n ^ M — l o u
rencontrera le bord extérieur 90, de l'ouvert Q et restera dans le complé-
mentaire du support de r pendant un intervalle de temps de la forme
[nTo, (n + l)îo] ; 0 < n < M — 1. L'opérateur I\ associé à Op(r) par la
relation (1.3) vérifiant de plus:

(1.5)
3e > 0; 3A e N*, 3a > 0, 3C > 0; V s e [-£ ;^],

3ko > 0, VA; > ko, \/Uk e ̂ ,p,a,

I I {I^k^ IsOp{q)^Uk\\L. < Ch^h^

où on note Is l'opérateur UQ •—>• u |<=5= IsUQ, où u est la solution de
(l.l)h=hk associée à la donnée initiale UQ et Op(q) et Op(r) les opérateurs
h-pseudo-différentiels associés aux symboles r et q comme à l'appendice A.

Remarque: l'opérateur Op(r) est un opérateur de troncature qui permet
(T éliminer à chaque étape la partie micro-locale de l'énergie de la solution
de l'équation de Schrôdinger contrôlée par le bord extérieur de l'ouvert.
L'opérateur Op{q) est essentiellement technique; il permet de localiser la
fonction u en fréquence dans une zone |^| ç. [a, a~1] et de se ramener à une
donnée initiale à support compact dans fl.
Nous avons dû utiliser des troncatures régulières du type de (1.4) plutôt
que tronquer brutalement à l'instant t = TQ ce qui correspondrait à rem-
placer ^(t) par 6t=To-> ann ^e pouvoir appliquer par la suite des résultats
de propagation des singularités.

Pour réduire la démonstration du théorème 0.1 à celle du théorème 1.1,
nous allons procéder en deux étapes.

la première étape consistera a montrer que le théorème suivant implique
le théorème 0.1

Théorème 1.2.— II existe des réels p > 1, a' < a < p~1 et Ti > 0 et
une fonction r vérifiant les hypothèses du théorème 1.1, tels qu'il existe a",
a < a" < p~1 et un entier ko tels que pour tous v > 0 il existe C > 0 tel


