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CLASSIFICATION DES REPRESENTATIONS
MODULO p DE SL(2, F)

PAR RAMLA ABDELLATIF

REsuME. — Nous étudions les représentations lisses irréductibles modulo p de
SL(2,F), ou F est un corps local complet non archimédien de caractéristique
résiduelle p et de corps résiduel fini. En particulier, nous relions ces objets aux
représentations modulo p de GL(2, F) étudiées par Barthel-Livné et Breuil. Lorsque
F = Qp, nous décrivons complétement les représentations dites supersinguliéres,
qui apparaissent par paquets de taille 1 ou 2, et définissons une correspondance de
Langlands modulo p pour SL(2,Qp) qui différe légérement mais sensiblement de la
correspondance construite par Breuil pour GL(2, Qp).

ABsTRACT (Classification of mod p representations of SL(2, F))

We study mod p irreducible smooth representations of SL(2, F') for F' a complete
non-archimedean local field of residual characteristic p and with finite residue field. In
particular, we link these objects to the mod p representations of GL(2, F') studied by
Barthel-Livné and Breuil. When F' = Qp, we give an explicit description of the so-
called supersingular representations, that do appear by packets of size 1 or 2, and we
define a mod p Langlands correspondence for SL(2,Q,) that slightly but significantly
differs from the correspondence built by Breuil for GL(2,Qp).

Soient p un entier premier et F' un corps local non archimédien complet pour
une valuation discréte, de caractéristique résiduelle p, d’anneau des entiers Op
et de corps résiduel fini. Dans les années 90, Barthel et Livné [2, 3] ont classifié
les représentations modulo p de GLo(F). Ils font ainsi apparaitre une nouvelle

Texte recu le 20 février 2012 et accepté le 3 juillet 2012.
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Mots clefs. — Correspondance de Langlands modulo p, groupe spécial linéaire.
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538 R. ABDELLATIF

famille de représentations, qu’ils ont appelées représentations supersinguliéres
et qui restent en général complétement inconnues. Le seul cas bien compris
jusqu’alors est celui de GL2(Q,), o les travaux de Breuil fournissent une des-
cription explicite des représentations supersinguliéres de GL2(Q,) [5, théoréme
1.1] qui ménent & une correspondance de Langlands locale semi-simple modulo
p |5, définition 4.2.4].

Cet article porte sur les représentations modulo p de SLy(F'), pour lesquelles
nous démontrons des résultats de classification semblables & ceux existants
pour GLo(F). Cependant, nous verrons qu’apparaissent déja des différences
significatives au niveau de la structure des représentations supersinguliéres, ce
qui isole un peu plus GL2(Q)) dans la théorie des représentations modulo p des
groupes réductifs p-adiques.

Présentation des principaux résultats. — On fixe une cloture algébrique F, du
corps résiduel kp, un plongement ¢ : kr — F, et une uniformisante wr de F.
Nous commencgons par donner une description exhaustive des représentations
non supercuspidales de SLy(F') sur Fp. On rappelle qu’une représentation lisse
irréductible est dite supercuspidale lorsqu’elle n’est pas isomorphe & un sous-

quotient d’une représentation IndSBLSQ(F) (n) obtenue par induction parabolique

d’un caractére lisse  : Bg — F: du sous-groupe de Borel Bg des matrices
triangulaires supérieures de SLo(F').

THEOREME 0.1. — Soitn: Bg — F; un caractere lisse.

1. Le F,[Bs]-module Ind%L;(F)(n) est de longueur 2. Il est totalement dé-

composé si =1 est le caractére trivial, indécomposable sinon.

2. Le Fp[SLa(F)]-module IndSBL:(F)(n) est réductible si et seulement sin = 1.
Dans ce cas, c’est un module indécomposable de longueur 2 admettant
le caractére trivial comme sous-objet et la représentation de Steinberg
comme quotient.

3. Il n’existe pas d’isomorphisme entre sous-quotients d’induites paraboliques

provenant de caractéres distincts de Bg.

Nous obtenons en particulier une relation forte entre les représentations lisses
irréductibles non supercuspidales de GL3(F') et de SLo(F'), qui reste valable
pour les représentations non irréductibles obtenues par induction parabolique.

THEOREME 0.2. — Soit V une E,-représentation lisse irréductible non su-
percuspidale de SLy(F). A torsion par un F,-caractére lisse de GLg(F) prés,
il existe une unique représentation lisse irréductible non supercuspidale de
GLy(F) sur F, dont la restriction a SLy(F) est isomorphe a V.
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Pour attraper les autres représentations lisses irréductibles de SLy(F'), nous
suivons les idées développées dans [2] et étudions donc tout d’abord la structure
des algébres de Hecke attachées aux Fp—représentations lisses irréductibles d’un
sous-groupe ouvert compact maximal de SLo(F'). L’action par conjugaison de
SLo(F) sur ensemble de ses sous-groupes ouverts compacts maximaux posséde

deux orbites respectivement représentées par le sous-groupe Ky := SLy(OF)
10
des points Op-rationnels de SLsy et par K; = aKpa™!, on o = 0
wF

est un élément de GLy(F') n’appartenant pas a SLy(F'). Nous verrons dans
la section 3.5 que choisir I'un ou 'autre de ces sous-groupes ne modifie pas
les résultats que I'on obtient, ce qui permet de se limiter & 1’étude des objets
associés a Kj.

Nous démontrons alors le résultat suivant, qui affirme que ces algébres de
Hecke sphériques sont des algébres de polynomes en une indéterminée (donc
sont en particulier commutatives) et que leur action est compatible avec celle
des algébres de Hecke attachées & GLo(F) (). Rappelons ici que, par abus de
notation, on note encore o7 la Fp—représentation lisse irréductible de GLo(OF)
obtenue par inflation de la représentation SymF(Ff,) du groupe fini GLy(kF),
puis étendue & GLo(COp)Z en faisant agir trivialement 1’élément central wgls.

THEOREME 0.3. — Soient K wun sous-groupe ouvert compact maximal de
SLy(F) et o une représentation lisse irréductible de K sur F,.

1. L’algebre de Hecke attachée au triplet (SLo(F), K, o) est une algébre de
polynémes en un opérateur de Hecke T explicitement déterminé.

2. Supposons que K = Ky et que 0 = o7 soit la représentation lisse irréduc-
tible de Ko sur F,, obtenue par inflation de la représentation Sym’?(Fi)
du groupe fini SLy(kr). Notons T € iz (GLa(F), GL2(0r)Z,07) lopé-
rateur de Hecke donné dans |2, proposition 8|. L’action de l’opérateur T
introduit dans le point précédent est donnée par le carré de l’opérateur
T;‘ J

¥ g € SLo(F), ¥ v € a5, 7(1g,v]) = T2([g, 0])-

Nous pouvons ainsi définir des représentations conoyaux indexées par les
paires de paramétres (7, \) € {0,...,p — 1} x F, en posant :
Vi€ {0,1}, m(7,A) := Coker(7t — \) ,
ol T} est 'opérateur de Hecke 7 fourni par le théoréme 0.3 pour K = K; et

o = cr?b. On obtient alors une nouvelle description des représentations non
supercuspiales de SLo(F) qui est de plus compatible - aprés application du

(1) Le sens précis donné & cette derniére assertion est défini dans la section 3.3.
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