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Séminaire BOURBAKI
37e année, 1984-85, n°® 633 Novembre 1984

UNE APPROCHE PROBABILISTE DU THHOREME
DE L'INDICE (ATIYAH-SINGER)
[d'aprés J.-M. Bismut]

par Robert AZENCOTT

1. Glossaire : structure spin et opérateur de Dirac

1.1. Spineurs : Soit V un espace euclidien de dimension n=2k. Soit J€End(V) ,
antisymétrique, tel que J2=-I . Onaalors V=W®IW avec dimW=k et V
est R-isamétrique au camplexifié W de W , muni du produit scalaire hermitien
évident.

L'algébre extérieure camplexe S = A(ﬁ) , de dimension 2k sur € , munie du
produit scalaire hermitien usuel s'écrit S=S*®S , ol S* (resp. S ) est
formé des éléments de degré pair (resp. impairs) ; l'espace hermitien S est
celui des spinewrs en dimension n .

1.2. L'algébre de Clifford : Pour VEV la mubltiplication de CLLffond - A, € End(S)
s'écrit AV =/.7;fv -M[""; , ol 'm'v est la multiplication extérieure par v , et véri-

fie A‘zl = =|lvil2I . Les AV , V €V engendrent une sous—algébre réelle Cln de

End(S) , 1l'algébre de CLiffond. La sous—algébre Cl} de Cl engendrée par les
. ' . . + -~ ,

produits d'ordre pair Av1Av2"'Av2r , r<k , laisse S* et S Jinvaiants.

1.3. Le groupe G = Spin(n) : C'est le groupe des g€ClI‘f1 vérifiant g*g=gg*=TI ,
et gAVg‘1 = Ac(g) vy Ppour tout v € V, avec o(g) € End(V) . On sait que o est
un hamamorphisme de G sur SO(n) de noyau réduit 3 deux éléments.

1.4. Structure spin : Soit M une vaniété riemannienne, compacte, connexe, orien-
tée, de classe C~ et de dimension n = 2k . Soit N L, M le fibré des repéres
orthonormés orientés sur M . Supposons M munie d'une sthucture spin, c'est-a-
dire d'un fibré principal N X, M de groupe structurel G avec la factorisation

M=Tno0 ol O:N-N vérifie o(ug) = o(u)o(g) pour tout u €N, gE€G.
Camme G opére a gauche sur les espaces de spineurs S , St , S~ , on définit
thodis §4ibnes vectoniels heamitiens F , F+ , F~ par F = (NxS)/G etc... Chaque
U €N s'identifie 3 une isaométrie de S sur la fibre F, en x= T(u), telle
que ug.v = u.gv pour tout g€ G, v €S .Deplus u envoie S*, S sur

F;, F;.Demémeles u € N sont des isométries de R sur TM avec x =mm.
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1.5. Un fibré auxiliaire : Soit E un §4bag vectoniel hermitien quelconque sur
M, de dimension £ . Sur le fibré X des repéres unitaires de E , de groupe
structurel U({) , on choisit une connexion arbitraire A ; on munit le fibré pro-
duit N M X du produit de la connexion de Levi-Civita sur N par la connexion
A . Onnote V {L'opirateur de dérnivée covariante sur le fibré F®E , et TI'(Z)
L'cinsemble des sections C° d'un fibré quelconque Z .

1.6. Opérateur de Dirac & coefficients dans E : C'est 1'opérateur différentiel
D, d'ordre 1, agissant sur les sections f de F ® E par

(1) DE(x) = Z (A,, ® DV, . f(x) , XEM
1<i<n My i
ol (Vi) est une base orthonormée (arbitraire) de TM et Ry, € End (Fx) est la

multiplication de Clifford. L'opérateur D est autoadjoint sur TI'(F ® E) et envoie
F'(F* ®E) dans I'(F- ®WE) , ainsi que T'(F ®E) dans I'(F+* ® E) . Soient D*, D~ les
restrictions de D & ces espaces. Il s'agit de calculer 1'indice

Ind(D*) = dimker D+ - dimkerD~ .

2. Densité de 1'indice et novau de la chaleur

2.1. Formule de 1l'indice : Les travaux de Atiyah-Singer, Atiyah-Bott-Patodi,
Gilkey, Getzler, et altri fournissent la formule Ind(D*) = JM Ux)dx ., avec identi-

fication précise de J(x) ; de plus la classe d'équivalence (en cohamologie de de
Rham) de la forme différentielle J(x)dx est indépendante du choix de la métrique
sur M et de la connexion sur X ; la classe de Y(x)dx se calcule i partir des
formes de Pontrjagin sur M et du caractére de Chern ch(E)

2.2. Le semi-groupe e_(t/z)D2 : Il agit sur I'(F ® E) par
) Ve = [ o ey pour f£ET(FBE , x€M
M

ol le noyau Qt(x,y) est une application linéaire de (F ® g)y dans (F ® g)x .
De plus Qt(x,x) laisse F} B E, et Fy ® €, invariants ; pour tout
A € End(F ® §)X ayant la méme propriété notons A* , A~ les restrictions de A
3 ces sous-espaces et pP(BA) = tr(A*) - tr(A”) . On a alors d'aprés [1]

Ind Dt = '{ O[Qt(x,x) Jax
d'ol la densité de 1'indice M
(3) I(x) = tlim)oo[Qt(x,X)] .

2.3. L'approche de Bismut : Camme e-(t/ 2)p? est subordonné au semi-groupe de la

chaleur, Bismut (7] estime O (x,y) gréce & une version approchie P de la loi
de la trajectoire brownienne x[ ot] sur M conditionnée par {xo0 = x , X, = v}
et utilise un mouvement brownien auxiliaire W, sur A2(RD) . I1 obtient une ex-
pression probabiliste de %(x) & partir de W et d'un pont brownien w sur RI.

D'élégants calculs différentiels stochastiques permettent de découpler les varia-
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bles indépendantes W et W et d'identifier ainsi J(x)dx au terme de plus haut
degré dans le produit de deux formes obtenues séparément par les homamorphismes de
Chern-Weil de T™ et E .

L'efficacité et la finesse du calcul sont remarquables, mais la méthode est un
peu alourdie par 1l'estimation P dont la construction requiert un travail techni-
que considérable (Bismut [6]). Nous avons préféré remplacer 1'utilisation de P
par un simple développement de Taylor trajectoriel du brownien conditionné, dans
1'esprit de [3]. Ce point de vue s'applique aussi au calcul de Bismut [7] concer-
nant les formules de point fixe de Lefschetz (Atiyah-Singer [2]).

Signalons enfin une belle démonstration récente (Berline-Vergne [4]) des formu-
les de 1'indice, basée sur 1'étude (non probabiliste !) du noyau de la chaleur sur
le fibré des repéres.

- 2
3. Expression probabiliste de e (t/2)D

3.1. L'opérateur D2 et le laplacien horizontal : Pour f € I'(F ® E) , le fLapla-

cien honizontat AP agit sur f par

) = 2 (v,)26() , X €M
l<isn 1
ol V4...Vn est une base orthonormée quelconque de TxM . Un calcul formel clas-

sique (cf. [10], [7]) donne pour x € M

1.1

H
-— 2 =
2Dx 2AX+Cx

avec C, € End(F ® E)X donné par
=-1 -1
(4) C, = 8 K(x)I > z AviAVj ®Lx(vi,vj) .

X 1<i<j<n
Ici K(x) est la courbure scalaire de M en x ; les vy forment une base or-

thonormée quelconque de T, M les A, € E.‘nd(Fx) sont les multiplications de
Clifford (cf. 1.2); L est le tenseur de courbure du fibré E et les Lx(vi,vj)
sont des endamorphismes antihermitiens de EX .

3.2. Différentielles stochastiques : Lorsque (pt est une semi martingale brownien-
ne nous notons d(pt sa différentielle stochastique de Stratonovitch, &pt sa dif-
férentielle d'Ito. Dans tout le contexte des semi martingales browniennes 3 valeurs
dans des variétés, l'interprétation formelle " do, = @/dt" est cohénente et jus-
tifiée par Malliavin [12], Bismut [5] ; c'est celle qui sous-tend toutes les nota-
tions adoptées ici. L'indice t sera occasionnellement omis dans les équations
stochastiques. Les 3_, 93, ... désignent les dérivies (deterministes !) usuelles.

3.2. Brownien sur M et transport paralléle : Soit LA 6 — R un mouvement

brownien standard sur RP dJdéfini sur l'espace de probabilité (,P) . Construi-
sons le mouvement brownien X, sur M par la méthode de Malliavin. A tout
v €ERM on associe le champ de vecteurs hornizontal standard B(v) sur le fibré
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des repéres N , défini par n*Bu(v) = u.v pour tout u € N . L'unique solution
u s ® - N de 1'équation différentielle stochastique suivante, avec condition
initiale up €N,

(5) qu, = B, (dw,)

a pour projection X =T mouvement brownien sur M issu de Xo = T, , et so-
lution de

(6) dxt = ut.c}wt .
De plus le transport paralléle de TxoM sur TxtM le long de la trajectoire

brownienne x vaut u,ug' .

[ot] t
Plus généralement le transport parallile T de (FO® E)xt sur (F®E)y, le
long de la trajectoire X[gy] Parcourue en sens Anverse du temps vérifie 1'équa-

tion de Stratonovitch (cf. [5])

(7) dtsf(xs) = Tsvdxsf(xs) pour £ € I'(F ® E)
et donc 1l'équation d'Ito

= 1 H
(8) érsf(xs) =T (véxfs(xs) t3 A f(xs)ds) pour f ET(FR®E).
En particulier on voit que
(9) et/ 2)a8

f(%o0) = EXO[th(xt)] .

3.4. La formule de Feymann—-Kac "matricielle" : Par analogie avec le cas ol
C € End I'(F ® E) est scalaire on cherche une formule du type

- 2

(/2D et((l/Z)AH-c-C)f(xo) -5,

o[Vt‘!.’tf (xt) ]
avec Vt € End(F ®§)Xo , non anticipatif, de classe C' en t , et Vo=1.1la

formule d'Ito et (8) donnent
t
- = ' 1 H
EXO[Vtth(xt)] f(xo) = LEXO[ (VsTsf(Xs) +VSTS(2 A f(xs))]ds
d'ot le choix de Vs canme solution de

—1
v = H =
VS VSTS STS H Vo I,

L} 2 —
et donc d'aprés (4) Vs = ksUs avte:c Us € End(F ® g)xo r kg €ER

0 { k. = expl- 5 J K(x,)ds]

10 o L .
Ué=-%U( b alJ(Z)L;J) et Up=1,

on ol = il - 1$1<(1st2 ue.)T.' , et (e;) est une base ortho-

_AuoeiA“oej ' s sixs (Ug®y v s s ' i

normée de R ; dans ce calcul on utilise (4) avec vy =ue; . On obtient donc
- (t/2)D2 _ -

(11) e f(x) = JMQt(x,y)f(y)dy = EX[ktUt'rtf(xt)]

. A - (t/2)D2
4. Pont brownien et calcul probabiliste du noyau de e

4.1. Pont brownien : Soit p(t,x,y) 1la densité de transition du brownien (Xt)

sur M , c'est-3a-dire le noyau de la chaleur sur M . Pour a , b fixés dans M
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