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Séminaire BOURBAKI Novembre 1986
39&me année, 1986-87, n° 669

PRINCIPE D'INCERTITUDE ET MICROLOCALISATION
[d'aprés C. Fefferman et D.H. Phong]

par Nicolas LERNER

1. INTRODUCTION

Le principe d'incertitude, dans son expression la plus intuitive, affirme qu'on
ne peut déterminer a la fois la position x d'une particule et sa quantité de
mouvement E avec une précision arbitrairement petite. Il constitue donc une £4-
mitation & la localisation dans l'espace de phase (V,0) ( V espace des (x,E) ,
\% =]Rnx x ]R’E‘ , O est la forme symplectique). Considérons une famille E = {EV} VEN
d'ellipsoides recouvrant l'espace de phase, i.e.

E\) ={Xev, gv(X—XV) <1 , VENE\) =V,
ol g, est une forme quadratique définie positive et )&) un point de V . Ia
famille E respecte le principe d'incertitude s'il existe une constante h telle
que, pour tout v ,
(1.1) g, <o,
ol gg est la forme quadratique duale de g, par rapport a la forme symplecti-
que. Rappelons la définition de gc : la forme symplectique o s'identifie avec

c:V—V*, o =-0, 0O(,Y) =<oX, . La forme quadratique g s'iden-

L,y

’

tifieavec g: V— VvV, g*=g, g>0, g(XJY) = <gX,Y>V* v On définit
r

alors gc =0o*g 10 : c'est une forme quadratique définie positive sur V . Par

exemple si

Ix-x%,12  |E-E,I?
R A Y
v A A}

le principe d'incertitude (1.1) s'écrit

<1,

AX\) A§V2h.

La version quantique du principe d'incertitude est que les opérateurs de
position xj et de quantité de mouvement -J%- e
cette remarque simple et profonde, il est facile d'établir les classigues "relations

ne cammutent pas. Utilisant

d'incertitude". Considérons un oscillateur
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n
(1.2) Q= 2 A2D2 + u2x3 .
=1 7 %j M55

On a l'identité (norme et produit scalaire L2 )
: . Al
(1.3) (D + w2 x*)u,u) = || (AD, -iux)ul? +2_:[‘ [Jul]?
=_1-_a_ o __ .
(DX 3in ox ' o0 posera 1 = 2im ).

On obtient donc

(1.4) () >4 (3 )».LJL)HuH2 .
=1
Réutilisant (1.3) pour Apm =1 et minimisant, il vient également
1
(1.5) a0 lull® < inf ol [lx. 4]l .
an 1<jsn - 55 J

La quantité jgl Ajuy dans (1.4) est un invariant symplectique de la forme
quadratique Q noté Tr,Q ([21], [17], [18], [19] ch. 22). L'inégalité (1.4) est
optimale, i.e. la plus petite valeur propre de Q est % Tr+ Q. I1 y a évidem
ment un lien entre 1'analyse microlocale des équations aux dérivées partielles et
la mécanique quantique, celle-13 cherchant notamment 3 "quantifier" des partitions
plus ou moins raffinées de 1'espace de phase.

2. MICROLOCALISATION ET PARTITION DE L'ESPACE DE PHASE

2.1. Le calcul de Weyl - Hormander

Nous décrivons ici briévement la présentation des opérateurs pseudo-différen-
tiels donnée par Hormander [18] ([19] ch. 18). Soit (V,0,g9) un espace vectoriel
symplectique riemannien. Les symboles de poids m (m est une fonction sur V 3
valeurs strictement positives) sont les fonctions a € C (V) dont la croissance
est contrdlée par g , i.e.

(k) -1
(2.1) swp [[a™ X) || mX T =Cc <,
XEV Ix %
i.e.
(2.2) EXNCNC RN S om0 g2 g m) 2

On dira dans ces conditions que a appartient & S(m,g) . Cette métrique g in-
duit une localisation dans 1l'espace de phase : en tout point X € V (e.g.

X = (x,E) € R?" ) un voisinage pertinent est la gX boule de centre X et de
rayon fixé. Il est clair d'aprés des contre-exemples classiques [4] que des con-
ditions doivent &tre imposées & g si on désire disposer d'un calcul pseudo-dif-
férentiel intéressant (e.g. les symboles d'ordre 0 (poids 1) se quantifient
en opérateurs bormés sur L2 ). Hormander, 3 la suite des travaux de R. Beals et
C. Fefferman [2], [3], [1] a dégagé les trois conditions simples suivantes.



(669) PRINCIPE D’INCERTITUDE ET MICROLOCALISATION

(1) La métrique g varie Lentement, L.e. 4L existe C > 0 tel que, pour tout
(X,Y)

(2.3) gx(X—Y) < C1 implique C"gY Sgyg < CgY .
(ii) Powr fout X,
o
(2.4) 9y < 9y -

(iii) I£ existe C,N , tels que, pour tout (X,Y)

(2.5) g, < Cgy (L+glx-v) .

Notons que les fonctions poids m dans (2.1) sont astreintes & varier lente-
ment (i.e. il existe Cm tel que, pour tout (X,Y) , gX(X—Y)S Cq' implique
C' SmImM¥)~1 < C ) et A vérifier mX)m(Y)' < C (1+gJ(X-Y) yNm | La pre-
miére condition (i) de variation lente ne fait pas appel & la structure symplecti-
que de l'espace de phase et permet d'obtenir de bonnes partitions de 1'unité de V
i.e. +§° @ (X) =1, la somme étant localement uniformément finie et 0, étant

V=1 vV
de poids 1 uniformément (i.e. sup H(p(k) =C <+, g, é&tant la métrique
v

I
sur le support de ?, ) . Cette condition\:ast 3 fait la seule hypothése de "régu-
larité" utile : si (i) est vérifiée, on peut construire une métrique riemannienne
uniformément équivalente & la précédente. La condition (ii) est une version du
principe d'incertitude ; notons que g é&tant une forme quadratique définie posi-
tive,non peut supposer (cf. [19] ch. 21) g = jgl hj (dy§+dn§) avec

o= .2 dn. A dy. . La condition (ii) signifie alo max h, <1.
551 nj dy:l (ii) gnifi rs 1235 5

La condition (iii) est liée au lemme de Cotlar sur la presque-orthogonalité
([51, [19] ch. 18) et permet de traiter les interactions & longue distance dans
1l'espace de phase.

On quantifie les symboles par la formule de Weyl [26], " désignant 1'opé-
rateur quantifiant a . On a

(2.6) @ x) = J et Y)E a(%l , g) uly) dy &€ ,
2.7) W a® Mg,

a = J

(R21,0)
9= (x,E) , 9.M é&tant 1'opérateur autoadjoint X .x+E . D, -

Notons également la formule utilisée dans [25],
(2.8) U Jr a(y) o, av ,

(R2n,0)

ol 1'opérateur de symétrie de phase Oy unitaire et autoadjoint sur L2 , est
défini par

o
(0. ) (%) =ul2y-x) 21y m>
ym

L'intérét de cette quantification réside dans son invariance symplectique qui
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s'exprime par la formule de Segal [23] ([19], ch. 18). Pour toute transformation
symplectique linéaire x , il existe U unitaire sur L2 avec

(2.9) (ao x)W =uraly ’

( U est élément du groupe métaplectique, revétement 3 deux feuillets du groupe
symplectique) . La formule de Weyl est plus (anti) symétrique que la formule usuelle
et présente notamment l'avantage de quantifier en opérateurs (formellement) auto-
adjoints les symboles réels (notons que cette derniére propriété n'est pas carac-
téristique de la quantification de Weyl ; c'est la formule d'invariance symplec-
tique (2.9) qui caractérise la formule de Weyl). Rappelons également l'expression
de la formule de Leibniz (composition des symboles) dans ce cadre, a # b dési-
gnant le symbole de aWbW .0na

©
(2.10) (a#b) (¥) =220 ” a@b(z) 2NN
Posons al+ 18] "
= 4 1 (1)@ _ a B Q.
(2.11) gy(amb) = Ia|+zI:BI=N T Bl (2> (-1) De 3, 2 D‘é ax b .

La forme asymptotique de (2.10) est
+oo
(2.12) a#b= 2 (a,b) .
N=o N
Notons que les deux premiers termes sont ab + —li fa,b} , {,} désignant le cro-
chet de Poisson. Notons é&galement que oN(a,b) = (—1)N oN(b,a) .
THEOREME 2.1.- 1) S{ a € S(1,9) (2.2), a' € £(1?) .

2) Si aj € S(mj,g) , 3=1,2, a4 # a2z € S(mymz,g) et

(2.13) as #az- Z Ok(anaz) € S(mqmy thg) ’
0<k<N
ol
gX(T)\1/2
(2.14) h® = sup | = AT .
\gg(T)}

2.2. L'inégalité de Fefferman - Phong

La problématique générale des inégalités de G8rding est la suivante. On cher—
che i déterminer 1'ordre de grandeur de la plus petite valeur propre d'un opéra-
teur (pseudo) différentiel moyennant une condition sur son symbble. Cette question
est non seulement intéressante en elle-méme (e.g. Etude du spectre d'opérateurs
de Schrddinger -A+V(x) ), mais elle joue un rSle central en équations aux dé-
rivées partielles. En effet, les estimations a paioid du type

(2.15) [[al| s, < [{Pul] sy * ull < -8
H H H 1

(c§. e.g. [8]1, [19], ch. 27) peuvent &tre évidemment reformulées en termes de

10



