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LIVRES BRISES POUR DES FLOTS DE REEB EN DIMENSION 3
[d’aprés Colin, Dehornoy et Rechtman]

par Anna Florio

1. Introduction

L'objectif de ce texte est de présenter la définition de livre brisé portant un flot de
Reeb sur une variété M de dimension 3. Cette notion, qui généralise la définition de
livre ouvert, a été introduite par CoriN, DEHORNOY et REcHT™MAN (2023).

Pour parler de flot de Reeb, il faut partir d'une 1-forme lisse «, appelée forme de
contact, définie sur M, telle que a A da est une forme volume; le noyau de a définit
alors un champ de plans, appelé structure de contact. Grace au théoréme de Frobenius,
la structure de contact peut étre pensée comme étant I'opposé d'un champ de plans
localement intégrable. Il est alors possible définir un champ de vecteurs, appelé champ
de Reeb, en partant de «. Le flot de Reeb est le flot engendré par ce champ.

Des exemples classiques de flots de Reeb sont les flots géodésiques sur une surface
riemannienne, ainsi que les flots hamiltoniens sur un niveau d’énergie compact, pour
un hamiltonien sur R* strictement convexe. En mécanique céleste, le flot du probléme
restreint circulaire a 3 corps est aussi un exemple de flot de Reeb.

De maniére informelle, la notion de livre brisé est la donnée d’une réunion finie de
neeuds, notée K, et d'un feuilletage du complémentaire de K, décrit au voisinage de
chaque noeud par certains modeéles locaux. La définition précise sera donnée dans le
§2.2. Son intérét dynamique apparait lorsqu'on demande que le livre brisé porte une
forme de contact : les singularités du feuilletage sont alors des orbites périodiques et
I'intérieur de chaque feuille est positivement transverse au champ de Reeb associé.

Quelle forme de contact peut étre portée par un livre brisé ? Le résultat principal
de Couin, DEHORNOY et REcHTMAN (2023) répond a cette question :

Théoreme. Pour toute forme de contact o non dégénérée d’une variété fermée, orientée, de
dimension 3, il existe un livre brisé qui porte «.
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Apreés avoir rappelé les notions nécessaires pour parler de flots de Reeb et de livres
brisés, nous présenterons les conséquences dynamiques remarquables d’'une telle
construction. Notamment, 1'existence de livres brisés portant une forme de contact
a permis aux auteurs de montrer que pour le champ de Reeb d’une forme de contact
non dégénérée, le nombre d’orbites périodiques est soit égal a 2, soit infini. De plus,
ils donnent une condition topologique sur la variété qui suffit a assurer que 'entro-
pie topologique (1) du flot de Reeb soit positive (2), quelle que soit la forme de contact
choisie.

Nous allons parler aussi des travaux de Corin, Denornoy, HryniEwiCZ et al. (2023)
et de CONTRERAS et MazzuccHELLI (2022), qui, en parallele, ont montré qu’un flot de
Reeb générique admet toujours une section de Birkhoff. Le point clef de la preuve de
ces résultats est I'existence de livres brisés pour la forme de contact définissant le flot
de Reeb.

Dans la section 3, nous allons présenter les idées principales pour construire un
livre brisé, ainsi que les outils qui entrent en jeu. Dans la section 4, nous allons donner
quelques idées des preuves des conséquences dynamiques de Corin, DEHORNOY et
RecHTMAN (2023).
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tions, ainsi qu’a Patrick Bernard, Vincent Colin, Marco Mazzucchelli, Umberto
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2. Définitions et résultats principaux

Pour introduire la définition de livre brisé de CoLiN, DEHORNOY et RECHTMAN
(2023), nous avons d’abord besoin de parler de sections et sections de Birkhoff pour
un flot sur une variété de dimension 3 et de dynamique de contact. Dans la suite,
sauf mention explicite du contraire, tous les objets considérés seront lisses (C*) et M
indiquera une variété de dimension 3, fermée (i.e. compacte et sans bord) et orientée.

(M1 entropie topologique est une quantité qui mesure la complexité d’un systéme dynamique, voir le
§4.1.
@1ci et dans la suite, « positive » signifie « strictement positive ».
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2.1. Sections de Birkhoff pour un flot en dimension 3

Dans ce paragraphe, nous donnons les définitions de section et de section de
Birkhoff pour un flot en dimension 3. Ce seront des notions clefs dans la construc-
tion des livres brisés.

Considérons un champ de vecteurs X non singulier sur une variété M. Notons
¢X le flot engendré ®) par X. Pour comprendre les propriétés du flot, il est parfois
possible d’étudier une dynamique plus simple, la dynamique d"un difféomorphisme
induit par le flot sur une surface. Comment faire? Les sections de Birkhoff sont un
outil précieux qui permet une telle étude.

Définition 2.1. Une X-section est une immersion 1: (¥£,0%) — (M, K) d’une surface
compacte X a bord dX telle qu’on ait 1(dX) = K, ot1 K est une réunion finie d’orbites
périodiques pour X, et que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

> pour chaque composante connexe c de 9%, I'image 1(c) est un revétement (éven-
tuellement multiple) d"une orbite périodique de X;

> la restriction /;(x) est un plongement et I'image (int(2)) (4) est positivement
transverse ®) a X.

Si l'orbite d’un point de 1(int(X)) rencontre la section une infinité de fois, nous
pouvons définir 'application de retour sur la section le long de cette orbite. Si cela
est possible pour tous les points, nous parlons alors de section de Birkhoff.

Définition 2.2. Une section de Birkhoff est une X-section telle qu'il existe T > 0 pour
lequel, pour tout x € M, on a 4)[)61] (x) N1(X) # @, i.e. chaque orbite rencontre en

temps au plus T la surface 1(X2).

Exemple 2.3. Soit (52, ¢) la sphére de dimension 2 munie d’une métrique rieman-
nienne. Considérons le fibré unitaire tangent M = T; S?, et le flot géodésique (¢7)
sur M. Soit ¢ C S? une géodésique fermée de longueur L : elle existe toujours et di-
vise la sphére en deux hémispheres. On peut alors construire une section pour le flot
comme suit. Considérons ¥ = R/LZ x [0, 7r]. Fixons un des deux hémispheres et
considérons 1'ensemble des (x,v) € Tg152 tels que x € y et v est un vecteur unitaire
qui pointe vers 'hémisphere fixé. Un tel ensemble peut étre réalisé comme immer-
sion de 'anneau X.. Dans le cas ol1 la courbure associée a la métrique g est strictement
positive, I'anneau qu’on vient de décrire est en effet une section de Birkhoff. Il s’agit
d’un résultat de Birkrorr (1917).

(®)On omettra le X et on écrira ¢; quand le contexte rendra la dépendance en X claire. Dans la suite, on
se permettra aussi des glissements, comme la notation ¢f pour noter le flot géodésique sur une surface
riemannienne (S, g), voir Exemple 2.3.

#)1ci et dans la suite, la notation int(-) désigne l'intérieur d’un ensemble.

(5)L’image 1(int(X)) est positivement transverse a X si X est transverse a la surface et si le vecteur normal
a la surface et le champ X pointent du méme coté.
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En particulier, 1’existence d'une section de Birkhoff nous permet de définir une
application de premier retour sur 1(int(X) ) et, quitte a avoir un bon comportement au
bord, un difféomorphisme sur une surface. Pour illustrer I'importance de l'existence
de tels objets, nous donnons I'exemple suivant. Supposons que notre surface X est un
disque. Le théoreme de Brouwer assure qu'un homéomorphisme sur le disque ouvert
a toujours au moins un point fixe. Cela implique alors que notre flot a au moins deux
orbites périodiques, le bord de notre disque et I'orbite qui correspond au point fixe
de I’application de premier retour sur la section de Birkhoff.

Comme évoqué ci-dessus, pour définir une application de premier retour sur notre
surface qui soit un difféomorphisme, nous avons besoin d"une définition plus forte : on
parle alors de section de Birkhoff 0-forte. Définissons maintenant cette notion.

Etant donnée une orbite périodique v pour le flot de X, nous pouvons éclater
cette orbite de la fagon suivante. Introduisons un fibré en cercle T, au-dessus de 7 :
il s’agit du (double) quotient (T,M/Tvy)/R,, ott T,,M est la réunion des espaces
tangents TyM pour tout x € 7. Dans cette définition, nous considérons d’abord le
fibré normal au champ de vecteurs, et ensuite le quotient par R4. Soit alors K une
réunion finie d’orbites périodiques. Nous pouvons retirer de notre variété ces orbites
et remplacer chacune par le tore T, correspondant. On obtient une nouvelle variété
compacte, orientée, a bord, d’ensemble sous-jacent

Mg =(M\K)U |J T,.
€K
Le champ de vecteurs X peut étre prolongé sur M : la linéarisation DX le long de «y
induit un champ de vecteurs sur le tore T.,. Nous continuerons a noter X I'extension
a Mg du champ de vecteurs X sur M. Le champ X est tangent au bord de M. Soit S
une X-section, dont le bord est contenu dans K et telle que int(S) N K = @. En consi-
dérant les directions selon lesquelles S approche le bord, on obtient une surface a
bord sur Mg, que nous notons Sk.

Définition 2.4. Soit S une X-section; notons K = 9S. La X-section S est d-forte si, pour
chaque 7y € K, larestriction de Sk a T, est une sous-variété de dimension 1 transverse
au champ de vecteurs X. Une section de Birkhoff S est d-forte si c’est une X-section
o-forte et la restriction de Sk sur chaque T, est une section globale pour I'extension
de X ©) sur T,.

L'intérét de travailler avec des sections 0-forte réside dans la régularité de 1’appli-
cation de premier retour associée.

Proposition 2.5. Soit X un champ de vecteurs non singulier sur M. Si S est une section de
Birkhoff o-forte pour X, alors I'application de premier retour sur int(S) du flot de X définit
un difféomorphisme lisse de int(S).

(©)j.e. chaque point de Sk revient en temps fini en suivant la dynamique induite par X sur S.
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2.2. Delagéométrie ala dynamique : structure et forme de contact,
champ de Reeb, décomposition en livre ouvert

Ici, nous introduisons les notions principales de la géométrie de contact et de la
dynamique du champ de Reeb associé. Nous expliquons les définitions de livre ou-
vert et livre ouvert rationnel et ses liens avec la topologie et la dynamique.

Considérons une variété M de dimension 3, orientée, sans bord. Munissons
M d’un champ d’hyperplans ¢ pour lequel il existe une 1-forme lisse « telle que
¢ = ker(a) et telle que a A da est une forme volume. Le champ ¢ est appelé struc-
ture de contact et la forme « qui permet de la définir est dite forme de contact. Plusieurs
formes de contact peuvent définir la méme structure de contact : en effet, des qu’on
consideére une fonction lisse f: M — R*, la forme fua est aussi une forme de contact
qui définit la méme structure de contact.

Le premier exemple auquel nous pouvons penser est (R3, &q), ot1 Egiq est le noyau
de la forme de contact agqy = dz — ydx, voir Figure 1. En effet, le théoréme de Darboux
nous assure que pour tout point x d’une variété de contact (M, ) de dimension 3 il
existe un voisinage U de x dans M, un voisinage U’ de 0 dans R3 et un difféomor-
phisme ¢: U — U’ tels que ¢*{sq = . Toute variété de dimension 3, lisse, compacte,
admet une structure de contact, voir MartiNeT (1971) et Lutz (1971).

FiGure 1 - La structure de contact standard sur R® (image de P. Massot).

En fixant la forme de contact & qui définit ¢, nous pouvons définir un champ de
vecteur Ry, dit de Reeb, comme suit :

{dzx(R,x,-) =0,

a(Ry) =1. M

Le flot (¢%) associé au champ de Reeb est dit flot de Reeb. En fixant agq sur (R?, &gq),
le champ de Reeb associé est a% et le flot de Reeb est le flot de translation le long
de la direction z. Une classe d’exemples de flots de Reeb est constituée par les flots
géodésiques sur une surface riemannienne (S, ). Dans ce cas, la forme de contact sur
le fibré tangent unitaire peut étre explicitée de la maniére suivante

“(x,v)(') = gx(vfdn(x,v)(')) V(x,v) € T§S/
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