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INTRODUCTION 

L'interprétation arithmétique des valeurs aux entiers des fonctions L com­
plexes associées aux variétés projectives sur un corps de nombres est fondamentale en 
théorie des nombres. A la suite de nombreux travaux, les conjectures à la Bloch-Kato 
ont permis de comprendre quelle est l'interprétation de ces nombres dans un cadre très 
général. D'autre part, depuis les premiers exemples d'interpolation p-adique de ces 
nombres, on rêve de construire des fonctions L p-adiques qui auraient des propriétés 
les plus semblables possibles à celles des fonctions L complexes. Ainsi, par la théorie 
d'Iwasawa, on cherche à construire deux types de fonctions L p-adiques : les premières 
à partir des valeurs des fonctions L complexes et les secondes à partir de l'interpréta­
tion arithmétique de ces valeurs. Un lien entre ces deux types de fonctions est alors 
conjecturé. 

Reprenons rapidement quelques cas bien connus. Le premier exemple de 
fonction L est celui de la fonction Q de Riemann définie comme le prolongement 
méromorphe ((s) à C de 

E n-1 = H(1-l-s)-1 
n>0 l 

où le produit est pris sur les nombres premiers l. Un analogue p-adique de £ a été 
construit par Kubota-Leopoldt puis par Iwasawa, non comme produit de facteurs 
eulériens, ce qui n'a pats (encore !) de sens en jo-adique mais par interpolation p-
adique des Ç{k) pour k entier strictement négatif impair : ainsi, l'étude des propriétés 
p-adiques des Ç(k) ou plutôt de 

(i) C{p>(*0 = (i-p-*)C(*) 

permet de construire, pour toute classe j modulo p—1 une fonction continue Çp(s, 
pour s G Zp — {1} et OJ le caractère de Teichmiiller telle que £p(fc,u;J') = Ç{p}(k) pour 
k = j mod p—1, h entier négatif impair. En utilisant l'équation fonctionnelle, on peut 
aussi réécrire cette formule en termes des entiers positifs pairs : les valeurs interpolées 
sont alors 

(2) r^xi-p-T^i-p*-1) 
(2i7T)fc 

2i7T)fc 
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pour k entier positif pair appartenant à une classe de congruence fixée modulo p — 1. 
On peut d'autre part définir cette fonction Ç p-adique par interpolation des valeurs 
en k fixé des fonctions L associées aux caractères de Dirichlet rj de conducteur une 
puissance de p et tels que rj(—l) = ( — l)k. 

Un autre exemple désormais classique est celui des courbes elliptiques E 
sur Q ayant bonne réduction ordinaire en p, modulaire ou à multiplication complexe. 
Les premières constructions des fonctions L p-adiques associées à de telles courbes 
elliptiques modulaires sont dues à Mazur et Swinnerton-Dyer dans le premier cas, à 
Coates et Wiles dans le second cas. Dans le cas des courbes elliptiques modulaires 
ordinaires en p, la fonction L p-adique est obtenue par interpolation p-adique des 
valeurs de la fonction de Hasse-Weil de B/Q en 1 twistée par un caractère de Dirichlet 
de conducteur une puissance de p arbitrairement grande ; la valeur en 1 (en un sens à 
préciser) de cette fonction L p-adique est alors de la forme 

(3) (1 - oÇl)(l - p-lap)-lL{p}{E/Q, 1) 

où Lsp\(E/Q, 1) est la fonction L "incomplète" en p de E/Q, 

L[pi(E/Q, s) = (1 - app-s)(l - /3pp-s)L(E/Q, s) 

et où (1 — ctpp s)(l — Ppp s) est le facteur d'Euler en p avec ap unité p-adique. 

L'idée de la théorie d'Iwasawa est alors de construire un idéal de l'algèbre 
d'Iwasawa à partir de la représentation p-adique associée à la situation : Qp(l) dans le 
premier cas, tensorisé de Qp avec le module de Tate des points d'ordre une puissance 
de p sur la courbe elliptique dans le deuxième cas (Iwasawa, Mazur, Greenberg, 
Schneider...). Dans ces cas déjà bien étudiés, on a à faire à des représentations dites 
ordinaires et cet idéal est construit comme l'idéal caractéristique d'un certain module 
(dual de Pontryagin d'un groupe de Selmer). Les conjectures principales relient alors 
cet idéal caractéristique et la fonction L p-adique d'interpolation. 

Nous proposons dans ce texte une généralisation à des représentations p-
adiques ayant bonne réduction en p. Le cas le plus simple non ordinaire est le cas de 
la représentation p-adique associée à une courbe elliptique modulaire E ayant bonne 
réduction supersingulière en p. Plusieurs phénomènes nouveaux apparaissent. Du côté 
de l'interpolation p-adique, deux fonctions L p-adiques peuvent être construites, de 
valeur en 1 respectivement 

(4) (1 - oÇl)(l - p-lap)-lL{p}{E/Q, 1) 
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et 

(5) (1 - ß~l){\ -p-lßp)-lL{p}{E/Q, 1) 

D'autre part, ces fonctions n'appartiennent plus à l'algèbre d'Iwasawa (algèbre isomor­
phe à l'algèbre des séries formelles en une variable à coefficients dans Zp) mais ont dans 
leur développement en série des dénominateurs. Du côté des modules d'Iwasawa, les 
candidats naturels ne sont pas de torsion sur l'algèbre d'Iwasawa. 

Indiquons grossièrement comment ces difficultés peuvent être surmontées. 

D'abord, toutes les sortes de fonctions L p-adiques que nous construisons 
dépendront d'un paramètre appartenant à une puissance extérieure convenable du 
module de Dieudonné-Fontaine D associé à la représentation p-adique. Lorsqu'elles 
seront évaluées au caractère trivial 1, apparaît alors la même puissance extérieure d'un 
opérateur (1 — </?)(l — p~l<p~l)~l où <p est l'opérateur de Frobenius agissant sur D. Les 
valeurs propres de cet opérateur permettent d'expliquer les facteurs d'Euler "bizarres" 
apparaissant dans les formules d'interpolation. 

Du côté de la théorie d'Iwasawa arithmétique, nous n'essayons pas de 
construire un module de torsion sur l'algèbre d'Iwasawa, qui à notre avis n'a en général 
pas de raison d'exister. Très grossièrement dit, nous nous contentons d'utiliser des 
modules construits à partir de la cohomologie galoisienne "non ramifiée en dehors d'un 
nombre fini de places S suffisamment grand" H1 et H2 et de les "mesurer" à l'aide 
d'une application "logarithme élargi" ou régulateur à valeurs dans le produit tensoriel 
de D et d'une algèbre de fonctions contenant l'algèbre d'Iwasawa. 

Pour préciser un peu cela, fixons quelques notations. 

Soit Q une clôture algébrique de Q et Qp une clôture algébrique de Qp. Si 
F est un corps de nombres contenu dans Q, on pose F = Q, GF = Gal(F/F). Soit 
p un nombre premier impair. On choisit dans tout le texte un plongement de Q dans 
Qp. On fixe un corps de nombres F non ramifié en p. On note F^ = F{iipoo) et 
Fn = F(/v+i). On pose GN = Gal(Fn/F), = G a l ^ / F ) , A = Zp[[Goo]]. Le 
groupe Goo est canoniquement isomorphe à Gal(Qoo/Q). Si S est un ensemble fini de 
places contenant les places à l'infini, les places divisant p, on note GS,F le groupe de 
Galois de la plus grande extension algébrique de F non ramifiée en dehors de S. 
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Soit V une représentation p-adique pseudo-géométrique de GF (non ramifiée 
en dehors d'un ensemble fini de places de F et de de Rham aux places de F divisant 
p) et cristalline en toutes les places divisant p. Soit S un ensemble fini de places 
contenant les places divisant p, l'infini et les places où V est ramifiée. Ainsi, V est 
une représentation p-adique de GS,F- NOUS attachons à tout réseau T de V stable 
par GF un A-module de rang < 1, noté Iarzth,{p}(T) et que l'on appelle module des 
fonctions L p-adiques arithmétiques de T. La construction est fonctorielle en T, 
multiplicative en les suites exactes, compatible aux homomorphismes de twist par la 
représentation Qp(j) de Tate pour tout entier j et l'on a une équation fonctionnelle 
lorsque l'on change V en V*(l) = HomQp(ï/, Qp(l)) et T en T*(l) = HomZp(T, Zp(l)). 
Plus précisément, si DP(V) est le (^-module filtré associé par la théorie de Fontaine 
à Indjp/Q(y) sur Qp, le A-module ïïar«t/i,{p}(T) est naturellement contenu (à un grain 
de sel près) dans /C(Goo) ® A*DP(V*(1)) où /C(Goo) est l'anneau total des fractions 
d'une algèbre ^(Goo) contenant l'algèbre d'Iwasawa A et où A*DP(V*(1)) est l'algèbre 
extérieure de DP(V*(1)) (on peut en fait remplacer /C(Goo) par H(Goo) <g> Frac(A) 
où Frac(A) est l'anneau total des fractions de A). Si l'on considère la composante 
Iarit/l5{p}(T)+ fixée par Gal(Q(/ip)/Q(/ip)+), la puissance extérieure convenable est la 
puissance d+-ième où d+ est la dimension du sous-espace vectoriel de Indjp/Q(Vr) fixé 
par une conjugaison complexe. 

Comment construit-on ce A-module ? Le premier ingrédient est le loga­
rithme élargi Cy qui est un homomorphisme de A-modules 

Z^p(F,T)^/C(G00)®Dp(l/) 

où Z(̂ op(F, T) est la limite projective des ®v\pH1(FnyV,T). Cet homomorphisme (ou 
plutôt son inverse Çly) est construit dans [P94] (il dépend d'un entier h mais nous 
l'oublierons et ne tiendrons pas compte de cette difficulté un peu technique dans 
l'introduction, quitte à être incorrect). L'existence de Qy et de Cy repose sur des 
propriétés d'analycité des logarithmes de Bloch-Kato associés aux twists V(j) de V 
pour j assez grand. Par exemple, une conséquence de ces propriétés de continuité 
est que pour v divisant p, si j et f sont des entiers assez grands congrus modulo 
(p - l)pn, si F G Hl(Fv,T(j)) et P' G Hl{Fv,T{j')) sont congrus modulo pn+1 (c'est-
à-dire que leurs projections dans HX{FV, T(j)/pn+1T(j)) ^ Hl(Fv, T(j')/pn+1T(/)) 
sont égales), les logarithmes de Bloch-Kato de P et de P' relativement à V(j) et à 
V(j') respectivement et convenablement modifiés sont congrus modulo pn. Pour un 
énoncé exact, cf. §4.5 et en particulier §4.5.5. 

Revenons à la construction de Iarït/i,{p}(T) ou plutôt de Iarït/i,{p}(T)+ pour 
simplifier. Si M est un Gal(Q(/ip)/Q)-module, on note M+ le sous-module de M fixé 
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par Gal(Q(/zp)/Q(/ip)+). On peut voir IaHt/lj{p}(T)_|_ comme un sous-A-module de 

Hom<QP(Ad+Dp(Vr), /C(Goo)+) 

par risomorphisme ^(Goo)+ (g) Ad+ Dp(Vr*(l)) = HomQp(Ad+Dp(\/), /C(Goo)+)- Con­
sidérons les A-modules 

^ 5 ( ^ T ) = lim (̂Gs,Fn)T) 
71 

Par localisation, on obtient un homomorphisme de A+-modules de H^s(FyT)+ dans 
Z^p(F,T)+. A des facteurs techniques près, si n G Ad+ DP(V), Iarit/l){p}(T)H_(n) est 
essentiellement 

A+f+(H^s(F, T)).n A detA+A,(tf^i5(F, T)+) 

où f+(H^s(F, T)) est une série caractéristique du A+-module H^oS(Fi T)+. Ainsi, 
Iarît/i,{p}(T)+ mesure à la fois la position de i?^5(F, T)+ dans /C(Goo)+ 0 Dp(y*(l)) 
par l'application logarithme (régulateur) et la taille de H^oS(F1T). 

Pour que cette définition ne donne pas un A-module nul, nous devons 
supposer vraies les conjectures dites de Leopoldt faibles pour V et pour V*(l), ce 
que l'on note ici Leop(V, V*(l)) : il s'agit de la nullité de i72(G5)Foo, V/T) et de 
H2{Gs,Foot V*(l)/T*(l)). Nous conjecturons donc Leop(V, V*(l)) et montrons que 
ïïarit/i,{P}(T) est alors libre de rang 1. 

Sous certaines hypothèses de régularité, il est d'autre part possible de 
calculer à une unité près la valeur en 1 du coefficient dominant d'un générateur de 
Iarï£fr,{p}(T). Ce calcul fait en particulier apparaître l'opérateur 

A*+(l-*>)(!-p-V1)"1 
(qui intervenait déjà dans les propriétés d'interpolation des logarithmes) et les nombres 
(ou leurs analogues p-adiques quand il s'agit de périodes complexes) intervenant dans 
les conjectures de Bloch-Kato. Cela nous permettra de faire des comparaisons entre 
nos conjectures et les conjectures de Bloch-Kato dans le cadre motivique. 

De même, si V est toujours une représentation pseudo-géométrique cristal­
line aux places divisant p et si c est une conjugaison complexe, on attache à (V, c) un 
A-module Iarit/iï{p}(Vr, c) libre de rang 1 contenu dans l'anneau total des fractions K de 
H = Bcris ® K(Goo). Le A-module larith,{P}{V, c) est obtenu à partir de Iarit/i,{P}(T) par 
une projection convenable. Contrairement à Iarit/i,{P}(T), il est indépendant du choix 
de T. 
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