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NOMBRE DE CLASSES DE CONJUGAISON D’ELEMENTS
D’ORDRE FINI DANS LES GROUPES DE BROWN-THOMPSON

PAR HAJER HMILI BEN AMMAR & ISABELLE LIOUSSE

RESUME. — Nous étendons un résultat de Matucci ([13]) sur le nombre de classes de
conjugaison d’éléments d’ordre fini dans le groupe de Thompson T. D’aprés [12], le
groupe de Brown-Thompson T ., ne contient pas d’élément d’ordre ¢ lorsque pged(m—
1, ¢) ne divise pas r. Nous montrons que si pged(m—1, q) divise r alors il y a exactement
©(q) - pged(m — 1, q) classes de conjugaison d’éléments d’ordre g dans T’ m, oll ¢ est
la fonction phi d’Euler. Comme corollaire, nous obtenons que le groupe de Thompson
T n’est isomorphe & aucun des groupes Ty n avec m # 2 et tout morphisme de 7" dans
Tr,m, avec m # 2 et r # 0 mod (m — 1), est trivial.

Texte regu le 22 janvier 2019, modifié le 7 mai 2019, accepté le 28 novembre 2019.

HAJER HMmILI BEN AMMAR, Unité d’analyse mathématique et applications, Département de
mathématiques, Faculté des Sciences de Tunis, Tunisie =~ e  E-mail : hajermido@yahoo.fr
ISABELLE LI1OUSSE, Laboratoire Paul Painlevé, Université de Lille, 59655 Villeneuve d’Ascq
Cédex, France e  FE-mail : liousse@univ-1ille.fr

Classification mathématique par sujets (2010). — 20E45, 37E10, 37E15.

Mots clefs. — Groupes de Thompson, Groupes de Brown, Eléments de torsion, Classes de
conjugaison, Homéomorphismes PL du cercle, Isomorphismes.

Hajer Hmili remercie I’ Unité d’analyse mathématique et applications de la Faculté des
Sciences de Tunis et exprime sa gratitude & son mari Mourad Ben Ammar pour son soutien.
Isabelle Liousse remercie le Labex CEMPI (ANR-11-LABX-0007-01), le projet ANR Gromeov
(ANR-19-CE40-0007) et le CNRS pour sa délégation 2019-20.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/2020/399/$ 5.00
© Société Mathématique de France d0i:10.24033 /bsmf.2810


http://dx.doi.org/10.24033/bsmf.2810

400 H. HMILI & I. LIOUSSE

ABSTRACT (Number of conjugacy classes of torsion elements in Brown-Thompson
groups). — We extend a result of Matucci ([13]) on the number of conjugacy classes
of finite order elements in the Thompson group T'. According to [12], if ged(m—1, q) is
not a divisor of r then there does not exist element of order ¢ in the Brown-Thompson
group Trm. We show that if ged(m — 1,q) is a divisor of r then there are exactly
»(g).gcd(m—1, g) conjugacy classes of elements of order ¢ in Ty, where ¢ is the Euler
function phi. As a corollary, we obtain that the Thompson group 7' is isomorphic to
none of the groups Ty m, for m # 2 and any morphism from 7" into T m, with m # 2
and r # 0 mod (m — 1), is trivial.

1. Introduction et définitions

En 1965, R. Thompson découvrit les premiers exemples de groupes T' C V
de présentation finie, simples et infinis. Le groupe T [resp. V] se représente
comme groupe d’homéomorphismes [resp. échanges d’intervalles] affines par
morceaux du cercle (voir [6], [14]). En 1987, K. Brown ([5]) a défini une famille
Ty.m C Vi englobant T et V et les groupes V;.,, sont isomorphes aux groupes
Gy, m de Higman ([10]).

Plus précisément, soit  un entier strictement positif, on note S, le cercle
R/rZ de longueur r. Le cercle de longueur 1 est S;, nous le noterons plus
classiquement S'.

DEFINITION. — Un homéomorphisme f du cercle S, est affine par morceauz
8’1l existe une subdivision finie 0 < a3 < as < --- < a, = r de Pintervalle [0, ]
et un relevé f de f a R tels que ﬂ[ai’ai+1](x) = N2+ B, \i, B € R.

Les points a; sont appelés points de coupure de f et les nombres \;, pentes
de f.

Le groupe des homéomorphismes affines par morceaux de S, préservant
lorientation est noté PL*(S,).

DEFINITION. — Soient r et m > 2 deux entiers strictement positifs. On défi-
nit le groupe de Brown-Thompson T, , comme l’ensemble des éléments f de
PL*(S,) tels que :

e les pentes de f appartiennent a (m) = {m®, s € Z}.

e les points de coupure de f appartiennent & Z[%] = {N.m*|N,s € Z},
e les images par f de 0 et des points de coupure de f appartiennent &
Z[L1].
m

Le groupe de Thompson T est 11 ».

De nombreux auteurs se sont intéressés aux invariants et a la question d’iso-
morphicité pour ces groupes de type Thompson ([1], [2], [3], [4], [5], [10], [12],
(13], [14], ...).
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Dans cet article, nous nous concentrons sur les obstructions & I’isomorphi-
cité entre groupes 7, ,, issues des éléments d’ordre fini et de leurs classes de
conjugaison. Le calcul du nombre de ces classes fit effectué pour G, ,, par
Higman ([10], section 6), pour T par Matucci ([13]) puis ultérieurement par
Geoghegan-Varisco ([8]) et Fossas ([7]). Comme dans [13] et [8], nous utilisons
la représentation comme groupe d’homéomorphismes affines par morceaux du
cercle et disposons ainsi d’un invariant dynamique suplémentaire : le nombre de
rotation de Poincaré. Nous indiquons sa définition et ses premiéres propriétés
(voir [9] ou [11]).

DEFINITION. — Soit f un homéomorphisme du cercle S,., on définit le nombre
de rotation sur S, de f par :
p(f) = lim (f*(0)/rn) (mod1) € S*.
n—oo

Ce nombre ne dépend pas du choix du relevé f et satisfait les propriétés
classiques :

PROPRIETES. — e p(Ry) =% ot Ry(x) = o + o (modr),
e o(f™)=np(f) pour tout n € Z,
o si f est d’ordre fini ¢ € N>1 alors p(f) = % avecp<qetpAqg=1,
e soit h : S, — S,» un homéomorphisme préservant l’orientation alors

plho foh™) = p(f).

Commencgons par cette observation : tout élément d’ordre g est conjugué dans
PLT(S') a une rotation d’angle % avec p/A g = 1, une conjugante est construite
par moyennisation (voir par exemple [11], Proposition 11.2.2). Comme deux
rotations d’angles différents ne sont jamais C°-conjuguées, le nombre de classes
de conjugaison d’éléments d’ordre ¢ dans PL*(S!) est exactement le nombre
d’entiers p < ¢ premiers avec ¢ c’est a dire ¢(q) (la fonction phi d’Euler).

Le Théoreme 7.1.5 de [13] (voir aussi [8] et [7]) exprime qu’il est encore
vrai pour le groupe de Thompson T : « dans T, tout rationnel de S' est réa-
lisé comme nombre de rotation d’une unique classe de conjugaison d’éléments
d’ordre fini ».

Ici, nous établissons que cette propriété n’est plus satisfaite par les autres
groupes T}, :

THEOREME 1.1. — Soientr > 1, m > 2 et ¢ > 2 des entiers.

A. Si pged(m — 1,q) ne divise pas r alors il y a 0 classes de conjugaison
d’éléments d’ordre g dans Ty .

B. Sipged(m —1,q) divise r alors il y a pged(m — 1,q) classes de conjugaison
d’éléments d’ordre q et de nombre de rotation % dans T, ,,, pour tout entier
D premier avec q.

C. Sipged(m—1,q) divise r alors il y a p(q) - pged(m — 1, q) classes de conju-
gaison d’éléments d’ordre q dans Ty p,.
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