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LA CONJECTURE DE LANGLANDS LOCALE POUR GL(3)
Guy HENNIART

Résumé

'Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. Nous prou-
vons 1'existence et 1'unicité d'une application de 1'ensemble G°(3) des classes
d'équivalence de représentations continues irréductibles de degré 3 du groupe de
Weil de F, dans 1'ensemble A°(3) des classes d'équivalence de représentations
admissibles irréductibles supercuspidales de GL(3,F), application qui conserve
les facteurs e et soit compatible 2 la torsion par les caractéres de F*. Nous
montrons que cette application est bijective.

Dans le cours de la démonstration, nous obtenons une construction explicite
des éléments de A°(3) et utilisons une théorie du changement de base modéré pour
ces éléments.

Abstract

Let F be a locally compact non archimedean field. We prove that there exists
a unique map from the set G°(3) of equivalence classes of continuous irreducible
degree 3 representations of the Weil group of F, into the set A°(3) of equiva-
lence classes of admissible irreducible supercuspidal representations of GL(3,F),
a map which is to preserve e-factors and be compatible with torsion by characters
of F". We prove that this map is a bijection.

Meanwhile we obtain an explicit construction for the elements of A°(3) and
we use for them a tame base change theory.
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1. Introduction.

1.1. Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. On fixera
dans toute la suite une cléture séparable algébrique F de F, un caractére ad-
ditif non trivial be de F, 1la mesure de Haar de sur F autoduale pour Ves

et on notera L1 le nombre d'éléments du corps résiduel de F.

Notre but est de prouver une généralisation, conjecturée par R.P. Langlands,
de la théorie locale du corps de classes. Rappelons que celle-ci [Se2,We] donne
une bijection canonique entre les caractéres continus du d}oupevde Galois de F
sur F et les caracteres d'ordre fini du groupe multiplicatif F* de F. La
généralisation consiste a relier, d'une part les représentations continues de de-
gré donné n du groupe de Galois de F sur F, et d'autre part certaines repré-
sentations (de dimension finie ou infinie), dites admissibles, du groupe localement
compact totalement discontinu GL(n,F). Pour 1'élégance des résultats, i1 faut rem-
placer le groupe de Galois de F sur F par une variante : le groupe de Weil-
Deligne Hg de F sur F. Le lien entre les deux types de représentations men-
tionnées ci-dessus se fait & 1'aide d'invariants, les facteurs L et &, qu'on
leur attache. L'alinéa suivant précise la nature de ces invariants et le paragra-

phe 1.2 donne notre résultat.

En fait, & une représentation o du groupe de Weil-Deligne Hﬁ [Ta], on sait
associer le facteur L(o) qui, fonction d'un paramétre complexe 4, est une fonc-
tion rationnelle de q;b, et le facteur e(o,wF,de), que nous noterons en abrégé
e(o) et qui, comme fonction du méme paramétre &, est un mondme non nul en q;A.
Ces facteurs ne dépendent que de la classe d'équivalence de o. De méme, pour cha-
que entier n>1, on sait associer a une classe d'équivalence m de représentations
admissibles irréductibles de GL(n,F) des facteurs L(m) et elm,pp.dex)  (noté
e(n)) ayant des propriétés analogues [GJ]. La théorie locale du corps de classes

[Se1,We] nous permet d'identifier les classes d'équivalence de représentations de
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degré 1 de N,': et les classes d'équivalence de représentations admissibles irré-
ductibles de GL(1,E), i.e. les caractéres (continus) de F*. On peut ainsi fai-
re agir le groupe F* des caracteres (continus) de F", par torsion, sur les re-
présentations de H,': A(on notera xo la représentation obtenue par torsion de o
par le caractére xeF') et sur les représentations admissibles irréductibles de
GL(n,F) (notation : ym).

1.2. Le but de cet article est de prouver le théoréme suivant, cas particulier

de conjectures générales de Langlands.

Théoréme. Soit n = 3 .

1. 1I1 existe une unique application o » n(c) de 1'ensemble des classes
d'équivalence de représentations ¢-semisimples, de degré n , de Wé , dans
1'ensemble des classes d'équivalence de représentations admissibles irréduc-

tibles de GL(n,F), qui vérifie, pour tout caractére continu x de F

L(xo) = L(xn(0))

e(xo) = e(xn(a)) .

2. Cette application est une bijection, et fait se correspondre les repré-
sentations irréductibles (de degré n) de W% et les représentations admis-

sibles irréductibles cusp{dales de GL(n,F) .

3. ‘Les conducteurs de o et n(o) sont les mémes, et le déterminant de ©
correspond, par la théorie locale du corps de classes, au caractére central
de (o) . Enfin, l'application o -+ m(0) est compatible au passage aux repré-

sentations contragrédientes.

Remarque. L'énoncé analogue, pour n=1, reformule la théorie locale du corps

de classes; pour n=2, il a été prouvé par Kutzko [Ku2], aprés des résultats
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partiels de plusieurs mathématiciens, cf. [Tu2, Ct2]. En fait les résultats des
chapitres 5 et 7 de cet article peuvent étre généralisés, et, quand n est la
caractéristique résiduelle p de F, 1'auteur a prouvé, début 1983, a 1'aide
de résu}tats de D. Kazhdan, les énoncés en ce cas des parties 1 & 3 du théoreme
précédent, sauf 1'unicité de 1'application o > m(c). Des résultats sembla-
bles quand n est un nombre premier distinct de p sont dus & A. Moy [Mo],

le cas n=p ayant aussi été traité par Ph. Kutzko et A. Moy.

1.3. Le chapitre 2 ne contient rien d'original; il a pour but de fixer
les notations et conventions, de rappeler au lecteur les.définitions et
propriétés des facteurs L et ¢ , et d'&noncer de fagon précise les pro-

priétés de la correspondance conjecturée par Langlands.

Le chapitre 3, pour 1'essentiel, rassemble des résultats connus. Notons
G°(3) 1'ensemble des classes d'équivalence de représentations continues irré-
ductibles de degré 3 de W!, et A°(3) 1'ensemble des classes d'équivalence
de représentations admissibles irréductibles supercuspidales de GL(3,F). On
se raméne tout d'abord & prouver l'existence, l'unicité et la bijectivité d'une
application 7 de G°(3) dans A°(3), qui conserve les facteurs € et soit
compatible a la torsion par un caractére de F*. on prouve aussi que, 1'élément
0 de G°(3) étant donné, il existe au plus un élément de A°(3) qui puisse cor-
respondre & O; si un tel élément existe, on le note m(0) et on dit que w(0)
existe. On prouve également, utilisant [JPS1] que m(0) existe si 0. est impri-
mitive, ou si F est de caractéristique non nulle. On obtient ainsi une applica-
tion 7' de G'(3) dans A°(3), ou G'(3) est égal a G°(3), sauf si F est
une extension de @,, auquel cas G'(3) est formé des éléments imprimitifs de
G°(3). Suivant une idée de H. Jacquet [Ja3], nous prouvons que 1'application '

est injective.
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1.4. La partie la plus nouvelle de ce travail concerne l'existence de m(0) quand
F est une extension de Q3 et que O est primitive. L'observation cruciale est
qu'il existe une extension modérée K de F, quadratique ou composée de deux ex-

tensions quadratiques, telle que la restriction 0, de O .au groupe de Weil-

K
Deligne de F sur K soit imprimitive. On dispose alors de la classe n(OK) de
rebrésentations admissibles irréductibles supercuspidales de GL(3,K), classe qui
est invariante par l'action du groupe de Galois de K sur F. Il est alors naturel
d'essayer de construire m(0) & partir de ﬂ(OK), a4 1'aide d'une théorie du chan-
gement du corps de base analogue a celles développées par Langlands [La3] ou Kutzko
[Ku2). En fait, on utilise une théorie du changement de base modéré analogue a cel-
le de Kutzko, le succés de cette technique dans notre cas a priori compliqué repo-

sant en derniére analyse sur le fait que l'extension K de F est de degré premier

a 3.

1.5. La théorie du changement de base modéré utilise une construction explicite

des éléments de A°(3), construction qui procéde en deux étapes.

H. Carayol [Ca] a donné un procédé permettant d'obtenir, par induction i par-
tir de sous-groupes de GL(3,F) compacts modulo le centre, des éléments de A°(3),
que nous dirons trés cuspidaux. Nous donnons une construction explicite trés détail-
lée de ces éléments trés cuspidaux, au chapitre 5 pour ceux d'exposant premier a 3,
et 4 l'appendice 4 pour ceux d'exposant multiple de 3. Nous calculons également les

facteurs €.

La seconde étape nécessite l'introduction d'un corps D de centre F et de

dimension 9 sur F.

Une version simple de la formule des traces, due & P. Deligne et D. Kazhdan

([DK], voir aussi [Ro2]) permet de prouver, en suivant les techniques de Flath [Fal,
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1'existence d'une bijection, conservant les facteurs € et compatible & la torsion
par un caractére de F‘, entre A°(3) et 1'ensemble des classes d'équivalence de
représentations continues irréductibles, de degré > 1, de D*. Mais H. Carayol a
montré [Cal] que cesreprésentations de D" sont toutes obtenues par un procédé ana-
logue a celui qui donne les éléments trés cuspidaux de A°(3). On en déduit alors
que tous les éléments de A°(3) sont, a torsion prés par un caractére de F!, trés

cuspidaux.

1.6. Par manque de références publiées, nous donnons au chapitre 4 une démonstration
détaillée de la formule des traces et de ses conséquences, en tirant avantage et

simplifications des renseignements donnés par [JPS1]. De plus nous donnons une ver-
sion des théorémes fort et faible de multiplicité un pour les représentations auto-

morphes d'un corps gauche de centre un corps global et de degré 9 sur ce centre.

En outre, nous montrons dans ce chapitre comment les arguments de comptage de
Tunnell [Tul], Koch et Zink [Ko2, 2i], et la comparaison avec les représentations
de D" entrainent que si 1'application m : G°(3) —> A°(3) que nous cherchons

est injective, alors elle est bijective.

En particulier dés la fin du chapitre 4, nous avons prouvé notre résultat
principal si F n'est pas une extension de Q3. Si F n'est pas de caractéristi-
que résiduelle 3, on peut d'ailleurs donner une construction explicite des éléments
de G°(3) (ils sont imprimitifs) et de ceux de A°(3) (cf. chapitre 5). On peut
alors décrire explicitement 1'application m : G°(3) —> A°(3), ce qui est fait

aux appendices 4 et 5.

1.7. La description explicite du chapitre 5 fournit une paramétrisation de A°(3).
Le changement de base pour une extension quadratique modérée est défini et étudié
au chapitre 6, & partir de cette paramétrisation, pour les éléments de A°(3) d'ex-

posant minimal premier & 3.



