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MOTIFS DES VARIETES ANALYTIQUES RIGIDES

Joseph Ayoub

Résumé. — Dans ce travail, j’étends la théorie des motifs, comme développée par
Voevodsky et Morel-Voevodsky, au cadre de la géométrie analytique rigide sur un
corps complet non archimédien.

Le premier chapitre reprend 'approche homotopique de Morel et Voevodsky. On y
trouve la construction de la catégorie homotopique stable motivique des variétés ana-
lytiques rigides ainsi qu’une description compléte de cette derniére en termes de motifs
algébriques lorsque le corps de base est d’égale caractéristique nulle et de valuation
discréte. Le second chapitre reprend ’approche par les transferts de Voevodsky. On y
trouve la construction de la catégorie triangulée des motifs analytiques rigides, ainsi
qu’une extension a la géométrie rigide d’une grande partie des résultats fondamentaux
de Voevodsky et notamment sa théorie des préfaisceaux avec transferts invariants par
homotopie. Ceci dit, le présent travail ne se résume pas a un simple décalque de la
théorie classique et le lecteur trouvera beaucoup de résultats nouveaux et spécifiques
au contexte de la géométrie rigide.

Abstract (Motives of rigid analytic varieties). — In this work, I extend the theory of
motives, as developed by Voevodsky and Morel-Voevodsky, to the context of rigid
analytic geometry over a complete non archimedean field.

The first chapter deals with the homotopical approach of Morel and Voevodsky.
One finds there the construction of the motivic stable homotopy category of rigid
analytic varieties and a complete description of this category in terms of algebraic
motives when the base field has equal characteristic zero and its valuation is discrete.
The second chapter deals with Voevodsky’s approach based on transfers. One finds
there the construction of the triangulated category of rigid analytic motives, and an
extension to rigid analytic geometry of a large number of Voevodsky’s fundamental
results such as his theory of homotopy invariants presheaves with transfers. This is
said, the present work is a lot more than just a mere copy of the classical theory and
the reader will find a lot of results that are new and specific to rigid analytic geometry.

(© Mémoires de la Société Mathématique de France 140/141, SMF 2015
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INTRODUCTION GENERALE

Dans ce travail, j’étends la théorie des motifs, comme développée par Voevod-
sky [46], et Morel et Voevodsky [30], au cadre de la géométrie analytique rigide sur
un corps complet non archimédien. Certes, il s’agit en partie d’adapter les techniques
déja existantes de la théorie des motifs des variétés algébriques et de les appliquer aux
variétés analytiques rigides. Mais ce travail ne se résume pas a un simple décalque de la
théorie de Morel et Voevodsky et a la construction de nouvelles catégories motiviques.
Ainsi, je m’efforcerai dans cette introduction de mettre en évidence l'originalité du
présent travail et de souligner les idées nouvelles qui, hélas, ont pu étre noyées dans
le style systématique du texte. Ensuite, j’esquisserai quelques applications possibles
de cette théorie.

Il existe deux approches modernes a la théorie des motifs des variétés algébriques.
La premiere, d’un point de vue logique mais pas historique, est I’approche homotopique
de Morel et Voevodsky [30] dont résultent la catégorie homotopique des k-schémas
H(k) et sa version stable SH(k) (voir [26]). Elle est entiéerement basée sur la théorie
de ’homotopie, via la machinerie des catégories de modeles, et, par conséquent, se
préte moins aux « calculs ».

La seconde, est 1'approche par les transferts de Voevodsky [46] dont résulte la
catégorie des motifs triangulés DM(k). Elle est plus géométrique et il est possible
de décrire explicitement dans cette théorie les objets motiviques en termes de cycles
algébriques. Toutefois, la seconde approche est limitée : par exemple, elle ne permet
pas de retrouver la K-théorie algébrique, contrairement a la premiere.

Bien entendu, ces deux approches se comparent et il est instructif, et souvent
pertinent, de comparer le lien entre SH(k) et DM (k) a celui entre SH, la catégorie
homotopique stable des espaces topologiques, et D(Z), la catégorie dérivée de celle
des Z-modules.

Dans ce travail, je reprends les deux approches, homotopique et par les transferts,
dans le cadre de la géométrie rigide.

L’approche homotopique ou le premier chapitre

Soit k un corps complet non archimédien. On note k° son anneau de valuation et k
son corps résiduel.



2 INTRODUCTION GENERALE

Les ingrédients de la construction. — Ici, les ingrédients de base sont les k-
variétés rigides lisses, la topologie de Nisnevich en géométrie rigide et la boule de
Tate. La premiere section du chapitre 1 est entierement consacrée a des rappels de
géométrie rigide. Elle ne contient aucun résultat original, et le lecteur familier avec les
fondements de la géométrie rigide suivant Tate et Raynaud pourra l'ignorer et passer
a la suite.

Dans la section 1.2, jintroduis ’analogue de la topologie de Nisnevich pour les
variétés analytiques rigides. Comme en géométrie algébrique, il s’agit d’une topologie
intermédiaire entre la topologie étale, trop fine pour les théories cohomologiques mo-
tiviques, et la topologie des recouvrements admissibles, trop grossiere pour assurer la
pureté. Etant donné un modele formel X de X (voir la définition 1.1.22), on peut asso-
cier & un recouvrement Nisnevich du k-schéma X, un recouvrement Nisnevich de X.
Réciproquement, on obtient, a raffinement pres, tout recouvrement Nisnevich de X a
partir d’un recouvrement Nisnevich de X, pour un modele X suffisamment fin. Cette
propriété est fort utile et ramene en grande partie I’étude de la topologie de Nisnevich
en géométrie rigide a celle de la toplogie de Nisnevich en géométrie algébrique.

Un résultat notable de la section 1.2 est le théoreme 1.2.36. Il fournit des gé-
nérateurs particulierement simples de la catégorie dérivée D(Shvyis(SmRig/k,Z)).
(Ici, SmRig/k est le site Nisnevich des k-variétés analytiques rigides lisses et
Shvy;s(SmRig/k, Z) est la catégorie abélienne des faisceaux sur ce site.) Le théoréeme
1.2.36, en fait un cas particulier, affirme que D(Shvyis(SmRig/k,Z)) est engendrée,
en tant que catégorie triangulée avec petites sommes, par les faisceaux représentés
par des k-affinoides ayant potentiellement bonne réduction. (Rappelons qu'un k-
affinoide X admet bonne réduction s’il possede un modele formel X lisse sur k°; il
admet potentiellement bonne réduction s’il acquiert bonne réduction apres extension
des scalaires & une extension finie de k.) Ce théoreme nécessite que la valuation de
k soit discréte et que k soit de caractéristique nulle. Dans ce cas, on a k = E((ﬂ)), le
corps des séries de Laurent en 1'uniformisante w. Ce résultat est surprenant surtout,
qu’en général, il est impossible de couvrir une variété rigide (méme lisse) par des
affinoides ayant potentiellement bonne réduction. De plus, il est propre a la géométrie
rigide et n’admet pas d’analogue (non vide) en géométrie algébrique.

La construction. — Il n’est guere surprenant pour le lecteur familier avec la théo-
rie de Morel et Voevodsky qu’il est possible de construire une catégorie homotopique
stable RigSH (k) a partir du site Nisnevich des k-variétés rigides lisses muni de !'in-
tervalle By, qui est la boule de Tate. J’explique les détails de cette construction dans
les paragraphes 1.3.1 (version instable) et 1.3.3 (version stable) de la section 1.3. Les
objets de RigSH(k) sont les motifs rigides. A toute k-variété rigide lisse V, il est
associé un motif rigide M(V'). Je construis également un foncteur d’analytification :

(1) Rig* : SH(k) — RigSH(k)

qui étend le foncteur d’analytification usuel associant a un k-schéma lisse X la k-
variété rigide lisse X2 (voir le paragraphe 1.1.3). Plus précisément, on a un isomor-
phisme canonique Rig*M(X) ~ M(X?") avec M(X) le motif (usuel) associé a X.
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