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AUTOUR DU CENTENAIRE LEBESGUE

Gustave Choquet, Thierry De Pauw, Pierre de la Harpe,
Jean-Pierre Kahane, Hervé Pajot, Bruno Sévennec

Résumé. — Ce volume a été écrit a I’occasion du centenaire de la publication en 1901
de la fameuse note de Lebesgue introduisant son intégrale. Il fait suite & une journée de
célébration organisée a 1’Ecole normale supérieure de Lyon. On y trouvera différents
éclairages sur ’héritage de Lebesgue. Le témoignage de Gustave Choquet redonne
vie aux mathématiques et mathématiciens de ’époque de Lebesgue. Les textes de
Pierre de la Harpe et Bruno Sévennec sur les mesures finiment additives analysent
leurs paradoxes et leurs liens avec la notion de moyennabilité ou I’équirépartition.
La contribution de Hervé Pajot rend compte des progrés considérables qui ont été
faits récemment dans la compréhension de la notion de rectifiabilité, en liaison avec
la capacité analytique ou l'opérateur de Cauchy ; celle de Thierry De Pauw part de
I'intégrale de Henstock et Kurzweil pour s’intéresser aux généralisations possibles de la
formule de la divergence. Enfin, la préface de Jean-Pierre Kahane fait un lien entre tous
ces éclairages, en méme temps qu’elle lui permet d’évoquer 'influence mathématique
de l'intégrale de Lebesgue tout au long du vingtiéme siécle.

Abstract (Around the L ebesgue centenary). — This volume was written on the occa-
sion of the centennial of Lebesgue’s Publication in 1901 of his famous Note introducing
his integral. It results from a day of celebration at the Ecole normale supérieure de
Lyon. It provides various viewpoints on Lebesgue’s heritage. Gustave Choquet gives
a vivid testimony about mathematics and mathematicians of Lebesgue’s era. Contri-
butions by Pierre de la Harpe and by Bruno Sévennec on finitely additive measures
analyse their paradoxes and their relationship with amenability or equirepartition.
Hervé Pajot relates the recent and considerable progress made in understanding the
notion of rectifiability, in relation with the analytic capacity or with the Cauchy op-
erator. Thierry de Pauw, starting from Henstock and Kurzweil’s integral, studies
possibilities of generalizing the divergence formula. A preface by Jean-Pierre Kahane
synthesizes these viewpoints and highlights Lebesgue’s influence in the course of the
twentieth century.
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RESUMES DES ARTICLES

L’intégrale de Lebesgue au cours du vingtieme siécle
JEAN-PIERRE KAHANE ... . e 1

L’intégrale de Lebesgue a dominé tout un pan des mathématiques du ving-
tieme siecle : analyse de Fourier et analyse fonctionnelle, probabilités, tous les
aspects géométriques, analytiques et logiques de la théorie de la mesure, liés
aux groupes, aux variables réelles, a la physique et a presque toutes les sciences
mathématiques. L’article expose d’abord le retard de I’enseignement de I'inté-
grale de Lebesgue en France alors qu’elle est largement diffusée a 1’étranger.
Puis il donne un tableau historique de certains développements : les espaces LP,
les probabilités selon Steinhaus et selon Kolmogorov, la théorie des ensembles,
la théorie géométrique de la mesure, les paradoxes de la mesure, et diverses
notions d’intégrales. L’intention de I'article est d’établir un pont entre ’article
de Choquet, sur les racines de 'intégrale de Lebesgue, et les autres articles, sur
des problemes tres actuels qui y sont relatifs.

Borel, Baire, Lebesgue
GUSTAVE CHOQUET ...t ttt ettt et e e et e e et e e e ettt ea 23

L’article développe la matiére de la conférence donnée a I’Ecole normale
supérieure de Lyon a l'occasion du centenaire de l'intégrale de Lebesgue. Plu-
tot que de s’étendre sur I'ceuvre mathématique de Borel, Baire et Lebesgue, on
parle de leur vie, de leur personnalité et de la source de leur inspiration. C’est
loccasion d’évoquer les prédécesseurs, Eudoxe de Cnide, Jordan, et aussi les
réactions des contemporains, Hermite, Poincaré, Picard. Parmi les facettes mul-
tiples de Lebesgue, on insiste — en citant Lebesgue — sur la nature géométrique
de son intuition. Quelques figures éclairent les considérations géométriques ex-
posées a cette occasion.

Mesures finiment additives et paradozes
PIERRE DE LA HARPE .. ..t e e 39

Ce texte expose des résultats classiques sur les décompositions paradoxales
(Hausdorff, Banach, Tarski) et les mesures finiment additives invariantes (Ba-
nach, von Neumann), en insistant sur I'importance de ces notions en théorie
des groupes. La derniere partie énumere quinze problémes ouverts concernant
la moyennabilité des groupes.



viii RESUMES DES ARTICLES

Mesure invariante et équirépartition dans les groupes compacts

BRUNO SEVENNEC ...ttt ettt ettt et e et et e e e 63
Dans cet article, on donne un survol de résultats d’équirépartition dans les
groupes compacts, et plus généralement dans les espaces homogenes de tels
groupes. Dans le premier chapitre, on reproduit la belle preuve de von Neu-
mann sur l'existence et I'unicité de la mesure de Haar des groupes compacts,
ou l'on voit qu’elle est obtenue comme limite de mesures a support fini, qui
«s’équirépartissent » selon la mesure de Haar. Dans le chapitre 2, on donne des
exemples explicites d’équirépartition : le théoréme de Weyl (1916) sur les rota-
tions irrationnelles, celui d’Arnol’d et Krylov (1963) pour les rotations sur la
sphere S?, et sa généralisation par Guivarc’h (1969). Le chapitre 3 concerne une
mesure de la vitesse d’équirépartition des ensembles obtenus par composition
d’un nombre fini d’isométries d’un espace métrique compact. C’est le « trou
spectral » de 'opérateur de moyenne associé. Enfin le chapitre 4 passe d’abord
en revue la construction, due & Lubotzky, Phillips et Sarnak (1986) de rotations
de la sphere S? avec trou spectral maximal. Apreés avoir évoqué ’application
de ce résultat au probleme de Ruziewicz, on discute d’une construction récente
de familles de rotations ayant un trou spectral basée sur des arguments plus
élémentaires (Gamburd, Jakobson, Sarnak 1999), et qui souléve des questions

de type « approximation diophantienne » dans le groupe des rotations.

Autour du Théoreme de la divergence
THIERRY DE PAUW ... 85
Cet article constitue un tour d’horizon des théories d’intégrales condition-
nellement convergentes. On y présente l'intégrale de R. Henstock et J. Kurzweil
(dimension 1) et celle de W.F. Pfeffer (dimensions supérieures), en centrant ’ex-
position sur le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral et sur le
théoreme de la divergence. Chemin faisant, on traite également des ensembles
a périmetre fini introduits par E. De Giorgi.

Le probléeme géométrique du voyageur de commerce, et ses applications a l’analyse
complexe et harmonique
HERVE PAJOT ottt e e e e e e e 123

Nous présentons une caractérisation des sous-ensembles des courbes recti-
fiables de R™ due a Peter Jones, ainsi que la théorie de la rectifiabilité uniforme
développée par Guy David et Stephen Semmes. Nous en donnons ensuite des
applications & I’analyse harmonique (continuité L? de l'opérateur de Cauchy)
et a Panalyse complexe (effacabilité pour les fonctions holomorphes bornées).
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ABSTRACTS

L’intégrale de Lebesgue au cours du vingtiéme siécle
JEAN-PIERRE KAHANE ... i e 1

The Lebesgue integral plays a basic role in several parts of modern mathe-
matics : Fourier and functional analysis, probabilities, all aspects of measure
theory (geometric, analytic and logical), linked with groups, real variables, phy-
sics and almost all parts of the mathematical sciences. The article shows that
the diffusion of the Lebesgue integral in France was late compared to other
countries. It sketches the historical development of a series of notions : L?
spaces, probabilities from Steinhaus to Kolmogorov set theory, geometric mea-
sure theory, paradoxes about measure, and diverse notions of the integral. The
article intends to build a bridge between Choquet’s, on the historical roots
of the Lebesgue integral, and other’s articles, on problems of current interest
related to this integral.

Borel, Baire, Lebesgue
GUSTAVE CHOQUET ..ottt ettt ettt e et e e e e e e 23

The article develops the content of a talk given at Ecole normale supé-
rieure de Lyon for the hundredth anniversary of the note of Lebesgue dated
April 1901. Instead of exposing their results we insist on their lives and mu-
tual relations, their personalities and the sources of their inspiration. We evoke
their predecessors Eudoxus of Cnidus, Jordan and Cantor, and also the reac-
tions of Hermite, Poincaré and Picard towards the orientation of their works.
We insist on the geometrical aspect of Lebesgue’s intuition. A few geometric
considerations are illustrated by figures.

Mesures finiment additives et paradozes
PIERRE DE LA HARPE .. ... e 39

This is an exposition of classical results on paradoxical decompositions
(Hausdorff, Banach, Tarski) and invariant finitely additive measures (Banach,
von Neumann) which stresses the importance of theses notions for group theory.
The last part contains fifteen open problems on amenability for groups.
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Mesure invariante et équirépartition dans les groupes compacts
BRUNO SEVENNEC ...ttt ettt ettt et e et et e e e 63
This paper surveys some equidistribution results in compact groups and
their homogeneous spaces. The first chapter is devoted to von Neumann’s
beautiful proof of the existence and uniqueness of Haar’s measure on compact
groups, where one sees that it is obtained as a limit of “equidistributing” mea-
sures with finite supports. Some explicit examples are reviewed in chapter 2 :
Weyl’s theorem on irrational rotations (1916), Arnol’d and Krylov’s (1963)
concerning rotations of the sphere S? and its generalization by Guivarc’h (1969).
Chapter 3 is devoted to a quantity measuring the equidistribution speed of sets
obtained by composing a finite number of isometries of a compact space, the
“spectral gap” of the associated averaging operator. In the last chapter, one first
reviews the construction by Lubotzy, Phillips and Sarnak (1986) of rotations
of S? with maximal spectral gap. The application of this result to Ruziewicz’s
problem is then sketched, before going to the recent construction of families
of rotations with spectral gap by Gamburd, Jakobson, Sarnak (1999). It relies
on more elementary methods than the previous one, and suggests questions of
“diophantine approximation” type in rotations group.

Autour du Théoréme de la divergence
THIERRY DE PAUW ..o 85
This paper is a survey of conditionally convergent integrals. We introduce
the one-dimensional theory of R. Henstock and J. Kurzweil as well as the higher-
dimensional theory due to W.F. Pfeffer. Central to our exposition are the fun-
damental theorem of calculus and the divergence theorem. Along the way we
also study sets of finite perimeter as defined by E. De Giorgi.

Le probleme géométrique du voyageur de commerce, et ses applications a l'analyse

compleze et harmonique

HERVE PAJOT ittt ettt e e e e e e e e e 123

We present the characterization of subsets of rectifiable curves in R™ given

by Peter Jones, and also the theory of uniform rectifiable sets as developed by
Guy David and Stephen Semmes. We then give applications to harmonic analy-
sis (L? continuity of the Cauchy operator) and complex analysis (removability
for bounded analytic functions).
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AVANT-PROPOS

Les textes rassemblés dans ce volume proviennent en partie des exposés faits a
I’Ecole normale supérieure de Lyon lors de la rencontre des 27 et 28 avril 2001, intitulée
«La mesure de Lebesgue a 100 ans ! ». Le volume s’est ensuite enrichi des contributions
de Hervé Pajot et Thierry de Pauw qui éclairent, chacune a leur maniere, 1’histoire
récente de la mesure de Lebesgue. On trouvera en annexe la Note aux Compte rendus
de I"Académie des Sciences de Henri Lebesgue dont on fétait le centenaire a cette
occasion.

Jean-Pierre Kahane a préfacé 'ouvrage. Qu’il soit remercié ici, ainsi que les auteurs,
qu’ils aient été présents ou non a la rencontre de Lyon, et les organiseurs de celle-ci.

Le document photographique présenté aux pages 17 & 22 provient des Archives de
I’Académie des sciences, et son intérét historique dépasse son contenu émotionnel, qui
n’est pas négligeable. On y voit la fagcon dont une note manuscrite était traitée par
le présentateur, en ’occurrence Emile Picard, et par 'imprimeur, Gauthier-Villars.
L’écriture est claire, mais Lebesgue multiplie les ratures et les additions. La note
est acceptée telle quelle, a la place pres d’une référence a un article de Baire. On
voit quatre noms dans les marges de gauche, et on voit que 'article est décomposé
au moyen de traits horizontaux en quatre parties. Ces traits et cette décomposition
sont le fait de 'imprimeur, qui a confié & quatre ouvriers typographes le soin de la
composition, pour aller vite. Jusque dans le courant des années 1950, il était possible
de déposer une note aux Comptes rendus le lundi apres-midi et de corriger les épreuves
chez Gauthier-Villars, le mercredi matin.

Le comité de rédaction
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L’INTEGRALE DE LEBESGUE
AU COURS DU VINGTIEME SIECLE

par

Jean-Pierre Kahane

Résumé. —  L’intégrale de Lebesgue a dominé tout un pan des mathématiques du
vingtieme siécle : analyse de Fourier et analyse fonctionnelle, probabilités, tous les
aspects géométriques, analytiques et logiques de la théorie de la mesure, liés aux
groupes, aux variables réelles, a la physique et a presque toutes les sciences ma-
thématiques. L’article expose d’abord le retard de ’enseignement de l’intégrale de
Lebesgue en France alors qu’elle est largement diffusée a I’étranger. Puis il donne un
tableau historique de certains développements : les espaces LP, les probabilités selon
Steinhaus et selon Kolmogorov, la théorie des ensembles, la théorie géométrique de
la mesure, les paradoxes de la mesure, et diverses notions d’intégrales. L’intention de
P’article est d’établir un pont entre ’article de Choquet, sur les racines de l'intégrale
de Lebesgue, et les autres articles, sur des problémes trés actuels qui y sont relatifs.

Abstract (The Lebesgueintegral during the twentieth century). — The Lebesgue integral
plays a basic role in several parts of modern mathematics: Fourier and functional
analysis, probabilities, all aspects of measure theory (geometric, analytic and logical),
linked with groups, real variables, physics and almost all parts of the mathematical
sciences. The article shows that the diffusion of the Lebesgue integral in France was
late compared to other countries. It sketches the historical development of a series of
notions: LP spaces, probabilities from Steinhaus to Kolmogorov set theory, geometric
measure theory, paradoxes about measure, and diverse notions of the integral. The
article intends to build a bridge between Choquet’s, on the historical roots of the
Lebesgue integral, and other’s articles, on problems of current interest related to this
integral.

1. La vision actuelle

Vue d’aujourd’hui, I'intégrale de Lebesgue domine tout un pan des mathématiques
du vingtieme siecle : I'analyse de Fourier et I'analyse fonctionnelle, la théorie des
probabilités, la théorie géométrique de la mesure, la théorie des ensembles mesurables
et les différentes théories de la mesure et de l'intégration, liées aux groupes, aux

Classification mathématique par sujets (2000). — 01A60, 28-03, 60-03.
Motsclefs. — Intégrales, mesures, ensembles, probabilités.
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2 J.-P. KAHANE

variables réelles, a la physique et par 1a a presque tout le reste des sciences mathéma-
tiques.

C’est cette vision que je vais essayer de commenter et de discuter a partir des textes
et de mon expérience personnelle. L’ensemble des articles qui suivent en constitue une
excellente illustration sur quelques points de grande importance historique ou d’intérét
actuel. Il faudra sans doute réviser cette vision & ’avenir, comme toute vision que I'on
a des mathématiques a un instant donné. Mais elle parait aujourd’hui solidement
fondée.

2. Le retard en France

Pourtant cette vision a mis longtemps a s’imposer en France. Il y a un demi-siecle,
on pouvait étre agrégé de mathématiques et docteur sans connaitre la mesure ni
Iintégrale de Lebesgue, ni d’ailleurs la transformation de Fourier ni la loi de Gauss.
La situation était différente a 1’étranger. C’est dans les monographies polonaises des
années trente que l'intégrale de Lebesgue est le plus clairement utilisée et exposée :
Banach et Zygmund ont été pour moi, a la fin des années quarante, la premiere
révélation de la puissance de l'outil, et Saks ensuite de la beauté du concept. Au
début des années cinquante, c’est le livre de Riesz et Nagy qui a rendu l'intégrale de
Lebesgue familiere & un public francais assez large.

Quels étaient les obstacles? J’en vois de trois ordres : la fidélité & ’ordre établi
par l'intégrale de Riemann, la novation issue du théoreme de F. Riesz qui permettait
de considérer les mesures bornées comme formes linéaires sur un espace de fonctions
continues, et enfin I'attitude méme de Lebesgue. Il vaut la peine de bien regarder ces
obstacles, et d’en apprécier la valeur.

2.1. La fidélité a l’intégrale de Riemann. — Le dix-neuvieme siecle avait soli-
dement établi des notions auparavant confuses : la convergence des séries, la continuité
des fonctions, la différentiabilité. Des définitions précises en avaient été données. L’in-
tégrabilité semblait une notion indispensable & définir. Lorsque Dirichlet établit en
1829 le premier théoréme général sur les séries de Fourier, il s’inquiete précisément de
I'intégrabilité des fonctions intervenant dans les formules de Fourier : c¢’est alors qu’il
produit son célebre exemple d’une fonction qui prend deux valeurs différentes sur les
rationnels et sur les irrationnels. Pour lui, alors, 'intégration nécessite la continuité
sur des sous-intervalles constituant un ouvert dense; c’est la conception de Cauchy :
on integre la fonction continue sur un intervalle, et on passe a la limite aux bornes
si nécessaire. Puis, en 1854, c’est Riemann qui, & 'occasion de sa these sur les séries
trigonométriques, donne sa définition, en dix lignes, avec en prime une condition né-
cessaire et suffisante d’intégrabilité qui, traduite par Lebesgue, signifie que I’ensemble
des points de discontinuité est de mesure nulle. Cette thése n’est publiée qu’apres la
mort de Riemann, en 1867. Mais, dés qu’elle est connue, la définition de Riemann est

PANORAMAS & SYNTHESES 18



L’INTEGRALE DE LEBESGUE AU COURS DU VINGTIEME SIECLE 3

unanimement adoptée, comme exprimant ’essence méme de 'intégrabilité. En voici
un témoignage : quand, en 1881, Camille Jordan introduit les fonctions a variation
bornée pour étendre le théoreme de Dirichlet sur la convergence des séries de Fourier,
il vérifie qu’elles sont intégrables au sens de Riemann, puis il construit un exemple
de fonction a variation bornée qui n’est continue sur aucun intervalle, et il 'orne de
ce commentaire : « Dirichlet dit dans son mémoire... qu’une fonction qui présente un
nombre infini de discontinuités n’est intégrable que si, dans un intervalle quelconque
[a,b], on peut placer deux quantités r, s, assez rapprochées pour que la fonction reste
continue de r a s. On voit, par 'exemple qui précéde, que cette assertion n’est pas
exacte. Cette inadvertance d’un géometre si justement considéré comme un modéle de
précision nous parait mériter d’étre signalée ». Nous sommes capables aujourd’hui de
distinguer plusieurs notions d’intégrabilité, et de récuser le reproche d’inadvertance
fait a Dirichlet. Mais, pour Jordan et tous les mathématiciens de son temps, le concept
de fonction intégrable avait trouvé sa forme définitive avec Riemann. Le témoignage
le plus probant est celui de Lebesgue lui-méme ; pour parler de fonctions intégrables
en son sens, il invente un vocable : « sommable ». En France tout au moins, I'intégrale
de Riemann semble dans la nature des choses, elle est bien établie, enseignée, et elle
donne satisfaction pour 'essentiel. Telle est encore la situation il y a cinquante ans.

2.2. La mesure selon Bourbaki et les distributions de Schwartz

Il y a pourtant d’excellents exposés en francais sur I'intégrale de Lebesgue : la these
de Lebesgue d’abord, puis 'exposé synthétique qu’il en fait dans ses legons sur les sé-
ries trigonométriques, et, a partir de 1915, le traité de Charles de la Vallée Poussin sur
mesure, intégrale, et classes de Baire. André Weil publie en 1940 son livre sur I'intégra-
tion dans les groupes topologiques. Sous son influence sans doute, Bourbaki s’engage
dans une présentation de la théorie de la mesure qui a attiré bien des critiques, parce
qu’elle subordonne au lieu de les séparer la mesure a la topologie : les mesures bornées,
sur des espaces compacts, sont des formes linéaires continues sur l’espace des fonc-
tions continues sur ce compact. C’est un procédé pour introduire mesures et intégrales
auquel on renonce maintenant, pour donner toute sa valeur au lien entre mesures et
probabilités. Mais il a au moins un mérite historique : Laurent Schwartz a trouvé
la bonne définition des distributions & partir de 1a, comme formes linéaires sur des
espaces convenables de fonctions tests. Or, précisément il y a cinquante ans, Schwartz
répandait 'usage des distributions a travers ses cours de méthodes mathématiques
de la physique. La novation en analyse, c’était les distributions, et non l'intégrale de
Lebesgue. Mon souvenir personnel est tres clair la-dessus.

Ainsi, en 1954, la culture mathématique ambiante parmi les jeunes mathématiciens
en France incluait l'intégrale de Riemann comme matiere scolaire et les distributions
de Schwartz comme nouveauté sulfureuse. L’intégrale de Lebesgue était un peu perdue
entre les deux. Elle était bien enseignée, en Analyse supérieure, par Favard, elle était
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