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UNE NOUVELLE DÉMONSTRATION DE LA CLASSIFICATION
DES FEUILLETAGES CONVEXES DE DEGRÉ DEUX SUR P2

C

par Samir Bedrouni & David Marín

Résumé. — Un feuilletage holomorphe sur P2
C ou analytique réel sur P2

R est dit convexe
si ses feuilles qui ne sont pas des droites n’ont pas de points d’inflexion. La classifi-
cation des feuilletages convexes de degré 2 sur P2

C a été établie en 2015 par C. Favre
et J. Pereira. L’argument principal de cette classification était un résultat obtenu
en 2004 par D. Schlomiuk et N. Vulpe concernant les champs de vecteurs réels po-
lynomiaux de degré 2 dont le feuilletage de P2

R associé est convexe. Nous présentons
ici une nouvelle démonstration de cette classification, plus simple, n’utilisant pas ce
résultat et ne sortant pas du cadre holomorphe; elle s’appuie sur des propriétés de cer-
tains modèles de feuilletages convexes de P2

C de degré quelconque et du discriminant
du tissu dual d’un feuilletage de P2

C.
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Abstract (A new proof of the classification of convex foliations of degree two on
the complex projective plane). — A holomorphic foliation on P2

C, or a real analytic
foliation on P2

R, is said to be convex if its leaves other than straight lines have no
inflection points. The classification of the convex foliations of degree 2 on P2

C has
been established in 2015 by C. Favre and J. Pereira. The main argument of this
classification was a result obtained in 2004 by D. Schlomiuk and N. Vulpe concerning
the real polynomial vector fields of degree 2 whose associated foliation on P2

R is convex.
We present here a new proof of this classification, that is simpler, does not use this
result and does not leave the holomorphic framework. It is based on the properties of
certain models of convex foliations of P2

C of arbitrary degree and of the discriminant
of the dual web of a foliation of P2

C.

Introduction

L’ensemble F(d) des feuilletages de degré d sur P2
C s’identifie à un ouvert de

Zariski dans un espace projectif de dimension (d + 2)2 − 2 sur lequel agit le
groupe Aut(P2

C). Suivant [7] un feuilletage de F(d) est dit convexe si ses feuilles
qui ne sont pas des droites n’ont pas de points d’inflexion.

D’après [5, Proposition 2.2] tout feuilletage de degré 0 ou 1 est convexe. Pour
d ≥ 2, l’ensemble des feuilletages convexes de F(d) est un fermé de Zariski
propre de F(d) et il contient les feuilletages Hd

1, resp. Fd
1 , resp. Fd

0 définis
en carte affine par les 1-formes (voir [2, Proposition 4.1], [1, page 75] et [7,
page 179])

ωd
1 = yddx− xddy,

resp. ωd
1 = yddx+ xd(xdy − ydx),

resp. ωd
0 = (xd − x)dy − (yd − y)dx.

Les feuilletages Hd
1 et Fd

1 appartiennent tous deux à l’adhérence dans F(d) de
l’orbite sous l’action de Aut(P2

C) du feuilletage Fd
0 , dit feuilletage de Fermat

de degré d. Notons de plus que Hd
1 est homogène au sens où il est invariant par

homothétie.
En 2015 Favre et Pereira [6, Proposition 7.4] ont classifié les feuilletages

convexes de degré 2 sur P2
C. Plus précisément ils ont montré le résultat suivant.

Théorème A ([6]). — À automorphisme de P2
C près, il y a trois feuilletages

convexes de degré deux sur le plan projectif complexe, à savoir les feuilletages
H2

1, F2
1 et F2

0 décrits respectivement en carte affine par les 1-formes suivantes
1. ω2

1 = y2dx− x2dy ;
2. ω2

1 = y2dx+ x2(xdy − ydx) ;
3. ω2

0 = (x2 − x)dy − (y2 − y)dx.
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L’argument fondamental de cette classification était le résultat de Schlo-
miuk et Vulpe dans [10, Théorème 50]. Ces derniers donnent en carte af-
fine une liste [10, Table 2] de formes normales pour les feuilletages convexes
de degré 2 sur P2

R (ils considèrent en effet des champs de vecteurs de type
X = A(x, y) ∂

∂x +B(x, y) ∂
∂y , où A et B sont des polynômes de R[x, y] vérifiant

pgcd(A,B) = 1 et max(degA,degB) = 2). Favre et Pereira [6, Proposi-
tion 7.4] ont remarqué que les arguments de [10, Théorème 50] s’appliquent de
façon identique aux champs de vecteurs complexes. Leur démonstration a ainsi
consisté à réduire le nombre de modèles de champs de vecteurs réels présentés
dans [10, Table 2] en cherchant ceux qui sont conjugués par un automorphisme
de P2

C.
Dans cet article nous donnons une nouvelle démonstration de cette classifi-

cation, n’utilisant pas [10, Théorème 50] et ne sortant pas du cadre analytique
complexe ; elle repose sur certaines propriétés des feuilletages Hd

1, Fd
0 , Fd

1 ([2,
Proposition 4.1], [2, Proposition 6.3], Proposition 2.4 démontrée au §2) et du
discriminant du tissu dual d’un feuilletage de P2

C ([4, Lemme 2.2] et [7, Propo-
sition 3.3]), voir §2 et §3.

1. Singularités, diviseur d’inflexion et tissu dual d’un feuilletage de P2
C

Un feuilletage holomorphe F de degré d sur P2
C est défini en coordonnées

homogènes [x : y : z] par une 1-forme du type

ω = a(x, y, z)dx+ b(x, y, z)dy + c(x, y, z)dz,

où a, b et c sont des polynômes homogènes de degré d+1 sans facteur commun
satisfaisant la condition d’Euler iRω = 0, où R = x ∂

∂x + y ∂
∂y + z ∂

∂z désigne
le champ radial et iR le produit intérieur par R. Le lieu singulier SingF de F
est le projectivisé du lieu singulier de ω

Singω = {(x, y, z) ∈ C3 | a(x, y, z) = b(x, y, z) = c(x, y, z) = 0}.

Rappelons quelques notions locales attachées au couple (F , s), où s ∈ SingF .
Le germe de F en s est défini, à multiplication près par une unité de l’anneau
local Os en s, par un champ de vecteurs X = A(u, v) ∂

∂u + B(u, v) ∂
∂v . La multi-

plicité algébrique ν(F , s) de F en s est donnée par

ν(F , s) = min{ν(A, s), ν(B, s)},

où ν(g, s) désigne la multiplicité algébrique de la fonction g en s. L’ordre de
tangence entre F et une droite générique passant par s est l’entier

τ(F , s) = min{k ≥ ν(F , s) : det(Jk
s X,Rs) 6= 0},

où Jk
s X est le k-jet de X en s et Rs est le champ radial centré en s.
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