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CONDITIONS QUANTITATIVES DE RECTIFIABILITE
PAR

HERVE PAJOT (¥)

RESUME. — Nous donnons une condition suffisante et quantitative de rectifiabilité
pour les sous-ensembles de R™ de d-mesure de Hausdorff finie grace & des versions L? de
la fonction 3 de Peter Jones. Pour cela, nous démontrons, dans un premier temps, que
cette condition est en fait nécessaire et suffisante pour les ensembles Ahlfors-réguliers
(de dimension d) de R™, puis nous traitons le cas général en établissant des théorémes
de recouvrement par des ensembles Ahlfors-réguliers.

ABSTRACT. — We give a sufficient and quantitative condition of rectifiability for
the subsets of R™ of finite d-dimensional Hausdorff measure using L9-versions of Peter
Jones’ B-functions. We first prove that this condition is necessary and sufficient for
the Ahlfors-regular sets (with dimension d) of R™, then the general case follows from
covering theorems by Ahlfors-regular sets.

1. Introduction

Gréace & la théorie de Littlewood-Paley, il est possible de relier la
régularité d’une fonction & certaines estimations L?. Un exemple simple
est le théoréme de Stein et Zygmund (voir [St] ou [StZ]) : une fonction f
de R dans R admet une dérivée en presque tout point d’un ensemble £ C R
si et seulement si en presque tout point z € E, on a

(1) flz+t)+ flx—t)—2f(z) =0(Jt]) si t—0
et

(2)

7 T < +00.

Plus récemment, il a été tenté, afin de traiter certains problémes
d’analyse harmonique, de relier la géométrie d’un sous-ensemble de R™

/ ’f(x+t)+f(m—t)—2f(x) 2 dt
[t|<8

(*) Texte regu le 13 novembre 1995, révisé le 3 juin 1996, accepté le 25 septembre 1996.
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16 H. PAJOT

4 certaines estimations L2. Le but de cet article est de donner des
conditions quantitatives de rectifiabilité pour les sous-ensembles de R™ en
s’inspirant des résultats de P.W. Jones pour les ensembles de dimension 1
et de G.David et S.Semmes pour les ensembles Ahlfors-réguliers de
dimension d > 1 (voir section 2).

Soit E C R"™; par la suite, d désignera toujours un entier positif
inférieur & n (en quelque sorte, d est la dimension de E).

On note H? la d-mesure de Hausdorff.

On considere les fonctions 3, de Jones définies comme suit :

(3) Poo(z,t,E) =inf  sup (M) si EN B(z,t) # 0,
P yeENB(z,t) t
(4) Boo(z,t,E)=0 si EN B(z,t) =0.

De plus, si 1 < g < 400,

© aenm =i [ (P aw) "

ou les inf sont pris sur tous les d-plans P de R"™. Les fonction §; mesurent
dans toute boule la qualité de I’approximation de E par des d-plans.

Soit ¢ tel que :
(6) - 1<g< o sid=1,

2d
< —_— id>2.
(7) 1 q<d 3 sid>2

Notre résultat principal est le suivant.

TutoriEME 1.1. — Soit E C R"™ compact avec H4(E) < +o0. On
suppose qu’en H® presque tout point x € E, on a les propriétés suivantes :

HYEN B(z,7))

d ERTI
(8) ©¢(z,E) = hr;llbnf @) >0,
1
9) / ﬂq(x,t,E)Q% < 00.
0

Alors, E est d-rectifiable.

(Pour la définition de la rectifiabilité, voir le début de la section 2.)
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La réciproque de ce théoréme est en général fausse, comme le montre
le contre-exemple suivant.

Soit (an)nen une suite d’entiers positifs. On considére le segment I'
d’extrémités (0,0) et (1,0) et pour tout n € N, T',, formé de a,, segments
de longueur 1/(a,n?) régulierement répartis dans le segment d’extrémités
(0,27™) et (1,27™). Soit

E:FU<UFn).

neN

Alors E est compact, rectifiable, vérifie (8) et de plus

1
1
n€EN

Si pour tout n € N, a,, est suffisamment grand (de 'ordre de 2™), alors
pour tout = € T,
B(z,27") Ny # 0.

On en déduit fo(z,27", E) > 1 et donc

1
/ 'Boo(x?taE)zg = 00.
On a ainsi :
! dt
1 . 2 O 1 _
H ({:ceE,/o,Boo(m,t,E) : oo})zH(F) 1.

Cependant, la réciproque du théoreme 1.1 est vraie pour les ensembles
Ahlfors-réguliers.

Un ensemble E C R™ est Ahlfors-régulier de dimension d ou d-régulier
si F est fermé et s’il existe Cy > 0 tel que, pour tout x € E, tout r avec
0<r<damkF,

(10) Ciord < HYEN B(z,r)) < Cor’.

La plus petite constante Cp vérifiant (10) est appelée la constante de
réqularité de E.

Les d-plans, les d-graphes lipschitziens et certains ensembles de Cantor
sont des exemples d’ensembles Ahlfors-réguliers.
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18 H. PAJOT

TuEOREME 1.2. — Soit E C R™ un ensemble d-régulier, compact
vérifiant HY(E) < +oo. Alors, E est d-rectifiable si et seulement si en H?
presque tout x € E, on a :

1
(11) | s g <o

Le plan de ’article est le suivant.

La section 2 est consacrée a quelques rappels sur la théorie de la recti-
fiabilité. Dans la section 3, nous démontrons le théoreme 1.1 pour les
ensembles Ahlfors-réguliers; les ingrédients principaux sont la théorie de
la rectifiabilité uniforme de David et Semmes et des arguments de temps
d’arrét. Dans la section 4, nous donnons des théorémes de recouvrement
par des ensembles Ahlfors-réguliers (propositions 4.3, 4.4 et 4.5) qui nous
permettent d’établir le théoreme 1.1 dans le cas général a partir du cas
des ensembles Ahlfors-réguliers. Enfin, dans la section 5, nous prouvons
le théoréme 1.2 (ou plutdt le sens restant).

Je tiens a remercier Guy David pour son constant soutien, ses nombreux
conseils et suggestions.

2. Rappels sur la théorie de la rectifiabilité

Soient £ C R™ et d un entier positif inférieur a n.
o On définit la d-mesure de Hausdorff de E que ’on note H%(E) par

d . . . N\d . i . )
(12) HYE)= ?;;O) [mf { Zl:(dlam E)*; EC L;JE“ diam E; < 6}]

¢ Un sous-ensemble E de R™ est dit d-rectifiable si

EcEu{|JTi} avec H%E,) =0
iEN

et I'; est un d-graphe lipschitzien pour tout i € N, c’est-a-dire
i ={z+ Ai(z); v € P}

ol P; est un d-plan de R™ passant par l'origine, Pil étant son orthogonal
et A; : P, — P;* est une application lipschitzienne.

 Un sous-ensemble F de R™ est dit purement non d-rectifiable si
HYENT)=0
pour tout d-graphe lipschitzien I'.
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