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LA GEOMETRIE DANS LA GEOMETRIE DES NOMBRES :
HISTOIRE DE DISCIPLINE OU HISTOIRE DE PRATIQUES
A PARTIR DES EXEMPLES DE
MINKOWSKI, MORDELL ET DAVENPORT

SEBASTIEN GAUTHIER

REsuMmE. — La géométrie des nombres est un domaine des mathématiques le
plus souvent caractérisé par I'utilisation de méthodes géométriques pour trai-
ter des problémes issus de la théorie des nombres. Mais commentidentifier une
méthode géométrique ? A travers les travaux de Hermann Minkowski, Louis
Mordell et Harold Davenport, nous essayons de préciser quelle géométrie est
en question dans leurs travaux de géométrie des nombres et comment elle in-
tervient. Nous montrons non seulement que ce qui est considéré comme géo-
métrique change chez ces mathématiciens ; mais aussi que la place accordée a
la géométrie n’est pas exactement la méme. Ceci nous aménera a interroger la
valeur historiographique d’une catégorie comme « géométrique » et son rap-
port a la pratique mathématique.

ABSTRACT (The geometry in the “geometry of numbers”, history of a discipline
or a practice; the examples of Minkowski, Mordell and Davenport)

The Geometry of Numbers is a specialty of mathematics which is often char-
acterized by its use of geometric methods in dealing with number theoretic
problems. But how does one identify a geometric method? We try to clarify
the kind of geometry which is at stake in the geometry of numbers as it was
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practiced by Hermann Minkowski, by Louis Mordell and Harold Davenport.
We find that not only does what is considered as geometric vary between these
mathematicians, but also the role played by geometry is not quite the same.
This suggests reflections on the historiographical use of such categories as
“geometric” and on their relations to mathematical practice.

INTRODUCTION

« La géométrie des nombres est une branche de la théorie des nombres
qui a son origine dans la publication du travail fondateur de Minkowski en
1896 et qui s’est finalement constituée comme un champ d’étude important
en lui-méme. Son objectif est la conversion de questions arithmétiques dans
des contextes géométriques, avec comme conséquence que certaines ques-
tions difficiles d’arithmétique peuvent étre résolues géométriquement par des
constructions assez évidentes . » [Olds et al. 2000, p- xiii]

Cette description de la géométrie des nombres résume parfaitement les
trois éléments communs qui se trouvent dans la plupart des commentaires
des mathématiciens : premierement, la géométrie des nombres serait une
branche de la théorie des nombres, ensuite, elle débuterait avec les tra-
vaux de Hermann Minkowski (1864-1909) a la fin du x1xX€ siécle, enfin elle
se caractériserait par I'introduction d’un point de vue géométrique dans
I’étude de problemes de nature arithmétique.

Il est étonnant que cette caractérisation superficielle du type « il s’agit
d’utiliser la géométrie en théorie des nombres » apparaisse déja chez Min-
kowski (nous le verrons plus loin a la section 2) et soit reprise jusque dans

1 The geometry of numbers is a branch of number theory that originated with the publication
of Minkowski’s seminal work in 1896 and ultimately established itself as an important field of
study in its own right. Its focus is the conversion of arithmetic questions into geometric contexts,
with the result that certain difficult questions in arithmetic can be answered geometrically by
reasonably obvious constructions.
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des commentaires plus contemporains. Elle apparait donc comme une dé-
finition de la géométrie des nombres qui fonctionne sur cette longue du-
rée et suggere une certaine stabilité du sujet (ou au moins des concep-
tions a son propos) dans le temps — en particulier une stabilité de la re-
lation entre géométrie et arithmétique. En outre, caractériser la géomé-
trie des nombres par I'intervention de la géométrie en arithmétique est
aussi problématique en soi car trop générale : la géométrie diophantienne
(ou géométrie arithmétique) qui a pour but I’étude des points a coordon-
nées rationnelles sur des courbes algébriques (et ses généralisations) peut
aussi étre décrite comme une intervention de la géométrie en arithmé-
tique. Mais les deux domaines, géométrie des nombres et géométrie dio-
phantienne, relévent de deux sections distinctes de la théorie des nombres
dans la classification actuelle des Mathematical Reviews (respectivement les
sections 11H et 11G).

L’objectif de cet article est d’essayer de préciser la maniere avec la-
quelle la géométrie intervient dans la géométrie des nombres et de voir
que les modes d’intervention variés ont des conséquences sur le role qui
lui est attribuée dans la recherche en géométrie des nombres. Des dif-
férences commencent a apparaitre lorsque les descriptions du domaine
se font plus précises, mais elles sont surtout mises en évidence si nous
quittons les commentaires sur les mathématiques pour nous intéresser
a leur pratique. Ce passage a une échelle d’analyse plus fine du travail
mathématique montre que ce qui est percu comme géométrique dans la
géométrie des nombres change, malgré une caractérisation superficielle
stable du sujet. Ces thémes seront abordés a travers des exemples pris
dans les travaux de Hermann Minkowski, Louis Mordell (1888-1972) et
Harold Davenport (1907-1969).

Le choix de Minkowski parait naturel pour discuter ces probléemes —
nous ’avons dit plus haut, il est considéré comme le fondateur de ce nou-
veau domaine de recherches; c’est en particulier lui qui introduit pour la
premiere fois I’expression « Geometrie der Zahlen » en 1891 [Minkowski
1891Db]. Justifions davantage le choix de Mordell et Davenport.



