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ELEMENTS DE DISTORSION DE Diff$° (M)

PAR EMMANUEL MILITON

REsUME. — Dans cet article, on montre que, dans le groupe Diff§° (M) des difféo-
morphismes isotopes & 'identité d’une variété compacte M, tout élément récurrent
est de distorsion. Pour ce faire, on généralise une méthode de démonstration utilisée
par Avila pour le cas de Diffg° (S1). La méthode nous permet de retrouver un résultat
de Calegari et Freedman selon lequel tout homéomorphisme de la sphére isotope a
I’identité est un élément de distorsion.

ABSTRACT (Distortion elements of Diff§°(M)). — We consider, on a compact man-
ifold, the group of diffeomorphisms that are isotopic to the identity. We show that
every recurrent element is a distortion element. To prove this, we generalize a method
used by Avila in the case of the group of diffeomorphisms of the circle. The method
also provides a new proof of a result by Calegari and Freedman: on a sphere, in the
group of homeomorphisms that are isotopic to the identity, every element is distorted.
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36 E. MILITON

1. Enoncé des résultats

L’étude des éléments de distorsion des groupes de difféomorphismes ou d’ho-
méomorphismes non-conservatifs d’une variété trouve son origine dans une
question de Franks et Handel (voir [6] et [5]) : une rotation du cercle est-elle dis-
tordue dans le groupe des homéomorphismes du cercle ou des difféomorphismes
du cercle 7 Qu’en est-il si ’on remplace le cercle par la sphére de dimension 27

La réponse a ces questions est fournie par Calegari et Freedman dans [4] :
une rotation du cercle est distordue dans le groupe des difféomorphismes de
classe C! du cercle. Cependant, les auteurs précisent ne pas savoir s’il en est de
méme en régularité C°°. Dans le méme article, ils prouvent qu’une rotation de
la sphére S? est distordue dans le groupe des difféomorphismes de classe C™ de
la sphére. Enfin, en ce qui concerne la régularité C°, Calegari et Freedman ont
prouvé un résultat trés général : en toute dimension N, un homéomorphisme
h de la sphére SY est distordu.

Dans un article ultérieur, Avila a montré que, dans le groupe des difféo-
morphismes du cercle de classe C*°, tout élément récurrent est distordu. Nous
généralisons dans cet article le résultat d’Avila & toute variété.

2. Résultats

Avant toute chose, commencons par introduire des définitions et des nota-
tions qui nous seront utiles par la suite.

DEFINITION 1. — Soit G un groupe. Pour une partie finie S de G, si un €élé-
ment g de G est dans le groupe engendré par S, on note :

ls(g) = Z’I’Lf {’I’L S N, a(ei)lgisn S {:t].}n s 3(81‘)1§i§n S Sn, g = H S,fz} .

i=1
Un élément g de G est dit distordu (ou de distorsion) s’il existe une partie finie
S de G telle que g appartient au groupe engendré par S et :
l n
lim s(g")

n—-+00 n

=0.

On remarque que, comme la suite (Is(g™))nen est sous-additive, il suffit de
montrer que :
lim inf M
n—-+oo n
pour obtenir que ’élément g est distordu.
Etant donnée une variété différentiable M, on note :

=0

— Homeog(M) ensemble des homéomorphismes & support compact dans
M isotopes a I’identité par une isotopie & support compact ;
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— pour un élément r de NU{oo}, Diff§(M) I'ensemble des difféomorphismes
de M de classe C" isotopes a ’identité par une isotopie & support compact
(en particulier, Homeog (M) = Diff§(M)).

Le support d’un homéomorphisme f de M est ici défini par :

supp(f) ={z € M, f(z) # x}.
On note d, une distance qui définit la topologie de Diff(M).

DEFINITION 2. — On dit qu’un difféomorphisme f de Diff;° (M) est récurrent
s et seulement si :

liminf doo (f", Idpy) = 0.

n—-+400

L’objet de la présente note est de démontrer les théorémes suivants. Ce
premier théoréme généralise le résultat d’Avila pour les difféomorphismes du
cercle (voir [1]).

THEOREME 1. — Si M est une variété compacte, tout élément récurrent de
Diff;° (M) est distordu.

Comme dans [1], la méthode employée permet de démontrer que toute suite
d’éléments récurrents (f,)nen de Diffg° (M) est simultanément distordue, au
sens ou ’on peut trouver un ensemble fini S tel que :

lo( fP
vn €N, Jim inf SU%) _ g,
p— 400 p
La méthode employée par [1] permet de donner une nouvelle démonstration du
résultat de Calegari et Freedman (voir [4]).

THEOREME 2 (Calegari-Freedman). — Tout élément de Homeoy(S™) est dis-
tordu.

La encore, on pourrait montrer que toute suite d’éléments de Homeog(S™)
est simultanément distordue.

3. Démonstration des théorémes

La démonstration des théorémes 1 et 2 repose sur une généralisation des
résultats de [1] & toute variété. La démarche et les notations sont similaires a
celles présentées dans [1] mais la généralisation de la méthode aux dimensions
supérieures nécessite de maniére cruciale des résultats de perfection locale qui
proviennent de [8]. On ne démontrera le théoréme 1 que dans le cas d’une
variété M de dimension supérieure ou égale & 2. Le cas de la dimension 1 est
traité dans [1].

Les théorémes vont découler des lemmes suivants.
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38 E. MILITON

LEMME 1. — Soit M une variété compacte de dimension supérieure ou égale
a 2.

Il existe des suites (€n)nen €t (kn)nen de réels strictement positifs telles que
toute suite (hy)nen d’éléments de Diffg” (M) telle que :

Vn €N, doo(hn, Idyr) < €n,

vérifie la propriété suivante : il existe un ensemble fini S C Diffg° (M) tel que,
pour tout entier n,

— le difféomorphisme h,, appartient au sous-groupe engendré par S.
— on a linégalité : lg(hy,) < ky,.

LEMME 2. — Soit N un entier naturel.

Il existe une suite (kp)nen de réels positifs telle que, pour toute suite (hp)nen
d’éléments de Homeog (SV), il existe un ensemble fini S C Homeog(SY) tel que,
pour tout entier n :

— ’homéomorphisme h,, appartient au groupe engendré par S.
— on a linégalité : lg(hy,) < k.

Admettons pour l'instant ces lemmes, qui seront démontrés dans la section
suivante, et démontrons les théorémes.

Démonstration des théorémes. — Soit f un élément récurrent de Diffg” (M).
Considérons une application strictement croissante p : N — N telle que :

; kn
llmn_,+oo W =0 ,
doo(fp(n)7IdM) S €n

ot les suites (€,,)nen €t (kn)nen sont données par le lemme 1. Ce méme lemme
appliqué a la suite (fP(™),,cn nous donne l'existence d’un ensemble fini S qui
montre que f est distordu. Le théoréme 2 se montre de la méme maniére, en
utilisant le lemme 2. O

4. Démonstration des lemmes 1 et 2

Pour mener & bien la démonstration de ces lemmes, nous aurons besoin des
lemmes suivants, qui seront démontrés dans la section suivante et portent sur
les difféomorphismes de R™. Les lemmes 3 et 4 sont des analogues des lemmes 1
et 2 dans le cas des commutateurs de difféomorphismes de RY. Notons B(0, 2)
la boule ouverte de centre 0 et de rayon 2. Si f et g sont des difféomorphismes
de R™, on note [f, g] le diffSomorphisme fgf—tg~!.
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