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UNE INTRODUCTION NAIVE
AUX COHOMOLOGIES DE DWORK

Philippe ROBBA

La dé&monstration originelle de Dwork de la rationalité de la fonction z&ta
pour les variétés [Dw.l] semblait de nature non cohamologique. En fait, une théo-
rie cohamologique p-adique était sous-jacente @ cette démonstration ainsi que le
montrait l'article [Dw.4], ol Dwork déterminait le degré de la fonction zéta as-
sociée & une hypersurface sous des hypothéses de non-singularité.

Inspirés par les résultats de Dwork, Monsky et Washnitzer ont développé une
théorie cohamologique p-adique formelle ([MAW.1], [MW.2], [Mo.l]) d'inspiration
plus géamétrique.

Bien entendu, pour la vérification des autres conjectures de Weil, une théorie
ocohamologique campléte était indispensable. Un échec majeur des théories de Dwork
et Monsky-Washnitzer était de ne pouvoir démontrer en général la finitude des co-
hamlogies (Monsky démontre la finitude dans le cas des courbes [Mo.1]).

Pour ces raisons, on a vu se développer, avec le succés que 1l'on connait, les
théories de cohamologie ¢-adique et cristalline.

Néanmoins, la théorie de Dwork a, sur ses concurrentes, l'avantage de la sim-
plicité, de son caractére explicite, et du point de vue "surconvergent". (Dans
l'article de Berthelot, on verra cament le point de vue "surconvergent" peut
étre introduit dans la thé&orie cristalline de fagon & obtenir une théorie qui en-
globe la théorie cristalline, la théorie de Dwork et la théorie de Monsky-
Washnitzer). C'est pourquoi cette théorie a continué & rendre de grands services
came par exemple dans 1l'estimation du degré des fonctions L, 1'étude p-adique
des fonctions hypergéamétriques ou des fonctions de Bessel, grace a la théorie de
la déformation, l'estimation de la valuation p-adique des racines des fonctions L,

la formule de Gross-Koblitz pour les sammes de Gauss et sa généralisation.
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Malheureusement, les idées de base de la méthode de Dwork se trouvent bien
cachées au milieu de camplexes calculs. Nous espérons que cet exposé pourra servir
de fil conducteur pour la lecture des articles utilisant les méthodes de Dwork. Si
les idées de base n'ont pas changé depuis les premiers articles de Dwork, certaines
améliorations techniques ont &té apportées, surtout sous 1l'influence de la théorie
de Monsky-Washnitzer. Nous avons autant que possible tenu campte de ces améliora-
tions et nous n'avons pas hésité & nous éloigner des notations de Dwork pour sou-
ligner le cdté cohamologique et pour travailler sans bases.

A titre d'application, nous montrons cament la formule de trace permet d'uti-
liser les cohamologies de Dwork pour 1l'étude des fonctions L (dés le début, Serre
avait observé que les méthodes de Dwork s'appliquaient a 1'étude des fonctions L).

Nous n'avons développé la théorie duale que dans le cas d'une variable car
il nous semble que dans le cas de plusieurs variables, la théorie n'a pas atteint
la méme maturité. On pourra consulter [Dw.5][Dw.6][Sp.1] pour le cas de plusieurs
variables.

Pour ce qui est des équations différentielles p-adiques étudiées par des mé-
thodes cohamologiques, des résultats généraux ont été établis par Dwork et Katz
dans le cas des égquations de Picard-Fuchs. D'autres cas particuliers ont été étu-
diés, parfois de facon trés approfondie, par Dwork, Adolphson, Sperber, Baldas-
sarri. Il serait souhaitable que les résultats particuliers obtenus soient unifiés
dans une théorie générale. Le paragraphe 6 de cet exposé espére, malgré ses défauts,
effectuer un premier pas en vue de cette systématisation.

Nous n'avons pas mis de références au cours du texte. Nous renvoyons le lec-
teur & la bibliographie thématique pour les références correspondant aux diffé-
rentes parties de cet exposé.
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COHOMOLOGIE DE DWORK

I.- L'ESPACE DAGUE DE MONSKY-WASHNITZER

Pour x ewget\) ¢ N on pose

\Y \Y

1
| ¥| = max, ]xi} , X = X7 .. xnn
Sixe (L‘p, X désignera son image dans le corps résiduel.
—_ = \) = =
Pour Pe (tp[X] = cp[xl,...,xn] » P =% aX , onpose | P| 'P'gauss
maxv[avl .

Ceci définit une valeur absolue ultramétrique sur C [X] qui s'étend & C (X).

Soit g € Cp[X], avec |g| gauss = 1. On pose

={X6C;;!g(x)|=1 et |x| sl}={xe¢’;;|g(x)| 21 et |x| <1}

(A est le relévement en caractéristique 0 du camplémentaire de 1'hypersurface d'é-

quation g(x) = 0 en caractéristique p) et pour chacue e < 1 on considére les
"voisinages tubulaires ouverts et fermés" de A

A, =%« tl'; i lax)] > e et x| < 1/e}
+ \
Ae = (X ¢ (Ig; lgx)! 2 e et Ix! = 1/el.
On rote EG(A ) .'algébre des éléments analvtiques sur A (& coefficients dane.

tT. ) ¢ est-a—du:e 1'espace des limites uniformes sur A de fractlons rationnel te:
sans singularités dans Ae.

L'espace daque % Aa) de Monskv-Washnitzer

»a) = U %) = lim ind %(A0) .

e |
e -
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On considérera aussi 1'espace des fonctions analytiques sur A;

Ay = 0 %@L, = lim proj L) .
e'>e . >
e -+ e

“on a &galement

wla = v ) .
e<l
Nous utiliserons souvent la propriété suivante : si la série entidre a une

i +
variable v = I, aix:L a rayon de corvergence R et si u ¢ % (A) vérifie
lu]

gauss < R alars veu e %f(A).

1-
On abservera que /& (A) ne dépend que de A et donc que de g ¢ F,[X] (on note
par F,_ la cloture algébrique de Fp), alors quej} (A;) et %(A;) peuvent dépendre
du choix du relévement g de g.

Nous avons adopté les définitions de fonctions analytiques a la Krasner
par goQt personnel, les définitions en temme de fonctions analytiques rigides
3 la Tate sont égquivalentes (et peut-2tre mieux adaptées au probléme considéré).

Cas particulier de la dimension 1 (n = 1)

Alors l'ensemble A est de la forme

+ s -
A=B(0,1) - U B(c.,1)
i=1 3j
ol les B(c,,1l ) sont des classes résiduelles distinctes. On peut pour définir
+ J
% (A) supposer que g(x) =1 (x - cj). Alors

3
S
At =B, (/e)") - U Blc,e)
e . j
=1
et
%(A+)={f=z axi+22 24,4 ; lim |a|_i—o
e izo 3y IEE SRR S S
b
. -1
¥3j lim|a, .le =01}.
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