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PAR ETIENNE FOUVRY & MICHEL WALDSCHMIDT

Au milieu de la page 269 de [1], on donne la liste des homographies, a
coefficients rationnels laissant fixe ’ensemble U,, des racines n—iémes primitives
de T'unité. Cette liste est correcte, elle est d’ailleurs rappelée dans le Lemme 2
ci—dessous, mais la preuve donnée dans [1] est inexacte, puisque partant d’une
liste incomplete des homographies, a coefficients complexes fixant le cercle unité
S! du plan complexe. Notre but est de corriger cette erreur. Nous partons du

LEMME 1. — On considére des nombres complexes uy,usz,us,us vérifiant la
relation
Ui1Ug — U2U3 7'5 0.

Soit H I’homographie de C définie par la formule
U1z + uo
U3z + Ug
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 7—[(81) c St

zeCr Hiz) =

(ii) H(S') =S
(111) |U1|2 + |U2|2 |U3|2 + |’LL4|2 et u1s = U3lUy.
(iv) |ur| = |ual, |ue| = |us| et uits = usly.
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Mots clefs. — Homographies.
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Démonstration. — e L’équivalence (i)« (ii) résulte du fait que toute ho-
mographie transforme un cercle—droite de C en un cercle—droite.
e Montrons (iii) = (i). Pour z € C on a ’égalité
B lutz|? + |ua|? + w1tz 2 + UrusZ
lusz|? + |u4]? + ugtizz + Uzusz’

(1) [H(2)?
Supposons les conditions (iii) satisfaites. Pour |z| =1, on a

usz|? + ual® = |u1z]? + [ua?,

USULZ = UTU22 et U3ugeZ = Uqusz,

donc |H(z)| = 1, ce qui prouve H(S') C S!.
e Montrons (i) = (iii). Supposons H(S') C S!. Pour tout z € S! on a,
grace a (1),

|u1|2 + |ug|2 — |u‘3|2 — \U4\2 = 2Re((u11Tg — u;:,zﬂ)z).

Or étant donné & € C le nombre réel Re(£z) prend la méme valeur pour
z=1,z=—1,z=1et z = —isiet seulement si £ = 0. D’ou les relations
(ii).

e Enfin I’équivalence (ii) < (iv) résulte de (ii) < (iili) pour les homogra-
phies H et

ULW — U2

H ' (w) = O

—usw + U

Il résulte du lemme 1 que pour une homographie #(z) & coefficients réels,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) H(S') =Sk

(b) H(z) = iw avec uy # tug nombres réels.

U2z + Uy

(¢) On a H({+1, —1}) = {+1, —1}.
Voici le résultat utilisé page 269 de [1] pour la démonstration de la proposi-
tion 4.6.

LEMME 2. — Soit U,, I’ensemble des racines primitives n—iémes de l'unité,
avecn =5 oun = 7. Soit H une homographie de C définie par la formule
H(z) = (u1z + uz)/(usz + uq) ot les u; sont des nombres rationnels tels que
ujug — ugug # 0 et tels que H(U,) = U,. Alors H est nécessairement de la
forme

H(z) = £z, ou H(z) = £1/z.

REMARQUE. — L’hypotheése n = 5 oun > 7 est clairement nécessaire, puisque
pour n € {1, 2, 3, 4, 6}, ensemble U,, a un ou deux éléments et I’ensemble des
homographies H, a coefficients rationnels, fixant U,, est alors infini.
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Démonstration. — L’égalité U,, = —U,,, valable pour tout entier m impair
permet de restreindre la preuve de ce lemme aux entiers n satisfaisant

(2) n=5oun>=7etn#2mod 4.

Les conditions sur n entrainent que U,, a au moins trois éléments. Puisqu’une
homographie conserve tout cercle—droite de ((A:, I’homographie H conserve glo-
balement le cercle unité S'. Ainsi H a la forme (b) avec des u; maintenant
rationnels.

On suppose u; # 0, puisque le cas u; = 0 est trivial : il conduit a ’homo-
graphie H(z) = £1/z. Nous introduisons le nombre rationnel ¢ = ug/u;(# 1)
et H(z) devient H(z) = £(z +t)/(tz + 1).

Soit ¢ un élément de U,,. Par hypothese il existe un entier k vérifiant 1 <
k<net(kn)=1tel que

(3) H(¢) = ¢~

Nous exploitons cette égalité en lui appliquant un certain élément ¢ du groupe
de Galois Gal(Q(¢)/Q) défini par o :  — (P, ol p est un nombre premier ne
divisant pas n.

e Sin est impair, on choisit p = 2. Par action de o, ’égalité (3) devient

CHt\ L CHt C+t\?
0<itg+1>_it<2+1_c _<itC+1)'

On voit que ( est racine de I'un des polyndémes

(4) Po(X) = (X +t)2(tX?+1) £ (X + 1)*(X? +1).

Les polynémes Py sont de degrés < 4 et le coefficient de X* est ¢ + 2.
Pour tout n > 5 impair, l'entier algébrique ( est de degré > 4. On
obtient ainsi une contradiction & moins que ¢ £ t? = 0, soit us = 0 et le
Lemme 2 est prouvé pour tout n > 5 impair vérifiant (2).

Une étude plus soignée de ’égalité (4) permet de conclure dans le
cas n = 5. En effet, dans ce cas, le fait que le polynéme P, s’annule
en ¢ entraine qu’il est un multiple du polynoéme cyclotomique ®5(X) =
X4+ X34 X2+ X +1. On en déduit que tous les coefficients de P, sont
égaux entre eux ainsi que tous les coefficients de P_. Ceci n’est possible
que dans le cas de P_ avec la valeur ¢t = 0, soit de nouveau us = 0.

e Si n est pair, n est donc divisible par 4 d’aprés (2). On suppose qu’il
existe un nombre premier p tel que

(5) pinet2p—6<pn).

Considérons ’élément o du groupe de Galois Gal(Q(¢)/Q) défini par
o : ¢ — (P, pour lappliquer & chaque membre de (3). On obtient les
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