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SUR L'ANNULATION DE I/HOMOLOGIE DU

COMPLEXE DE KOSZUL GRADUÉ

PAR

MARC CHARDIN

RÉSUMÉ. — Si K est le complexe de Koszul construit avec s polynômes homogènes
à coefficients dans un corps k et r la codimension (ou hauteur) de la variété projective
associée, on montre classiquement que les modules Hp(K) sont nuls pour p > s — r
et que Hs-r(^) / 0. Le complexe de Koszul est dans ce cas naturellement gradué et
le calcul de la dimension du fc-espace vectoriel Hp^K^) (partie homogène de degré v
de Jfp(K)) est un problème élémentaire d'algèbre linéaire.

Nous fournissons dans cet article une borne sur v à partir de laquelle Hs-r(^) / 0
(sauf dans le cas, simple à étudier, où la variété associée est vide). Indépendamment
de son intérêt intrinsèque, cette borne ramène donc le calcul de la (co) dimension à un
simple problème d'algèbre linéaire. Du point de vue de l'étude de la complexité du calcul
de la dimension, notre résultat donne, dans le pire des cas, une borne sensiblement
moins bonne que les meilleures connues (cf. [G-H]) ; en revanche notre borne tient
compte de la géométrie de la variété sous-jacente.

Nous rappelons dans la première partie quelques résultats de base sur le complexe
de Koszul gradué. La clef de la preuve du théorème central est une étude la plus fine
possible des variétés définies par r polynômes « assez généraux )) de l'idéal engendré par
les polynômes de départ. En plus des théorèmes « classiques » de Macaulay et Bertini,
j'utilise pour cela, inspiré par le travail d'Amoroso [A], les notions d'élément superficiel
et de clôture intégrale d'un idéal, qui remontent aux travaux de Samuel-Zariski et
Northcott-Rees. A partir de là, l'utilisation d'un théorème de Briançon-Skoda-Lipman-
Teissier sur la clôture intégrale des idéaux [L-T], joint à notre estimation de la fonction
de Hilbert [C], nous permet de conclure.

ABSTRACT. — Thé central theorem of this paper is a resuit on thé degree
where thé higher non-zéro homology module of thé Koszul complex constructed
with homogeneous polynomials over a field becomes non trivial. This resuit has a
straightforward corollary on thé complexity of thé détermination of thé dimension of
a projective variety.

Let us state precisely our resuit about thé Koszul complex. If Pi , . . . , Ps are
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homogeneous polynomials of A = k[Xo,... , Xn] and di = deg P^, thé Koszul complex :

K := 0 - ̂ SAS ̂  ^S-^AS ds"1) • . • -^ A^5 ̂  A -. 0,

p
dp(e,, A . • • A e,p) := ̂ (-l)^1?,^ A • • • A e^ A . • • A e^

k=l

(with thé notation A5 = e\A © • • • © e^A) is graded if we put deg(Pe^ A • • • A e^p) =
deg P+rfzi +• • •+^p, and thé differentials are of degree zéro. Ifwe consider thé degree ^
part of this complex, we obtain a complex of fc-vector spaces of finite dimensions that
we shall note Ki/.

It is well known that if thé homogeneous idéal 1 = (Pi , . . . , Ps) is différent from A
(i.e. if degP, > 0 for ail i), then Hp(K) = 0 for ail p > s - ht(J) and Hp(K) + 0 for
p = s — ht(J), this is proved for instance in thé book of Northcott [N, chap. 8, § 5,
thm 6].

As Hp(K) = (j)^ Hp(K^) we can conclude that Hp(K^) = 0 for ail v \îp > 5-ht(J)
and Hp(Kïy} ~^- 0 for some v if p = s — ht(J).

Our resuit is an effective version of this last resuit, namely
THEOREM. — With thé above notations and hypothèses, suppose for example

that d\ > d'2 > • • • > ds > 0, and let us put r = ht(J) and Tïr = d\ ' • • d r ,
o-r = c?i + • • • + dr — r. Then :

(a) Hp{Kv) = 0 for ail y ifp > s - r ;
(b) ifr < n, Hs-r(^^) / 0 for ail

( (n — r^TTrO'r 1
v > max< crr + 1, ———.——-— }• + rdr+i + c^r+2 + • • • + ds ;

l 2 deg 1 )

(c) if r = n + 1, there exists v < d\ + • " • + ds — r such that Hs—r{^} 7^ 0.

Let us remark that it is easy to détermine if we are in thé case (c), as in this
case ly = A^ for ail v > o~r (and reciprocally).

As deg 1 > 1 we know that for v = max{<7r + l? -(^ — r)7Tr(7r} + rà.r+1 + dr+2 +
• • • + ds, Hs-r(^) = 0 if and oniy if ht(J) + r. Thé détermination of Hs-r(^) is
easy linear algebra over k, as thé linear maps are defined by thé formula above, and so
thé expression on thé natural bases of thé /c-vector spaces (A^A5)^ is simple and thé
corresponding matrices are block matrices, each block is either zéro or corresponds to
thé multiplication by one of thé PI 's in a degree < v.

Thé idea for proving thé theorem is to take r général linear combinations of thé
generators and to examine how deep they are close to thé idéal on thé components
of maximal dimension of thé variety defined by J, and what they define outside. Our
results were greatly inspired by thé work of Amoroso [A].

Thé first remark is that r linear combinations demies a regular séquence (this is due
to Kronecker), and so, by a theorem of Macaulay, thé associated idéal Ir is unmixed of
height r. Thé second fact is that Ir is reduced (and even smooth) outside thé support
of J; this is conséquence of a refined version of Bertini's theorem that can be found
in thé book of JOUANOLOU [J]. And thé third property cornes frorn thé study of thé
blowing-up of thé idéal 1 and says that for ail prime ^R associated to 1 of height
r, thé intégral closures of thé localizations of 1 and Ir at ^ are thé same (this is
mostly contained in [Z-S, vol. 2, chap. VII, § 8] and [N-R]).

From that point, thé proof is going on this way :
1) By a classical lemma (proved e.g. in [N] in thé way of proving that

Hs-r(^) 7^ 0) as Ir is given by a regular séquence, Hs-r(^) is isomorphic to
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^(^+di+...+dJ = {P G (A/J^_(d^+...+d,) | Vî, PP, e ^} (hère K dénotes
thé Koszul complex constructed on thé quotient ring A/Jr).

2) From thé second resuit quoted above, there exists two pure dimensional
ideals I ' and J of height r such that Ir = I ' H J with Supp^7) Ç Supp(J), J = ^~J and
thé primes associated to J are not in thé support of 1 (it is aiso possible that Ir = I '
in which case thé proof is simpler and essentially skips thé next step).

3) Thé Hilbert function of Ir is easily expressible in terms of d i , . . . , dr. Using
thé upper bound of [C] for thé Hilbert function of thé idéal J and comparing to thé
expression for I r , we are able to prove that for v > max{<7r +1, (n — r)7TrOY/(2 deg J)},
( J / I r ) . + 0.

4) From a resuit of Briançon and Skoda on thé intégral closure of ideals, that
was generalized by Lipman and Teissier [L-T], and thé third property of général linear
combinations quoted before, we deduce that J I 1 " Ç Ir and thé theorem follows.

I. Quelques rappels sur le complexe de Koszul gradué
Soit A un anneau commutatif unitaire et E un A-module. Si Pi , . . . , Ps

sont des éléments de A nous noterons 1 l'idéal engendré par les Pi et

K(Pi , . . . , P^E)

le complexe de Koszul associé à la suite (Pi , . . . , Ps) :

0 ̂  E^A /\SAS ̂  E^A ̂ S~1AS ̂ ^ . . . ̂  E^A A'A5 ̂  E -^ 0.

Précisons que K(- ; E) est le complexe 0 —^ E —> 0.
On posera :

K^E)=E^A^PAS.
Les différentielles dp sont A-linéaires ; on les définit en posant :

P
dp{e,, A • • • A ej = ̂ (-l)^?^ A . • • A ë^ A . • • A e^

k=l

avec la notation
A8 = eiAe • • • ee^A.

Lorsque A est gradué, E un A-module gradué et les Pi sont homogènes de
degrés di = degP^, ce complexe est gradué et les différentielles homogènes
de degré zéro si l'on pose :

deg(Pe,, A • • • A e^) = degP + d^ + • • • + d^.

Nous noterons alors
^p(di,...,d,;^)

la composante homogène de degré v de Kp(s\ E).
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Par exemple,

Ks(d^ . . . .^; E', v) ̂  £^_(^+...+^

est la composante de degré v - (di + - • • + ds) de E.

Un premier résultat concernant ce complexe est que son homologie est
à support dans le support de J. En effet :

PROPOSITION 1. — Pour tout p, 1 annule Hp(K(P^,...,?„;£;)).

Une démonstration très simple se trouve dans [No, p. 364] ; elle consiste
à vérifier que les applications

^ p : K p ^ E ) ^ K p ^ E )

définies par

vérifient
^(^i A • • • A e,J = ej A ei, A • • • A e,,

dp^a^(x) = PjX - a^dp(x).

Remarquons que dans le cas gradué a^ est homogène de degré dj.

Pour comprendre Phomologie du complexe de Koszul, au moins trois
suites de complexes sont très utiles. La première est toujours exacte. Nous
décrirons ces suites dans le cas gradué. Une bonne référence est le livre
de Northcott [No], dont ce qui suit est extrait. Pour simplifier l'écriture
nous poserons :

• K(^;^=K(Pi,...,P,;£;;^),

• H^E^)=Hp(K(s^E^)),

• K le complexe de Koszul décalé, c'est-à-dire le complexe K/ tel
que Kp = Kp^ et dp = dp-i.

Première suite exacte.

O ^ K ( s - ^ E ' ^ ) — ^ K ^ E ^ ) - ^ K ( s - ^ E ^ - d , ) - ^ 0 .

Ici, i est l'inclusion et Sp est l'application :

s .Qe A A? _ _ f ^ i A — A e ^ si ip = 5,bp . ̂ e^ A • • • A dp i—> <°p •^^i

Deuxième suite.

v 0 sinon.sinon.

0 -. K(5; E^-d)-^ K(5; ̂ ; v) ̂  K(5; E / P E ^ v) -^ 0.
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