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REPRÉSENTATIONS p-ADIQUES CRISTALLINES ET DE
DE RHAM DANS LE CAS RELATIF

Olivier Brinon

Résumé. — On définit et étudie les notions de faisceaux p-adiques lisses de de Rham et
cristallins sur des bases p-adiques « convenables ». On introduit pour cela des anneaux
de périodes p-adiques (analogues à ceux de J.-M. Fontaine), qui permettent de leur
associer des invariants de nature différentielle. Dans le cas de bonne réduction, on
obtient un foncteur pleinement fidèle de la catégorie des faisceaux p-adiques lisses
cristallins dans celle des F -isocristaux filtrés sur la fibre spéciale.

Abstract (Crystalline and de Rham p-adic representations in the relative case)
We define and study the notions of de Rham and crystalline smooth p-adic sheaves

over "suitable" p-adic bases. To do this, we introduce p-adic period rings (analogous
to those of J.-M. Fontaine), which are used to associate differential invariants to them.
In the good reduction case, we obtain a fully faithful functor from the category of
crystalline smooth p-adic sheaves in that of filtred F -isocrystals on the special fiber.
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9.1. Rappels et compléments sur les revêtements presque étales . . . . . . . . . . . . . . 137
9.2. I-platitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
9.3. Calculs de cohomologie cristalline . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
9.4. Cas d’une base lisse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

L’objet de ce mémoire est de construire et d’étudier des anneaux de périodes p-
adiques de de Rham et cristallines dans une situation relative, ainsi que les catégories
de représentations p-adiques de de Rham et cristallines que ces anneaux permettent
de définir. Ce travail est un prolongement de [15], sur lequel il s’appuie. Rappelons
brièvement le contenu de loc. cit.

Soit K un corps de valuation discrète complet, de caractéristique 0, à corps rési-
duel k de caractéristique p. On note e ∈ N>0 l’indice de ramification absolu de K et
on fixe une uniformisante " de K. On suppose que k admet une p-base finie. Fixons
une clôture algébrique K de K et posons GK = Gal(K/K). On note v la valuation
de K , normalisée par v(p) = 1. Notons CK le complété de K pour v. L’action de GK

se prolonge à CK par continuité.
On s’intéresse à la catégorie RepQp

(GK) des représentations p-adiques de GK ,
dont les objets sont les Qp-espaces vectoriels de dimension finie, munis d’une action
linéaire et continue de GK , et dont les morphismes sont les applications Qp-linéaires
GK-équivariantes. Lorsque k est parfait (i.e. d = 0 avec les notations qui suivent),
tout ce qui suit est dû à Fontaine (cf. [29]).

Choisissons t1, . . . , td ∈ OK des relèvements d’une p-base de k. Soit alors OK0 le
sous-anneau de OK tel que OK0 est un anneau de Cohen pour k et t1, . . . , td des
éléments de OK0 . On pose K0 = OK0 [p−1] : on a alors OK = OK0 ["]. On se fixe un
relèvement σ : OK0 → OK0 du Frobenius de k. On note Ω̂ le module des différentielles
continues de OK0 relativement à Z :

Ω̂ = lim←−
n>0

Ω1
OK0/ Z/pnΩ1

OK0/Z.

Le OK0 -module Ω̂ est libre de base (dti)1≤i≤d. On définit alors un (ϕ,∇)-module filtré
sur K relativement à K0 comme étant un K0-espace vectoriel de dimension finie D
muni des structures supplémentaires suivantes :
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1) un opérateur de Frobenius ϕ : D → D qui est σ-linéaire et dont le linéarisé
σ∗D → D est un isomorphisme ;

2) une connexion intégrable quasi-nilpotente ∇ : D → D ⊗OK0
Ω̂ pour laquelle le

Frobenius est horizontal ;
3) une filtration décroissante séparée exhaustive Fil• DK sur DK := K ⊗K0 D telle

qu’on a la transversalité de Griffith pour ∇.
Ces objets forment une catégorie additive Qp-linéaire notée MFK/K0(ϕ,∇). Elle ne

dépend pas, à équivalence près, du choix de σ (i.e. de K0) parce qu’elle est équivalente
à la catégorie des F -isocristaux sur k dont l’évaluation en un (OK , pOK) est munie
d’une filtration décroissante séparée exhaustive.

On définit par ailleurs, sur la catégorie MFK/K0(ϕ,∇), des fonctions additives
tN et tH , qui permettent de définir la notion de (ϕ,∇)-module filtré faiblement
admissible : D ∈ MFK/K0(ϕ,∇) est faiblement admissible si tN (D) = tH(D) et
tN (D′) ≥ tH(D′) pour tout sous-objet D′ de D dans MFK/K0(ϕ,∇). Cela définit
une sous-catégorie MFfa

K/K0
(ϕ,∇) de MFK/K0(ϕ,∇).

On construit les anneaux de périodes Bcris ⊆ BdR. Ils sont munis de structures
supplémentaires : BdR est une K -algèbre munie d’une action de GK , d’une connexion
intégrable ∇ : BdR → BdR ⊗OK0

Ω̂ et d’une filtration décroissante séparée et exhaus-
tive pour laquelle on a la transversalité de Griffith. L’anneau Bcris est une sous-K0-
algèbre de BdR stable sous l’action de GK et de ∇ et munie d’un opérateur de Frobe-
nius ϕ horizontal. On dispose en outre d’un homomorphisme injectif de K-algèbres
K ⊗K0 Bcris → BdR. On a BGK

dR = K et BGK
cris = K0.

Si V ∈ RepQp
(GK), on pose

Dcris(V ) = (Bcris ⊗Qp
V )GK et DdR(V ) = (BdR ⊗Qp

V )GK .

Ces objets héritent de structures supplémentaires déduites de celles de BdR et Bcris :
le K-espace vectoriel DdR(V ) est muni d’une filtration (décroissante séparée exhaus-
tive) et d’une connexion intégrable qui vérifie la transversalité de Griffith. Le K0-
espace vectoriel Dcris(V ) est muni d’une connexion intégrable et d’un opérateur de
Frobenius σ-linéaire horizontal. En outre, on a une application K-linéaire injective
K ⊗K0 Dcris(V ) → DdR(V ). On montre que DdR(V ) est de dimension finie sur K. En
particulier, Dcris(V ) est un (ϕ,∇)-module filtré sur K relativement à K0 (en munis-
sant Dcris(V )K = K ⊗K0 Dcris(V ) de la filtration induite par celle de DdR(V )).

On dispose des applications de périodes

αcris(V ) : Bcris ⊗K0 Dcris(V ) −→ Bcris ⊗Qp
V,

αdR(V ) : BdR ⊗K DdR(V ) −→ BdR ⊗Qp
V

dont on montre qu’elles sont toujours injectives (voir [14, prop. 3.22]), de sorte que
dimK0(Dcris(V )) ≤ dimQp

(V ) et dimK(DdR(V )) ≤ dimQp
(V ). On dit alors que V est

cristalline (resp. de de Rham) lorsque αcris(V ) (resp. αdR(V )) est un isomorphisme
(i.e. lorsque dimK0(Dcris(V )) = dimQp

(V ) (resp. dimK(DdR(V )) = dimQp
(V ))).
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