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Bien que les mathématiciens s’y intéressent depuis [Antiquité, les nombres
premiers continuent de fasciner. En les additionnant ou en les soustrayant
entre eux, on trouve une mine de problemes dont certains sont longtemps
demeurés ouverts ou restent encore irrésolus.

Obtenir tous les nombres entiers positifs en
utilisant les seuls symboles + et 1 est facile:
il suffit d"écrire chaque entier n > 0 sous la
forme 1+ 1+ ... + 1 avec n fois le symbole
1 et (n-1) fois le symbole +.

Remplacons I'addition par la multiplication
et le symbole + par le symbole x (ou e).
Pour écrire tous les nombres entiers posi-
tifs comme des produits, on a donc besoin
de briques élémentaires qui jouent le rble
tenu par 1 pour l'addition. Ces briques sont
les nombres premiers, ceux qui ne peuvent
pas s'écrire comme produits de nombres
entiers plus petits. Chaque entier supérieur
ou égal a 2 est produit, de maniéere unique
(@ permutations pres), de nombres pre-
miers: c'est ce qu'on appelle le théoreme

fondamental de |'arithmétique. Par exemple
4200=2x2x2x3xbxbx7.

Des nombres aussi grands
que l'on veut

La liste des nombres premiers commence
par2,3,5,7, 11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37...

On trouve le début de cette liste sur la toile,
dans l'encyclopédie des suites de nombres
entiers, qui est une mine d’informations
pour ce genre de questions. Les nombres
supérieurs a 1 qui ne sont pas premiers sont
appelés nombres composés. Leur liste com-
mence par 4, 6, 8,9, 10, 12, 14, 15, 16...
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Cette deuxieme liste comporte entre autres
tous les nombres pairs a partir de 4. Il est
donc facile d'écrire un nombre composé
aussi grand que l'on veut. En revanche,
écrire (par exemple sous forme décimale)
un nombre premier aussi grand que l'on
voudrait est une opération que I'on ne sait
pas réaliser.

Le plus grand nombre premier explicite-
ment connu (depuis le 2 mai 2013) est
257885161 — 1 qui a 17 425 170 chiffres déci-
maux. Si on écrivait tous ces chiffres avec
disons deux chiffres par centimetre, |I'écri-
ture de ce nombre s'étendrait sur plus de
87 kilometres !

Pourtant on sait, depuis Euclide, que la liste
des nombres premiers ne s'arréte jamais: i/
existe une infinité de nombres premiers. Les
nombres premiers sont donc un exemple
de suite dont on sait qu’elle est infinie, mais
dont on ne sait pas expliciter des éléments
aussi grands que I'on voudrait.
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Des propriétés additives
étonnantes

Les nombres premiers ont été introduits en
arithmétique pour la multiplication, comme
nous venons de le voir. Etudier leurs pro-
priétés additives peut sembler une idée
bizarre. Elle mene cependant a des pro-
blemes profonds, dont I'étude a conduit a
des théories trés élaborées d'une grande
richesse, nécessitant |'utilisation d’outils
mathématiques sophistiqués. Le plus fasci-
nant dans cette théorie est qu’elle continue
a se développer. Elle a permis de résoudre
un grand nombre de questions qui sont
restées ouvertes fort longtemps, mais elle
n‘est pas encore suffisamment puissante
pour répondre a certaines questions qui
sont pourtant faciles a formuler.

Additionnons deux nombres premiers; on
obtient les valeurs suivantes:

P 2,3 5 7 11,13 17, 19, 23,29, 31, 37..

p+214.5 7 9 13,1519, 21, 25, 31, 33, 39...
p+315, 6, 8, 10,14,16, 20, 22, 26, 32, 34, 40...
p+51|7, 8 10,12, 16, 18, 22, 24, 28, 34, 36, 42...
P +719, 10,12,14, 18, 20, 24, 26, 30, 36, 38, 44...
P+ 1113,14,16,18, 22, 24, 28, 30, 34, 40, 42, 48...

Les seuls nombres impairs que I'on puisse
trouver dans ce tableau figurent sur la pre-
miere ligne (celle qui donne les p + 2) et
sur la premiere colonne (celle qui donne les
2 + p, puisque le tableau est symeétrique). En
effet, la somme de deux nombres impairs
est forcément un nombre pair. Comme 2
est le seul nombre premier pair, les seules
sommes impaires de deux nombres pre-




miers sont celles qui consistent a ajouter 2 a
un nombre premier impair; toutes les autres
sommes sont des nombres pairs.

Ce qui est remarquable est qu'il semble
qu'on obtienne avec ce tableau tous les
nombres pairs a partir de 4. Beaucoup de
nombres pairs sont obtenus de plusieurs
facons différentes, par exemple,
10=5+5=7+3;14=7+7=3+11...

Que tous les nombres pairs
supeérieurs ou égaux a 4 puissent
sécrire comme somme de deux
nombres premiers est un pro-
bleme ouvert.

Que tous les nombres pairs supérieurs ou
égaux a 4 puissent s'écrire comme somme
de deux nombres premiers est appelé pro-
bléme binaire de Goldbach; il a été pro-
posé par Euler en réponse a une lettre de
Goldbach datant de 1742, dans laquelle
Goldbach suggérait que tout nombre entier
supérieur ou égal a 7 était somme de trois
nombres premiers. Ce dernier résultat,
moins fort que le probleme binaire de Gold-
bach, a été annoncé par Harald Helfgott en
mai 2013. Mais le probléme binaire de Gold-
bach est toujours ouvert et c’est la source
de nombreuses recherches depuis bientdt
trois siecles. C'est un probleme difficile, qui
a donné naissance a des théories élaborées
ayant d'autres applications. On peut citer par
exemple la théorie additive des nombres,
qui étudie les sommes de nombres entiers
appartenant a un ensemble donné (ici les
nombres premiers).

La différence entre deux
nombres premiers: une source
de questions passionnantes

Une autre facon de marier les nombres
premiers avec |'addition consiste a étudier
la différence entre deux nombres premiers
consécutifs.

La liste des nombres premiers est

Py Py Pa--) = (2,3, 5,7, 11,13, 17, 19,
23, 29, 31, 37..) et la liste (p, — p, ) des
différences entre deux nombres premiers
consécutifs commence par 1, 2, 2, 4, 2, 4,
2,4,6,2,6...

Il est facile de voir qu'a part la premiere
valeur, 1, toutes les autres sont des nombres
pairs: cela provient une fois de plus du fait
que 2 est le seul nombre premier pair. Y
a-t-il une infinité de 2 dans cette liste? On
ne le sait pas encore; c'est la conjecture des
nombres premiers jumeaux, qui s'énonce:
il existe une infinité de nombres premiers
p ayant la propriété que p + 2 est aussi
premier.

On sait que la suite des différences entre
deux nombres consécutifs de la suite des
nombres premiers n'est pas bornée: |l
existe des « trous » aussi grands qu'on
veut (I"étude des « trous » dans la suite des
nombres premiers remonte a Legendre et
Gauss). On sait aussi estimer I'ordre de gran-
deur moyen de tels trous, grace au Théo-
reme des Nombres Premiers, démontré en
1896 par Hadamard et de la Vallée Poussin.
La légende prétendait que le mathématicien
qui démontrerait cette conjecture serait
immortel. D'une certaine maniere Jacques
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Hadamard (1865-1963) et Charles de la Val-
lée Poussin (1866-1962) laissent leur nom
dans |'histoire par leur théoréme, mais ils
ont aussi réalisé la prédiction de fagcon aussi
compléte que possible, puisqu'ils sont décé-
dés presque centenaires.

Récemment, de nouveaux progres ont été
accomplis sur la question des trous entre
deux nombres premiers. Le postulat de
Bertrand, démontré par Tschebycheff vers
1850, affirme qu’entre un nombre entier et
son double, il y a toujours un nombre pre-
mier.

Au lieu du coefficient 2 qui intervient dans
le double, on peut prendre n'importe quel
facteur ¢ > 1: pour n suffisamment grand, il
y a toujours un nombre premier p entre n et
cn. Cela donne déja une information sur les
écarts entre deux éléments consécutifs de
la suite des nombres premiers. Le théoreme
des nombres premiers implique plus préci-
sément que la différence entre le n-ieme
nombre premier p et le suivant p  est de
I'ordre de grandeur de log p , le logarithme
népérien de p .

En 2013, Yitang Xang a démontré qu'il existe
une infinité de couples de nombres premiers
dont I'écart est inférieur a 70 millions.

C’est loin de ce que I'on attend, si on pense
a la conjecture des nombres premiers
jumeaux ci-dessus, selon laquelle la diffé-
rence entre deux nombres consécutifs de
la liste des nombres premiers devrait étre
2 une infinité de fois. Mais c'est un progres
considérable par rapport a ce que |'on savait
avant.
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Progressions arithmétiques

L'étude des différences entre les nombres
premiers peut étre généralisée d'une autre
maniere, en étudiant les progressions arith-
métiques composées de nombres premiers.
Une suite de nombres forme une progres-
sion arithmétique si la différence entre deux
termes consécutifs de la suite est toujours
la méme: cette valeur est alors la raison de
la progression.

Par exemple la suite 5, 11, 17, 23, 29 est une
progression arithmétique de 5 termes de
raison 6.

La suite 7, 37, 67, 97, 127, 157 est une pro-
gression arithmétique de 6 termes de rai-
son 30 et la suite 199, 409, 619, 829, 1039,
1249, 1459, 1669, 1879, 2089 est une pro-
gression arithmétique de 10 termes de rai-
son 2100. Dans ces exemples, les termes
de ces suites sont tous des nombres pre-
miers.

YV a-t-il des progressions arith-
y . _ .
meétiques aussi longues que l'on
veut composées uniquement de

nombres premiers?

La plus longue progression arithmétique
explicitement connue composée unigque-
ment de nombres premiers comporte 26
termes, la raison en est le produit de 23 681
770 par 223 092 870; c'est la suite 43 142
746595714 191 + 23681 770223092870
n pour n prenant les valeurs de 0 a 25. Elle a
été trouvée par Benolt Perichon.
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Ben Green Terence Tao

Y a-t-il des progressions arithmétiques aussi
longues que l'on veut composées unique-
ment de nombres premiers? Pendant long-
temps cette question a été ouverte, c'était
encore un défi de plus pour les mathéma-
ticiens. C'est un travail mené en collabora-
tion par les mathématiciens Ben Green et
Terence Tao qui a conduit finalement a la
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solution en 2004. Leur théoreme dit ainsi
que oui, il existe des progressions arithmeé-
tiques, de longueur aussi grande que l'on
veut, composées uniguement de nombres
premiers. Leur démonstration n‘est pas
constructive, c'est-a-dire qu'elle ne dit pas
comment construire une telle suite !

Sur Internet

http://www.mersenne.org/
http://primes.utm.edu/largest.html
https://oeis.org/

Le blog de Terence Tao:
http://terrytao.wordpress.com/
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