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Une regle, un crayon, du carton, des ciseaux et de la colle: il n’en faut guere
plus pour procurer aux mathématiciens du plaisir et de jolis problemes —
dont létude se révele souvent, apres coup et de maniere inattendue, utile

dans d’autres métiers.

Construisons une pyramide en carton...
Pour cela, on commence par découper un
patron SABCDE dans une feuille de carton
comme indiqué sur la figure, puis on plie le
long des lignes pointillées et enfin, on colle
les cotés AS et ES.
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Le résultat est une espece de cornet dont
le sommet est le point S et dont le bord est
un quadrilatéere ABCD. Cet objet est flexible.
Si on le tient dans la main, le quadrilatére
ABCD peut se déformer et s'ouvrir plus ou

moins: la construction n'est pas trés solide.
Pour compléter la pyramide, il faut encore
découper un carré en carton et le coller sur
le quadrilatére pour former la base. Apres
cette opération, la pyramide est solidifiée,
rigidifiée. Si on la pose sur une table, elle
ne s'écroule pas. Si on la prend dans la
main et si on essaye de la déformer (avec
douceur!), on n'y parvient pas, a moins de
déformer les faces en carton. De méme,
un cube en carton est rigide comme tout
le monde I'a souvent constaté. Qu'en est-il
pour un polyédre plus général, possédant
peut-étre des milliers de faces? La géode
de la Villette est-elle rigide ? Cette derniére
question laisse entrevoir que le sujet de la
rigidité et de la flexibilité n'est peut-étre pas
seulement théorique !
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Le cas des polyedres convexes

Le probléeme de la rigidité de ce type d'ob-
jets est trés ancien. Euclide en avait pro-
bablement connaissance. Le grand mathé-
maticien francais André-Marie Legendre
s'y intéresse vers la fin du xvii® siécle et en
parle a son collégue Joseph-Louis Lagrange
qui suggeére a son tour au jeune Augus-
tin-Louis Cauchy d’étudier cette question
en 1813. Ce sera le premier résultat mar-
quant du baron A.-L. Cauchy, qui deviendra
par la suite I'un des plus grands mathémati-
ciens de son siecle.
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857),
I'un des grands mathématiciens de son
époque. (Cliché Archives de I'Ecole po-
lytechnique)

A.-L. Cauchy s'intéresse aux polyedres
convexes, c'est-a-dire aux polyedres qui

96 — Mathématiques, Uexplosion continue

n‘ont pas d'arétes rentrantes. Par exemple,
la pyramide que nous avons construite ou le
ballon de football est convexe mais |I'objet

dessiné a droite de la figure ci-dessous ne
I'est pas.
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Le théoreme établi par A.-L. Cauchy est le
suivant: tout polyedre convexe est rigide.
Cela signifie que si on construit un polyedre
convexe avec des polygones indéformables
(en métal par exemple) ajustés par des char-
nieres le long d'arétes, la géométrie globale
de I'ensemble empéche les jointures de
jouer. Le cornet que nous avons construit
est flexible mais ceci n'invalide pas le théo-
reme: il lui manque une face et c’est la der-
niere face qui rigidifie la pyramide !

Faire des mathématiques, c'est demontrer
ce qu'on affirme! La démonstration de
A.-L. Cauchy est superbe (méme si certains
ont fait remarquer par la suite qu'elle était
incompléete). Il n‘'est malheureusement pas
question dans ce petit article de donner
une idée de cette preuve, mais j'aimerais
en extraire un « lemme », c'est-a-dire une
étape dans la démonstration. Posons sur
le sol une chaine constituée de quelques
barres métalliques assemblées bout a bout,

comme sur la figure ci-aprés.
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Si I'on diminue les angles de la chaine,
la distance entre les extrémités dimi-
nue: AZ est plus grand que A’Z".

En chacun des angles de cette ligne
polygonale, rapprochons les deux barres
de facon a diminuer lI'angle correspondant.
Alors, les deux extrémités de la chaine
se rapprochent. Evident? Essayez de le

démontrer...

Construction d’un « flexidron »

Pendant longtemps, beaucoup de mathé-
maticiens se sont demandés si les polyedres
non convexes étaient également rigides.
Peut-on trouver une preuve de la rigidité qui
n'utiliserait pas I'"hypothése de convexité?
Les mathématiciens aiment les énoncés
dans lesquels toutes les hypothéses sont
utiles pour obtenir la conclusion. Il a fallu
attendre plus de 160 ans pour connafltre la
réponse dans ce cas particulier.

En 1977, le mathématicien canadien Robert
Connelly crée la surprise. Il construit un
polyedre (assez compliqué) qui est flexible,
bien s(r non convexe pour ne pas contra-
rier A.-L. Cauchy! Depuis, sa construction
a été quelque peu simplifiée, en particu-
lier par Klaus Steffen. Je présente sur la
figure un patron qui permettra au lecteur

de construire le « flexidron » de K. Stef-
fen. Découpez, pliez le long des lignes. Les
lignes en continu sont des arétes saillantes
et les lignes en pointillé correspondent aux
arétes rentrantes. Collez les bords libres de
la maniére évidente. Vous obtiendrez une
espéce de Shadok et vous verrez qu'il est
effectivement flexible (un peu...).

Le flexidron de Steffen. Les cbtés me-

surent 5, 10, 11,12 et 17.

A I'époque, les mathématiciens furent
enchantés par ce nouvel objet. Un modéle
métallique fut construit et déposé dans la
salle de thé de I'Institut des Hautes Etudes
Scientifiques, a Bures-sur-Yvette, et on pou-
vait s'amuser a faire bouger cette chose (a
vrai dire pas trés jolie, et qui grince un peu).
L'histoire raconte que Dennis Sullivan eut
I'idée de souffler de la fumée de cigarette
a l'intérieur du flexidron de R. Connelly et
gu’il constata que lorsqu’on mettait en mou-
vement |'objet, aucune fumée ne sortait...
[l eut donc l'intuition que lorsque le flexi-
dron se déforme, son volume ne varie pas!
L'anecdote est-elle vraie? Peu importe!
Quoi gu'il en soit, R. Connelly et D. Sullivan
conjecturerent que lorsqu’un polyedre se
déforme, son volume est constant. Evidem-
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ment, il n‘est pas difficile de vérifier cela
dans I'exemple particulier du flexidron de
R. Connelly ou encore pour celui de K. Stef-
fen (au prix de calculs compliqués mais sans
intérét). La conjecture en gquestion consi-
dere tous les polyedres, y compris ceux qui
n‘ont jamais été construits en pratique! lls
ont appelé cette question la « conjecture du
soufflet »: le soufflet au coin du feu éjecte
de l'air quand on le presse; autrement dit,
son volume diminue (et c'est d'ailleurs sa
fonction). Evidemment un vrai soufflet ne
répond pas au probleme de R. Connelly et
D. Sullivan: il est fabriqué en cuir et ses
faces se déforment constamment, contrai-
rement a nos polyedres dont les faces sont
rigides.

En 1997, R. Connelly, I. Sabitov et A. Walz
ont finalement montré cette conjecture.
Démonstration grandiose, montrant une fois
de plus les interactions entre toutes les par-
ties des mathématiques. Dans cette ques-
tion évidemment géométrique, les auteurs

utilisent des méthodes trés fines d'algebre

abstraite moderne. Il ne s'agit pas d'une
démonstration que A.-L. Cauchy « aurait pu
trouver »: les technigues mathématiques
dont il disposait n'étaient pas suffisantes.

Je voudrais « rappeler » une formule gu’on
apprenait autrefois a I'école secondaire. Si
les longueurs des cotés d'un triangle sont a,
b et ¢, on peut calculer facilement la superfi-
cie du triangle. Pour cela, on calcule d'abord
le demi-périmeétre p = (a+b+c)/2 et ensuite
on obtient la superficie S en extrayant la
racine carrée de p(p-a)p-b)p-c). C'est une
« jolie formule » qui porte le nom du mathé-
maticien grec Héron et qui nous vient de la
nuit des temps. Peut-on calculer de méme
le volume d'un polyedre si on connait les
longueurs de ses arétes? C'est ce qu'ont
montré nos trois auteurs contemporains.
lls partent d'un polyeédre construit a partir
d’'un patron formé d'un certain nombre de
triangles et ils appellent [, [, [, etc. les
longueurs des cotés de ces triangles (qui
peuvent étre trées nombreux). lls trouvent
alors une équation du n'*me degré satisfaite

Le déme de la Villette (1730 triangles et 36 metres de diametre), et un déme plus petit.
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par le volume J du polyédre, de la forme
a,+aV+a,V?+ .. +a )" =0.

Le degré n dépend du patron utilisé et
les coefficients de l'équation a, a, etc.
dépendent explicitement des longueurs
des cotés [, [, [, etc. Autrement dit, si on
connaflt le patron et les longueurs des cotés,
on connait I"équation. Si le lecteur se sou-
vient qu’'une équation a en général une solu-
tion lorsqu’elle est du premier degré, deux
solutions lorsqu'elle est du second degré,
Il pourra deviner qu'une équation de degré
n n'a guere que n solutions. Conclusion:
si on connalt le patron et les longueurs, on
ne connait pas nécessairement le volume,
mais on sait au moins que ce volume ne
peut prendre gu'un nombre fini de valeurs...
Lorsque le flexidron se déforme, son volume
ne peut donc pas varier continment; ce
volume est « bloqué » et la conjecture du
soufflet est établie...

I’ancien, le simple
et 'appliqué

Ce probleme est-il utile, intéressant?
Qu'est ce qu'un probléme mathématique
intéressant ? Question difficile a laquelle les
mathématiciens réfléchissent depuis long-
temps, bien sdr. Voici quelques éléments
de réponse, quelques indices de « qua-
lité¢ ». L'ancienneté est un premier critére:
les mathématiciens sont trés sensibles a la
tradition. Un bon probleme doit également
s'énoncer simplement, sa solution doit
mener a des développements surprenants,
si possible mettant en jeu des domaines
trés différents. De ces points de vue, le pro-

bléme de la rigidité que nous venons d'abor-

der est intéressant. La question de savoir si
un bon probléme doit avoir des applications
utiles dans la pratique est plus subtile: les
mathématiciens y répondent de maniere
trés variable. Incontestablement, les ques-
tions « pratiques », issues par exemple de
la physique, servent bien souvent de moti-
vations pour les mathématiques. Parfois, il
s'agit de résoudre un probléme bien concret,
mais le lien est souvent plus flou: le mathé-
maticien ne se sert alors de la question
concrete que comme d'une source d’inspi-
ration et la résolution effective du probleme
initial n'est plus la motivation véritable. Le
probléme de rigidité appartient a cette der-
niére catégorie. L'origine physique est assez
claire: la stabilité et la rigidité de structures,
par exemple métalliques. Il est douteux que
les exemples de R. Connelly puissent un
jour étre d'une quelconque utilité pour I'in-
génieur. Cependant, il paralt bien clair que
ce genre de recherche ne manquera pas,
dans un avenir indéterminé, de permettre
une meilleure compréhension globale de la
rigidité des vastes structures constituées
d'un grand nombre d'éléments individuels
(macromolécules ou batiments...). Il s'agit
donc de recherches théoriques et « désinté-
ressées », mais qui pourraient peut-étre un
jour se rendre utiles...

Ce genre de recherche ne man-
quera pas, dans un avenir indé-
terminé, de permettre une meil-
leure compréhension globale de
la rigidité des vastes structures
constituées dun grand nombre
d’elements individuels.
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