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Séminaire BOURBAKI Juin 1992
44éme année, 1991-92, n° 757

RESULTATS RECENTS SUR LES FLUIDES PARFAITS
INCOMPRESSIBLES BIDIMENSIONNELS
[d’ aprés J.-Y. CHEMIN et J.-M. DELORT]

par Patrick GERARD

L’équation d’Euler pour les fluides parfaits incompressibles est 1'une des plus
importantes équations d’évolution non linéaires de la physique mathématique, et
P’étude de ses solutions a suscité de nombreuses recherches, notamment dans les
trente derniéres années, parallélement au développement de méthodes d’analyse
non linéaire. Récemment, Chemin et Delort ont démontré deux résultats concer-
nant les solutions singuliéres de cette équation en dimension 2 d’espace. Dans une
premiére partie, nous rappelons le cadre mathématique et essayons de situer ces
deux résultats dans ’approche générale du probléme de Cauchy pour I’équation
d’Euler bidimensionnelle. Dans la seconde partie, nous donnons une démonstration
de deux résultats classiques importants, diis respectivement a Wolibner et a Yu-

dovitch, puis nous présentons plus en détail les travaux de Chemin et Delort.

Je remercie J.-B. Bost, J.-Y. Chemin, J.-M. Delort et X. Saint—Raymond

pour l'aide qu’ils m’ont apportée dans la préparation de cet exposé.

0.1. Préliminaires

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe orientée de dimension
d.! Les notations suivantes de géométrie différentielle seront utilisées au cours de

cet exposé :

1 P . , X

La plupart des résultats discutés ici ont été obtenus dans Uespace R? plutot que
sur une variété compacte. Nous avons préféré ce cadre car il évite une discussion
délicate des conditions d linfini, et permet de mieuz montrer les aspects invariants

des techniques utilisées.

S.M.F.
Astérisque 206 (1992) 411



P. GERARD

Si X est un champ de vecteurs sur M, on désigne par Lx la dérivée de Lie
suivant X, et par Vx la dérivée covariante suivant X. On désigne par 7 la forme
volume positive sur M. La divergence du champ X est la fonction divX définie

par

Lxt = (divX)r.

La norme de X sera notée |X| = g(X,X)'/2. La dérivée covariante induit un
opérateur différentiel d’ordre 1 V des champs de vecteurs dans les sections du
fibré End(T' M), ou champs de tenseurs. On a alors divX = tr(VX).

On note u — @ l'isomorphisme de TM dans T*M induit par la métrique g.
Le gradient V f d’une fonction f est le champ de vecteurs correspondant a df par
cet isomorphisme, et le laplacien de f est défini par Af = divVf. La divergence
d’un champ de tenseurs T est le champ de vecteurs divT correspondant a —*VT
par cet isomorphisme, 'V désignant ’opérateur différentiel transposé de V pour la
densité 7. Si u est un champ de vecteurs a divergence nulle, on a div(u®) = V,u.

Enfin, on désigne par * I'opérateur de Hodge sur les formes.

Lorsque M est de dimension 2, on appelle J l'opérateur sur les champs de

vecteurs défini par
(JXy=+X.

On a J? = —1. Le rotationnel d’'un champ de vecteurs X est la fonction rotX
définie par dX = (rotX)r. On a aussi rotu = —tr(JVX). Enfin, si u est un champ
de vecteurs a divergence nulle, on a rotV,u = L,rotu.

0.2. L’équation d’Euler.

En 1755, pour décrire le mouvement d’un fluide parfait incompressible occu-
pant M, Euler [E] introduit le systéme d’équations suivant. Si 'on désigne par
u(t,z) la vitesse a l'instant ¢ € R de la particule de fluide occupant la position
z € M, le principe fondamental de la dynamique et la condition d’incompressibilité

s’écrivent successivement

(Ev) Owu + Vyu = —Vp,
(E2) divu = 0,

ou p désigne le champ scalaire de pression. Dans la suite, nous désignerons par

(E) le systéme ci—dessus. Notons que le gradient de pression n’est pas une donnée
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(757) FLUIDES PARFAITS INCOMPRESSIBLES BIDIMENSIONNELS

du probléme, mais une inconnue supplémentaire, que I'on élimine en prenant la

divergence de ’équation (E),
—Ap = divV,u,

ce qui détermine Vp en fonction du champ de vecteurs u.
On peut également voir (E) comme ’équation des géodésiques sur le groupe
de Lie de dimension infinie des difféomorphismes de M préservant le volume, muni

de la métrique définie par 1’énergie cinétique

E = /M lu(t, z)|*7(z).

Dans ce cadre, p s'interpréte comme un multiplicateur de Lagrange. Nous ne
développerons pas ici ce point de vue et renvoyons & Arnold [Ar], Ebin-Marsden
[EB], Shnirelman [Sh] et Brenier [Br] pour une étude détaillée. Retenons seulement
de cette interprétation que, si u est solution de (E), 'énergie cinétique est constante
au cours du temps—ce que l’on peut d’ailleurs aisément retrouver en prenant le
produit-scalaire L? des deux membres de (E;) par u et en utilisant (E3).

Un probléme fondamental en mécanique des fluides est bien sir le probléme
de Cauchy associé & (E), c’est-a—dire la détermination de u vérifiant (E) et la
condition u(0,z) = ’U,O(IL‘),.UO étant un champ de vecteurs donné sur M a diver-
gence nulle. L’unicité et I'existence sur un petit intervalle de temps semblent avoir
été démontrées pour la premiére fois par Lichtenstein [Li] en 1925. L’existence
globale d’une telle solution est toujours un probléme ouvert en dimension 3, mais
a été démontrée en dimension 2 par Wolibner [W] en 1933 (cf. aussi Kato [Kal).
Néanmoins le résultat de Wolibner nous renseigne peu sur les propriétés qualita-
tives de la solution qu’il met en évidence ; les estimations obtenues laisseraient
méme présager un comportement trés chaotique des lignes de courant lorsque ¢
devient grand (cf. §1).

Pour obtenir des renseignements sur les propriétés qualitatives des solutions
d’un tel probléme, une approche couramment employée est d’essayer de résoudre
le méme probléme avec des données singuliéres et de décrire comment évoluent les
singularités. Ces solutions singuliéres (par exemple, un champ de vitesses discon-
tinu) sont en général des modéles “limites” de phénomeénes physiques mettant en

présence des échelles de grandeur trés différentes (par exemple, ’évolution d’une
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P. GERARD

interface). Les deux résultats qui font 'objet de cet exposé se rattachent directe-
ment & cette problématique pour un fluide bidimensionnel. Avant de les présenter,

il nous faut introduire une quantité fondamentale en mécanique des fluides : le
tourbillon.

0.3. Le tourbillon.

Dans toute la suite de ’exposé, la variété M est supposée de dimension 2. On

définit le tourbillon w associé au champ de vitesses u par la formule
w = rotu.

Notons que [, w(z)7(z) = 0. Outre son interprétation physique évidente, I'intérét
de cette notion est qu’elle permet une formulation équivalente de (E), de la fagon

suivante. En appliquant l’opérateur rot a (E)), on obtient 1’équation de transport
(T Ow + L,w =0,

traduisant que w est une fonction constante le long des lignes de courant. Par
ailleurs, on peut—presque— retrouver u a partir de w. Pour cela, on utilise le fait
que le laplacien est un automorphisme de l’espace vectoriel des fonctions C* de
moyenne nulle (¢f. par exemple [R]); désignons par A™! son inverse. Soit d’autre
part H lespace vectoriel de dimension finie des champs de vecteurs harmoniques
sur M, et soit H le projecteur orthogonal de I'espace des champs de vecteurs sur
M & valeurs dans H, pour le produit scalaire L? associé a 7. En tenant compte

de (E,), la décomposition de Hodge-de Rham [R] du champ u donne la “relation
de Biot et Savart”

(B) u = Bw + h,

ou B = JVA™! est la restriction aux fonctions de moyenne nulle d’un opérateur
pseudodifférentiel d’ordre —1, et h = H(u). Enfin, I’évolution de h dans I'espace
‘H est obtenue en appliquant H & ’équation (E;),

(H) 9th + Q(u,u) =0,

ou l'on a posé
Q(v,w) = - Z(/ g(VvX],w)T)va
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(X;) désignant une base orthonormale de H. Puisque h varie dans un espace de
dimension finie et que sa norme L? est majorée par celle de u donc bornée au
cours du temps, on peut prévoir que I’évolution de h n’aura pas d’influence sur
les propriétés qualitatives de la solution u. On notera que, dans deux cas simples,
cette évolution est triviale : si M est une sphére, H = {0}, tandis que si M est un
tore plat, h est constant au cours du temps.

Il est aisé de vérifier que le systeme (T, B, H) est équivalent a (E).

0.4. Poches de tourbillon.

Venons en aux solutions singulieres de (E). Le résultat de base est ici celui de
Yudovitch [Y] en 1963, et s’applique notamment aux fluides & tourbillon discontinu.
Plus précisément, Yudovitch montre que, si la donnée initiale a un tourbillon essen-
tiellement borné, il existe une solution et une seule au probléme de Cauchy dont le
tourbillon soit essentiellement borné pour tout temps—Iles équations devant alors
étre comprises en un sens faible. Pour apprécier ce résultat, remarquons que la
relation de Biot et Savart (B) ne permet pas de conclure que le champ des vitesses
est lipschitzien; en effet, un opérateur pseudodifférentiel d’ordre —1 n’envoie pas
L dans les fonctions lipschitziennes, mais dans un espace de fonctions légérement
moins réguliéres. Yudovitch montre néanmoins qu’un champ ayant cette régularité
admet un flot, et que le tourbillon & l'instant ¢ se déduit du tourbillon a l'instant
initial par ’action de ce flot, conformément a I’équation (7T'). Hélas la régularité
de ce flot se dégrade exponentiellement au cours du temps, ce qui rend délicat un

contréle de ’évolution des singularités (cf. §2).

Dans son excellent article de survol consacré a la fonction de tourbillon en
mécanique des fluides [M1], Majda pose en 1985 le probléme suivant, dit des
“poches de tourbillon”. Supposons que le tourbillon & l'instant initial ne prenne
que deux valeurs, I’ensemble de discontinuité étant une courbe de Jordan +° de
classe C*°. D’apres le résultat de Yudovitch, le tourbillon a Iinstant ¢ ne prendra
que ces deux valeurs, I’ensemble de discontinuité 7! se déduisant de 4° par le flot
peu régulier ci-dessus. Que peut—on dire de la régularité de v*?

Dans le méme article, aprés avoir décrit I’équation intégrodifférentielle que
doit vérifier une paramétrisation réguliére de v*, Majda annonce que, pour un petit

intervalle de temps, le contour restera régulier; de plus, en se basant sur des si-
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mulations numériques [Z], il conjecture 'apparition de cusps et la non—rectifiabilité
de 4! au bout d’un temps fini.

Deés lors, plusieurs travaux se succeédent dans le but de confirmer cette conjec-
ture ; outre des travaux numériques [D], [DI], signalons I’approche proposée par
Constantin et Titi [CT], qui étudient la perturbation d’une poche de tourbillon
stationnaire (par exemple, un disque dans le plan). Dans ce contexte, Alinhac
[A1] démontre ensuite que ’approximation quadratique de ’équation des poches
de tourbillon développe effectivement des singularités.

Toutes ces contributions rendent d’autant plus remarquable le résultat sui-
vant, démontré par Chemin en 1991 :

THEOREME A. (Chemin [C4]). Le contour d’une poche de tourbillon reste

C* pour tout temps.

La démonstration de Chemin repose sur deux idées principales.

La premiére consiste & remarquer que, si 'on désigne par X° un champ de
vecteurs C* sur M tangent non nul a la courbe 7%, et si X* est le champ —
singulier— transporté de X° par le flot du fluide & l'instant ¢, la régularité de
4t découlera du fait que, bien que X' ne soit pas C®, X et toutes les dérivées
covariantes V’)‘(,X ! appartiendront a un méme espace de Holder C%. Ce type
de régularité, dite “conormale” ou “deux—microlocale”, est au centre des travaux
sur la propagation des singularités dans les équations hyperboliques non linéaires
développés par Bony et son école dans les dix derniéres années. Pour une intro-
duction & ces résultats, nous renvoyons le lecteur & l’article de survol de Bony [B2]
et & ’exposé de Lebeau [L] dans ce séminaire. En utilisant les méthodes utilisées
dans ces travaux, et auxquelles il a lui-méme contribué [C5], Chemin démontre
en 1989 [C1,3] le résultat de régularité locale en temps du contour de la poche
de tourbillon, tel qu’il avait été annoncé par Majda. Mentionnons aussi que, par
les mémes méthodes, Chemin montre le remarquable résultat suivant, qui, lui,
concerne 1’équation d’Euler en toute dimension: “Toute solution C" (r > 1) de
Péquation d’Euler sur [0,T] x M posséde des lignes de courant C*.” [C2]

La deuxiéme idée est le pas décisif vers la régularité globale en temps et fait
'objet de Darticle [C4]. Elle réside dans une estimation de la norme Lipschitz
du champ des vitesses en fonction de la norme de w dans L™ et de quantités

“conormales” mesurant la régularité de la géométrie, le point essentiel étant que
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ces quantités apparaissent comme argument d’un logarithme (cf. §3, proposition
8).

Remarquons que ces estimations sont en fait trés générales, et que le résultat
de Chemin s’étend a des situations géométriques beaucoup plus compliquées que

la simple poche de tourbillon (cf. §3).

Signalons que les travaux de Chemin mentionnés ci-dessus ont donné lieu a
diverses améliorations ou reformulations : ainsi, la régularité locale des poches
de tourbillon a été prouvée indépendamment par Serfati [S], qui a travaillé di-
rectement sur ’équation intégrodifférentielle du contour, et a prouvé de plus une
régularité analytique en temps de ce contour. Une approche directe de la régularité
locale a également été développée récemment par Bertozzi [Be] dans sa theése. En-
fin, il y a trois mois, Constantin et Bertozzi [BC] ont donné une démonstration
un peu plus courte du théoréme A, également basée sur une estimée logarith-
mique, mais dépendant plus fortement de la structure géométrique particuliere

d’une poche de tourbillon.

Pour conclure l'introduction a ce probléme, indiquons que les estimations sur
la géométrie du contour obtenues par Chemin sont doublement exponentielles par
rapport au temps ; il serait intéressant de savoir si ces estimations sont optimales ;
si tel est le cas, cela pourrait expliquer les prédictions d’apparition de singularités
découlant des simulations numériques. Un autre probleme ouvert est I’évolution

de contours présentant au départ des singularités (coins, cusps, etc...).

0.5. Nappes de tourbillon.

Passons maintenant a des solutions plus singuliéres encore. Supposons donné
un champ de vitesses initial u° discontinu & travers une courbe réguliére de M; le
tourbillon est alors une mesure de Radon dont la partie singuliére est une densité
sur cette courbe. Peut—on encore résoudre le probléme de Cauchy pour (E) dans
ce cas (on notera que le théoréme de Yudovitch ne s’applique plus)?

Plus encore que le précédent, ce probléme modélise un grand nombre de si-
tuations physiques, par exemple I’écoulement prés d’une aile d’avion, et a donné
lieu a une abondante littérature physique et numérique ; nous renvoyons a ’article
de Saffman et Baker [SB] pour une introduction détaillée. Contentons—nous ici

de dire qu’il s’agit d’un probléme trés instable, comme ’avaient déja remarqué
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Helmholtz [H], Kelvin [Ke| et Taylor [T|. Contrairement au cas des poches de
tourbillon, ’équation intégrodifférentielle censée décrire ’évolution de l'interface
est mal posée en temps petit, en ce sens que le probléeme linéarisé associé n’a
pas de solutions dans C* (¢f. Birkhoff [Bi]). On dispose néanmoins de résultats
d’existence locale pour ce probléme lorsque l'interface et la restriction de u° & son
complémentaire sont analytiques, les méthodes étant alors basées sur des formes
abstraites du théoréeme de Cauchy-Kowaleska (¢f. [BF], [DR], [CO]). Mais les
simulations numériques (¢f. notamment Krasny [Kr]) laissent présager un com-

portement beaucoup plus complexe au bout d’un temps fini.

Plus généralement, on peut se poser la question suivante : étant donné un
champ de vitesses initial dans L? dont le tourbillon est une mesure bornée, existe—
t—il une solution au probléeme de Cauchy? Les méthodes de recherche de solu-
tions faibles pour des équations aux dérivées partielles non linéaires suggerent la
stratégie suivante : en régularisant la donnée de Cauchy et en utilisant le théoréeme
de Wolibner, on obtient une suite (u,) de solutions régulieres dont les énergies
cinétiques sont bornées, ainsi que les normes L! des tourbillons correspondants.
Une sous—suite (u,’) convergera donc faiblement vers un champ de vitesses u de
carré intégrable dont le tourbillon est une mesure. Le probléme est de savoir si u

est solution de ’équation d’Euler
(E") Oiu+div(u®u)=—Vp, divu =0,

(E1) étant écrite ici sous sa forme conservative pour garder un sens lorsque u est
seulement de carré intégrable. La difficulté est que 'on ignore si la convergence de
u, vers u est forte, et que I'on ne peut donc pas passer a la limite dans le terme
Up' @y Dans leurs trois articles [DM1,2,3], DiPerna et Majda sont les premiers a
aborder ce probléme. Ils montrent en particulier que la suite converge fortement en
dehors d’un ensemble de dimension de Hausdorff plus petite ou égale & 1 ; un peu
plus tard, Greengard et Thomann [GT] montrent que, si cette dimension est < 1,
la convergence est forte. DiPerna et Majda suggerent également la possibilité d’un
phénomeéne de “concentration évanescente” selon lequel, bien que la convergence
ne soit pas forte, u serait solution de I’équation d’Euler ; Alinhac [A2] montre
ensuite que ce phénoméne a lieu si les valeurs d’adhérence de la suite (|un — ul?)

pour la topologie vague sont concentrées sur des ensembles “suffisamment petits”.
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Ce n’est qu’en 1990 qu’une réponse positive est donnée a ce probléme, dans

un cas particulier important :

THEOREME B. (Delort [D1,2]). Soit (u,) une suite de solutions réguliéres
de (E) dont la suite des données initiales (u%) converge en moyenne quadratique

O = rotu® est une mesure de Radon dont la partie

vers (u°) ; on suppose que w
singuliére est positive (resp. négative), et que la suite (rotul) converge vers wy
pour la topologie vague. Alors toute valeur d’adhérence de (u,) est solution de
(E'). En particulier, le probléme de Cauchy pour (E') avec la donnée (u°) admet

une solution.

Mentionnons que le théoréme de Delort contient en fait aussi un résultat de
stabilité par passage a la limite faible pour les solutions de (E') qu’il met en
évidence, a savoir les solutions d’énergie finie dont le tourbillon est a tout instant
une mesure de Radon a partie singuliére positive (resp. négative). En revanche,
I’unicité pour de telles solutions n’est pas connue ; de méme, la conservation
de l’énergie cinétique au cours du temps est un probléme ouvert — on dispose
simplement d’une inégalité, et 1’égalité équivaudrait a la convergence forte des
suites de solutions introduites plus haut.

La démonstration du théoréme B repose sur deux arguments. Tout d’abord,
en éliminant la fonction de pression, Delort établit une forme équivalente de (E),
qui lui permet de constater qu’il suffit de passer a la limite dans certaines expres-
sions quadratiques en u,. Ce dernier fait avait d’ailleurs été préalablement cons-
taté par les auteurs cités plus haut, en lien avec la “concentration évanescente.”Il
se trouve alors que I’hypothése de positivité sur la partie singuliére de w® induit
un remarquable phénomene de compensation dans les expressions quadratiques
pseudodifférentielles en w, = rotu,, qui permet de passer effectivement a la limite
(¢f. §4). Indiquons enfin que ce phénoméne de compensation a été interprété plus
récemment par Evans et Miiller [EM] en termes d’espace de Hardy, dans I’esprit

des résultats de Coifman-Lions-Meyer-Semmes [CL].

0.6. Rappels sur les espaces fonctionnels utilisés.

Si E est un fibré vectoriel sur M et k € N U {oo}, on désigne par C¥(M, E)
espace des sections de classe C* de E. Pour chaque fibré E utilisé dans la suite,

et pour tout k # oo, on fait le choix d’une norme sur C¥(M, E) qui définit la
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topologie de la convergence C*; on désignera cette norme par [ |,.

Si a €]0,1], on désigne par C*(R") l'espace des fonctions f bornées sur R
telles qu’il existe C' > 0 satisfaisant a

[f(z) = f(y)| £ Clz —y|*.

Si @ est un réel positif non entier, C*(R") désigne I'espace des fonctions bornées
de classe Cl® dont les dérivées d’ordre [a] appartiennent & C*~[*}(R™). On munit
chacun de ces espaces de sa structure naturelle d’espace de Banach.

Si @ — m est positif non entier, un opérateur pseudodifférentiel d’ordre m est
borné de C*(R") dans C*~™(R"). On définit alors les espaces de Holder pour
les autres valeurs de a de telle sorte que cette propriété reste vraie pour tous réels
a et m. On note encore C*(R™) ces espaces, sauf dans le cas ou @ = k est un
entier naturel, ot 'on préfere noter CF(R™), pour distinguer cet espace de celui
des fonctions de classe C*¥ bornées & dérivées bornées, qu'’il contient strictement.
La encore, ces espaces sont munis d’une structure naturelle d’espace de Banach, et
on notera | |, une norme définissant cette structure. Par exemple, C}(R™) est

la “classe de Zygmund”, c’est—a—dire ’espace des fonctions bornées satisfaisant a

|f(z + k) + f(z — k) — 2f(z)| < C|h].

On décrit aisément les espaces de Holder ainsi définis en utilisant la décompo-
sition dyadique dans l’espace de Fourier comme suit (¢f. par exemple Coifman-

Meyer [CM]). Soit ¢ = @(€) une fonction C* sur R", a support compact dans
R"\ {0}, telle que

X(€) =1= " ¢(277¢)

p=0

soit supportée dans un compact de R". Si f est une distribution tempérée sur

R™, on pose, pour p > 0,
Apf(z) = ¢(27PD)f(z), Spf(z) =x(277D)f(=)

et A_;1f(z) = x(D)f(z), de sorte que

Spf= Y. A, f= Af

-1<g<p-1 -1<q
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On notera que S, f est une fonction de classe C*, et que, en désignant par [ ],

la norme C* sur R™, on a

[Spf]k < Ckzkp[spf]oa

ou Cj ne dépend que de k. La distribution tempérée f appartient alors & C*(R")
pour @ € R\ N (resp. CJ(R") pour a € N) si et seulement si il existe une

constante C telle que, pour tout p > —1, on ait
[Apf]o S Cz—pa’

la meilleure constante C définissant alors une norme sur ’espace de Holder d’ordre

a qui induit sa structure d’espace de Banach.

Les espaces de Holder ainsi définis sont stables par multiplication par une
fonction C*° a support compact, et localement invariants par difféomorphisme. Si
E est un fibré vectoriel sur la variété compacte M, on peut donc définir ’espace
des sections holderiennes d’ordre a de E au-dessus de M, que I’on note C*(M, E)
si @ n'est pas un entier naturel et C¥(M, E) sinon; on note en outre | |, une
norme définissant la topologie naturelle de cet espace.

Si 2 est un ouvert de M et si f est une fonction holderienne d’ordre o dans

2, on note

Iflae = inf{lgla, g€ C*(M), g0 =f}

Enfin, on désigne par L2(M, E) I'espace des sections L? du fibré E au-dessus
de M.

1. SOLUTIONS REGULIERES.
Théoréme 1. (Wolibner [W],1933 ; Kato [Ka],1967). Soit u® un champ de

vecteurs de classe C* sur M, a divergence nulle. Il existe une solution unique
u € C°(R x M,TM) a I’équation (E), telle que u(0,z) = u%(z).
Démonstration. Elle s’effectue en trois temps: on montre d’abord ’existence et

'unicité d’une solution sur un petit intervalle de temps; puis on montre que, si la

solution ne peut étre prolongée au—dela d’un temps T > 0, on a nécessairement

lim sup [u(t)], = +oo.
t—T-

421



P. GERARD

On conclut alors en estimant [u(t)];sur tout intervalle de temps borné. Si les
deux premiers arguments sont généralisables a tous les systemes hyperboliques non
linéaires d’ordre 1, le troisieme argument utilise la forme particuliere de I’équation

(E) et le fait que M est de dimension 2 ; rappelons que le probleme analogue est
ouvert en dimension 3.

1.1. Existence et unicité & temps petit.

On se contente de résoudre le probleme pour ¢ > 0, le cas ¢ < 0 étant analogue.
Si u et v sont des solutions régulieres de (E) sur l'intervalle de temps [0, T] avec

la méme donnée initiale et des pressions respectives p et ¢, on a

O(u—v)+ Vy(u—v)==V(p—q)+ Vy_yv.
En égalant le produit scalaire dans L2(M,TM) des deux membres de cette équa-
tion et en utilisant que divu = dive = 0, il vient

%%nu(t) - ’U(t)u%z = (Vv(t)—-u(t)v(t)a u(t) - ’U(t)).

Puisque [v(t)], < C, on en déduit

D ju(t) = v < Clu(t) v (Ol

et le lemme de Gronwall permet de conclure que u = v.
Passons a l’existence locale. On utilise la formulation de (E) a l'aide du
systeme (T'), (H), (B); on définit par récurrence trois suites (un), (wn), (hn) de la

facon suivante: ug(t,z) = u®(z),wy = rotug, hg = H(ug), et, pour tout n > 0,

Oiwnt1 + Ly, wny1 =0, wn+1(0) = l‘OtuO,
Othnsr + Qtn, Bwnyy + har) =0, h"T1(0) = H(u’),
Un41 = Bwng1 + by

Notons que la premiére équation est une équation de transport linéaire, et que
la seconde équation est un systéme différentiel linéaire dans I’espace de dimension
finie H des champs harmoniques ; de plus, @(hn,hnt1) = 0 car hyp et hpy1 sont

harmoniques. De ’équation de transport, on déduit

[wa(®)]y = [rotuo]o
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pour tous t et n, et, en utilisant cette estimation et la seconde équation, on ob-
tient que h,(t) est bornée dans ’espace de dimension finie H. On montre alors
facilement qu’il suffit que [w,(t)], soit uniformément bornée sur [0,7] pour que
les suites (w,) (resp. (h,)) soient de Cauchy dans ’espace C°([0,T] x M) (resp.
C°([0,T),H)). L'opérateur pseudodifférentiel B étant d’ordre —1, il est borné de
C¢ dans C?! pour tout € > 0, a fortiori de C! dans C'. Comme par ailleurs h,, est

bornée, il existe une constante C; telle que, pour tous n et ¢, on ait

[ua(®)]; < Ci ([wa(®)]; +1).

On estime alors [w,(t)], en intégrant par la méthode des caractéristiques 1’équation

de transport définissant w,. Il vient

d
Eg[wn(t)h < Cafwn ()] [un-1(2)]; -
De cette derniére équation, on déduit que, si [un—1(t)]; < M pour t € [0,T], on a
[wa(®)]; < [rotu’], €M7,

d’ou
[Um(t)]l <G (1 + [I’Ot’uo]l eC;MT)’

et il suffit de choisir T et M tels que
C1 (1 + [rotu®], e92MT) < M,

pour conclure par récurrence que [u,(t)]; est bornée sur [0, T], donc aussi [w,(t))],.

On estime enfin les dérivées d’ordre k de w,(t) & l’aide de ’équation de transport,

Zlon(®lk < Cu(fnr (O on(Oi + [nms (e lon(O]).

En tenant compte de I’estimée

[tn-1(®)li < Cr(lwn-1()lk-1/2 + 1) < Ce([wnar (D] *[wna (D% +1),

on conclut aisément par récurrence sur n et k que [wa(t)], < Mi pour tout ¢ €

[0, 7], ce qui assure que (un) converge dans C* vers une solution de (E). Notons
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en outre que le temps d’existence T ainsi obtenu ne dépend que d’un majorant de

[“0]2'

1.2. Existence globale.

Supposons que u soit une solution de (E) sur Pintervalle [0,7[. A partir des
estimées fournies par I’équation de transport (T),

) L1k < Ce(@Oh ] + WOl
et par la relation de Biot et Savart,

[u(®)]e < Ci(fw(®)]i + [R(D)]),

on constate que, si [u(t)], est bornée sur [0, T, alors il en est de méme de [u(t)],
quel que soit k, et le résultat d’existence locale précédent permet de prolonger la
solution u au—dela du temps 7.

Il nous reste donc a montrer que [u(t)], est bornée sur [0, T[. Pour cela, le

point crucial est que, d’apres (T),

[w(t)]o = ["Otuo]o

pour tout ¢. Hélas I'opérateur B n’agit pas de C° dans C!, mais seulement de C°
dans C!. Pour remédier & cette imperfection, on utilise I’estimation non linéaire

suivante:

Lemme 2. Soit B un opérateur pseudodifférentiel d’ordre —1 sur une variété

compacte M. Il existe C > 0 tel que, pour toute fonction réguliére f, on ait

(£]
[Bf], < Clflylog(1+ 17 )-
(o
Ce type d’estimation étant également un des ingrédients principaux du résul-
tat de Chemin, nous y reviendrons au paragraphe 3. Pour l'instant, voyons com-
ment elle permet d’achever la démonstration du théoréme 1. De 'équation (E),

on déduit la conservation de I’énergie,
lu(®)lz2 = [u"]z
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qui entraine en particulier que h(t) est bornée dans H. De la relation de Biot et

Savart, on déduit donc

[u(®)], < Clog(2 + [w(®)],),

tandis que la relation (1) pour k = 1 et le lemme de Gronwall donnent

()], < [w(O)], (1 + eJo 1N d).
En comparant ces deux estimées et en appliquant & nouveau le lemme de Gronwall,

on conclut qu’il existe une constante A telle que
2 [u@®)]; < Ae,

ce qui achéve la démonstration du théoreme 1.

Remarques.

a) Il est frappant de comparer les croissances respectives par rapport a ¢
des normes—apparemment trés proches— C} et C!' du champ u(t); alors que
la premiére est bornée, les seules estimées dont on dispose sur la seconde sont
exponentielles (cf. 'inégalité (2)). On ignore si cette croissance exponentielle a lieu
effectivement ; notons qu’elle induirait une croissance doublement exponentielle
pour la premiére dérivée du tourbillon w. On ne connait d’ailleurs a I’heure actuelle
aucun exemple explicite de solution réguliére non stationnaire de (E). Malgré le
théoréme 1, on peut donc dire que I’étude des solutions réguliéres de (E) reste un

probléme largement ouvert.

b) Lorsque M est de dimension 3, le tourbillon w n’est plus une fonction
mais une deux—forme différentielle sur M. L’équation de transport (B) ne permet
donc plus d’estimer [w(t)], sans faire apparaitre la quantité [u(t)],, ce qui rend la

démonstration ci—dessus inapplicable.

2. SOLUTIONS QUASILIPSCHITZIENNES.

2.1. Une fonction f sur R™ est dite quasilipschitzienne s’il existe une constante

C > 0 telle que, pour tous z,y,
1
£(2) = F0)I < Clo = y)(1 + log, =),

ou log, t désigne le plus grand des deux nombres 0 et logt. Une telle fonction
appartient donc a tous les espaces de Holder d’ordre o < 1. Un exemple non

trivial de fonction quasilipschitzienne est donné par le lemme suivant :
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Lemme 3. Toute fonction appartenant & C! est quasilipschitzienne.

Démonstration. On écrit, pour tout entier N, .

(@)= f) =) (Apf(@) = Bpf () + ) (Apf(2) = Bpf(y))-

p<N p>N

On utilise alors 'estimation [A, f], < C 2(k=1)p avec k = 1 dans la premiére somme

et k = 0 dans la seconde somme. Il vient

f(2) = f(¥)| S C(Nz —y| +277),

et le choix de la partie entiére de log|z — y|/log2 comme valeur de N donne

I’estimation cherchée.

L’ensemble des fonctions localement quasilipschitziennes sur un ouvert de R™
étant stable par multiplication par les fonctions a support compact et par change-
ment de variables, on peut parler de champ de vecteurs localement quasilipschitzien
sur une variété différentiable. On a alors le théoréme de Cauchy—(quasi)Lipschitz

suivant:

Proposition 4. Soit v un champ de vecteurs quasilipschitzien sur une variété
compacte M. Pour tout zo € M, il existe une unique courbe v € C*(R, M)
solution de I’équation différentielle

d
7 =00, 1(0)==zo.
De plus, il existe k > 0 tel que le flot (¢*) ainsi défini vérifie
Vi € R, ¢t € 0" (M, M).

Démonstration. Il suffit de raisonner localement, donc dans R™. Si, pour

j = 1,2, v; est une courbe intégrale de v sur un intervalle [0, T] avec v;(0) = z;,

on a
d
Zim - 72|* = 2(m1 — 72, v(m) — v(72))-

Posant f(t) = |y1(t) — 72(2)]?, le fait que v soit quasilipschitzien entraine alors
d 1
Zf< =),
—f < Cf(1+1og, f)
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On en déduit, pour tout ¢t € [0,T], et si f(0) <1,

£(t) < FO)7°,

ce qui prouve 'unicité et la régularité du flot. L’existence découle classiquement
d’une approximation de v par des champs réguliers et du théoréme d’Ascoli.

On notera que le résultat ci—dessus est inchangé pour un champ

v = v(t,z) dépendant continiment du parametre ¢ .

2.2. On se propose maintenant d’étudier des solutions singuliéres de 1’équation
(E) dont la donnée de Cauchy vérifie rotu® € L>°(M). Compte tenu de I’équation
de transport (7'), on s’attend a ce que, pour tout temps ¢, w(t) soit dans L>®(M),
donc que le champ des vitesses soit quasilipschitzien. Les équations (E) et (T')

doivent alors étre réinterprétées au sens des distributions, de la fagon suivante,
(E" Owu+div(u® @) = —Vp, divu =0,
(™ Oww + div(uw) = 0,

la condition divu = 0 assurant ’équivalence des deux formulations lorsque u est

une solution réguliére.

Théoréme 5. (Yudovich [Y], 1963). Soit u® un champ de vecteurs tel que rotu® €
L, divu® = 0. Alors il existe une unique solution u de I’équation (E’) vérifiant u €
C'(Rx M,TM), rotu € L>°(R x M). De plus, le champ u est quasilipschitzien
par rapport a z, le flot ¢* de u a partir det = 0 conserve le volume, et I’on a, pour

tout réel t, pour presque tout x € M,
w(t, ¢'(z)) = rotu’(z).

Démonstration. L’idée centrale dans ce résultat apparait dans la démonstration
suivante de 'unicité. En reprenant la démonstration donnée au §1.1, on constate
que, puisque Vv n’est plus L*, on ne peut plus conclure aussi simplement par
le lemme de Gronwall. En revanche, puisque les opérateurs pseudodifférentiels
d’ordre 0 sont bornés sur L? pour tout p €]1, 00[, on a Vu(t) € LP(M), et I'inégalité
de Holder donne alors

%IIU(t) = w72 < 2AVo(t)lze Ju(t) — v(B)]3 .,

< 2MP/P|Vo(t)| 1 Ju(t) — v(®)2,
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ou p' désigne lexposant conjugué de p et M = supsefo,1] [u(t) — v(t)ly- La
belle idée de Yudovitch est alors d’étudier cette inéquation différentielle lorsque
p tend vers l'infini, en s’appuyant sur le résultat suivant, corollaire du théoréme
d’interpolation de Marcinkiewicz (¢f. par exemple Stein [St]) et de la théorie de
Calderon-Zygmund (c¢f. par exemple [CM]):

Lemme 6. Soient M une variété compacte, A un opérateur pseudodifférentiel
d’ordre 0 sur M. Alors il existe une constante C telle que, pour tout p < oo, on
ait ’estimation

14flze < Cplflre.
En utilisant le lemme 6 et en posant g(t) = |u(t) — v()|%., on obtient

dig < CpM?/rgt=1/p,
9=

En intégrant cette inéquation et en tenant compte du fait que ¢g(0) = 0, il vient,
pour tout ¢t > 0,
g(t) < M(CHY.

Cette inégalité ayant lieu pour tout p < oo, on en déduit que g(¢) = 0 pour tout
t < 1/C et finalement g = 0, ce qui démontre 'unicité. Pour démontrer I’existence,
on régularise la donnée de Cauchy u° et, en utilisant le théoréme 1, on obtient un
suite (un) de solutions régulieres de (E); I’équation (T') entraine que rotu, est
borné dans L*, donc u,(t) est borné dans C} uniformément par rapport a ¢. Par
ailleurs, l’argument utilisé ci-dessus pour l'unicité montre que la suite (u,) est
de Cauchy dans C°([0, 7], L?) pour tout T > 0. Par interpolation, on en déduit
que u, converge uniformément vers une solution u de (E'); les autres propriétés

énoncées s’obtiennent alors aisément par passage a la limite.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME A.

3.1. Position du probléme.

Soit 4° un champ de vitesses sur M dont le tourbillon est
W= alpo + b(l - lDo),
ou D° est un ouvert régulier de M, et ou a et b sont des nombres réels vérifiant

avol(D?) + b(vol(M) — vol(D°)) = 0.
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Pour simplifier, nous supposerons de plus que la frontiére de Dy est connexe.
Désignons par u la solution de Yudovitch associée a cette donnée de Cauchy, par
¢ le flot de u a partir de t = 0. Alors le tourbillon de u(t) est donné par

w(t) =alp: + b(l - IDz),

ou D! = ¢!(D°). Choisissons un champ régulier X° non nul sur un voisinage
compact K° de 8D, tangent a cette courbe, et désignons par v° : S; — 8D° un
difféomorphisme tel que

d o

—~% = X%¥9).

77 ()

Pour étudier la régularité de v* = #*(7°), on remarque que, formellement, si le

champ X* = ¢!(X?) était suffisamment régulier, on aurait
P * g

:;%,rt - Xt(’)’t),vl;'_jd;’)’t - V’;(gXt(’)’t).
Une information de régularité sur X* est donc immédiatement transformée en une
information analogue sur 4. On rend rigoureux ce raisonnement en régularisant
les données et en considérant la suite (u,) de solutions réguliéres correspondantes.
En remarquant que v} = ¢ (7°) converge uniformément vers 4!, on est ramené
a estimer X! = ¢ ,(X°) et ses dérivées covariantes par rapport & lui-méme, par
exemple en norme C®, pour «a €]0, 1] fixé. Nous allons nous restreindre ici au cas
de [X}],, ce qui entrainera que la courbe est C'**. Les dérivées d’ordre supérieur
se traitent énsuite plus facilement. L’information cruciale sur la suite des données
de Cauchy régularisées (wl) est alors que Lxow? est bornée dans I’espace L,
et que w) est bornée dans C* sur le complémentaire (K°)¢ de K°. Outre une
estimée de [X}],, on va en déduire une estimation de la norme Lipschitz de u,(t),
qui lui est intimement reliée, et on prouvera donc que le champ u(t) est en fast

lipschitzien pour tout temps.

Si K est un compact de M et X est un champ de vecteurs sur M, on pose
I = mi .
(K, X) = min|X(z)|

On obtient alors le résultat souhaité en appliquant a la suite de solutions régulari-

sées le théoréme suivant:
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THEOREME 7. (Chemin [C4]). Pour tout o €]0,1[, il existe une constante C,
telle que, pour toute solution réguliére u de I’équation d ‘Euler, pour tout compact
K® de M, pour tout champ de vecteurs régulier X° ne s’annulant pas sur K°, on

ait, pour tout t > 0, I’estimation suivante, ot u® désigne la donnée de Cauchy de
u et w® son tourbillon :

[u(®)]; < CaM(u)log No(K°, XO,w0) eCaM )t

[onwo]o
[w®],

1X Y < Ca (1X° + [divX?], + ) Na(K®, X0, 02 exp Cabitet

avec M(u®) = [wo]o + [w°] e,

0 x0 0 — o IX’la +[divX°], [Lxow], 0 ey 2c0)
NQ(K 7X ,w ) - 2+ I(KO,XO) I(KO’XO)[wO]O + [wo]o

La démonstration du théoreme 7 fait I'objet des deux sections suivantes.

3.2. L’estimation fondamentale.

Le point crucial dans la démonstration du théoréme 7 est une inégalité loga-

rithmique sur le laplacien en dimension 2:

Proposition 8. Pour tout a €]0,1], il existe une constante C, > 0 telle que,
pour tous champs de vecteurs u et X de classe C® sur M , vérifiant divu = 0,

pour tout compact K de M sur lequel X ne s’annule pas, on ait 'inégalité

[ X 1o + [divX], [Lxw] lwlla, &<
[Vu]o < C([w]o + Hu"L"’)log(2 + I(K,X) I(K,X)[w]o + [w]: )’

ot 'on a posé w = rotu.
Démonstration. Elle repose sur les trois lemmes suivants.

Lemme 9. Soit a €]0,1[. On a les estimations suivantes entre normes hélderien-
nes et la norme L°°:

(i) [flo < Calf llolog(2 + I,||];||!|Z)
(i7) [a.8]y < Ca pla]y 8]0 log (2 + "[z_]l;’ + ‘[ll]loﬁﬂio)

avec a=(ay,...,a,), b= (b, vy 0p), @b =ayb; + ceenpb

P
(“7’) "LZBfna S Ca,a‘,B([LZf]O + ("Z"‘l' + [leZ]O)[f]o),
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pour tout o' > a, tout opérateur pseudodifférentiel B d’ordre —1 et tout champ

de vecteurs Z.

Il suffit bien siir de montrer les trois inégalités ci-dessus dans R™. Elles
découlent alors de la caractérisation des espaces de Holder par les décompositions
dyadiques et du calcul paradifférentiel de Bony [B1]; l'inégalité (iii) est une adap-
tation d’un lemme de commutateur de [B1l]. Pour démontrer (i), on écrit, pour
tout N,

o< Y [Bpflo+ D [8551os

p<N p>N
< CN|flo + Ca27 V|l
et on conclut en optimisant le choix de N comme dans la preuve du lemme 3.
Enfin, la preuve de (ii) combine ce type d’interpolation logarithmique avec le
paraproduit de Bony. Notons en passant que, si 'on applique (i) & f = Ag, avec
A pseudodifférentiel d’ordre 0, on obtient, puisque A est borné dans C?,

Il
[4f)y < Calflolog (2 + 171%):

< Calflolog(2+ "[’;']':)

ce qui est une forme précisée du lemme 2.(avec A = VB.) Voici une variante de

ce type d’estimation, ol la régularité holderienne est cette fois remplacée par une

hypothése de localisation:

Lemme 10. Soient A un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0. II existe C > 0
tel que, si F' et G sont deux fermés disjoints dans M, et si f est une fonction

essentiellement bornée supportée par F', alors
sup [ Af(2)| < Clfly (1 + logs == )-
z€G - d(Fa G)

La encore il suffit de raisonner en coordonnées locales; le lemme découle alors

immédiatement de la formule
Af@) = [ K nfwi

o K est un noyau & support compact vérifiant K(z,y) < Clz — y|™". Cette

approche donne d’ailleurs une autre démonstration du lemme 2.

Enfin, la dimension 2 est utilisée dans la remarque élémentaire suivante:
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Lemme 11. Soient E un plan vectoriel réel, Y un vecteur non nul de E et J un
endomorphisme de E tel que J? = —1. Alors Iapplication

End(E) — R?x E
T — (tr(T),tr(JT),T(Y))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Indiquons maintenant briévement comment on aboutit a la. proposition 8.
Grace au lemme 10, 'estimation de Vu ne pose pas de probléeme dans un domaine
L suffisamment éloigné de K; en effet, écrivons w = w; + wsy, ou w; est supporté
dans un voisinage K' de K disjoint de L, et ou w, est supporté dans K¢. D’aprés
le lemme 10, la contribution de w; & Vu sur L est estimée par [w], log(2 + 671),
ou 8§ = d(L, K'), tandis que la contribution de w, est estimée & ’aide du lemme 9,
(i), par [w],log(2 + 67! + |w]a,x</[w],), si I'on suppose de plus que d(K, K'®) est
également de ’ordre de 6. Le parametre 6 sera ajusté plus loin.

Il reste a estimer Vu sur le voisinage K" = L¢ de K. Pour cela, on utilise la
conséquence suivante du lemme 11 : il existe C > 0 tel que, pour toute section T
de EndT' M, pour tout champ de vecteurs Y sur M tel que |Y(z)| =1 sur K", on
a, pour tout z € K",

IT(z)| < C(Itx(T(2))| + [tr(JT(2))| + |T(2)Y (2)]).
Appliquant cette inégalité a T = Vu, on obtient
() [Vu(z)| < C(lw(@)| + [Vyu(z)])-

On choisit alors Y = xX/|X|, ol x¢ est une fonction C* valant 1 pres de K" et
supportée dans un voisinage K"’ d’ordre 6§ de K", de sorte que l'on ait, pour tout
B €lo,1],

Ixels < C67F.
Le choix de 6 intervient ici pour garantir que l’on puisse minorer |X| sur I{"; en

choisissant 8 = (I(K,X)/A|X].)"/® ot A est une constante assez grande, on a

facilement

" 1 1X o 1XlalVxula
I(K",X)> EI(KsX)7 Yo £ CI(K,X)’ IVyula < C—I(K,—X)?'
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Le lemme 9, (ii), conduit alors a

X|a Vxu|a
Wl IVxuds __y

(Vyulo < €Wl + ulz) o8 (2+ 77 565 * TR Ryl + 1ol

ot 'on a de plus utilisé que |ulo < C([w], + |u|L2)- En revenant & I'inégalité (3)
et en appliquant le lemme 9, (iii), pour estimer |V xu|q, on obtient la proposition
8.

3.3. Propagation de la régularité.

La fin de la preuve du théoréme 7 s’appuie sur le lemme suivant de propagation

de la régularité holdérienne dans une équation de transport:

Lemme 12. Soit a €]0,1[. II existe une constante C telle que, pour tout u €
C>*(R4+xM,TM) et pour toutes fonctions f, g sur Ry x M vérifiant 0, f+ L, f = g,

on ait ’estimation
¢ t t
1 ()l < 1£(0)]a edo M4 4 / lo(3)]a ele B4 g

L’estimation ci—dessus s’qbtient aisément & ’aide de la méthode des caractéris-
tiques.

Reprenons les notations du paragraphe 3.1; de ’équation de transport
0 Lxw+ LyLxw =0,

on déduit d’abord que [Lxw], = [L%w"],. Par ailleurs, puisque ¢’ conserve le
volume,

[divX], = [divX°],.

On applique alors le lemme 12 & 1’équation de transport
0 X + VX =Vxu,
en tenant compte de ’estimation

IVxula £ Ca([Lxw]y + [u];(1X o + [divX],),
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qui est une variante du lemme 9,(iii) ; on obtient, par le lemme de Gronwall,

X < Ca(1X0] + [divx®), + LX< N0} 2 [} fwCo do
0

W],

De plus, on montre directement que
IR, X) < IR, XY elo PO )]y < 1ol groye o O 2

En injectant ces trois estimations dans l'inégalité fournie par la proposition 8, on
obtient finalement

[u(®)], < Ca([wo]o + Ju° ||L2)(log No(K°, X°,0°%) + /(; [u(s)), ds),
ou l'on a posé

1X°)o + [divX©], [L x0w’], Jw® e, (50

No(K° X%, w’) =2
( W=zt I(K®, X°) I(K°, X)), [

On en déduit le théoréme 7.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME B.
4.1. Elimination de la pression.

Lemme 13. Soient T > 0 et u € L?(]0, T[xM,TM). Les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) u est solution du systéme d’Euler

(E"Y du+div(u®a) =—-Vp, divu =0.

(ii) u est solution de I’équation

(E") Bpu + A(u ® i — %g(u, u)I) =0, divu=0,
ot A = JVA~rotdiv + Hdiv.
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Considérons I'opérateur pseudodifférentiel P = JVA~'rot + H, de sorte que
A = Pdiv. D’apres la décomposition de Hodge des sections—distributions de TM
(ou champs distributions), P est le projecteur sur I’espace des champs a divergence
nulle parallélement & l’espace des champs de gradients. Le systéme d’Euler (E’)

est donc équivalent a
O+ Pdiv(u®4) =0, divu=0.

Pour toute distribution scalaire f, on a div(fI) = Vf ; on peut donc ajouter a
Pargument de Pdiv dans la premiére équation ci-dessus n’importe quel tenseur du

type fI ; on choisit f = —%g(u,u), et on obtient le résultat.

Remarques.

Le choix tres arbitraire de f que nous venons de faire va trouver sa justification
dans la section 4.3 ci—dessous.

L’équation (E') montre en particulier que toute solution u du systéme d’Euler
qui est de carré intégrable sur |0, T[xM est continue sur [0, T] & valeurs dans les
champs distributions sur M. On pourra donc parler, pour toutt € [0, T}, du champ
distribution u(t) et de la distribution w(t).

4.2. Un théoréme de stabilité.

Rappelons qu’une famille F de fonctions 7—intégrables sur M est dite uni-
formément T-intégrable si, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que , pour toute

partie borélienne E de M vérifiant |, pT <6, on ait

er]-',] Iflr <e
E

Le critere de Dunford-Pettis (¢f. par exemple [Gr]) assure que la famille F
est alors relativement compacte dans L' (M, 7) pour la topologie faible o(L*, L>).

Le théoreme B est en fait conséquence du résultat général suivant.

THEOREME 14. (Delort [D1,2]). Soient T > 0 et (un) une suite de solutions
de carré intégrable sur |0, T[xM du systéme d’Euler conservatif (E'). On suppose
que, pour tout t € [0,T], un(t) est de carré intégrable, que son tourbillon w,(t)

est une mesure de Radon sur M, et qu’il existe une constante C telle que

(4) Vit € [0,T], /M un(t)2T + /M lwa(t)] < C.
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En outre, on suppose que, pour tout t € [0,T), il existe une suite o,(t) de
mesures de Radon positives (resp.négatives) sur M telle que (wn(t) — on(t)) soit
uniformément 7-intégrable sur M pour n € Nt € [0,T]. Alors toute valeur

d’adhérence de la suite (u,) pour la topologie faible de L?(]0,T[xM,TM) est
solution du systéme d’Euler (E’).

La démonstration du théoréme 14 fait l'objet de la section suivante. Dans

I’'immédiat, indiquons comment il entraine le théoréme B.

Soit u°® un champ L? & divergence nulle dont le tourbillon w® est une mesure
de Radon & partie singuliere ° positive (resp. négative). Posons w9 = e2/"w° et
ud = Bw? + H(u®). Il est clair que ul converge vers u° en moyenne quadratique.
Soit (uy) la suite de solutions C* de (E) sur [0, 00[x M, dont la suite des données
de Cauchy est (u%). Alors la conservation de I’énergie cinétique et I’équation de
transport (7') entrainent les estimations (4). Par ailleurs, soit o, la solution de
Péquation de transport (T) avec u = u, et g,(0) = €2/"¢°. On a donc o, > 0
(resp. < 0). Remarquons que rotu® — o9 n’est autre que e2/"f° ou f° est la
dérivée de Radon-Nikodym de w® par rapport & 7. Il en résulte que la suite
(wl — 62) est uniformément T —intégrable, et, en utilisant & nouveau ’équation
de transport (T') et le fait que le flot de u, conserve le volume, on en déduit que
la famille (wn(t) — an(t))n, , est uniformément 7-intégrable. Puisque, d’apres (4),
la suite (u,) est bornée dans L?(]0,T[xM), elle admet une valeur d’adhérence
faible u qui est donc solution de (E'). De plus, I’équation (E") entraine que la
suite (u,) est équicontinue sur [0,7] & valeurs dans les champs distributions sur
M, donc u(0) est la limite de ul, c’est-a—dire u’. De méme, pour tout ¢ € [0, T,
u(t) est valeur d’adhérence de un(t) donc de carré intégrable, et son tourbillon est
une mesure de Radon a partie singuliére positive (resp.négative), ce qui acheve la
démonstration du théoréme B.

4.3. Démonstration du théoréme 14.

En utilisant ’équicontinuité en temps découlant de 1’équation (E"), on cons-
tate qu’il suffit de montrer que si, pour tout t € [0, T}, un(t) converge faiblement
vers u(t) dans L?(M, T M), alors u est solution de (E"). Compte tenu de ’équation
(E") et du théoréme de convergence dominée, le théoreme 14 est donc conséquence

du résultat suivant, indépendant de la variable ¢ :
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Lemme 15. Soit (u,) une suite bornée de champs de vecteurs de carrés intégra-
bles a divergence nulle, dont la suite des tourbillons (w,) est bornée dans I’espace
des mesures de Radon. On suppose qu’il existe une suite (¢, ) de mesures de Radon
positives (resp. négatives) sur M telle que la suite (w, — 0,) soit uniformément
T-intégrable. Alors, si u, converge vers u faiblement, u, ® U, — g(uUn,un)I/2

converge vers u @ & — g(u,u)I/2 au sens des tenseurs distributions.

Bien siir, nous allons montrer le lemme 15 en utilisant la relation de Biot et

Savart

Un = Bw, + H(up).

Puisque la suite H(u,) est bornée dans l’espace de dimension finie H, elle est
relativement compacte, et I’on est ramené au cas ol u, = Bw,. Le lemme 15 est
alors conséquence d’un résultat trés général de “compensation microlocale” par

positivité, que nous allons énoncer en dimension quelconque.

Pour cela, il est utile d’introduire un peu de vocabulaire. Soit E un espace
vectoriel réel de dimension d, et soit f une fonction continue sur E, homogeéne de
degré —d. On désigne par p le champ radial sur E \ {0}, donné en coordonnées
linéaires (&1, ...,64) par p = ;0. Soit A une mesure de Lebesgue sur E, et soit
 une fonction de classe C! sur E, & support compact, et valant 1 prés de 'origine.
Alors la quantité [ g fLpp dX ne dépend pas de . En effet, si 3 est une fonction
ayant les mémes propriétés que ¢, la fonction de classe C! ¢ — 1) est supportée

dans un compact de E'\ {0}, et une intégration par parties donne

/ FLy(p — ) dA = / (¢ = ¥)(~L, — d)f d,
E E

qui est nul d’apres la relation d’Euler. Suivant Wodzicki (¢f. par exemple I’exposé
de Kassel [K] dans ce séminaire), désignons par res(f, \) cette quantité. Remar-
quons qu’elle possede une interprétation métrique trés simple : si Q est un produit
scalaire sur E dont A est I’élément de volume, en approchant la fonction indica-
trice de la boule unité de @ par de telles fonctions ¢, on obtient que res(f, \) est

I'intégrale de f sur la sphére unité de @ pour la mesure de Lebesgue.

Supposons maintenant que M soit une variété de dimension d et que f soit une

fonction continue sur T*M \ M, homogene de degré —d. D’aprés ce qui précede,
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I'expression en coordonnées locales

res(f) = |dz' A ... A dzd|res(f(x, D |dér AL A d§d|>

définit sur M une densité (c'est-a-dire une d—forme tordue, au sens de [VAR])
indépendante du choix des coordonnées ; convenons d’appeler résidu de f cette

densité. Le résultat clé de Delort s’énonce alors de la facon suivante :

Lemme 16. Soit M une variété compacte de dimension d munie d’une densité > 0
identifiant distributions et distributions-densités. Soit (w,) une suite bornée de
mesures de Radon sur M, également bornée dans 'espace de Sobolev H~%/%(M),
et convergeant faiblement versw. On suppose qu’il existe une suite (0,,) de mesures

de Radon positives et une suite ( f,) uniformément intégrable sur M telles que
Wn =0, + fa.

Alors, pour tout opérateur pseudodifférentiel scalaire A sur M, d’ordre —d, et dont

le symbole principal a un résidu nul, on a
(Awn,wn)Hd/2’H-d/2 g (AW,LU)Hdlz,H-d/'z .

Démonstration. On suppose par exemple o, > 0. En utilisant une partition de
'unité, on se raméne a prouver un résultat analogue sur R?, w, étant supportée

dans un compact fixe.

Premiére étape. Si w est une mesure de Radon a support compact dans R?
appartenant de plus & H~%/2 alors w est diffuse, c’est-a-dire que, pour tout point
zg, w({zo}) = 0.

En effet, si ¢ est une fonction C*° & support compact pres de Vorigine, le

théoréme de convergence dominée nous indique que

T — T

o({ao)) = iy [ o(EZ2) (o)

T

Comme la famille (¢((z — z0)/r)) est bornée dans H%/? et converge faiblement

vers 0, on en déduit ’assertion.

Deuxiéme étape. Side plusw =0+ f,ou0 > 0et f € L', alors, pour toute

fonction g € L', o + g est diffuse.
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Eneffet, c+g=w+g-f.
Troisieme étape. Le noyau de 'opérateur A est de la forme k(z,z — y), ou
k = k(z,z) est une fonction de classe C* sur R? x R\ {0}, et ’hypotheése de
résidu nul signifie exactement que k(z,z) est bornée pres du lieu singulier z =
(cf. par exemple [CM]). De plus, si ¢ est une fonction C* a support compact

valant 1 prés de Dorigine, on a, si f et g appartiennent & H~%/2
p g p

(AL @mers-ars = limy [ K2 =) (1= o(5) f(0)a(a) dody.

Dés lors, si w est comme a la premiére étape, on a

(Aw,w)gar2 g-a/2 = /k(m,z — y)w(dy) @(dz),

d’aprés le théoréme de convergence dominée, puisque, en vertu du théoréme de

Fubini, la mesure w ® @ ne charge pas la diagonale.

Quatriéme étape. On utilise maintenant le lemme élémentaire suivant de théorie

de la mesure:

Lemme 17. Soient X un espace métrique compact, (pn) une suite de mesures
de Radon sur X convergeant vaguement vers p, et (v,) une suite de mesures de
Radon positives convergeant vaguement vers v, telle que |p,| < v,. Si f est une
fonction borélienne bornée sur X, continue en dehors d’un fermé de mesure nulle

pour v, alors
fdpn — / fdp.
X X

Il suffit d’appliquer ce lemme & X = K x K ou K est un compact de R?,
fn = Wp QWn, # = WO, Vy = 0p + |fa]. Comme (f,) est uniformément
intégrable, on peut supposer que f, converge faiblement vers f € L! et que |f,|
converge faiblement vers ¢ € L'. Alors o, converge vaguement vers la mesure
positive 0 = w — f et on peut prendre v = (¢ + ¢) ® (¢ + g). Il reste a vérifier que
v ne charge pas la diagonale, ce qui est une conséquence immédiate de la seconde

étape et du théoréme de Fubini.

La démonstration du lemme 16 est maintenant aisée. Soient o une 1-forme

et X un champ de vecteurs réguliers sur M. Alors

- 1 .
<’U.n QUp — 'ég(un’un)aa ®A>D’,D = (Awnawn)Hl,H-lq
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ou A = Yo, B)(B,X)— %tf?(oz, X)B. Son symbole principal est donc, sur la sphere
unité de g dans T* M,

a(z,€) = g(*&, a)g(x€, X) — %g(a, ).

Son résidu est donc

[ (ste sl %) - Jo(a, D) do(9) =0,

comme le montre un calcul élémentaire. Ceci achéve la démonstration.

Remarque.

La démonstration ci-dessus s’étend au cas d’une suite (u,) de solutions de

I’équation de Navier—Stokes
Oiun + div(u, @ Up) — vaAu, = —Vp,, divu, =0,

oli (v,) est une suite de nombres > 0 convergeant vers zéro, modélisant la viscosité
du fluide. Les solutions mises en évidence par Delort peuvent donc étre vues comme

le modéle limite de nappes de tourbillon dans un fluide peu visqueux.
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