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HOMOLOGIE DE L'ALGÈBRE QUANTIQUE DES

SYMBOLES PSEUDO-DIFFÉRENTIELS SUR LE CERCLE

PAR

MARC WAMBST (*)

RÉSUMÉ. — Soit ^5/q l'algèbre quantique des symboles pseudo-différentiels sur le
cercle. Nous construisons des quasi-isomorphismes entre la résolution standard de
Hochschild de ^/q et de « petits )) complexes. Nous en déduisons Phomologie de Hoch-
schild et les premiers groupes d'homologie cyclique de ^g. Ces constructions donnent
naturellement lieu à deux 1-cocycles cycliques qui s'avèrent être ceux construits par
Khesin, Lyubashenko et Roger. Tous les groupes d'homologie que nous considérons
sont topologiques dans un sens que nous précisons.

ABSTRACT. — Let ^fq be thé quantum algebra of pseudo-differential symbols on
thé circle. We construct quasi-isomorphisms between thé standard Hochschild complex
of ^g and « small » complexes. We deduce thé Hochschild homology and thé first cyclic
homology groups of ^g. Thèse constructions give naturally rise to two cyclic 1-cocycles
which turn out to be thé Lie cocycles constructed by Khesin, Lyubashenko and Roger.
Ail homology groups considered hère are topological in an appropriate sensé.

Introduction
L'algèbre de Lie ^ des symboles pseudo-différentiels sur le cercle

est étudiée dans les articles [Kh-Kr], [Kh-Zl] et [Kh-Z2] où 0. Krav-
chenko, B. Khesin et I. Zakharevich décrivent deux cocycles de Lie de ^
définis grâce à une extension «logarithmique» de l'algèbre. Une version
ç-analogue (ou quantique) de ces cocycles est construite par B. Khesin,
V. Lyubashenko et C. Roger dans [Kh-L-R]. La structure d'algèbre de
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524 M. WAMBST

Lie de ^ provient de manière naturelle de sa structure d'algèbre asso-
ciative. On remarque que les cocycles de Lie de Kravchenko, Khesin et
Zakharevich (resp. de Khesin, Lyubashenko et Roger) sont des 1-cocycles
cycliques de ^ (resp. de l'analogue quantique ^q de ^f). L'homologie de
Hochschild et Phomologie cyclique (topologiques) de ^ ont été calculées
par J.-L. Brylinski et E. Getzier dans [B-G].

Dans cet article, nous calculons explicitement Phomologie de Hochschild
(topologique) et les premiers groupes d'homologie cyclique (topologique)
de ^g. Tous les groupes d'homologie et de cohomologie de Hochschild et
cyclique que nous considérons sont «topologiques» dans le sens suivant.
L'algèbre ^q est complète pour une topologie définie relativement à sa
filtration naturelle. Par complétion topologique de ^g (g) ^g, on définit la
notion de produit tensoriel topologique ^qÇ^^q. Les groupes d'homologie
de Hochschild topologique HH^(^) et d'homologie cyclique topologique
HC^(^q) sont alors définis comme Phomologie de complexes standards
construits avec le produit 0.

Dans [K], C. Kassel calcule explicitement Phomologie de l'algèbre des
opérateurs différentiels usuels et de son analogue quantique et décrit
un 1-cocycle cyclique pour chacune de ces algèbres. Nous étendons les
constructions de Kassel au cas de ^q. Dans un premier temps, nous
construisons des complexes de Koszul et de de Rham pour ^q quasi-
isomorphes à son complexe standard de Hochschild. Ceci nous permet de
calculer Phomologie de Hochschild HH^.(^fq) et les groupes d'homologie
cyclique HCi^q) pour i = 0,1. Nos constructions donnent naturellement
lieu à des 1-cocycles dont nous montrons qu'ils sont ceux de [Kh-L-R].
Lorsque q est une racine de l'unité, nous décrivons de plus une famille
infinie de 1-cocycles de Hochschild de ^q.

Décrivons brièvement chacun des six paragraphes de l'article.
Au § 1, nous définissons un produit tensoriel topologique pour les

modules filtrés et Phomologie de Hochschild et cyclique topologiques.
Au § 2, nous rappelons la définition de ^g. Nous explicitons un complexe
de Koszul pour ^q au § 3. Le § 4 est consacré au calcul des groupes
d'homologie de Hochschild HH^^q) et cycliques HCi^fq) pour i == 0,1.
Au §5, nous décrivons des générateurs de HC^^q). Enfin, le §6, est
consacré au cas où q == 1.

Dans tout V article, k désigne un corps de caractéristique nulle.

1. Homologie de Hochschild et cyclique topologiques de mo-
dules filtrés.

Nous rappelons brièvement la notion de produit tensoriel topologique
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HOMOLOGIE DE L'ALGÈBRE DES SYMBOLES PSEUDO-DIFFÉRENTIELS 525

pour certains modules filtrées. Ce produit tensoriel topologique permet de
définir l'homologie topologique des algèbres filtrées.

Soit M un Â;-espace vectoriel muni d'une Z-filtration :
> • • C Mm C Mm-^-i C • • • C lim Mn = M .

n—>oo

• Le complété de M est le /^-module M défini pour tout m G Z par

M = lim Mm où Mm = lim (Mm/Mn)
m—>oo n—>—oo

• Le module M est dit complet si l'application canonique M —> M est
un isomorphisme.

• Un morphisme filtré est une application ^-linéaire / : M —>• N
entre deux modules filtrés telle qu'il existe un entier |/| e Z vérifiant
f(Mm) C Nm-^\f\ pour tout m G Z. Un tel morphisme s'étend en un
morphisme filtré f : M —> N .

Soient A une ^--algèbre, M un A-module à droite et N un A-module à
gauche tous trois Z-filtrés complets en tant que ^-espaces vectoriels. Nous
imposons à la multiplication de A et aux actions de module de M et 7V
de respecter la filtration, c'est-à-dire que, pour tous m, n 6 Z, on a :

Am ' An C Am^n, Mm ' An C Mm+n, Am • Nn C Nm-^n-

De plus, dans tout cet article, nous supposons que l'on a la condition
suivante :

/ . si on a a e Am et a ^ Am-i, ^ C Mn, ^ ^ Mn-i et v ç Nn
[ / et y ^ Nn-i, alors on a p^a ^ Mm^-n-i et w ^ Nm+n-i'

Sous cette dernière condition, M (g)A N hérite naturellement de la
filtration de M (g) N donnée par :

(M (g) N)n = Y^ Mp (g) Nq pour tout n € Z.
p-{-q=n

Par définition, ^e produit tensoriel topologique de M et N au-dessus de
A est le complété MÇ^A N du produit tensoriel M (g)A N pour la filtra-
tion décrite ci-dessus. Ce produit tensoriel est clairement associatif. Il est
«topologique)) dans le sens de [G] pour la topologie de M (resp de N)
pour laquelle les sous-modules Mn (resp. les sous-modules Nn) constituent
une base de voisinages ouverts de 0. De plus, le produit tensoriel de deux
morphismes filtrés de A-modules f : M —> M' et g : N —^ N ' s'étend
en un morphisme filtré / 0 g : M0A N —^ Mf 0A ^ / . En particulier,
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526 M. WAMBST

l'algèbre A est un module filtré sur le corps A", ce dernier étant muni de
sa filtration triviale. On pose :

A 0 A = A(gSfc A.

L'algèbre opposée A0^ hérite naturellement de la filtration de A. Nous
appelons algèbre enveloppante topologique A6 le complété A (g) A0^ de
l'algèbre enveloppante A® = A (g) A01313 de A.

Dans [S], P. Seibt introduit la notion d^homologie topologique (ou locale)
d'une algèbre filtrée complète A. Rappelons sa définition. Soit

C^A)= (A0^)^)

le complexe standard de Hochschild. Son bord b s'exprime en terme de
la multiplication de l'algèbre et, en tant que tel, est un morphisme filtré.
Il s'étend naturellement en un morphisme b : A07^ -^ A071. Nous notons

G,(A)= (A^+^.ô)

le complexe standard topologique de Hochschild ainsi obtenu. Par définition,
son homologie HH^(A) est l'homologie de Hochschild topologique.

De la même manière, par complétion du complexe mixte cyclique
r^/^ ( A\ — ^/i^>(*+i) ?) n\UU^[^±) — [/± ,0,DJ,

on obtient un complexe

œ*(A)=(A^*+l),6,B)

dont l'homologie HC^(A) est par définition l'homologie cyclique topo-
logique de A. On définit de^plus la cohomologie cyclique topologique
de A qui est l'homologie HC*(A) du bicomplexe mixte topologique
(Hom/.;(CC^(A)),^,B). Comme k est de caractéristique nulle, on a
l'isomorphisme : ^_ __

HC^ (A) ^HC\A).

L'homologie de Hochschild topologique se décrit comme un foncteur
Tor relatif au sens de [H-M]. Considérons la classe P des A^modules
filtrés complets qui sont projectifs relativement aux épimorphismes de
A^modules filtrés scindés par des sections ^-linéaires (filtrées). Les Ae-
modules à gauche de la forme A6 0 M, où M est un À;-module filtré,
appartiennent à P. On désigne par

îbr^

le fondeur Tor relatif à P. Il se définit comme suit. Soit P^ (resp. Q^} une
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HOMOLOGIE DE L'ALGÈBRE DES SYMBOLES PSEUDO-DIFFÉRENTIELS 527

résolution du A^module à droite filtré M (resp. du A^module à gauche
filtré N) par des A^modules de P. On pose :

Tbrf(M,7V)=^(P^eQ)

(pour plus de détails voir [E-M2] et [H-M]).
En particulier, nous disposons d'une résolution standard de A par des

modules de V. Soit
C^A)=(Ae^A0\bf)

la résolution standard de Hochschild de A. En complétant l'espace
A6 (g) A0*, nous obtenons un complexe

C/,(A)=(Aëë)Aê\b/)

qui est une résolution de A par des A^modules à droite de P. Il en résulte
Pisomorphisme :

îbr^ (A, A) ^ ^(A^Ae ^(A)).

D'autre part, on a G, (A) ^ A(g)^ë C^(A), d'où l'isomorphisme :

(1.2) ffiÏ,(A)^îbrAë(A,A).

2. L'algèbre quantique des symboles pseudo-différentiels.
Nous rappelons la définition de l'analogue quantique de l'algèbre des

symboles pseudo-différentiels. Il s'agit d'une généralisation de l'algèbre
des opérateurs q- différent tels de [K] définie par Khesin, Lyubashenko et
Roger [Kh-L-R].

Introduisons d'abord quelques notations utiles pour la suite. Soit q un
scalaire non nul de k. Pour tout entier n e Z, posons :

qn-l
^=^-1'

Cette dernière expression est formellement égale à 0 lorsque n = 0,
à 1 + ç + ç2 + . . . + (f1"1 lorsque n > 0 et à -(q~1 + q~2 + • - • + ç71)
lorsque n < 0.

De plus, pour tout n e N, nous posons :

. _ f 1 x 2ç x • • • x riq lorsque n est non nul,
n(l•= \ .l 1 sinon.

Lorsque q = 1, on a simplement riq = n pour tout n ç Z et riq\ = n ! pour
tout n ç N.
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528 M. WAMBST

L'algèbre quantique des opérateurs différentiels est la sous-algèbre des
endomorphismes linéaires de B = k[x^x~1} engendrée par les multiplica-
tions par des polynômes de Laurent et l'opérateur de g-différentiation 9q
défini, pour tout P e B, par :

P(<p0^)
' qx - x

Lorsque q == 1, l'opérateur 9q n'est autre que l'opérateur de différentiation
usuel.

L'algèbre quantique des symboles pseudo-différentiels est l'algèbre ^q
des séries formelles du type

E^
i=—oo

où Pi G B, où n G N et dont la multiplication est déterminée par la
relation

(2.1) ^^ÊQ) ̂ r'^r'
k=0 q

où, pour tout i G Z, on pose

H ^-l^-^-^l). p o u r , > l e t n =1,
U/ç kq\ ~ \0/q

p[k] =Q^P)

et où ïq est l'automorphisme d'algèbre de B défini par TqX = qx.
L'algèbre ^q est filtrée complète par les sous-A;-modules (^ç)n en-

gendrés par les séries formelles ^ Pi^q °ù Pi ^ B.
i<n

Le produit tensoriel ^q 0 ̂ q est engendré par les séries formelles
E Pi9^Qj9^vecP^Q,çB.

'ij<m

3. Complexe de Koszul pour l'algèbre quantique des symboles
pseudo-différentiels.

Nous définissons un complexe de Koszul pour l'algèbre ̂ q. Ce complexe
est une résolution de ^q par des ^ç-bimodules filtrés. Nous explicitons un
quasi-isomorphisme entre ce complexe de Koszul et la résolution standard
topologique de Hochschild de ^q.
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HOMOLOGIE DE L'ALGÈBRE DES SYMBOLES PSEUDO-DIFFÉRENTIELS 529

Soit V l'espace vectoriel engendré sur k par les symboles x et 9q. Soit
K^(^fq) le complexe de ^g-modules

K^q) = (0 -^ ̂  (g) A2^ -d-. ̂  (g) Y -^ ̂ )

où la différentielle d est définie, pour tout a e ^e par :

d(a (g) rcA<9) = a (x (g) 1 - q~1 (g) a;) (g) 9 - a{Q (g) ç~1 - 1 (g) 9) (g) x,

d{a<S)x) = a(x^ 1 - 10 a:), d(a (g) <9) = a(<9(g) 1 - 1 (g) 9)

L'égalité d2 == 0 est une conséquence immédiate de la relation (2.1) sous
sa forme la plus simple :

QqX — qx9q == 1.

Ce complexe est une généralisation du complexe K^(q) de [K]. Pour une
étude générale de ce type de complexes de Koszul, on réfère à [Wl].

PROPOSITION 3.1. — Le complexe K^q) est une résolution de ^q par
des ^-modules filtrés de P.

Démonstration. — Le complexe K^(^q) est clairement un complexe de
^-modules de P. Il reste à montrer qu'il s'agit d'une résolution de ^q.
Pour ce faire, il suffit de montrer l'acyclicité du complexe :

K^q) = (0 ̂  ̂  0 A2^ ̂  ̂  0 V ^-> ̂  ̂  ̂ ).

Nous utilisons un résultat de S. Eilenberg et de J.C. Moore [E-M1] sur
les complexes filtrés. Le complexe K'^q) est filtré sur Z par les sous-
espaces

^ = (^ § ̂ ),_2 0 A2^ ^ = (^ ê ̂ ),_i 0 y,
^=(^0^),, ^=(^),,

où (^g(g) ^q)k désigne le module de degré k de la filtration du produit
^q (g) ^q définie au paragraphe 1. On a donc la suite croissante de
complexes :

T-* _ /-rS d , 7-2 d .̂i d ^o\
^n ~ ̂ n 7 ^n ' ^n ' ^ n ^ -

Cette filtration est I-complète et P-complète au sens de [E-M1], c'est-à-
dire qu'on a

^:(^)=lim(^) et X:(^)=nm«(^)/^).
n n
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530 M. WAMBST

Le complexe gradué associé à ̂  est le complexe

(3.1) 0 —— (L^-2 ̂  A2^ ̂  (L^-i 0 V -^ (L^),

où (^)n est la composante homogène de degré n de l'algèbre

L^=Lq^L°^

où Lg est le tore quantique, c'est-à-dire l'algèbre engendrée sur k par
x,x~l,9q,0q~l et les relations

XX~1 = X~1X = 1, 9q9q1 = Qq^Qq = 1, ^^ = Ç^9ç •

Dans [W2], nous avions montré que le complexe (3.1) est acyclique. Par
conséquent, la suite spectrale associée à ̂  est dégénérée et on a E1 ̂  = 0
pour tous p G Z et n 6 N. D'après le corollaire 6.3 de [E-M1], on en déduit
que Hn(K^q)) = 0 pour tout n <E N. D

Nous construisons maintenant un quasi-isomorphisme entre la réso-
lution standard topologique de Hochschild de ^q et K^(^q). Adoptons
les notations suivantes. Pour tout symbole X et tout k € Z, on pose :

, ^ X k ^ l - l ^ X k

v / X(g)l- l(g)X
k-1

Cette expression est égale à la somme ^ X1 (^) Xk~^~^ lorsque k > 0 et
-k-l i=Q

à la somme - ̂  X-^ (g) X^ lorsque k < 0.
^0 n • _

De plus, pour tout polynôme P(X) == ^ a^1 de A'[X, X~1], on pose :
z=—n

T(P(X)) = ̂  a^T^1).
Î=—ÎT,

Soit j ' le morphisme de ^-modules à gauche de ̂  0 ̂ q vers ^^ (g) V
défini sur les générateurs de ^fe 0 ̂  par :

j"(E ̂ ®ç^^^)
î,j',fc^n

= ^ (P^0Ç,^)(^®i)r(^)®9,
i^j^k^n + E w^®ç^)(i^)2w^

î,j,Â;<n
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HOMOLOGIE DE L'ALGÈBRE DES SYMBOLES PSEUDO-DIFFÉRENTIELS 531

où PÎ, Qj, Rk sont dans B. On montre, en calculant àj' sur un générateur,
que l'on a àj' = b' où V est le bord de la résolution standard de
Hochschild. Remarquons de plus que / est un morphisme de ^-modules
filtrés. D'après la proposition 3.1, le complexe de Koszul K^Ç^q) est une
résolution de ^q par des ^e-modules filtrés à gauche de P. Il en est de
même pour la résolution standard topologique C^(^q). Un théorème de
comparaison pour les résolutions projectives relatives (voir [H-M]) affirme
l'existence d'un quasi-isomorphisme

J^.Wq)^K^q) tel que j[ = /.

On vérifie facilement que ^g (resp. ̂ ) vu comme ^-module à gauche
(resp. à droite) vérifie la condition (1.1). Ceci permet de considérer le
produit tensoriel ^/q^^e ̂ . Appliquons le fondeur ^q^^e - à j^. Nous
obtenons ainsi un quasi-isomorphisme de complexes

j* = id^ (§SvE^

du complexe standard topologique de Hochschild C^(^q) = (^q i b)
vers le complexe ^q (g)^e K^Ç^q). Ce dernier complexe s'identifie au
complexe

K^q) = (0 — — > ^ q ( S ) A^V -d-^ ^q (g) V -^ ^q ——> 0)

où d est définie, pour tout a e ^g, par :

d(a 0 x/\9) = (ax — q~lxa) (g) 0 — (q~la9 — 9a) (^ x,

d(a (g) x) = (ax — xa), d(a (g) 9) = (aO — 9a).

Nous décrivons de plus un quasi-isomorphisme réciproque de j^. Soit

i^.K^q)-^C^q)

le morphisme de ^-modules à gauche filtrés tel que
• ZQ sonj l'identité,
• i[ soit l'inclusion naturelle ̂  (g) V C ̂ 0 ^g,
• i'^ soit défini, pour tout a e ̂ , par

i^(a (g) a;Aôg) = a (g) (rr (g) 9q - 9q (g) a; + ç~1 ^) 1)

et tel que

• ^ = 0 pour tout n ̂  3.
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532 M. WAMBST

On vérifie par le calcul que ^ est un morphisme de complexes. C'est
un morphisme de modules filtrés. L'application

^ = id^(g)^^

est alors un quasi-isomorphisme du complexe de Koszul quantique K^(^q)
vers la résolution standard topologique de Hochschild C^Ç^fq).

4. Homologie de Palgèbre quantique des symboles pseudo-
différentiels.

Dans ce paragraphe, nous construisons des quasi-isomorphismes entre
différents complexes de chaînes. Nous en déduirons les groupes d'homologie
de Hochschild topologique HH^(^fq) et les premiers groupes d'homologie
cyclique topologique HCo^q) et HC^^q) de l'algèbre ^g.

Dans tout ce paragraphe et dans le suivant, nous supposons que q -^ 1.
(Le cas q = 1 est traité au paragraphe 6.)
Considérons l'algèbre Lq engendrée par les séries formelles Y^i<n ̂ ^q

où Pi G B et dont la multiplication est induite par la relation 9qX = qx9q.
Nous désignons par (f^ , dg) le complexe de de Rham quantique de Lq

Lq

défini comme suit :
• f2°- est isomorphe à Lq ,

Lq

• ^^ est le module des symboles du type adx et a d9q,
Lq

• f^ est le module des symboles adx d9q où a e Lq ,
Lq

• ̂  = 0 pour n > 3.
Lq

La différentielle dq est définie, pour tous i,j G Z, par :

dqÇx^^q) = iqX^Q^q dx + Jq^Q^ d9q ,

dq^Q^dx) = -jqX^^dxdQq,
dq^O^qdQq) = îqX^1 Q{ dx d9q ,

Nous noterons H^(Lq) les groupes de cohomologie de ce complexe. Nous
définissons encore une application

a^'.K^q)——^2-*
Lq

en posant, pour tous i^j G Z,
3~^ nr't'—J-\-nQn

<TO(^)= E (-lY~n^,^-qndxd9'
^f)3\ — \ (_^\3-n______y_rlrd^x uq) - ^ \ L} / ^\j-n ̂ ^q •>

n=—oo ' )
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ai(^' (g) x) = x^^dx, a^Q^ 0 9q) = x'Q^dQq ,

a^Q^ 0 x^Qq) = ̂ ' + (1 - g-1)^1^-1.

LEMME 4.1. — L'application a^ réalise un isomorphisme de complexes
entre le complexe de Koszul quantique K^q) et le complexe de de Rham
quantique (î^ , d).

Lq

Démonstration. — Tout d'abord, on remarque que a-o est la réciproque
de l'application définie par :

(j^^Q^xdQq) = -^ - (q - l)^1^1.

De même, on définit une réciproque de 02 en posant :

3~^- ^i—j+n^n

^^E (-^-"^.-i^^.
ra=-oo •• 1 /

Enfin, 0-1 est un isomorphisme de manière évidente. Il ne nous reste plus
qu'à montrer que o-» est un morphisme de complexes. Il suffit de le faire
pour des éléments du type x^Q^ ® x/\9q, xi9^ (g) x, xi9J 0 9g et xiQj

où i,j s Z. Calculons :

o-i o d^^ ® x/\9q)

= (x^x - q-^x^Q^ dô, + (9^9^ - q^x^) dx

= (ç^1^ + j^Q^ - q-^x^Q^ d9g

+ {qixi9^+l + iqx1-^^ - g-l;z;^^+l) dx

= jyXi9Jy-ld9y + 0- + l)g(l - q-l)xi+19^d9y

+ iqX^Q^ dx + (i + l)g(l - q-^Q^1 àx.

D'autre part, on a :

dqOCT^Xi93y'Sx/\9q)

=d,{xi9^+(l-q-l)x^+19^+l)

= jgxic^-ld9g + i^-^^dxU + l)g(l - q-l)x^+l9^d9g

+{i+l)q(l-q-l)xi9^1dx.
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On en déduit donc que a\ o d = dq o a^. Calculons encore :

ao o d(^ 0 x) = ao^Q^x - ̂ +1^)

= ao (^+1^ +^^-1 - ̂ +1^)

=^o(^- l+(ç- l) lr^+l^)
——j^-^d^
= dg(^'d;r) = dg o ai {x'Q^ (g) ;r).

Un calcul similaire montre que :
ao o d(^ 0 9ç) = dq o oi (^ 0 ôç).

Nous venons de montrer a^ est un morphisme de complexes. []
D'après le lemme 4.1, on a l'analogue «quantique» explicite d'un

résultat de Brylinski et Getzier [B-G],
THÉORÈME 4.2. — Les groupes d'homologie de Hochschild topologique

de ^q sont donnés par :

HH^,)=k{x-19,l^l-q),

HH^q) = k(x~1 (g) x) ® k(9q1 (g) Qq),

•-— +00 x~n9~n \
HH^,) = ̂ (^(-1)" . 9 , ^ (^ ̂  9q - 9^ x + ç-1 0 l)j,

n=l v (! )

HH^q) =0 52 2 > 3

lorsque q n'est pas une racine de l'unité. De plus^ lorsque q est une racine
primitive p-ième de l'unité,

• HHo(^q) est linéairement engendré par les séries formelles du type

^ ^ a,,^-1^-^ (q -1)^),
j<n \i\<mj

• le groupe HH^(^q) est linéairement engendré par les séries

^ ̂  a^Q^^Qq et ^ ̂  a^x^Q^ 0 rr,
j<n |z|^mj- J<^|î|<m^

• /e groupe HH^(^q) est engendré par les séries formelles du type
JP-^ ^z-j)p+nQn

E E ^-( E (-l)JP-K+\l_„-lv/^(^^-^^+g"l®l))^
j'^n[î|<mj n=-oo

où mj G Z e^ a^- ç k et enfin

. ÎÎH^q) =0 s i i > 3 .
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Démonstration. — D'après la proposition 3.1 et le lemme 4.1, on a les
isomorphismes

HH^q) - ̂ (it(^)) - H^(Lq)

induits par les quasi-isomorphismes de complexes j^ : C^(^q) -^ K^(^fq)
et a^ : K^(^q) -^ (^ ,dg). Les groupes de cohomologie H^(Lq)
se calculent aisément. Nous ne détaillons pas la démonstration ici. On
obtient :

H^(Lq) - ̂

^(Ïg) ̂  kx~1 dx0k9q1 d0q ,

H^^^kx-^^dxdOq.

Lorsque q est une racine de l'unité, il faut de plus tenir compte du fait que
(^P)g == 0 pour tout z ç. k. En appliquant successivement a^1 et i^ aux
générateurs des groupes Jï"*(Q^, d), on obtient les générateurs des groupes

L
d'homologie de Hochschild du théorème. []

On a de plus le :

COROLLAIRE 4.3. — Lorsque q n'est pas une racine de l'unité, alors les
premiers groupes d'homologie cyclique topologique de ^Sfq sont donnés par

HCo^q) ̂  HHo^q) ̂  k, HC^q) ̂  ÎÎH^q) ̂  k 0 k.

Démonstration. — On déduit ces deux groupes de Phomologie de Hoch-
schild de ^q grâce à la longue suite de Connes. Comme les morphismes 5',
B et 1 apparaissant dans la longue suite exacte de Connes sont des mor-
phismes de ^-espaces vectoriels filtrés, la suite s'étendjm une longue suite
«topologique» que nous utilisons. L'isomorphisme HCo(^q) ^ HHo(^q)
est bien^connu. Par conséquent, d'après le théorème 4.2, on a Pisomor-
phisme HCo(^q) ^ k. Considérons la longue suite exacte de Connes :

. . . ——— HC^q) ̂  HC^q) ̂  HHo^q)

^HH^q)^HC^q)-^0.

Nous allons, à Paide des Papplications j^, z^ et cr^, transporter le bord de
Connes B sur le complexe de de Rham (^y ,dg).
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Calculons a\ o j^ o B o ÎQ o (j^1 sur le représentant de la classe de
cohomologie de H^(Lq). On obtient :

ai o j ^ o B o i o o(7Ql(x~19qldxd9q)

=-a,oj,oB{x-19ql+(q-l))

= -^i o ji (1 0 x^a^ + x^Q^ (g) 1)
= -ai (a:-1^-1) 0 9q + ̂ T^-1) ̂  ^)

= ô^-1^-1 d<9ç + a1"1^-1^1 dx.

Lorsque nous projetions cette dernière expression dans H^(Lq), nous
obtenons 0. Par conséquent l'application B : HHQ^q) —^ HH^(^q) est
nulle. Nous en déduisons Pisomorphisme :

H H ^ q ) ^ H C ^ q ) ^ k @ k . D

5. Les cocycles cycliques de l'algèbre quantique des symboles
pseudo-différentiels.

Dans ce paragraphe, nousjdécrivons une base du groupe de cohomo-
logie cyclique topologique HC^^q) lorsque q n'est pas une racine de
l'unité. D'après le corollaire 4.3, la dimension de HC^(^fq) est 2. Dans
[Kh-L-R], B. Khesin, V. Lyubashenko et G. Roger ont décrit des cocycles
de Lie de ^q qui sont également des cocycles cycliques. D'autre part,
C. Kassel décrit dans [K] un cocycle cyclique de l'algèbre quantique des
opérateurs différentiels. Ce cocycle provient naturellement de la construc-
tion d'un quasi-isomorphisme de complexes entre le complexe standard
de Hochschild et un complexe de de Rham. Nous allons montrer que la
généralisation de sa construction au cas pseudo-différentiel redonne exac-
tement les deux cocycles de Khesin, Lyubashenko et Roger.

Rappelons brièvement la définition des cocycles de Khesin, Lyuba-
shenko et Roger. Ces derniers introduisent deux dérivations externes

[ln9,,.], [\nx^]:^q——^

que nous ne détaillons pas ici. Nous notons simplement que leurs
définitions donnent, entre autres, lieu aux formules :

f[\ïl9q^q]=[\HX,x]=^

(5.1) ^ [\nx^9q}=-x-l((q-l)x9q+l),

[[\n9q^}=((q-l)x9q+l)9,\
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L'élément (q — l)x9q + 1 est inversible dans ^q ; appelons E son inverse.
Les deux cocyles cycliques de [Kh-L-R] sont alors donnés, pour tous
A,B ç ̂ q, par

( c^(A,B)= [Res(A[\nx,B}E),
(5.2) J

ca(A^B) = y Res([ln^,A]^),

où f Res est défini par :

/Res^ =q~16i^6j^.

Ces cocycles sont algébriques. Ils sont indépendants car la restriction à
l'algèbre quantique des opérateurs différentiels de cg est nulle alors que
la restriction à cette même algèbre de c^ est égale au cocycle de [K] (c/.
[L-K-R]).

A présent, nous utilisons la méthode de Kassel [K] pour obtenir des
cocycles cycliques topologiques de ̂ q. Soit le complexe (f^, dq) où f^ est
l'algèbre différentielle graduée des formes différentielles sur B = k[x,x~1}
et où la différentielle est définie par :

dq(x1) = (9q'X^)dx=^qX^~ldx.

Nous notons H^(Bq) la cohomologie de ce complexe.
Soit L^ la sous-algèbre de Lq engendrée par les séries formelles du type

^ diQ'1 où ai e k. Soit (^t ,dq) le sous-complexe de (f^ ,d) dont les k-
i<n Lq L(l

modules sont engendrés par les éléments de la forme a et ad9q où a e L°
II est à noter que sa différentielle est donnée par :

d.(Ea^)=E^9^1d^•^=2^
î<n î<n

Nous notons H^(L°) la cohomologie de ce dernier complexe.
Les groupes H^(Bq) et H^(L^) se calculent aisément. On a la :

PROPOSITION 5.1. — Lorsque q n'est pas une racine de Vunïié^ on a :

H^(B,)^k, H^B^^kx^dx,

H^(L°,)^k, H^L^^kQ^dQ,.
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Lorsque q est une racine de l'unité d'ordre p, on a :

H^W ^ Q) kxnp^ ^R(^) ̂  ® kx^-1 dx^
nez nez

H^)^R^ H^(L^^R,dO^

où Rp (resp. RpQq) est le sous-espace de f&^ {resp. de îU ) engendré par
L<l L^

les séries formelles ̂  a^ (resp. les séries formelles ̂  ̂ ô^"1 d0q) où
ai G k. i^n ^<n

Démonstration. — La démonstration est laissée au lecteur. Dans le cas
où q est une racine de l'unité, elle repose sur le fait que, la relation ^p = 1
implique (zp)q == 0 pour tout i e Z. Q

Considérons les diagrammes

0 ——— fî°~ ———^——— SÎ1- ——dq—— ̂  ^ 0
Liq Lq Lq

vï 1 wî 1 1•̂  4^ 4^

(5.3) 0 ——— ^ ——dç——— ^ ——————— 0

| Kes(g); | |
-V 4^ 4-

0 -. 7îdR(d)°(^) ̂ ^ ^R(5,) ————— 0

et

0 ————— ^ ——^—— Ï2-L ——^—— 0^ - 0
Lq Lq Lq

(5.4) 0

^1 -U 1

no dg . o1 _____. n^ —————— ̂  ————— 0

Res(g)^ 1

0 ————— ^R(^) ———— ^R(^) —————— 0

dont nous allons expliciter les flèches verticales.
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Les applications TT^ et Trf sont définies comme suit.

Tr^adxdQ) = 0, ^(adxdQq) = 0,

7r^{adx) = Podx, Tr^(adx) = 0,

7rï(ad9q) = 0, Tr^adQq) = Y^ Wd9q ,
i<n

^(a)=Po, ^(a)=^P,,o9\
1^71

où a = ̂  P^<9ç et PÎ e £? pour tout z e Z et où P^o désigne le terme
i<n

constant du polynôme de Laurent P^.
L'application Res(ç)^ (resp. Res(ç)^) est le résidu de degré np. On

pose :
Res(q)^Pdx)=Pnp^

où p est l'ordre de ç et P-np-i le coefficient de xnp~l dans P. De même,
on pose :

^s(g)^(^a^) =a^_i.
î<m

II est évident que, dans le cas où q n'est pas une racine de l'unité, seul
Res(ç)§ (resp. seul Res^)^) définit une projection du complexe (^,dg)
(resp. du complexe (f^ ^ d g ) ) dans son premier groupe de cohomologie.

LEMME 5.2. — Les diagrammes (5.3) et (5.4) sont commutatifs.

Démonstration. — II suffit de le vérifier par le calcul. []

D'autre part, d'après la proposition 3.1 et le lemme 4.1, on a le
diagramme commutatif :

• • • -^ ^ç^f2 ———b-———> ^q^^q ———b-——> ^g -^ 0

J2 1 h 1 II 1
s^ 4- 4-

(5.5) 0 ——. ^q^^V ———à——^ ^q(S)V ———à——^ ^q -^ 0

0-2 O-l (7o
N^ ••4^ -4^

0 ———. ̂  ———d———> ^ ——d——. ^ —^ 0.
Lç Lg Lq
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D'après la commutativité des diagrammes (5.3), (5.4) et (5.5), on a

Res(ç)g o Tif o ai o ji o b = 0,

Res(ç)^ o Trf o ai o j\ o 6 = 0,

ce qui signifie que les compositions Res(ç)§o7ifocrioj\ et Res(ç)^o7rfoaioji
sont des cocycles de Hochschild topologiques pour ^ç. Ce sont en fait des
co cycles cycliques. En effet, on a le :

LEMME 5.3. — Les cocycles Cx et CQ s'étendent en des cocycles topolo-
giques de HCl(^fq) et on a les égalités

( c^= - Res(ç)^ o Trf o cri o ji,
(5.6)

CQ = - Res(ç)§ o Tif o o-i o j i .

Démonstration. — Nous allons d'abord démontrer les égalités pour les
éléments du type X = x^93q (g) xk9^ de ^(g)^. Remarquons d'abord que
l'on a :

b^Q^ (g) ̂  (g) (9^) = ̂ ô^^ 0 (9^ - ̂ ^ (g) ̂  + ̂ ^^ 0 ̂ fc.

De plus, pour u = x ou u = 9q et a ç ^g, pour tout n 6 Z, on a :

bÇT^Ça (g) 1) (g) ^ - ̂ a (g) 1 (g) 1) = a • r(^) (g) u

où T^n71) a été défini au paragraphe 3. Par conséquent, X = x^93 (g) xk9£

est homologue à

Y = ̂ ^^ • T(^) 09q+ Q^Q{. r(^) 0 x

et on a :
c,(x)=c,(r), ^(x)=ca(r).

En remplaçant Y dans les formules de définition (5.2) des cocycles, on
obtient les égalités :

c^X) = [pesÇx^^ 'T(9^)[\nx,9q}E),

CQ(X) = - [Res([\n9^x}9^x^9^T(xk)E).
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Dans les deux formules, nous avons utilisé la première des égalités (5.1) ;
dans la seconde formule, nous avons, de plus, utilisé Y antisymétrie de CQ.
D'après [K-L-R], pour tous A, B ç ^g, on a :

[Res(ABE)= SRes(BAE)

De plus, remarquons que l'on a :

E^Q^E = q0q1 et x~^E~1 = qE^x-1.

Enfin, on constate que pour tout A ç ^g, on a :

Res(ç)§ o 7rï(Adx) == q [pes(A9q1),

Res{q)^ oTrf(Ad^) = q [pes^A).

Il en résulte la suite d'égalités

Cx(X) = [Res(a[\nx,9q]E) = - (ResÇax^E^E)

= -q [pesÇaE^x^E) = -q 1ResÇx^aE^E)

=-Res(ç)^o7rf(ad^),

où l'on a posé a == x^Q3xk • T(9^) et la suite

cg(X) = - [Res([\n9^x](3E) = - (ResÇE-^q^E)

= - [pes^E^O^E) = -q [ Res(f30q) -= - Res(ç)§ o ̂ (f3dx)

où l'on a posé f3 = Q^Q^ ' ^(.^A;). Par ailleurs, on a :

Res(ç)^o7rfoaioj i (X)
= Res(ç)^ o 7rf(^^^ . T{9^à9, + Q^Q{ • TÇx^dx)
=Res(q)9,o7^^x^9^xk•T(9^d9,)
=Res(q^o^{ad9q)
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et

Res(ç)go7ifoaioj i (X)
= Res(ç)§ o 7^(9^ . T(9^d9, + <9^ '̂ • T(^)d;r)

=Res(qr,o7^î{9^x^9^T(xk)dx)

=Res(^o7r?(/^).

Ceci montre que les égalités (5.6) sont vraies pour X = x^Q:)q (g) xkQ^. En
effectuant explicitement les calculs, on obtient

(5.7) c,( '̂ 0 ̂ ) = ca(^ ̂  ̂ ^) = ̂ +^+^J, M)

où l'on a posé :

j+^ . ^ .j'+^ . ^ .

^(^ ,̂ )̂ = E ( ) ^-n)(î-u) ̂ )H (^—1^ ̂ '"^
n=0 u q a;-

.(̂ •^ )̂ - E Û ̂ -u)(^-")(.^)'u'(^)^-tl',. i.
On constate, grâce à la formule (5.7), que Cx et 09 sont nuls sur (^ç^^^n
lorsque n ^> 0. Par conséquent, les cocycles algébriques Cx et CQ s'étendent
sur ^g0 ̂ q et on a les égalités (5.6) en toute généralité. Ceci termine la
démonstration. []

En plus des deux cocycles cycliques de [K-L-R], lorsque q est une
racine primitive d'ordre p de l'unité, nous obtenons d'autres cocycles de
Hochschild, à savoir les cocycles donnés, pour tout m e Z \ {0}, par les
relations :

'c^=Res(ç)^ o ^ o a l o ^ i ,

c^=Res(ç)^o7r?oo- io j i .

En effectuant les calculs sur un élément du type x^Q^ ̂ xk9^ on obtient :

(5.8)

C^^Q^ ̂ Xk9£q) = ̂ +fc,mp+^+^(^M),

c^(xiQ3^xkQ^ = 6^k+mp^^q{3^W.

Ces cocycles ne sont pas cycliques car leurs restrictions à l'algèbre quan-
tique des opérateurs différentiels ne sont pas antisymétriques (cf. [K]).

6. Le cas de l'algèbre des symboles pseudo-différentiels.
Nous terminons par quelques mots concernant l'algèbre des symboles

pseudo-différentiels, c'est-à-dire, lorsque q == 1. Nous notons ^ cette
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algèbre. Dans ce cas, toutes les constructions faites pour ^/q s'appliquent
également, à ceci près que le quasi-isomorphisme a^ du paragraphe 4 est
alors défini par les formules :

0-0(0) = —ad;rd<9, o-i(a (g) x) = adx,

o-i (a 09)= ad<9, 0-2(0 (g) x/\9) = a.
Le théorème 4.2 s'en trouve simplifié. Son énoncé devient :

THÉORÈME 6.1.—L'homologie de Hochschild topologique de l'algèbre ̂
des symboles pseudo-différentiels sur le cercle est explicitement donnée
par :

HÎÎoW ^kx^Q-1,

HH^} = k(x~1 (g) x) C k(0~1 (g) 9),

ÎÎH^W ^Â;(l(g)rr(g)(9-l(g)<9(g);r+l(g)l(g)l),

HH^)=Q pouri>3.

On retrouve ainsi, sous une forme explicite, un cas particulier du
résultat de Brylinski et Getzier [B-G]. D'après ces mêmes auteurs, la
dimension du groupe de cohomologie HC1^) est 2. Il est également
possible d'en donner une base explicite.

Dans le cas q = 1, les cocycles cycliques «logarithmiques» c^ et cg
avaient été définis par B. Khesin, I. Kravchenko et 0. Zakharevich [Kh-Zl],
[Kh-Z2], [Kh-Kr]. L'énoncé du lemme 5.3 reste encore vrai dans ce cas.
De plus, la formule (5.7) devient :

CQ^Q3 ^xk9^ = c^Q1 0x^9^ = 6^kj^[k -^ -i]^U^)
où l'on a posé —Î o

r . -i n ^ f O si i < k,
L ~^ J ~ f i(z - 1) • • • (k + 1)A; sinon.
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