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CHAINES HOLOMORPHES DE BORD DONNE DANS CP"
PAR

PiERRE DOLBEAULT ET GENNADI HENKIN (*)

RESUME. — Dans ’espace projectif CP™, ou plus généralement, dans un domaine
linéairement g-concave X de CP™, on considére le probléme suivant : trouver une p-
chaine holomorphe dans X, de bord une sous-variété M donnée de X, fermée, orientée,
de dimension (2p — 1). On utilise les sous-espaces projectifs P de dimension n —p + 1
contenus dans X. Théoréme I. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est le bord d’une p-chaine holomorphe de X, de masse localement finie;
(ii) M est maximalement complexe, de volume localement fini et, pour tout P contenu
dans X et assez voisin d’un sous-espace donné, M N P est une courbe de P, bord d’une
1-chaine holomorphe de masse finie. Le théoréme I se déduit du théoréme II donnant
une condition, généralisant la condition des moments d’Harvey-Lawson sur M, pour
que M soit le bord d’une chaine holomorphe, et aussi d’un théoréme de compacité du
type de Sachs-Uhlenbeck (1981). Le théoréme II généralise le résultat obtenu en 1993
pour p = 1. Des corollaires redonnent les théorémes connus dans C™ et CP™ \ CP™~"
dus & Wermer, Harvey, Lawson, Chirka et d’autres. On s’est borné au cas ou M est de
classe C?, éventuellement avec des singularités négligeables.

ABSTRACT. — In the projective space CP™, or more generally, in a g-linear concave
domain X of CP™, we consider the following problem : find a holomorphic p-chain in X
whose boundary is a given (2p — 1)-dimensional oriented closed submanifold M of X.
We use (n — p + 1)-dimensional subspaces P of CP™ contained in X. Theorem I. —
The following two conditions are equivalent : (i) M is the boundary of a holomorphic
p-chain of X, of locally finite mass; (ii) M is maximally complex of locally finite volume
and, for any P contained in X in a small enough neighborhood of a given subspace,
M N P is a curve in P bounding a holomorphic 1-chain of finite mass. Theorem I
is deduced from theorem II giving a condition generalizing the moment condition of
Harvey-Lawson for M, such that M be the boundary of a holomorphic chain , and also
from a compacity theorem of the Sachs-Uhlenbeck type (1981). Theorem II generalizes
the 1993 result for p = 1. Corollaries give the known theorems in C"* and CP™ \ CP"~"
found by Wermer, Harvey, Lawson, Chirka and others. We restrict ourselves to M of
class C2, possibly with scar sets.
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384 P. DOLBEAULT ET G. HENKIN

0. Introduction

0.1. — Dans une variété (ou un espace) analytique complexe X, de
dimension complexe n, on considére une sous-variété M réelle, orientée,
fermée, de classe C?, de dimension (2p — 1), (0 < p < n). On note
aussi M le courant d’intégration sur M lorsque X est muni d’une métrique
hermitienne. Sil existe une p-chaine holomorphe 7" de X \ M, ayant une
extension simple a X, notée encore T, telle que dT° = M, on dit que M
est le bord de T'. On cherche des conditions nécesaires et suffisantes pour
que M soit le bord d’une p-chaine holomorphe : c’est le probléeme du bord
pour la sous-variété M dans X. Le cas p = n est trivial.

Le probléme a été résolu, dans C™, pour p = 1, par J. Wermer [41] et,
avec des hypothéses de régularité de plus en plus faibles, par E. Bishop,
H. Royden, G. Stolzenberg, H. Alexander, M. Lawrence [27]; pour p quel-
conque, par R. Harvey et B. Lawson [15] et, avec des conditions de régula-
rité plus faibles, par Dinh Tien Cuong [6]; il a été également résolu, pour
p quelconque, par R. Harvey et B. Lawson dans CP™ \ CP"~" et dans les
sous-espaces analytiques de C™ et CP™ \ CP™~" (voir [15], [16]).

A notre connaissance, J. King [24] a été le premier & poser le probléme
du bord dans ’espace projectif complexe CP™. Dans [17], Harvey et
Lawson citent ce probleme et des tentatives pour le résoudre.

Récemment [9], le probléme du bord a été résolu dans CP", pour p = 1,
M étant alors une courbe réelle, ou plus généralement une 1-chaine.

Dans cet article, on obtient des solutions du probleme du bord
dans CP™, pour p quelconque.

0.2. Définitions.— On va considérer un domaine de CP", réunion non
vide de sous-espaces projectifs HY, de dimension ¢q, de CP™. L’espace HY
étant la réunion de ses sous-espaces projectifs de dimension r < ¢, X
est aussi la réunion de sous-espaces projectifs de dimension r. On désigne
par P, le sous-espace projectif, de dimension ¢, défini par le point v/ de
la Grassmannienne G¢(g + 1,7+ 1).

Un domaine X de CP" sera dit (linéairement) ¢-concave [12] 8’1l existe
un ouvert V' connexe, non vide, de Ge(¢ + 1,n+ 1) tel que X = |y P,.
Alors, pour r < ¢, X est aussi r-concave. vev!

On munit CP™ d’une métrique hermitienne, par exemple la métrique
de Fubini-Study et X de la métrique induite.

Soit M une sous-variété fermée, orientée, de X, de classe C?, de
dimension (2p — 1) telle que 1 < n —p+ 1 < q; d’apreés la remarque
ci-dessus, X est (n — p + 1)-concave.

Génériquement, le sous-espace projectif P/, v € Ge(n —p+2,n+1)
coupe M suivant une courbe 7,/, de classe C?, contenue dans un ouvert
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CHAINES HOLOMORPHES DE BORD DONNE DANS CP™ 385

affine W = C" de CP™.

0.3. THEOREME I. — Dans les hypothéses de 0.2, les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) M est le bord d’une p-chaine holomorphe de X de masse locale-
ment finie;

(ii) M est maxzimalement compleze et il existe un point v'* appartenant
@ Ge(n—p+2,n+ 1) tel que, pour tout v dans un voisinage de v'™*,
tout sous-espace projectif P, de CP™ est contenu dans X et posséde la
propriété suivante : M N P, est une courbe 7y, de P,, contenue dans W,
et est le bord d’une 1-chaine holomorphe S, de P,/, de masse finie.

Pour la résolution du probléme du bord, on peut interpréter le théo-
réeme I comme la réduction du cas p quelconque au cas p = 1 déja résolu
dans [9].

0.3.1. REMARQUE. — L’exemple suivant [8], déduit d’un exemple de
Harvey-Lawson [16], montre que ’hypothése de maximale complexité
sur M n’est pas suffisante. Soit M une hypersurface réelle d’une sous-
variété algébrique Y, de dimension p de CP"™ telle que M ne soit pas
homologue & 0 dans Y'; la variété M, comme hypersurface de Y, est
maximalement complexe; s’il existe une chaine holomorphe T' dans CP”
telle que dT = M, alors le support de T est contenu dans Y, ce qui
contredit le fait que M n’est pas homologue & 0 dans Y.

0.4. — Pour un systéme de coordonnées convenable (£, 7),

g = (gn—p—i-l;-“agn): n= (nifp—kl’""n'z—p)

de Ge(n — p + 1,n + 1), pour un systéeme de coordonnées convenable
(21,...,2n) de W, pour ¢ = (21,...,2,—p) €t pour une forme linéaire g
de C", telle que 'hyperplan {g = 0} soit transverse & P,/, on a le théoréme
suivant, sachant que, en général, pour v € Ge(n — p + 1,n + 1), le sous-
espace projectif D, = P,» N {g = 0} ne rencontre pas ~,.

La démonstration du théoreéme I utilise ce théoréme qui donne une autre
solution du probleme du bord, avec une hypothése un peu plus faible.

Un fermé M de X est appelé une sous-variété (de classe) C? a
singularités négligeables, s’il existe un fermé v C M de mesure de
Hausdorff (2p — 1)-dimensionnelle nulle tel que M \ 7 soit une sous-variété
fermée de X \ 7, orientée, de classe C2, de dimension (2p — 1), de volume
(2p—1)-dimensionnel localement fini, que dM = 0et que 1 < n—p+1 < q.

La condition dM = 0 ne résulte pas nécessairement de ’hypotheése faite
sur 7T

La variété M est dite mazimalement complexe si M \ 7 Pest.
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386 P. DOLBEAULT ET G. HENKIN

TutoriEME II. — Dans les hypothéses ci-dessus, M étant une sous-
variété C? a singularités négligeables, on considére la fonction

-t [
G(g) 77) - 27{'1 /YU,C g

Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est le bord d’une p-chaine holomorphe de X de masse locale-

ment finie;

(iii) M est mazimalement complexe et il existe un point v* appartenant
6 Ge(n —p+ 1,n+ 1) dans un voisinage duquel il existe des fonctions
holomorphes de (§,m), en nombre fini, satisfaisant au systéme d’équations
auz dérivées partielles de l’onde de choc pour les variables (€,7), et telles
que les dérivées secondes, par rapport d &, d’une combinaison linéaire de
ces fonctions, et de G soient égales.

En particulier, la condition (iil) est satisfaite si M est mazimalement
complezxe et G = 0.

L’énoncé précis du théoréme II sera donné dans la section 1.

0.5. La démonstration du théoreme II a la méme structure que celle
du théoréme principal de [9], avec une technique plus élaborée; cette tech-
nique utilise, partiellement, celle de Harvey-Lawson. La démonstration du
théoreme I établit, d’abord, 1’équivalence de (i) et de (ii) avec la condition
supplémentaire : S,, dépend de v’ de facon continue, car un lemme de
géométrie CR de Henkin-Tumanov [20], montre que cette derniére condi-
tion est équivalente a la condition (iii) du théoréme II. En choisissant,

pour chaque v/, une 1-chaine holomorphe §V/ de bord 7, de volume mini-
mum et, & Paide d’un résultat de Sacks-Uhlenbeck [35], on montre que S,/
varie continiment avec V. On applique, alors, le résultat précédent a la
donnée des S,/ au lieu de la donnée des S,/.

0.6. Corollaires.

a) Les théorémes I et II sont valides dans un sous-espace analytique
complexe réduit Y d’un domaine g-concave X de CP", en effet, la donnée
M étant contenue dans Y, il existe des solutions T" & support dans Y ; les
conditions (ii) ou (iii) font intervenir le plongement de Y dans X.

b) II = CP? étant un sous-espace projectif de CP™ contenu dans X,
et M contenue dans X \II, avec p > n—q+1, il existe une solution unique
a support dans X \ II. On obtient, alors, divers corollaires des théorémes I
et II, en particulier, on retrouve les théorémes de Rothstein (cf. [33], [34]),
de Rossi [32], de Harvey et Lawson pour X = CP" (cf. [15], [16]) et de
Koppelman [26], Chirka pour X = CP" et g =n — 1 [4].
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¢) Le résultat suivant se déduit facilement du théoreme I : soit M une
sous-variété mazximalement compleze, de dimension (2p — 1), d’un ouvert
U de CP™, alors M est incluse dans une variété algébrique de dimension p
si et seulement si chaque intersection, non vide, de M avec un sous-espace
projectif de dimension n —p + 1 est incluse dans une courbe algébrique.
Cela donne une forme géométrique & un résultat classique remontant a
H. Kneser ([3], ch. IX).

d) Une fonction définie sur le bord d’'un domaine de C™ est appelée
une fonction CR méromorphe au sens de Harvey-Lawson si elle prend
ses valeurs dans CPY et si son graphe est maximalement complexe, de
classe C! & singularités négligeables.

Pour n > 3, Harvey-Lawson [16, cor. VI] ont obtenu le résultat suivant :
soit V' un ouvert relativement compact de C™ d bord OV connexe, de
classe C'; alors toute application CR méromorphe au sens de Harvey-
Lawson f : 0V — CPYN a une extension méromorphe a V.

Ce résultat est-il valide pour n = 27 C’est une question de Harvey
et Lawson [16, p. 217]. La note au bas de la page 217 de [16] signale :
« James King has recently proved Corollary VI for n = 2», mais nous ne
connaissons pas de publication détaillée de cette propriété.

Nous donnons une démonstration de ce résultat pour n = 2, basée sur
le théoreme I, c’est-a-dire sous la condition : la fonction CR méromorphe
est C? lisse. La solution compléte pourra étre obtenue quand le théoréme I
sera démontré pour une donnée C' & singularités négligeables.

0.7. Extensions et probléemes. — Le théoréme II et ses corollaires
peuvent tre formulés quand M est de classe C* & singularités négligeables.
Dans ce cas il est nécessaire d’utiliser le tranchage dans la formulation des
énoncés et dans leurs démonstrations. Nous pensons que la démonstration
du théoréme I peut étre modifiée pour en assurer la validité dans les mémes
conditions.

L’importante extension des résultats au cas ou les hypotheses de régu-
larité de M sont encore affaiblies, et au cas o M est une (2p — 1)-chaine
font ’objet de travaux de Dinh Tien Cuong [7] et de J.B. Poly [11].

Utilisant des résultats de Dinh, F. Sarkis [36] a démontré I’extension
naturelle du théoréme de Hans Lewy [30] aux fonctions méromorphes.

Les problemes suivants semblent abordables par les techniques déve-
loppées dans cet article.

PROBLEME 1.— Soit M une variété 1-convexe, mazrimalement compleze,
de dimension (2p — 1) dans CP™. La variété M est-elle toujours le bord
d’une p-chaine holomorphe ? Si oui, cela donne une version géométrique
du théoréme de Kohn-Rossi [25].
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388 P. DOLBEAULT ET G. HENKIN

PROBLEME 2. — Soit M une sous-variété compacte de C*, de classe C?,
de dimension (2p — 1). Les deux conditions suivantes sont-elles équiva-
lentes ?

(i) M est le bord d’une p-chaine holomorphe de C™ de masse finie.

(ii) Pour tout v' € Ge(n —p+2,n+ 1) pour lequel v,» = M N P, est
une courbe lisse, il existe une 1-chaine holomorphe de P, de masse finie,
de bord ~,.

Si ce probleme a une solution, cela donne une généralisation, a la fois
du théoreme de Harvey-Lawson dans C™ et du théoréme d’Agranovski-
Valski-Stout (voir Stout [39]).

Cet article a été diffusé sous forme d’un preprint [10] dans lequel
certains résultats ci-dessus sont proposés comme problémes.

0.8. — L’organisation de l'article est la suivante : la section 1 contient
les définitions d’un systéme de coordonnées choisi dans Ge(n—p+1,n+1),
de Touvert affine W, ainsi que 1’énoncé précis du théoreme II, puis les
différents Corollaires avec leurs démonstrations. La démonstration du
théoreme II occupe les sections 2 & 5. Le théoreme I est démontré dans la
section 6.

Nous remercions DiNH TiEN CUONG pour ses nombreuses remarques
sur les versions préliminaires de cet article.

Table des matieres
0. Introduction.
1. Définitions, énoncé du théoreme 11, corollaires.
2. Condition nécessaire.

3. Condition suffisante dans X pour n = p + 1 : construction d’une fonction méro-
morphe.

4. Condition suffisante dans X pour n = p 4+ 1 : construction d’une p-chaine holo-
morphe.

5. Condition suffisante en dimension n > p + 1.
6. Démonstration du théoréme I.

1. Définitions, énoncé du théoréme II, corollaires

1.1. Sous-espaces. — Dans CP™, soit (wo, ..., w,) un systéme de
coordonnées homogenes; on appelle Q = {wy = 0} Phyperplan & Dinfini
de CP™; l'espace W de lintroduction sera CP™ \ @. Pour p entier,
0 < p < n, on considere les sous-espaces projectifs D, de dimension
(n — p). A Pexception d’un fermé de Zariski de Ge¢(n — p + 1,n + 1),
les sous-espaces D sont définis de la fagon suivante : soit v = (&, n) une
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matrice p X (n — p+ 1), ol £ est une matrice colonne

gn—p—H
§= :
€n
et 7 une matrice p X (n — p),
777117P+1 T UZ:;)H
n= : :
77; oo n-p

Le sous-espace D a pour équation

1 e n=p Wo
Wn—p+1 En—p+1 Mn—p+1 Nn—p+1
. . . w1y
= : X .
1 .. n—p :
Wn, gn nn n wn—p
Soient w = t(wg, w1, ..., wy),
Wo
wn—erl
" . ’ w1y
w = : et w = .
w
n Wy p
L’équation de D est alors w” = vw/’, i.e.
pe __ 1 n—p _
35(w) = 105 — £t — b — -+ — Py =0

pour j=n—-p+1,...,n.
Dans CP™ \ {wy = 0} = C", on considere aussi les coordonnées non
homogenes z; = (w;/wp) et les fonctions affines

gj(z) =2z —§ — 77]1‘21 - n?_pznvzr
On note D, = D} 7P le sous-espace D, de codimension p, défini & partir
de la matrice v.
Le couple (£,7) est un systeme de coordonnées d’une carte de la
Grassmannienne Ge(n — p + 1,n + 1); le domaine de cette carte est un
ouvert de Zariski dont les points sont identifiés aux matrices v.

1.2. Notations. — On note v’ la matrice déduite de v par suppression
de la premiere ligne et par P = P,, = PP 1 e sous-espace projectif
défini & partir de la matrice v/, i.e. le sous-espace d’équations g,(w) = 0,
j =m—-—p+2,...,n; vV est un point d’'un domaine de carte de la
Grassmannienne Ge(n —p+2,n+ 1)
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390 P. DOLBEAULT ET G. HENKIN

1.3. — Soit X un domaine g-concave de CP™. On rappelle que, pour
tout 0 < r < g, X est r-concave. On munit CP" de la métrique de Fubini-
Study et X de la métrique induite.

Soit M un fermé de X qui est une sous-variété (de classe) C? a singu-
larités négligeables, c’est-a-dire il existe un fermé 7 C M de mesure de
Hausdorff (2p — 1)-dimensionnelle nulle tel que M \ 7 soit une sous-variété
fermée de X \ 7, orientée, de classe C?, de dimension (2p — 1), de volume
(2p—1)-dimensionnel localement fini, que dM =0et que 1 < n—p+1 < gq.

On suppose choisies les coordonnées homogenes dans CP™ de sorte
que Phyperplan Q = {wo = 0} coupe M suivant une sous-variété de
dimension (2p — 3). La variété M étant de classe C?, génériquement,
le (n — p + 1)-espace projectif P,, coupe M suivant une courbe 7,/, &
singularités négligeables, de classe C?, & distance finie; 'hypotheése que M
est de classe C? a été utilisée pour établir cette propriété. Générique-
ment D,, contenu dans P,/, est ’hyperplan de P, d’équation g,_p+1 =0
qui ne rencontre pas -y,-.

On pose :

9 = gn—p+1, C:t(zl’---,zn_p).

1.4. THEOREME II. — Soient X un domaine gq-concave de CP™, tel que
n—p+1 < q<netM une sous-variété C?, a singularités négligeables, de
dimension (2p—1), comme ci-dessus. Dans les notations de la section 1.3,
on considére la fonction vectorielle

1 dg
G(&m) = 5— L 7
Alors, les deuzr conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est le bord d’une p-chaine holomorphe de X de masse locale-
ment finie;
(iii) M est mazimalement compleze et il existe une matrice (£*,1m*) au
voisinage de laquelle

Nt N~™
(L1) D2G(g,m) = DE(D_ £ 6m = Y 17 (Em)
j=1 j=1

ou fjjE = fi = "fi1, -, fim—p), pour j = 1,--- N*_ est une fonction
vectorielle holomorphe en (£,7m) et satisfait au systéme d’équations auz
dérivées partielles

9&) =0k

1.2 : =
( ) f]k<6££ anéq
pourk=1....n—petf=n—p+1,...,n

2

Le méme énoncé est valide en remplagant D? par Dén_p+1'
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D’apres la section 1.3, il suffit de démontrer le théoréme pour q =
n—p+1.

Idée de la démonstration. — Comme dans [9],

(i) = (iii) : démonstration directe;

(iii) = (i), ’abord dans le cas hypersurface n = p + 1, puis par une
méthode de projection.

La démonstration complete sera donnée dans les sections 2 a 5.

La démonstration a été faite, dans [9], pour p=1, pour M de classe C?,
et seulement de facon schématique pour la suffisance de la condition
trouvée.

1.4.0. REMARQUE. — Le théoreme est énoncé dans un systeme de
coordonnées fixé. On définit un changement de coordonnées permis comme
dans [9]; c’est un cas particulier de projection permise (section 5.1.3) olt
la projection est 'identité. Alors la démonstration de I'invariance de la
condition (iii) par projection permise (prop. 5.1.4) entraine l'invariance
de la condition (iii) par changement de coordonnées permis.

1.4.1. PROPOSITION. — La variété M étant donnée, deux solutions du
probléme du bord pour M dans X différent d’une p-chaine holomorphe
de X.

Démonstration. — Soient T, Ts deux p-chaines holomorphes distinctes
de X telles que dT7 = d75 = M. Alors, T1 — T, est un courant rectifiable,
de type (p,p), d-fermé; de plus, H?**1(spt(Ty — T>)) = 0. D’apres le
théoréme de structure de Harvey-Shiffman [18], [14], T} — T» est une p-
chaine holomorphe de X. []

1.5. Corollaires du théoréme II.
1.5.0. CorROLLAIRE. — Dans les hypothéses des théorémes 1 et 11, les
deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est le bord d’une p-chaine holomorphe de X de masse locale-
ment finie;
(iv) M est mazimalement compleze et il existe une matrice (£*,17*) au
voisinage de laquelle

Nt N~—
(L.1) D2G(&,m) = DE(D_ 1 &m =Y 17 (Em)

j=1 j=1
ou f].i = fi = "(fi1, s fin—p) pour j = 1,...,N*, est une fonction
vectorielle holomorphe en (§,7m) et satisfait au systéme d’équations aux

dérivées partielles
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392 P. DOLBEAULT ET G. HENKIN

of; of;
= ) k = 1, .
agn—p—l) 3777]§_p—1

(1.2) fjk( n=p

Ce corollaire montre que, dans les hypotheses ci-dessus, le systeme
d’équations (1.2) est surdéterminé; ce systéme résulte du systéme par-
tiel (1.2), d’apres le théoreme II.

Démonstration. — 11 suffit de montrer (iv) = (i). Pour v/ au voisinage
de v'*, la condition (1.2)’ entraine, par le théoréme IT pour p = 1, que la
courbe 7y, est le bord d’une 1-chaine holomorphe S,.. Alors, le théoreme I
entraine (i). []

1.5.1. COROLLAIRE. — So0it Y un sous-espace analytique compleze réduit
d’un domaine q-concave X de CP™. Si M wune sous-variété de X, de
classe C?, a singularités négligeables, contenue dans Y, de dimension
(2p — 1), telle que 1 <n —p+1 < q. Alors les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) M est le bord d’une p-chaine holomorphe de X, de masse locale-
ment finie, a support contenu dans Y ;

(b) M satisfait a la condition (ii) du théoréme 1 dans X ;
(¢) M satisfait 4 la condition (iii) du théoréme II dans X .

Démonstration. — 11 suffit de montrer que s’il existe une solution 7T’
du probléeme du bord pour M dans CP", il existe une solution 7y du
probléeme du bord pour M dans X dont le support est contenu dans Y.

Soit T' = )~ n;[W;] une solution du probléme du bord pour M dans X,
ot Wj est un sous-ensemble analytique complexe irréductible de X. Soient
z € M et un indice jy tel que, pour tout voisinage ouvert U, de z dans X
dans lequel un modele local Y, de Y est contenu, et que U,NW;, contienne
un ouvert de M. Alors, M étant de dimension (2p — 1), les premiers
membres des équations de Y, dans U,, s’annulant sur M, s’annulent aussi
sur U, N W), ; il est clair que I'inclusion locale de W, dans Y se propage
a tout Wj,. Alors, Ty = Y n;,[W,,], ol la sommation porte sur tous les
indices jo possédant la propriété ci-dessus, est une solution du probléme
du bord & support dans Y. []

1.5.2. COROLLAIRE. — Dans les hypothéses et notations du théoréme 11,
les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(a) M est le bord d’une p-chaine holomorphe unique T de X \ D, ;

(b) M est maximalement complexe et DgG(g, n) = 0 pour v au
voisinage de v*;

(¢) M est mazimalement complere et Nt = 0 = N~ pour v au
voisinage de v*.
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Démonstration.

(a) = (c) : M et sptT sont contenus dans X \ D,~. Pour tout v assez
voisin de v*, D,, est disjoint de spt T'. Alors, d’aprées la démonstration du
théoreme II (section 2 : condition nécessaire), ’ensemble des fonctions fjlL
est vide, donc NT =0=N".

(b) & (c) : évident.

(b) = (a) : DiG(§,m) = 0 entraine que les conditions (1.1) et
(1.2) du théoreme II sont satisfaites pour N* = N~ = 0. L’existence
de T, a support disjoint de D,,, résultera de la démonstration du
théoréme (sections 3-5 : condition suffisante); 'unicité résulte de la

proposition 1.4.1 puisque le support de toute p-chaine holomorphe non
nulle de X rencontre D, -, d’apres le lemme suivant :

1.5.3. LEMME. — Le domaine X est (n — p)-concave et tout ensemble
analytique complere W de dimension p, de X, rencontre tout sous-
espace D, contenu dans X.

Démonstration. — Les sous-espaces D,, pour lesquels 7 est fixé définis-
sent une projection m de X dans un sous-espace projectif de dimension
p de CP", la restriction de m & W est une application ouverte et fermée
dans I’ensemble connexe 7(X), donc elle est surjective. []

1.5.4. — Dans les sections 1.5 et 1.6, nous allons considérer la situation
suivante : soient X un domaine g-concave de CP”, II = CP? un sous-
espace projectif de CP™ contenu dans X et M une sous-variété C2, &
singularités négligeables, de dimension (2p — 1) de X disjointe de II,
satisfaisant aux conditions de 1.3. Nous établirons des corollaires du
théoreme II dont des cas particuliers redonneront les théorémes connus
de Harvey et Lawson (cf. [15],[16]) et de Chirka [4] sur le probléme du
bord, dans I’hypothese de classe C2. On pose r = n — q.

1.5.5. COROLLAIRE. — Dans les hypothéses de 1.5.4, supposonsp > r+1,
alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est le bord d’une p-chaine holomorphe unique de X \ II;
(ii) M est mazimalement compleze.

Démonstration. — 1l suffit de prouver (ii) = (i). L’hypothese M NIT = )
entraine que, pour tout sous-espace II' dans un voisinage V assez petit
de TI dans Ge(n —r+ 1,n+ 1), on a M NII' = @. Alors, pour tous les
PLPTU C IV, pour I € V, on a7, = P, N M = () et, pour v/ dans

un certain ouvert V' de Ge(n —p + 2,n + 1), on a G(§,n7) = 0. Donc
Pidentité (1.1) est réalisée avec des fonctions f]-i =0.
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Pour tout v* tel que D, soit contenu dans II, d’apres 1.5.2, il existe
une p-chaine holomorphe unique T, a support disjoint de D,., telle que
M = dT'; donc T a son support disjoint de II. []

En prenant X = CP™, en tenant compte aussi de 1.5.1, on obtient les

théoremes I de [15] et de [16] pour p > r + 1. En prenant ¢ = n — 1, on
obtient le théoréme 2 de [4, 19.6].

1.6. Corollaires du théoréme II (suite).

1.6.1. — Dans la suite de la section 1.6, on suppose M compacte.

1.6.2. COROLLAIRE. — Dans les hypothéses de 1.5.4, supposons p = r,
pour I1 =2 CP™~", supposons X (n—p+1)-concave et M compacte dans X .
Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(ii) M est mazimalement compleze et, dans les notations de 1.4,
NT=0=N".

(iii) M satisfait a la condition des moments dans X \ II, i.e. pour
toute forme différentielle C™=, PP~ sur X \ TI, telle que d"¢o =0, on a

Sy e=0.
En prenant X = CP", et compte tenu du corollaire 1.5.2 et du
corollaire 1.5.1, on obtient le théoréme I de [16] pour p = r.

La démonstration fait intervenir les notions et les résultats suivants.
Posons :

D? =D.

€n—p+1
1.6.3. Ezpression de DG(&,n).
On considere le noyau de Bochner-Martinelli [14, section 3.7]
L ()R- 1))

K7() =
27 n _
@S ga)
s=n_p+1 n n n
x> (=g N dgen N\ dgk
l=n—p+1 k=n—p+1 k=n—p+1
ke
qui est de type (p,p — 1). Soit
C _
Yo = n o1 9n 1dgn
(X 9:35) -
s=n—p+1

A Z )ge \ dox A /\ dge

L=n—p+1 k=n—p+1 k=n—p+1
k£l
qui est de type (p,p — 2).
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La forme 1 a pour singularités {g, = 0} et D, ; pour € > 0, 1)y est
intégrable sur {|g,| = £} N M; la forme kP est intégrable. Pour une

constante numérique convenable C, on a d”¢g(z) = kE(z) en dehors des
singularités.

On pose :
w=C_CkMP, Y =C(; alors d'Y=w.
La variété M est maximalement complexe, i.e.
M=Mpp 1+ My_1p; d¢=dCAt+ (deho.

Sur {|gn| >e}NM,ona dy = d"Yp =(d"Py = w.
La forme w a une extension {2 & CP™ obtenue en passant en coordonnées
homogenes dans ’expression de w, on a gs; = (§s/wo); alors, pour

W = (w1,...,Wn—p)

et pour une constante numérique convenable Cp, on a

a-c,W w6
w ~ =
(X 33,
s=n—p+1
- g A gk A g
—1)t 2 d(——) A d(—"’).
S i A a(®)a A o
{=n—p+1 k=n—p+1 k:n;g-ﬁ-l
k
De plus
gj - -

d(@%) =wy ! (dw; — njdwy — -+ — ) P dwn_p)

—wy 2wy — njwy — -+ =) Pwn_p) dw.

En portant dans 2, on trouve que :
« les termes indépendants de dwg, dwo ont en facteur wy L.

)

o les termes en dwg ont en facteur wy z,

1 1

e les termes en dwg ont en facteur wy "W, ;

o les termes en dwg A dg ont en facteur wy *w, .
Considérons la dérivation de €2 par rapport & &,_p41. Comme &, _py1
figure dans ) par I'intermédiaire de §,_p+1 et seulement dans le facteur
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n

= 8
( Y §sgs)7P,on FInptl _ = —wyp. Alors, dans DS, seuls les termes
s=n—p+1 8§n p+1

produits d’un facteur lisse et de wg Wy Ldwg ou Wy ! dwgy A diwg présentent
une singularité dans @ \ D,. En passant en coordonnées polaires au
voisinage de wy = 0, i.e. en posant wy = pe'?, on voit que la forme
différentielle D) est intégrable au voisinage de wy = 0.

Dong, la forme D2 est lisse sur CP™ \ (D, U Q) et est intégrable sur
MnCP*\D, =M.

1.6.4. LEMME. — Dans les notations ci-dessus, on a

/ DO = (-1)P"'DG(v).
M
Démonstration. — Posons :
M. =M0{| gnpt2 |> &, ..., gn |> €},
M =MO{| gnpt2 > .., lgm| > €5 gr =0,m+1 <k <n}.

Posons M™ = M et M = M™"N{|gn| > €} ; alors M = MN{|gn| = ¢}
et M" ' =Mn{g,=0}.Ona:

/ DQ = lim DQ = 11m Dw = lim Ddy
e—0 —0 Mn e—0 Mn

=lim [ dDy = - lim Dip

e=0 pp —0Jbmp
. c¢ _
m ol [ P
bM; ( Z gsgs)
s=n—p+1

= —/ DCkp~ Pt
Mn-1 v

Par récurrence sur m, on obtient

[ w2

1 " d
=g [ = yrtpow

puisque -+, est, génériquement, a distance finie et ne dépend pas
de &_pt1- D
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1.6.5. LEMME. — Dans les notations ci-dessus, la forme différentielle
DQ est d”-fermée sur CP™ \ I1.

Démonstration. — Dans C™ \ {g, = 0}, on a w = d"¢. Soit Yom
(resp. ¥.,) la forme déduite de 1y (resp. 1) par remplacement de gy,
par gm pour m =n—p+1,...,n— 1; elle a pour singularité {g,, = 0}
et, dans C" \ {g,, = 0}, on a w = d"”4),,. On pose ¥, = . Par passage en
coordonnées homogenes, 1, a une extension ¥,,, 4 U,, = CP™\ {§,, = 0}.
On montre, comme pour D2, que DV, est a coefficients localement
intégrables dans U,,,. En tant que formes localement intégrables, d'DV¥,,
et D) ont méme expression dans U,,, donc d"DV¥,, = DN en tant que

courants. Alors, d"DQ) = 0 sur U,, en tant que courant et d"DQ = 0
n

sur U Un=CP"\D,. []

m=n—p+1
Démonstration de 1.6.2.
(i) = (iii). En effet, (ii) = (i) (cor. 1.5.2) = (iii) car

<M7 <P> = <dT7 <P> = <T7 d(P> = <Tv dN‘P) =0

(iii) = (ii). Soit U un voisinage ouvert, connexe, g-concave, pour
g = n — p, (réunion de sous-espaces projectifs de dimension ¢), de II
dans X, disjoint de M. Alors, par un théoréme classique d’approximation
de Andreotti-Grauert-Hormander, ou Weil si p = 1, (voir [21, th. 3.4.8];
voir aussi [19]), pour chaque D, contenu dans U, on peut approcher la
(p,p—1)-forme DS, avec singularité D, , dans L' (M), par des formes diffé-
rentielles C* de X \ II, d”-fermées, de méme bidegré, donc [,, DQ = 0;
d’apres le lemme 1.6.4, on a DG(v) = 0, alors la condition (1.1) du théo-
réme 1T est satisfaite dans X \ IT; il en résulte que la condition (a), donc
la condition (c) du corollaire 1.5.2 sont satisfaites. []

1.7. Corollaire du théoréme 1.

1.7.1. THEOREME. — Soit V un ouvert relativement compact de C?,
a bord OV conneze, de classe C?. Alors, toute application lisse CR
f: 0V — CP! a une extension méromorphe F a V.

Notre démonstration est basée sur le théoréme 1.

En méme temps (novembre 1996), une autre démonstration du théo-
réme a été obtenue par E. Porten [31]; utilisant des résultats d’extension
locale de fonctions CR de J.-M. Trépreau [40] et de B. Joricke [23], il a
montré que 'application CR lisse f se prolonge dans un domaine W tel
que OV C W; puis il a appliqué le théoreme classique d’extension de
Hartogs-Levi.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



398 P. DOLBEAULT ET G. HENKIN

Pour la méthode de Porten, la condition que f soit lisse est essentielle;
mais, par contre, f peut prendre ses valeurs dans une variété kahlérienne
compacte (voir Ivashkovich [22]).

Démonstration du théoreme 1.7.
1.7.2. — On considére le plongement de Segre
¢ : CP? x CP! — CP?
qui envoie ((2o, 21, 22), (wo, w1)) sur le point
Vo = 20Wp, V1 = 2pW1, V2 = 22W1, U3 = 21Wp, V4 = 22Wo, Vs = 21W1,
ce qui définit une quadrique Q de CP?.

Soient C? = CP?\{zy = 0} et ® : C2xCP! — CP® l’application induite
par ¢. Le graphe I'; de f est contenu dans OV x CP! et on cherche une
fonction méromorphe F' sur V, d’ensemble d’indétermination Z C V, tels
que F € M(V)NC*V \I) et que F|gy = f. On pose M = &(T'y).

Il s’agit de montrer :

1) M =dT, ou T est une 2-chaine holomorphe dans CP°\ M;

2) T, étant une 2-chaine holomorphe unique convenible satisfaisant
a1),sptTo =®(Y) ou Y est le graphe de F restreint & V \ Z.

1.7.3. Preuve de 1). — La construction de T se faisant dans CP%, dans
les notations de 1.1, on considere la forme linéaire suivante :

g5 = vs — E5v0 — MgUL — MEV2 — M3 Vs ;
on pose £ = &, n = (n',7*,n*) = (n3,n3,n3). L'hyperplan P,, a pour
équation gs = 0; v,» = M N P,.
L’application f est définie par deux fonctions wy = wo(2), w; = w1(z),
z € V. La représentation paramétrique de M = ¢(I's) est
vo = 2owo(2), v1 = 20w1(z), w2 = zow1(2),
V3 = zlwo(z), Vg = ZQ’U)O(Z), Vs = lel(z) H
Y = M NP, est, génériquement, a distance finie, i.e. sur ,, on peut

prendre vy = 1. Dans C2? qui contient V, on a zy # 0, alors on prend les
coordonnées (2o, z1) avec zg = 1.

Le parametre z sur +,. satisfait a la condition
() 2€dV, () = mwi(2) —n'wi(z) —Pmwi(z) — Pz = ¢.

On fixe n générique; pour & générique, (*) définit une courbe réelle de
classe C?, 3¢, = {2z € OV;9,(2) = £} contenue dans OV
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LeEMME. — Dans C? (de coordonnée z), il existe une 1-chaine holo-
morphe Sg, telle que V¢ 5, = dSe,.

Démonstration du lemme. — Soit P(z) n’importe quel polynéme holo-
morphe en z = (21, 22). Considérons I¢, = fig , P(2)dz;;0on a:

1 d
Iey = lim — P(2) -2 A dzy

=027 Joeovip,(x)—gl=e ¥ =€

avec ¢ = 1,. La forme différentielle sous le signe d’intégration a pour
singularités ¥ — & = 0 et ¢ = oco.
Pour 7 générique fixé, {z € OV, 9, = 0o} est une courbe Y, réelle C2.
On pose :
V=U,=z2w — nlwl — 7722211)1 — n321w0.

D’apres la formule de Stokes,

/268V|¢—5|>e d(P( )wd—d],é A dzl)

[]<A
:_/ ()——/\dz1+/ P(2) -2 A .
2€0V |p—E|=¢ 2€0V|p|=A Y=£

Mais

d(P( )f;—’/’g A dzl> = d(P(z)\I/dipg A dzl>lgrf =0

car gr f est maximalement complexe, c’est-a-dire somme de deux courants
de bidimension (1, 2) et (2, 1) respectivement. Alors

— lim P(z )ﬂ A dz
€=0 ) covip—e|=c Y—£
+ lim P(z)ﬂ Adz =0,
A=o0 [ eaviy|=A Y—=¢

soit

P(z)dz +/ P(z)dz; =0.

Foon

-,

Autrement dit la 1-chaine ¢, — Yoo satisfait & la condition des moments
dans C2; d’apres le théoreme de Wermer généralisé (voir [15], [7]), il existe

&n

une 1-chaine holomorphe S” de C? telle que Yy — Yooy = dSﬁn
Le nombre de composantes connexes de 7z, et de Yo, est fini.
Considérons une composante connexe 72, de Yoon €t faisons I’hypothese

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



400 P. DOLBEAULT ET G. HENKIN

suivante : il existe une surface de Riemann ¥ de spt gén issue de 72, dont
le bord contient une réunion non vide ’”yg de composantes connexes de Y¢,,.

Si € varie assez peu, le nombre de composantes connexes de g, est
constant. Alors, pour presque tout £ et pour £ assez voisin de &, il existe
une surface de Riemann ¥’, de spt S’ , issue de 4%, dont le bord contient
une réunion non vide ﬁ/g, de composantes connexes de g,,. D’apres le
théoréme de structure de Harvey-Shiffmann [18], ¥ — X’ est une surface
de Riemann sans bord pour £ = oo; les deux courbes ig et &g, étant
voisines, ¥ N Y/ a un intérieur non vide, donc quand £’ varie au voisinage
de &, les courbes de niveau {1, = £’} décrivent une surface de Riemann M
(contenue dans dV'). Mais 1, est CR sur OV, et sa restriction & M est
une fonction méromorphe g d’une variable complexe qui ne peut pas avoir
d’ensembles de niveau {g = ¢’} de dimension 1.

L’hypothese faite conduit & une contradiction, donc spt §én ne peut pas
avoir de composante connexe dont le bord contienne a la fois une compo-
sante connexe de Yoo, €t une composante connexe de 7,5,7 Alors, il existe

deux 1-chaines holomorphes Sg,] et Soon de C? telles que S = SEn + Soon
et ng,, = Yens dSOO,, = Yoon-

Supposant wg = 1 et permettant que w; puisse prendre la valeur oo,
considérons la fonction

wi(z) = (E+n°z1) (21 — ' —n’z) "

définie par ¥, = & pour z € spt §£n? on a 55,7 = Zj njlo;] ou
n; € Z et ol 0; est un sous-ensemble analytique complexe irréductible
de dimension 1. Le couple (z,w;) décrit le graphe X; de la fonction w;(z)
définie sur o; dans C2 xCP!; 3 ; 1j[2;] est une 1-chaine holomorphe dont
I’image par l’isomorphisme analytique propre ® sur Q est une 1-chaine
holomorphe S¢, a support dans P, telle que g, = dSe,.

Alors le théoréme I entraine ’assertion 1). []

1.7.4. Preuwve de 2). — Soit 7 la projection : C? x CP! — C2. Soit Ty
la 2-chaine holomorphe unique solution telle que 7, ®~ ! o(spt Tp) = V.
Alors Ty = (971 g)(Tp) est une 2-chaine holomorphe de C? x CP' \ I'y
telle que I'y = d7,.

Du fait que 0V, donc I, est connexe, Ty est une 2-chaine holomorphe

définie par un seul ensemble analytique complexe irréductible W de
C? x CP' \ Iy tel que I'y = £dW. Alors,

+d(m [W]) = £, (d[W]) = 7. (Ty) = dV.
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Selon [15, preuve du th. 12.1], & cause de l'unicité de la solution du
probléme du bord, on déduit de ce qui précede,

(t) W=V,

d’ou I'y = dW. De plus () entraine que W est un revétement généri-
quement a un seul feuillet de V', donc W est le graphe d’une fonction F
méromorphe sur V, avec la précision donnée dans I’assertion 2). []

2. Condition nécessaire

2.1. — On suppose qu’il existe un ensemble analytique complexe de
X \ M, de dimension complexe p, tel que le courant d’intégration T qu’il
définit ait une extension simple (notée encore T') & X, de bord [M],
courant d’intégration défini par M (que 'on notera habituellement M).
On peut suppposer, sans restriction, que 7" ne contient pas de composante
compacte.

2.2. Définition de f;r et de P

On notera encore T le support de T'. Pour presque tout v, D, et T sont
transverses. On désignera par p; le j-iéme point d’intersection de D = D,
et de T et par f]TF le point de C"~P de composantes 21(p;), - - ., Zn—p(P;),
de sorte que (fj+; f-}—n-f;r) est le j-iéme point d’intersection de D, et de T'.
On considere le sous-espace a l'infini L, = P, NQ de P,/ ; on suppose que
Iintersection T'N P, est une courbe analytique complexe T,.. La forme

d
différentielle w = ¢ ——2|T est méromorphe et a pour poéles a 'infini les
g v

points g5 d’intersection de T, et de L.
w1
On pose W' = ( ) et on note Q; la 1—forme w en coordonnées
Wn—p
homogenes ; alors
w' dg _,dw
g = T 7 _ g dun
Wo g Wo
et on désigne par 2 la restriction de £, a T,/.
Par définition, ¢ = —rés,, Q, ol résy, 2 est le résidu de §2 au point g;.

2.3. LEMME. — Dans les notations ci-dessus, pour D, (resp. Q) dans
un ouvert convenable de Ge(n —p+ 1,n + 1) (resp. Ge(n,n + 1)), les
fonctions f]-Jr et ¢, sont localement holomorphes et satisfont a la relation

Nt N~
(2.1) Gv) = 2%/ ngg = ij*(v) - Z«pj‘(V).
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Démonstration. — La formule des résidus sur sptT N P, établit la
seconde assertion.

Les fonctions f;r sont localement holomorphes parce que T est un
ensemble analytique et parce que le sous-espace projectif D, a des
équations dépendant linéairement de v.

La fonction ¢; est holomorphe en v comme résidu d’une forme dépen-
dant holomorphiquement de v. []

Explicitons ¢ . Sur T,/, supposé transverse a (), au voisinage de g,
pour un choix convenable des coordonnées, la coordonnée wy_p41 ne
s’annule pas; on fixe alors w,_p+1 = 1 et, sur la surface de Riemann 7,
on prend la coordonnée locale wy au voisinage de wg(gs) = 0.

2.3.1. LEMME. — En supposant que T, est transverse a Q, on a
_ . -1
oy = —r1ésq, Q= {-} []
avec

{t= [1 - %wﬂﬁ'(qs)],

~ dw’ du’ W'
[-]= [§n—p+1w (gs) + d—i(qs) + (n""p“ ' dz[))w (@)
_,, dw’
= (Mn—p+1- W) dzo (qs)]'

Au voisinage d’un point g¢s, la surface de Riemann T,/ est définie par
H~10), ot H(ag,0,...,0,) est une fonction vectorielle holomorphe
homogene, sur un ouvert de CP™ & valeurs dans C"~P.

Posons encore

nj = (77]1, . 777?7:0)7 w" =t (U)n_p+2, . ,wn),
~ nnfp+2
ézt(§n7p+2’...,§n)7 ’f]:( )
T

La surface de Riemann T, est définie par
(2.3) H(w';w") =0,
(2.4) wj —&wo—n;w =0, j=n—-p+2,...,n

Alors, les coordonnées non homogenes (wg,w’) d’un point de T/, au
voisinage de g satisfont a

(2.5) H(wo, W5 1, &n—pt2wo + Nn—py2@, . . ., Enwo + 1 @') = 0
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celles de g, sont obtenues pour wy = 0.

Alors, par dérivation de (2.3) par rapport & wg, on a :

0.

il

dw’ - dw’

D’autre part,
w' dg _,dw

=29 _ 5%,

Wo g Wy

Comme T, est transverse a @), au voisinage de ¢,, on a :

/!

dw
~I - ~I —_— ...
w =w (QS) + dwo (QS)WO + ’

~
1= &n—pr1Wo — NMn—p+1W,
~/

dg = ~&n_pr1dwo — Nn_pt1 Two dwg.

N}
I

En portant dans €2, on obtient

!

—€n— — Dp—prrdww’/d d
0= d’w() I:ﬂ},,(qs) E p+1 n p+1 U}/ wo _ w

()]

wo 1 —&npr1Wo — Mp—pt1W’ dwo
+ termes indépendants de d—MQ,
wo
d’ou .
p; = —résg, Q={}""["]
avec
{} = [1 - 77n—p+17’17,((h)]7
~ dw’ dw’ | _
1= [enpn® (@) + o (@) + (pir - o) (05)
_, duw’
= (nprr @) g ()] [

On tiendra compte de la multiplicité éventuelle du point d’inter-
section gs, en utilisant la représentation de Puiseux de T,., au voisinage
de qs.

(Au voisinage de g5, {-} ne s’annule pas; on retrouve que ¢ est
holomorphe en v.)
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2.4. Lemme de Darboux.

2.4.1. LEMME. — Dans CP™ \ Q = C", on considére les sous-espaces
affines D;, = D, NC". Soit T une sous-variété analytique complexe d’un
ouvert Q de C", avec dim¢ T = p. Soit v* tel que D, NT soit un ensemble
fini. Alors, pour v dans un voisinage assez petit de v*, D, N'T est un
nombre fini, fize, de points (f;(v),£+nf;(v)),7 =1,...,N ot f; =* (fjx),
(k=1,...,n—p), est holomorphe et satisfait a

LOfi _ o
(12) f]k age - 8775’

k=1,....n—-p, L=n—p+1,...,n

Réciproquement, si, dans un voisinage de v*, f(v) est holomorphe et
satisfait a (1.2), alors le point (f(v),€ + nf(v)) décrit une sous-variété
analytique complere T de dimension complere p, d’un ouvert de C";
les (n — p) premiéres coordonnées des points d’intersection de D!, et de T
sont, exactement, les composantes des fonctions f;.

REMARQUES

1) Dans le cas n = 2, ’équation (1.2) est une équation scalaire; la
premieére partie du lemme ci-dessus se trouve implicitement dans le livre
de Darboux [5, chap. X, p. 154].

2) Dans le cas n = 2, I’équation (1.2) est I’équation de ’onde de choc
dans laquelle 7; est le temps et £ la coordonnée d’espace; on ’appelle
aussi ’équation de Hopf ou ’équation de Burgers sans viscosité.

Démonstration. — La sous-variété T est définie par K~1(0) on
K(z1,...,2,) = Y(K1,...,Kn—_p) est une fonction vectorielle holomorphe
définie dans Q. Alors K(v) = K(f;;€ +nf;) =0, donc dK = 0, i.e. les
applications linéaires

oK oK

—_— — :1,...,’!1,— ,Ezn— +1,...,TL,
& Oy P P

satisfont au systéme d’équations linéaires

oK of; of.
& DK 2 4 Dk [t0- - (1) 0) + 722 ] =,
agl ag[ [( ( )f ) 778&]

oK of; af;
——:D,u-)/ I Dw” t . I —

ou (*), signifie que x constitue la £-ieme colonne de la matrice dans laquelle
il figure.
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Le systéme a une solution non nulle en Dy K, D, K; donc, pour tout
couple (k,£), il existe \f € C* tel que :

) ofi _ \k 0fi
® 0%~ " onf’

(i)  0---(1)¢---0) +7 6? = Ak t(o...(fjk) +778f1]c"'0)-

En portant (i) dans (ii), on obtient :

af;

(i)  Y(0---(1)e---0) +n a

of.
)‘Z_ ( (f]k)g'i'nai"'o)'
Alors 1 = A fjr; en multipliant les deux membres de (i) par fj, on
obtient :
ij of;

1.2 fk =— k=1,....n—-p, {=n—p+1,...,n

Réciproque : pour un ouvert U convenable de CP(»~P*1) on considére
Papplication F : U — C™ définie par v — (f(v),& + nf(v)).

Les relations (1.2) entrainent que les mineurs de rang > p + 1 de la
matrice jacobienne de F' ont des lignes proportionnelles, mais I’'un de ses
mineurs de rang p ne s’annule pas, de sorte que 'image T de F' est de
dimension complexe p. En outre, par construction, la derniere assertion
est vérifice. []

2.4.2. LEMME. — Les fonctions ¢ = p; satisfont a [’équation

dp Oy
agn—erl 87I§—p+1

(1.2) mPk
avec ¢ =*(p1,...,pn—p), mE N* et @
(2.6) D2<p Dy =0.

Démonstration.— En supposant que T,/ est transverse & @, les points g,
sont obtenus pour wg = 0, alors @' (qs) et dw’/dwg satisfont aux équations

(2.7) H(0,9'(gs5), 1,710 (gs)) = 0,
4’ 4’
(2.8) DuyH + Dy H- + Do H (E+i15.-) = 0.
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v, ne dépend pas de &, —p41 ni de Np_p1; il en donc de méme de w'(gs)
et de dw’/dwy(gs). Considérons, d’abord, les dérivées partielles de ¢ par
rapport & £p,—p+1 €t Pn—pt1 pour k =1,...,n—p. D’apres le lemme 2.3.1,

-1 N . N
on a ¢ = {-} 7 "[-];, ou le second facteur signifie la k-ieme composante
de [-]:

9y .
A SAACY)
n—p
O _ (2 1AW 0y o S2
g = e+ (7 [ G e) - we (e
_ 0¥
_<pka§n—p+1

Les points g satisfont au systeme d’équations (2.7), (2.8) ; w'(qs) dépend
de 7 seul. Alors dw’/dwo(gs) dépend linéairement de £, et ¢ dépend linéai-
rement de £ et aussi de &, d’ou (2.6).

En labsence de transversalité, on obtient le résultat en passant a la
limite du cas ou la transversalité est satisfaite. []

2.4.3. REMARQUE. — La fonction ¢ étant linéaire en £, i.e. en
(bn—p+1,---1En), on a 8p/0E2 =0 pour j=n—p+1,...,n.

2.5. PROPOSITION. — Dans les notations du théoréme I1, la condition (i)
entraine la condition (iii).

Démonstration. — Cela résulte des lemmes 2.3, 2.4.1 et 2.4.2. ]

3. Condition suffisante dans X : construction d’une
fonction méromorphe

3.1. Définitions et notations. — Dans les sections 3 et 4, on
suppose n = p + 1, de sorte que X est 2-concave. On a v = (£,7n) ol
E="&,..., &), n="(n2,...,mn) sont deux matrices colonnes.

3.1.1. Projections. — Pour tout point a € X C CP™, on considere la
projection 7#® : CP™ \ {a} — A, de centre a sur un hyperplan projectif
A = CPP quelconque ne passant pas par a. Le choix des coordonnées
homogeénes dans CP™ est soumis & la condition que I’hyperplan & I'infini
@ = {wp = 0} coupe M suivant une sous-variété & singularités négligea-
bles I'** de dimension (2p — 3). On prend le centre de projection a, dans
@, en dehors de I"*™°.

Les projetantes, a ’exception de celles qui sont dans I’hyperplan
{w; = 0} ou dans I’hyperplan @, sont des droites D d’équation w" = v/,
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i.e. gj(w) = 0 pour j = 2,...,n, dans les notations de la section 1. Les
projetantes qui sont dans @) projettent I'* dans I’hyperplan a U'infini de A.
Il n’y a pas de projetantes D dans I'hyperplan {w; = 0} car, il y en avait
une, a aurait toutes ses coordonnées homogenes nulles. Si I'on se borne
a cette famille de projetantes, il suffit de considérer la projection induite
par 7, notée encore 7%, de CP™\ Q = C" dans A\ @ = CP, c’est-a-dire
une projection affine de C™ sur CP.

Fixer a, de coordonnées homogenes (0,a1,...,a,), revient a fixer g
tel que a; = mnja; pour j = 2,...,n. La projection de tout point
(21,...,2n) € C™ dans CP est définie par §; = 2z; — 1;21. L’hyperplan @
étant choisi, 7* est déterminé par 7; on posera 7% = 7, = .

On considere la réunion X* = X, des droites projectives D, issues de a,
contenues dans les 2-plans P appartenant a V' (voir 0.2) et passant par a.
La restriction 7% = 7, = m de #® & X est la projection de centre a de X¢
sur un ouvert Y = Y de A, car Papplication 7% est propre. A cause du
choix des équations des droites D,,, on se bornera, en général, a considérer
Pouvert Y/ =Y\ Q de A\ Q = C?;

On suppose M de classe C' & singularités négligeables dans la sec-
tion 3.1.

Pour tout 7, on pose M = M, = m,(M N X,); c’est une hypersurface
de Y ¢ A =2 CPP.

Soit G = G, l'ensemble des points z € X \ Q tels que tout point de
7~ 1(m(2)) N M soit un point régulier de 7|, Remarquons que G est la
réunion de droites projectives issues de a et contenues dans X et que X\ G
contient, en général, un ouvert non vide de CP". Soit K l'’ensemble des
points critiques de 7|y, alors 7(G) =Y \ 7(K).

Le lemme suivant et sa démonstration se trouvent, a trés peu pres, dans
[14, lemma 3.4].

3.1.2. LEMME. — Soit 7 = T, une projection fize sur A induisant une
projection m de X surY . Alors

(a) on a H?*P~Y(m(K)) = 0 et m(G) est un sous-ensemble ouvert, dense,
conneze de'Y C A.

Pour tout 2’ € MN7(G), MNn~1(2") est un ensemble fini de points et
il existe un voisinage A’ de 2’ tel que M Nw YAy = My U...U M,,
ou M; est une sous-variété conneze et |y, un plongement dans A,
pourj=1,...,r.

(b) Soit Sing M la réunion des valeurs critiques w(K) et des points
ou M n’est pas une sous-variété. Alors Sing M est partout non dense
dans M et A\ Sing M est un ouvert conneze.
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Démonstration.

(a) Légalité H*~1(m(K)) = 0 résulte du théoréeme de Sard. Pour
2 € MNm(G), les points de M \ 7~1(2’) sont réguliers; ils sont isolés
puisque, au voisinage de chacun d’eux, 7|, est un difféomorphisme. La
projetante D passant par 2’ est fermée dans X \ {a}; M est relativement
compacte dans un voisinage de D dans X \ {a}, donc M N n~1(2),
étant compact, est fini; la fin de lassertion (a) résulte de ce qui précede.

(b) La preuve est identique a celle de [14, dém. (b) du lemme 3.4]. []

3.1.3. Mise en place géométrique. — Grace a 'invariance de la condi-
tion (iii) par changement de coordonnées permis (voir remarque 1.4.0 et
section 5.1), on choisit les coordonnées dans CP™ pour que v* = 0, alors

n* = 0. Le sous-espace Y \ My a, en général, une infinité dénombrable de
+o0

composantes connexes Dy, i.e. Y\ Mo = |J D, et on suppose que £* =0
q=0

appartient a Dy.

Dans la suite, on suppose M de classe C?, & singularités négligeables.
3.2. Fonctions G*.

3.2.1. Préliminaires. — Les équations de D, sont

95 = gj (w) = wj = Gwo —njwi, j=2,....m,

L’ensemble D = D,, est une droite projective du plan projectif P, .

Dans cette section, on utilise les notations suivantes : le plan pro-
jectif P!, = P* d’équations g;(w) = 0, pour j # £, est défini par la
matrice vy obtenue, a partir de v, par suppression de la ligne d’indice ¢,
alors v = vp_pi1.

Pour presque tout vy, ¢ = 4% = P* N M est une courbe réelle C?
a singularités négligeables. Dans les coordonnées choisies, 1’ensemble
Ly = PN Q est la droite & linfini du plan projectif complexe P¢. Pour
presque tout hyperplan @@ de CP™ choisi comme hyperplan & 'infini,
M N Q est vide ou est une sous-variété I'> de X N Q, de classe C? a
singularités négligeables, de dimension 2p — 3. Pour presque tout 7’ =
Mr—ptts- - sTs--sn)y on a LeNT® = 0, d.e. v° est a distance finie
dans P*. L’ensemble D = D, est la droite projective d’équation ge(w) = 0
du plan projectif P*. Alors, en supposant que D ne rencontre pas v/,
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on pose :
1 d
27t J e ge
n dg
Wm = 27" /\ —Zt . Cest une forme de degré p.
=2 9t
Soit

£
Il ={lgjl=¢}n (N {mx =0}nM N X,
k#5,
Pour £ > 0 suffisamment petit, 7r§ : T ﬁg — % est un fibré en cercles
sur v¢; Tt = @ T est un fibré en produit de (p — 1)-cercles sur +*, de
ve e je Y

J
projection 7 = € 7.

J#t

3.2.2. LEMME. — Supposons vy et v dans un voisinage assez petit de v* ;

alors, pour tout € > 0 assez petit, on a :

, (=1 /
Gy = ;
W G = oy f, “m
VOE
(ii) les fonctions scalaires G§* sont holomorphes en v au voisinage
de .

REMARQUE.— Ce lemme et sa démonstration sont analogues au résultat
de Leray [29, ch. 10] concernant la dérivation des intégrales dépendant de
parametres.

Démonstration. — La forme différentielle w,,, est méromorphe dans C™,
donc dw,, est de type (p + 1,0). La variété M étant maximalement
complexe, on a [M] = M?*' + M2 alors dw,, est orthogonale & [M],
i.e. dwm|p = 0.

Supposons v* tel que D, ne rencontre pas v¢, pour £ = 2,...,n; alors
si v et 1y sont dans un voisinage assez petit de v*, D, ne rencontre ni 'yfo,
ni T'%..

Pour € > 0 assez petit, pour z € ¢, on a :

/ A2~ miprt,
#1(2) oy 95

er— 1 [ mdo 1 /Zmﬁiﬂ dg;
27 ¢ ~e ge fr—l(z)j;ﬁz 9gj

g (2mip
_ (= _ (= "
(2m)p /rgE “m = iy /F‘;Os "
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La derniére égalité résulte de dws,|ps = 0 et de la formule de Stokes
sur M.

Dans l’expression (i), la chaine d’intégration est indépendante de v,
alors, par dérivation sous le signe somme, on obtient (ii). []

3.3. Etude des fonctions G™ et Cmn

Pour tout m € N, on pose :

Nt N~
G" =Gy, Cn=3 ()" =D ()"
j=1 j=1

3.3.1. LEMME. — Pour tout m € N, la fonction G™ satisfait a :

oG™  m  aG™H
one m+1 9&

£=2,...,n.

Démonstration. — D’apres le lemme 3.2.2,

. W1
© ¢ _<2m')”/rzoswm

est une fonction holomorphe de v au voisinage de v*. On a :

ge = 2ze — & —Mez1, dge = dzg — meday,
—d d
9 dg, —dz + 2, 39

3_772 ge - Ge 93
™ (=1t d d
oG _ (-1) /Z{Hl_%/\/\ﬁ
o~ e S, i e
—1)¢1 m d d
— %/ 4, /\ 99k
(2mi) 2. kze 9
m+1 d
Mais/ ( WA gk) =0 car bIZ,=0 et
Toe ke
d( TH) (m +1) i'dz —zm‘H%-
ge 9e ! 9’

donc

m _1)¢-1 m
oG™ _ m_( 1)_ / z;ang/\/\%: m_9G™ 0
o m+1 (2m)P Jr2 90 ppe 9k m+1 9&
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3.3.2. LEMME. — Pour tout v assez voisin de v*, et pour tout m € N,

on a, avec f; = fji

m m—+1
e m+1 0&

Démonstration. — D’aprés la condition (iii) du théoréme II, on a
ofi _9f;
i === —=.Pour m > 1,
13 3¢, = on =
m m-+1
of; :mm*l%szm%z m_Of; - [
One T One 706 m+1 0

3.3.3. PROPOSITION. — Pour v assez voisin de v* et pour tout m € N,
on a
G™(v) = Cn(v) + Pu(v)

Nt N
0 Cp=>" (fj*)m — > (f;)™ et ou P, est un polynoéme en & de degré m.
j=1 j=1

Démonstration. — Le lemme 3.3.2 entraine la relation

aCm m 8Cm+1
= y £=2,...,n.
One m+1 9& A L

Supposons, pour m € N*, la relation :

8m+le 6m+lcm
agzn+1 - 8é-gn+l ’

(3.1)

Alors, d’apres le lemme 3.3.1,

am+2Gm+1 B 8m+1 (aGm+1) _ m+1 6m+1 oG™
66;"&»2 - 85’271-}—1 aé-l - m am“rlge 3771{
~m+1 9 (Bm“Gm) _m+1 9 (Bm+1C’m)

m One\ 9gy m e\ 9g
_m+1 9™t aC,,  9mCnp
omo 9Ertt one  9grt?

ce qui établit (3.1) pour m + 1.

En outre (3.1) est satisfaite pour m = 1 d’apres la condition (iii) du
théoreme II. Pour m = 0, G° est un entier, Co = N* — N—, donc P, est
un entier. Cela démontre la proposition 3.3.3, par récurrence sur m. [J
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3.4. Extension et estimation des fonctions C,,

3.4.1. — Rappelons que v* = 0 d’apres (3.1. 3) donc n* = 0. On fixe
n = 0. On pose G = (g) Remarquons que G = Xy = X'. Soit Gy la
variété G pour n = 0. On travaille dans la variété Gy qui est un cylindre
dans CP™\ Q = C™ et qui est contenu dans la variété X.

La fonction G™(§) = G™(&,0) est définie sur CP \ Mg; Pn(€) =
P,,(£,0) est un polynome en £, de degré m, défini & partir du point
&* =0 € Dy mais qui a un sens pour tout & € CP, donc, G™(§) — P (&),
qui coincide avec Cpp,(§) = Cn(&,0) pour €| < e, existe globalement
sur CP \ Mo, d’our :

LEMME. — Pour n = 0, chaque fonction Cp,(§), définie pour €| < ¢,
a une extension holomorphe, notée encore Cp,(€), a CP \ My telle que
Cp=Gm™—=P,. |[]

3.4.2. Noyau de Bochner-Martinelli. — Pour n = 0, la projection de

(21,29,...,2n) par mg est £ = 2’ = (22,...,2,); en outre, g = g2 = 22— &,
P} est le sous-espace affine g; = 2; — & = 0 pour j = 3,...,n

n
Yéo = Mn »ﬂg{zj = g]}
J:
Pour presque tout &, Yo est une courbe 3 distance finie dans C2, donc

1 d22
21 z9 — 62

est compacte; il en est de méme de 72'0 = wo('yéo) ; est le noyau
de Cauchy sur C.

On considére le noyau de Bochner-Martinelli dans CP (coordonnées
2 = (22,...,2n)) (cf [14, section 3.7])

1 DPe-D/2(p 1) C o "
kE(2') = =) (v Z )ge \ dgk A J\ dax
k=2

(2mi)P ( Z 9s3s)" =2 k=2, k#£L
s=2
olt gj = z; —§&; pour j =2,...,n et oll 2’ est la variable. Soit
C n—1
w(,:n———;g;ldgn/\Z( 913/\ dgr A /\ dgk.
(> 953s)" =2 k=2, kst

s=2
On vérifie que d”’vyy = kg (2') pour une constante numérique C' non
explicitée ici.
Pour 5 donné, soit B une boule ouverte de C* = CP™\ @ contenant Yéo-

Alors Mp = M N B est une sous-variété de B sur laquelle kf et 21"k sont
lisses et intégrables.
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La variété Mp définit un courant d’intégration maximalement com-
plexe de degré 3,
Mp = Mp'+ Mg°.

Alors
(Mg, dipo) = (Mp?, d"4o) = (Mg, d"9o).

De la méme fagon, on a

/ d(z"o) :/ z{"d"¢0=/ 21 kg.
Mp Mg Mp

Posons vy = 9§ et soit ¢ la forme différentielle de méme expression
que 9o pour k < n au lieu de n; alors, le degré de 1§ est (2k — 4). On
pose aussi

Mt =My =MnNGy, M§=MyN{g,=0,...,gr =0}
et on a dim M¥ = (2k — 5). On suppose que M est définie au voisinage
de X, de sorte que 0X coupe M transversalement et on choisit B de sorte

que OB coupe M transversalement. On suppose aussi que M coupe 9Go
transversalement et on pose Mgy = Mg N Gy.

3.4.3. LEMME. — On a :

1 ng
3.2 / 2MEP(2) = ———/ P —
(3-2) Mgo ! 5( ) 2me “éo L2 -6&

n
+ E / 2" g
k+1
k=2"M

JH(bGo+bB)

_ m = m, 1.k
e <5)+k§_j_2/M k.

k1N (bGo+bB)

La somme du second membre ne dépend que de la géométrie, de B et de m.

Démonstration. — On pose
Mp. = Mpo N {lgn| > €}, Npe = MponN {|gn| =€},
lorientation étanfc définie par celle de Mpo N {|gn| < €},
Mg, = Mpon{gn, =0}.
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Alors, on a :

| e = [ i =tim [ aGpn =tin [

BO Mpo Be e Be

C d
:—hr% (zl n ﬂ/\)

e— n- n
NpBe (52+ Z gsgs)p—l 9
s=2
+/ _ 21"o
MN(bGo+bB)
= 27l'i/ (z{”ké’_l) +/ _ Z’{n’(/lo.
Mz, MN(bGo+bB)

La deuxieme intégrale est une valeur principale de Cauchy.

Alors, par récurrence sur p, on a (3.2), car Yo est dans B. []

3.4.4. — Soit p(¢) la distance de £ & Sing My dans CP = A\ Q; pour
tout &' > 0, Uy = {§ € CP;p(§) < &'} est un voisinage de Sing Mo
dans CP. Posons 7 = mp et Y = n(X) = 7(Go)-

LEMME. — Pour tout ouvert relativement compact L de Y \ Sing My,
il existe une constante [y telle que, pour tout a > 1 et pour tout € € L,
€] < a, on ait

lCm(§)| < B a™.

Démonstration. — Le compact L étant donné, il existe ¢ tel que L soit
contenu dans Y \ Us et que la boule B de 3.4.2 contienne L. Alors, pour
&£ € L, on pose :

Gme) = [ .

Sur Mp, z; est une fonction, éventuellement multiforme, de 2z’ =
(22, ..,2n) =& € My. On pose m(Mp) = Myg, alors :

e = [ ).

Soit (V,,) un recouvrement ouvert de CP \ Us tel que, pour tout v,
= V, N My soit une hypersurface connexe telle que V, \ u, ait deux
composantes connexes. Soit (), ) une partition de 'unité subordonnée au
recouvrement (V,,), posons :

@mz/ Xo 2 KE.
Mos
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(ek?) = /M S e k2 = 3G ).

Mpo 0B o v

Alors, d’apres le lemme 3.4.3, on a :
f ame =Y are-Y [ .
M © zl,: ) ,;0 M¥k+10(bGo+bB) rro

On applique le théoréme de Plemelj-Sokhotski généralisé [14, 3.18] a

are) = / Xo 2} K.
Mogs

Alors _
|G oo, Mos < Collxvzl llot (Mog)s
d’oty, sur V, NL cCV,,

G0 < Collxv 21" llcr (Mos)»

ou C,, C!, sont des constantes ne dépendant que de la géométrie.

Alors, d’aprés (1), sur le compact L, il existe une constante By, telle
que |G™|o0 < B

Pour ¢ > 0 assez petit, et pour |£| < ¢, les fonctions f]?'E sont définies et

Nt N~
[en@] =] 0™ = ™,

Soit f1 = (N* + N")g}? |£57(&)]; alors [Crm ()] < BT

Pour [£| < e, la relation P,, = G™ — C,, entraine l’existence d’une
constante (9 telle que | P, (€)| < BF*. Le polynéme P, est de degré < m en
& = (&,...,&). Soit A(m) le nombre de coefficients de P,, ; en considérant
les valeurs de P,, pour A(m) valeurs de & avec || < €, on obtient une
majoration des modules de coefficients de P, par §5*/A(m).

Alors, pour €] < a, on a |Pp(§)] < BFa™, d’ol, pour l'exten-
sion de C,,, pour ¢ dans le compact L de CP \ Sing M, il existe une
constante Gy, telle que

|Cm(&)| < BT ™. []

3.4.5. LEMME. — Dans les notations de 3.1.3, Ci(§) a une extension
continue d Dy \ Sing M.

Démonstration. — Cela résulte d’une assertion du théoréme de Plemelj-
Sokhotski généralisé [14, 3.18] appliqué & G™(£). []
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3.5. Construction d’une fonction méromorphe.

3.5.1. Construction locale. — D’apres la condition (iii), il existe £ > 0
tel que les fonctions fji (&) soient définies pour [¢| < €. Alors la fonction

NT N~
(3:3) R(gw) = [ (- £ @] (w- 7€)

est rationnelle en w sur B(0,¢) x C.
Soit p > 0 tel que |fji(§)| < p pour tout j et tout || < e. Alors,

dans B’ = C\ B(0,p) C C (coordonnée w), on a |fji/w| < 1. Pour des
déterminations convenables du logarithme, on a :

log R(&w Zlogw(l—( )) Zlogw(l—(fi))
~am-3 5% () (5) S () ()"

o Cp = NT — N~ est une constante entiére. A cause de la convergence
normale de la série en w dans B’, on peut modifier 'ordre des termes et

“+o00

(g w) = w exp [ = 3 (1) Ot

3.5.2. ProposiTIiON. — Sur ((B(0,a) \ Mo) N L) x (C\ B(0, fra)), la
fonction

(3.4) R(gw) = uexp | - io () om@v]

est une fonction holomorphe et, pour tout q, elle a une extension conti-
nue R g

(3.5) (B(0,a) N (Dg \ SingMo) N L) x (C\ B(0, Bra)).

Démonstration.—La fonction Cy, est holomorphe sur (B(0, o)\ Mg)NY
d’apres sa définition et est continue sur chaque D,\Sing My (lemme 3.4.5).
D’apres le lemme 3.4.4, la convergence de la série (3.4) en w est normale
sur tout compact de L; donc sa somme R(&;w) est holomorphe dans son
domaine de définition ; en outre, pour tout ¢, elle a une extension continue
a l'ensemble (3.5). []
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3.5.3. LemMmE (E.E. Levi, ¢f. [14, cor. 2.9]). — Soient Q un ouvert
connexe de CP (coordonnée £), a > 0, B = C\ B(0,a) € C (coor-
donnée w), F € O(Q x B'YNC(Q x B'), E une partie de Q. Si, pour
tout £ € E, la fonction holomorphe F¢(w) = F(&w) a une extension
rationnelle a C et si E est un ouvert non vide, alors F' a une extension
méromorphe a 2 x C, rationnelle en w, a coefficients continus sur Q

3.5.4. PROPOSITION. — La fonction R(§;w) est rationnelle en w dans
Do xC, a coefficients holomorphes dans Dy et continus dans Do\ Sing M.

Démonstration. — £ = 0 appartient a Dy ; on applique le lemme 3.5.3
4 F = RC définie dans 3.5.2, avec E = B(0,¢) (3.5.1), on tient compte
de (3.3) et on fait croitre o indéfiniment. []

3.5.5. LEMME. — Soit L un ouvert relativement compact de Y\ Sing Mo,
alors :
Co
(i) Pour tout a > 1, la série R(&;w) est égale & 5, An(&w™ et
m=—00
converge uniformément sur tout compact dans
((B(0,0) \ Mo) N L) x (C\ B(0, Br.a)).
(ii) Tout coefficient A, est une fonction polyndmiale d’un nombre fini
de Cg.

Démonstration.— Elle résulte de 3.5.2. par réarrangement des termes. []

3.5.6. LEMME. — Pour tout ouvert L relativement compact de l’ensemble
Y \ Sing My, la fonction R posséde les propriétés suivantes :
(i) La restriction de A, a Dy se prolonge continiment a D\ Sing M
en une fonction Agm,.
(ii) Pour tout & € LN (D, \ Sing My), R (& w) est holomorphe en w
sur C\ B(0,8La) et a pour développement de Laurent

Co
RU(Gw) = Y Agm(§u™
(iii) Soient RegMo = Mo \ Sing Mg et M. une composante connexe
de LNRegMoNDyNDy ; alors m= (M) N M est la réunion des graphes
d’un nombre fini v de fonctions hys(€) € C*(M,) et

™

RI(&w) = [] (w — hs(€)) ' RY (£ w)

s=1

sur (LN B(0,a) N M.,)) x (C\ B(0, Bra), ot figure 'exposant +1 si M.,
avec son orientation, est contenue dans le bord de D, et 'exposant —1
st M, est dans le bord de Dy .
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(iv) Pour tout £ € D, \ Sing Mo, RI(&;w) est rationnelle en w et ses
coefficients sont holomorphes en & sur Dy et continus sur Dy \ Sing M.

Démonstration.

La partie (i) résulte de l’expression de A,, en fonction des Cy (3.5.5)
et du lemme 3.4.5.

La partie (ii) résulte, comme la premieére assertion de la proposi-
tion 3.5.2, de lestimation des coefficients Cy, (lemme 3.4.4).

La partie (iii) résulte, du fait que Y \ Sing M, est connexe puisque
H?P~1(Sing My) = 0, de la formule du saut du théoréme de Plemelj
généralisé.

La partie (iv) est vérifiée dans Dy (prop. 3.5.4) et ensuite, en passant
d’'un Dy & un Dy adjacent, i.e. en traversant le bord d’'un Dy, & laide
de (iii) et du théoréme de Levi généralisé [14, cor. 3.20].

4. Condition suffisante dans X : construction d’une p-chaine
holomorphe

Supposons (£*,1n*) = 0. La condition (iii) du théoreme II est valide
pour |£| < a, |n| < a si a > 0 est suffisamment petit.

On va d’abord démontrer (iii) = (i) sous Uhypothése supplémentaire

x=J X,
Inl<a
4.1. Définition de la fonction R,,.

La fonction méromorphe R est définie dans Hy = (Xo \ 75 *(Mo)) \ Q
d’aprés le lemme 3.5.6. Faisons varier le centre a de la projection 7%
(voir 3.1.1) dans le plan & linfini @, ce qui revient & faire varier 7. On a
établi le lemme 3.5.6 pour = 0. D’aprés la condition (iii) du théoréme II,
il existe a > 0 tel que, pour |n| < a, la construction de la section 3.5 soit
valide sur Hy = (X, \ 7,1 (My)) \ Q = (¥, \ M;) x C. On note R, la
fonction définie sur H,, comme R est définie sur Hy. On a :

400
log R, (&; w) = Cologw — Z (%)Cm(f,n)w_m.

m=0
4.2. Propriétés des coefficients C,,, = Cp,, (€, 7).
4.2.1.— Comme dans le cas 7 = 0, Cj est un entier localement constant.
4.2.2. LEMME. — Pour |n| < a et { € Y, \ M), on a:

(9C’m _ m 8Cm+1.
oy T m+1 0&y

(4.1)
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Démonstration.—D’apres 3.3.3 et sa démonstration, pour v assez voisin
de v* =0, on a

(4.2) G™(v) = Cn(v) + Pp(v)

et C,, satisfait & (4.1).
D’apres 3.3.1, pour £ € Y, \ M, la fonction G™ satisfait a

oG™  m AG™H
87’]@ _m+1 8&

{=2...,n.

Alors, d’apres (4.2), P, (€,n) satisfait, au voisinage de 0, &

8Pm m 8Pm+1

4.3 =
(4.3) e m+1 0

£=2,...,n.

Puisque P,, est un polyndme en &, il satisfait & (4.3) globalement en &,
pour 7 au voisinage de 0.

Alors (4.1), pour |n| < a et & € Y, \ M,,, résulte de (4.2) et de (4.3). []

4.3. Définition de T dans H,,.

4.3.1. — La projection 7, applique tout point (z1,...,,2,) € C" =
CP™\Q sur € dans A\Q de coordonnées (§; = z; —n;z1) avec j = 2,...,n.
La fonction R, satisfait &

+o00
(44)  logRy(&21) = Cologzr — Y () On(Emer ™

m=0
donc le second membre de (4.4) est défini dans H, et a pour expression

+oo
1 _
@, (21,...,2n) = Colog z1 — Z (E)Cm(zz—nzzl,--~’Zn—77n21;77)21 m

m=0
On pose :

Ry(z1,...,2n) = exp®y(21,...,2n).

4.3.2. — Soit py,(€) la distance de & & Sing M,, dans CP = A\ Q; pour
tout 8’ > 0,
Ups = {§ € CP;5 py(§) < &'}

est un voisinage de Sing M, dans C?; d’autre part, on a Y, = m,(X,)) =

Ty (Gn)-
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Considérons
Hy,s = H, \ Tr’r?l(UTI )-

D’apres le théoréme de Poincaré-Lelong [28],
i n
T7]6 = ;d/d logiRanWS I
est une p-chaine holomorphe de Hys.

4.4. Définition de T dans X \ M.

Les démonstrations des lemmes techniques de ce paragraphe seront
données dans le cas ot M est lisse de classe C?.

On pose z = (z1,...,2n).

4.4.1. LEMME. — Pour || < a et || < a et pour |’ —n"'| assez petit,
on a T”l/5 = T"]”& dans ané N H7’//6.

Démonstration. — Dans H,s, pour |z;| assez grand pour assurer la
convergence normale de la série, on a :
0P
4.5) —1(z
(15 F2)

+o00
1 10Ch 0Co, o
> e o)+ G e = ez = i)z
pour £ =2,...,n. D’apres le lemme 4.2.2, on a

BC’m _ m 8Cm+1
a’r]g N m+1 0&

et le second membre de (4.5) s’écrit

f 10Cn i 31 _m Cmis
=m ot ! =m m+1 0&
oC,
= 8_&(22 =221, s Zn — NnZ21;7)-
Alors, pour £ =2,...,n, on a par unicité dans tout H,s :
@0 Ry ) = Gt e = e = masrin)

Pour || < a et |n”| < «, fixons i’ et i suffisamment voisins dans CP
et soit A un voisinage connexe du segment [r’,n”] dans CP; pour 6

suffisamment petit, on a Gas = () Hys # 0.
neA
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Soient A = A(z;7) une fonction holomorphe pour 7 € A et 2z € G a5;
on pose R; = (exp.A) - R, et on a

oR', A, 10R,1 0A, 0C,
a'l’][ - (exp A) . Rn[ 31’]@ * Rn Bm ] - (exp A) Rn[ 87” 3—&} ’
Choisissons A pour que
0A 0 .
(4.7) a—m(z,n) = "%, (22 = M2215 - s 20 — 215 7)

pour £ = 2,...,n. Alors A est déterminé par le systéme (4.7) d’EDP
linéaires, d’ordre p, a I’addition prés d’une fonction holomorphe en 2z
sur Gas; exp A est holomorphe sans zéro et R';, = (expA) - R, est
indépendant de 7, pour |n| < a. En outre,

d'd" log|R}y | = d'd” 10g| Ry, | = = Tys.

Donc, pour n',n"” € A, on a T,ys = T,vs dans G as.

D’apres le lemme 3.1.2, pour 4 fixé, le nombre de composantes connexes
de 7, (Hps) \ (M) est fini; alors le support de la chaine holomorphe T5s
contient un nombre fini, uniformément borné sur A, de composantes
irréductibles; les composantes irréductibles de sptT;s et de sptTi s
qui rencontrent G4 coincident sur G 45, avec leurs multiplicités. Pour
7" — "] et A suffisamment petits, toute composante irréductible de
sptTys, n € A, qui rencontre H,.s N Hys rencontre aussi Gas; alors
les composantes irréductibles de spt T, s et de sptTy»s qui rencontrent
H,s N Hyrs coincident dans G 45 avec leurs multiplicités, donc aussi
dans H,,/(s n Hn//g. D

442. — Pour n € B, = B(0,a), on considére la p-chaine holo-
morphe Tjs de Hys. Soient n1,m2 € B, il existe un nombre fini de
points 7/, avec j = 1,...,J, sur le segment [n;,n2] C B, tels que n! = ny,
n? = n, et que |7/ —n/T1| soit suffisamment petit au sens du lemme 4.4.1.
Alors on a Tyjs = Tyi+15 sur Hyjs N Hyj+1s pour j =1,...,J — 1. Donc
il existe une p-chaine holomorphe Ty, ,,s de |J H,is égale a T,;s
sur Hyis,7=1,...,J. J=1..,J

Posons X” = X \ Q. On note

= J Tps
n€Ba
la p-chaine holomorphe de |J H,s = X} telle que T°, Hys = Tys; cela a

”)GBQ
un sens d’apres ce qui précede.
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4.4.3. LEMME.— Il eziste une p-chaine holomorphe unique T' de X"\ M
telle que, pour tout § > 0, T'|x; = T®. En outre, T' est de masse
localement finie au voisinage de M.

Démonstration.

(a) Pour tout z € X" \ M, il existe § > 0 tel que z € Xj. En effet,
la projection, de centre z, de CP™ dans @, envoie la sous-variété M sur
une sous-variété L, de dimension (2p — 1), localement fermée de Q, (avec
éventuellement des singularités).

Il suffit de choisir le centre a de la projection 7¢ dans 'ouvert de
(X N Q) \ L, pour que la droite (a,z) soit contenue dans X, ou 7 est
le parameétre caractérisant a.

Les droites projectives de CP™ forment la grassmannienne G¢ (2,7 + 1);
les 2-plans vectoriels de C™*! sont définis par (n — 1) équations linéaires
dont les premiers membres ont deux coefficients non homogénes (voir 3.1.1),
donc dimg Ge(2,n+ 1) =2(n —1).

Pour que { € M soit un point critique pour la projection dont une
projetante est la droite projective D) passant par (, il faut et il suffit que
la droite affine complexe D', définie par D, appartienne au plus petit
espace affine complexe contenant ’espace tangent & M en (; cet espace
est isomorphe & CP. La variété V de ces droites D, quand ¢ décrit M, est
de dimension réelle 2p — 1 4+ 2p =4p — 1.

Soit z un point de X” \ M; la droite (z,a) est déterminée par le
point a € X N Q; elle décrit donc une variété K, de dimension réelle 2p
dans G¢(2,n + 1).

Génériquement, dimg VN K =4p — 1 + 2p — 4p < 2p pour p € N*,

Donc, pour a dans un ouvert dense de X N Q, la droite (a, z) ne passe
par aucun point critique de m|,,; alors il existe 6 > 0 tel que,  étant
le parametre caractérisant a, 7, *(U,s) ne rencontre pas la droite (a, 2),

n
alors z appartient & Hys, donc & Xj ; ce qui acheve la démonstration de (a).

(b) Pour tout ouvert k relativement compact de X"\ M, il eziste § > 0
tel que & C X}. Pour tout 0 < §' < 8, on a T? |, = T?,.

Pour tout point z € , il existe 61 > 0 tel que 2 € Xj , d’apres (a).
Alors, il existe un voisinage ouvert N, de z tel que, pour z; € X} 5,
Le compact < est recouvert par un nombre fini de tels ouverts, d?)nc
il existe 6 > 0 tel que & C Xj; alors T° = |J Tys est défini dans
X"\ (MUVs) = Xj. 7€ Ba

La fonction R, est définie dans H,,; pour tout n € B,, on a dans Hys

1
T776 = ;d/dll IOgIRanWSl'
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Dans H,s, Tys est défini a partir de la restriction & Hps de la méme
fonction R, et Hys C Hys, donc :

Tns'| HpsNk = 08| HpsNk-

Mais d’apres (4.4.2) on a |J Hys = X}; alors T® |, = T?|,. d’apreés
ce qui précede. n€Bq

(c) Il existe un courant T' = }irr(l) T de X" \ M défini de la fagon
suivante. -

Pour toute ¢ € D (X" \ M), il existe « relativement compact dans
X"\ M et § > 0 tels que K C X} et que spt ¢ C & ; on pose T"(p) = T%(y).
On vérifie que Papplication D-(X"” \ M) — C, qui envoie ¢ sur T"(¢p), est
un courant.

(d) Au voisinage de tout point z € X" \ M, T’ est une chaine holo-
morphe, de masse localement finie au voisinage de M.

Le point 2z a un voisinage x relativement compact dans X” \ M; il
existe 6 > 0 tel que & C X et n € B, tels que z € H,s; alors K N Hys
est un voisinage de z dans H,s dans lequel 7" est donné par la chaine
holomorphe T;s définie par la fonction méromorphe R, de H,,.

Pour tout point z € M, soit m,, une projection pour laquelle il n’existe
aucun point critique sur 7, Ym,(2)) pour n = mo, alors il en est de
méme pour 7 dans un voisinage assez petit de 1y dans CP et il existe
un voisinage ' de { = m,(2), relativement compact dans Y;, dans lequel
Y, \ M a un nombre fini de composantes connexes. Au-dessus de chacune
d’elles, le nombre de feuillets de spt T” est fixe et fini; comme conséquence
de I'inégalité de Wirtinger, le volume de spt 77, donc aussi la masse de T”,
sont finis au voisinage de z.

Cela prouve, a la fois, que T" est une p-chaine holomorphe et que T’
est de masse localement finie au voisinage de M. []

4.4.4. LEMME. — T’ se prolonge en une p-chaine holomorphe unique T
dans X \ M.

Démonstration. — Nous allons montrer que spt7” est de volume
localement fini au voisinage de @ ; le volume est évalué a l'aide de la
métrique de Fubini-Study de CP™.

Pour tout point ¢ de (X \ M) N Q, il existe un voisinage Us de ( et
N0 € B, tels que, pour i dans un voisinage assez petit de 7o, |, soit
sans point critique dans H, N7, (1, (Uc)), alors Y, = (¥, \ My) Ny (Uc)
a un nombre fini de composantes connexes. Il en résulte que spt T’ est un
revétement fini & nombre fixe de feuillets au-dessus de chaque composante
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connexe de Yn/c et, comme conséquence de I'inégalité de Wirtinger, spt T”
est de volume 2p-dimensionnel fini dans U.

D’apres le théoréme de Bishop-Stoll [2],[38], sptT’ a une extension
holomorphe & CP™\ M. []

4.4.5. LEMME. — Dans les notations de 4.4, le courant T' a une extension
simple T a X telle que dT = M.

Démonstration.

(a) Pour tout point ¢ € M, il existe un voisinage V; de ¢ et 7y € B,
tels que, pour 7 dans un voisinage assez petit de 7, 7| s S0it sans point
critique dans H, N, " (m,(V¢)); alors Yy, = (Y, \ M,) N1y (Ve) a un
nombre fini de composantes connexes. Il en résulte que spt 7"’ est un reveé-
tement fini, & nombre fixe de feuillets au dessus de chaque composante
connexe de Y,;Z et, comme conséquence de 'inégalité de Wirtinger, spt T’
est de volume 2p-dimensionnel fini dans V¢, donc T" a une exension
simple 7.

(b) Comme T est fermé dans CP™\ M, on a spt d7 C M -T'; donc T
étant localement plat [14], d7 est localement plat, de support contenu
dans M ; d’apres le théoreme du support, on a d7 = kM ou k est une
fonction L] _; de plus dd7 = 0 entraine que k est localement constante
et 7, donc aussi d7 étant localement rectifiables, on a k € Z.

Puisque 7 est défini a partir de Tj, elle-méme définie par la fonction
Ro(&,71),0on a:

dR, dz; &2 dzq
(4.8) —}g = C'0_ Z Crm m+1

Au voisinage d’un point lisse £ de My, d’apres le lemme 3.5.6, (iii),
on a

(4.9) RU(&21) = (21— W(&))RY (& 21)
pour un choix convenable de 1’ordre dans lequel on écrit g et de ¢’.
Dans les notations de la section 1, pour n = 0, le saut de

L AL g,
ot

2mi ), , g 2mi ), , 22— &

en €0 est +1, d’apres la formule de I'indice.

D’apres (4.8), on a
1 dRo

Cy=C —
0=Col8) =5 21 —h(&)|=e o

Le saut de Cy est +1, d’apres (4.9).
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D’apres la démonstration du lemme 2.3 et d’apres la proposition 3.3.3
dZQ

pour m = 0, expression — dzo est égale, a laddition
e vT 29 — &2

prés d’une constante Py, au nombre de points d’intersection C§ de la

droite D(&,0) et du support de T, chaque composante irréductible de

spt T' étant comptée un nombre de fois égal a sa multiplicité pour £ € Dy ;

dz
2§ dzo, en €, par rapport & d7 = kM
Z2 — §2
et par rapport & M, sont égaux; il en résulte k = 1. []

donc les sauts des intégrales de

4.5. Cas ou X est un domaine 2-concave quelconque.

4.5.1. — Dans la suite, on suppose que X est un domaine 2-concave
de CP™ au sens de 0.2, contenant le sous-espace projectif P* de dimen-
sion 2; on suppose aussi que la matrice v* = (£*,n*), figurant dans la
condition (iii) du théoreme II, est (0, 0).

Il existe @ > 0 tel que la condition (iii) soit valide pour || < «
et |n| < a. Pour n = 0, la donnée des fonctions f]i détermine une p-
chaine holomorphe au-dessus d’un ouvert de A\ @ = CP, a l'aide de
la fonction méromorphe R (formule (3.3)). On a, ensuite, étendu cette
p-chaine holomorphe pour £ variant dans Yy \ mo(M) avec Yy = mo(Xo),
puis, on a considéré la sous-variété 2-concave ouverte |J X, de CP"
qu’on notera X°. Inl<a

On a résolu le probleme du bord dans X pour la donnée M°® = MNX?°,
par une p-chaine holomorphe 7T° de X°\ M dont 'extension simple (notée
aussi 7°) & X© satisfait & d7° = M N XO.

4.5.2. LEMME. — Si le probléme du bord est résolu dans le domaine
2-concave X? de CP™ pour la donnée M? = M N X2, alors la solution T?
peut étre étendue en une chaine holomorphe T d’un domaine 2-concave
X3 D X2, solution du probléme dT> = M3 ou M3 =M N X3.

Démonstration. — On pose n = (2,7’). Ona X = |J P,,ou V' est

v'ev’
un ouvert connexe de G¢(3,n + 1) (voir section 1.2). On pose

xi= |
v'evy

ot V3 est un ouvert connexe de G¢(3,n + 1).

Soit W’ un ouvert assez petit, connexe de G¢(3,n + 1) tel que :

W NVy#Bet W ¢ Vy;

2) pour tout P, appartenant & W’  P,» N M soit une courbe 3 distance
finie dans CP™ \ @ = C™.
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Alors, pour tout ' € W’ et pour 7z tel que (12,7') définisse un centre
de projection dans X N @, et pour |{| < B assez petit, les droites D,,
avec v = (£,7m), rencontrent, génériquement, le support de 72 en des
points p; en nombre fini. Le raisonnement fait pour établir la nécessité de
la condition (iii), (section 2), montre que la condition (iii) est satisfaite
pour (§,n), [§] < B, (n2,n) avec n’ € W'

Alors, la chaine T? est étendue, par le raisonnement de la section 4.4,
en une chaine holomorphe T3, solution de d7°® = M? dans la sous-variété
X3= U P, [J

v'evV'uw’

4.5.3. PROPOSITION. — Dans les hypothéses et notations du théoreme I1,

et pour n =p+ 1, la condition (iil) entraine la condition (i).

Démonstration. — D’apres le lemme 4.5.2 et parce que la condition (iii)
est ouverte, il existe une sous-variété 2-concave ouverte X', maximale
dans X, et une chaine holomorphe T dans X'\ M prolongeant T° dont
I’extension simple & X!, notée encore T, vérifie dT* = M N X!

Montrons que X! = (X1)x. On a

x'=J P,
v'eV/
ott V/ est un ouvert connexe de G¢(3,n + 1). Soit b € (X1)x. Tout 2-
plan projectif passant par b est déterminé par une droite projective d
dans @ = CPP; M N Q est une sous-variété de @), de dimension (2p — 3).
Les droites d disjointes de M N @ constituent un ouvert partout dense
de G¢(2,p + 1). Alors, il existe un ouvert assez petit, connexe, Wy de
Ge(3,n+1) tel que

1) WinV{ #0;

2) pour tout P, appartenant & W7, P,» N M soit une courbe & distance
finie dans CP™ \ Q = C™.

Alors la démonstration du lemme 4.5.2 montre que la condition (iii)
est satisfaite par (&, n), avec €| < (3 assez petit, n = (n2,7') ou ' € W.
D’apres la maximalité de X!, on a v/ € V{; donc b € X! et X! est fermé
dans X.

Le sous-ensemble X' # () étant ouvert et fermé dans X connexe,
on a X! = X; donc la chaine holomorphe T' = T' de X \ M a une
extension simple & X, notée encore T, qui satisfait & dM =T. []

Cela établit le théoréme 1.4 pour n =p+1. []
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5. Condition suffisante en dimension n > p +1

Dans cette section, on suppose que X est un domaine (n—p-+1)-concave
de CP™.

5.1. Invariance de la condition (iii) par projection dans un
sous-espace IT = CPP*t! de CP".

5.1.1. Projection de CP™ dans II. — On considére une projection de
CP™ sur un sous-espace projectif Il =2 CPP*+!, Chaque projetante, étant un
sous-espace projectif qui coupe IT en un point, est de dimension (n—p—1);
elle est déterminée par un sous-espace projectif fixe A et par un point
de CP™\ A, donc dim¢ A = n — p — 2. On désigne la projection par 74
et A est appelé le centre de m4. On suppose, en outre, que A est contenu
dans ’hyperplan & linfini Q de CP™.

L’application w4 est propre, alors m4(X) est un ouvert de II; le
domaine X étant réunion de sous-espaces projectifs de dimension
(n—p+1), 74(X) est réunion de sous-espaces projectifs de II de dimen-
sion complexe 2. Donc Z = Z4 = w4(X) est un domaine 2-concave de II.

5.1.2. Etude de 7a(M). — Dans les notations de 5.1.1, on vérifie que,
M étant de classe C?, pour A générique, 4| M\r €st une immersion
dans II. De plus H*~1(n(7)) = 0, d’apres [37].

De méme, pour A générique, la sous-variété des projetantes qui cou-
pent M en deux points distincts, est de dimension réelle 2(p — 2). Alors,
pour p > 2, il peut exister des projetantes bisécantes de M qui définis-
sent, dans w4 (M \ 7), des singularités fermées, de mesure de Hausdorff
(2p — 4)-dimensionnelle positive finie. De sorte que :

ma(M) est une sous-variété de I1, de classe C? a singularités
négligeables.

5.1.3. Projection permise T 4.
La restriction de m4 & CP™ \ Q = C™ est une projection

m:C" — CPT =11\ Q.

On a C"® = C" P x C x CP~! ol les coordonnées sont, respectivement,
(Zl’ B Zn-p)7 Zn—p+1 €t (zn——p+2a s ,Zn)-

S’il existe un systéme de coordonnées (vi,...,vp+1) de CPT! tel que
T|cn-» soit une projection sur C (de coordonnée v1) et que T|cn-ryc SOit
une projection sur C? de coordonnées (vi,v3), on dit que 74 est une
projection permise.
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Alors 7 est définie par
v1=a121+ -+ Ap—pZn—p + aop,
V2 = Zn—p+1 +bizy +--+ bn—pzn—p + bOa
n
vj:ijkzk+cj, ji=3,...,p+1,
k=1

ou les coefficients sont des constantes complexes telles que le rang de la
matrice des coefficients de 21, ..., 2z, soit p+ 1. Dans la suite, on utilisera
des projections permises qui sont telles que

bjjtn-p-1=1, bjr =0
pourk#j+n—p—1letj=3,....,p+1, i.e
Vj = Zjyn—p—1+c¢; pourj=3,...,p+ L

Dans II \ Q, les sous-espaces D de la section 1.1 sont définis par les
équations
gi=v;—&—mjv1=0, j=2,...,p+1;
on note
§I=t(€éa"'7§;+1)7 n,:t(nér"an;)-)-l);

de méme, dans CP™ \ @, les sous-espaces analogues sont définis par les
équations

G =2k —E—mpz1— - —mp 7

Alors,

2n—p=0, k=n—-p+1,...,n

9o = Zn—pt1 +b1z1+ ...+ bp_pzn_p+bo — &
—nh(ar1z1 + ... + @n—pZn—p + ao)
= zn—p+1 — (£ — bo — M3a0) — (M5a1 — b1)z1
- (néan—p - bn—p)znﬁn
= On—p+1,

etpour j=3,...,p+1,

! ! /
95 = Zjgn—p-1+¢; — & —nj(arz1 + -+ an_pzn_p + ao)
_ / / / ’
= Zjtn—pt+1 — (§§ — ¢j — Mja0) — Mjarz1 — - = N;An_p2n_p

= Y9j+n—p-1-
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On a:

’ ’
52 —bo — Tt = 5n—p+17

’ 1 ’ _ ., n—p
Npa — by = Mn—p+1s+++s N2Gn—p — bn—p = NMn—p+1>

(5.1)
5; —Cj — 773‘010 = £j+7z——p—17

/ 1 / —_— P
501 = Njgn—p—10+++> MNjln—p = Nj4n_p—1-

Les coefficients ay, by, ¢, doivent satisfaire a la condition
& — by — mpao est dans un voisinage donné de &}, ;
/ / . P . "
& — ¢j — njao est dans un voisinage donné de &5,
pour j =3,...,p+1;
. . 7 *
nhay — by est dans un voisinage donné de n,ll_p 115

* _ *
*) Nyan—p — bp—p est dans un voisinage donné de 7, P, ;" ;

. e 4 *
77}(11 est dans un voisinage donné de n} n—p—1 3

*

/ S isi 5 n—p
7jan—p est dans un voisinage donné de n; 1, 4
pour j=3,...,p+ 1.

Génériquement, P,, N M = +,, est une courbe réelle, fermée, C? a
singularités négligeables, & distance finie. En outre, m4(7,/) est aussi C?
a singularités négligeables, a distance finie.

5.1.4. PROPOSITION. — Dans les notations de 1.4 et de 5.1.3, pour toute
projection permise w4 : CP™ — I & CPP*! satisfaisant a la condition (*),
ma(M) satisfait a la condition (iii) du théoréme II dans II.

Démonstration. — Dans I\ @, considérons l'intégrale

1 !
G/(ﬁl,n/) - = /( )Ul d(v2 772U1) .
TY !

N !/ /
27 Vo — &y — M1

On a:

v/

1 d
G'(& ) = %/7 (@121 + -+ an—pzn—p + ao)—g—g
avec

9= Gn-pt1 = Zn—pt1 — (& — bo — Mya0) — (myay — b1)z

- (néaﬂx-p - bn—p)zn_p.
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Alors, en posant
So;t(gla 77/) = (alfjji +--+ an—pf;i_p - (l())(g, 77)

ou (¢/,7) et (&,n) sont liés par les relations (5.1), on vérifie, comme dans
la démonstration de la proposition 5.3.2 de [9], la relation

Nt N~
DG (€', n') = D, ( doerEn) =Y ey (€, n'))
j=1 j=1

ou les fonctions @f({’,n') sont holomorphes et satisfont aux relations
différentielles de la condition (iii) dans II, au voisinage d’un point conve-
nable (¢*,7/*) de C?*. ]

5.2. Définitions et notations.

On suppose que la variété M de X, de dimension (2p — 1), satisfait
a la condition (iii) du théoréme II, les coordonnées étant choisies comme
dans 1.3. Pour construire une p-chaine holomorphe T de X \ M ayant une
extension simple (notée encore T') & X telle que M = dT', on va utiliser une
méthode de projection analogue a celle qui a été introduite par Harvey,
Lawson et Shiffman (voir [14], [15], [18]). Alors, dans les hypotheses de la
proposition 5.1.4, la condition (iii) du théoreme II est satisfaite par 74 (M)
dans Z = w4 (X) C II. D’apres le théoréme II pour n = p+1 (prop. 4.5.3),
il existe une p-chaine T” de m4(X) \ m4(M) ayant une extension simple
(notée encore T") telle que AT = w4 (M).

5.2.1. — Soient a = (a1,...,8n—p) € C" P, b= (b1,...,b,_p) € C"7P;
on considere la projection permise 74 telle que 7f : C* — CP*! associée
soit définie par

U1 =0a121 + -+ An—pZn—p,
V2 = blzl + 4+ bn—pzn—p + Zn—p+1,
V¢ = Zp4n—p—1 pour£=3,...,p+ 1L

Dans les notations de 5.1.3, prenons 7' = 0, alors &, = &yn_p-1
pour ¢ = 2,...,p+ 1. Lorsque &* = 0, n* = 0, la condition (*) de la
proposition 5.1.4 est satisfaite pour b dans un voisinage de 0 dans C™ P
et pour ¢ voisin de 0 dans CP; elle subsiste pour i’ voisin de 0 dans CP,
alors a doit étre dans un voisinage de 0 dans C"~P.

Dans II, on applique la méthode décrite dans les sections 3 et 4; la
condition (iii) pour 7g(M) étant valide au voisinage de (¢',n') = (0,0).
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Pour cela, on considere le centre de la projection mp : CP*1 — CP
dans II N Q déterminé par o’ = 0; dans I \ @, on a la forme linéaire
g =v— &

On considere les coefficients C,,(¢'), pour m € N, définis d’abord
localement par les fonctions scalaires

n—p
F(E) =a £5(&) = acfi(5,0).
=1

Les coefficients C,,(£') ont une extension a tout & € CP \ w o n(M).

On remarque que la projection my : CP*1 — CP envoie (v1,...,Vpt1)
sur (va,...,Upy1), de sorte que my o mp : C* — CP, envoyant z sur
(va,...,Upt1), est indépendante de a et sera notée .

On pose :

=X\QccC", ZzZ'=z\QccCrl.
5.2.2. — On définit la fonction

- L
®(¢,v1) = Colog vy — Z —Cm
m=1

telle que exp (€', v1) prolonge la fonction

NT N™
(5.2) [T et @)L -5 €)

au complémentaire de 75 (7, (M)) pour ¢ assez petit et v, assez grand.
La projection mg : CPt! — CP est définie par

(vla - 7Up+1) — f = (6% =ve=bhat...+ bn_pzn_p + Zn_p+1).
§£:v£:z€+n~p—la 823,,])—1‘1
Considérons la fonction de z

go“b[z] =Colog(arz1 + ...+ apn—p2n—p)

— 1
- Z Ecm(blzl +- 4+ bn—pzn—p + Zn—ptls Zn—p+2y- -, Zn)

X(a1z1 4+ @popin_p) "
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La fonction R[] = exp p?[z] a une extension méromorphe &
Kb =C™\ my t (mp(M)).

D’apres la formule de Poincaré-Lelong [28],
T = 2 d'd" log|R*[2]|
7T

est une (n — 1)-chaine holomorphe de K® dont le diviseur associé est
engendré par les projetantes de la projection m; qui s’appuient sur
les composantes irréductibles, munies de leurs multiplicités, du diviseur
associé a la chaine holomorphe de II

rap = = d'd" loglexp ** (€', v1)|

5.3. LEMME. — Pour (£,m) au voisinage (£*,1n*) = (0,0) et pour n
fixé, la donnée des fonctions ff(&, n), satisfaisant & la condition (1.2),
définit une p-chaine holomorphe t, dans un ouvert U de X" assez petit,
indépendant de n, comme graphe de

(21, 2np) = [ (E,m),

(5.3) .
ze=&+nfi(§m), {=n—-p+1,....n,

avec la multiplicité 1 dans un ouvert U, de X".

Démonstration. — Pour n = 1, les fonctions ff(g,nl) définissent,
localement, une p-chaine holomorphe t;; pour n quelconque fixé, assez
voisin de n* dans un ouvert U, de C", les sous-espaces D, (v = (£,7))
coupent t; aux points z définis par (5.3), les fonctions f]i(g ,m) satisfai-
sant aux équations (1.2) d’aprés 2.4.1; U est 'intérieur de 'intersection
des U,. (]

Dans cette section ' = 0, alors, pour la projection Ty, on a :

NIn—p+1 = (777117;)4—17 so 77777t:£+1) = _(bla o 7b’n—p) = —b,
Niimpe1 =0 pour j=3,...,p+1

La chaine holomorphe ¢ a pour projection par wj, dans 7 (U) C II, le
diviseur de la fonction méromorphe (5.2).
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La p-chaine holomorphe t de U est contenue dans 7% |u dans le sens
suivant : le support de t|jyng® est contenu dans le support de T“”|U, les
mutiplicités des composantes irréductibles respectives des deux chaines
sont compatibles.

5.4. Construction de la chaine T' de X" \ M.

5.4.1 Intersection de chaines. — L’intersection d’ensembles analytiques
complexes de dimension complexe (n — 1) a un sens; on peut en donner
un a lintersection d’un nombre fini de (n — 1)-chaines holomorphes en
tenant compte des multiplicités.

5.4.2. Intersection des chaines T® dans K°. — Supposons d’abord
b = 0; soit @ = (a',...,a" P) un ensemble de (n — p) points dans
un voisinage W de 0, assez petit, dans C"~P. Considérons les fonctions
méromorphes Ra" = Ra"0 pour k = 1,...,n — p; chacune d’elles définit
une (n — 1)-chaine holomorphe T<" de K°. Considérons I'intersection

n—p
e =T
k=0

Pour évaluer la dimension de T, il suffit d’évaluer, au voisinage de
chaque point z°, la dimension de spt 7. Au voisinage de 2°, soient p;‘k,
pour ¢ = 1,...,Q, les facteurs holomorphes irréductibles distincts de
la fonction méromorphe ’R“k; alors, spt T%" est l'ensemble des zéros

ak Q ak
de p* = H1 Py -
q:
Pour que la dimension de T¢ soit p en 2, il suffit que la matrice

(ap“k /020 )k 4=1,....n—p SOit de rang (n—p) en presque tout point de spt T¢*
au voisinage de 2%, i.e. que

1 .. P

op E)p“1 op*" " “ M
[a] det( 97 [z]) o o, det ; o #0
an~p “e. an_p

en presque tout point de l'intersection des supports des diviseurs des
k ap*  op" "

fonctions p® pour k = 1,...,n — p. Le coefficient est

8’01 8’01

une fonction méromorphe des variables z et a*, donc est différent de 0 sur
un ouvert dense de K° x W"~P o1 K° est un voisinage de z° dans K°. Le
déterminant det (af) est différent de zéro dans un ouvert dense de Wn"~?.
Cela prouve que, pour un choix de (a*), k = 1,...,n—p, convenable dans
un ouvert dense de W"~P, les composantes irréductibles de spt T;* sont
de dimension pure p presque partout, donc partout, par connexité.
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Pour tout choix de « tel que [a] # 0, 1§y contient t au sens de la fin
de la section 5.3, et il est de méme dimension que ¢. Soit Top = [\ T¢;
alors To|y = t. a,[a]#0

Dans le cas ol b est choisi dans un voisinage assez petit de 0 dans C" ™7,
la situation se déduisant de celle pour b = 0, par petite perturbation, le
résutat subsiste pour la p-chaine holomorphe T;, de K} définie comme Tj
dans Ky, d’ou :

5.4.3. LEMME. — Dans les notations de 5.4.2, la chaine holomorphe T},
dans K® est de dimension complezxe p.

5.4.4. LEMME. — Pour b dans un voisinage de 0 assez petit de C" P,
onalJKb=X".
b

Démonstration. — Pour tout z € X", la projection de centre z de CP"
sur () envoie M sur une sous-variété L, (avec des singularités éventuelles)
de @, de dimension < 2p — 1, il suffit de choisir le centre de projection A
de dimension réelle 2n — 2p — 4, disjoint de L,, ce qui est possible, et de
choisir b satisfaisant aux hypotheses de 5.1.3, pour que z € K°. []

5.4.5. LEMME. — Dans les notations de 5.4.2, soit Uy = U N K®. Alors,
pour by, ba dans un voisinage de 0 assez petit de C* P, on a Uy, NU,, # 0
et Ty, = Ty, sur Kb N Kb,

Démonstration. — Comme K?® est dense dans X", on a Uy, N U, # 0.
Dans Uy, N Up,, on a Ty, = Tp, car les deux chaines coincident
avec t|y, nu,,, donc les composantes irréductibles des supports de Tj, et
de T3, qui rencontrent Uy, N Uy,, ainsi que leurs multiplicités, coincident
partout ou elles sont définies. Pour presque tout (a, b) assez voisin de (0, 0),
les composantes irréductibles des supports des 7,3 et leurs multiplicités
se correspondent bijectivement. On considére une composante irréductible
de Ty, dans K b1 N K% ; ses projections sur les 7,, sont aussi des compo-
santes irréductibles de ces derniéres; alors, nécessairement, une compo-
sante irréductible de T}, se projette aussi dessus, donc coincide avec la
composante irréductible de Tp,. []

5.4.6. — Comme dans 4.4.2, T' = |J,Tp a un sens et est une p-chaine
holomorphe de X"\ M. Alors, d’aprés les lemmes 5.4.4 et 5.4.5, on a :

5.4.7. PRoPOSITION. — [l existe une p-chaine holomorphe unique T' de
X"\ M telle que T'|gv = Ty, pour tout b dans un voisinage assez petit
de 0 dans C"~P,
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5.5. Construction de la solution.

5.5.1. LEMME. — T” a une extension & X \ M qui est une p-chaine
holomorphe.

Démonstration. — Le raisonnement de la démonstration du lemme 4.4.4
s’étend compte tenu de I'existence des projections 7;T" sur des p-chaines
holomorphes, de codimension 1 de de II. []

5.5.2. LEMME. — T' a une extension simple T a X telle que dT = M.

Démonstration.

(a) sptT est de volume 2p-dimensionnel localement fini au voisinage
de M, d’apres le fait qu’il en est ainsi pour presque toute projection
spt 7¢T au voisinage de mj M, d’apres la partie (a) de la démonstration
du lemme 4.4.5.

(b) d7 = M d’apres le lemme 4.4.5 car dnyT = nyM pour presque
toute 7. []

6. Démonstration du théoréme I

6.1. PROPOSITION. — Soient X un domaine q-concave de CP™ tel que
n—p+1<qg<netM une sous-variété C? de X, fermée, orientée et de
dimension (2p—1). Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est le bord d’une p-chaine holomorphe de X de masse locale-
ment finie;

(ii) M est mazimalement compleze, il exriste une matrice v'™* telle
que pour V' dans un voisinage assez petit de v'*, pour tout sous-espace
projectif P, de CP™ contenu dans X possédant la propriété suivante :
M N P, est une courbe v, de P, a distance finie, il existe une 1-chaine
holomorphe S, de P,, de masse finie, de bord v,, qui dépend de fagon
continue de v'.

Démonstration.

La partie (i) signifie qu’il existe une p-chaine holomorphe T de X \ M
ayant une extension simple, notée aussi T', & X telle que dT = [M]. Pour
presque tout P,/, ot v est assez voisin de v'*, v, = MNP, est une courbe
réelle & distance finie et S,» = P,» N T est une 1-chaine holomorphe telle
que dS,, = [v,s] qui dépend holomorphiquement de v'.

Cela prouve (i) = (ii).

Preuve de (ii) = (i).
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6.2.1. LEMME. — La condition (ii) entraine qu’il existe un ouvert U
de X rencontrant M et une p-chaine holomorphe Ty de U\ M ayant une
extension simple a U, notée aussi Ty, telle que dTy = [M NU].

Démonstration. — Soit V, un voisinage de v'* tel que, pour v/ € V,,
la condition (ii) soit satisfaite. Considérons une projection m de CP™
dans un sous-espace projectif A = CPP définie, & distance finie, par les
projetantes D,

Z'—"fj:Zj—U]lZl— —ﬁjn pznfp
pour j=n—p+1,...,n et avec v = (&, 1), n fixe.

Comme précédemment, on désigne par @) I'hyperplan wy = 0 de CP™.
On choisit la projection 7 pour que, v étant dans Vi, le sous-espace P,
rencontre (M) = M en des points dans un voisinage U desquels M soit
une hypersurface lisse dans A, & distance finie, que 7|, soit une bijection
de 71 (U)NM sur UNM, et que, pour v}, m et U convenables, 7~ (U)NM
soit a distance finie, i.e. ne rencontre pas (). Pour un choix convenable des
coordonnées dans CP™, on aura ng = 0, §; = 0, donc aussi n, = 0, &, = 0.
Enfin, on choisira, pour ¢, un voisinage de P,; N(A\ @), réunion de sous-
espaces P, N (A\ Q); de fagon précise, en modifiant éventuellement v*
et V., on prend

A\ n {J Peo
€'eV.n{n'=0}
La variété M étant contenue dans X, la g-concavité de X entraine que
U = 7~ Y(U) est contenu dans X.

D’apres (ii), dans P,,, M N P,, = =, est le bord d’une 1-chaine
holomorphe S, ; 7(S,/) est une l-chaine holomorphe S, portée par
la droite complexe A N P, et de bord M N P,,. Donc spt S, est un
revétement, éventuellement ramifié, de sptS, . L’ensemble des points
singuliers de spt .S,/ et des points critiques de 7|5 , est discret; il en
est de méme de sa projection o,/ sur sptS,/. Quand P, = P ) varie,
o, décrit une variété continue ¥ de dimension (2p — 2).

On désigne, désormais par |W| le support d’un courant W et par |Ty|
la réunion des |S,/|. Soient

U S 1Tulo =ITul\ 7 (D),
v/ eV
No = 7(|Trlo) UMNU) cU C A\ Q =CP.

La restriction F' de 77! & Nj et & valeurs dans [Ty |o est une fonction vec-
torielle, propre, a plusieurs déterminations continues en général; comme
f = F|ar a pour graphe M N 7~ (U) qui est maximalement complexe,
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alors f est CR (c¢f. [14, lemma 3.6]); pour tout v’ € V, éventuellement
rétréci, F” S, \e,, €St holomorphe puisque spt .S, est un ensemble ana-
lytique complexe; F' est continue sur Ny puisque S,/ varie continiiment
avec V. _

Pour tout v/ € Vi, on considére 'ouvert maximal S, de |S,/| dont le
bord contient une seule composante connexe 75/ de 7(,/) et qui est une
courbe holomorphe rétractable. Soit

N= ] s,um.

v €Vi,j

Alors N'\ M est un ouvert de C? feuilleté de fagon lissse par des courbes
holomorphes & bord lisse contenant 7,. Aprés un éventuel rétrécissement
de Vi, pour tout v/ € V., P, est transversal & M. Alors d’aprés [20,
lemma 6], la fonction F' est CR, donc holomorphe sur N\ M.

Montrons que F' se prolonge de fagon holomorphe a Ny \ M.

(i) Np est connexe car ¥ est de codimension réelle 2; il en est de
méme de son intérieur Ny \ M.

(ii) Soit N’ le domaine d’existence d’une extension holomorphe de F
dans Ny \ M. Reste & montrer que N’ est fermé dans Ny \ M. Supposons
N’ g No \ M. Soit z € ./\7; il existe un ouvert u, de CP contenant z,
réunion de domaines des |S,/|, pour tout v/ € V! C V,, tel que N"Nu, # 0,
et une sous-variété lisse u, de u, NN’ de dimension (2p — 1), transverse
a|S,/|, pour v € V/, de fagon que la composante connexe de (|S,/|\p.)Nu,
d’intersection non vide avec Ny \ N soit rétractable. Alors, d’aprés
[20, lemma 6], F' est holomorphe dans u, ; donc z appartient & A. Comme
N’ est un ouvert et un fermé non vide de Ny \ M, F est holomorphe
dans N \ M.

La fonction holomorphe F étant propre, F(Np \ M) = |Ty| \ 7= 1(2)
est une sous-variété analytique complexe; mais |Ty| N 7=1(X) étant
de codimension réelle 2, d’apreés le théoréme de structure de Harvey-
Shiffman [18], |Ty| est un ensemble analytique complexe de dimension
complexe p; il en résulte que Ty est une p-chaine holomorphe de U \ M.
D’apres sa construction, elle a une extension simple & U, notée encore Ty,
telle que dTy = [M NUJ. []

6.2.2. — La démonstration de la proposition s’achéve comme suit.

D’apres le lemme 6.2.1 et d’aprés la démonstration de la condition
nécessaire du théoréme II, la condition (locale) (iii) du théoréme II est
satisfaite.

D’apres le théoreme II, la condition (i) de la proposition est satis-
faite. []
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6.3. Abandon de I’hypothése de continuité de la donnée locale.

6.3.1. — On suppose v = (£,n) avec 7 = 0 comme dans 6.2.1. Soit
E={V; |V -V* <6}

une boule centrée en v* = (¢*,0) dans CP~! telle que tout sous-espace
projectif P,, de CP", pour v’ € E, soit contenu dans X. Il existe une
boule E de centre et de rayon convenables telle que I’hypothése suivante
soit satisfaite :

Pour tout v/ € E, M N P, est une courbe réelle v, de P,/

(H) lisse de classe C?, & distance finie, et il existe une 1-chaine
holomorphe S,/ de P,/ \~,/, de masse finie, ayant une extension
simple & P,., notée encore S,/, telle que dS, = v,-.

6.3.2. PROPOSITION. — Dans les notations ci-dessus, supposons l’hypo-
thése (H) satisfaite. Alors, il existe v'* € E et un voisinage U(V"™)
de v dans E tels que, pour tout v' € U(V™), il existe une 1-chaine
holomorphe S, de P, \ 7, de masse finie, satisfaisant a dS, = ~,,
et dépendant de v' de fagon C*.

6.4. Démonstration de 6.3.2.

Soit ¥ une surface de Riemann & bord, compacte, de structure com-
plexe J. Soit V un ouvert de CP™ muni de la métrique induite par la
métrique de Fubini-Study et soit s : (X,J) — V une application holo-
morphe; s(X) est appelée une surface de Riemann de V' et s une surface
de Riemann de V paramétrée par (%, J).

6.4.1. — Si S est une 1-chaine holomorphe d’un ouvert de P,/, on a
S = >"n;[V;] oit V; est un ensemble analytique complexe irréductible de
dimension 1 et n; € Z, ot [V;] est le courant d’intégration sur V; et ou la
somme est localement finie. On appelle volume de S, 'expression

vol S = Zlnjlvole
ou vol Vj est le volume 2-dimensionnel de ’ensemble analytique V;; vol S

est aussi la masse du courant S.

6.4.2. LEMME.— Dans les notations ci-dessus, pour tout V' € E, il existe
une 1-chaine holomorphe S, de P, \ v,/, avec dS,» = ./, minimisant le
volume des 1-chaines holomorphes S, telles que dS, = 7y,:.

Démonstration. — Pour v/ donné, on pose P = P, v = Yo, 8= Sy,
1-chaine holomorphe de P \ v, ayant une extension simple S & P telle
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que dS = 7. Soit v = ming{vol S; dS = v}; il existe une suite (S;) de
1-chaines holomorphes de P \ v, avec dS’j = 7, de volume uniformément
borné, telle que vol S; — v. Alors, d’aprés (14, th. 4.2] qui généralise un
résultat de [2], il existe une sous-suite (S}, ) convergeant dans la topologie
plate, vers une 1-chaine holomorphe S de volume v, de Pouvert P \ 7.
De méme, d’apres le théoréme de compacité de Federer, (S;,) converge

dans la toplologie plate, sur P, vers une extension S de §_?a P qui est
nécesairement ’extension simple de S. Alors dS;, = et (dS;,) converge

au sens des courants vers d§, donc dS = v. [

6.4.3.—Pour tout v/ € E, il existe des surfaces réelles ¥,1, & bord lisse,
de genre g, fini, en nombre fini, une structure complexe J, /i sur X, et
des immersions holomorphes s,/ : (Z,/k, Jyik) = Por \ 1 telles que

K,
(i) §u’ = Znu’ksv’k(zu’k)-
k=1

Posons Ey = {V/ € E; v01§,,r <N}.Ona:

K,

vol 8, = |nusk| vol s,/k(Suri).
k=1

Alors, pour tout v/ € E et pour tout k, vol s,k (Z,x) < N.

6.4.4. LEMME. — Il existe un entier G > 0 tel que, pour tout v' € Ey,
pour tout k, dans lexpression (1), le genre g,y de X,y soit majoré par G.

Démonstration. — La surface de Riemann o, = s, (X,x) de CP™
a un ensemble fini 7., de points singuliers; s,/ est un morphisme
de désingularisation : il est propre et c’est un isomorphisme en dehors
de s;,i (Turk)-

Soit zg € T,x. Il y a un nombre fini de composantes irréductibles
de o,/ en zg; s;,}c (20) est un ensemble fini dont chaque point corrrespond
a une composante irréductible. Toute telle composante est définie par un
développement de Puiseux au voisinage de zy qui décrit localement le
morphisme s,/.

La métrique de Fubini-Study de CP™ induit une métrique sur ’ouvert
ok \ Twk. L’image réciproque de cette métrique, sur X,k \ s;,i(n/k)
s'étend & X,x, éventuellement par 0 sur S;,}C (1uk) ; elle peut étre lissée en
une métrique sur X, /g.
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On va utiliser la formule de Gauss-Bonnet, donnée dans [42, p. 26-28],
sur X,k ¢
2ax (k) = / k+ [ KQ
bE, 1 Yk
ou k est la courbure géodésique de 09X, x, K la courbure de Gauss et 2
I’élément de volume de X,, respectivement.

La premiere intégrale porte sur la courbe réelle 0%, sur laquelle la
métrique induite est non singuliere; 9%,/, dépendant de facon C! de v/,
et d’apres le calcul fait dans [42, p. 28], k est uniformément bornée en v/ ;
il en est de méme de 'intégrale.

On vérifie, & l'aide des développements de Puiseux au voisinage
de o, \ Turk, que KS) et la deuxieéme intégrale sont uniformément bornées
en v/,

Alors, x(X,/x), est majoré par un entier indépendant de (v',k),
donc g,/1 est majoré par un entier G. []

6.4.5. PROPOSITION DE SAKS-UHLENBECK PRECISEE. — Soit (s;) une
suite de surfaces de Riemann de V', paramétrées par (X,J;). On suppose
que les volumes des sj(X) sont uniformément bornés. Alors, il existe une
sous-suite, notée encore (s;), ayant les propriétés suivantes :

(i) Il existe un ensemble fini de points {z1,...,z,} C X tel que les
applications holomorphes s; : (X, J;) — V convergent uniformément dans
la topologie C sur les compacts de ¥\ {z1,...,Tn}.

(ii) L’application limite s : (X,J) — V s’étend a une application holo-
morphe de ¥ tout entiere.

(iii) Si (sj) ne converge C' sur aucun voisinage du point x; € X,
alors il existe une application holomorphe § : CP! — V telle que,
pour tout € > 0, 5(CP!) soit contenue dans la limite de Hausdorff de

(si(De(21))) et

lim inf vol s;(A.(z1)) > vol s(A.(z1)) + vol 5(CP!)

j—oo
ot Ag(z1) = B(zy,€).

(iv) Dans le cas (iii), la limite de Hausdorff de (s;(A.(xz1))) est
s(Ag(zq)) U Ll\j Cj, ou chaque C; est une courbe rationnelle, i.e. l'image
de CP! par zjnzulz application holomorphe non constante CP! — X.

La proposition est déduite de [22, prop. 3.1], de [35, th. 4.4, 4.6]; elle
est analogue aux résultats de [13, section 1.5] pour laquelle on renvoie
aussi a [1, VIII].

ToME 125 — 1997 — ~° 3



CHAINES HOLOMORPHES DE BORD DONNE DANS CP™ 441

6.4.6. LEMME. — Pour tout entier N > 0, Exy = {V/ € E; vol §V, < N}
est fermé.

Démonstration. — La structure de la 1-chaine holomorphe de volume
minimal S, dépend seulement de v, = M N P,/; en particulier, le
nombre K/, et les multiplicités n,r des composantes de S,., sont uni-
formément bornés pour v’ € Ey, parce que 7, dépend de v’ de facon C!;
les genres g,x, sont majorés par G, pour v/ € Ey, d’apres le lemme 6.4.4.
Soient v, € Ey et (v}) une suite de points de En convergeant vers v,, ;

kK 9
on a vol 5% < N. Les sous-suites (v}, ) telle que, dans la représentation (1),
K, les n,t et les g,/ soient fixés, sont en nombre fini; choisissons-en une
qui soit infinie et que nous noterons (v}, ). Pour k fixé, les surfaces %,/x
ont méme topologie; posons X, = X,/,. Alors, d’apres 6.4.5, il existe une
sous-suite (v, ) telle que, pour tout k € [1,..., K,/], la suite (S,,J{X(Ek))
converge, au sens de 6.4.5, vers une surface de Riemann s} (Xy), donc la
suite (./S’\V;X) converge vers une 1-chaine holomorphe §* de X \ M satisfai-

sant & vol S* < N. En outre, la convergence est C!, au voisinage de T s
donc S* a une extension simple & P, notée encore S*, telle que dS™ =,/ _.

De plus, on a vol §,,i* <volS* < N. []
6.4.7. — On a E = |Jy En; d’apres le lemme 6.4.6 et le théoreme de
Baire, il existe N* tel que En~ contienne une boule
B(v,,p) = {IV' - v,| < p}.

Dans B(v,, p), on choisit v, tel que

M vol :S'\,,i* > sup volS, —¢
v'e€B(vL,p)

ou ¢ est défini plus loin.

6.4.8. LEMME. — S,/ est de classe C* en v’ au voisinage de v.,.

Démonstration. — Soit B(v,,,6) une boule contenue dans B(v., p).
Pour 6 assez petit, pour v’ € B(v,,,6), on a :

~ ~ 3
(1) volS,» > sup volS, — -e.
WEB(V,,p) 2

En effet, sinon il existerait une suite (v), vj € B(v., p) tendant vers v,
telle que
~ 3
vol S, < sup volS, — -e.
WEB(vL,p) 2
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Alors,

. ~ ~ 3
vol S, <limsupvolS,, < sup volS, — -¢,
7T oo 7T WeB(vL.p) 2

ce qui contredit (})

Soit (v}) une suite de points de B(v,,,§) convergeant vers v;,. Il existe
une sous-suite notée encore (v}) telle que Sy, converge vers une 1-
chaine holomorphe S,, au sens de (6.4.5 (i), (ii)) pour chacune de ses
composantes.

D’apres (6.4.5 (iii), (iv)), on a

lim inf vol §,,; >vol S, + Z vol 5, (CP?)

—00
J acA

ou A est fini et ou §, est une application holomorphe non constante
CP! — X. Soit CP!, un sous-espace projectif de dimension 1 de CP™,
alors vol CP1, < vol 5,(CP?).

Prenons pour € le nombre % vol CP1,.

A cause de la condition (1) et du fait que §,,i* est de volume minimal,
on a

=~ ~ 3
vol S, < volS,, <volS,, + 3 €.
D’apres (6.4.5 (iii), (iv)), on a S,, = :S'\,,;*; de plus A = ), donc :S'\,,;‘
est la limite de S,/, au sens de Hausdorff. Alors, ’ensemble des points

J
exceptionnels de (6.4.5 (i)) est vide et d’aprés (6.4.5 (i)), la convergence
est CL. R
La limite S,; étant indépendante de la suite (v;) choisie, et le raison-

nement étant valide pour tout v’ de B(v.,,$), S, est de classe C! dans
B(v..,6)- [

La proposition 6.3.2 est démontrée pour v"™* = v, U(V'*) = B(V.,,p)
et S, =S,. []

6.5. Démonstration du théoréme I (M lisse de classe C?).

D’apres la Proposition 6.3.2, dans la condition (ii), la 1-chaine holo-
morphe S, peut étre remplacée par la 1-chaine holomorphe S,/ continue
de classe C! en v’ dans un voisinage assez petit de v'*; alors la condi-
tion (ii) de 6.1 est satisfaite, d’ou le théoréme. []
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