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REPRESENTATIONS p-ADIQUES CRISTALLINES ET DE
DE RHAM DANS LE CAS RELATIF

Olivier Brinon

Résumé. — On définit et étudie les notions de faisceaux p-adiques lisses de de Rham et
cristallins sur des bases p-adiques « convenables ». On introduit pour cela des anneaux
de périodes p-adiques (analogues a ceux de J.-M. Fontaine), qui permettent de leur
associer des invariants de nature différentielle. Dans le cas de bonne réduction, on
obtient un foncteur pleinement fidéle de la catégorie des faisceaux p-adiques lisses
cristallins dans celle des F-isocristaux filtrés sur la fibre spéciale.

Abstract (Crystalline and de Rham p-adic representations in the relative case)

We define and study the notions of de Rham and crystalline smooth p-adic sheaves
over "suitable" p-adic bases. To do this, we introduce p-adic period rings (analogous
to those of J.-M. Fontaine), which are used to associate differential invariants to them.
In the good reduction case, we obtain a fully faithful functor from the category of
crystalline smooth p-adic sheaves in that of filtred F-isocrystals on the special fiber.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

L’objet de ce mémoire est de construire et d’étudier des anneaux de périodes p-
adiques de de Rham et cristallines dans une situation relative, ainsi que les catégories
de représentations p-adiques de de Rham et cristallines que ces anneaux permettent
de définir. Ce travail est un prolongement de [15], sur lequel il s’appuie. Rappelons
brievement le contenu de loc. cit.

Soit K un corps de valuation discréte complet, de caractéristique 0, & corps rési-
duel k de caractéristique p. On note e € N5 I'indice de ramification absolu de K et
on fixe une uniformisante t de K. On suppose que k admet une p-base finie. Fixons
une cloture algébrique K de K et posons G = Gal(K /K). On note v la valuation
de K, normalisée par v(p) = 1. Notons Cf le complété de K pour v. L’action de Gx
se prolonge a Cx par continuité.

On s’intéresse a la catégorie RepQP (Gk) des représentations p-adiques de G,
dont les objets sont les Q,-espaces vectoriels de dimension finie, munis d’une action
linéaire et continue de G, et dont les morphismes sont les applications Q,,-linéaires
Gi-équivariantes. Lorsque k est parfait (i.e. d = 0 avec les notations qui suivent),
tout ce qui suit est di & Fontaine (cf. [29]).

Choisissons t1,...,tq € Ok des relevements d’'une p-base de k. Soit alors Og, le
sous-anneau de Ok tel que Ok, est un anneau de Cohen pour k et ¢1,...,tq des
éléments de Of,. On pose Ko = Ok, [p~!] : on a alors O = Ok, [w]. On se fixe un
relevement o: Ok, — Ok, du Frobenius de k. On note Q le module des différentielles
continues de Ok, relativement a Z :

Q= liﬂz)Q}DKo/z/PnQ}oKo/z
n>

Le Ok,-module Q est libre de base (dt;)1<i<a- On définit alors un (¢, V)-module filtré
sur K relativement a Ky comme étant un Kyp-espace vectoriel de dimension finie D
muni des structures supplémentaires suivantes :
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1) un opérateur de Frobenius ¢: D — D qui est o-linéaire et dont le linéarisé
0*D — D est un isomorphisme;

2) une connexion intégrable quasi-nilpotente V: D — D ®o,, Q pour laquelle le
Frobenius est horizontal ;

3) une filtration décroissante séparée exhaustive Fil* Dg sur Dg := K ®g, D telle
qu’on a la transversalité de Griffith pour V.

Ces objets forment une catégorie additive Q,-linéaire notée MF g/ i, (¢, V). Elle ne
dépend pas, & équivalence pres, du choix de o (i.e. de Kp) parce qu’elle est équivalente
a la catégorie des F-isocristaux sur k dont 1’évaluation en un (O, pOfk) est munie
d’une filtration décroissante séparée exhaustive.

On définit par ailleurs, sur la catégorie MF g (¢, V), des fonctions additives
tny et ty, qui permettent de définir la notion de (p, V)-module filtré faiblement
admissible : D € MFg/ g, (@, V) est faiblement admissible si ty(D) = tg(D) et
tn(D') > tg(D') pour tout sous-objet D' de D dans MF g/, (¢, V). Cela définit
une sous-catégorie MFff}/KO (o, V) de MF g/, (0, V).

On construit les anneaux de périodes Beris € Bgr. Ils sont munis de structures
supplémentaires : Bqg est une K-algébre munie d’une action de G, d'une connexion
intégrable V: Bgqr — Bar ®@K0§ et d’une filtration décroissante séparée et exhaus-
tive pour laquelle on a la transversalité de Griffith. L’anneau B,is est une sous-Ky-
algebre de Bgg stable sous l'action de Gi et de V et munie d’un opérateur de Frobe-
nius ¢ horizontal. On dispose en outre d’un homomorphisme injectif de K-algebres
K ®k, Bais — Bar. On a BSE = K et BIX = K.

SiV e RepQP (Gk), on pose
Deris(V) = (Beris ®Q V)% et Dar(V) = (Bar ©qV)9.

Ces objets héritent de structures supplémentaires déduites de celles de Byr et Beyis -
le K-espace vectoriel Dgg (V) est muni d’une filtration (décroissante séparée exhaus-
tive) et d’une connexion intégrable qui vérifie la transversalité de Griffith. Le K-
espace vectoriel Deis(V) est muni d’une connexion intégrable et d’un opérateur de
Frobenius o-linéaire horizontal. En outre, on a une application K-linéaire injective
K ®ky Deris(V) — Dgr(V). On montre que Dgr (V) est de dimension finie sur K. En
particulier, D¢,is(V) est un (¢, V)-module filtré sur K relativement & Ky (en munis-
sant Deis(V)k = K @k, Deris(V) de la filtration induite par celle de Dgg(V)).
On dispose des applications de périodes

Aeris(V) 1 Beris ® kg Deris(V) — Beris ®qYV:
aar(V): Bar ®x Dar(V) — Bar ®qV
dont on montre qu’elles sont toujours injectives (voir [14, prop. 3.22]), de sorte que
dimg, (Deris(V)) < dimg, (V) et dimg (Dar(V)) < dimq, (V). On dit alors que V' est

cristalline (resp. de de Rham) lorsque acris(V') (resp. aqr(V)) est un isomorphisme
(i.e. lorsque dimg,(Deris(V)) = dimgq (V) (resp. dimg(Dar(V)) = dimq, (V))).

MEMOIRES DE LA SMF 112



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

On montre que la notion de représentation cristalline ne dépend pas des choix de
Ky et de o (voir [14, §3.6]). La sous-catégorie pleine de Repq, (Gk) dont les objets
sont les représentations cristallines (resp. de de Rham) est notée Rep,,;(Gk) (resp.
Repyr (Gr)). Si V est une représentation cristalline, alors V' est de de Rham et I’ho-
momorphisme K ® g, Deyis(V) — Dar (V) est un isomorphisme (voir [14, prop. 3.30]) :
on dispose ainsi d'une hiérarchie dans la catégorie Repq (Gx).

On montre enfin (voir [14, prop. 4.27 et cor. 4.37]) que que la restriction du foncteur
Deris & Rep.,i(Gx) induit une équivalence de catégories

DCl“iS : Repcris(gK) L) MFfI(}/KO (507 v)7

dont un quasi-inverse est donné par
e=l L0 V=0
Veais(D) = (Bais @k, D)V=0 N Fil"(Bar ®x Dk )"~

C’est une généralisation au cas d’un corps résiduel imparfait d’un théoreme de Colmez
et Fontaine (cf. [20, th. A]), dans le cas cristallin.

L’objectif est ici de faire de méme pour des bases plus générales. Supposons désor-
mais k parfait. Dans ce qui précede, on remplace le corps K par un anneau R[p~!]
ou R est une Og-algebre intégre et normale, séparée et complete pour la topologie
p-adique (dont la définition précise est donnée dans le chapitre 2). On s’intéresse aux
représentations p-adiques de Gr = m1(Spec(R[p~!])). Remarquons que ce cadre est
exactement le méme que celui considéré dans [1] (ou sont généralisées la théorie des
(¢, T')-modules de Fontaine et 1’équivalence de catégories de [28] entre la catégorie
des représentations p-adiques de Gk et la catégorie des (¢,I')-modules étales) et [3]
(o est généralisé le théoreme de Cherbonnier-Colmez, cf. [17, prop.I1.5.1], sur la
surconvergence des représentations p-adiques).

Décrivons les différentes parties de ce mémoire.

Apres avoir fixé les notations de base et donné quelques propriAétés de 'anneau R,
on étudie en détail les propriétés de 'anneau C' = R[p~!] (ott R désigne le séparé
complété de R pour la topologie p-adique), qui constitue I’analogue du corps Cf
pour 'anneau R. Remarquons qu’en général, 'anneau C' est loin d’étre intégre ou
noethérien, ce qui en rend 1’étude délicate. On en donne les propriétés galoisiennes et
on montre qu'il est fidélement plat sur R[p~!] (théoréme 3.2.3). On explique ensuite
comment on peut le « localiser » et le plonger dans un produit de corps de la forme C'x .
Les plongements qui s’en déduiront au niveau des anneaux de périodes seront cruciaux
dans la suite.

Dans le chapitre 4, on rappelle la construction, due & Hyodo, de 'anneau Byr,
qui permet de définir la notion de représentation de Hodge-Tate de Gr. On donne
une propriété de finitude du R[p~!]-module Dyr(V) associé & une représentation
p-adique V|, finitude qui sera utile lors de 1'étude de Dgr (V') et Deyis(V).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Les deux parties qui suivent sont consacrées a la construction et ’étude des an-
neaux de périodes Bar et Bcyis respectivement, comme c’est fait dans [29] dans le cas
«classique » (i.e. absolu). On en donne les propriétés galoisiennes (sous ’hypothése de
bonne réduction pour Bes) et on les munit de structures supplémentaires : filtration
pour Bgr, opérateur de Frobenius pour B, et connexion. Remarquons d’ailleurs
que les sections horizontales fournissent d’autres anneaux de périodes BYg et By,
qui sont ceux qu’on trouve en copiant les constructions habituelles. On explicite les
liens entre Bag et Beyis, en particulier, on a la « suite exacte fondamentale » (proposi-
tion 6.2.24), qui permet de prouver la pleine fidélité du foncteur Deyis sur la catégorie
des représentations cristallines. On démontre en outre des propriétés de fidele plati-
tude de Bgr et de Beys (théorémes 5.4.1 et 6.3.8), qui sont utiles pour montrer que
les catégories des représentations de de Rham et celle des représentations cristallines
sont des sous-catégories tannakiennes de la catégorie des représentations p-adiques
de Gr (théoréme 8.4.2).

Dans le chapitre suivant, essentiellement constitué de définitions, on s’intéresse
aux (p, V)-modules filtrés. Ils forment une catégorie dans laquelle le foncteur Deyis
(construit plus loin) prend ses valeurs.

On applique ensuite tout ce qui précede aux représentations p-adiques de Gr. Apres
avoir traité le cas des représentations non ramifiées, on définit les notions de représen-
tation de de Rham et de représentation cristalline, grace aux foncteurs Dggr et Deyis.
On étudie plus particulierement le cas des caracteres, et on prouve la Gr-régularité
des anneaux Bgr et Beis (¢f. définition 8.0.1). On montre ensuite la pleine fidélité
du foncteur Dg,is (sous 'hypothese de bonne réduction), ce qui constitue 'un des
principaux résultats de ce mémoire (théoréme 8.5.1) : cela fournit, dans le cas de
bonne réduction, un foncteur pleinement fidele sur la catégorie des représentations
cristallines a valeurs dans la catégorie des F-isocristaux filtrés sur R. Sur I'image es-
sentielle de ce foncteur, les résultats ne sont que fragmentaires (contrairement au cas
olt R[p~!] est un corps) : seul le cas des caractéres est bien compris, et il semble que
dans le cas général, la notion de (¢, V)-module filtré admissible ne coincide pas avec
celle de (¢, V)-module filtré faiblement admissible point par point.

Enfin, on donne en appendice quelques compléments sur les revétements presque
étales de Faltings, puis une version affaiblie de la presque platitude (qui permet de
travailler avec des propriétés d’annulation par des idéaux qui ne sont pas égaux a leur
carré), et on finit en explicitant l'origine « cristalline » de 'anneau A yis.

Bien sir, la plupart des énoncés sont des généralisations de ceux de [15]. Les
preuves sont parfois beaucoup plus techniques (par exemple la proposition 8.2.4 et
ses corollaires). D’autres sont par contre assez proches; je les ai néanmoins incluses
lorsque cela m’a semblé utile.

L’une des principales applications de la théorie des périodes p-adiques sont les
théoremes de comparaison entre cohomologies p-adiques. Dans le cas « classique »

MEMOIRES DE LA SMF 112
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(i.e. lorsque la base est un corps de valuation discréte complet & corps résiduel par-
fait), on a en particulier I’énoncé suivant. Soit X une variété propre et lisse sur K,
et Xz le changement de base a K. Alors la cohomologie étale p-adique de X iz four-
nit une représentation p-adique V' qui est de de Rham, et méme cristalline pour les
variétés & bonne réduction. En outre, I'invariant Dgr (V) correspondant s’identifie
a la cohomologie de de Rham de X, et De,is(V) & la cohomologie cristalline de la
fibre spéciale de X dans le cas de bonne réduction (il y a aussi une version pour la
réduction semi-stable). Ces énoncés ont été conjecturés par Fontaine, et démontrées
par Fontaine-Messing (cf. [33]) pour des variétés définies sur un corps absoluement
non ramifié, ayant bonne réduction et de dimension inférieure & p; par Faltings (voir
[25, th. 5.6 & th. 8.1]) pour le cas de Rham et cristallin, puis par Hyodo-Kato et par
Tsuji dans le cas semi-stable (cf. [55, th. 0.2]). Fontaine-Messing, Hyodo-Kato et Tsuji
utilisent des méthodes syntomiques, alors que Faltings utilise la théorie des « revéte-
ments presque étales » (plus proche des méthodes de Tate). Insistons sur le fait que
ces théoremes de comparaison et leur généralisations au cas relatif ne sont pas abordés
dans ce mémoire. Néanmoins, la théorie des revétements presque étales de Faltings
va y étre utilisée de fagon cruciale.

La nécessité de construire des anneaux de périodes généralisés (en particulier « plus
gros » que ceux fournis par la construction habituelle) a été observée en premier par
Hyodo, qui a montré qu’en général, le module de Tate d’une variété abélienne sur un
corps de valuation discréte complet de caractéristique mixte & corps résidul imparfait,
n’est pas de Hodge-Tate au sens classique, ce qui I’a amené a construire un nouvel
anneau (cf. [41] et remarque 8.2.1 (2)). C’est 'une des motivations des constuctions
faites dans ce mémoire.

La construction d’anneaux de périodes relatifs dans le cas de Rham a été abordé
par Wintenberger [57] pour les schémas abéliens, et Tsuzuki (notes non publiées) dans
le cas général. Remarquons aussi que certains anneaux de périodes « relatifs » ont étés
utilisés par Faltings et Tsuji dans leurs preuves des théoréemes de comparaison. Dans
ce travail, on n’aborde pas la théorie semi-stable. C’est 'objet d’un travail en cours
de Tsuji.

Insistons sur le fait que la théorie présentée ici est une théorie locale : on travaille
sur des bases affines. Le probleme de sa « faisceautisation » est I'objet de travaux en
cours d’Andreatta et Iovita (cf. [5], [4] et [2]), qui fournissent une nouvelle preuve
du théoréme de comparaison (dit & Faltings) entre cohomologie étale p-adique et
cohomologie cristalline (avec coefficients).

Ce travail est une version améliorée d’une partie de ma these. Je remercie mon di-
recteur, Jean-Marc Fontaine, pour son aide et ses conseils. Je suis aussi reconnaissant
envers Ahmed Abbes, Fabrizio Andreatta, Katsuya Kato, Alban Moreau et Take-
shi Tsuji pour les nombreuses discussions que j’ai eues avec eux, qui m’ont été tres
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

utiles. Enfin, je remercie le rapporteur, dont les remarques ont permis d’améliorer ce
mémoire.

Ce travail a été rédigé alors que j’étais post-doctorant au Dipartimento di Matema-
tica Pura ed Applicata de Padoue et a la Graduate School of Mathematical Sciences
de Tokyo, dans le cadre du Marie Curie Research Training Network (Réseau de Géo-
métrie Algébrique et d’Arithmetique Européen). Je remercie ces trois institutions,
ainsi que Francesco Baldassarri et Takeshi Saito pour leur accueil et les conditions de
travail excellentes dont j’ai bénéficié grace a eux.
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CHAPITRE 2

NOTATIONS, PREMIERES PROPRIETES

On décrit dans cette partie 'anneau de base sur lequel on va travailler et quelques
unes de ses extensions qui nous seront utiles par la suite.

On reprend les notations de l'introduction. Soit d un entier, T71,...,Ty des indé-
terminées et R® = (’)K{Tlil7 . ,Tfl} le séparé complété de Ok [Tlil, . ,Tfl} pour
la topologie p-adique. On se donne un anneau R obtenu & partir de R? en itérant un
nombre fini de fois les opérations suivantes :

(ét) complétion p-adique d’une extension étale;

(loc) complétion p-adique d’une localisation;

(comp) complétion par rapport & un idéal contenant p.

On suppose en outre que Ok [Tlil, . ,Tfl} — R est A fibres géométriquement, ré-
gulieres ou que R est de dimension de Krull inférieure a 2, et que k — R o k
est géométriquement integre (ces hypothéses assurent que le théoreme de pureté de
Faltings s’applique, cf. [1, th. 5.1 & th. 5.11]).

Soit Er une cloture algébrique de Frac(ﬁ). On note R la réunion des sous-R-
algebres finies S de Ep telles que S[p~!] est une extension étale de R[p~!]. On se
donne une sous—é—algébre finie R de ER telle que

« R est normale et plate sur E,

« R[p~!] est étale sur R[p~1],

(en particulier R C R) et on pose

Gr = Gal (R[p~"]/R[p™"]).

On suppose en outre que K est algébriquement clos dans R[p~!] (quitte & remplacer,
dans la construction qui précede, le corps K par sa cloture algébrique dans R[p~—1],
ce n’est pas une restriction). Il en résulte que Gx est un quotient de Gg. On étend
le caractere cyclotomique en x: Gp — Z;. Rappelons par ailleurs que les anneaux R
et R sont séparés et complets pour la topologie p-adique, noethériens, intégres et
NOTmAaux.
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PROPOSITION 2.0.1. — Le Frobenius R/pR — R/pR est surjectif.

Démonstration. — Soit a € R. Posons P,(X) = X?" — pX — o. Une racine 3 de
P, dans E appartient & R. En effet, on a P/ (X) = —p(1 — pozfl) et donc P.(5)
appartient a E[ﬁ ,p~ 1% car E[ﬂ] est complet pour la topologie p-adique (en effet, ﬁ[ﬂ]
est un R-module de type fini complet pour la ‘Ef)pologie p—adiqlle, car R est noethérien
et complet pour la topologie p-adique). La R[p~!]-algebre R[3,p~!] est donc étale
(cf. [48, 11, prop. 8]) et 3 appartient & R[p~!]. Comme §3 est entier sur R, on a bien
B € R. Enfin, on a ﬂp2 = o modulo pR. O

Notons W = W(k) et Ko = W|[p~!] Panneau des vecteurs de Witt a coefficients
dans k et son corps des fractions. On fixe une uniformisante @w de K et on note
E € W[X] le polynéme minimal de w sur Ky. C’est un polynéme d’Eisenstein de
degré e = [K: K.

Choisissons une suite ¢ = (6(”))neN e KN de sorte que @ =1, e £ 1 et
(DY = () pour tout n € N (élément ™ € K est alors une racine p"-ieme
primitive de I'unité). Si L est une extension de K contenue dans K, on note Oy, son
anneau des entiers. Si n € Nxg, on pose L, = L[e(”)] et on note

L= |J Ln
n€N>q
I’extension cyclotomique de L. C’est une extension galoisienne de L, dont le groupe de
Galois 'y, = Gal(L /L) s’identifie, via le caractere cyclotomique x, & un sous-groupe
ouvert de Z)'.

Pour ¢ € {1,...,d}, choisissons une suite T, = (Ti(n))neN € RN de sorte que
Ti(o) =T, et (Ti("H))p = Ti(") pour tout n € N. C’est possible parce que si Ti(n) €R
est construit, alors Ti(n'H) est une racine du polynéme P; ,(X) = XP — Ti(n). On a
donc Pi’m(Ti(nH)) = p(T" -1 € R[Ti(nﬂ),p_l] *(car T est inversible vu
que sa puissance p"t!-iéme I’est). On en conclut comme dans la preuve de la propo-
sition 2.0.1 que 'extension E[Ti(nﬂ),p’l]/fi[p’l] est finie étale, de sorte que Ti("H)
est dans R.

Pourn € N, on pose R, = R[T\"™, ..., T{"] et on note R, le normalisé de R/, -Ok,
dans R (on a R,[p~!] = (R, - Ok, )[p~1]) et

Roo = | J Rn.
neN

En particulier on a Ry, C R.
On pose I'r = Gal(Rx[p~!]/R[p™!]) et Hr = Ker(Gr — T'g). Le groupe I'g
s’insere dans la suite exacte

1—>fR—>I‘R—>FK—>1

MEMOIRES DE LA SMF 112



CHAPITRE 2. NOTATIONS, PREMIERES PROPRIETES 9

ot Tr = Gal(Roo[p™!]/R - Kuso) = Ker(x) est un sous-groupe d’indice fini du groupe
abélien I' 5. Ce dernier est topologiquement engendré par {71, ...,7v4}, ol ; est défini
par

Comme N est dense dans Z,, pour la topologie p-adique et lim, o, 7" "=1Id dansT B
on dispose de v pour tout € Z,. En notation additive, on a fﬁ = @?:1 Z, ;.

N Si g € T'g, on a les relations gy;g~! = %X(g) pour tout ¢ € {1,...,d} : le I'g-module
['r est donc isomorphe & Z,(1)¢. On choisit 7o un générateur topologique de la partie

libre de Gal (Roo[p™']/RL[p™]).

On choisit Ry une sous—W{Tlil, e ,Tfl}—algébre de R fermée pour la topologie
p-adique telle que ’homomorphisme Ry /pRy — R/ @R est un isomorphisme, et telle
que pour tout n € N, la Z /p"+! Z-algébre Ry/p" T Ry est formellement lisse. Cest
possible car R est obtenu & partir de RO en itérant les opérations (ét), (loc) et (comp),
et Rg est obtenu & partir de W{Tlﬂ7 . ,Tfl} en itérant les mémes opérations (ét),
(loc) et (comp) (en effet, sur un anneau séparé et complet pour la topologie p-adique,
les opérations (ét), (loc) et (comp) ne dépendent que de la réduction modulo @). On
fixe un relevement o: Ry — Rg du Frobenius x — zP sur E/wﬁ Bien stir, un tel
relevement n’est pas unique. Remarquons que I'application naturelle Ry[w] — R est
un isomorphisme (car c¢’en est un modulo w).

Notons (BR) la condition R = R.1l s’agit d’une hypothese de bonne réduction qui
sera supposée remplie lorsqu’on regardera la théorie cristalline.

Pour ¢ € v(KZ), on notera p® un élément de valuation ¢ dans K.

Pour ¢ € N, notons

~

Of = lim QqR/ Z/anqR/ z

le séparé complété du module des différentielles Q(II% /2 (c’est le module des différen-
tielles continues de R relativement & Z).

PrOPOSITION 2.0.2. — On a, pour q dans N,

d q
Qf, = @Rod log(Ti) et Qf = /\ Qk,-
Ro

i=1

Par ailleurs, le noyau et le conoyau de 'application naturelle fAlqRO ®pr, R — 5\2‘1’2 sont
tués par une puissance de p. En particulier, on a

q d
W= N\ (P rpdlogmT)).
[p-1] i=1
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Démonstration. — Montrons par récurrence sur n € N5 que
d
k) 2/P" Uk, 2 = D (Ro/p" Ro)d log(Ts).
i=1

Le cas n = 1 résulte du fait que Ti,...,Ty est une p-base de Rog/pRy = R ®ox k
(cf-[3]). L’homomorphisme Q5 /p" QU /1y £, Qpy 2/P" T U, 5 se factorise
par Q}%O/Z ®R, k et donne lieu a la suite exacte

QRO/Z @R, (Ro/pRo) R Z/p +1Q}%O/Z — Q}%O/Z/pnﬂ}%/z — 0.

On a le diagramme

d . d d
P (Ro/pRo)d log(T3) = @D(Ro/p"™+ Ro)d log(T;) — @D (Ro/p" Ro)d log(T;) — 0

i=1 i=1 i=1
n

Q}QD/Z QR (RO/pRO) p—>Q}%O/Z/pn+1Q}%/Z —>Q}20/Z/p QRD/Z —0

La surjectivité de a est immédiate. Si w € Ker(a), alors w est la classe modulo p"+!
dep"Douw e @1 1 Rod log(T;) avec p"@ € p”HQ}% / z- Comme les d log(T}) ne sont
pas de p-torsion dans QR JzoOnaWE p(Q}z 1 Rodlog(T;)) d’ot w =0, et «v est un
isomorphisme. En passant a la limite, on a bien Ol Yy = @izl Rod log(T5;).

Comme pour tout n € Nsg, le Ry/p™Ro-module Q}%O/Z/p"Q}%O/Z est libre de
rang d (de base (d log(T;))1<i<a), le complété (AZQRO du produit extérieur est le produit
extérieur \% Ro Q}%O du complété.

On a une suite exacte 0 — N — Q}%O/Z ®pr, B — Q}%/Z — Q}Q/RO — 0 (cf. [46,
th. 25.1]). Comme R[p~!] est étale sur R[p~!] donc sur Ro[p~!], les modules N[p~]
et QL /Ro [p~!] sont nuls : les R-modules N et Q, /R, Sont de p-torsion. Comme ils

sont de type fini sur R (car R est noethérien et fini sur R donc sur Ro) ils sont donc
tués par une puissance de p : il existe ¢ € N tel que pCQR /7 ®R, RS yp QR/Z En
quotientant par p™, puis en prenant la puissance extérieure g-iéme et en passant a
la limite, on t/i\re pCQ‘}%O ®r, R > peQY (le produitAtensoriel complété QqRO@JROR est
isomorphe a Q‘}%O ®p, R car R est fini sur Ry et QqRO libre sur Ry). Le noyau et le

conoyau de ’homomorphisme @11%0 ®pr, R — (AZqR sont donc tués par p°. O

Notons R le séparé complété de R pour la topologie p-adique et C = R[p~!]. Par

continuité, Gr agit sur R et sur C.

ProrosiTION 2.0.3. — L’anneau R est sans p-torsion. Par ailleurs, ’homomor-
phisme naturel R —>R est injectif et on a R NpR = pR.
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Démonstration. — La premiere assertion résulte du fait que R est sans p-torsion.

Soit € R d’image nulle dans R. 1l existe une R-algebre S finie et normale telle
que S[p~1] est étale sur R[p~!] et z € S. Pour tout n € N, on ax € p"RNS = p"S
(car S est normal), donc z = 0 vu que S est séparé pour la topologie p-adique.

On a bien siir I'inclusion pR C RN pﬁ. Soit z € RN pf%. Il existe une R-algebre
S finie et normale telle que S[p~!] est étale sur R[p~!] et € S. Ecrivons 2 = py
avec y € ]3 et montrons que y € S. On a déja y € S[p~!]. Comme S est normal et
noethérien (car S est fini sur R), on a

s=5p 0 S

ht(gq)=1
PEq

(cf. [46, th.11.5]) : il suffit donc de montrer que y € Sy pour tout q € Spec(S) de
hauteur 1 tel que p € q. Le localisé Sy étant normal (car S 'est), noethérien de
dimension 1, c’est un anneau de valuation discréte. Notons vg la valuation norma-

lisée. Cette derniere se prolonge au complété g;, a une cloture algébrique Sz[p*l] de

son corps des fractions gz[p*l] et au complété Sz[p*l] pour la topologie p-adique.

L’anneau R s’envoie alors dans I’anneau des entiers de Sz[p*l] : comme y appartient
aR, onavg(y) >0 et donc y € Sg. O

Par la suite, on identifie R & son image dans R et }Q%/pﬁ a R/pR.

REMARQUE 2.0.4. — L’anneau R est en général tres loin d’étre integre, cela est dit
au fait qu’il existe en général une infinité d’idéaux premiers au-dessus de 1’'idéal pre-
mier pR.

Le tableau suivant résume a quoi correspondent les objets considérés dans ce cha-
pitre dans le cas classique.

Cas relatif | Cas classique
R Ok
Ry W
ROO [p7 1] Koo
R 0~
Or 9%
C Cxk

Remarquons que l’analogue de l'extension cyclotomique K, n’est pas l'an-
neau R - K, cela résulte du théoréeme de Faltings (cf. théoréme 9.1.1).
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CHAPITRE 3

L’ANNEAU C

3.1. Propriétés galoisiennes

L’objet de cette partie est d’adapter a la situation qui précede des résultats de
cohomologie galoisienne (dus & Faltings [24, Section 1.4] et [26, 2c]) qui généralisent
[40, th. 1].

NoTaTIiON. — Rappelons que x: Gg — Z;( désigne le caractere cyclotomique. Si M
est un Ggr-module et n € Z, on note M (n) le module M sur lequel 'action de Gg est
multipliée par x" (« tordu a la Tate »).

Remarquons que 'anneau R est stable par I’action de Gr (par normalité de R)
Soit S une E—algébre normale, telle que S[p_l]/é[p_l] est finie étale. Pour n € N+,
notons S, (resp. So) le normalisé de S - R,, (resp. de S - Rs) dans Eg. L’anneau
Sy, s’identifie a un facteur du produit tensoriel S ® 5 Rn Comme Rn est libre sur R,
I'anneau S ®5 R, s’injecte dans Panneau (S ®p R,)[pY], qui est étale sur R[p~!]
par changement de base. Il en résulte que 'anneau S,[p~!] est fini étale sur E, de
sorte que Sy, est contenu dans R et donc S = UneN S, € R. Comme R est réunion
filtrante des R-algébres S finies et normales, telles que S[p~1]/R[p~"] est étale, il est
a fortiori réunion filtrante des S, correspondants.

Si B est une E—algébre, on note B = linn B/p™B son séparé complété pour la
topologie p-adique. Si B est en outre une l?%oo—algébre7 on note mp l'idéal de B en-
gendré par {pc, ¢ € v(Kx)N Qs } Remarquons que m% = mp (ce qui nous servira
constamment dans ce qui suit). L’action de Gg sur R se prolonge aﬁ et donc a C.

On munitﬁ de la topologie p-adique, i.e. définie par la famille d’idéaux {p"ﬁ}neN.
Dans ce qui suit, on calcule la cohomologie galoisienne continue de R, de C et de leurs
tordus a la Tate. Pour ce faire, I'ingrédient crucial est la théorie (due & Faltings) des

extensions presque étales. Rappelons-en les grandes lignes (cf. section 9.1 pour plus
de détails).
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Si M est un Em—module, on dit que M est presque nul s’il est tué par my . Cela
permet de définir les notions de module presque plat, presque projectif (avec la presque
nullité des modules Tor, Ext). En particulier, une extension A C B de Eoo—algébres
est dite presque étale si B est presque projectif de type fini en tant que A-module
et en tant que B ® 4 B-module. Avec les notations introduites plus haut, le résultat
central (di & Faltings) est que I'extension S/ Roo est presque étale. Cela implique
qu’a multiplication par n’importe quelle puissance de p pres, Pextension R/R., est
acyclique. En particulier, on a 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 3.1.1. — Le conoyau de l'application naturelle Roo — HO(Hg,R) est
de mg -torsion. Par ailleurs, pour ¢ > 0, les ﬁm—modules H(Hg,R) sont de mp -
torsion (i.e. presque nuls). En particulier, on a

Roo -t 1 q =0,
HQ(HR,m:{O ) sia

sinomn.
Démonstration. — On dispose de la résolution injective de (R/p"R)[Hg]-modules
sin € Nsg :
— — 0 1 2
(%) 0—-X'=R/p"R-Lsx° 2 xt L x2 ...

ot X?=¢" (HqR+1, R/p"R) est le R/p™R-module des applications continues de HqR+1
dans R/p"R ('anneau R/p™R étant muni de la topologie discrete, il s’agit des fonc-
tions qui se factorisent & travers un quotient fini de HqRH). Il est muni de ’action
de Hp donnée par (g - z)(ho, ..., hg) = gz(g ' ho, ..., g7 hy).

Soient ¢ € N et z € (X9)™® une cochaine. Comme (*) est exacte, il existe y € X9~ !
tel que z = 0%y. Comme ¥y est continue, il existe une sous-extension finie et normale
S C R de R telle que Soo[p~!]/Roo[p™?] est étale galoisienne et telle que

y se factorise par Gal(Soo[p~1]/Roo[p™1])4,
y est & valeurs dans So/p™Sec-

Soit ¢ choisi dans v(KZ) N Q. D’apres le corollaire 9.1.2, il existe o € Sy tel que
Trsp1)/Roclp=1 (@) = P°,

On a alors Trg__p-1)/p..[p-1](ay) € (X971)Mr et

(s fp-1)/Reolp—1(09)) = Trs 1)/ Recp-1(@0"Y) = Trs 1)/ R o1y ()7 = Po

Ceci implique que p°z est un cobord : p°z a une image nulle dans H?(Hg, R/p"R)
sig>0et p°c € Roo/P"Roo si ¢ = 0. Ainsi les Roo-modules

HY(Hg,R/p"R) siq>0 et Coker (Rs/p"Roc — H(Hp, R/p"R))

sont tués par mp__.

MEMOIRES DE LA SMF 112



3.1. PROPRIETES GALOISIENNES 15

Soit T € H°(Hg,R ) D’apres ce qui précede, pour tout n € N, il existe z,, € Roo
et y, € R tel que p°z = x,, +p Yn. On a donc z =lim, oz, € R . Ainsi, le conoyau
de I'application naturelle Roo — HO (Hr,R ) est tué par mg

Soit ¢ > 0. D’apres [54, prop. 2.2], on a la suite exacte

0 — R'lmH'" ' (Hp, B/p"R) — H'(Hg,R) — lmH(Hp, B/p"R) — 0
n n
(Tate suppose dans [54, §2] que les coefficients sont des Z,-modules de type fini,
mais seul sert le fait que les R/p™R sont munis de la topologie discréte, cf. aussi
[42, §2]). Comme H(Hg, R/p"R) est tué par mp__ pour i > 0, il en est de méme
des Ro.-modules R} lim | HY(Hg, R/p"R) et lim HY(Hg, R/p"R) (par fonctorialité,
les applications de multiplication par p¢ sont nulles pour ¢ € v(KX) N Q). Cela
implique que HY(Hg, ) est tué par mp,, pour ¢ > 1 et que le conoyau de 'injection
R! lim | H°(Hg, R/p"R) — H*(Hg,R ) est tué par mp__. Mais comme le conoyau de
I'injection Roo /p" Roo — HO(Hg, R/p™ R) est tué par mp__ d’aprés ce qui précede, il en
est de méme du conoyau de R* iﬂin Roo/p"Roe — R! iinn HO(Hg, R/p"R) d’apres la
suite exacte longue de cohomologie. Comme le systéme projectif { Roo/P" Roo frneNs,
vérifie la condition de Mittag-Leffler (les morphismes de projection sont surjectifs),

onaR'lim Ro/p"Re =0 et H'(Hg,R R) est tué par mp__ O
REMARQUE 3.1.2. — Le controle précis de la ramification donné par le théo-

reme 9.1.1 n’est pas nécessaire pour la preuve de la proposition 3.1.1, le théoreme de
Faltings (voir [24, th. 3.1]) suffit.

LEMME 3.1.3. — Il eziste une constante cg (qui ne dépend que de R) telle que pour
toutn € Nsg, ona R,, C p’CR(R®§]§n), En particulier, on a R C PR (R®§]§oo).

Démonstration. — D’apres [1, cor. 3.10], 11 ex1ste une constante ¢(R) ne dépendant
que de R telle que pour tout n, on a p "Rus1 C R, Qg Rn+1. On a donc

peBE )R C R ®f R,, : on peut prendre cg = ¢(R)p/(p —1). Le second
énoncé résulte de [1, cor. 3.10]. O

Notons W, I’anneau des entiers de ’extension cyclotomique de KO ot W= RNW

L’anneau W[ 17 est une extension finie de K. On a aussi W = RNW,, parce qu'on
a supposé K algébriquement clos dans R[p~ ] En outre, R[p~!] et W [p~!] sont
linéairement disjoints sur W[ 1. On note R®WVVOo le produit tensoriel complété

(pour la topologie p-adique) de R par W, au-dessus de w.

LEMME 3.1.4. — Pour tout ¢ € N, l’homomorphisme R@WWOO — Roo induit un
homomorphisme

Hq(fR; R®WWM) - Hq(va ﬁoo)
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16 CHAPITRE 3. ’ANNEAU C

dont le noyau et le conoyau sont tués par une puissance de p. Par ailleurs, on a
HY(Tg, RO Weo) ~ /q\ H' (T, R&q W),
RO Woo
H! (T g, R&5Wao) = ((RO5Woo)(—1))".
Démonstration. — L’inclusion R@WWOO — Ry (les anneaux R[p~!] et W [p~!] sont
linéairement disjoints sur ,V[v/[p_l]) se factorise par le morphisme R ® 5 ]?Eoo — Roo. Par
ailleurs, d’apres le lemme 3.1.3, on a l’inclusion pCR]TEOO C Reg }:%OO : le noyau et le

conoyau de ’homomophisme Hq(fR,R ®p ROO) — Hq(fR,]?Eoo) sont tués par p°E.
11 suffit donc de montrer que le noyau et le conoyau de

HY(T g, R&7 Weo) — HY(Tp, R @f Roo)
sont tués par une puissance de p.
Soient A = {(ov,...,aq), a; € Z[p~ ] N[0,1[} et r € N. Pour a € A, il existe
n € N tel que p"a € N On pose alors

Ig _ (Tl(n))p"oq o (Ti(n))p"ou: o (T(gn))p"ad.

Le (R/p"R) ® Woo-module (R/p"R) @5 R est libre de base (T*)aca. Comme on
a v (I*) = (e™)P" T, chaque facteur ((R/p"R) @ Woo)I® est stable par k.
Rappelons que I'p ~ (Z,(1))?. D’apres [47, prop. 3.5], on a
q
H (TR, (R/p"R) @5 Wee) = N\ ((R/D"R) @ Wee(—1))
(R/p"R)®p Woo

d

et HY(Tg, (R/p"R) Q7 Wool®) est tué par une puissance de M — 1 (indépendante
de a) si a # 0. Il en résulte que le conoyau de I'inclusion
HY(Tr, (R/p"R) ®5 We) € HY (TR, (R/p'R) ®5 Reo)
sont tués par une puissance de e — 1.
Comme dans la preuve de la proposition 3.1.1, on en déduit que le conoyau de
I'inclusion R@WWOO C HO (fR, R®g Roo) est tué par une puissance de e — 1.

Soit maintenant ¢ > 0. D’apres [54, prop. 2.2], on a le diagramme

dans lequel les lignes sont exactes (c’est licite car la topologie modulo p” est la topo-
logie discrete). Comme les fleches verticales de gauche et de droite sont des injections
de conoyau tué par une puissance de e() — 1, il en est de méme de celle du milieu,
i.e. application

HY(T g, R&5Wao) — HY(Tr, R®5 Roo)

est injective de conoyau tué par une puissance de p.
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Par ailleurs, la premiere ligne du diagramme précédent se reécrit

q—1
. d ~ ~
0— R'lim A\ ((R/p"R) @5 Woo(—1)) — HY(T g, RE5 W)
T q
. d
o — lim /\ (R/p'R) @ Wae(-1))" =0
c’est-a-dire r

! H(Tr, ROpWe) = /\ H'(Tr, ROF W),

H'(Tr, RO5Wao) ~ (R Wao)(—1))

vu que le systéme projectif {((R/p"R) @5 Woo(—1))%}nen., vérifie la condition de
Mittag-Leffler (les morphismes de projection sont surjectifs). O

PROPOSITION 3.1.5. — Pour tout ¢ € N, [’homomorphisme (R@WWOO)[p*I] - C
induit des isomorphismes

A I, (R W) ) = 19 (P, (R S Wo)p™]) = HI(Fr, )
(R®p Weo)[p~ 1]
ot 7'~lR désigne le noyau de ’homomorphisme Gr — T'k.
Démonstration. — La suite spectrale de Hochschild-Serre s’écrit
HY(Tg,H" (Hg,C)) = H'" (Hg, C).
D’apres la proposition 3.1.1, on a H"(Hg, C) = 0sir > 0 et H(Hz,C) = Roo[p™!] :

la suite spectrale dégénere et on a HY(Hg,C) = HY(Tg, Roo[p~Y]). Mais d’apres
le lemme 3.1.4, 'homomorphisme (R@WWOO)[p’l] — Roo[p™!] induit des isomor-

phismes

NH (Tr, (R&5Woo)[p™']) = HY(Tr, (REF W) lp™']) =5 HY(Tr, Ruo[p™)). O

L’extension canonique de Faltings.— Rappelons la construction due & Faltings (voir
[24, 1.4]) d’une extension canonique de Gg,-modules

(1) 0—C— M— Q% ®g, C(=1) — 0

avec M = Tp(Q%/RO)[p’l](—l) (ot Tp(.) = Hom(Q,, / Zy, .) est le module de Tate).
La suite

(2) 0— Dy w Owa Rooo — Qi kg — Qg /oo — 0

est exacte et scindée (de fagon non canonique). Cela résulte du fait que pour tout
n € N5, on a Ry, = Ro [5("),T1(n), e ,Té")] et donc une suite exacte et scindée
0— Q%/Vn/W Qw, Ron — Q}:io,n/Ro — Q}%o,n/RoWn — 0. D’aprés [27], 'homomor-
phisme

(3) Wee ®2, (Q,/ Zp)(1) — Uy, a®e™ — adlog(c™)
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est surjectif et son noyau est tué par p” avec p € Q- (notons qu’il ne dépend pas
du choix des (¢M™),en.,). Par ailleurs, on sait (proposition 2.0.2), que pour tout

n € Nxo, on a Qp yw/P" QRO/W 691 1(Ro/p"Ro)d log(T;), d’ou

d
Qg yw @Ry (07" Ro,00/Ro.00) = @D~ " Ro.00/ Ro,00)d log(T5).

i=1
On peut donc définir I’application

Qb yw @Ry (Roc[p™']/Roce) — Qb _/pyr dlog(Ty) @ p~™ +— dlog(T™).

Cette application dépend des choix pour les Ti( ), mais le composé avec la surjection
canonique Q}%O JRo Q}%O o/ Ro-Wa n’en dépend pas (parce que 'on a d log(e(™) = 0
dans Q}%O o /RoWae ). On obtient donc une application

QRO/W ® Ry (Ro,0e[p™ "]/ Ro,00) — Q}QO,W/ROW

C’est un isomorphisme parce que R, 0o = U, o (Ro-Woo) [Tl("), . ,Té")]. La suite (2)

peut donc se reécrire

0 = (Ro,00lp™ "1/ Ro,00)(1) — Qi _/ry — Qyyw @0 (Ro,00lp™ ']/ Ro.00) = 0.

Comme elle est scindée, on en déduit une suite exacte et scindée
(3) 0 — (R[pil]/ppﬁ)(l) — R ®Ro, 00 Q}%O,W/Ro — Q}%O/W ®R, (E[pil]/ﬁ) — 0.

Le module T,,(R[p~!]/R) est 'ensemble des classes d’équivalence de suites (an)nen

neN

avec a, € R[p~!] tels que p"a, € R et pa,+1 = a, modulo R pour tout n € N,
deux suites étant équivalentes lorsque leur différence est & valeurs dans R. Pour
une telle suite (an)neN, la suite (p"a,)nen converge dans R et l'application in-
duite T,(R[p~!]/R) — R est un isomorphisme. En particulier, comme Q} Royw ® Ro
(R[p~']/R) est libre sur R[p~']/R, on a T,(}, Royw ®Ro (R[p~']/R)) ~ Q}%O ®ROR
La suite obtenue & partir de la suite (3) en prenant les modules de Tate est exacte et
scindée et s’écrit

O - ppR(l) - TP(R ®R0,ac Q}%o)x/Ro) - ﬁ}%o ®ROR - 0
d’ou une suite exacte et scindée
(4) 0 — C(1) — Tp(R @y . Uiy . /r) P71 — Qky @R, € — 0.
Comme R est réunion de Ry, ~o-algebres presque étales (cf. theoreme 9.1.1), le noyau

; D 1 1

et le conoyau de '’homomorphisme naturel R ®pg, QRo,oo/Ro — QE/RO sont de mp-
torsion. Il en est donc de méme de I’homomorphisme déduit entre les modules de Tate

Tp(R @Ry .. U, R TP(Q%/RO)' Ainsi, on a
(R®ROWQROW/RO)[P_1]ET (g, )™= M(1).
La suite (1) n’est alors que la suite (4) tensorisée par Z,(—1).
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REMARQUE 3.1.6. — Il est clair que la suite exacte (1) est Gr,-équivariante. D’apres
ce qui précede, elle est scindée comme C-module, mais pas canoniquement, et pas de
facon équivariante.

D’apres la proposition 2.0.2, on a Qh[p~!] = R®p, ﬁ}% [p~1]. La suite exacte (1)
peut donc se reécrire 0 - C — M — (AZ}% ®pg C(—1) — 0. En prenant la suite exacte
longue de cohomologie associée, on obtient un homomorphisme canonique

H (7’712, ﬁ}% QR C(—l)) — Hl(ﬁRa C).
Comme ﬁ}%[p_l] est libre sur R[p~!] et invariant sous Hz, on en déduit un homomor-
phisme (Qﬁ@WWO@)[p”](—l) — HY(Hg,C). Pour ¢ € N, le cup-produit induit un
homomorphisme ((AlqR@)WWOO)[pfl](—q) — AN"HY(Hg, C), c’est-a-dire un homomor-
phisme

(QREFWeo)p~'(—q) — HI(Hp,C)
d’apres la proposition 3.1.5.

ProPOSITION 3.1.7. — Pour tout ¢ € N, I’homomorphisme
(4S5 Weo)lp™'1(—¢) — HY(Hr, C)
est un isomorphisme.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.1.5 et la définition de ’homomorphisme,
il suffit de prouver I’énoncé pour ¢ = 1. Par ailleurs, comme

H' (T g, (R&5Weo)[p ™)) = H' (Hg, C)
(proposition 3.1.5) et 'action de I'g sur (R@WWOO)[p_l] est triviale, on a
H'(Hp, C) ~ Homeont (T, (RO7 Wao)[p™1]).

Le C-module M est libre : il admet la famille (dlog(e),d log(T}),. . ., dlog(Ty))
comme base, avec dlog(e) = (dlog(e™)),en et dlog(T;) = (d 1og(Ti(")))n€N pour
i € {1,...,d}. Dans la suite exacte (1), ’homomorphisme C' — M (défini & partir de
homomorphisme (3)) est défini par 1 +— dlog(e). De méme, M — Qp ®g, C(—1)
est défini par dlog(e) — 0 et dlog(T}) — dlog(T;) @ 1.

D’apres ce qui précede, I’lhomomorphisme

d
(QpE7Wao)lp™'1(=1) = P (RE5 Woo)[p™'1(~1))d log(T5)
i=1
L’ Homont (FR; (R®WWOO)[p_1])
en question est défini par d log(T;) — f; ou f; est donné par

fily) = 7 - dlog(T;) — d log(T;)
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20 CHAPITRE 3. ’ANNEAU C

pour v € I'p. Ecrivons T'p = @?:1 z, 'yi(R), avec 'yi(R) (Tj(")) = (5("))’“\1sz(”) ou la

matrice [1; j]1<ij<a € Ma(Zy) est inversible (dans My4(Q,)). Pour 4,5 € {1,...,d},
ona

£8Py =4 dlog(Ty) — d log(T)
= dlog(e"T;) — dlog(Ti) = pi jdlog(e) — pi; € C.

La famille (f;)1<i<a est donc la base duale de la base (’)’i(R)hgigd de fR :on a
d
Homgont (FR7 (R®WWOO)[p_1]) = @ ((R®WWW)[p_1])fz
i=1
et f est un isomorphisme. O

PROPOSITION 3.1.8 (cf. [40, th.1]). — Sig € N et n € Z, alors

P o
Hq(gR,C(n))g {EZR[p ] SZQ*TL,TL—F]_’

sinon.

Démonstration. — On a (ﬁg@wwoo)[p’l](—m) = H™(Hg, C) pour m € N d’apres
la proposition 3.1.7. La suite spectrale de Hochschild-Serre associée a la suite exacte
1— 'ﬁR — Gr — 'k — 1 s’écrit donc
HY (T, (RS Weo)lp H(n —m)) = HIT™(Gr, C(n)).
Montrons que
O (T, (O B W)~ — m) = {9%_1] =t a e {04
0 sinon,
de sorte que la suite spectale dégénere et qu’on a le résultat souhaité.

Soient I'} la partie libre de T'x (rappelons quon a choisi un générateur topo-
logique vo de I'%) et j € Z. Comme I ~ Z,, est de dimension cohomologique égale
a1, on a déja HI(I'y, Ws(j)) = 0 pour ¢ > 1 (¢f [52, I, prop. 16]). Par ailleurs,
HO(T, Woo (j)) et HY(T, Woo(j)) sont respectivement le noyau et le conoyau de
I’application

Y0 —1: Weo (j) — W (4)-
Mais d’aprés [53, prop. 7], on a une décomposition Wy, = W;’K ® L, de sorte que
la restriction de o — 1 & L(j) est injective, de conoyau tué par une puissance de p.
Par ailleurs, la restriction de v — 1 & W;’K () est la multiplication par x(y0)? — 1.
C’est donc application nulle si j = 0 et la multiplication par un élément de Z, \{0}
si 7 # 0 (comme 7 est un générateur topologique de T, 1’élément x (o) n’est pas une
racine de l'unité). Ainsi, pour ¢ € {0,1}, le groupe H(I'),, W (j)) est tué par une
puissance de p si j # 0 et HI(I',, W) est isomorphe & W;}{ modulo un groupe tué
par une puissance de p. Le groupe ' /T étant fini, la suite spectrale de Hochschild-
Serre implique donc que modulo un groupe tué par une puissance de p, les groupes
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HY(T' kx,Ws(4)) sont isomorphes & W si j=0et ge {0,1} et nuls sinon (rappelons
que par définition, W = WLk).
Soit » € N. La suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte

0 = Wae (j) = Weo(j) — (Woe/D" Woo)(j) — 0

implique donc que si j # 0, les groupes HY(T'k, (Woo /0" Woo )(j)) sont tués par une
puissance de p (indépendante de 7), et si j = 0, ils sont isomorphes & W / prw modulo
un groupe tué par une puissance de p (indépendante de r). Comme Wy, /p" W, est
libre sur W/ prw qui est invariant sous I'x on a donc

H (D, O @ (Woo /9 Wo) (1 — m)) = QO @ HO(Tsc, (Woe /" Wio) (1 — ).

Modulo un groupe tué par une puissance de p indépendante de r, ces groupes sont
donc isomorphes a ﬁg/prﬁg sim =mnet g € {0,1} et nuls sinon. En appliquant
[54, prop.2.2] pour passer a la limite, on en déduit qu’a p-torsion pres, le groupe
HI(T g, (ﬁg@wwm)(n —m)) est isomorphe a (AZ’]’% sim=mnetqe {0,1} et nul sinon.
On conclut en inversant p. O

3.2. Platitude

Le but de cette partie est de prouver que Panneau C est fidelement plat sur R[p~!]
(théoreme 3.2.3). Pour ce faire, on va utiliser la notion suivante (cf.section 9.2).
Soient A un anneau, B une A-algebre et I C B un idéal. On dit que B est I-plate
sur A si pour toute injection de A-modules u: M’ — M, le noyau de ’application
1®u: By M' — B ®y M est tué par I. Le résultat principal de la section 9.2
est que si A est noethérien, séparé et complet pour la topologie p-adique, si p n’est
pas diviseur de zéro, et si B est I-plat sur A, alors son complété B pour la topologie
p-adique est I3-plat sur A (théoreme 9.2.6).

NOTATION. — Si n € N+g, on pose m, = ¢™ —1 ¢ Roo. Si A est une l?%oo—algébre7
on note my 'idéal de A engendré par (7, )neN.,-

PROPOSITION 3.2.1. — L’anneau R est une Eoo—algébre mg-plate, donc une R-
algebre mg-plate.

Démonstration. — Soient M’ — M une injection de Rx,—modules et

x € Ker(R ®z. M — R ®g_M).
Il existe une sous- R-algebre normale S de R telle que S[p~!] est finie étale sur R[p~!]
et telle que z € Im(Sec ®p M’ — R ®g. M’'). D’apres le théoréme 9.1.1 (voir [1,
th.5.1]) et [26, th. 4], Panneau S, est presque plat, i.e. mp-plat sur Roo : le noyau

de ’homomorphisme Sy, QF.. M — S ®p M est tué par mg. Sin € N5, on a
donc 7,z = 0 dans S QF.. M’ et a fortiori dans R QF.. M'. Comme c’est vrai pour
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22 CHAPITRE 3. ’ANNEAU C

tout n € Nsq et tout # € Ker(R ®f_ M — R Q. M), le noyau de I’homorphisme
R Q. M — R Q. M est tué par mg. Ainsi R est mg-plat sur RX,.

L’anneau Eoo est libre sur R : on a Eoo ~ R Si M est un E—module, on en
déduit que Rao ®p TorF(R,M) ™ Torf“” (R, Roo ®z M)1). Ce dernier étant tué

par my d’apres ce qui précede, R est mz-plat sur R. O
THEOREME 3.2.2. — L’anneau R est une R-algébre mﬁ-plate.
Démonstration. — D’apres la proposition 3.2.1, 'anneau R est mg-plat sur R.

Comme R est séparé et complet pour la topologie p-adique et que p est non diviseur
de zéro dans R, le théoreme 9.2.6 appliqué & B = R et A = R implique que le

complété R est m}%—plat sur R. Comme m}% =mz, on a le résultat souhaité. O
THEOREME 3.2.3. — L’anneau C est fidélement plat sur Rlp~!].
Démonstration. — Si M est un R[p~']-module, Tor¥(R, M) est tué par m= d’apres

le théoreme 3.2.2. En localisant en p, on a donc
Torf”[pil] (C,M[p~']) = 0.

Comme M est un R[p~']-module, on a M[p~!] = M et donc Tor?[p_l](c, M)=0
pour tout R[p~1]-module M. L’anneau C' est donc plat sur R[p~!].

Montrons qu’en fait C' est fidélement plat sur E[p‘l]. Comme C est plat sur Ijz[p_l]7
il suffit de montrer que si p € Spec(R[p~!]) est maximal, alors pC # C (cf. [46,
th. 7.2]). Supposons au contraire qu’il existe p € Spec(f%) maximal avec p € p tel que
pC =C.0OnalepC :ilexiste n € N tel que p" € plﬁ% gpﬁ —l—p”“f%, i.e. il existe
une sous—é—algébre finie normale S de R, b € pS et o € R tels que p" = b+ p" o
On a

pHla=pt—be Snp"tR = prtls

(cf. propriété 2.0.3 et normalité de S), donc o € S. On a donc p™V = (b + p"*Hla)V
si NeN, ie. p"N e pS+ptUNa" d’oil, en prenant la trace

p™N [ Frac(S): Frac(ﬁ)] — p(ntON Trgp-1y/Ap-1 (@) €P.

OnaTrg, 1y mp-1) (a™) € R. Sir désigne la valuation p-adique de [Frac(S) : Frac(R)]
(c’est un entier indépendant de n), on a

[Frac(S) : Frac(R)] = p'm
avec p  m et p"Ntrm — p(rtDN Trs[p_ll/é[p_l](a”) € p. Si N > r, on a donc
p" N (m—pN T Trgp,-1)mp-1) (a™)) € p. Comme m—pN " Trs[p_l]/é[p_l](a”) € R*,
ona p"N*t" € p soit p € p, ce qui est contraire & 'hypothese. On en déduit que pC # C,
ce qu’on voulait.
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Montrons que C est fidelement plat sur R[p~!]. Quitte & remplacer R[p~!] par un
revétement fini étale de R[p~], on peut supposer R[p~1] galoisien sur R[p~']. On a
alors R[p~1] D Fip-1] R[p~!] = (R[p™!])" comme R[p~!]-algebre. Comme C' est fidele-
ment plat sur R[p~1], lanneau R[p~] ®fpp-1) €~ C7 est fidélement plat sur R[p~1,
donc C' est fidelement plat sur R[p~!]. O

3.3. Localisation

Notons T' C Spec(R) I'ensemble des idéaux premiers minimaux de R contenant p.
Pour p € T, on a p N Ry = pRy, car pRy est premier et Ry — R entier : T n’est autre
que l'ensemble des idéaux premiers de R au-dessus de pRy. L’ensemble T est muni
d’une action transitive de Gg, (cf. [46, th.9.3]). Pour p € T, on note

Gr(p) = {9 € Gr, g(p) =1}

le sous-groupe de décomposition de Gg en p.

Pour tout p € T, I'idéal p N R est un idéal premier minimal de R contenant p.
Comme R est noethérien et pN R de hauteur 1, le localisé Rynr est un anneau de valua-
tion discrete (cf. [46, th. 11.2]). On note ]/%\p son séparé complété pour la topologie p-
adique. C’est un anneau de valuation discréte complet, de caractéristique mixte (0, p),
dont le corps résiduel admet une p-base finie : on peut faire a partir de ce dernier
toutes les constructions de [15], ce qui nous sera utile dans la section 6.2.1. De méme,
on dispose de 'anneau de valuation discréte complet R/O(\p) et I'extension de corps

]/%\p [p’l]/R/O(T» [p~!] est finie. Choisissons une cloture algébrique é; [p~1] de ]/%\p[pfl]
contenant Rp et posons

Gr(p) = Gal( Bylp™']/Rylp])-
On dispose d’un homomorphisme de restriction gR(p) — Gpr. Ce dernier se factorise

en 1 Gr(p) = Gr(p).
LEMME 3.3.1. — L’homomorphisme 1y est surjectif.

Démonstration. — Un élément de Gr(p) se prolonge de fagon unique au com-
plété Rp de Ep pour la topologie p-adique. On a donc un homomorphisme injectif

ip: Gr(p) — Gal(Ry[p~']/Rp[p~]). Le composé
iy o rp: Gr(p) — Gal (Rylp ']/ Rylp ™)
étant la projection canonique, 7, est un isomorphisme et r, est surjectif. O

On note O¢(y) le séparé complété pour la topologie p-adique de I'anneau des en-

tiers ]/%\p du corps ]/%\p[pfl] et C(p) = Oc(py[p~t]. Clest un corps valué algébriquement
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24 CHAPITRE 3. ’ANNEAU C

clos, muni d’une action de Gr (p). On a la situation suivante, ou les fleches sont toutes
injectives (parce que les anneaux sont integres et séparés pour la topologie p-adique).

Oc(p)
//l/(\é fy
RP
R/
R, /gRprR@)
| i,
/

—— Bynr

T

Ry —— Ro(p)

Ro(p)

—— iy —

\

Rappelons que d’apres [40, th. 1], on a C(p)éR(P) = ]/g\p. D’apres le lemme 3.3.1,

—Gr(p)
on a donc R, =R,.

Comme R est une limite inductive de é—algébres finies et normales, ’homomor-
phisme naturel
peT

est injectif. En passant a la limite projective, on en déduit un homomorphisme injectif

g

—

REMARQUE 3.3.2 (action de Gr, sur [[,cr Ry). — Soit (hy)(p,qer? € gﬁj telle que

1) hg(p) = q, pour tout (p,q) € T?;

2) hg =1Id, pour tout p € T';

3) hgih';; = hp}, pour tout (py,p2,p3) € 1.

Il en existe : si on fixe pg € T', l'action de Gg, sur T est transitive (voir [46, th. 9.3]),
et pour tout p € T, on peut choisir h, € Gr, tel que hy(po) = p, il suffit de poser
hy = hqhy .

Pour (p,q) € T2, l'application hg: Ep — Eq se prolonge en un isomorphisme
équivariant de ]%; (muni de l'action de Gg,(p)) sur ]/?\q (muni de l'action de Gg,(q)),
qu’on note encore hg.

Soient maintenant (zp)per € [[,cr Ry et g € Gg,. On a hg_lp(xg_lp) € Ry et

ghgil'J € Gr,(p) pour p € T, de sorte que 1'élément (ghgilp)(hz_lp(nglp)) € R, est
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bien défini. On pose alors

(*) g((@phper) = ((gh§ V(B -y (241p))).

—

ce qui définit une action de Gg, sur HPGT Ry. 1l est immédiat que cette action est
indépendante du choix de la famille (hg)(mq)ep € g}gj, parce qu’un autre choix est

de la forme (gghg)p,q)er2 € ggj avec gy € Gr,(q) et ces derniers se simplifient dans

la formule (*). En outre, I’homomorphisme R — [per Ry est Gp,-équivariant.

Pour tout p € T', la Rp-algebre Ep est en fait une Jm—algébre, on en déduit donc
un homomorphisme
v RO(p) ®R0R — H Rp.
peT

PrROPOSITION 3.3.3. — L’homomorphisme U est injectif.

Démonstration. — Modulo p, ’homomorphisme ¥ est I’application

U @ k: Frac(Ro/pRo) @r,/pr, (R/PR) — D Ry/pR,.
peT

Cette derniere est déduite de I’homomorphisme injectif R/pR — @, ., Ry/pRy par

peT

localisation : elle est injective. Comme [, . R, est sans p-torsion, x € Ker(¥) im-

peT

plique z € ﬂnean(R/O(\p) ®p, R) : la proposition est équivalente & la proposition

suivante. O
PROPOSITION 3.3.4. — Le produit tensoriel R/O(?» @R, R est séparé pour la topologie
p-adique.

Commengons par prouver quelques résultats préliminaires.
NOTATION. — Soient A un ensemble et M un groupe abélien séparé et complet pour

la topologie p-adique. On pose
MY =P M

AEA

et on note M {7} le séparé complété de Panneau M) pour la topologie p-adique. On
pose aussi M* =[] ., M : on a les inclusions M) C M C MA,

LEMME 3.3.5. — Les applications R/O(?»—lméaires
—_— A —_— —_— —_—
f: RO(p) ®R0 Ré } I (RO(;D)){A} et g: RO(p) ®R0 ‘R(j)X - (RO(p))A

déduites par extension des scalaires des inclusions R({)A} — %{A} et Ry — %A
sont injectives.
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Démonstration. — On a le diagramme commutatif

— f —_—
Rogy) ®r, RSN ——— Ro) ™

| |

— g —
Ro(p) @R, Ry —— Ry

L’homomorphisme h est injectif car R/O(\p) est plat sur Ry : il suffit de vérifier que g
est injectif. Soit

T
x = an ®a, € Ro(p) X R, R(/)X
n=1
tel que g(x) = 0, avec z,, € % et a,, = (an)rea € RY. Pour tout A € A, on a

donc Y, | &nan,x = 0 dans Ry, . Soient

T
u: Rj — R/O(?», (a1,...,ap) — anan et N = Ker(u).
n=1
Comme Ry est noethérien, N est de type fini sur Ry : soient (a;)i1<;<s des généra-
teurs de N sur Ry. Ecrivons o; = (a11j,...,qr;) € Rj. Pour A € A, il existe donc
(bjx)1<j<s € R§ tels que

S
ay ‘= (a17>\, .. .,a,«,,\) = E Ozjbj)\
j=1

(on a ay € N). Pour tout A € A et tout n € {1,...,r}, on a donc

S
an\ = E O, jbj -
=1

Posons b; = (bjx)xea € RY. Onag, = 22:1 an,jb; d'ott

r=Y 2,0 (Zan,jbj) => (anan,j) ®b; =0,
n=1 j=1 1 n=1

j=

r p—
vaque y . 4 Tpy = 0. O

Soit {B(")}neN une suite croissante de sous-Ry-algebres finies et normales de R.

On pose
B=|JB™
neN

et on note B = lim B/p™B le séparé complété de B pour la topologie p-adique. On a
un homomorphisme naturel i: B —R. 1l est injectif, car B étant limite inductive de
Ry-algebres normaAles, ona BNp"R = p"B pour tout n € Nsg. On identifie donc B
& son image dans R.
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DEFINITION 3.3.1. — Reprenons les notations de la section 3.2. En particulier, pour
m € Nsg, on a m, = em 1 ¢ Ry . Rappelons qu'un Ry ..-module M est dit
presque nul s’il est tué par m, pour tout m € Nsg. Il est presque projectif si pour
tout Ry -module N, le module Ext}%o‘oo (M, N) est presque nul. C’est en particulier
le cas de toute Ry oo-algebre Soo qui est le normalisé de SRy,00 dans E[p_l], ou S est
une sous- Rp-algebre finie normale de R (voir [1, th. 5.1] et [26, th. 4]). Un morphisme
de Ry co-modules M' — M est presque injectif (resp. presque surjectif ) si son noyau
(resp. son conoyau) est presque nul. C'est un presque isomorphisme s’il est presque
injectif et presque surjectif. On note alors M’ ~ M. Ainsi, un module presque nul
pourra étre noté (= 0) dans ce qui suit.

Les sous- Ro-algebres B(™) étant choisies comme plus haut, on note Bc(x? ) e normalisé
de B (”)RO,OO dans R. Comme on vient de le rappeler, c¢’est un Ry so-module presque
projectif. Conformément a ce qui précede, on pose

Boo = U B,
neN

LEMME 3.3.6. — Le Ry oo-module By, est presque projectif.

Démonstration. — Pour tout Ry ..-module M, on a les égalités

Hompg, . (Boo, M) = HomRO,oo(li_r)nBég),M) = liLnHomRo)x(Bég),M).

n n

Soit 0 — M’ &% M 2 M" — 0 une suite exacte de Ry, o-modules. La suite

0— liLnHomRo,oo (Bc(x?)’ M,) — liLnHomRo,oo (Bég)v M) — liLnHomRo,oo (Bc(x?)’ M”)
n n n
est exacte. Il s’agit donc de montrer que
@HomRo,oo (Bc(x?)a M) - liLnHomRo,x (Bég) ) M”)
n n

est presque surjectif (i.e. de conoyau tué par m, pour tout n € Nxg). Le Ry oo-module
ng) étant presque projectif, on sait déja que ’homomorphisme Homg, (Bég), M) —
Hompg, (Bég), M) est presque surjectif pour tout n € N. On va utiliser un procédé
a la Mittag-Leffler.

LEMME 3.3.7. — Les homomorphismes HomROm(Bc(,g)7 M) — HomRO)x(Bég_l)7 M)
sont presque surjectifs.

Démonstration. — Si n € Nsg, le lemme 9.1.4 affirme que B((,g_l) — B((,g) est un
revétement presque étale. D’apres le lemme 9.1.6, ’homomorphisme

B{Y ®g, .. B® — BM ®g, . B
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B~

(déduit de I'inclusion — BC(,Z)) est presque facteur direct. L’homomorphisme

HomBg,>(B((>£L) ®Ro.oe Bég)7 B((}ZL) @Ry M')
— Homng) (ng) ® Ro. o0 B{»~1), ng) ®Ro.00 M)

o)

(déduit de linclusion Bc(x?_l) — Bc(x?)) est donc presque surjectif. Les Ry oo-modules
Bég D ot Bég ) sont presque projectifs de type fini donc presque de présentation finie.

Comme Ry o — Bc(x?)

Homng) (Bég) ®Ro,oo Bég_l)a Bég) ®R0,oo Ml) ~ Bc(x?) ®R0,oo HomRo,oo(Bég_l)v Ml)v
H0m3§2> (ng) ®Ro,00 B&Z)7B<(>Z) ®Ro,00 M,) ~ Bég) ®Ro,00 HomRo,x(Bc(g)vM,)
d’apres le lemme 9.1.5. Par presque fidele platitude de ng) sur Ry o, 'application
Homg, (Bc(x?), M') — Homg, (B((,g_l), M) (déduite de 'inclusion B&Y B((,g))
est presque surjective. O

Soient z” = (2 )nen € lim HomRO,oo(Bég),M”) et m € Nsg. Montrons qu’il

est presque plat, on a donc des presque isomorphismes

existe une suite (y,)nen avec y, € Hompg, (BS,Z;), M) telle que
Ua(Yn) = Tmy et Y, po-1) =Yoo
pour tout n € Nsg.
Sin € N, 'exactitude de la suite
0 — Homg, (B, M') — Homg, (B, M) — Hompg, (B, M") — (= 0)

montre qu'il existe y\) € Hompg, (Bég),M) tel que vy (yn o )) = Tm412,. Soit N
dans N+g. Supposons construite une suite y¥ =1 = (yﬁlel))neN avec yngl) appar-
tenant a Hompg, (Bég), M) pour tout n € N, telle que v, (y N 1) = (HnN:1 Tman)Z”

et telle que y(]lva(,ll)_U y§LN1 b pour tout n < N. Comme
N|Boo

N-1 N— 1
Vs (yﬁleg\)z—l) ( ) ( H 7Tm+n> NlB(N n = m?(l—l) =0

dans HomRO,oo(Béévfl) M), on a

N N— _
yJ(V‘Bug ) —yN ! EHomRo,w(Bgév VoM.

D’apres la (presque) propriété de Mittag-Leffler (lemme 3.3.7), on a
7"-m-‘rl\/'-‘rl( E\/]\\]B(Z\)] n T y](\/' 1 )) € Im (HomRo oo(Bc(><1>V)a M,) - HomRo,oo(Bcg:V_l)aM,))

i.e. il existe zy € HomRO’w(Bc(,éV), M) tel que

(N-1) (N-1)
ZN|BY Y = Tmin+1(y Ynipy-n 7 YN )

soit

(7T (N=1) ) _ (N-1)
m+N+1Y N ZN ‘B(()évfm = Tm+N+1Yn_1 -
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On pose alors

YN = Ty sin AN et y() = mmenayy D - ey

On a yﬁLN) € HomRO,w(Bgf),M) pour tout n € N, v,(yN)) = (Hﬁprl1 Tm4n)x” €t
y(]‘VB)(n_l) = yfﬂ pour tout n < N par construction.
Nn|boo
Onam, | €Ty + pRo i1 done 7} Ry i1 = T Rong1, d’olt

EN—l
H 7Tm+nRO,oo = m+N RO m4+N 2 7TmRO m+N

n=1

pour tout N € Nyg. Il existe donc Ay, v € Ro,o0 tel que mp, = Apy N Hgil Tmtn.-
Sin> N +1, on a alors Ay, H;L:NJFQ Tmtr = Am,N+1. En multipliant 1'égalité

((H?Tm—i—r) 0 _ ( H 7Tm+r>ZN) = (Hﬂ'm—i—r).l?z
r=N+42 r=1
(qui n'est autre que Iégalité v, (y" V) = ([I'"_; Tptr)z”) Par App, on a

U« (yn) = '/meg

avec y, = )\m,lyﬁlo)—)\m,NHzn. Par construction, y = (Yn )neN € llnn Hompg, (ng), M)
et vi(y) = Tma’ ie.

Tma” € Im (liLnHomRom(B(”), M) — liLDHOIDRO,w(ng), M")).

oo
n n

Comme c’est vrai pour tout m € Ny et tout z” € linn HomROYOO(B(()Z),M”), on a

bien la presque projectivité de Boo sur Rg, oc- O
LEMME 3.3.8. — Le produit tensoriel % ® Ry B est séparé pour la topologie p-adi-
que.

Démonstration. — D’apres le lemme 3.3.6, il existe un Ry o-module libre L (qui est

donc aussi un Rp-module libre), des homomorphismes Ry oo-linéaires u: B — L et
v: L — By tels que le composé Bo, — L —— By soit la multiplication par p (parce
que T =M —1 d1v1se p) En complétant pour la topologie p-adique, on en déduit
que le composé B I RN Boo est la multiplication par p (ou L est le séparé
complété de L pour la topologie p-adique) et donc que le composé

ld .— ®T

Ro(p) @y Boe ——"—— Ro(p) ®r, L Bkl Ro(p) @Ry Boo

~

est la multiplication par p. Siz € (), cnP™ (Ro(p) ® Ry Boo), alors (Idﬁoﬁ ®u)(x) =0

vu que }?0(\1,) ® Ry L est séparé pour la topologie p-adique d’apres le lemme 3.3.5.
Il en résulte que pr = 0 et donc z = 0 dans Ry(,) ®r, EOO (comme B C R est

sans p-torsion, il en est de méme de goo et donc de R/O(\p) R, goo par platitude
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de Ro(p) sur Rp). L’homomorphisme B — goo étant injectif, il en est de méme de
R( ®ROB—>R0(p)®ROZ§OOetonaszdans%@Rog. O

LEMME 3.3.9. — On a (Ro(p) QR lé’\) ﬂp(R/Q(\p) ®pr,R) = p(R/Q(\p) QR lé’\)

Démonstration. — La suite 0 — pg —B — R/pR est exacte. Il en est donc de méme
de la suite

0 — p(Rogp) ®ry B) — (Rog) ®r, B) — (Ro() @ry R)/P(Rogp) ©r, )
par platitude de ]?0(\@ sur Ry. O

LEMME 3.3.10. — Six € Ro(p)®ROB est tel que x appartient d ﬂ D (Ro(p) ®roR),
alors on a x = 0.

Démonstration. — L’anneau R/O@ ®g, R n’a pas de p-torsion car R n’a pas de p-
torsion (proposmon 2.0. 3) et Ro(p) est plat sur Rg. Pour m € N, il existe donc un
unique x,, € Ro( ) ®ROR tel que x = p™x,,. En particulier, on a z,, = px,+1 pour

tout m € N. Supposons que z,, € R/O(\p) @R, B pour un certain m € N. On a
T = pTmi1 € (Rop) ®ry B) N p(Rogp) ®ry R) = p(Ro(p) @r, B)

d’apres le lemme 3.3.9, d’olt ;41 € R/O(T» R, B vu que % ®p, R n’a pas de p-

torsion. Une récurrence montre donc que x,, € Ry(,) ®r, B pour tout m € N. On a

donc z € ﬂmeNpm(% ®R, B) d’olt 2 = 0 d’apres le lemme 3.3.8. O
Démonstration de la proposition 3.3.4. — Soit © = Z;zl a; ® x; un élément de

ﬂmeNpm(}?o(\p) ®R, ﬁ), avec a; € Ro() et ¥; € R. Pour j € {1,...,r}, on a
T; = ZZO:O P, avec T, € R. La sous-Rp-algebre de R engendree par la fa-
mille {z;,}1<j<rnen est réunion dénombrable de R-algebres finies : elle est donc
contenue dans une Rp-algebre B réunion cr01ssante dénombrable de Ro-algebres
finies et normales. On a alors x € Ro ) Ry BcC Ro(p) ®R0R D’apres le lemme 3.3.10,
on a x = 0 ce qu’on voulait. O
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CHAPITRE 4

RAPPELS SUR L’ANNEAU Byr DE HYODO

4.1. L’anneau Byt et sa cohomologie galoisienne

Hyodo a construit dans [41] un anneau By (qu’il note S, dans loc. cit., ce qu’on
va éviter pour des raisons assez claires), qui lui sert & définir la notion de représen-
tation de Hodge-Tate dans le cas relatif. L’objet de cette partie est de rappeler cette
construction et les propriétés galoisiennes de cet anneau.

On dispose d’une extension canonique (construite par Faltings)

0-C—M-—QLerC(-1)—0

dont la construction est rappelée dans la section 3.1. Elle est Gr-équivariante et scin-
dée, mais pas de fagon canonique ni équivariante. Pour n € N+, on pose

BHT n = =Sym¢ M et B%T = h_H}B(I)-IT,m
n

les morphismes de transition B%Tm — B%Tm 41 ¢tant donnés par
[:c1®--~®xn]'—>[1®x1®--~®xn].

Explicitons cet anneau. Choisissons une base ¢t du Gg-module Z,(1) (on a donc g(t) =
x(g)t pour tout g € Gr). Rappelons que

ot dlog(e) = (dlog(e™))nen et dlog(ﬂ) =(d log(Ti(n)))neN pour ¢ € {1,...,d}.
L’action de Gg est semi-linéaire, vérifie g(t~1d log(c)) = t~1d log(e) et

g(t7dlog(T3)) = x(g) 't~ *dlog(T3) + x(g) 'ci(g)t " d log(e),

ol ¢;: Gr — Z, est défini par g(Ti(")) (e(m))eils )T( ") pour g € Gg et n € N.
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Munissons 'anneau de polynémes C[Vi, ..., Vy] de l'action (semi-linéaire) de Gr
donnée par

9(Vi) = x(9) 7" (Vi + cil9))
pour ¢ € {1,...,d}. Pour n € Nsg, on note C<,[V1,...,Vqy] le sous-C-module des
polynémes de degré < n. Ce dernier est stable sous Gg. On définit une application
C-linéaire
fn: an[vl, ey Vd] i B%T,n
en posant

ViV e [ d log()) 212D @ (1 d log(T1)*™ ® - - @ (¢ d log(T))*™]

pour n = (ny,...,nq) € N? tel que |n| =n1 + -+ ng < n. La description explicite
de M montre que c’est un isomorphisme Gr-équivariant (remarquons qu’ici t~1d log(e)
« joue le role » du 1 dans la formule [1 ® 21 ® -+ ® x,,] donnant les morphismes de
transition). Par ailleurs, la famille (f,)nen., est un systéme inductif. En passant a
la limite, on obtient un isomorphisme Ggr-équivariant

ClVi,...,Vy] = B,

LEMME 4.1.1. — Soient A un groupe séparé et complet pour la topologie p-adique et
I' un groupe isomorphe a ZZ. On suppose que A est muni d’une action de I' continue
pour la topologie p-adique. Soit v une base de I' sur Z,. Alors la cohomologie de I' a
valeurs dans A[p~!] est calculée par le compleze de Koszul K*(Alp™1))

—>0—>A[p_1]—>A[p_1]d—>---—>/\A[p_1]d—>---—>A[p_1]—>()_>...

associé a .

Démonstration. — Grace a la formule de Kiinneth, il suffit de traiter le cas d = 1.
Soit alors v un générateur topologique de I'. Il s’agit de vérifier que la cohomologie
de T & valeurs dans A[p~!] est calculée par le complexe --- — 0 — Alp~!] =,
Alp~! — 0 — ---. Il suffit de voir que le complexe - - - —0—-AXh A0
calcule la cohomologie & valeurs dans A.

C’est évident en degré 0. Pour ¢ = 1, on dispose de l'application d’évaluation
ZYT,A) — A; f — f(v) sur le groupe de 1-cocycles continus. Comme l'action de T’
sur A est continue pour la topologie p-adique, cette application est surjective. Comme
elle envoie les cobords sur (y—1)A, on a bien un isomorphisme H' (", A) ~ A/(y—1)A.

Soit maintenant ¢ > 1. Comme l’action de T' sur A/p™A est discréte, pour tout
q > 0, on a la suite exacte

0 — R'limH" (T, A/p"A) — HY(T', A) — lim HY(T", A/p" A) — 0

n n
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(cf. [54, prop. 2.2]). Le groupe I' étant de dimension cohomologique égale a 1 (cf. [52,
I, cor. de la prop. 16]), on a H(I'; A) = 0 pour ¢ > 2 et

(T, A) ~ R lim H' (T, 4/p" A) = R lim(A/p" A) /(7 — 1) (4/p" A)

=R'lim (4/(y - 1)4)/p"(4/(y = 1)A4) =0
vu que le systeme {(A/(y — 1)A)/p"(A/(y — 1)A) }nen., a la propriété de Mittag-
Leffler. O

LEMME 4.1.2. — Soient A un groupe séparé et complet pour la topologie p-adique et
¢ € Z,\{0}. Soit ' un groupe isomorphe & Z, et vy un générateur topologique de T'.
Munissons l'anneau de polynomes A[p~'][V] de Uaction de T définie par y(V) =V +c
(Vaction étant triviale sur A). On a alors

Alp~1] siq=0,
0 sinon.

H%RA@”HW)={

Démonstration. — D’apres le lemme 4.1.1, la cohomologie en question est calculée
par le complexe

1

=0 — Ap V] == Ap V] — 0 — -

Posons Po(V) =1, Pi(V)=V et P,(V)=V(V—=¢)---(V—(n—1)c) pour n > 2. La
famille (P, (V))nen est une base de A[p~1][V]. Par ailleurs, on a (y — 1)(P,(V)) =
ncP,—1(V). Comme ¢ # 0, on en déduit que v — 1 est surjectif sur A[p~1][V] et que
son noyau est A[p~1]Py = A[p~?], ce qu’on voulait. O

Rappelons que Hp = Ker(Gr — T'k).
ProprosSITION 4.1.3. — On a

H? (ﬁRv B%T) =

HY(Hg,C) siq=0,
sinon.
Démonstration. — Posons P = CHe[Vy, ... V4] = (C[V4,..., Vy])"®, muni de l'ac-
tion de I'g induite par celle décrite plus haut (action semi-linéaire telle que g(V;) =
(@)L (Vi + cig))), et P = CﬁR[Vl, ..., V4] € P muni de P'action induite. Comme
H%(Hg,C) = 0 pour ¢ > 0 (cf. proposition 3.1.1), et comme on a un isomorphisme de
Gr-modules C[Vi,...,Vy] = BYr, il s’agit de calculer H* (g, P).
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Filtrons P par fil" P = Cg’f [Vi,..., V4] (polyndmes de degré < n) et P par la
filtration induite. La filtration est stable pour l’action de I'g. Les gradués associés

sont
gr" P = (SymCHR (@C’HRV ))( n),

=
' = (S (D CT.)) ) = 0¥ 6 P,
=1
ou laction de T'g sur les V; est triviale.
Comme T'g est un Z,-module libre, sa cohomologie & valeurs dans fil" P (resp. ﬁ)

est donnée par le complexe de Koszul
q

Ky (P): = 0= fil"P — (fI"P)! = = \NB"P) - = fiI"P —0— -

n

associé au choix d’une base de I'p (resp. par le complexe de Koszul K2 (P)),
cf lemme 4.1.1. 1l est filtré par F" K (P) :

= 0= TP — (1M P)? ---—>/\ AP o S AYTTP 50—

(resp. par la filtration induite). Le gradué pour cette filtration est Gr” K2 (P) =
K5 (e P):

--—>0—>g1‘n_r'P—>( "7"’P _)/\ nrzp

(resp. Gr" K2 (P) = K2(gr" " P)). En tant que I'g-module, gr" " P est trivial (c’est
un CHr_module libre) et gr"~" P = CMr Qo B P.Or & apres le lemme 3.1.4,
Pinclusion CH& — M7 induit un isomorphisme sur la cohomologie des complexes de
Koszul associés, il en est donc de méme pour I'inclusion gr”*'”73 — g™ "P :ona
HY(Gr" K2(P)) & HY(Gr" K3 (P)) pour tout ¢ € N.
On a les suites spectrales pour les complexes filtrés
EPT =H""(Gr" K;(P)) = H""(K}(P)),
EpT =1 G Ky (P)) = H'H (K (P)).
L’inclusion gr"~"P — gr" " P induit un isomorphisme E[ - EI'? d’apres ce qui
précede. 11 en est de méme sur Paboutissement, i.e. on a H*(K3(P)) = H* (K2 (P))
soit encore H*(I'g, P) = H*(Cg, P). On a donc H*(Hg, BYy) ~ H*(Lg, P).
En appliquant le lemme 4.1.2 & A = CHR[Vl,...,Vi,l], V=V,y= 'yZ(R) et
c=¢ (’yi(R))7 on obtient

CﬁR[Vl,...,Vi,l] siqg=0,

0 sinon.

HY(Z, ", ™| 1,...,{/;])—{
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Une application répétée de la suite spectrale de Hochschild-Serre (pour la filtration
{0ycz,"c-cPz,\c--clr
j=1

en notation additive) implique alors que

~ o~ CHr g =0,
H(Tp, P) = { L
0 sinon,

ce qui acheve la preuve. O

PROPOSITION 4.1.4. — On a
R[p7'] sir=0etq=0,1,

0 Stnon.

H(Gr, By (r)) = {
Démonstration. — D’apres la propriété 4.1.3, on a
H’(Hg, Byyr) = HO(Hg, C) = (R &5 W) [p ']
et Hq(ﬁR,B%T) =0sig>0.0n a donc Hq(gR,B%T) = Hi(Tk, (R(EAQWWOO)[p’l])

pour tout ¢ € N. Un raisonnement identique a celui de la proposition 3.1.8 permet
de conclure. O

Hyodo pose ensuite Byt = P, 4 Bl (r). D’aprés ce qui précede, on a un isomor-
phisme Ggr-équivariant
CVi,...,Va,t,t '] = Byr.

COROLLAIRE 4.1.5. — On a

Rlp~* i q=0,1
Hq(gR,BHT)_{O[p I sig=0.1,

sStnon.

4.2. Finitude de Dy (V)

Une représentation p-adique de Gr est un Q,-espace vectoriel de dimension finie,
muni d’une action linéaire continue de Gr. Un morphisme de représentations p-adi-
ques de Gg est une application Q,-linéaire Gr-équivariante. Les représentations p-
adiques de Ggr forment ainsi une catégorie notée RepQP (Gr) (cf. chapitre 8). Pour V
dans RepQP (Gr), on pose

Dir(V) = (Bur ©qV)7" et Dyp(V) = (Byr ®qV) ™.

Ce sont des R[p~!]-modules. L’objectif de cette section est de montrer que Dyr(V)
est fini sur R[p~!] (proposition 4.2.7).
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Premiére réduction. — 11 suffit de montrer que DY (V) est fini sur R[p~'].

On a
Dur(V) = @ Dy (V())
jEZ

1l s’agit de voir que D (V(4)) = 0 sauf pour un nombre fini de j € Z.

—

On a un homomorphisme injectif d’anneaux (cf.section 3.3) ¥: R - [per R,.
Ce dernier induit un homomorphisme injectif C' ®q V(j) — [[,er C(p) ®q,V (j) et
donc

(C®QV R—>H ®QV )) (p).
peT

Soient x € (C ®QPV(]’))QR et ¥(z) = (xp)per. Siq € T est conjugué de p sous Gg,
alors xzp, = 0 équivaut a x4 = 0.

Mais si p € T est fixé, il n’existe quun nombre fini d’entiers j € Z tels que
(C(p) ®QPV(j))gR(”) # 0 (ce ne sont autres les poids de Hodge-Tate — au sens classique
— de la représentation Vig,p))-

D’apres ce qui précede, ces entiers ne dépendent que de l'orbite de p sous Gg.
Comme il n’y a qu'un nombre fini d’orbites (si R[p~!] est galoisienne sur Ry[p~!],
il y en a autant que d’idéaux premiers de R au-dessus de pRy), il n’y a qu’un nombre
fini de j € Z tels qu'il existe p € T avec (C(p) ®QPV(j))gR(P) # 0 et a fortior:
Dy (V(j)) # 0.

Rappelons (cf. début de 4.1), que Bl = C[Vi,..., Vy], I'action de Gg étant semi-
linéaire, et telle que g(Vi) = x(9) " *(V; + ci(g)) ol ¢;: Gr — Z,(1) est un cocycle
trivial sur Hg. En particulier, I’action de Hpy est triviale sur Vi,...,V; :on a

DY (V) = ((C ®q, V)" [Va, ..., Va]) ™.

Deuziéme réduction. — On peut supposer que Weo = (C’®QPV)HR est libre de rang n
sur Roo[p™!].
D’apres [3, prop. 3.6], il existe une sous-R-algebre S de R telle que S[p~!]/R[p~!]

est finie étale galoisienne, et telle que si Wy = (C ®q, V)s  alors W est un Sx [p~1-
module libre et C ®q, V~C O35, 1p-1] Ws en tant que Gg-modules. Comme S[p~1]
est fini sur R[p~], si (B ®QPV)QS est fini sur S[p~1, il Pest a fortiori sur R[p~!], et

c’est encore le cas du sous-R[p~!]-module (BY ®va)93 vu que R[p~!] est noethérien.
Quitte a remplacer R par .S, on peut donc supposer que W = (C ®QPV)HR est libre
de rang n sur Roo[p~].

D’apres [3, th. 3.1], il existe un entier m et une base (e1, ..., e,) de )7\/\00 telle que le
cocycleT'p — GLn(}A%Oo [p~1]) décrivant I’action de T'g sur 17\/\00 dans la base (e1,...,€ep)
est a valeurs dans GL,, (Rm @*1]). Quitte & remplacer R par R,, (cf. deuxiéme réduc-
tion), on peut supposer R,, = R. Posons alors Wy, = @;L:l Relp~Ye; C 17\/\00 :on a
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17\/\00 = Ry P ®r. p-1] Weo. Rappelons qu’on a

T'r

DY (V) = ((C o, V) [Va,....Va)) ™ = (W Vi,..., Vi)™

Soient D un Q,-espace vectoriel muni d’une action par automorphismes dun
groupe I'. On pose
D' = {z e D; 3N e N, (1-+)N(z)=0}.
Pour n € N et ¢ € Z, \{0}, posons
Poc(V)=V(V=c)-- (V= (n—1)c)

(onadonc Py (V) =1et P (V) =V). Clest une base du Q,-espace vectoriel Q,[V].

LEMME 4.2.1 (cf lemme 4.1.2). — Supposons I' isomorphe a Z,,. Soient v un géné-
rateur topologique de I' et c € Zy, \{0}. Munissons Q,[V] de l’action de I donnée par
(V) =V +c. Posons D[V] = D ®q, Q,[V], muni de Uaction produit. Alors on a un
isomorphisme

(

D (7 1) (@) @ (V)

[y prom — (D[V])F’ SR Z;) c

Démonstration. — On a (1 —v)(Py.c(V)) = ncPn—1,(V) pour tout n € N avec les
notations qui précédent. Un élément y € D[V] s’écrit donc de fagon unique

N
Yy = Zyn®Pn,c(V)

n=0
avec Yy, € D pour n € {0,...,N}. On a alors

N
L= =Y (1 =) ® Puc(V) +7(yn) @ nePo-r.c(V).
n=0
Ainsi, on a y(y) = y si et seulement si (1 —v)(yn) + (n + 1)cy(yn+1) = 0 pour tout
n € N (en posant y, = 0 pour n > N), i.e. Ynr1 = —1/((n+ 1))y ((1 — ) (yn)).
On a donc
(=D"

Yn =y (1 =7)"(w0))
pour tout n € N et yn11 = 0 équivaut a (1 —v)N*1(yy) = 0. L’application f, est
donc bien définie et ¢’est un isomorphisme. O
REMARQUE 4.2.2. — Supposons que I' est commutatif, topologiquement engendré

I 01 "

par deux sous-groupes IV et I. Si«' e IV et v/ € I, on a vy =+"v et siz € D
est tel que (1 —~")N(z) =0et (1 —+")M(z) =0, 0on a (1 —+'y")M*N(z) =0. On a
done (DF' -uni)F” -uni — T -uni_
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38 CHAPITRE 4. RAPPELS SUR L’ANNEAU Bt DE HYODO

Rappelons que le groupe r 7 est topologiquement engendré par v1,...,74 (en no-
tation~additive, onalg = @?:1 Z,:). Si ¢ € Z,\{0}, on note cI'; I'adhérence
dans I'; du sous-groupe engendré par 7, ...,75 (ce n'est autre que @le cZy,v; en

notation additive).

LEMME 4.2.3. — Sic € Z,\{0}, on a un isomorphisme
X Wcl:ﬁ—uni W v v cfﬁ (_]_)‘ﬂ‘ —c 1 n P Vv
fe: W —>( oo[ Tyeony d]) s LE’—>Z ol (1 - ) (:L')@ 275(—)
neN -
ot pour n = (n1,...,n4) € N? on a
d d

-2 =Tl0r =™ et Po(¥) =] Pasc(V).

i=1 =1

Démonstration. — D’apres la remarque qui précede, il suffit d’appliquer le lemme 4.2.1
successivement i W2 Vit190Zp W)'um[Vl, ..., Vi]pouri=d,d—1,...,1, car on a
(Woo[Va, ..., Vi]) B 1ot @ @Zpna)nt _ 55 ¢(Z, min@ 02, o) unify, /)
vu que 'action de 7y;4+1,...,7q sur Vi,...,V; est triviale. O

LEMME 4.2.4. — SigeT'kg etz € W;Fﬁ_uni, on a g(fe(z)) = fy(g)e(9(x)).

Démonstration. — Rappelons que gy; = ’in(g)g pour tout ¢ € {1,...,d}. En outre,

on a g(Vi) = x(9)~'V; : en particulier, on a g(Ppn.c(V)) = x(9) /2P, y(9)c(V). On a

_ 1)zl
o(@) = 3 EX 0 1)r) @ g(Pa(V)

Nd c|ﬂ|ﬂ' -
nelN®

—1)l=nl
— Z D™ (v~ —1)2(g(z)) ® X(g)_mlpg,x(g)c(‘_/) = fxoe(9(x))-

v C|ﬂ|ﬂ' -
ne
(|

A partir de maintenant, on suppose que ¢ = p™° est tel que cfﬁ C fR. On note
Z, o I'adhérence du sous-groupe engendré par 7o dans I'g.

LEMME 4.2.5. — On a f7Y(Wao[Vi, ..., Va))TR) € (W 2200,

Démonstration. — Soit z € )7\/\0%1:’%‘“1“ et fo(x) I'élément de (17\/\00 Vi,..., Vd])CfR qu’il
définit. Si g € Z, 0, on a g(fe(r)) = fy(g)e(g9(x)) d’apres le lemme 4.2.4 : si g(fo(x)) =
Je(z), ona fyge(g(x)) = fe(x) et en évaluant en V) = --- = V3 = 0, on tire g(z) = = :

— — _1ni
cl' g -uni

on a donc fc_l((w\oo Vi,..., Va)FR) € Wao YZ» 701 s’agit donc de montrer que

o~

(Wocofﬁ —uni)zp Yo _ (Wocofé —uni)zp Y0
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Rappelons que Wy, = @?:1 Roo[ptej et Weo = }Afoo[pfl] @R [p-1] Woo- Soit
x = Z?Zl xje; € (W\;FR_UHI)ZP 70 11 existe un entier N > 0 tel que (1 — ;)™ (z) =0
pour i € {1,...,d} et yo(x) = = : si N désigne le sous-R[p~!]-module de Roo[p~!]
engendré par les éléments "' ---45"* (x;) pour j € {1,...,n} et n; € {0,...,N -1}
(pouri € {1,...,d}), alors N est de type fini sur R[p~] et stable sous 'action de c['g
et de 7o. D’apres [3, prop. 2.6, 3.4, 3.9 et 3.11], on a N’ C Ro[p~!] et donc z € W,
ce qu’on voulait. O

REMARQUE 4.2.6. — Dans la preuve qui précede, la partie la plus délicate repose sur
la théorie de Sen, telle qu’elle a été généralisée dans [3, 2 & 3]. On prouve daus loc. cit.
que si Vao est un Rog [p~!]-module libre de rang fini, muni d’une action semi-linéaire
continue de I'g, alors il existe un R @*1]—m0dule libre Voo muni d’une action semi-
linéaire continue de I'g, tel que Voo ~ ﬁoo [p~1] @R [p-1] Voo €n tant que I'g-modules.

PROPOSITION 4.2.7. — Dur(V) est fini sur Rp~!].

Démonstration. — Apres les réductions, et d’apres le lemme 4.2.5, il suffit de montrer
que (W;FR_UHI)CZP 70 est fini sur Rp~']. Soit & = Y7, wje; € (VVO(;Fﬁ e Zp o

(on a z; € Roo[p™!] pour j € {1,...,n}). Il existe m € N tel que m > mg et
z; € Ry [p~!] pour tout j € {1,...,n}.

Siie{1,...,d}, laction de 7¢ sur We, est décrite dans la base B = {e1,...,e,}
par une matrice M; € GL,,(R[p~!]) (d’apres les réductions faites). Quitte & remplacer
mg par m(, > myg (ce qui remplace M; par M} """ on peut supposer que pour tout
r € N, les racines p"-iémes de 'unité autres que 1 ne sont pas valeurs propres de M;
(vu comme élément de M, (Frac(R))).

Ecrivons
promo—1 ‘
7= Y A @™y aveeal) € Ry,
r=0

Notons Xr(i) le vecteur colonne dont le j-ieéme coefficient est xﬁ, de sorte que le
vecteur colonne dont les coefficients sont les coordonnées de x dans la base B est

p™ ™o 1

r—0 x (Ti(m))r. Le vecteur colonne dont les coefficients sont les coordonnées

de (1 —4§)(z) dans la base B est alors

S (= EMyrea) XDy
r=0

Si (1 —~¢)N(x) =0, on a donc

p

m—mq _ 1

Z (1 _ (g(m))rcMi)NXTSi) (Ti(m))r -0,
r=0

c’est-a-dire (1 — (a(m))”Mi)NX,(,i) = 0 pour tout r € {0,...,p" "™ —1}.

p
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40 CHAPITRE 4. RAPPELS SUR L’ANNEAU Bt DE HYODO

Comme (¢("™))~7¢ n’est pas valeur propre de M; & moins que (¢(™)"¢ =1 j.e. r = 0
(car 0 < r < p™~™0) on a donc Xﬁi) =0 des que r # 0, soit z; € R?n"’c[p_l].

De méme, I’action de § est décrite dans la base 8 par une matrice My appartenant
a GL,(R[p™']) et le vecteur colonne dont les coefficients sont les coordonnées de x
dans la base B est de la forme 22287“071@(,”))0(50)7 ott X\? est & coefficients dans
Rf,l:oé ~1]. Comme précédemment, on peut supposer que pour tout r € N, les racines
p-iémes de 'unité autres que 1 ne sont pas valeurs propres de My. Si s € N, le vecteur
colonne dont les coefficients sont les coordonnées de ~y” ’ (z) dans la base B est alors

f:(;mo_l(e(m))rxmo)cps M(’)’SX,(,O). Si 'ygps (z) ==z,ona
pmmo_1 ) |
T (1 () D g (O —
r=0

Soit m(s) = v(x(70)®" —1). Onamg+s—a <m(s) <mg+s+bouabeN
sont des constantes qui ne dépendent que de R. Quitte & augmenter mg, on peut
supposer que mg > a + b : si m > 2mg — a il est alors possible de choisir s € N tel
que m+a —2mg < s < m — mg — b ce qui implique que

m—mo <m(s) <m—1.

Ecrivons x(70)P" — 1 = pmu, avec u, € Z; :on a

m—mq _ 1

> (=M () X = 0.

r=0

p

Comme m — mg < m(s), on a glm=—m(s)) ¢ R, de sorte que 1'égalité qui précede
implique

(1 — (m=mNY™e e X0 —
pour tout r € {0,...,p™ ™0 —1}. Si x¥ # 0, cela implique que (e(=7())) =74 agt
valeur propre de M} | et donc que ((m=m())=rus = 1 s0it v(r) > m — m(s), ce qui

implique que X* est en fait & coefficients dans RCWS(’E) [p~1 C Rfifl [p~1]. En résumé,
sim > 2mgy — a, on a

el 1 A -1
T1,...,&n € Rpp™] = x1,...,zn € R, "0 ]
. Tz
On a donc en fait xl,...,xneRSm’z,a[pfl] et

~ n
(W;Fﬁ—unl)czp " C @R2mofa[l771]ej
i=1

est fini sur R[p—1]. O
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DEFINITION 4.2.1 (¢f. Hyodo [41, prop.-def. 2.1]). — Soit V € Repr (Gr). Rappe-
lons que V est de Hodge-Tate lorsque I’homomorphisme naturel

ant: Bur ®@gp-1) Dur(V) — Bur ®qV
(déduit de I'inclusion Dur(V) C Bur ®q)) est un isomorphisme. La sous-catégorie

pleine de RepQP (Gr) dont les objets sont les représentations p-adiques de Hodge-Tate
est notée Repyr(Gr).

Si V € Repyr(Gr), le R[p~!]-module Dyt (V) est projectif de rang dimq, (V).
Cela résulte de ce que By ®R[p-1] Dyt (V) est libre sur By et de la fidele platitude
de Byt sur R[p~?] (car Byt est libre sur C qui est fidelement plat sur R[p~!] d’aprés
le théoreme 3.2.3).

PROPOSITION 4.2.8. — Soit V' € Repyr(Gr), alors il existe une sous-R-algébre S
de R telle que S[p~*]/R[p™'] est finie étale galoisienne et telle que S[p~'] @ ppp-1)
Dur(V) est libre sur S[p~1].

Démonstration. — Posons D = Dy (V). Remarquons tout d’abord que si S est une
sous- R-algebre S de R telle que S[p~!]/R[p~!] est finie étale galoisienne, on a

G
(Bar ®QpV)gs = (BHT ®R[p-1] DHT(V)) s
= B%‘ff ®R[p*1] DHT(V) = S[pil] ®R[p*1] DHT(V)
(¢f. corollaire 4.1.5). On peut donc faire la deuxieéme réduction : quitte & remplacer R
par une R-algeébre S comme dans ’énoncé, on peut supposer que Wy, = (C ®QPV)QR

est libre de rang n sur R [p~1]. 11 existe alors un sous-Ru[p~!]-module W, de Wio
stable par I'g tel que C ®q,V =~ C®g, [p—1) W en tant que Gr-modules. On a alors
(cf.lemme 4.2.5)

D C RooVi,..., Vo, t,t7 ] @r Wi
Cette inclusion induit un homomorphisme Ro,[p~!][t, ¢~ !]-linéaire
Reo [p_l][Vl, ey Vo t, t_l] QR[p-1] D> Roo[p_l][vl, cey Vg, t, t_l] O Roo[p—1] Weo-

Comme Idp,, ®a = agr(V) est un isomorphisme, il en est de méme de a par fidele
platitude de Byt sur Roo[p~Y][V4, .. ., Vi, t,t 1] (car C est fidelement plat sur Ry [p~!]
en vertu du théoreme 3.2.3). On en déduit que Roo [p~'|® gppp—1) D est libre sur Roo [p~]
grace au lemme suivant.

LEMME 4.2.9. — Soient A un anneau et M un A-module tels que M[Vi, ..., Vg, t,t71]
est libre de rang fini sur A[Vi, ..., Vg, t,t71]. Alors M est libre sur A.

Démonstration. — 1l suffit de tensoriser I'isomorphisme M ®4 A[V1, ..., Vg, t, ¢t} ~
(A[Vh,..., Vg, t,t71])™ par A, vu comme A[Vi,..., Vg, t,t7]-algébre via V; — 0
et t— 1. O
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42 CHAPITRE 4. RAPPELS SUR L’ANNEAU Bt DE HYODO

Si maintenant e1,..., e, est une base du Ro[p~!]-module Ro[p™'] @ppp-1) D, il
existe un entier m tel que e; € Ry, [p~}] ®@ppp-11 D pour tout i € {1,...,n} et il suffit
de prendre S = R,,. O
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CHAPITRE 5

L’ANNEAU Bgygr

Dans ce chapitre, on généralise les constructions de [15, 2.1 & 2.2] : on construit
les anneaux de périodes Bqr (R) et BYr (R), ainsi que leurs structures supplémentaires
(action de Gp, filtrations, connection). Les résultats obtenus sont essentiellement les
mémes, a ceci pres que dans loc. cit. on travaille sur un corps, ce qui n’est plus le cas ici.
Par exemple, on montre (cf. théoréme 5.4.1) que la R[p~!]-algébre Byr est fidelement
plate, fait qui sera trés important pour I’étude des représentations p-adiques.

5.1. Construction

La limite projective du systéeme R/pR < R/pR « --- dans lequel les morphismes
de transition sont donnés par le Frobenius est notée

R(R) = lim R/pR.

xr—xP

Lorsqu’aucune confusion n’en résulte, on la notera simplement R.

Un élément de R est une suite (xg,z1,...) avec z, € R/pR et xflﬂ =z,
pour tout n € N. L’anneau R est parfait. En effet, le Frobenius de R envoyant
(zo,21,T2,...) sur (ah,xg,x1,...), il est injectif, et il est aussi surjectif, car le
Frobenius est surjectif sur R/pR (proposition 2.0.1). En outre, ’homomorphisme
R — R/pR, x + x0, est surjectif. Notons enfin que I'anneau R est naturellement
muni d’une action de Gg.

Rappelons que pour tout x = (xg,x1,...) € R, il existe une unique suite
(x(o) Ly ) d’éléments deﬁ telle que pour tout n € N, z,, soit la réduction de z(™)
modulo p et (™ = (2("*tV)P . si 2,,, désigne un/\rel‘evement quelconque de z,,, dans ﬁ,

~p m

la suite de terme général x converge dans R quand m tend vers 400, et sa limite

n+m
z(" ne dépend pas des choix des relévements (cf. [29, 11.1.2.2], ce ne sont autres que

les représentants multiplicatifs des z,,, cf. [51, II, prop. 8]). Rappelons aussi qu’avec
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cette écriture, les lois d’anneau de R sont données, pour n € N, par
(@ +y)" = n}@m(x(mm) +ymFmPT et (ay) ™) = My,

Dans la suite, nous utiliserons indifféremment les deux écritures.

En particulier, les suites € = (¢(9,e(M ) ) et T, = (Ti(o), Ti(l), Ti(Q), ...) pour
i € {1,...,d} choisies dans la partie 2 définissent des éléments de R. Choisissons aussi
p=(p©,pM p@ ) eR tel que p® = p.

L’anlneau R est muni d’une structure de k-algebre via I’homomorphisme = +—

(x, 2P ,:cp_Q, ...) (rappelons que k est parfait). On dispose alors (cf. loc. cit.) d’une
application

0: W(R) »—>§, (ag,a1,az,...) — Zp”a;”).
n=0

PROPOSITION 5.1.1. — L’application 6 est un homomorphisme de W (k)-algébres.

Démonstration. — 11 suffit de le vérifier modulo p™ pour tout n € N<q. La réduc-
tion 6,, de 8 modulo p™ s’insére dans le diagramme commutatif suivant

b

Wi,(R) R/p"R
x ) %
Wi (R/p"R)
ou 'application f est définie par
flag,a1,...,an—1) = (a(()"), a(ln), ceey asﬁ)l) mod p"R

et ¢, par
n—1 o
(bn(ZO; Zlyeeny Zn—l) - szzf
i=0

(c’est la n-ieme composante fantéme). En effet, on a

n—

(én 0 Nlao,ar, ... an-1) =Y _p'(a)”"" mod p"R

piagi) mod p"R = 0, (ag,a1,...,a,_1).

=0

L’application ¢, est un homomorphisme d’anneaux (par définition de la structure
d’anneau sur W,,(R/p"R)). L’application f n’est pas un homomorphisme d’anneaux,
mais le composé ¢, 0 f en est un. En effet, si g: W, (R/p"R) — W, (R/pR) est le mor-
phisme déduit de la projection R/p"R — R/pR, alors go f: W,(R) — W,(R/pR)
est un homomorphisme de W, (k)-algebres, lorsque W,(R/pR) est muni de la
structure de W, (k)-algébre donnée par x — [2P "] (représentant de Teichmiiller).
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On conclut en observant que ¢,(z9,21,...,2n—1) ne dépend que des restes de
205+, Zn—1 modulo pR En effet, si \; € R on a
. n—i . on—i o . p”fi L om—i —
pllzi+ph)! —pll = Zpl( : )p”%’ “ep'R
: J
7j=1
vu que v(pi(p7;.7i)pj) =i+ n—i—v(j))+j>n. O

L’homomorphisme 6 est clairement Ggr-équivariant. Posons
£=1[p]-»

PROPOSITION 5.1.2. — L’homomorphisme 0 est surjectif et son noyau est l'idéal
principal engendré par &.

Démonstration. — Comme W(R) est complet pour la topologie p-adique, la surjec-
tivité se vérifie modulo p. Mais 'application # modulo p est 6;: R — R/pR, x — xo,
qui est surjective comme on I’a vu plus haut.

On a 9(5) =p® —p =0. Comme W(R) est séparé et complet pour la topologie
p-adique et R sans p-torsion (cf. proposition 2.0.3), pour voir que Ker() = ¢ W(R),
il suffit de montrer que pour tout x € Ker(6), il ex1ste z € W(R) tel que = — &z
appartient & p W(R). Comme 6(z) = x(() ) modulo pR on a x(() € pR Pour n € N,
écrivons x(() " = ay +p5n avec an € R et B, € R On a (ay, + pBn ) = (z én))

(()0) € pR dot o?" € R ﬁpR = pR (proposition 2.0.3). On a donc a,, = p™a,
avec o/, € R, car (o/n)pn € Ret o, € Rlp~'. Si y™ = o, + (p(™)P" 18, on a
:c(()n) = p™y(™ pour tout n € N. Comme zy € R et ﬁ est sans p-torsion, la suite
(y@,yM, .. .) définit un élément y € R, tel que zo = Py : on a alors z—E[y] = 2 — [py]
mod pW(R) et donc x — £[y] € pW(R). O

L’homomorphisme 6 induit un homomorphisme W(R)[p~!] — C, encore noté 6.

DEFINITION 5.1.1. — On note
BYY (R) = lim W(R)[p~"]/(Ker(6))"

le séparé complété de 'anneau W(R)[p~!] pour la topologie Ker(#)-adique.

On obtient ainsi une W/[p~!]-algtbre munie d'une action de Ggr. L’homo-
morphisme @ se prolonge en un homomorphisme BYg (R) — C, encore noté 6.
Remarquons que cette construction est fonctorielle en R, mais que B(Yg ne dépend
que de R. Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on notera simplement B(Yg

Dans B(Yg, on dispose de 1’élément

t—log i —1)”.

n=1
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En effet, la série converge parce que [e] — 1 € Ker(#) et 'action de Gr sur ¢ est donnée
par g(t) = x(9)t (parce que g(e) = eX(9)).

PROPOSITION 5.1.3. — On a ¢BYy = ([e] - 1) By =tBY = Ker(6).
Démonstration. — Par fonctorialité, on a une application By (Z,) — Byg (R). Mais

I’anneau B(YPJLr (Z,) est 'anneau des entiers du corps des périodes p-adiques associé
a Q,, dans [29, I1.1.5]. 11 suffit donc de vérifier 'assertion lorsque R = Z,,, cf. loc. cit.

[I1.1.5.4]. O
PROPOSITION 5.1.4. — L’anneau B(YPT n’a pas de t-torsion.
Démonstration. — D’apres la proposition 5.1.3, il suffit de vérifier que B(YI{F n’a pas

de ¢&-torsion. Cela résulte du fait que W(R)[p~!] n’a pas de &-torsion. En effet, si
z € W(R)[p~!] est non nul, on peut écrire z = Y -~ p"[xz,] avec z,, € R et z, # 0.
Si&x = 0, on a, apres division par p” et réduction modulo p, I’égalité px, = 0 dans R.
En relevant dans ]%, on obtient p(")xv(nn) = 0 pour tout n € N et donc m&n) =0vu

que.ﬁ n’a pas de p-torsion (proposition 2.0.3), soit x, = 0 : contradiction. O
DEFINITION 5.1.2. — On pose Big(R) = Byg (R)[t'].

C’est une W [p~1]-algébre munie d’une action de Gg. La encore, cette construction
est fonctorielle en R, et BYg(R) ne dépend que de R. On notera simplement BYg
quand il n’y a pas d’ambiguité. D’apres la proposition 5.1.4, B(YPT est un sous-anneau
de BYg.

En étendant 6 par R-linéarité, on obtient un homomorphisme g : R®zW(R) — R.

=y

DEFINITION 5.1.3 (¢f. [29, 1.2.2]). — Notons Ajp,¢(
W(R) pour la topologie définie par 'idéal 9§l(p
On note encore

/R) le séparé complété de R®z

j=v])

) (engendré par p et Ker(0r)).

=)y

Or: Auni(R/R) —

I’homomorphisme induit.
D’apres loc. cit., Ainf(ﬁ/R) —~R (resp. Amf(.ﬁ/R)/(Ker(@R))mJr1 — ]3) est un
R-épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal d’ordre < m) formel p-adique

universel de R. Cela signifie que
Ainf(ﬁ/R) —R (resp. Ainf(llcf/R)/(Ker(eg))m+1 —>§)

est un objet initial de la catégorie dont les objets sont les homomorphismes de R-
algebres 04: A — R tels que A est séparé et complet pour la topologie (Ker(6.4)+pA)-
adique (resp. et tels que Ker(64)™*! = 0), avec les morphismes évidents.

L’homomorphisme 0 : Ainf(ﬁ /R) —>J$ induit un homomorphisme surjectif

Or: Amt(R/R)p~Y] — C.
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PROPOSITION 5.1.5. — Pour tout m € N, on a un isomorphisme naturel
Aint (R/Ro)[p™ "]/ (Ker(0r, )" == Aint(R/R)[p™"]/(Ker(0r))™ .

Démonstration. — Comme A (R/R)/(Ker(6r))™T! — R est un R-épaississement,
c’est a fortiori un Ry-épaississement : il existe un unique morphisme de R-épaississe-
ments infinitésimaux

a: Aint(R/Ro)/(Ker(0r,))™ ™ — Ainr(R/R)/(Ker(dg))™ .
Il s’agit de voir que c’est un isomorphisme quandAon inverse p.
Notons D,, le séparé complété de R ®@pr, Aint(R/Ro)/(Ker(fg,))™ ! pour la topo-
logie p-adique. L’homomorphisme a se prolonge par R-linéarité en
R ®r, Aint(R/Ro)/(Ker(0r,))" " — Aunt(R/R)/(Ker(dr))"

et donc en D,,, — Ainf(ﬁ/R)/(Ker(HR))m“.

Par ailleurs, I'homomorphisme 6g, induit un homomorphisme R-linéaire surjectif
Dy — ﬁ, ce qui munit D,, — lc% d’une structure naturelle de R-épaississement
infinitésimal d’ordre < m formel p-adique universel de ﬁ . Par universalité de
Ainf(]3/]%)/(Ker(t_‘)R))"“r1 — ]3, il existe un unique morphisme de R-épaississements
infinitésimaux Ainf(ﬁ /R)/(Ker(0g))™ ™ — Dy, ce qui fournit un inverse a I'applica-
tion (déduite de a) construite plus haut (par unicité).

Comme Ry[p~!] — R[p~!] est étale ’homomorphisme de Rp-algebres R[p~1] — C
se reléeve de facon unique en un homomorphisme

R[p~!] C

Rol[p™'] —— Aine(R/Ro)[p~ "]/ (Ker (0, )™+

Mais comme R est fini sur Ry, il existe 6, € N tel que R s’envoie dans

ﬁ Ainf(ﬁ/Ro)/(Ker(ORo))m“. On en déduit une application

R @ g, Aint(R/Ro)/(Ker(85,))™ " — —- Awut(R/Ro)/(Ker(6,))"™+!

et donc D,, — 551; Ainf(ﬁ/Ro)/(Ker(eRo))m+l vu que le but est séparé et complet
pour la topologie p-adique. En inversant p, on en déduit un homomorphisme R[p~!]-
linéaire Dy, [p~1] — Aine(R/Ro)[p~ ]/ (Ker(0g,))™*!, qui par unicité est inverse de a.

O

DEFINITION 5.1.4. — On note

Bin(R) = lim Aiue(R/R)[p ']/ (Ker(0r))"

n

le séparé complété de 'anneau Ainf(ﬁ/R) [p~!] pour la topologie Ker(fg)-adique.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



48 CHAPITRE 5. ’ANNEAU Bgr

On obtient ainsi une R[p~!]-algtbre munie d'une action de Ggr. L’homo-
morphisme 0r se prolonge en un homomorphisme B(J{R(R) — C, encore noté 0p.
Remarquons que comme le composé R[p~!] — Bj{R(R) b5, O est Iinclusion, R[p~}]
est un sous-anneau de B (R). Par ailleurs, la construction de B (R) est fonctorielle
en R, et 'homomorphisme W — R induit un homomorphisme B} (R) — Bl (R). En
particulier, on dispose de 1’élément ¢ dans B(J{R. On verra plus tard (proposition 5.2.2),
que 'homomorphisme By (R) — BJx(R) est injectif.

DEFINITION 5.1.5. — On pose
Bar(R) = Bir(R)[t™'].

C’est une R[p~!]-algébre munie d’une action de Gg, fonctorielle en R. D’apres
la proposition 5.1.5, les applications naturelles B (Ro) — BIz(R) et Bar(Ro) —
Bar(R) sont des isomorphismes. On verra plus tard (proposition 5.2.2) qu’elle ne
dépend que de R et de Ty,...,T,; : on notera simplement Bqg et B(J{R quand il n’y
aura pas d’ambiguité.

Pour tout m € N, on munit BJ; (R)/ Ker(6r)™* ! de la topologie pour laquelle une
base de voisinages de zéro est donnée par la famille {p” Ainf(ﬁ/R))/ Ker(0p)™*! }nEZ'
On munit alors BJ; = lim Bix(R)/ Ker(0r)™*! de la topologie de la limite pro-
jective, et Bgqr = B('IR[ ~1] de la topologie de la limite inductive, qu’on appelle la
topologie canonique.

5.2. Filtration de Bgr

On munit BYy de la filtration donnée par Fil” By = ¢" By pour r € Z. C’est une
filtration décroissante, séparée (pour r > 0, c’est la topologie Ker(#)-adique sur B(YPT,
¢f. proposition 5.1.3) et exhaustive. Par ailleurs, pour tout r € Z, le sous-module
Fil” BJg est stable par Gr. Notons

Gr*Byg (resp. Gr* BYg)
le gradué de By (resp. de BYy ) pour cette filtration (resp. la filtration induite).
PROPOSITION 5.2.1. — On a des isomorphismes de Gr-modules
Gr*BYf ~C[t] et GCr*Big ~Ct,t™ ],
la graduation étant donnée par le degré (on note encore t son image dans Gr* B(YR).

Démonstration. — Cela résulte du fait que B(YI{F n’a pas de t-torsion (proposi-
tion 5.1.4) et du fait que 6 est Gg-équivariant. O

Pour i € {1,...,d}, on a T, ®1—1® [T;] € Ker(g) dans R ®z W(R). On
note u; son image dans Aj,¢(R/R) et dans Bz (R). Comme Bl (R) est séparé et
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complet pour la topologie Ker(fg)-adique, ’homomorphisme B(Yg — B(J{R s’étend en
I’homomorphisme

£ BYR X, .., Xa]] — Blg, Xir— u.
PROPOSITION 5.2.2. — f est un isomorphisme.
Démonstration. — Commencons par construire un homomorphisme R[p~!] —
B(YPT [[X1,...,X4]] prolongeant 'homomorphisme

g: Ok [Tn,...,Ts] — BYS [ X1,..., Xd)], Ti— [T3] + X,

Posons By = lim | W(R)/(Ker(#))" le séparé complété de W(R) pour la topologie
Ker(#)-adique. C’est une W-algebre, qui va nous servir de « structure entiére » dans
BYR (ce n'est autre que Ainf(ﬁ/W), cf-[29, 1.2.2]). L’homomorphisme 6§ s’étend a
By Posons aussi By = BYa [ X1,-..,X4]]. On note encore § ’homomorphisme
B:{R —>]$ qui prolonge 6: BCYPf —>J$ tel que 6(X;) = 0. Bien siir, ’homomorphisme ¢
se factorise par B;{R.

Comme Ker(@BZJ) = {BCYI{F d’apres la proposition 5.1.2, on a

Ker(0) = (&, X1,...,Xa)Bjg.
Pour tout n € N, homomorphisme naturel
(WR)[[ X1, ..., Xal])/(§, X1, ..., Xa)" — B/ (Ker(9))"

est un isomorphisme. En particulier, BCTR (Ker(6))™ est séparé et complet pour la
topologie p-adique vu que W(R) est complet et (£, X1,...,Xq)" est un idéal fermé.

Soient n € Nsg et gn: Ok[Th,..., T — Big/(Ker())" 'homomorphisme Ok-
linéaire tel que g¢,(T;) = [ﬁ] + X; pour i € {1,...,d}. Comme T; est inversible
dans R et donc dans R, il en est de méme de i' dans R, et [ﬁ} est inversible
dans depf . Ainsi g, (T;) est inversible modulo Ker(#), donc inversible, vu que Ker(6)
est nilpotent dans By /(Ker(0))". L’homomorphisme g,, induit donc un unique ho-
momorphisme g, : Ok [Tlil, e ,Tf] — B /(Ker(6))", soit encore un unique homo-
morphisme g, : R® — BCTR (Ker(6))™ vu que le but est complet pour la topologie
p-adique.

Soit r € Nsg. Notons g, ,: R%/p"R® — Bz /(p", (Ker(9))") la réduction de g,
modulo p”. On a le diagramme commutatif

}A%/prfi —> BCJ{R/(pv Ker(0))

RO/prR® —"" B / (0", (Ker(6))")

ot la fleche du haut est donnée par R/p’R — R/pR ~ Bi/(p,Ker(0)) (en effet,
on a Bz / Ker(f) ~ R via 6). Cela résulte du fait que l'idéal (p, Ker(6)) est nilpotent
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dans Bl /(p", (Ker(6))"), et de ce que R est obtenu & partir de R en itérant les opéra-
tions (ét), (loc) et (comp). Par unicité, les morphismes (gn »)ren., forment un systeme
projectif. En passant a limite, il existe un unique morphisme g, : R— BCTR (Ker(6))"
qui releve g,: O[Ty, ..., Tq) — Biz/(Ker(6))" (rappelons que By /(Ker(6))" est
séparé et complet pour la topologie p-adique).

Par unicité encore, les homomorphismes (g, )neN., forment un systéme projectif.
En passant a la limite, on en déduit qu’il existe un unique

g: R — BYF X1, ..., X4
qui prolonge g: O[Ty, ..., Ty — depir[[Xl, ooy X))

Pour m € N, on a alors le diagramme commutatif

R[p~"] C

T -"} TG

Rip) —2— B o [[X0, -, XaJ]/ Kex(9) ™+

Comme R[p~!] est étale sur R[p~'] et Ker(d) C By [p~ [ X1, ..., X4]]/ Ker(g)™+!
est nilpotent, il existe un unique homomorphisme

Ry~ — B (X1, . X}/ Ker (6™
encore noté g (en pointillés dans le diagramme) qui prolonge
g: Rlp™'] — B [ ][[X1, ., X}/ Kex(9)" .
Comme R est fini sur E, il existe d,,, € N tel que g envoie R dans
pid""deg[[Xl, .., X4]]/ Ker(9)™ 1.

Comme ce dernier est complet pour la topologie 61 (pl%)—adique, g induit (par W(R)-
linéarité) une application g: Ain¢(R/R) — p~ @By [[X1,. .., X4]l/ Ker(6)™ ! et
donc un unique homomorphisme

9: Awe(R/R)p")/ Ker(0)™ — B p (X1, ..., Xal]/ Ker(6)™ .
En passant a la limite projective, et en observant que

BI:(R) = liLnAinf(R/R) [P~/ Ker(fr)™ ' et Biy = @BJR[p_l]/Ker(H)mH,

m

on en déduit un unique homomorphisme
v
g: BIR(R) - Bde_[[le o Xl
Par unicité de g: Rlp~'] — Byg [[X1, .., Xad]], le composé

f
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coincide avec lidentité sur R[p~!] C Bz (R). Comme il coincide aussi avec I'identité
sur 'image de W(R) (par W(R)-linéarité), on a go f = IdBIR(R). De méme, ’homo-

morphisme f o g coincide avec lidentité sur Ok [Th, ..., Ty (car g reléve ’homomor-
phisme g: O[T1,..., Ty — BYF [ X1,...,X4]]) et sur W(R) (par W(R)-linéarité
encore), c’est l'identité, et f est bien un isomorphisme. O

La proposition précédente permet d’identifier B(Yg a un sous-anneau de B(J{R(R).

On a alors
v
Bir(R) = Byg [[u1, .- ., ud]].

On en déduit aussi que B (R) n’a pas de t-torsion, et donc que B (R) est un sous-
anneau de Bqr(R). En outre, les anneaux Bl (R) et Bqr(R) ne dépendent en fait
que de R et des T;. On les notera donc simplement B(J{R et Bqr quand cela ne préte
pas a confusion.

PROPOSITION 5.2.3. — Les anneaux BZ{R et Bar sont des R[p~1]-algébres, de fagon
Gr-équivariante, et de sorte que la restriction de Or a R[p~!] est l'inclusion dans C.

Démonstration. — Cela résulte du fait que 'anneau R[p~!] est réunion de R[p~']-
algebre étales, du fait que B(J{R est séparé et complet pour la topologie Ker(0g)-adique
et du diagramme commutatif

R ———C

Rp™]| ——— B
L’équivariance provient de I'unicité de la structure de R[p~!]-algebre. O
Remarquons que le composé Rlp~!] — Bl 25, ¢ étant Iinclusion, Rlp~!] est

méme un sous-anneau de B(J{R. Par contre, il n’y a pas de section équivariante a g,
i.e. les anneaux BjR et Bgr ne sont pas des C-algebres.

Notons R™ la réunion des sous-R-algebres finies étales de R (i.e. de Eg,
¢f. Vintroduction) et R e séparé complété de R™ pour la topologie p-adique. C’est
une sous-R-algebre de R munie d'une action de Gr. Comme H°(Gg,C) = R[p~!]
(proposition 3.1.8), on a

H°(Gr, R™[p~"]) = R[p~").

PROPOSITION 5.2.4. — La structure de R™[p~']-algébre de Bl et de Bar se pro-
longe de facon unique en une structure (Ggr-équivariante) de R™[p~!]-algébre.

Démonstration. — Reprenons les notations de la preuve de la proposition 5.2.2 : on
dispose d’un morphisme de R-algébres Bl — Blg, ott Biy = BYg [[u1, - . ., u4]] avec

BY{ =lim W(R)/(Ker(6))".
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Elle est munie de ’homomorphisme 6: B;FR — R. Soit S une R-algebre finie étale
contenue dans R. L'idéal Ker(#) étant nilpotent dans B, /(Ker(6))" et S étale sur R,
I’homomorphisme de R-algebres S — R = B(TR/ Ker(#) se releve de fagon unique en
un homomorphisme de R-algebres
S — Big/(Ker(6))™.

On en déduit par unicité un homomorphisme Gp-équivariant R™ — B, /(Ker(9))".
L’anneati B/ (Ker(6))™ est filtré par les puissances de Ker(6) et le gradué associé est
@mKan”Ou?l ---uy® + il est séparé et complet pour la topologie p-adique. L’homo-
morphisme se prolonge donc de fagon unique en Ror — B:{R (Ker(6))™. On obtient
ainsi par unicité un systéme compatible, et un homomorphisme Rt BIR en pas-
sant & la limite. Ainsi, on a un homomorphisme Ggr-équivariant Rur p~1] — B('IR. Le
composé }/%a[p’l] — By Y7, € étant V'inclusion, Eﬁ[pfl] est un sous-anneau de Bl
et de Bygr. O

Munissons B de la filtration donnée par Fil" BI; = (Ker(r))" pour r € N. C’est
une filtration décroissante séparée et exhaustive. Elle est stable par action de G (car
Or est équivariant).

Rappelons qu'on a Bl = B(Ypir[[ul, o yug], dott Ker(0r) = (t,u1,...,uq) Big
(cf. propositions 5.1.3 et 5.2.2). Pour n € N, on a alors ¢t~ Fil" B(‘;R =(%,...,5) BjR.
Posons alors

> (V5] U
Fil'Bag = 3 ¢ " Fil" Bl = B, [—, o ,—}
1L Bdr nz:% L Bar dr |7 P

et Fil"Bar = ¢" Fil"Byg pour r € Z. On obtient ainsi une filtration décroissante
de Bgr, stable par Ggr. Notons Gr*® B(TR et Gr®*Bgr le gradué de B(TR et de Bgr
respectivement.

PROPOSITION 5.2.5. — On a Gr* Bl ~ C[t, Wy, ..., Ua4], la graduation étant donnée
par le degré, ot u; désigne l'image de u; dans Gr' BjR.

Démonstration. — D’apres la proposition 5.2.2, on a B:{R = B(ij'[[ul, ..., ugq]] et donc
Ker(0r) = (t,u1,...,uq) Bjz. On a donc Gr*Bl; = (Gr*BY{)[@1,...,d4) ot
désigne image de u; dans Gr' BZ{R. Comme Gr* B(Yg ~ C'[t] (proposition 5.2.1), on
a bien Gr‘B(J{R§C[t,ﬂ1,...,Ed]. O
PROPOSITION 5.2.6. — On a Gr®Bgr ~ Clvy,...,v4], ot v; désigne limage de “T
dans Gr° Bar. En particulier, Gr® Bar ~ Clv1,...,va, t,t7 Y, la graduation étant don-
née par le degré en t.

Démonstration. — Comme Fil° Bqg = B(J{R [%, ceey %} on a
U1 Uq U1l Ug
GI"O BdR = B:{R |:?, ey ?}/tB:{R {?7 ce ’T}
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Pour i € {1,...,d},on au; =t- 4 = 0 dans Gr’Bggr. On a donc

GrBar ~ (BYy /tBY)[v1,- - ., vd]
olt v; désigne I'image de %%, i.e. Gr’Byr ~ Clv1,...,vq]. Pour r € Z, on a donc
Gr" Bgr >~ t"Clvy,. .., v4] car BIR et donc Fil’ B4y sont sans ¢-torsion. O
COROLLAIRE 5.2.7. — On a un isomorphisme B%T = Gr’ Byg de Gr-modules, in-

dépendant des choix faits pour les T; (ot B%T est lanneau de Hyodo servant a définir
Bur et la notion de représentation de Hodge-Tate, cf. partie 4).

Démonstration. — Rappelons qu’on a un isomorphisme Gr-équivariant de C-algebres
fiCVA, ... Va] = BYir
envoyant V{"* --- V' sur image dans B de
(1 dlog(T1))®™ @ @ (t~dlog(T)) "] € Biir

pour n = (ny,...,nq) € N% et ott C[Vi,...,Vy] est muni de 'action semi-linéaire
de G définie par g(Vi) = x(9) "1 (Vi + ¢i(g)) (cf. section 4). Considérons ’homomor-
phisme C-linéaire h: C[V4,..., V4] — Gr’ Byg défini par

v
h(Vi) = —=
(Vi) T;

ott Gr’Byg est identifié & Clvi,...,vq] en vertu de la proposition 5.2.6. C’est un

isomorphisme ; vérifions qu’il est Gr-équivariant. Par définition, v; est 'image de ¢t~ u;
dans Gr’Bgg : si g € Gg, g(v;) est I'image de

gt (Lie1-10g(T) = x(g) "t (Tie1-10[“W[T).
Comme [¢] = exp(t), on a [¢]%(9) =1+ ¢;(g9)t mod t? By, on a donc
X(g)flfl(Ti®1—1®[€]ci(g) [fi]) = X(g)flfl(Ti®1—1®[i‘])—ci(9)[fz‘] mod ¢ By .
Comme [ﬁ] = T; mod Ker(0g), on a g(v;) = x(g) "' (vi — ci(9)T;) dans GrY Byr. On
a bien g(h(V;)) = (=T, vi) = x(9)" (= T; v + ci(g)) = h(g(V2))-

Le composé ho f~! fournit donc un isomorphisme de Ggr-modules B%T = Gr¥Bgr.
Montrons qu’il est indépendant des choix des T;. Un autre choix est de la forme e T;,
avec o; € Z,. Notons v} I'image de t H(T; ® 1 — 1 ® [EO"'Ti]) dans Gr’Bgg. On a
v} = v; — Tyor;. Comme t~1d log(e*T;) = a; +t~*d log(T;) (rappelons que t~1d log(e)
s'identifie & 1 dans BYp), on a (ho f~1)(t 'dlog(e™T;)) = oy = T, vy = =T, 0. O

3 (2

PROPOSITION 5.2.8. — La filtration Fil® BZ{R est la filtration induite par la filtration
Fil* Bar sur B(J{R C Bgr.

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que pour tout r € N, on a BZ{R NFil"Bqr =
Fil" Blz. On a bien sar ¢~ Fil"’ BJ; C Fil® Bag, donc Fil" B} C Bi; Nt” Fil’ Byr.
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Montrons l'inclusion réciproque par récurrence sur r, le cas r = 0 étant trivial vu que
Fil° B(J{R = B(J{R C Fil” B4gr. Supposons que l'on a
(), Bz NFil"(Bqr) = Fil" Biz
et montrons que (*),,; Biz N Fil"™' Bgr = Fil""! Bf;. Compte tenu de I'égalité (*),,
I'inclusion Fil" ™! B(TR C B(TR AFil" " Byr donne lieu & un homomorphisme surjectif

Art Gr'" Bl — (Big NFil"Bar)/(Bjz NFil"" Byr)
Par ailleurs, le composé Bj{RﬁFilr Bar — Fil" Bgqr — Gr" Bggr se factorise par la
projection

B NFil" Bar — (B NFil" Bar)/(Blxz NFil"™" Bar)
en un homomorphisme (injectif)

fr: (Big NFil"Bar)/(Big NFil" ! Bgr) — Gr" Byr -

Rappelons (propositions 5.2.5 et 5.2.6) que Gr” B(‘;R ~ Symg(Ct & @?:1 Cw;) (ot u;
désigne I'image de u; dans Gr' BjR) et Gr" Bqr ~ t"Cluv1,...,v4] (ot v; désigne
I'image de 4* dans Gr° Bar). Le composé

Gr" B}y, = (BI, NFil" Bar)/ (B NFil' ! Bar) -~ Gr” Bag

s’identifie alors a 'homomorphisme C-linéaire

d
Symg (Ct @ GB Cu;) — t"Cluy, ..., vq), tou* - Ty — t"opt - v

i=1
(pour r = (rg,...,rq) € N4 tel que |r| = ro+m1 + -+ rq =r). Ce dernier est
injectif : A, est un isomorphisme et on a bien (*),_ ;. O
COROLLAIRE 5.2.9. — La filtration Fil® Bqr est séparée et exhaustive.
Démonstration. — L’exhaustivité vient du fait que t" B:{R est contenu dans Fil" Bgr
pour tout r € Z. Soit x € [, .4 Fil” Bgr. On peut écrire x = t*y avecs € Zety € BIR.
On a alors y € BIRI’W N,ez Fil"Bar = ,¢z Fil" B(TR d’apres la proposition 5.2.8.
Comme la filtration de BZ{R est séparée, on a y =0 i.e. z = 0. O

COROLLAIRE 5.2.10. — Les éléments de R[p~']\ {0} C Bar (cf. proposition 5.2.3)
ne sont pas diviseurs de zéro.

Démonstration. — Soit € R\ {0}. Comme Gr* Bgr est un C-module libre (propo-
sition 5.2.6), x n’est pas diviseur de zéro dans Gr® Bqr. Mais la filtration est séparée

(corollaire 5.2.9) : I’élément x n’est pas diviseur de zéro dans Byg. O
COROé,LAIRE 5.2.11. — La filtration Fil® BCYR est la filtration induite par Fil® Bagr
sur Big.
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Rappelons que ’anneau B(J{R est muni de la topologie canonique (pour laquelle
les gradués Gr” B(J{R ne sont pas munis de la topologie discrete, mais de la to-
pologie pour laquelle une base de voisinage de zéro est donnée par la famille
{p" Sym}%(ﬁt@@?zlﬁui)}nez) et Bar = Bi[t™!] de la topologie de la limite
inductive.

PROPOSITION 5.2.12. — On a H°(Gr,Bar) = R[p~].

Démonstration. — Pour tout r € Z, on a la suite exacte de Gr-modules
0 — Fil"*' Bggr — Fil" Baqrp — Gr” Bqg — 0.
Elle induit en cohomologie la suite exacte longue
- — H9 (G, G1" Bar) — HY(Gp, Fil""' Bar)
— HY(Gg, Fil" B4r) — HY(Gr,Gr" Bgr) — -+ -
D’apres le corollaire 5.2.7, on a un isomorphisme de Gr-modules B%T = Gr’Bgg et
donc B%T(r) 5 Gr" Bggr pour tout r € Z. D’apres la proposition 4.1.4, on a donc
sir=0et ¢g=0,1,

sinon.

R —1
H%(Gr,Gr" Bgr) = {0 =]

Pour » # 0 et ¢ € N, on a donc Hq(gR,Fﬂ”"“ Bar) — H9(Ggr, Fil" B4r). On a en
particulier

HO(Gr, Fil' Bar) = {0}  (la filtration Fil* Byr est séparée
d’apres le corollaire 5.2.9),
H(GR,Fil’ Bar) = H°(Gr, Bar).

On en déduit HO(Gg, Fil’ Bqr) C H°(Gr,Gr’Bgr) = R[p~']. Comme R[p~'] est
contenu dans H(Gr, B4r), on a fini. O

REMARQUE 5.2.13. — Si on veut calculer les groupes H?(Gr, Bar) pour ¢ > 0 avec
les techniques qui précedent, on est confronté a des difficultés de nature topologique.
L’obstacle principal est que anneau Fil® Bqg n’est pas complet pour la filtration
{Fil" B4r }ren, cela fait qu’on ne peut pas appliquer les techniques de [54].

5.3. Connexion de Bgr

Dans cette section, on munit 'anneau Bgr d’une connexion formelle. C’est une
structure nouvelle par rapport au cas classique (pour lequel d = 0), qui était déja
apparue dans [15, 2.2].

Rappelons (cf. prop. 5.2.2) qu’on a BjR = ng[[ul, ..y uq)]. Pour i € {1,...,d},
on note IV; 'unique B(YPT -dérivation de B:{R continue pour la topologie Ker(6g)-adique
telle que

Ni(uj) = 5i,jTi
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(ol 9;,; désigne le symbole de Kronecker). La dérivation N; s’étend & Bgr car N;(t)
est nul. Rappelons (c¢f. proposition 2.0.2) que le module des différentielles continues
QL[p~1] est un R[p~!]-module libre de rang d, admettant la famille (d log(7;))1<i<d
pour base. On définit une connexion

V: Bar — Bar ®R[p*1]ﬁ}%[p_l]

en posant, pour x € Byg,

d
V(z) = Z Ni(x) ® dlog(T;).

On obtient ainsi une connexion intégrable (car les N; commutent deux & deux).
PROPOSITION 5.3.1. — La connexion V commute & l'action de Gg.

Démonstration. — Soient g € Gg et x € Bgr. On a

d
o(V()) = Y- 9(Ni(w) © dlog(T).

Il suffit donc de vérifier que g(N;(z)) = N;(g9(xz)) pour i € {1,...,d}. Par

BCYPj'[[ul,...,ﬂi,...,ud]]-linéarité, il suffit de le vérifier pour z = wul, et donc
pour x = u;. Rappelons que u; est 'image de T; ® 1 — 1 ® [TZ} dans B(J{R :g(uy)
est donc I'image de T; @ 1 — 1 ® [¢]%(9) [i], olt ¢i(g) € Zyp. On a g(u;) —u; € BYF

et donc N;(g(u;)) = Ni(u;) = T; = g(Ni(us)). O
PROPOSITION 5.3.2. — La connezion V induit sur R[p~*] la différentielle canonique

d: Rlp~ — Qkp~ Y.

Démonstration. — Soit z € R[p~!]. D’apreés la proposition 5.3.1, on a g(V(z))
V(g(z)) = V(z) pour tout g € Gr. On a donc V(z) € Qp[p~'] C Bar @ ppp-1)Qx[p "]
d’apres la proposition 5.2.12. L’assertion résulte alors de ce que V(T;) = dT;. O

PROPOSITION 5.3.3. — On a (BJR)V=" =B}y et BYg° = Bx-

Démonstration. — Clest évident pour Bl = Byg [[u1,- - ,u4]]. La deuxiéme asser-
tion résulte de la premiere en inversant ¢, sachant que ce dernier est horizontal. [

REMARQUE 5.3.4. — La proposition précédente justifie a posteriori les notations
adoptées pour ng et Big.

COROLLAIRE 5.3.5. — On a Bjz "B}y = BYy -
La dérivation canonique d: R[p~*] — Q}[p~!] se prolonge en
d: Frac(R) — Frac(R) ®@gpp-1] QLlp~.

PROPOSITION 5.3.6. — On a Ker(d: Frac(R) — Frac(R) ®@pgpp-1) ﬁ}%[p’l]) =K
(rappelons que K est algébriquement clos dans R[p~']).
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Démonstration. — Commengons par montrer que
Ker (d: Frac(Ro) — Frac(Ro) ® gy [p-1] ﬁ}% ') =W

On a bien siir dz = 0 pour z € W[p~1]. Soit % le séparé complété, pour la topologie
p-adique, du localisé de Ry en 'idéal premier pRy. C’est un anneau de valuation dis-
créte complet, admettant p pour uniformisante, de corps résiduel Frac(k). Comme
Ry est séparé pour la topologie p-adique, 'homomorphisme naturel Frac(Rp) —
]%/()@[p*l] est injectif. Il suffit donc de montrer que

Ker (d: Ro)[p™"] = Rog)[p ™) @ryfp-1) Lio [P 7]) = W™,

ce qui résulte de [15, lemme 2.27].

Passons au cas général. On a bien sir dz = 0 pour x € K. Réciproquement,
soit © € Frac(R) tel que dz = 0. Comme R est fini sur Ry, I’élément = est al-
gébrique sur Frac(Rp) : soit z™ + Z;.l:l ajz" = 0 (avec a; € Frac(Ry) pour
j €{1,...,n}) une relation de dépendance de degré minimal. Pour tout i € {1,...,d},
on a Z;LZI N;(aj)z"™7 =0, et donc N;(a;) = 0 pour j € {1,...,n} par minimalité
de n. On a donc a; € (Frac(Ry))V=" = W[p~!] d’apreés ce qui précede. L’élément
x € Frac(R) est donc algébrique sur W[p~!]. En particulier, il est entier sur R[p~!]
qui est normal : on a x € R[p~!], don z € K. O

COROLLAIRE 5.3.7. — On a HY(Gr,BYR) = K.

Démonstration. — On a BYg = (Bar)V=" d’aprés la proposition 5.3.3. Comme V

commute & l’action de Ggr (proposition 5.3.1), on a, d’aprés la proposition 5.3.6,
H°(Gr, Bir) = H*(Gr, Bar) ¥ =" = (Rp~'))V=" = K. 0
PROPOSITION 5.3.8. — L’application ugr: R[p~'] @k BYg — Bar est injective.

Démonstration. — Supposons ugg non injective. Soit x = E;Zl Aj ®bj, ol \j appar-
tient & R[p~'] et b; € BYg avec r > 1 minimal pour les propriétés 2 # 0 et ugg(z) = 0.
On a en particulier A; # 0 et b; # 0 pour j € {1,...,r}.

On a Z;Zl Ajb; =0 et donc, pour i € {1,...,d},

Ni(3oAibi) = D Ni(A)b; = 0.
j=1 j=1

1205 =M Z;=1 N;(Aj)b; =0, d’ou

T

On a donc N;(A1) Z;

(Ni(ADA; = A Ni(A5))b; = 0

pour ¢ € {1,...,d}. Par minimalité de r et le fait que b; # 0 pour j € {2,...,7},
on a donc N;(A1)\; — MNi();) = 0 et donc N;(A\{');) = 0 pour i € {1,...,d}
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58 CHAPITRE 5. L’ZANNEAU Bgr

etje€{2,...,7}. On a donc Al_l)\j € K pour j € {1,...,r} d’aprés la proposi-
tion 5.3.6. On a alors z = A\ ® (30)_, A7 PA\jb;) = 0 ce qui est absurde : ugr est
donc injective. O

PROPOSITION 5.3.9. — La connezion V: Bqr — Bar ®R[p_1]§}%[p*1] a la propriété
de Griffith pour la filtration Fil® Byr.

Démonstration. — 1l s’agit de vérifier que 'on a
V(Fllr BdR) - Fil" ! Bar ®R[p71]ﬁ}%[p_l]

pour tout 7 € Z, i.e. que N;(Fil" Bqr) C Fil"~! Bg4gr pour tout i € {1,...,d}. Comme
Fil" Bar = t" Fil° Bar et t est horizontal, il suffit de vérifier que Ni(FilO Bar) est
contenu dans Fil~! Bar.

Rappelons que Fil’Bgr = B(';R [%,,%] On a déja Ni(BjR) - BIR, et
N;(uj) = 0 pour j # i. Comme u; est 'image de T, ® 1 — 1 ® [Ti] dans B(‘IR, on a
Ni(us) = Ts = w; + [T5] et done Ny(%) = % 4 T ¢ I~ Byg. O

5.4. Platitude

Dans cette section, on montre que la R[p~!]-algébre Bgr est fidélement plate.
C’est une propriété qui va de soi dans le cas classique, ainsi que dans [15], car alors
R[p~!] est un corps. Dans la suite de ce travail (cf. chapitre 8), on va associer a toute
représentation p-adique de Ggr des invariants. On déduira un certain nombre de leurs
propriétés par descente, aprés extension des scalaires de R[p~!] & Byr.

THEOREME 5.4.1. — Les R[p~1]-algébres Bl et Bar sont fidélement plates.

Démonstration. — Pour tout i € N, le C-module Gr* B(TR est libre, donc fidelement
plat sur R[p~!] d’apres le théoréme 3.2.3. Posons

B; =B, /FiI'"' B .

On a Bl = lim __B;. Comme B; est extension successive des R[p~!]-modules
dR ——i>0

Gr’ B:erv il est plat_sur R[p~!] pour j € {0,...,i}.

Soit M un R[p~!]-module de type fini. Montrons que I'application R[p~!]-linéaire
naturelle

far: Big ®rp-n M — m(B; ® g1 M)
i>0

est un isomorphisme. Soit 0 — N — L — M — 0 une suite exacte de R[p~!]-modules
avec L libre de rang fini. Comme R[p~'] et noethérien, le R[p~!]-module N est de
type fini. Si i € N, on a la suite exacte

0— B; ®R[p—1] N — B; ®R[p—1] L — B; ®R[p—1] M —0
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car B; est plat sur R[pil]. Comme les applications de transition B;;1 — B; sont sur-
p=1] N — Bi®R[p—1] N. Le systeme
projectif { B; ®pp,-1) N }ien vérifie donc la propriété de Mittag-Leffler. La suite

jectives, il en est de méme des applications B 11 ®p|

0— l&n(Bl O R[p-1] N) — 1&1(31 QR[p-1] L) — 1&1(31 QR[p-1] M) — 0
i>0 >0 >0

est donc exacte. On a donc le diagramme commutatif & lignes exactes

Big ©@rpp-1) N —————— Big ®rp-1)L ———— Big @gp-yM — 0

J/fN lfL lfM
B; ®R[p*1] N) - liﬂli>0(Bi ®R[p*1] L) — s lim, (Bz ®R[p*1] M) — 0.

0 — lim.
—1 —1>0

sof
Comme L est un R[p~!]-module libre, f; est un isomorphisme. On en déduit que
far est surjective. Comme c’est vrai pour tout module de type fini M, ’homomor-
phisme fx est aussi surjectif. Le lemme du serpent implique alors que Ker(fy) =0
i.e. que fys est un isomorphisme.

Soit maintenant I un idéal de R[p~']. Si i € N, lapplication naturelle
Bi @gp-1) I — B; est injective (B; est plat sur R[p~']). L’homomorphisme
11311,>0(Bi ®prp-1 1) — @i>0 B; = BZ{R est donc injectif. En le composant avec 1’iso-
morphisme f7: Bl ®pp-1) >O(Bi®R[p—1] I) (comme R[p~'] est noethérien, I
est de type fini), on en déduit que I’application naturelle BjR ®Rrp-1L — B:{R est in-
jective. Comme c’est vrai pour tout idéal I de R[p~!], le R[p~!]-module B} est plat.
Si M est un R[p~!]-module tel que Bl ®prp-11M = 0, alors C ®@pp,-11 M = 0 vu que
Or: B(J{R — C est surjectif. Comme C est fidelement plat sur R[p~!] (théoréme 3.2.3),
on a M = 0 et donc By est fidelement plat sur R[p~1].

I — lim.
—i

Montrons qu’il en est de méme pour Byr = B(TR [t~1]. Par localisation, on sait déja
que Bgr est plat sur R[p~!]. Soit M un R[p~!]-module non nul. Il s’agit de montrer
que Bar ®@pgpp-11M est non nul. Comme Bar ®@pgp,-1)M = (Bix ®R[p_1]M)[t’1], et
BIR ®pgp-11M # 0 par fidele platitude de B(TR sur R[p~1], il suffit de montrer que ¢
n’est pas diviseur de zéro dans B:{R ®Rgpp-1)M. Soit 0 = N — L — M — 0 une suite
exacte de R[p~!]-modules avec L libre. On a le diagramme commutatif

0 N’

! !

0 — Big @rpp-1)N ————— Bl @gpp-1)L ——— Big ®pp-1 )M — 0

l L l

0— B;li_R ®R[p*1]N _ B(TR ®R[p*1]L _ B(TR ®R[p*1]M — 0

| !

(Bir /tBir) QRpp-1) N — (Bir /tBir) Qrpp-11 L
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60 CHAPITRE 5. L’ZANNEAU Bgr

la deuxiéme colonne étant exacte car L est libre sur R[p~!] et BZ{R sans t-torsion.
Le lemme du serpent implique qu’on a la suite exacte

0—-N — (B:er/tB(JirR) ®R[p—1]N—>(BjR/tBjR) QR| L
avec N’ = Ker(t: Bl ®pp-1M — Bl ®pp-1M). Comme C est plat sur R[p~]
(théoréme 3.2.3), il en est de méme de Bl /t Bl ~ Cllui,...,uq]] dot N’ = 0,
ce qu’on voulait. O

p1]
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CHAPITRE 6

L’ANNEAU B,

Comme on l'a fait pour Bgr et B(YR dans le chapitre 5, on généralise dans ce
chapitre les constructions de [15, 2.3] : on définit les anneaux de périodes Be,is(R)
et BY,.(R), on les munit de structures supplémentaires, on étudie leurs liens avec les

anneaux Bgr et B(YR, et on montre (cf. théoréme 6.3.8) que la Ro[p~—!]-algebre Beyis
est fidelement plate.

6.1. Construction

Rappelons qu’on a fixé un relevement o: Ry — Ry du Frobenius (élévation a la
puissance p) de Ry/pRo ~ R/wR. Le sous-anneau W est stable par ¢. En outre, on
dispose du Frobenius sur W(R), qu’on note ¢.

NOTATION

1) Si A est un anneau et I C A un idéal muni de puissances divisées. Pour x € T
et n € N, on note 2" la n-itme puissance divisée de z. On a en particulier
nlzlM = zn,

2) On note W(R)PF I'enveloppe & puissances divisées (compatibles avec les puis-
sances divisées canoniques sur I'idéal p W(R)) de W(R) relativement & 1'idéal
Ker(6).

Par fonctorialité, laction de Ggr sur W(AR) s’étend & W(R)PP. De méme, 1’homo-
morphisme 6 s’étend en §: W(R)PY — R (les puissances divisées des éléments de
Ker(6) s’envoient sur 0). L’idéal 9*1(}7]3) a des puissances divisées, parce que 1'idéal
engendré par p a des puissances divisées compatibles & celles de W(R)PF. En particu-
lier, comme @(z) = 2P mod pW(R) pour z € W(R), I’endomorphisme ¢ de W(R)
s’étend & W(R)PF.
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DEFINITION 6.1.1. — On note AY, (R) le séparé complété de W(R)PP pour la to-
pologie p-adique. On note AZaX(R) le séparé complété, pour la topologie p-adique, de
la sous-algebre de W(R)[p~!] engendrée par p~! Ker(6).

Ce sont des W-algebres munies d'une action de Gg. Les anneaux AY (R) et
AY (R) sont fonctoriels en R, mais ils ne dépendent que de R. Lorsqu’il n’y a pas

max
de risque de confusion, on les note simplement AY. et AY . L’homomorphisme 6

cris max"*
s'étend en #: AY. — R. Son noyau (resp. 6~ (pR)) est I'adhérence du noyau de
6 sur W(R)PF (resp. de 6~ (pR) € W(R)PF). Ce sont encore des idéaux & puis-
v

max — It. Par ailleurs,

sances divisées. De méme ’homomorphisme 6 s’étend en 6: A

oris max (car il est continu vu que p(p) = p).
Enfin, I'idéal Ker(8) C W(R) a des puissances divisées dans W(R)[p~! Ker(#)] (parce
que pour x € Ker(f) € W(R) et n € Nsg, on a 2zl = pll(z/p)"). D’apres la
propriété universelle de ’enveloppe a puissances divisées, on dispose d’un homomor-
phisme canonique W(R)PY — W(R) [p_l Ker(@)} et donc d’un homomorphisme cano-

le Frobenius ¢ se prolonge & AY. et & AY

nique ¢: Acvris — Azax en complétant. Cet homomorphisme est compatible a I’action

de Ggr et aux Frobenius.

PROPOSITION 6.1.1. — On a un isomorphisme
W(R)[00,61,..1/(Pdo — &, DO y1 — 65 )men., — W(R)PP

ot 6y, 8’envoie sur Y™ TL(€) (ou v: x+— 2P /p).

Démonstration. — Dans une Z,)-algebre, pour rajouter les puissances divisées d’un
idéal, il suffit de rajouter les images par les itérés de I’application v: z — % d’une
famille de générateurs de 'idéal. En effet, sim € N et sim = Z;:()pjmj est ’écriture
de m en base p, on a

mo

amy™ =" ()" ) )™y
avec
Uy = m!p—mr(1+p+~~~+p"’1)—mr_1(1+p+~~~+p"72)—~~—m1

(car 47 (y) = p~ =+ Dyr"y On a

vam) =v(ml) —me(L+p+--4p ") —mea(l+pt-p" %) = —m
m m m
= L—J + {—QJ +o 4 {—TJ — ("t P My 4 M)
p p p
_(pT_QmT-_‘_"'_‘_mQ)_"'_mTZO-

On a donc o, € Z\pZ C Z(Xp). La proposition résulte donc du fait que Ker(6) est un

idéal principal (proposition 5.1.2), ce qui fait que 'anneau
W(R)[b0,01,--.]/(pdo — &7, POmt1 — 05, )meN~,

a bien la propriété universelle de ’enveloppe a puissances divisées. O
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COROLLAIRE 6.1.2. — Pour tout entier n > 1, on a un isomorphisme
W"(R)[éoa 01, - .]/(p(SQ - §p7p5m+1 - 5%)m€N>o — Acvris /pn Acv;is
ou 6y, 8’envoie sur limage de Y™ T1(€). En particulier, on a un isomorphisme

(R/ﬁpR)[éov 01y ']/(&%)mEN LAY /pAv

cris cris -

PROPOSITION 6.1.3. — Les anneauz AY, et AY. n'ont pas de p-torsion.
Démonstration. — Comme Azis est le séparé complété de W(R)PF pour la topo-

logie p-adique, il suffit de vérifier que W(R)PT n’a pas de p-torsion. D’apres la
proposition 6.1.1, W(R)PF est isomorphe au quotient de I’anneau de polynomes
W(R)[Xo,X1,...] par l'idéal T engendré par (pXo — &P, pXny1 — XP)n>1. Soit «
dans W(R)[Xo, X1,...] tel que pa € Z. 1l s’agit de montrer que o € Z. Il existe un
entier N et ag,...,any € W(R)[Xo, X1,...] tels que
N
pa = ag(pXo —&P) + Z an (pXn — X3_1).

n=1
Montrons par récurrence sur N que o € 7.

Si N =0, on a pa = ag(pXo — &P) et donc EPay = p(apXo — @), de sorte que ag
appartient & p W(R)[Xo, X1,...]. En effet, si £\ = pp dans W(R), alors 0(pu) = 0
d’ot1 (p) = 0 (rappelons queﬁ est sans p-torsion d’apres la proposition 2.0.3) et donc
w € EW(R) d’apres la proposition 5.1.2, soit encore A € pW(R), car W(R) n’a pas
de &-torsion (cf. preuve de la proposition 5.1.4). On a donc pa = ag(pXo — &P) € pT
soit a € T (comme l'anneau R est parfait, W(R) est sans p-torsion).

Supposons maintenant N > 0. Pour n € {0,...,N — 1}, on a

n = B+ (XN — X8 ) avecdegx, ,(Bn) <p
(division euclidienne du polynoéme v, par le polynéme pXy — X% | qui est unitaire
en Xn_1). On a alors
N

pa = PBo(pXo — &) + Z B (pXn — X5_1)

n=1

avec Oy = ay + 7o (pXo — &P) + Zg;ll Yn(pX,, — XP_ ). En particulier, on a
N
pa=—Po” =Y B X5, mod pW(R)[Xo, X1,...].
n=1

Si A = W(R)[X0, X1, ., Xn_2, Xn, Xns1,...] et si B = —Bo? — SN B, XxP
est dans A[Xy_1], on a degy, (6) < p et pa = § — By X} _; modulo pA[Xy_1].
Comme A est sans p-torsion, on a By = pBy € pA[Xn_1]. Ainsi, on a

N-1
pla = By (pXn = XI_1)) = Bo(pXo =€) + D BulpXn — X)_y)

n=1
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et I'hypotheése de récurrence montre que o — By (pX,, — XP_|) € Z et donc a € Z, ce
qu’on voulait.

max €st le séparé complété de W(R)[p~! Ker(d)] pour la topologie p-
adique, il suffit de vérifier que ce dernier n’a pas de p-torsion, ce qui résulte du fait,
vu plus haut, que W(R) n’a pas de p-torsion. O

Comme AY

Rappelons que 'on a, dans BCYPT ,

t =log ([ i ] —1)".

Comme [¢] — 1 € Ker(f), il a des puissances divisées dans W(R)PF. On peut écrire
t=3"" 1(—1)”*1(n— 1)! ([e] = 1) : 1a série définissant ¢ converge dans AY,, (et donc
aussi dans A Rappelons que l'action de Gr sur t est donnée par g(t) = x(g)t.
L’action de ¢ sur t est donnée par ¢(t) = pt (parce que ¢([g]) = []P).

max)

DEFINITION 6.1.2. — On pose

Bt (R) = AL (R)[p™"] et B (R) =BIi(R)[t™],

Cris Cris Cris Cris

Br(R) = Afa(R)p™'] et By (R)=Brl(R)t™).

max max max max

Ce sont des W [p~!]-algebres munies d'une action de Gr et d’un Frobenius . La
BY+ BY. BV+

encore7 la construction est fonctorielle en R, et on notera simplement B_;T, B/, Bhax

et Bmax quand il n’y a pas d’ambiguité. D’apres la proposition 6.1.3, les homomor-
phisme ACrls — BZIJg et Azax — BZfX sont injectifs, et on verra plus tard (corollaire

6.2.3), que BYF - BY. et BYY — BY e sont aussi.

Cris Cris max max

REMARQUE 6.1.4. — Comme t € Ker(f) et Ker(f) est un idéal & puissances divisées
dans AY. ,onat? € pAY. . En fait,ona P~ € pA ») d’apres [29, 2.3.4].

cris? Ccris* CI'IS(

NoOTATION. — On note W(R)gop l’enveloppe & puissances divisées (compatibles avec
les puissances divisées canoniques sur l'idéal p(Ry ®z W(R))) de Ry ®z W(R) relati-
vement & 'idéal Ker(fg, ).

C’est une Ry-algebre. L’action de Gg sur Ry®zW(R) s’étend a W(R)%OP par foncto-

rialité. Comme précédemment, ’homomorphisme 6g, s'étend en g,: W(R)EP Ro ~R
et I'idéal 9;%; (plc%) a des puissances divisées. On munit Ry ®z W(R) du Frobenius
o ® @ (ou le o de gauche désigne le relevement du Frobenius & Ry qu’on s’est donné).
Comme (0 ® ¢)(z) = 2P mod p(Ry ®z W(R)) pour x € Ry ®z W(R), il induit un
endomorphisme o-linéaire de W(R)RY, noté ¢ (cela signifie que p(Az) = o(X)p(z)
pour A € Ry et z € W(R)PL).

DEFINITION 6.1.3. — On note Acyis(Ro) le séparé complété de W(R)%f pour la to-
pologie p-adique. On note A,ax(Rp) le séparé complété, pour la topologie p-adique,
de la sous-Ry ®z W(R)-algebre de Ry ®z W(R)[p~!] engendrée par p~! Ker(6g, ).
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Ce sont des Rp-algeébres munies d’une action de Ggr. Les anneaux Acis(Ro) et
Aax(Ro) sont fonctoriels en Ry. On les note simplement Ais et Apax lorsqu’il n’y
a pas de risque de confusion. La encore, ’homomorphisme g, s’étend en

gRo : Acris _)ﬁ

et son noyau (resp. 9;33 (pﬁ)) est 'adhérence du noyau de g, sur W(R)R! (resp. de

01 (pR) € W(R)BP) et ce sont des idéaux & puissances divisées. De méme, I’homo-
morphisme 0p, s’étend en

ORr,: Amax —>§

Par ailleurs le Frobenius ¢ se prolonge & Ac;s et & Apax. Enfin, comme I'idéal
Ker(0r,) C Ro®z W(R) a des puissances divisées dans la sous-Ry ®z W(R)-algebre
de Ry ®z W(R)[p~!] engendrée par p~! Ker(fg, ), on dispose d’'un homomorphisme
canonique ¢: A — Amax. 1l est compatible & 'action de Gg et aux Frobenius.

v

L’anneau A est une AY; -algébre, et Panneau A,y est une AY, -algébre. Pour

i €{1,...,d}, notons

u; 'imagede T; @ 1 — 1 ® [TZ} dans Agis (resp. dans Apax).

Comme u; € Ker(fg,) et Ker(fr,) a des puissances divisées dans Agis, on a un
v

cris

Av <X1,...,Xd> _>Acrisa Xi'—>Ui

cris

homomorphisme de A -algebres

(out AZiS<X1, ..., X4) désigne 'anneau des polynémes a puissances divisées en les
indéterminées X1,..., Xy a coefficients dans Azis). L’anneau A5 étant séparé et

complet pour la topologie p-adique, il se prolonge en
fcris: AZ«is{<X1;'~'7Xd>} —>Acris; X’L — U;.

ot AY, {(X1,...,X4)} désigne le séparé complété de AY, (X1,..., X4) pour la topo-
logie p-adique.
De méme, comme u; € Ker(0g,), il est divisible par p dans A,y : on a un homo-

morphisme de AY -algébres

AZis[Xl/p7---7Xd/p] —)Ama)u Xz/p'—) uz/p

En complétant, on en déduit un homomophisme de AY_ -algebres
fmax: Arvnax{Xl/pv7Xd/p} —>Acrisa X’L/p’—>ul/pv

ot AV, {X1/p,...,Xa/p} désigne le séparé complété de AY, [X1/p,...,Xa/p] pour
la topologie p-adique.

PROPOSITION 6.1.5. — feiis €t fmax sont des isomorphismes.
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Démonstration. — Traitons le cas de feis (celui de fiax, plus simple, est analogue).
Notons

0: AY. [(X1,...,Xa)} =R

cris

I"'unique homomorphisme de W-algebres dont la restriction a Acvris est 0 et tel que
9(X1M) = 0 pour tout ¢ € {1,...,d} et n € Nsg. On procede de fagon analogue
a la preuve de la proposition 5.2.2. Comme dans cette derniére, on commence par
montrer que la structure de W{Ti!, ... TF! 1-algebre de AV, {(X1,...,X4)} don-
née par T; — [ﬁ] + X; se prolonge de fagon unique en une structure de Ry-algebre
(remarquons que comme [i] est inversible et X" = n!Xi[n] tend vers 0 pour la topo-
logie p-adique lorsque n tend vers 'infini, I’élément [ﬁ] + X, et bien inversible dans
AY. {(X1,...,X4)}). Commengons par le voir modulo p.

Posons A = (R/pPR)[X1,...,Xq]/(XT],...,X]) et notons §: A — R/pR la ré-
duction de # modulo p (sur R/pPR, c’est 'application x — x, et #(X;) = 0 pour tout
i €{1,...,d}). Son noyau Z est I'idéal de A engendré par p et {Xi}1<i<d (d’apres la
proposition 5.1.2, 'homomorphisme R/pR — R/pR; =+ xq est ungsgmorphisme).
Notons §: Ry/pRy — R/pR I'inclusion. C’est un homomorphisme g: Ry/pRo — A/Z,

tel que §(T;) = T; est I'image de T; € A par . On a donc un diagramme commutatif

Ro/pRy“—— A/T

KT, T ——3 A

Ti————— T+ X;

Remarquons que Z(4tD? = (0 dans A. Comme Ry/pRy est obtenu a partir de
E[TEY, ... T en itérant les opérations (ét), (loc) et (comp) i.e. extension étale,
localisation et complétion, I’homomorphisme § se prolonge de facon unique en
g: Ro/pRy — A (en pointillé sur le diagramme). Seul le cas (comp) est un peu
délicat. Il résulte de ce que R n’a pas de p-torsion (parce queﬁ n’a pas de p-torsion,
¢f. proposition 2.0.3). En effet, cela implique que le gradué de A pour la topologie
Z-adique est (A/Z)[T, X1, ..., Xq]/(T?, X7, ..., X%) ou T désigne I'image de p. Soient
alors J un idéal d’un sous-anneau de Ry/pRy tel que ce dernier est complet pour la
topologie J-adique, et J C A l'image de J par g. Alors A/Z est séparé et complet
pour la topologie J /Z-adique : il en est de méme de A pour la topologie J-adique.
Posons A= AY. (X1,...,X4). Ona

cris

A (AT X0, Xa) X0, X1/ (0Xi0 = X, pXimin — X, h1<i<a
meN

(cf. preuve de la proposition 6.1.1) d’ot
“Z(/p“z( =~ (A(Zis /pAZ"is)[le cee 7Xd] [Xi,O; Xi,la .. ]/(sz’ Xﬁm)lgi%}d'
me
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Par ailleurs, on a AY, /pAYi ~ (R/PPR)[00,01,...]/(02)men d’apres le corol-
laire 6.1.2. Donc
Av/pj ~ .A[éo, (51, e ,)(1‘707 )(7;717 .. ]/(&fn, Xf?m)lgigd-
meN
On dispose d’un unique homomorphisme de k:[Tf[l7 e ,Tdﬂ]—algébres J: Ro/pRoy — j/pj
Relevons-le en caractéristique 0. N
On a une suite de sous—W{Tlﬂ, e ,Tdﬂ}—algébres fermées de R

W{Tlilauwal}:R(()o)QR(()DQ...QR(()N):RO

telles que pour tout j € {1,..., N}, lextension R(()jfl) - R(()j) est du type (ét), (loc)
ou (comp). Soit n € Nxg. Si on dispose d'un homomorphisme de k[T:!, ... ,Tdﬂ]-
algebres R(()] -b / p”R(()] b .Z/ A, le diagramme commutatif

Ry /p" Ry ——— A/pA

Ry ™V fpr Ry T ——— A/p" A

se complete donc de facon unique avec un homomorphisme de R(()j -1 /p"R(()j -1
algebres R(()j)/p"R(()j) — A/p"A. Dans le cas d’'une extension de type (comp), on
utilise le fait que Ana pas de p-torsion (ce qui résulte du fait que ACVris n’en a pas
d’apres la proposition 6.1.3) de la fagon suivante. Si R(()j) est le complété de Réj_l)
pour la topologie I;-adique, et si ./1/ pj est séparé et complet pour la topologie ;-
adique, il en est de méme de .Z/p"j, qui est donc une Réj_l)/p”Réj_l)—algébre de
facon unique. Cela se montre par récurrence sur n, en utilisant le diagramme a lignes
exactes
n—1

0 — AfpA —2—— Ajpr A ——— A/p—14d —0
0—lim A/(p, [/ A—lim A/(p", [[")A— lim A/(p"~, ") A

Il existe donc une unique suite (g,: Ry — .Z/p"j)ner de morphismes de
W{Tfl,...,Tfl}—algébres. Par unicité, ils forment un systéme projectif : on en
déduit un morphisme de W{T:!, ... TF'}-algebres

g: Ro — lim A/p" A = AT, {(X1,..., Xa)}.

Notons 6: .Z/ pj — R/pR laréduction de # modulo p. Rappelons que par construc-
tion, fog est I'inclusion de Ry/pRy dans R/pR. Ainsi, les réductions modulo p de fog
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et de l'inclusion de Ry dans R coincident. Comme R n’a pas de p-torsion, un raisonne-
ment identique au précédent montre qu’ils coincident modulo p™ pour tout n € N~ 1,
et donc qu’ils sont égaux.

Par W(R)-linéarité, g se prolonge en g: Ry ®z W(R) — AY,. (X1, Xa)}, et
d’aprés ce qui précede, ’homomorphisme 6 o g: Ry ®z W(R) — R est ’homomor-
phisme g,. En particulier, on a g(Ker(fg,)) € Ker(6: AY, {(X1,...,Xa)} —>§) Ce
dernier ayant des puissances divisées, ’lhomomorphisme se prolonge en g: W(R)gf
AY {(X1,...,Xa)}. Enfin, comme AY, {(X1,..., X4)} est séparé et complet pour la
topologie p—adlque, g se prolonge en g: Agyys — Acvris{<X17 o Xa)t

Un raisonnement identique a celui finissant la preuve de la proposition 5.2.2 montre

alors que g et feris sont bijectifs, inverses I'un de I'autre. O

La proposition 6.1.5 permet d’identifier AY;_ & un sous-anneau de As(Ro) et AY.

cris
& un sous-anneau de A (Rp), et d’écrire

ACl"iS(RO) Acvrls <u17 v 7ud>}ﬂ AmaX(RO) = Arvnax{ul/pv cee 7ud/p}'
En outre, les anneaux Acis(Ro) et Amax(Ro) ne dépendent que de R et des T;.

COROLLAIRE 6.1.6. — Pour tout n € Nsg, on a un isomorphisme de
Wn(R)[Tl, e ,Td, (507 51, e ,X@Q,X@h .. ]

/(pdo — &, pdm1 — Oh,, X0 — U, pXimy1 — X{,,) 1<i<d
meNsg

sur Acyis /" Acris 00 Xy 8'envoie sur Y™ (u;) et 8y, sur y™H1(€). En particulier,
on a un isomorphisme

(R/PPR) T, - - Tas 00,61, Xijo, Xin, - 1/ (], 00, X7 ) 1<i<a = Acsis /P Acris -
meN

PROPOSITION 6.1.7. — Les anneauz Acis et Amax n'ont pas de p-torsion.
Démonstration. — D’apres la proposition 6.1.5, il suffit de voir que les anneaux
AV <X1, L Xg) et AV [X1/p, ..., Xa4/p] nont pas de p-torsion. Cela résulte du fait
que AY,. et Ay n’ont pas de p-torsion (proposition 6.1.3). En effet, AY, (X1, ..., X4)
est contenu dans AY. [p~'[X1,...,Xq4] et AV, [X1/p,..., Xq/p] est contenu dans
Arvnax[ _1][X15"-7Xd]- O
DEFINITION 6.1.4. — On pose

CrlS(RO) ACFiS(RO)[p_l] et BCI‘iS(RO) crls(RO)[t_ ]
max(RO) Amax(Ro)[p™'] et Buax(Ro) = max(RO)[t 1]

Ce sont des Ro[p~']-algebres munies d'une action de Ggr et d’un Frobenius ¢ qui

cris? Bcri37

Bf{lax et Bnax lorsqu’aucune confusion n’en résulte. D’apres la proposition 6.1.7, les

homomorphismes Ajs — BT

est o-linéaire. La encore la construction est fonctorielle en Ry, et on notera B

T et Amax — B, sont injectifs, et on verra plus tard
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(corollaire 6.2.3), que Bjris — Beris €t B:;ax — Brax le sont aussi. Enfin, ’homomor-
phisme ¢: Agrs — Amax induit un homomorphisme ¢: Beris — Bmax.

Rappelons que Rj" désigne la réunion des sous- Ry-algebres finies étales de R et ]/%?
son séparé complété pour la topologie p-adique. D’aprés ce qui précede, 'anneau Acis
est une R{'-algebre. Comme A5 est séparé et complet pour la topologie p-adique,
c’est donc en fait une }/%?—algébre, et les anneaux BT. et Beis sont des }/%? [p_l]—

cris

nr

algebres. Via ¢, on en déduit que A ax, BJFaX et Bmax sont aussi des Ry -algebres.

m

6.2. Relations avec Bygr
6.2.1. Plongements dans Bygr. — Sin € N+, on dispose de 'homomorphisme
Ry 2 W(R) — (R @z W(R))[p™']/(Ker(0r))"
— Au(B/R)lp™")/ Ker(6r)" = B / (Ker(05))".

Comme By /(Ker(r))" admet des puissances divisées relativement & l'idéal
Ker(0r)/(Ker(fr))™ (car p est inversible), il induit un homomorphisme

W(R)RY — By /(Ker(0r))",

Comme le gradué de B, /(Ker(6g))" (pour la filtration définie par les puissances de
l'idéal Ker(0r)/(Ker(6r))™) est un C-module libre de rang fini (proposition 5.2.5), il se
prolonge en un homomorphisme A.is — Bl /(Ker(6z))". Ces homomorphismes sont
compatibles entre eux pour n € N+ : on a un homomorphisme naturel A. s — BIR.
De méme, comme p et inversible dans BZ{R (Ker(0))™ pour tout n € Nsg, on a un
homomorphisme A .x — B(J{R.

De méme, on dispose d’homomorphismes naturels A, — BCYI{F et AY, — B(Yg .
Notons qu’avec les isomorphismes des propositions 5.2.2 et 6.1.5, ’homomorphisme
Agis — B(‘;R (resp. Amax — B(';R) s’identifie alors & ’homomorphisme naturel

Adi{(ur, . ua)} — BYE [[ua, . udl]
(resp. Azax{ul/p, coug/p — BCYPT[[ul, oo ugl]).
PROPOSITION 6.2.1. — Les homomorphismes

+ \% V+ + \% V+
Acis — Bigs, Adis — Bgr s Amax — Bgp et Al — BiR

cris ax

sont injectifs.

Démonstration. — Traitons le cas « cris », le cas « max », plus simple, se traitant
de fagon analogue. Notons h: Acvris — ng I’homomorphisme naturel construit plus
haut. L'injectivité de AN {(u1, ..., ua)} — BYg [[u1, ..., uq]] résultant de celle de h,

il suffit de vérifier cette derniére.
v

On a un homomorphisme canonique W(R) — A et donc un homomorphisme

BY — Alilp!]

cris
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/\

(ot AY. [p~1] est le séparé complété de A 1 pour la topologie Ker(6)- adique)

est

CrlS[
Cet homomorphisme est un isomorphisme. Il s’agit donc de montrer que AY

séparé pour la topologie définie par les sous-groupes {h ((Ker(6))" )}n€N>O.

cris

Si n est un entier non nul, on note J" I’adhérence (pour la topologie p-adique) de
I'idéal de AY._ engendré par les £} pour r > n. Montrons par récurrence sur n que

h ((Ker(9))") = JM,

On a J" C b~ (( r(0))") et JI = h=1(Ker(#)) (proposition 5.1.2). Soit n > 1.
Supposons que JI* =1 = A~ ((Ker(6))" 1) et soit z € h~'((Ker(#))"). Alors

cris

T = f[”*l]xo + 21

avec 9 € W(R) et 2y € JM. On a alors h(¢*Yag) € Ker(0)™, i.e. z9 € Ker(f) =
EW(R), soit z € T W(R) + JIM = Jinl,

L’anneau AY. /pAY;. s'identifie & Panneau (R/pPR)[00,01,...]/(0,)men d’apres
le corollaire 6.1.2, olt §,, est I'image de y™1(€) (v désignant 'application x — P /p).
Avec cette identification, si N € N, I'image de JP™T dans AY.

V. /DAY, est incluse

dans l'idéal engendré par les d,,, pour m > N — 1. On a donc

() JMCpAl.

n€Nsg

L’anneau ACVrls étant sans p-torsion (proposition 6.1.3), ﬂn€N>0 J est contenu dans

p™AY.. pour tout m € Nso. Comme AY. est séparé pour la topologie p-adique,
ona(,en., JM = {0}, ce qu’on voulait. O
COROLLAIRE 6.2.2. — Les anneaux Acyis, AZIS, Anax et Azax sont sans t-torsion.
Démonstration. — Cela résulte de la propriété 6.2.1 et de ’énoncé analogue pour B(J{R
et BYR (propositions 5.1.4 et 5.2.2). O
COROLLAIRE 6.2.3. — Les homomorphismes

Bl — Bais et Byi — Bl

sont injectifs. Les homomorphismes naturels

v v
Bcris I BdR et Bcr1s - BdR

sont injectifs. De méme, les homomorphismes

Bf —Bpux e BYL. —BY

max max max?

v
Bmax — BdR et Bmax - BdR

sont injectifs.

PROPOSITION 6.2.4. — L’application Ucris: Ro[p™] ®wp—1] BY. — Beys est injec-

Cris
tive.
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Démonstration. — D’apres la proposition 5.3.8 (appliquée avec R = Ry), applica-
tion ugr : Ro[p™] Owip-1] BCYR — Bgr est injective. L’injectivité de s résulte alors
de la commutativité du diagramme

RO[p_l] ®W[p*1] BZ«is &) Bcris

! |

Ro[Pil] ®W[p—1] B(YR & Bar

et de l'injectivité de Beis — Bar (corollaire 6.2.3). O

Le corollaire 6.2.3 permet de munir Bes et Bcvris de structures supplémentaires,

déduites de celles de Bgr. Pour r € Z, on pose Fil" Byis = Bes NFil" Byr et
Fil" BY;, = BY, NFil” Bgr. On munit ainsi Beig (resp. BY,.) d’une filtration Fil* Beg
(resp. Fil* BY,.) décroissante séparée et exhaustive (cf. corollaire 5.2.9).

De méme, ’anneau Bgr est muni d'une connexion V: Bgr — Bar ®g, [p_l]ﬁ}%o @*1].
Cette derniere est caractérisée par le fait que le module des sections horizontales de
Bl = Big [[u1, - - -, ud]] est BYF et que V(u;) = dT; pour i € {1,...,d}. Pour tout
entier n, on a V(u&n}) = ugn_l] ® dT; : pour tout & € Acis = ANi{(u1, ..., uq)}
(cf. proposition 6.1.5), on a donc V() € Acyis ®Roﬁ}%.

La connexion V induit donc une connexion
. ol -1
V: Beris — Beris ®Ro[p*1]QRo [p ]
Les sections horizontales de BZ{R sont les éléments de B(Yg : on a donc

(Acris)vzo = Av

cris
et, comme p et ¢t sont horizontaux,

(B )V =BYF,  (Beys)V"" = BY

cris) cris’ cris»

ce qui la encore justifie les notations a posteriori. En outre, la connexion sur Bs a
la propriété de Griffith pour la filtration Fil® Bc,is, car c’est le cas sur Bqr pour la
filtration Fil* Bar (cf. proposition 5.3.9).

On munit le Ry[p~!]-module ﬁ}%o [p~!] de 'unique application o-linéaire ¢ vérifiant,
pour x € Ry,

p(dz) = do(z).
PROPOSITION 6.2.5. — Sur Beis, on a oV = V.

Démonstration. — Comme p et ¢ sont horizontaux, cela se vérifie sur Agys =
\Y
Aclns{(u1,. .., ua)}. On pose
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pour n = (ni,...,ng) € N Par Azis—linéarité, il suffit de vérifier que 1'on a

(po V() = (Vo))

pour tout n € N¢. On a, avec e; =(0,...,0,1,0,...,0) € N? le 1 étant sur la j-idme
coordonnée,

v

cris»

V(p(uy)) = do(Ty) = o(T})e(d og(Ty)).

Par ailleurs, on a ¢(u;) — o(T}) € Ay, d'ol

On a donc

d
(Vo)) =) o)™ 4 ©o(T))p(dlog(T)))
1

<.
Il

d
@(ZTjﬂ[ﬂ*Qﬂ ®d log(Tj)) = (po v)(ﬂ[g]) O

j=1

Rappelons (cf. section 3.3), que T désigne 'ensemble des idéaux premiers de R au-
dessus de pRy. On dispose d'un homomorphisme naturel Gg,-équivariant ¥: Ry, ®r,
R — HPGT Rp, injectif d’apres la proposition 3.3.3. En outre, si p € T, on a un homo-
morphisme de restriction Gr(p) — Gr (out Gr(p) désigne le groupe de Galois absolu
du corps Ry [p~!], la cloture algébrique de Ry, [p~1] choisie contenant Ry), dont 'image
est précisément le sous-groupe de décomposition Gr(p) de Gr en p (lemme 3.3.1).

L’application ¥ modulo p fournit un homomorphisme injectif

R/pR — H Ry/pR,.
peT
En prenant la limite projective (les morphismes de transition étant donnés par
le Fr_obenius), on en déduit un homomorphisme R(R) — [[,cr R(p) (ot R(p) =
lim Ry, /pRy), d’ott un homomorphisme W(R(R)) — [[,er W(R(p)). Ce dernier
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induit des homomorphismes

BdR(R) — H BdR(p) et Bcris(RO) — H Bcris(p)

peT peT

ot Bar(p) (resp. Beris(p)) désigne le séparé complété de Ainf(OC(p)/é\p)[p’l] pour la
topologie Ker(epfp )-adique (resp. le séparé complété, pour la topologie p-adique, de
I’enveloppe a puissances divisées de R/O(\p) ®z W(R(p)) dans lequel on a inversé p).
Comme I/%\p et % sont des anneaux de valuation discrete complets, de caractéristique
mixte (0,p), dont les corps résiduels admettent une p-base finie, les anneaux Beyis(p)
et Byr(p) sont précisément ceux construits dans [15, 2.1 & 2.3], on peut donc leur
appliquer les résultats de loc. cit.

Les homomorphismes ainsi construits induisent des homomorphismes Gg,-équi-
variants

U: Ropy[p "] @pyp-1) Bar(R) — ] Bar(p),

peT
v RO(p) [pil] ®R0[p*1] Bcris(RO) — H Bcris(p)'
peT

On a un homomorphisme i, : Bar(p) — BdR(]/%\p) déduit de 'inclusion R, — ]/%\p pour
tout p € T. On a alors le diagramme commutatif

Rop) 1] QO Ro[p—1] Bar(R) JH ip

et un diagramme analogue avec Beyis.

PROPOSITION 6.2.6. — Les homomorphisme U et U sont injectifs (sur R/O(?» [P @R, [p-1]
BdR(R) et sur RO(p) [p_l] ®Ro[p—1] Bcris(RO))-

Démonstration. — Montrons l'injectivité sur % [P @Ry p-1)Bar (R). Pour U, cela
se voit sur le gradué (les anneaux % [P ® Ry p-1] Bar (R) et BdR(]/%\p) étants munis
de la filtration construite en 5.2) : d’apres la proposition 5.2.6, cela résulte de 'in-
jectivité de I’application %[p‘l] ®Rryp-1] C — HpeT C(p), qui est le composé de

—

U }?()(\p) [P @Rypp-11C — [per Ry[p~1] (injectif d’apres la proposition 3.3.3) et de
Vinclusion [[,cp Rp[p™"] = [I,ep C(p). L'injectivité de ¥ en résulte.
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Sur Ro(p)[p ] ®Ro[p-1] Beris(Ro), cela résulte de la commutativité du diagramme

~

— W —~
Rop)[p7] @ gyfp-1] Bar(R) — [ [, Bar(Ry)

T o

—_— q] —
Rop) [P ®Rofp-1) Beris(Ro) = I [, e Beris(Rop))

de 'injectivité de ¥ sur ]?0(\@ [P @ gy[p-1) Bar(R) et de la platitude de ]?0(\[,) sur Ry.

O
Rappelons que la condition (BR) est
R =R = Ry|=]
(c’est une hypothese de bonne réduction).
PROPOSITION 6.2.7. — Si la condition (BR) est vérifiée, alors I’homomorphisme na-
turel
R[p™"] @ py[p-1) Beris — Bar
est injectif.
Démonstration. — Notons fr 'homomorphisme en question. L’anneau E(;)[p_l] est

le produit des corps ]/%\p[p’l] (il y en a un nombre fini, autant que d’idéaux premiers

de R au-dessus de pRy). Il est donc plat sur %[p‘l]. L’homomorphisme
R(P) [p_l] ® {I\’: R(p) [p_l] ®R0[p*1] Bcris(RO)

—>}?(;)[p ! ®Ro( )[p 1] (H cris RO )
peT

est donc injectif. Comme Ji(;[p*l] Do) (Ilper Bcris(RO(p))) est contenu dans
[per B [p~1] ®R/oa[p*1] Beris(Ro(p)), 'homomorphisme composé

—

[p—1] Beris (RO(p) )

Ry [p~Y ® Ro[p—1] Beris(Ro) — H Rp) p'] ®R/o$ »

peT

est injectif. Ce dernier est le composé des homomorphismes

\I/R R(p)[P ]®RO [p—1] BCI‘IS(RO — H Rp ®m[p_1] Bcris(RO(p));

peT
—_ _ —_— —_— 71 —_—
L Relr™ 1 © 75511 Beris(Row)) — 1] Ron o™ @775,y Beris(Rogr)):
peT peT

ce dernier étant déduit, sur la coordonnée p € T, de l'inclusion ]/%\p[p’l] — E(;[p*l].
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L’homomorphisme T r est donc injectif. On a alors le diagramme

N4

Rogp) [p™'] @Rofp-1) Bar(R) [T,z Bar(Ry)
R/oa[p—wﬁ TH Iy

—— \’I; _ _ —_—
R(p) [Pfl] QO Rolp—1] Beis(Ro) — HPET Rp[p 1] ®R/Oa[p71] BcriS(RO(p))

(on a Rlp~'] @pyp-1) }?()(\m[p_l] = /(;)[p_l]). D’apres Ihypothese (BR), le corps
]/%\p[pfl] admet w pour uniformisante, et ’extension résiduelle de j%\p[p’l]/R/o(\p) [p~!]

est triviale. D’apres [15, prop. 2.47], ’homomorphisme

Tay: Bolp™ '] ®g, 1) Bens(Bo(p)) — Bar(Fp)

est injectif. Il en est donc de méme de }?()(\p) [p™']® fr et aussi de Ry [p~ '] ® fr par

fidele platitude de Jm[p*l] sur Ry [p~']. D’apres le corollaire 5.2.10, les éléments
de Ry \ {0} ne sont pas diviseurs de zéro dans Bqr(R) : comme Bs(Ro) est un
sous-anneau de ce dernier, ’lhomomorphisme de localisation

Beris (RO) - RO(p) [Pil] ®R0[p—1] Bcris(RO)

est injectif. L’anneau R[p~!] étant une Ro[p~']-algébre finie étale donc un Ro[p~!]-
module projectif, I'application R[p~!®p, (p-11Beris(Ro) — Ry P~ ®rR, (p—11Beris(Ro)
est encore injective. L’injectivité de fr résulte donc de la commutativité du diagramme

fr

R[pil] ®R0[p—1] Bcris(RO)

J

R(p) [p_l] ®R0[p*1] Bcris (RO)

Bar(R)

J

Rom[p '1®fr _
——————— Ry [P @Ryfp-1) Bar(R) 0
REMARQUE 6.2.8. — Dans la démonstration qui précede, la condition (BR) est seule-
ment utilisée pour pouvoir utiliser [15, prop. 2.47]. Il en résulte qu’elle pourrait étre
affaiblie en : pour tout idéal premier p de R contenant p, 'extension Frac(R/(pNR)) —
Frac(R/p) est triviale.

PROPOSITION 6.2.9. — Si la condition (BR) est vérifiée, alors
HO(gR; Bcris) = RO[P_l]-

Démonstration. — L’homomorphisme R[p~!] ®Rolp-1] Beris — Bar est injectif
d’aprés la proposition 6.2.7. Comme R[p~!] est étale donc projectif sur Ro[p~!],
on a R[pil] ®Ro[p—1] HO(QR,BcriS) - HO(GR,BdR). Mais HO(QR,BdR) = R[pil]
(prop. 5.2.12), on a donc H(Gr, Beris) € Ro[p~'] par fidele platitude de R[p~!] sur
Ro[p~']. O
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COROLLAIRE 6.2.10. — Si la condition (BR) est vérifiée, alors
HO(ng CI‘IS) W[pil]'

Démonstration. — D’apres le corollaire 6.2.4, Ro[p™ '] @y, H(Gr, BY..) est inclus
dans H°(Gr, Beyis). Comme HO(GR, Beris) = Ro[p~!] d’apres la proposition 6.2.9, on a
donc H(Gr, Cns) Wip~1]. O

REMARQUE 6.2.11. — En utilisant des techniques identiques, on montre que si la
condition (BR) est vérifiée, alors H*(Gr, Bmax) = Ro[p~!] et H(Gg,BY..) = W[p~'].

6.2.2. La suite exacte fondamentale. — Ce qui suit est une adaptation détaillée
de [29, II 5 (p. 89-101)].

On note Ay =Z, {t <tp >} le séparé complété pour la topologie p-adique de 'en-
veloppe a puissances divisées de I’anneau Z,, [t tr=1/ p} relativement a 1’idéal engendré
par tP~1/p.

Sim € N, on pose

m=q(m)(p—1)+r(m) avec g(m),r(m) €N et 0<r(m)<p-—1
et

tP— 1 [g(m)] tm
Hm} _ prim) _ ) ()L,
( 5 ) om) avec ¢(m) =p g(m)
On a alors

oo
Ao = { Z amt{m}, am € Zp, a,, — 0 pour la topologie p—adique}.
n—oo
n=0
étant séparé et complet
pour la topologie p-adique, on a donc une inclusion Ag C AY. . On pose

Te =[] —1 €AY,

Cris *

On a vu (cf. remarque 6.1.4) que tP~! /p € AY. . L’anneau AY.

Ccris* cris

LEMME 6.2.12. — On a 7w € Ag.

Démonstration. — Pour m € N, on a t™ = %t{m}. Comme [e] = exp(t) =
o C(m)t{m} dans AY. , il s’agit de montrer que la suite L",l) meN est a valeurs
n=0 m! cris m!

dans Z,) et tend vers 0.
Sim>(p-1)(p—2),onaq(m)>p—2dour(m)<g(m). Ona

e = |55+ ] < |5
pour j > 1, donc

() = + S| %52 - (5] 4 X [ynl) 2 o - 5
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Cela prouve que % € Z) sim > (p—1)(p—2) et que la suite tend vers 0. Il reste
A traiter le cas m < (p — 1)(p — 2). On a alors m < p? d’on v(m!) = L%J donc

o(S) = vlam)) +q(m) = [ 5] > [725] - [5] >0 H
LEMME 6.2.13. — On a Ay = Z, {7r5,<7rg’_1/p>} (complété pour la topologie p-

adique de l'enveloppe a puissances divisées de l'anneau Z, [WE,Wg_l/p} relativement
a lidéal engendré par 721 /p).

Démonstration. — Rappelons (lemme 6.2.12) qu’on a 7. € Ag. En raisonnant dans
Q,I[t]], on a
)= S e S (S (S
t—log = )™ = ( ( p pq+r 7))
m=1 s=0 ¢=0 r=1 p (pQ+r)
00 o] s+1 p—1 (p°—1)r4r—1
3 (3 (o e )
q=0 pS r=1 q+ r
Or on a
ap® . p—1, g2zt
Uy = g(pb+1_1) —pqpp—; _sﬂg(ﬂ'e ) -1
p? P
p5+1_1 | g =1 q 7r671 [ 5:_11 1]
()

=1 . L’élément ¢ est donc égal &

oo oo +1 . . - . B
e ZZ(_l)qZFl(qps—l 1)!pqp :11 LB _S’]Tg(ﬂ-g )[q =

p

p—1 _ ps—lr

r s 1
S E ey (T
—pgtr p

s+1_ s
Or qpp_l Lyl _g>q2 1 > 0 et tend vers l'infini si s ou ¢ tend vers I'infini :

p—1
on a donc t = w.x avec x € Zp {7'(5, <—>} en particulier t{} = W{m}

™ et on peut

définir un homomorphisme de Z,-algébres Ay — Z,, {7‘('5, <pr71 >}

Un calcul analogue montre que m. = exp(t) — 1 € tAg et permet de définir un

—1
homomorphisme de Z,-algebres Z,, {775, <7T£p >} — Mg, clairement inverse du précé-
dent. O

Rappelons (voir [29, 1.3.1]) que 'anneau R(Z,) est valué par v(z) = v(2(?)). On

a les inclusions Zy[[r.]] € W(R(Z,)) € W(R) (car v(r:) = 5£7); on en déduit un
homomorphisme de W-algebres

fr W(R)®z,[my Ao — AL

cris?

le chapeau signifiant qu’on a pris le séparé complété pour la topologie p-adique.
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PROPOSITION 6.2.14. — L’homomorphisme f est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme AY;. est sans p-torsion et comme la source et le but sont
séparés et complets pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier que ’homomor-

phisme f induit par f modulo p est un isomorphisme. D’aprés le lemme 6.2.13, on a
p—1 p—1

Ao =Z, {7, (=)} : la source de f est donc égale & W(R)@Zp[m” Zp, {me, (=)}

P P
(produit tensoriel complété), donc isomorphe, modulo p, &

R @, (ir.1) Fp[Tel /(T o, Ay ]/ Jnen = R/ (T2 [0, At -1/ (A nen

p—1
e

ou A\, est I'image de 1’élément " ( o

) (ol v désigne lapplication x — %p), et oll on
note avec une barre I'image d’un élément modulo p (c¢f. preuve de la proposition 6.1.1).

D’apres [29, II 5.1.2], on a m. = A¢ dans W(R(Z,)) avec v(\) = 1% et donc
Pl = WPl = 4P avec v(u) = 0, et donc u € W(R(Z,))*. Il en résulte que
la source de f n'est autre que R/(€)[00,61,...]/(6F )nen o1 8, désigne Pimage de
A" TL(E). D’apres le corollaire 6.1.2, f est bien un isomorphisme. O

Soit € Nsg. On pose
> IMTAY. ={acAY,, ¥neN, ¢"(a) € Fil" AY,

cris cris S
oll Fllr Acvris = Acvris N Fllr B(Zis ;
> I AY

cris

= adhérence pour la topologie p-adique dans AY.. du sous-W(R)-

module engendré par {t{m}}m».
Rappelons que d’apres [29, II 5.1.2], on a
Te

EW (R(Zy)) = o ()

W(R(Z,)) = Ker(0).

LEMME 6.2.15. — Sia € W(R), on a l’équivalence

vneN, 0(¢"(a)) =0 < aecm.W(R).

Démonstration. — Soit

~

P WR) — R, ar— (0(¢"(@), cn

On a m. € Ker(p) car ¢" () = [e?"] —1 = [e]’" —1 et §(¢™(n.)) = 0. Montrons que
Ker(p) = m. W(R). R

Comme W(R) est séparé et complet pour la topologie p-adique et R sans p-torsion,
il suffit de voir que

Ker(p) C (e, p) W(R) = (e — 1],p) W(R)

(onam =] —1=[—1] mod pW(R)).
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Soit a = (ag, a1, ...) dans Ker(p). On a déja a € Ker(9), donc a = (7. /¢ (7:))x1
avec £1 € W(R). On a alors ¢(a) = (p(m:)/7)p(z1). Comme

plre) = (1+[] 1) —1=3" (]j’) (el =1 =p(je] = 1) mod (] — 1) W(R),
j=1
on a O(¢(m:)/me) = p. Comme 6(p(a)) = 0, on a O(p(x1)) = 0 d’olt on conclut
que z1 € (¢~ m) /¢ %(me)) W(R). Ainsi a = (7./¢ 2(7.))x2 avec 22 € W(R). En
itérant ce qui précede, on en déduit que pour tout n € Nsg, il existe z, € W(R)
tel que a = (mz/¢@ " (me))xn. Modulo p, cela donne ag = (¢ —1)/(p () — 1) Tp,.
Ainsi, € — 1 divise ag dans R (cela se vérifie en regardant les relevements multiplicatifs
dans ﬁ, en faisant tendre m vers l'infini : pour tout m € N, la suite (:E;m))ner
converge pour la topologie p-adique). O

LEMME 6.2.16. — Siz € AY,, est tel que 0(0™(x)) = 0 pour tout n € N, alors on a
ze IMWAY, et o(x) €AY

cris cris*

Démonstration. — D’apres la proposition 6.2.14, on a une écriture (non unique)

x = Z o t™ avec z,, € W(R).
m=0
Ona p™(z) =300 @™ (z,)p"" 1™}, Comme 6(t1™}) est nul pour tout m € N, on a
0(e™(z)) = 0(¢™(x0)) pour tout n € N. D’apres le lemme 6.2.15, il existe yo € W(R)
tel que wg = meyp. Comme 7. = exp(t) — 1= %t{m}, on a

m=1
o~ (c(m)
- {m}
fo(m! yo—i—xm)t .
m=1
On peut donc supposer zg = 0, i.e. x € IV Acvris. On a alors
> > c(m—1)

= my{m} _ m A0 ) {m—1})
o) = 3 elrnp (3 et = )

Comme on a ¢(m) = ¢(m —1) ou ¢(m) = pg(m)c(m — 1) suivant que ¢(m) = g(m —1)
oug(m)=¢q(m—1)+1,0na

v(pmw> Zm—v(q(m)) — 0

c(m) m—00
et donc ¢(x) appartient & tAY. . O
PROPOSITION 6.2.17. — Pour tout r > 1, on a I AY, =TI AY,.
Démonstration. — L’inclusion est évidente. On procede par récurrence sur l’entier r,

le cas r = 1 n’étant autre que le lemme 6.2.16. Supposons donc le cas r — 1 connu.
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Soit z € I AY. .. Comme Fil" AY,  C Fil" ' AY, onadéaz e I""DAY. :on peut
donc écrire z = x,_1 171} + Z xmt{m} Sin € N, on a alors

@ (x) = " (wp_g)p" T 4 Z " (2 )p"

m=r

on a " (x,_1)p" =Dt} ¢ Fil" AY,

Cris

Comme Y02 ™ (z,, )p"™tim} € Fil" AY,

Ccris’

pour tout n € N. Comme p™("~Dt{r=1} appartient & Fil"~ -1 AY. \Fil" AY
" (xr—1) € Fil' AY. . pour tout n € N, et z,_1 € IV ACv d’apres le lemme 6.2.16.

Cris r1s

Le résultat découle alors de ¢["—1 71 Av CImMAY. O

Cris*

criss 011 @ donc

PROPOSITION 6.2.18. — Soit
By, = {z € By, YneN, ¢"(z) e B} }.

Alors on a
\% V+ gV’
(BCI‘IS) C BCI‘IS —_ BCrlS
Démonstration. — Si x € By, on a x = p Ay avecy € AV, et r,s € N. Si ()

appartient a BdR pour tout entier n, alors ¢™(y) appartient & Fil" BVJr
ie. y € IV ACrls et d’aprés la proposition 6.2.17, y € I AY,

y= Em:r ymt{ } c’est-a-dire
_ Ym {m} ro__ Ym+r C( ) {m}
x —_—
mzr r mzo )

On a alors o(x) = > °_ o @Ymtr)p™ ™ S(C(—m)t{m} Pour voir que ¢(z) € BY.E, il

cris’?

pour tout n,

oris © on peut écrire

suffit donc de voir que la suite (pm%)meN est bornée pour la topologie p-adique.
On a
pm C(m) _ pm+q(m)—q(m+7") q(m)' .
c(m+r) g(m +r)!
Comme
a(m+r)!t (q(m +7) — q(m))l(q(m * T))
q(m)! q(m)
et n
m+r m r
< - = — < 1
0= q(m+r)—q(m) {p—lJ {p—lJ*{p—lJ—’— ’
on a q(qT;Lr;)! < (LpilJ +1)12907+7) et done
m c(m) ) < B _ log(([ ;5] + 1Y) _ log(2)
v<p am+r) =T alm) —glm +) log(p) dm =+ ) log(p)’
de sorte que v(p™ C((‘;gi)r)) >m(l— #ﬁ;(m) +0(1), ce qui permet de conclure. [

L’inclusion Z, C W C R donne lieu & une inclusion F,, C R/pR.

LEMME 6.2.19. — On a (R/pR)¥=' = F,, et donc R¥=' = F,,.
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Démonstration. — Soit = € (R/pR)#=". 1l existe une sous-R-algebre finie normale S
de R telle que z € S/pS C R/pR. Comme S est fini sur R qui est complet pour la
topologie p-adique, S est complet pour la topologie p-adique : le couple (S,pS) est
donc hensélien. L’élément z est racine du polynéme X? — X, dont la dérivée en x est
1€ .5/pS : il se releve de fagon unique en Z € S tel que 77 = Z. Mais S étant integre,
le polynéme X? — X a au plus p racines dans S, qui sont précisément 0 et les racines
(p — 1)-iemes de I'unité de Z, CW :onaz € Z, i.e. x € F, C S/pS.

Si z = (zg,21,...) € R¥7L, on a 22 = x,, dans R/pR, c’est-a-dire x, € F,, pour
tout n € N. Comme x,41 = 25| = x, pour tout n € N, il existe donc o € F), tel
que z = (o, r,...) € F, CR. O

COROLLAIRE 6.2.20. — On a {z € By, p(z) =z et x € BYy } = Q,.

Démonstration. — L’inclusion Q, C {z € BYi, ¢(z) =z et x € BYy } est évidente.
Réciproquement, si x € BCVris est tel que p(z) = z et x € B(YPJ{, alors x € BZ{S et
donc x = p(z) € Bcvri‘g d’apres la proposition 6.2.18. Quitte a multiplier x par une
puissance de p convenable, on peut supposer que x € AY.. s’écrit x = Eizo AL

avec Z,, € W(R). On a
z =" (@) = ¢"(w0) + Y @ (wm)p" "™
m=1

et donc = appartient a (1), cn(W(R) + p" AY.) = W(R). On peut donc écrire =

(ap,a1,...) € W(R). Comme ¢(z) = (af,dl,...), on a a?, = a,, dans R i.e. a, € F)
pour tout n € N (c¢f. lemme 6.2.19). On a bien © € Z,. O

On pose
UR) ={zeR, 2V € 1+ 2pR}.

C’est un sous-groupe du groupe des éléments inversibles de R. Il est séparé et complet
pour la topologie p-adique, ce qui permet de le considérer comme un Z,-module.

Comme (2*)(® = (2(®) pour A\ € Z, et x € U;*(R), ce module est sans torsion.
On pose alors

UX(JQ%) ={zeR, IreN, (2O e 1+ 2pﬁ} ={zeR, IreN, P e UX (ﬁ)}

C’est un sous-groupe de R*. C’est aussi un Q,-espace vectoriel et on a

Q, ®z,U" (R) = U*(R).
Pour le voir, il suffit de vérifier qu’il est uniquement p-divisible, c’est-a-dire que pour
x € UX(R) et tout n € N, il existe un unique y € U*(R) tel que y?" = z. Mais
égalité y?" = z équivaut & y(™ = z("+™) pour tout m € N, ce qui donne I’existence

et l'unicité de y dans R. L’élément y ainsi défini appartient en fait & U*(R) parce
que si r € N est tel que 27" € U(R), on a e U (R).
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Rappelons qu’on a choisi p = (p(”))neN une suite cohérente de racines p™-iemes de
p (i.e. p = pet (p**tH)P = p(™ pour tout n € N).
SiaeR, reNetxz=1+ptYa, ona

2P = (14 prta)p =14 pMa? + Z ( ) (pYa) €1 +p(")§.
Jj=1

L’application
fr:1 +p(r+1)§ —s1 —I—p(r)ﬁ, T — 2P
est donc bien définie.

LEMME 6.2.21. — Pour tout v € N, Uapplication f, est surjective.

Démonstration. — Soit y =1+ pa € 1 + p(") R. Posons

Pul(X) = =5 (14 97 DX) = (14 570) € Blp X
On a
1 r D r+1 T
PoX) = o5 (149X +]Zl(])p<+>x> - (1+p"a))
P « r prfll p r J
- X +j§::1(p( ) E(j)(p( +D x )

Le polynéme P, est donc unitaire & coefficients dans R. Soit S une R-algebre finie
normale contenant « telle que S[p~!] est étale sur R[p~']. Si A est une racine de P,
dans une cloture algébrique de Frac(R), on a

P,(\) = sz ") p”li
7j=1

(r+1) p—l ;
pp r — — r r_1J] (P r j— | —
_ <1+(p( L) P i T 11_)<j)(p( F1))i-1 g 1)
=2

(J ) (p(r+1)ini—1

p(r)
donc PL(X) € pp((t )(1 +pr DS C (S[A, p~'])*. On a donc A € R[p~!]. Comme
\ est entier sur S, on a en fait A\ € R. Par ailleurs, on a f.(1 4+ p+tI)) = 1+ p(Ma
vu que P,(A\) =0.
En particulier, 'application f, est surjective modulo p® (remarque : la surjectivité
modulo p est une conséquence immédiate de la proposition 2.0.1).

Fixons maintenant y € 1+ p("R. D’apres ce qui précede, il existe z3 € 14+ ptUR
et 23 € R tels que f.(x3) = y+p>z3. Soit n > 3. Supposons construits 3, . .., z, dans
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1+ p" VR et 23,...,2, dans R tels que f.(z;) = y + p’z; pour tout j € {3,...,n}
et xj11 —xj €p7}_%p0urt0utjE{S,...,n—l}. Sineﬁ, on a

p
n _ n,\D _ n, p—1 p) m(n—1), m, p—m
fr(zn +p"n) = (zn +p"n) fr(zn) +p"nay”" + Z (m p nm Ty

m=2

P

— y+ (2 + 12?1 + (p) m(n=1)pmgp—m.
y+p"(zn +n770) mz:; . U]
Commem > 3,onap(n—1) > 2(n—1) > n+1let I+m(n—1) > 14+2(n—1) > n+1 pour
m € {2,...,p—1}. On adonc f,(z,+p"n) = y+p™" (2, +n2E~!) mod p”‘“ﬁ Comme
Ty appartlent al+prtHUR, lelement x, est inversible dans R : choisissons 7,, € R
congru a —Inp o )zn modulo pR et posons x,+1 = T, + p"Np. On a bien z,41 €
1+ pU*tYR et 2,41 — 2, € p"R. Par ailleurs, on a f.(2,41) = y + p" (20 + np2? 1)
mod p"“ﬁ i.e. fr(Tny1) =y mod p"“ﬁ.

On construit ainsi des suites (z,,)n>3 €t (25 )n>3 d’éléments de 1 +ptDR et de R
respectivement. La suite (2, ),>3 est de Cauchy pour la topologie p-adique ; notons z
sa limite dans 1 +p(r+1)§. En passant a la limite dans I'égalité f,.(z,) = y + p"zn,
on a f.(x) =y, d’ou la surjectivité. O

On a un logarithme
(oo}
log: U (R) — AV, @ — logla] = > (=1)" (0 — 1)!(jz] - 1)".
n=1
Ve carsi x® €14 2p§, ona [z] —1€ 2pW(R) et donc
pour n € Nsg. On prolonge I'application ainsi construite en

La série converge dans Ay,
([e] = DM e A% 1
log: UX(R) — BY en posant log[z] = p~"log [¢P"] pour @ € UX(R), avec r € N
assez grand.

LEMME 6.2.22. — L’mage de Uapplication composée

Uy (R) — AY, Lﬁ, x — log|x]

Cris
contient 2pR.

Démonstration. — Le diagramme suivant est commutatif car 6([z]) = z(¥) siz € R :

~

UX(R)— 1+ 2pR

logl llog

A, — p

Cris

La fleche U{* (ﬁ) — 1+ 2pR étant surjective d’apres le lemme 6.2.21, il suffit de voir
que 'image de 1’apphcat10n log: 1+ 2pR — R contient 2pR ce qu1 résulte de ce que,
pour tout a € R, la série > o (2pa)™/n! converge dans 1 + 2pR. O
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On en déduit que I'application composée U*(R) — BY 2. O est surjective.

cris
Pour n € N+, posons
U, = {x e BY ﬂng, olx) = p"a:} C B(Yg

cris

On a des applications g, : U, — ng /Fil”(B(YPT). Si xz € Uy, on écrit x = yt" avec
y € BY,, et alors p(y) = y. On a les équivalence

z € Ker(g,) <= z € FiI"BYy <= yeBYy.
D’apres le corollaire 6.2.20, on a donc Ker(g,) = Q,,t" = Q,(n) d’ott une suite exacte

0—Q,(n) — U, 2= BY /Fil"BYy .

LEMME 6.2.23. — Sin > 1, la suite 0 — Q,(n) — Uy I BYR /Fil"BYy — 0 est
exacte.
Démonstration. — D’apres ce qui précede, il s’agit de voir la surjectivité de g,.
> Casn =1: Soit U = {log[a], a € UX(JQ%)} cBY .
Comme ¢([a]) = [a]’, on a ¢(log[a]) = pla] et donc U C U;. D’apres le
lemme 6.2.22, on a
0— Qp(l) [j; 4 C—-0
0— Q,(1) U, ——C

et donc U =U; et Uy — BCYPT / Fil BCYPT = (' est surjective.
> Cas général : on a le diagramme a lignes exactes

-t

0—U,_1 U, U,/tUy,—1 — 0

I b &

0 — BY{ /Fil" ' By —— BY /Fil"BYf —— Gi°BY{ =C —0

Comme U % C est surjective, choisissons v € U tel que §(v) = 1. La fleche composée

U—U, — U,/tU, 1 — C, x+—av"!

n’est autre que l'application 6. Sa surjectivité prouve celle de (*) (qui est en fait une
bijection). On en déduit que si g,—1 est surjective, alors g,, aussi. O

PROPOSITION 6.2.24. — On a une a suite exacte

0—Q, — (BL)*™ — Bix /Bi — 0.
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Démonstration. — En tordant la suite exacte du lemme 6.2.23 (—n) fois & la Tate,
on a la suite exacte

0-Q, — Uyt " — t "B} /BYf —0.

Comme (B(:Vris)‘f°*1 = h_r)nn Unt™", le passage a la limite inductive donne le résultat

recherché. O
La suite exacte précédente s’écrit aussi

0—Q, — BYLWV — BY /(Fil” Bar) V=" — 0.

cris

6.3. Platitude

On reprend ici les notations de la section 3.2 et le langage de la section 9.2. On
note 7 l'idéal de Acris engendré par (o~ "([e] — 1))nens, et {[z], z € R, z(V) € mﬁ}.

LEMME 6.3.1. — Pour tout n € Nsq, on a T C I? + p™ Acis.

Démonstration. — Comme m}% =mz, on a [z] € Z? pour z € R tel que (9 € ms.
Soit m € Nsg. On a
p7L_1 p'IL_l
[E]p—m_ 1 = ([g]p*(m#»n)_ 1) Z [E]jp7(7'L+7L) _ ([g]p*(m#»n)_ 1) (pn + Z [E]jpf("ﬁ")_ 1)
j=0 j=1
o 11
—(m+n) —(m+n) 2 —(m4n)
=" (&P ) (T )T Y Y
§=0 k=0
donc [E]Ifm— 1e ([E]pi(’m#’t) - 1)2 Acris +pn Acris g IQ + pn Acris- O

LEMME 6.3.2. — Pour tout M € Mod(Ry/pRo), le R-module
Tor?o/pRo(E/pR, M)
est tué par mg.

Démonstration. — Si 0 — M' — M — M"” — 0 est une suite exacte dans
Mod(Ry/pRo), on a la suite exacte

Torf®(R,M") — R ®p, M' — R ®@p, M.
D’apres la proposition 3.2.1, le R-module Torf‘o(ﬁ, M") est tué par my. Comme
R ®gr, M' = (R/pR) @R, /pry M' €t R @pr, M = (R/pR) ®py/pr, M,
le noyau de (R/pR) ®r,/pry M' — (R/pR) @ gy /pr, M est donc tué par my. O
LEMME 6.3.3. — Pour tout M € Mod(Ry/pRyp), le Acris-module
Tori20 /PRo (Acris /P Acris, M)

est tué€ par 7.
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Démonstration. — Rappelons (corollaire 6.1.6), que Acyis /p Acris €st isomorphe a

(R/i?pR)[’U,l, <oy Ud,y 50; 517 cee 7X’L',Oa Xi,17 .. ]/(Tlp - j:’lp7 5fna Xf?m)lfzﬁd
meN

La structure de Ro-module se factorise par A = (R/PPR)[ua, ..., uq]/ (T} — fip)lgigd
et Acpis /p Acris est libre sur A : il s’agit de montrer que Tori%/pR0 (A, M) est tué
par {gp‘”(e) — 1}n€N>o et {m eR, 20 ¢ mﬁ}. Pour n € N, notons Fil" A I’idéal
de A engendré par p"ouy" - --uy? pour n = (ng,...,nq) € N tel que |n| = n. On
obtient ainsi une filtration décroissante sur A. On a Fil" A = 0 pour n > (d + 1)p,
et Gr" A =P, |, (R/PR)P"ui" - - ug? pour n < (d+ 1)p. D’apres la preuve de la
proposition 5.1.2; ’homomorphisme R/pR — R/pR; x +— xo est un isomorphisme.
Par ailleurs, sur Gr™ A, la multiplication par T; est la multiplication par ﬁ +u; = ﬁ
modulo Fil"™* A, ¢’est-a-dire par T} lorsqu’on identifie R/PR & R/pR : le Ry-module
Gr™ A est donc un produit fini de R/pR. Pour n € Ny, I'image de ¢ "(c) — 1
dans Gr™ A est celle de 7, € mj et pour z € R tel que 0 ¢ ms, limage de [z] dans
Gr" Aest g € mzR/pR. D’apreés le lemme 6.3.2, les R-modules Tori%/pRO (Gr™ A, M)
sont tués par mpg, i.e. par Z comme Acjs-modules. Comme 7?2 = T mod pAais
(lemme 6.3.1), une récurrence finie montre que le module Tori%/ PRo( A/ Fil™ A, M)
est tué par Z pour tout n € N. Comme Fil" A = 0 pour n > (d+ 1)p, le Acis-module
Tori%o/pR0 (A, M) est tué par T. O

LEMME 6.3.4. — Sin € Nsg et M € Mod(Ry), le A.is-module
Tor?o/p" Ho (Acris /Pn Acris; M/pnM)
est tué€ par L.

Démonstration. — Le cas n = 1 n’est autre que le lemme 6.3.3. Supposons n > 1.
On a la suite exacte 0 — pRy/p" Ry — Ro/p" Ry — Ro/pRo — 0 d’olt la suite exacte

0— TOI'?O/p fto (Acris /pn ACI’iS7 RO/pRO) —p Acris /pn Acris — Aais /pn Acris .

On en déduit que TOI?O/IJWR0 (Acris /D™ Acris, Ro/pRo) = 0, car Aqis n'a pas de p-
torsion (proposition 6.1.7).

Soit 0 — Ny — L1 — M/pM — 0 une suite exacte de Ry/pRo-modules, avec L,
libre. On a la suite exacte

0— TOI'?O/;D Ho (Acris /pn Acris; M/pM) - (ACFiS /pn ACYiS) ®R0/p"R0 N
— (Acris /Pn Acris) ®Ro/p"Ro Ll

(On a TOI‘?O /p" Ro (Acris /Pn Acris; Ll) =0 parce que TOI‘?O /P" o (Acris /Pn Acrisv RO/PRO)
est nul et Ly est libre sur Ry/pRy). L’application

(Acris /Pn Acris) ®Ro/p" Ro Nl — (Acris /pn Acris) ®R0/p"RO Ll
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s'identifie & (Acris /P Acris) @Ry /pRo N1 — (Acris /P Acris) @Ry /pr, L1, dont le noyau
est Tori%o/pR0 (Acris /D Acriss M/pM) (car Ly est libre sur Ry/pRy). Ce noyau est donc
tué par Z d’apres le lemme 6.3.3 : le A is-module Tori%/pnRO (Acris /D™ Acris, M /pM)
est donc tué par 7.

Soit j € {2,...,n} tel que pour tout Ro-module N, le As-module

Re /0" R . .
TOI‘l o/p" Ro (Acris /P Acris; N/p] IN)
est tué par Z. On a la suite exacte 0 — pM/p’M — M/p’M — M/pM — 0 d’ott la
suite exacte
TOI‘llL-iO /p" Ro (Acris /Pn Acrisv pM/ij) I Torﬁo/p” Ro (Acris /p” Acris; M/p]M)
— TOI'?O /p" Ro (Acris /pn AcriS7 M/pM)

D’aprés ce qui précede, le A is-module Torf“)/ P Ro (Acris /D" Acris, M/pM) est tué
par Z, et le A s-module Tor?‘)/anO (Acris /D™ Acris, PM /p? M) est tué par Z par hy-
pothese. Le A js-module Tori%/anO (Acris /D" Acris, M/p? M) est donc tué par I? = 7
mod p"™ Acyis (lemme 6.3.1).

Ro/p™ Ro

Une récurrence finie montre donc que Tor (Acris /D" Acris, M/p" M) est tué
par Z. O

LEMME 6.3.5. — Si M est un Rg-module de type fini, ’application naturelle
Acris ®R0M — @(Acris /pn Acris) ®R0 M

n

est surjective.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le corollaire 9.2.4 avec A = Ry, Iy = pRy et
B =B =Agis. O

LEMME 6.3.6. — Si M est un Rg-module de type fini sans p-torsion, le noyau de
Uapplication naturelle

Acris ®R0M — liLn(Acris /pn Ac1ris) ®R, M

n

est tué par L.

Démonstration. — On reprend la preuve de la proposition 9.2.5 avec A = Ry, B =
B= Acis et I = 7. Comme M est de type fini et Ry est noethérien, il existe une suite
exacte 0 — K % L % M — 0 avec L libre de type fini et K de type fini. Comme M
est sans p torsion, cette suite induit, pour tout n € N+, la suite exacte

0— K/an — L/an — M/p”M — 0.
On a donc une suite exacte

0— Xn i (Acris /Pn Acris)®R0K g (Acris /Pn Acris)®R0L i (Acris /Pn Acris)®R0M —0
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dans laquelle, comme Ays /p™ Acris est Z-plat sur Ry/p"Ro (lemme 6.3.4), X,, =

Tori%/ P Ro (Acris /D™ Acris, M/p"™ M) est tué par Z. On en déduit le diagramme com-
mutatif, dont la premieére ligne est exacte

1Qu 1®v
Acris Qg K ———————% Acis ®pg L —————— Acris ®gg M ——— 0

T

1im X, G lim(Acris /™ Acris) ®ry K — im(Acris /P™ Acris) @Ry L — lim(Acris /p™ Acris) ®ry M — 0

n n

et ou ¢g est un isomorphisme. Par ailleurs, les homomorphismes ¢; et g3 sont sur-
jectifs en vertu du lemme 6.3.5. Un raisonement identique a celui de la preuve de la
proposition 9.2.5 montre alors que les éléments de € Ker(gz) sont tués par Z. O

PROPOSITION 6.3.7. — Le Ry-module Aeis est Z2-plat.

Démonstration. — Soit a un idéal de Ry et j: a ®pr, Acris — Acris 'application natu-
relle. Soit n € N5, montrons que Z Ker(j) C p"(a @R, Acris)-

D’apres le lemme d’Artin-Rees, il existe un entier m tel que p™ RyNa C p™a. Soient
f: a®R, Acris — (a/(meO N Cl)) QR Acrisa
g: (a/(meO N Cl)) R, Acris — (a/pna) @R Acris
- (Cl ®R0 Acris)/pn(a ®R0 Acris)~

D’apres le lemme 6.3.4, Acyis /p™ Acris est Z-plat sur Ro/p™Ry. Le noyau de ’homo-
morphisme

h: (a/(meO N Cl)) R, Acris = (a/(meO N Cl)) ®R0/meo (Acris /pm Acris)
— Acis /pm A

est donc tué par Z. Par ailleurs, on a le diagramme commutatif

f
a @Ry Acris — (a/(p™Ro N a)) @R, Acris

Ji In

Acris ————— Acris /pm Acris -
Si x € Ker(j), alors h(f(x)) =0 d’ott Zf(x) = 0. On a donc les inclusions
Tz C Ker(f) C Ker(go f) = p"(a ®pr, Acis)-

Comme c’est vrai pour tout n € Nsg, on a TKer(j) C [),502" (@ @R, Acris)-
D’apres le lemme 6.3.6, le noyau de ’homomorphisme naturel a® g, Acris — linn (a®r,
(Acris /D" Acris)) est tué par Z (comme Ry est noethérien sans p-torsion, a est de type
fini sans p-torsion). On a donc Z2? Ker(j) = 0, ce qu’on voulait. O

THEOREME 6.3.8. — La Ro[p~!]-algébre Beys est fidélement plate.

MEMOIRES DE LA SMF 112



6.3. PLATITUDE 89

Démonstration. — On a

[5]p2—1:ex(2t)—1: Qti(ﬁiz 2t<1—|— ip :
p{p p O(n+1)! p p ‘

S
n+1 t )
On a p*~!/(n+1) € Z, pour tout n € N~ car si n = pm — 1 avec m € N, on a
on—1
U( n+1
La valuation p-adique de p?>*~!/(n + 1) tend donc vers 0. La série

o0
A= 3
n=1
X

converge dans A,is et on a [5]”2 —1 = p*(1+p)), i.e. [5]”2 —1 appartient a pt A,
Ais est complet pour la topologie p-adique). Comme p et ¢ sont inversibles dans Be,is
et [€]p2 — 1 appartient & Z, on a Z B¢is = Beris. Comme Acis est Z-plat sur Ry,
I'anneau Beis = Acis[p™!,t71] est plat sur Rg[p~!]. Par ailleurs, Beys est une sous-
Ro[p~1]-algebre de Bqr. Comme Bggr est un Rg[p~!]-module fidele (théoréme 5.4.1),
il en est de méme de B yis. O

) = 2(pm —2) = v(m) = 4(m — 1) = v(m) 2 0.

(car
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CHAPITRE 7

(¢, V)-MODULES FILTRES

Dans ce chapitre, on définit et on donne quelques propriétés de la catégorie des
(¢, V)-modules filtrés. On construit des fonctions sur cette-ci, qui permettent de défi-
nir la sous-catégorie des (¢, V)-modules filtrés ponctuellement faiblement admissibles
(définition 7.1.11). C’est dans cette derniére que le foncteur Deyis (que 1'on construit
dans la section 8.2) prend ses valeurs (cf. proposition 8.5.2). Enfin, on décrit (avec des
formules explicites) ce qui se passe lorsque 'on change de Frobenius o (section 7.2).

7.1. La catégorie des (p, V)-modules filtrés
7.1.1. (¢, V)-modules

Rappelons (proposition 2.0.2) qu’on a un isomorphisme
d

Qklp™'] ~ €D Rlp~"]d log(T).
i=1

Soit D un R[p~!]-module. La donnée d'une connexion
V:D—D ®R[p*1] ﬁR[p_l]

est équivalente & la donnée de d dérivations N;: D — D (correspondant a la projection
QLlp~1 — R[p~'dlog(T;)). Rappelons que dire que « la connexion est intégrable »
revient a dire que les « dérivations N; commutent deux a deux » (cf. [43, 1.0]).

LEMME 7.1.1. — Les anneauz Ry et R[p~!] sont réguliers.

Démonstration. — Rappelons que si A est un anneau régulier, il en est de méme
de A[X1,...,X,] (cf [36, prop.17.3.7]), de tout localisé de A, de toute A-algebre
étale (cf.[39, I, cor.9.2]) et de tout complété (cf.[36, lemme 17.3.8.1]). Comme W
est régulier, il en est donc de méme de W[Tlﬂ, e ,Tfl] et de son complété p-adique
W{Tlﬂ, .. .,Tfl}. Comme 'anneau Ry est obtenu a partir de W{Tlil, e ,Téﬂ} en
itérant les opérations (ét), (loc) et (comp) dont chacune préserve la régularité d’apres
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ce qui précede, on en déduit la régularité de Ry. Enfin R[p~!] est étale sur Ry[p~!]
qui est régulier d’apres ce qu’on vient de voir : il est donc régulier. O

PROPOSITION 7.1.2. — Soit D un R[p~']-module muni d’une connexion intégrable
V:D — D ®gpp-1) Qplp~"]. Si D est de type fini, alors il est projectif.

Démonstration. — L’anneau R[p~!] est noethérien régulier (lemme 7.1.1) et contient
le corps W[p~!]. Si p € Spec(R[p~']), Panneau local (R[p~']), est donc noethérien
régulier, et son corps résiduel x(p) est une extension séparable de W[p~1]. D’apres
[46, lemma 1, p. 216], 'anneau (R[p~!]), est donc p(R[p~!])p-lisse (formellement lisse)
sur Wp~!], et son complété est isomorphe & une x(p)-algebre de séries formelles
s(O)[[X1, . - Xl

Mais d’apres [43, prop. 8.8], si S est un schéma lisse sur un corps « de caractéristi-
que 0, tout faisceau de modules cohérent sur S muni d’une x-connexion intégrable est
localement libre. La démonstration, qui repose sur la proposition 8.9 de loc. cit., ne
nécessite que le fait que les complétés (’35,5 des anneaux locaux en les points fermés
de S sont formellement lisses sur leur corps résiduel. La conclusion de [43, prop. 8.8]
est donc valable pour S = Spec(R[p~!]). On en déduit que tout R[p~!]-module de
type fini & W[p~!]-connexion intégrable est localement libre i.e. projectif. O

Il en résulte que la catégorie des R[p~!]-modules de type fini munis d’une connexion
intégrable est abélienne.

DEFINITION 7.1.2. — Un V-module D sur R[p~!] est la donnée d’un R[p~!]-module
de type fini D, muni d'une connexion intégrable V: D — D ®pgp,-1) Qp[p~']. Un
morphisme de V-modules f: D — D’ est un homomorphisme de R[p~!]-modules qui

commute aux connexions. On obtient ainsi une catégorie abélienne W[p~!]-linéaire,
notée Mg (V).

D’apreés la proposition 7.1.2, le R[p~!]-module sous-jacent & un V-module sur R
est projectif. On peut donc parler de son rang (car Spec(R[p~!]) est connexe vu
que R[p~] est integre).

PROPOSITION 7.1.3. — Soit D un Ro[p~!]-module projectif de type fini, muni d’un
opérateur de Frobenius w: D — D qui est semi-linéaire par rapport au Frobenius
sur Ro[p~!]. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’homomorphisme Ro[p~!]-linéaire @: 0*D — D déduit de ¢ est un isomor-
phisme (ot 0*D = Ry ®g, D).
(ii) @(D) engendre le Ro[p~1]-module D.

Démonstration. — En prenant la puissance extérieure maximale et en localisant, on
se ramene au cas d’un module libre de rang 1 pour lequel c¢’est évident. O
REMARQUE 7.1.4. — Dans ces conditions, I'application ¢ est injective, mais en géné-

ral, I'injectivité de ¢ n’implique pas celle de @.
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DEFINITION 7.1.3. — Soit D un V-module sur Ry[p~!]. La connexion V est dite
quasi-nilpotente s’il existe un sous-Rp-module D de D qui est de type fini, séparé
et complet pour la topologie p-adique, stable par V (c’est-a-dire tel que V(D) C
D® Roﬁ}%o) tel que D = D[p~'], et que la connexion induite par réduction modulo p est
nilpotente (cette derniére condition revient & demander qu’il existe des entiers e; tels
que Hle NP¢ envoie D dans pD (ot les N; (pour i € {1,...,d}) sont les dérivations
associées a V).

DEFINITION 7.1.4. — Un (¢, V)-module sur Ro[p~!] est un V-module D sur Ro[p~!]
tel que la connexion soit quasi-nilpotente, qui est muni d’un opérateur de Frobenius
¢: D — D semi-linéaire par rapport au Frobenius sur Ry[p~!] tel que ’homomor-
phisme Ro[p~!]-linéaire $: 0*D — D déduit de ¢ est un isomorphisme (d’apres la
proposition 7.1.3, cela revient & demander que Ry[p~ !¢ (D) = D) et tel que ¢V = V.
Un morphisme de (@, V)-modules f: (D1,91,V1) — (D2, p2, V2) est la donnée d’'un
morphisme f entre les V-modules sur Ry[p~!] sous-jacents tel que f o o1 = a0 f.
On obtient ainsi une catégorie W[p~1]-linéaire, notée Mg, (, V).

LEMME 7.1.5. — Soit A un anneau noethérien, séparé et complet pour la topologie
p-adique, sans p-torsion et tel que A/pA est régulier. Soit 0: A — A un relévement
du Frobenius. Alors o: A — A est plat.

Démonstration. — Comme A est complet pour la topologie p-adique, pA est contenu
dans rad(A); d’apres le critere local de platidude (voir [46, th.22.3]), il suffit de
vérifier que o: A/pA — A/pA est plat et que Tor‘l4 (A/pA, A;) =0 (ot A, désigne A
vu comme A-module via o).

Soit B = A/pA; c’est un anneau noethérien régulier de caractéristique p. Montrons
que o: B — B (lélévation a la puissance p) est plat. Quitte & localiser (cf.[46,
th. 7.1]), on peut supposer B local. Quitte & compléter B (cf. [46, th. 22.4 (ii)]), on
peut supposer B complet. Mais B étant local régulier complet et équicaractéristique,
on a B~ k(B)[[X1,...,X,]] ot k(B) est le corps résiduel de B. La platitude résulte
alors de ce que 0: B — B est libre, de base {8X}" - X"} e 0<iy.....in <p> OU B est
une base de k(B), vu comme x(B)-espace vectoriel via o.

Comme A est sans p-torsion, on a la suite exacte 0 — A 5 A — A/pA — 0, et donc
la suite exacte 0 — Tory'(A/pA, Ay) — Ay & A,, dott Tori' (A/pA, A,) = 0. O

LEMME 7.1.6. — L’anneau Ry/pRy est régulier.

Démonstration. — L’anneau Ry /pRy ~ ]?2/ @R s'obtient & partir de I'anneau régulier
R°/wR® ~ k [Tlil, e ,Tfl} en itérant un nombre fini de fois les opérations suivantes :
(ét) extension étale, (loc) localisation et (comp) complétion par rapport & un idéal.
Mais chacune de celles-ci préserve la régularité (cf. [39, I, prop. 9.1] et [13, §3, n°2,
cor. 3]). O

LEMME 7.1.7. — L’homomorphisme o: Ry — Rg est plat.
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Démonstration. — 1l suffit d’appliquer le lemme 7.1.5 & A = Ry, qui est séparé et
complet pour la topologie p-adique, sans p-torsion par hypothese, avec Ry/pRy est
régulier d’apres le lemme 7.1.6. O

REMARQUE 7.1.8. — Supposons remplies les hypothéses du lemme 7.1.5. Soit M un
A-module de type fini sans p-torsion, muni d’un opérateur o-linéaire p: M — M
étale, i.e. dont le linéarisé p: M, — M est un isomorphisme. Alors M est projectif
sur A.

En effet, ’anneau A est noethérien et M de type fini, il est de présentation finie : il
suffit donc de vérifier que M est plat sur A (voir [46, th. 7.12]). Comme précédemment,
on a pA C rad(4). Le A-module M étant de type fini, le critére local de platidude
(voir [46, th. 22.3]) implique qu’il suffit de vérifier que M/pM est un A/pA-module
plat et que Tor{'(A/pA, M) = 0.

Posons B = A/pA et N = M/pM. L’anneau B est noethérien régulier de caracté-
ristique p et IV est muni d’un opérateur o-linéaire étale p: N — N. Montrons que N
est plat sur B. Comme précédement, quitte a localiser et & compléter (cf. [46, th. 7.1
& 22.4 (ii)]), on peut supposer B local complet donc B ~ k(B)[[X1,. .., X,]].

Si K est une extension de x(B), on a un isomorphisme

(K ®x(8) B)o Ok @5 B (K @xz) N) — K @, (p) (Bo @5 N)

donné par (a ® a) ® (8 ® b) — ac(B) ® (a ® b) et dont l'inverse est donné par
a®(a®b)— (a®a)®(1®Db). On a alors un isomorphisme

(K ®x(B) B)o @K@, B (K xp) N) — K ®4B) (B; @5 N)
L&E) K Qk(B) N.

Par descente fidelement plate et quitte a remplacer B par K ®.p) B et N par
K ®,,p) N avec K parfait, on peut supposer que K = x(B) est parfait.

On applique de nouveau le critere local de platitude, avec cette fois 'idéal maximal
m = (Xy,...,X4) de B. D’apres [46, th. 22.3], il suffit de voir que pour tout n € N,
I’homomorphisme surjectif

Tn - (mn/mn—i-l) ®r No — m”N/m”“N

est bijectif (ot Ng = N/mN). Il suffit pour cela de montrer que pour tout n € N,
on a dimg(m™/m" 1) dimg (Nog) = dimg(m”N/m"T1N). Montrons qu’en fait pour
tout n € N, on a (B/m"B),r @k Ng ~ N/m"™N pour r > 0 (cela implique bien le
résultat, car K étant parfait, on a o(K) = K).

Si 7 € Nsg, on dispose de I'isomorphisme " : B,r @3 N = N. Ce dernier induit
un isomorphisme By @ g mN —— ¢"(m)N, d’olt un isomorphisme

(B/o" (m)B)yr ® No =~ Byr @5 (N/mN) > N/o"(m)N.
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Or on a o(m) C mP et donc o"(m) C m? :sin < p’, on a ¢"(m) C m”. En
tensorisant le dernier isomorphisme par B/m” B au-dessus de B/o"(m)B, on obtient
I'isomorphisme (B/m"B),» @k Ng ~ N/m"™N recherché.

Enfin, anneau A étant sans p-torsion, on a la suite exacte 0 — Tor’f‘(A/pA7 M) —
M 2 M et donc Torf(A/pA, M) =0 vu que M est sans p-torsion par hypothese.

PROPOSITION 7.1.9. — La catégorie Mg, (p, V) est abélienne.

Démonstration. — Compte tenu du fait que la catégorie Mg, (V) est abélienne, il
s’agit de vérifier que pour un morphisme f de (p, V)-modules sur Ro[p~—?], les Frobe-
nius induits sur Ker(f) et Coker(f) (dans la catégorie Mg, (V)) vérifient les condi-
tions équivalentes de la proposition 7.1.3, et que les connexions induites sur Ker(f)
et Coker(f) sont quasi-nilpotentes.

1l suffit de voir que si (D1, V1), (D2, V2) sont des V-modules sur Ry[p~ '], munis
d’opérateurs 1, o2 o-linéaires, et si (D, ¢, V) est un (p, V)-module sur Ry[p~!] tel
que (D, V) est extension de (Ds, Vg) par (D1, V1), telle que ¢ induit ¢y (resp. ¢2) sur
Dy (resp. D2), alors (D1, @1, V1) et (Da, 2, Va) sont des (¢, V)-modules sur Ro[p~1].

On a le diagramme

0 0*Dq o*D 0*Dy —— 0
l«'ﬁl J«ﬁ l%
0 D1 D Do 0

dont les lignes sont exactes, en vertu de la platitude de o: Ry — Ry (lemme 7.1.7).
Comme ¢ est un isomorphisme, il en est de méme de @ et ps.

Il reste & montrer que les connexions Vi et V5 sont quasi-nilpotentes. Comme la
connexion V est quasi-nilpotente, il existe un sous-Ryp-module D de D qui est de type
fini, séparé et complet pour la topologie p-adique, stable par V, tel que D = D[p~1],
et des entiers e; tels que H?zl NP envoie D dans pD (o les N; sont les dérivations
associées & V). Notons Dy 'image de D dans Ds et Dy = DN Dy. Pour j € {1,2}, le
Ry-module D; est de type fini (R est noethérien) séparé et complet pour la topologie
p-adique, stable par V; par construction. Par ailleurs, on a D; = D;[p~!] et Hle NPe
envoie D; dans pD;. Les connexions V; et Vy sont donc quasi-nilpotentes, ce qu'on
voulait. O

Si Dy et Dy sont deux (¢, V)-modules sur Ro[p~!], on a une structure de (i, V)-
module sur Ro[p~'] sur D1 ® g, [,-1) D2 donnée (avec des notations évidentes) par

o(r1 @ x2) = p1(x1) @ pa(x2) et V(r1 ®@za) =V(z1) @ z2 + 21 ® V(22)

pour z1 € Dy, 9 € Ds. L’homomorphisme ¢ = 1 ® @2 est un isomorphisme. Par
ailleurs, soit Dy (resp. Da) un sous-Rp-module de Dy (resp. D) qui est de type fini, sé-
paré et complet pour la topologie p-adique, tel que D1 = D1 [p~!] (resp. D2 = Da2[p~!])
et el,...,eq des entiers tels que Hle NP¢ envoie Dy (resp. D2) dans pDy (resp. pDs).
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Alors D = Dy ®g, Do vérifie D[p~!] = Dy @ py[p-1] D2 et Hle NP¢ envoie D dans pD.
On note D1 ® Dy le (¢, V)-module sur Ry[p~!] ainsi défini. De méme, si h est un entier
et D un (p, V)-module sur Ro[p~], le Ro[p~!]-module A" D est naturellement muni
d’une structure de (p, V)-module sur Ro[p~].

La catégorie Mg, (¢, V) a un objet unité :
1= (Ro[p~'],0,d) (connexion triviale).
Si D1, Dy sont dans Mg, (g, V), par platitude de o: Ry — Ry (lemme 7.1.7), on a
0" Homp,,-1(D1, D2) ~ Hompg,,-17(0" D1, 0" D3).
On peut donc définir un Frobenius sur le Ro[p~']-module Hom g, ,-17(D1, D2) par

P(f)(x) = g2 (A& f) (2 'x))
pour f € Hompg,,-17(D1,D2) et € D;. L’homomorphisme ¢ ainsi défini est un

isomorphisme. Par ailleurs, on définit une connexion sur Hompg,,-1)(D1, D2) par

V(f)(x) = Vao f(x) — foVi(x)

pour f € HOmRO[p—l](Dl, Dy) et x € Dy. Soit Dy (resp. Dz2) un sous- Ro-module de D
(resp. D2) qui est de type fini, séparé et complet pour la topologie p-adique, tel que
Dy = Di[p~!] (resp. D2 = Da[p~1]) et e, ..., eq des entiers tels que H?zl NP envoie
D, (resp. D3) dans pD; (resp. pDsz). Posons D = Hompg, (D1, D2). Comme Dj est de
type fini sur Ro[p~'], on a D[p~!] = Hompg,,-1)(D1, D2) et Hle NP¢ envoie D dans
pD.

On note Hom(D1, Ds) le (p, V)-module sur Ry[p~!] ainsi défini. C’est un Hom
interne pour la catégorie des (¢, V)-modules sur Ry[p~?].

p1]

Ce qui précede implique que la catégorie M g, (i, V), qui est une catégorie abélienne
Q,-linéaire, est tannakienne (cf. [23]).

Sin € Z, on note 1(n) le (p, V)-module sur Ry[p~!] donné par (Ro[p~!],p "0, d)
(connexion triviale). On a 1(0) = 1. Si D est un (¢, V)-module sur Ro[p~!], on note
D(n) = D ®1(n) (n-iéme twist & la Tate) et DY = Hom(D, 1) (dual de D).

REMARQUE 7.1.10. — Comme Rg/pRy possede une p-base (Ti,...,Ty), la caté-
gorie Mp, (¢, V) s’identifie a la catégorie des F-isocristauz sur Ro/pRo (cf.[10,
prop. 1.3.3]). Si D est un objet de cette derniere, & tout « objet-test » (B, I,7,s) (ou
B est une Z,-algebre séparée et complete pour la topologie p-adique, I un idéal de
B muni de puissances divisées v compatibles avec les puissances divisées canoniques
sur pB et s: Ro/pRo — B/I une structure de Ry/pRp-algebre), on peut associer un
B-module projectif D(p 1 ,s), et une application ¢: D(g 1,y,500) — D(B,1,7,5)-

Dans le cas ot la condition (BR) est remplie, on a Ry/pRo — R/wR, la catégorie
des F-isocristaux sur Ro/pRo et celle des F-isocristaux sur R/wR sont équivalentes,
et on notera cette derniere Mg(p, V).
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DEFINITION 7.1.5. — Soit D un (p, V)-module sur Ry[p~'] de rang h. Si k est un
corps parfait et f: Ryg/pRy — k est un homomorphisme, on dispose de 1’objet-test
(W(k),pW(k),~, f) et donc du W(k)[p~!]-espace vectoriel D := Dw(r),pW(r)v.f)-
Ce dernier est de dimension h et muni d’'un endomorphisme o-linéaire . Si § est un
vecteur non nul du (¢, V)-module A" Dy sur W(k)[p~'], on a A Dy = W(k)[p~t]é.
Il existe A € W(k)[p~!] tel que ¢(8) = Ad. Sa valuation p-adique v(\) est indépendante
du choix de §, et ne dépend que de p = Ker(f) € Spec(Ro/pRyo) : on la note ¢t (D, p).
C’est la pente du Frobenius de /\h D en p.

REMARQUE 7.1.11. — (i) Avec les notations de la définition, si B = {e1,...,ep} est
une base de D¢ et M la matrice dont la j-ieme colonne est formée des composantes de
p(e;) sur B, la matrice M et son déterminant dépendent du choix de la base B (car ¢
est seulement semi-linéaire), mais v(det(M)) n’en dépend pas, et c’est tx (D, p).

(i) Si D est un (¢, V)-module de rang h sur Ro[p~'] et n € Z, on a tx(DV,p) =
—tn(D,p) et tny(D(n),p) =tn(D,p) —nh pour tout p € Spec(Ry/pRo).

(iii) D’apres le théoreme de spécialisation de Grothendieck (cf. [44, th.2.3.1]), la
fonction p — tn (D, p) est croissante par spécialisation.

PROPOSITION 7.1.12. — La fonction ty est additive.

Démonstration. — Soit 0 — D’ — D — D” — 0 une suite exacte dans la catégorie
Mg, (p, V). Notons h, h' et h” les rangs de D, D’ et D" respectivement. On a h =
W4+h"et N"D~ (A" D)o (A" D") et donc ty(D,p) = tn(D',p)+tn(D",p). O

7.1.6. V-modules filtrés

DEFINITION 7.1.7. — Un V-module filtré sur R[p~'] est la donnée d'un V-module
A sur Rp~!] et d'une filtration (Fil" A),cz sur le R[p~!]-module sous-jacent qui
est décroissante, séparée (i.e. Fil" A = {0} pour r > 0), exhaustive (i.e. Fil" A = A
pour 7 < 0), telle que V(Fil" A) C Fil" "' A D R[p-1] ﬁ}% [p~!] (transversalité de Grif-
fith) et telle que le gradué associé Gr* A est projectif sur R[p~']. Un morphisme de
V-modules filtrés f: A — A’ est un morphisme entre les V-modules sous-jacents qui
respecte les filtrations i.e. tel que f(Fil” A;) C Fil” Ay. On obtient ainsi une catégorie
additive K-linéaire, notée MF (V).

REMARQUE 7.1.13. — La catégorie MFg (V) n’est pas abélienne.

Si A et Ay sont deux V-modules filtrés sur R[p~!], on a une structure de V-
module filtré sur R[p~'] sur Ay ®pp,-1] A donnée par la connexion habituelle et la
filtration définie par

Fﬂr(Al ®R[p*1] Ag) = Z Im(FllS A ®R[p*1] Fil" 7% Ay — A4 ®R[p*1] Ag)
SEZ
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pour r € Z. On a alors Gr"(A; ®pp-1) A2) ~ @P,cq Gr® A1 @pp-1 Gr' % Ay
(car Gr* Ay et Gr® Ay sont projectifs sur R[p~']). On note A; @ Ay le V-module
filtré sur R[p~!] ainsi défini. De méme, si A est un V-module filtré et h un entier, on
a une structure naturelle de V-module filtré sur le R[p~!]-module A'A.

La catégorie MF (V) a un objet unité : 1 = (K,d,Fil*) avec FiI"1 =1si7 <0
et Fil"1 = 0 si r > 0. Par ailleurs, on a un Hom interne dans la catégorie des V-
modules filtrés sur R[p~!] : si A1, Ay € Mg(V), alors Hom(Aj, Ay) est 'ensemble
Hom R[p—l](Al, As) muni de la connexion habituelle et de la filtration

Fil" Hom(A1, Ag) = {f € Hompp,-11(A1,Az), Vs € Z, f(Fil® Ay) C Fil"™ Ay}

pour r € Z (cf. [21]). On a alors
Gr" Hom(Aq, Ag) ~ @ Hompgp,-17(Gr® Ay, Gr**" Ay)
s€Z

car Gr® Ay et Gr® A sont projectifs sur R[p~1].

Avec les structures qui précedent, MF (V) est une catégorie tensorielle additive
(cf. [23]).

Pour n € Z, on pose 1(n) = (R[p~!],d) muni de la filtration Fil" 1(n) = 1(n)
sir < -netFil"1(n) =0sir > —n.Si A est un V-module filtré sur R[p~—?], on note

A(n) = A®1(n) (n-itme twist & la Tate) et AY = Hom(A,1) (dual de A).

DEFINITION 7.1.8. — Soit A un V-module filtré sur R[p~!] de rang h. Le R[p~']-
module /\h A est alors projectif de rang 1 et le gradué associé a sa filtration est pro-
jectif sur R[p~!]. Il existe donc un entier r tel que Gr” A" A ~ A" Aet Gr* A" A =0
si s # 7. On note ty(A) Pentier ainsi obtenu.

REMARQUE 7.1.14. — Si A est un V-module filtré de rang h sur R[p~'] et n € Z,
onatyg(DY)=—ty(D)ettyg(D(n)) =ty(D)—nh. En effet, en prenant la puissance
extérieure h-ieme, il suffit de le voir dans le cas ou h = 1, cas dans lequel les égalités
sont évidentes.

PROPOSITION 7.1.15. — La fonction ty est additive.

Démonstration. — Soit 0 — A’ — A — A” — 0 une suite exacte dans la catégorie
Mg(V). Notons h, h' et b’ les rangs de A, A’ et A” respectivement. On a h = ' +h”
et A"A~ (A" A)@ (A" A" et done ty(A) =ty (A) + tg(A”). O

REMARQUE 7.1.16. — Soit A un V-module filtré sur R[p~—!], alors
t(A) = Z rrggp(Gr A).
re€Z

En effet, comme le gradué Gr® A est projectif, le R[p~!]-module filtré A est isomorphe
(non canoniquement en général) & P, ., Gr" A, la filtration sur le membre de gauche

étant donnée par Fil*(D, .z Gr" A) = @, ., Gr" A pour s € Z. Par additivité de ty
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(proposition 7.1.15), il suffit de vérifier la formule pour le R[p~!]-module filtré Gr”™ A
donné par Fil* Gr" A = Gr" A si s <7 et Fil* Gr" A = 0 si s > r, cas dans lequel elle
est évidente.

7.1.9. (¢, V)-modules filtrés

DEFINITION 7.1.10. — Un (¢, V)-module filtré sur R[p~!] relativement a Ro[p~!] est
la donnée d'un (p, V)-module D sur Ro[p~?] et d’une filtration sur

Dr:=D ®Ro[p*1] R[p_l]

faisant de ce dernier un V-module filtré sur R[p~!] (la connexion sur Dy est la
connexion induite par celle de D). Un morphisme de (¢, V)-modules filtrés f: D — D’
est un morphisme entre les (¢, V)-modules sous-jacents tel que fr: Dp — D', est
morphisme de V-modules filtrés sur R[p~!]. On obtient ainsi une catégorie tenso-
rielle additive Q,-linéaire, notée MF g/ g, (p, V). Si aucune confusion n’en résulte, on
parlera de (¢, V)-modules filtrés sur R[p—1].

REMARQUE 7.1.17. — En vertu de la remarque 7.1.10, la catégorie MF /g, (¢, V)
est donc équivalente & la catégorie des F-isocristaux D sur Ry/pRg tels que I'évalua-
tion en l'objet-test (R, pR,~y, Ro/pRo — R/pR) est munie d’une filtration décroissante
séparée exhaustive vérifiant la transversalité de Griffith et ayant un gradué projectif.

Dans le cas ou la condition (BR) est remplie, on a vu plus haut que la catégorie des
F-isocristaux sur Ry/pRy et celle des F-isocristaux sur R/w R sont équivalentes. Dans
ce cas, la catégorie MF /g (¢, V) ne dépend donc pas, a équivalence pres, de Ry,
mais seulement de R.

DEFINITION 7.1.11. — Un (¢, V)-module filtré D sur R[p~!] relativement & Ro[p~?]
est dit ponctuellement faiblement admissible si pour tout p € Spec(Ry/pRy), les condi-
tions suivantes sont remplies :

1) t(D) = tx(D,p):

2) pour tout sous-objet D' de D (dans la catégorie MF g, (¢, V)), on a I'inégalité
tu(D') <tn(D',p).

On note MFI});?RO(QO, V) la sous-catégorie pleine de MFg,r, (¢, V) constituée des

(¢, V)-modules filtrés sur R[p~!] relativement & Ro[p~!] qui sont ponctuellement fai-
blement admissibles.

REMARQUE 7.1.18. — Comme p — tx (D', p) augmente par spécialisation, la condi-
tion 2) se vérifie au point générique de Ry/pRy.
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7.2. Changement de Frobenius

Soient 01,09 deux relevements a Ry du Frobenius Ro/pRy — Ro/pRo. Pour
J € {1,2}, notons MFg/R, , (0, V) et MF%/RO’%_ (¢, V) les catégories correspon-
dantes quand I'anneau Ry[p~'] est muni du Frobenius ;. Comme MFg, g, » (¢, V)
et MF g/ R, 0, (0, V) sont équivalentes & la catégorie des F-isocristaux sur Ro/pRo
ayant une filtration décroissante séparée exhaustive vérifiant la transversalité de
Griffith et ayant un gradué projectif en R : elles sont équivalentes. Dans ce qui
suit, on va expliciter cette équivalence. Remarquons que des calculs et des résultats
essentiellement identiques sont dus a Tsuzuki (cf. [56, 3]) pour les (¢, V)-modules
sur I’anneau de Robba dans le cas « classique ».

PROPOSITION 7.2.1. — Awec les notations qui précédent, on a sur Ry :
d o] d N ns
g i °
B e 3 (Tem e (T ().
neNd i=1 i=1

REMARQUE 7.2.2. — Comme 03(T;) — 01(T}) € pRo, on a (02(T;) — o1 (T3)) ™! € Ry
pour tout n; € N. Par ailleurs, Hle N? envoie Ry dans pRy. Le terme général de (*)
tend vers 0 selon le filtre complémentaire des parties finies de N : la série (*) est
donc convergente sur Ry.

Démonstration. — Posons J
o = Z (H(UZ(TZ)_UI(T'L))[ ])010<H(f) )
neNd i=1 =1

On a (02(T;) — 01 (T;))"] € pRy si n # 0. Comme les réductions de o1 et oy sont
égales, 0 — o9 est a valeurs dans pRy. Par ailleurs, on a (Hle(Ni/Ti)"i)(Tj) =0 ¢l
existe i # j avec n; # 0 ousin; > 1:ona o(Tj) = 01(T;) + (02(T5) — 01(T})) donc
o — oy est nul sur W{T', .. .,Tfl}. Comme Ry est déduit de W{T:=, ... ,Tdﬂ} en
itérant les opérations (ét), (loc) et (comp) : il existe une suite

wArE,..., T8y =R c RV C .- C R(Y) =R,y

de sous—W{Tlﬂ7 e ,Tfl}—algébres fermées de R telles que pour tout j € {1,...,N},
Pextension R(()jfl) - R(()j) est du type (ét), (loc) ou (comp). Si o = o9 sur R(()jfl)7
alors il en est de méme sur Réj ). Dans le cas d’une extension de type (ét), cela se
voit modulo p” pour tout r € N+ : comme R(()jfl)/er(()jfl) — R(()j)/er(()j) est étale,
la fleche en pointillé rendant commutatif le diagramme

o2 mod pRo

Ry /"R Ro/pRy

o2

R(()j 1)/pTR(()j D% SRR

est unique. Ainsi o = o9. O
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PROPOSITION 7.2.3 (changement de Frobenius). — Le foncteur
Fa1,02 : MFR/RO,Ul (@a V) - MFR/RO,Uz (507 v)

qui & D = (D, 1, V,Fil) associe Fy, 5,(D) = (D, 2, V,Fil) 0t @ est donné par la
formule

d

) Y (1T et1) = ) Yo (1T (32)")

i=1 =1
est un isomorphisme de catégories, qui induit un isomorphisme

fa f:
MFE}?, (0, V) = MER . (o, V).

REMARQUE 7.2.4. — Comme V est quasi-nilpotente, il existe un sous-Rg-module D
de D qui est de type fini, séparé et complet pour la topologie p-adique, tel que
D = D[p~'] et des entiers e1,...,eq tels que Hle NP¢ envoie D dans pD. Si z est
dans D, la suite {(H?zl (N;/T;)™) () }@eNd tend vers 0 selon le filtre complémentaire

des parties finies de N : la série (*) est donc convergente sur D.

Démonstration. — Montrons que si D appartient a MF g/ g, 5, (¢, V), alors Fy, 5,(D)
appartient & MF g g 5, (0, V).

Semi-linéarité du Frobenius : si z € D et A € Rg[p~}], on a, pour m € N I'égalité

(Y™ ow= ¥ e (1™ (T () e

i=1 0<n<m — i=1 i=1

Le coefficient de (Hle(Ni/Ti)"i)(a:) dans Pexpression (*) donnant ¢a(Ax) est donc

5 s ([T o™ (T () )on,
soit encore
d d mi—na]
(I a9 —oat)™) 3= (T —entr) ™) (IT (),

qui est égal a (Hfl_l( 1(Ty) — 02(T)) ")) og (N) d’apres la proposition 7.2.1. On a donc
pa(Ar) = o2(A)pa ().
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Montrons que g2 commute a la connexion. On a Vs = u + v avec

() i: (ﬁ G UQ(Ti))[m_M])% ° (f[ (%)”) ®@ d(o2(T)) — 01(Ty)),

vzz;Qym@%mmwM%wvﬁgf )
- (e e (S (1) o)

car ¢; commute a V. On a alors u = 27:1 w20 (N;/T;) @d(o2(T;) — o1(T})) et v =
Z?:l w20 (N;/T;)®do1(T}). On a bien Vs = Z?Zl w20 (N;/T;)®doa(T}) = @2 V.
Montrons que l'on a Fo, 5, 0Fs, 0, = IdmrE,, g, (¢,v)- Soient D € MFg/ g, 5, (¢, V)

et J d A
f= X ([To@ - osmn)oee (I (5)")

neNd i1
le Frobenius sur Fy, o, 0 Fy, o, (D). Il s’agit de voir que g3 = 1. On a, par définition
de 2 = Fy, 0, (1),
d

e S (T - ost) oy — o)™ or o (1T ()™,

n,meN< =1 im1

Si v € N? le coefficient de ¢; o (Hf_l(Ni/Ti)”i) est donc

d
= H — oo(T, ))[ni] (02(T;) — 01(Ti))[mi]

n+m i=1

(1) (1) + a8 = o (1)

|
_E&

=1

Ce coefficient est donc nul des que v # 0 et vaut 1 sinon. On a bien p3 = 1.

Il en résulte que (D) engendre le Ry[p~!]-module D. En effet, D est contenu
dans Ro[p~]ps(D) C Ro[p~t]e2(D) C D, donc Ry[p~t]p2(D) = D.

Ce qui précede montre que le foncteur Fy, 5, est a valeurs dans MF g, g, o, (¢, V)
et que c’est un isomorphisme, d’inverse Fy, ,.

Montrons que Fy, -, induit un isomorphisme entre les catégories MFE’;;"RO’U1 (p, V)

et MFI;;;RO o (¢, V). 1l s'agit de montrer que la faible admissibilité ponctuelle est
conservée quand on change de Frobenius. Cette derniere se teste sur les objets-test
de la forme W(k) ol k est un corps parfait : on peut supposer que Ry est local.
Il suffit alors de prouver que si D € MFg/ g (¢, V), I'entier t5(D) ne dépend pas

du relévement du Frobenius choisi. Comme D est projectif sur Ro[p~!] et Ry local,
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D est libre. Quitte & remplager D par sa puissance extérieure maximale, on peut
supposer D de rang 1. On a le diagramme commutatif

Dw(x),pW(r)m,s001) 3
H L D s Wi
_— ’ s
Dw(x),pW(k)y,s002) 2

ot I'égalité provient du fait que o7 et o2 sont égaux modulo p. On a alors D ~ Ry[p~ ]z
avec p1(x) = Mz et pa(z) = Aoz ot A1, A2 € Ro[p~1]. Si z € Ro[p~!], notons Z son
image dans le corps W(x)[p~!] par le plongement défini par o;. Les entiers ¢y (D)
relatifs & o) et oy sont respectivement v(X;) et v(Xy). Par ailleurs, pour tout n € N¢,
on a ky, € Ro[p~1] tel que Hle(Ni/Ti)"i (x) = knpx. L’égalité (*) se traduit alors par

s (X (T =)™ o).

neNd =1

Pour tout n € N D’élément H?Zl(al (T;) — o2(T;))l™] appartient a I'idéal & puis-
sances divisées pRy (car o1 et oy ont méme réduction modulo pRy). Pour montrer
que \; et Ay ont méme valuation p-adique dans W (x)[p~?], il suffit donc de montrer
que Pon a v(oq(ky)) > 0, i.e. que v(k,) > 0 pour tout n (ce qui implique que Ao
appartient & A1(1 +pW(k))).
Notons que pour i € {1,...,d} et n € N? on a

k) = Tk + by 7 (0)

et donc kyie, = (Ni/Ti)(kn) + knke, (o0t e; = (0,...,0,1,0,...,0), avec le 1 en
i-eme position). Comme Ry est stable par N;/T;, une récurrence évidente montre

qu’il suffit de prouver que v(k,,) > 0 pour i € {1,...,d}. Notons k; pour k., . Comme
21V = Vor, on a1 (S0, Ni() © dlog(Th)) = 2o, Ni(a () © d log(T;) done

d d
> (k) hz @ o1 (dlog(T) = Y (Ni(M) + Mki)z ® dlog(T;).
i=1

i=1

knJrg,;x =

On a o01(dlog(T;)) = 0 modulo pﬁ}% : écrivons o (d log(T;)) = pE?:l 0;;d log(T}),

avec {05 }i<ij<d € RgQ. On a alors
d
Ni(A1) =M1 (— ki +p201(kj)9ji)-
j=1

Posons s = minj<;<qv(k;) € ZU{oo}. Soit iy € {1,...,d} tel que v(k;,) =

s. On a
done v(=Fkiy +p 35—y 01(k;) - B1i) = v(ki) d'ottv(A1) < 0(Niy (A1) = v(A1) + (ks )
soit s > 0 d.e. v(k;) > 0 pour tout ¢ € {1,...,d}, ce qu’on voulait. O
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CHAPITRE 8

REPRESENTATIONS p-ADIQUES

Dans ce chapitre, nous allons porter notre attention sur les représentations p-
adiques de Gg. On va utiliser les anneaux construits précédemment pour définir les
notions de représentation de de Rham, cristalline et de Hodge-Tate, et étudier les
catégories qu’elles définissent. En particulier, on va construire un foncteur pleinement
fidele de la catégorie des représentations cristallines dans la catégorie des (¢, V)-
modules filtrés sur R[p~!] relativement & Ro[p~!] (cf. théoréme 8.5.1).

Comme nous allons en avoir besoin par la suite, rappelons quelques définitions et
résultats de [15, 3.1].

Soient G un groupe topologique et F' un corps topologique. On note Repp(G)
la catégorie des F-représentations de G : ses objets sont les F-espaces vectoriels de
dimension finie munis d’une action linéaire continue de G et ses morphismes sont les
applications F-linéaires G-équivariantes. Lorsque F' = Q,,, on parlera de représenta-
tion p-adique.

DEFINITION 8.0.1. — Soit B un anneau commutatif réduit muni dune structure de
F-algebre topologique et d’une action F-linéaire de G compatible avec cette structure.
Si V est une F-représentation de GG, on pose

Dp(V) = (Bar V)“.

C’est un B¢-module, et on a un homomorphisme naturel de B-modules, fonctoriel
enV
OéB(V):B®BGDB(V)—>B®FV, b®dr— bd.

On appelle sous-catégorie tannakienne de Repp(G) toute sous-catégorie pleine
stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit tensoriel, dual et contenant
l'objet unité (F muni de l'action triviale de G). Si C est une telle catégorie et A un
anneau commutatif, on appelle A-foncteur fibre sur C tout ®-foncteur (cf. [23]) de C
dans la catégorie des A-modules qui est exact, fidéle et & valeurs dans les A-modules
projectifs de type fini.
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On dit que B est G-réguliére s’il vérifie les propriétés suivantes :

(i) B est fidelement plat sur B,
(ii) pour tout V € Repp(G), 'homomorphisme ag (V) est injectif (c’est le cas par
exemple si B est integre et (Frac(B))Y = Frac(BY)),
(iii) BY est noethérien,
(iv) si V est une F-représentation B-admissible de G, de dimension 1, alors la re-
présentation duale V'V est B-admissible.

La catégorie Repg _,4m (G) des F-représentations B-admissibles de G (constituée des
F-représentations V' pour lesquelles ap(V) est un isomorphisme) est alors une sous-
catégorie tannakienne de Rep(G), et le foncteur D un BY-foncteur fibre.

8.1. Représentations discretes, représentations non ramifiées

PROPOSITION 8.1.1. — (a) Une représentation p-adique V de Gr est discrete (i.e. le
noyau de l'action de Gr sur V est un sous-groupe ouwvert de Ggr) si et seulement si V
est R[p~1]-admissible.

(b) La sous-catégorie pleine de Repq (GRr) constituée des représentations discrétes
est tannakienne et la restriction du foncteur Dy, Repq, (Gr) — Mod(R[p~1]),
qui a 'V associe (R[p~!] ®QPV)QR, est un foncteur fibre.

Démonstration. — (a) Supposons que la représentation V est R[p~!]-admissible.
L’anneau R[p~!] est fidelement plat sur R[p~!] (il est limite inductive filtrante de
R[p~!]-algebres finies étales) et I'anneau (R[p~—!])9% = R[p~!] est noethérien : [15,
prop. 3.4] implique que Dg[p,l](V) est un R[p~!]-module projectif de type fini. En
particulier, il existe une sous- R-algebre finie S de R telle que S[p~1]/R[p~!] est étale
et Dy, (V) = (R[p~'] ®q, V)" est engendré par des éléments de S[p~'] ©q V.
Quitte a remplacer S par une sous-R-algebre de R plus grande, on peut supposer
S[p~']/R[p~!] galoisienne. Le groupe Gs est un sous-groupe ouvert invariant de Gg.
On a alors

_ = _ _ G
Rlp™"] ®rp—1 D (V) = RIp™ @rpp1y (Sl71 @9, VI) "7,

ot Gg/r = Gal(S[p~']/R[p~"]), et donc R[p~] ®q,V C Rp™ ®QpVgS. Ainsi V =
V9s et le noyau de I'action de Gg sur V est un sous-groupe ouvert de Gg.

Réciproquement, si 'action de Gg est discréte, son noyau est un sous-groupe ou-
vert invariant G de Gr. Soit S[p~!] = (R[p~!])¢. C’est un revétement étale galoi-
sien de R[p~!] de groupe J = Gr/G. 1l suffit de voir que I’homomorphisme naturel
S~ @rp-1y (S ®q,V)” — S[p~'®q,V est bijectif. Cela résulte de la descente
fidelement plate (cf. [22, Arcata, th. 4.5]).
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(b) La Q,-algebre R[p~'] vérifie les conditions (i), (ii), (iii) de la définition 8.0.1 et
la condition (iv) d’aprés 1’équivalence du (a), vu que la catégorie des représentations
discretes est stable par dual. L’énoncé en résulte. O

NOTATION. — On pose
Jr = m1(Spec(R), Spec(ERr)) = Gal(R" /R).
C’est un quotient de Gg.

DEFINITION 8.1.1. — Une représentation p-adique p: Gr — GL(V) est dite non ra-
mifiée (resp. Ro-non ramifiée) si p se factorise par G — Jg (resp. par Gg — Jg,).

Bien siir, une représentation Rg-non ramifiée est non ramifiée et les deux notions
coincident lorsque la condition (BR) est remplie. Rappelons (prop. 5.2.4) que R [p~!]

(resp. ]/%? ~1]) est un sous-anneau de By (resp. de B, ). On a donc

H°(Gr, R™[p~1]) = R[p™ ]

(¢f. prop. 5.2.12). 1l en résulte que H°(Gr, RE*[p~]) = Rj[p~!] ot R} est une sous-
Ry-algebre étale de R (qui coincide avec Ry lorsque la condition (BR) est remplie, en
vertu de la proposition 6.2.9). Si V' est une représentation p-adique, on pose

Due(V) = (R™[p~Y ©q, V)9 (resp. DL,(V) = (RF[p~'] ®q,V)").
C’est un R[p~!]-module (resp. Rj[p~!]-module) et on a des homomorphismes
one(V): R [p™"] @pppe1) Du(V) — RO [p Y @q, V,
(V) Byp ™" @iy DiV) — BE 1) @q,V.

PROPOSITION 8.1.2. — Soit V une représentation p-adique de Ggr. Alors V est
non ramifiée (resp. Ro-non ramifiée) si et seulement si 'V est @[p‘l]-admissible
(resp. ]/%?[p’l]—admissible), i.e. si et seulement si Uapplication cn, (V) (resp. a8, (V)
est bijective.

Démonstration. — Supposons V non ramifiée et montrons qu’elle est Rur [p~1-
admissible. Soit V un réseau de V stable par Jr (il en existe car Jg est compact).
Si l'on choisit une base de V sur Z,, 'action de Jgr est décrite par un morphisme
Jr — GL,(Z,), ou n = dim(V'). Cela fournit un cocycle continu f: Jp — GLn(EE),
qui décrit ’action de Jg sur Ror ®z, V. Montrons que ce dernier est trivial.

Montrons d’abord que f est cohomologue & un cocycle qui se factorise par un
quotient fini. Comme f est continu, il existe un sous-groupe distingué ouvert J; de Jg
tel que pour tout g € Jy, on a f(g) €1 —l—pMn(}/%a). On procede par approximations
successives. On construit par récurrence des suites (b, )meN, (fm)men telles que pour
tout m e N :

(a) by € 14+ p™M,(R™);

(b) fm:Jr — GLn(E’E) est un cocycle;
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(¢) fm(g) € 14+p™TIM, (}/%B) pour tout g € Jy;

() fim+1(9) = 9(by's1) fm(9)bm+1 pour tout g € Jp.

Posons by = 1 € M,,(R™) et fo = f. Supposons f,, construit; il induit un cocycle
additif

Font I = (U™ M (R))/ (14 p™ M, (R™)) = M (R [pR™).

Par continuité de f, il existe un sous-groupe distingué ouvert Jy ,, de J; tel que fm
se factorise par J¢,,. Comme R est séparé et complet pour la topologie p-adique, le
foncteur S — S/pS est une équivalence de catégories entre la catégorie des R-algebres
finies étales et la catégorie des R/pR-algebres finies étales (voir [38, th. 18.3.4]). Le
théoréme de Hilbert 90 affirme donc que

H' (Jr/Jfm, (R™ [pR™)7m) = {0}
(surjectivité de la trace pour les revétements étales). Il existe donc by, 41 appartenant
a1+ p™tIM, (R™) tel que fii1(g) = g(b,_nil)fm(g)bmﬂ € 14 p™+2M,, (R"r) pour
tout g € Jy.

Par construction, le produit infini b = []>_;

by, converge dans 1 + pMn(EE) et
on a g(b~')f(g9)b =1 pour tout g € J; par continuité.
Soit alors S = HY(J¢, R™). C’est une R-algebre finie étale et on a

HO(J7, R [p"]) = S[p ).

Soient eq, ..., e, la base de ]/%E[pfl] ®z, V correspondant au (nouveau) cocycle g —
g1 f(g)b et D = (R™ @z, V)77. Par construction, Dlp~'] est le S[p~']-module
libre de base eq,...,e, et 'application naturelle

R [p~ ' @spp-1 Dp~'] — R [p~'] ®q,V

est un isomorphisme. Posons J = Jg/J ¢. 1l suffit de montrer que 'application na-
turelle S[p~!] @ g-1) (D[p~ 11)7 — D[p~!] est un isomorphisme, ce qui résulte de la
descente étale. Le cas « Rp-non ramifié » se traite de fagon identique.

Réciproquement, si V' est une représentation p-adique Ror [p~!]-admissible (respec-
tivement }/%?[p_l]—admissible), laction de Ir = Ker(Gr — Jg) (respectivement de
I, = Ker(Gr — Jg,)) sur ]/%E[pfl] ®q,V =~ ]/%E[p’l] ®@pg[p-1] Dur(V) (respective-
ment sur ]/%?[p* |®qV ~ Rnr[p ]®R/ p=1] DY (V) est triviale. Elle est donc triviale

sur V. (|
PROPOSITION 8.1.3. — (a) L’anneau }/%a[p_l] est fidélement plat sur R[p~'] et l'an-
neau Rnr[ Y est fidelement plat sur Rh[p~'].

(b) SiV e Repq (Gr), ’homomorphisme
r(V): B [p™) @ pppor) Due(V) — B[] 0,V
(resp. o2, (V): RO [p~Y] ®pyp-1) Do(V) — R[p~Y] ®q,V) est injectif.
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(¢) La sous-catégorie pleine de Repq (GRr) constituée des représentations non ra-
mifiées (resp. Ro-non ramifiées) est une sous-catégorie tannakienne et la restriction du
foncteur Dy, (resp. DO est un R[p~']-foncteur fibre (resp. un Ry[p~"]|-foncteur fibre),
a valeurs dans les R[p~1]-modules (resp. les Ry[p~]-modules) projectifs de type fini.

Démonstration. — (a) L’anneau R™ est limite inductive filtrante de R-algebres étales
donc plates. La R-algébre R™ est donc plate. Pour tout n € N, 'anneau R* /p" R™
est donc plat sur R/p™R. Comme R est noethérien et comme R et R" sont complets
pour la topologie p-adique, le critere local de platitude (voir [46, th. 22.3]) implique
que R™ est plat sur R. On a par ailleurs les inclusions R[p~!] c R»[p~1] C C.
D’apres le théoréme 3.2.3, "anneau C' est fidele sur R[p~!]; il en est donc de méme de
R™[p~1]. On montre la fidéle platitude de RE"[p~!] sur R)[p~!] de la méme maniere.

(b) Posons Ir = Ker(Gr — Jg) (resp. I, = Ker(Gr — Jg,)). SiV € Repq, (Gr),
alors V% (resp. VIEQO) est non ramifiée (resp. Ro-non ramifiée), et Dy, (V) = Dy, (VIR)
(resp. DY, (V) = DY (V'ro)). L’application au, (V) (resp. a2, (V)) est donc le composé
de an (V7)) (resp. o0 (V'Ro)) et de Dinclusion R [p~!] ®QPVIR — R¥[p~®qV
(resp. ]/3? 1] ®QPV1330 — E{?[p’l] ®q,V). Son injectivité résulte donc de la propo-
sition 8.1.2.

(c) Il s’agit de vérifier la Gr-régularité (cf. déf. 8.0.1) de ]/%E[p’l] (resp. ]/%?[p’l]).
Celle-ci résulte du (a), du (b), du fait que le dual d’une représentation non ramifiée
(resp. Rp-non ramifiée) l’est encore, et de la proposition 8.1.2. O

REMARQUES 8.1.2. — 1) Soit V € Repq, (Gr)- Avec les notations précédentes, V=
(resp. VI;QO) est non ramifiée (resp. Ro-non ramifiée) et Dy, (V) = Dy (V%) (resp.
DY (V) = Dgr(VI;?o )). D’apreés la proposition 8.1.3 qui précede, ce dernier est projectif
de type fini sur R[p~!] (resp. R)[p~!]) méme si V est ramifiée.

2) La notion de représentation p-adique C-admissible est intéressante elle aussi.
Dans le cas classique, une représentation p-adique est C-admissible si et seulement si
I'inertie de G agit & travers un quotient fini (cf. [49, cor. 1]). Cette notion est tres
reliée & la théorie des C-représentations et a la théorie de Sen (cf. [50]). Cette derniere
a été généralisée au cas d’un corps de valuation discrete complet, de caractéristique
mixte (0,p) & corps résiduel admettant une p-base finie dans [14] et au cas considéré
ici dans [3, 3] (cf. rappel 8.4.1).

Rappelons (section 3.3) qu’on a noté T I’ensemble des idéaux premiers de R au-
dessus de pRy. Sip € T, on a noté Gr(p) le sous-groupe de décomposition de Gr en p
et Gr(p) le groupe de Galois absolu de I/%\p [p~1], ot I/%\p désigne le complété de Ryng et
ot la cléture algébrique choisie contient R,. On a un homomorphisme de restriction
Tp: Gr(p) — Gr dont limage est précisément Gz(p) (lemme 3.3.1).
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PROPOSITION 8.1.4. — Le noyau Ij?/o de I’homomorphisme Gr — Jr, est engendré
par les images de I, (p) N gR(p) par ry, pour p € T, ou Ip,(p) désigne le sous-groupe
d’inertie de Gr, (p).

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que si S est une sous- Rp-algebre finie et nor-
male de R, qui est fixe sous 7,(Ig, (p) N Gr(p)) pour tout p € T, alors S est étale
sur Ry. Pour p € T, 'extension de corps 3;[17’1]/]%/0(\,,) [p~!] est non ramifiée car
g;[p_l] est invariant sous Ig,(p). L’extension 3;/}?0(\1,) est donc étale. Il en est de
méme de Sp/Rg en vertu de [39, I, prop. 4.2]. Comme p NS parcourt les idéaux
premiers au-dessus de pRg de S lorsque p parcourt T', 'anneau S est étale sur Ry en
tous ses idéaux premiers au-dessus de pRy.

Soit Z 1’ensemble des points de Spec(.S) ot le morphisme f: Spec(S) — Spec(Rp)
n’est pas étale. Comme S[p~t]/Ro[p~?] est étale, on a Z C V(p). Par ailleurs, on vient
de voir que les idéaux premiers de hauteur 1 qui contiennent p n’appartiennent pas
a Z. Ce dernier est donc de codimension > 2 en tous ses points. Comme f est fini,
il est dominant. Par ailleurs, S est normal par hypothese et Ry est régulier d’apres le
lemme 7.1.1. Le théoréme de pureté de Zariski-Nagata (cf. [39, X, th. 3.1]) s’applique
donc :on a Z =& i.e. S est étale sur Ry. O

COROLLAIRE 8.1.5 (critere de non ramification). — Soit V' € Repq (Gr). Alors V
est Ro-non ramifiée si et seulement si pour tout p € T, laction sur V' de limage de
Ir,(p) NGr(p) dans Gr(p) est triviale.

8.2. Représentations de de Rham, représentations cristallines et représen-
tations de Hodge-Tate
NOTATION. — On désigne par
Dar(V), Deris(V), Dir(V), Du(V)
les modules D, (V), Dg,,..(V), Dgy (V), Dy _(V); on désigne de méme
adR(V)v acris(v)a a(YR(V)a acvris(v)
les homomorphismes ag,, (V), as.,..(V), agy (V), agy (V).
SiVe RepQP (Gr), linclusion Be,is € Bggr (proposition 6.2.1) induit une inclusion

Deris(V) € Dar (V). Comme Dgar (V) (resp. Deris(V)) est un R[p~!]-module (resp. un
Ro[p~']-module), elle induit un homomorphisme R[p~'] ® g, p-1] Deris(V) — Dar (V).

PROPOSITION 8.2.1. — Si la condition (BR) est remplie, ’lhomomorphisme
R[p_l] ®R0[p*1] cris(V) — DdR(V)

est injectif.
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Démonstration. — La condition (BR) étant remplie, ’homomorphisme
R[p_l] ®Ro[p—1] Bcris — BdR

est injectif (proposition 6.2.7) ; il en est donc de méme de 'application R[p™"|® gy p-1]
Bauis ®Q) — Bar ®qV . Enfin, comme R[p~'] est étale donc projectif sur Ro[p~'],
on a (R[p_l] ®Ro[p*1] Beris ®Qy)gR = R[p_l] ®Ro[p*1] Dcris(V)- O

LEMME 8.2.2. — SiV € Repq_ (Gry), Uhomomorphisme
aqar(V): Bar ®gyp-1) Dar(V) — Bar ®qV
est injectif.

Démonstration. — Rappelons (cf. proposition 6.2.6) qu’on dispose d’un homomor-
phisme naturel injectif et Gr,-équivariant

U: Ry [p '] ®Ryp-1] Bar — H Bar(p).
peT
On a donc un homomorphisme

(Ro([p™"] @Rop-1) Bar @ V)9 — [ (Bar(p) ®q, V)"0 P
peT

Comme Ry, [p~!] est un corps, on a

(Ro(p) [p_l] ®Rolp-1] Bar ®Qy)QRo
= Rop) P71 @Ry 1511 (Ro) P71 @ rofp-1 Bar ®qV )7

Comme (Ro@)[p™"] @popp-—1] Bar ®QV )% = Ropy[p™'] @ryfp-1] (Bar ©q V)70 =
Royp) [p~1] ®Ry[p-1] Dar(V'), 'homomorphisme naturel

—_— _ g
v Ro(p) [p 1] ®Rolp—1] Dar(V) — H (BdR(p) ®QPV) 7o (P)
b

est injectif. De plus, comme Gr, agit transitivement sur 7', il permute transitivement
les composantes sur le produit [, (Bar(p) ©q,V)9®) : si x € Rop)[p~"] @pryp-1]
Dagr (V) est non nul, son image ¥(z) = (zp)per vérifie z, # 0 pour tout p € T.
En particulier, I'application Wp,: R [p™'] ® Ry p-1) Dar(V) — (Bar(p) ®QPV)QR0(")
(composée de ¥ et de la projection sur le facteur d’indice p) est injective.

L’idéal p € T étant fixé, on a un plongement i, : Bar(p) — BdR(%) déduit de
Iinclusion R — R, — I/%\p (cf. section 3.3). Cette inclusion est §RO (p)-équivariante
(rappelons que Gg, (p) est un quotient de Gg, (p), ¢f. lemme 3.3.1).
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Notons Vig, (p) la restriction de V' a Gg, (p) et V@R (p) cette derniére vue comme
~ 0

)
représentation de Gg, (p). On a le diagramme commutatif

aar,p (Vigg, (»))

BdR(p) ®R/oa[p*1] (BdR(p) ®QPV)QR0(P) BdR(p) ®QPV

ip ®ipl lip

— aan (Vg ) _*

Bar(Rp)) @g—,-1 DarVig,, ) = Bar(Lo)) @q,V-

p~'] |

L’homomorphisme adR(VlgAR (p)) est injectif d’apres [15, prop. 3.22] et i, ® i, aussi
0
car Ro(p)[p~'] est un corps : aar,p(Vigp, (p)) est donc injectif. Il en est donc de méme

du composé

Bar (p)@¥y
—_—

Bar(p) @ryp-1] Dar(V) Bar(p) S (Bar(p) ®q, V)"0 (P)

aar,p (Vigp, (»)

Bar(p) ®q,V.

En prenant le produit sur 7', on obtient un homomorphisme injectif

1 Bar(®) @ropp-1) Dar(V) — [] Bar(p) @q,V-
peT peT

Comme Ry [p~1] est un corps, ’homomorphisme naturel

( H BdR(P)) O Rop) [P~ (RO(p) ] @ Ry [p—1] DdR(V))

peT
— [ Bar(®) ®ryy,y -1 (Ron) [P @rofp-1 Dar(V)
peT

est injectif. Composé avec le précédent, il donne un homomorphisme injectif

( I1 BdR(F‘)) ® Ro[p-1) Dar (V) — ( 11 BdR(p)) ©q,V-

peT peT

La restriction & Ro()[p~'] @g,[p-1] Bar de ¥ tensorisée avec le Ry, [p~']-espace
vectoriel Ry [p™!] @ g,[p-1) Dar (V) fournit un homomorphisme injectif

Bar @rofp-11Ro) [P @Rofp1) Dar(V) — ( 11 BdR(P)) ®Rofp—1] Dar(V).
peT

Composé avec le précédent, on a un homomorphisme injectif

Bar @ rofp-11Rop) 071 @Rofp-1] Dar(V) — ( 11 BdR(p)) ®q,V-
peT
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Il s’insere dans le diagramme commutatif

agr(V
Bar ®go[p-1] Dar(V) ar(V) Bar ®q)V

| |

Bar QO Ro[p=1] (RO(p) [p_l] @ Ro[p—1] DdR(V)) E— (HpeT BdR(p)) ®va

ot f est déduit de I'application Dar (V) — Ro(p) [p~1] ®Ryp-1] Dar (V') par extension
des scalaires. Cette derniere est injective, parce que Dgr (V) étant un sous Ro[p~!]-
module de Bggr ®qV, il est sans torsion (cf. corollaire 5.2.10). Comme Bgr est plat
sur Ro[p~!] (theoréme 5.4.1), f est injectif : I'injectivité de aqr(V) en résulte. O

LEMME 8.2.3. — Si R[p~']/Ro[p™'] est galoisienne et V € Repq (Gr), Vhomomor-
phisme aqr (V') est injectif.

Démonstration. — Soit V la représentation de Ggr, induite par V. Posons H =
Gr,/Gr =~ Gal(R[p~!]/Ro[p']) et choisissons {h1,...,h,} C Ggr, un systéme
complet de représentants de H. On a V. = @_, h;V. Comme dimq, (V) =
dimq, (V). [Rlp~]: Rop!]],ona Ve Repq, (Gry)-

Les sous-espaces h;V de V sont stables par Gr, car Gg est distingué dans Gg,, d’ou
Dar(V) = (Bar @qV)9" = (@h Dar(V )

Soit d = (dj)1<j<r € 693 1hiDar(V).Sig € Gr, et j € {1,...,7}, il existe un unique
g(j) € {1,...,r} tel que hjgGr = ghg(;)Gr. On a alors hjdg, ;) = g(hg(j)dg(;)), c'est-a-
dire g(d) = (dg(j))lgjg,«. Comme G, agit transitivement sur H, d € Dgg (V) équivaut
a dj, = dj, pour tout ji,j2 € {1,...,7r}. Ainsi, on a Dar(V) = Dar(V) vu comme
Ro[p~!]-module.
Par ailleurs, comme R[p~!] et Ro[p~!] sont normaux et R[p~']/Ro[p~?] finie étale
galoisienne, I’homomorphisme de R[p~!]-algebres

T

7: Rlp™ ®p,p-1 Rlp~Y] — @R[P_l], T @y — (zhi(y))i<i<r

est un isomorphisme. On a alors le diagramme commutatif

Bar ®7®Dar(V) 1
Bar ®Ro[ -1 DdR( = Bar ®Ro[p—1] DdR(V) u) j@ Bar ®R[p_1] DdR(V)
oar( v)l 1®j—10ar(v)
K
Bar ®QPV = @jzl Bar ®q,hiV = @ Bir ®q,V

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2008



114 CHAPITRE 8. REPRESENTATIONS p-ADIQUES

L’homomorphisme agg (V') étant injectif d’apres le lemme 8.2.2 et 7 étant un isomor-
phisme, l'application aqr (V') est injective. O

PROPOSITION 8.2.4. — SiV € Repq_ (Gr), Uhomomorphisme agar (V) est injectif.

Démonstration. — Choisissons une sous- R-algebre finie et normale S de R, de sorte
que S[p~']/Ro[p~!] est galoisienne. Notons V|g la restriction de V & Gg. L’extension
S[p~1]/R[p~!] est finie étale galoisienne, et Dggr (V) = DdR(WS)GaI(S[’fl]/R[pfl]). Par
descente étale, ’homomorphisme naturel S[p~!] ®@gpp-1] Dar(V) — Dar(V|g) est un
isomorphisme (cf. [22, Arcata I Théoréme 4.5]). On a alors le diagramme

v
Bar ®ppp-11Dar(V) con () Bar ®qV

| TadR(V\S)
Bar ®@spp-11(S[p™!] ®ppp-1] Dar(V)) —— Bar @sp-1) Dar(V]s)

et I'injectivité de aqr(V|s) (cf. lemme 8.2.3) implique celle de agr(V). O

Rappelons (section 4) qu’on a un anneau

Bur = @) Bir(n),

nez
ot By ~C[Vi,...,Vy]. SiV e RepQP(QR), on pose
Dur(V) = (Bur ©qV)9".
C’est un R[p~!]-module. On dispose alors de ’homomorphisme
ant(V): Bur ®@gp-1) Dur(V) — Bur ®q V-
La proposition suivante est due & O. Hyodo (quoique dans une situation légérement

différente).

PROPOSITION 8.2.5 (cf. [41, prop. 2.1]). — Si V est dans Repq (Gr), ’homomor-
phisme apt(V) est injectif.

Rappelons la démonstration (on a Bl ~ S, dans les notations de loc. cit.).

Démonstration. — L’homomorphisme ant (V') est la somme directe P,, .4 a(n) avec
a: @ By (—4) QR[p-1] Dy (V) — Biip ®qQV
JEZ
ot DI (V) = (Bur(j) ®QPV)QR. 11 suffit donc de montrer 'injectivité de ce dernier.
Une démarche identique a celle des lemmes 8.2.2, 8.2.3 et de la proposition 8.2.4

montre qu’il suffit de traiter le cas ot R[p~!] est un corps. L’anneau C est alors aussi
un corps.
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Supposons « non injectif et soit

r = Zsi ® d; € Ker(a) \ {0}

i=1

avec s; € Byr(—ji) et d; € DﬁT(V). On suppose m minimal pour cette propriété :
onam > 2 s # 0etd; #0 pour tout ¢ € {1,...,m}. Montrons que quitte a
changer V et x, on peut supposer s; =1 et j; = 0.

Soit n le degré du polyndome s;. Supposons n > 1. On peut supposer que j; = —n,
quitte a remplacer V par V(j; + n) (ce qui a pour effet de remplacer D{IT(V) par
DLT™(V)). Soit

la partie de degré n de s; et £ son nombre de coefficients non nuls (on a £ > 1 par
hypothese). Soient n, € N tel que Ingl = n et Ay, # 0. Quitte a diviser x par \,, , on
peut supposer A, = 1. Comme n # 0, on a HO(Gr, BYyr(n)) = 0 d’apres le corollaire
4.1.5 : il existe g € G tel que g(s1) # s1. Sia’ = g(x) —z =Y i~ (g(si) — si) ®d;, on
a1’ € Ker(a)\ {0} et comme g(t"V2) —t" V2 est de degré < n — 1 pour tout n € N?
tel que |n| = n, le coefficient d’indice n,, de la partie de degré n de g(s1) — s1 est nul :
le nombre de coefficients de degré n non nuls de x’ est < £ — 1. Quitte & remplacer x
par ' et en recommencant ce qui précéde un nombre fini de fois, on peut supposer s;
de degré n — 1. La encore, en un nombre fini d’étapes, on arrive a un élément x pour
lequel n = 0. On a donc s; € C(—j1) \ {0}. Quitte & diviser x par s1, on peut donc
supposer s; = 1 et j; = 0.

Montrons qu'il existe g € Gr tel que g(s2) # s2. Dans le cas ou ja # 0, cela résulte
de ce que HY(Gr, Byr(—j2)) = 0 (cf. corollaire 4.1.5). Si jo = 0, cela résulte du fait
quona s & R[p~'] = HY(GR, C), car sinon on aurait = 1®(di+s2d2)+> 15 $:®d;,
contredisant la minimalité de m.

Pour un tel g € Gg, I'élémemt 2/ = g(z) —z = > ,(9(s;) — si) ® d; est non nul, et
dans le noyau de «. Cela contredit la minimalité de m : I’'homomorphisme « est donc
injectif. O

PROPOSITION 8.2.6. — Supposons la condition (BR) remplie. Si V € Repr (Gr),
I’homomorphisme acis(V) est injectif.
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Démonstration. — Notons F' = Frac(Rp). On a le diagramme
acris (V)
Beris ® g [p—1] Deris (V) o Beris ®Q,V
F ®pyp—1) Beris ® g [p—1] Peris (V) Bar ®q,V

| !

(3) (4)
F®@pyip—1) Bar @ gp—17 Peris (V) ——— F @p1,—1] Bar @~ 1) Dar (V) ——— F ®p(,—1) Bar @,V

On a De¢is(V) C Beis ®q) . Comme les éléments de Ry \ {0} ne sont pas diviseurs
de zéro dans Bs (corollaire 5.2.10 et proposition 6.2.1), il en est de méme dans
Deris(V). L’homomorphisme Deyis(V) — F ®@pg,p-1] Deris(V) est donc injectif. Par
platitude de Beys sur Ro[p~!] (théoréme 6.3.8), application (1) est injective.

L’application (2) est I'homomorphisme (injectif) F'® g,(p—1) Beris — F @ gy [p—1] Bar
tensorisé par F ®Rolp—1] Deyis(V') sur le corps F : elle est injective.

L’application (3) est I'homomorphisme R[p~ @ g p-1) Deris(V) — Dar(V) (injectif
d’apres la proposition 8.2.1 en vertu de la condition (BR)) tensorisé par Bqg sur R[p~}]
et localisé. Elle est donc injective par platitude de Bqg sur R[p~!] (théoreme 5.4.1).

Enfin, Papplication (4) n’est autre que F ® agr (V). Comme aqr (V) est injective
d’aprés la proposition 8.2.4, il en est de méme de (4). L'injectivité de aeris(V) en
résulte. O

Les modules Dgr(V) et Deis(V) sont munis d’une connexion V héritée de la
connexion sur Byr et Beis respectivement.

PROPOSITION 8.2.7. — On a Dgr(V)V=" = DYR(V) et Deris(V)V=0 = DY (V).

Démonstration. — On a

Dar(V)¥=" = (Bar ©q V)" V=" = (Bir " ©qV)?" = (Bir ©@qV)’" = Dir(V)
d’apres la proposition 5.3.3. On procede de méme avec Deyis(V). O
PROPOSITION 8.2.8. — Les applications naturelles

Bar(V): Rlp~"] ®k D3r(V) — Dar(V),
Bexis(V): Rolp™"] @wip-1) D&is(V) — Deris(V)
sont injectives.
Démonstration. — D’apres la proposition 5.3.8 (resp. 6.2.4), Papplication
uar: Rp™'] @k Big — Bar

(resp. Ueris: Ro [p‘l]®w[p71]BZis — Beris) est injective. En tensorisant par V sur Q,, et
en prenant les invariants sous Gg, on en déduit l'injectivité de Bar (V) (resp. Beris(V)).
O
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PROPOSITION 8.2.9. — Soit V € Repq, (Gr). L’homomorphisme aYg (V) est injec-
tif. Si la condition (BR) remplie, I’homomorphisme oY...(V) est injectif.

cris
Démonstration. — On a le diagramme

Bar ®Bar(V
Bar ®k DCYR(V) dR—dR()> Bar ®R[p*1] DdR(V)

JadR(V)
Bar ®ajp (V)

Bar ®qV

L’homomorphisme Bgr ®B4r(V) est injectif d’apres la proposition 8.2.8 et la plati-
tude de Bgr sur R[p~!] (théoréme 5.4.1). Comme I'application aqr (V) est injective
d’apres la proposition 8.2.4, il en est de méme de Byr ®a3z(V): Bar @K D(YR(V) —
Bar ®qV et de 'homomorphisme aYr (V) sur les sections horizontales. L'injectivité

de aY

ois(V) se montre de fagon identique, en utilisant les propositions 8.2.8, 8.2.6 —

appliquable en vertu de la condition (BR) — et le théoréme 6.3.8. O

NOTATION. — On note
Rede(gR)v RepRo- cris (gR) ’ Rep(YR(gR) ’ RerO— cris (gR)

pour Repg . (Gr), Repg_. (Gr), RepB(YR (GRr), RepBZ;s (Gr), et on appelle représen-

tations de de Rham, Ry-cristallines, de de Rham horizontales, Ro-cristallines horizon-
tales les objets de ces catégories.

PROPOSITION 8.2.10. — L’homomorphisme aCYR(V) est bijectif si et seulement si les
homomorphismes Bar(V) et aar (V') sont bijectifs. Si la condition (BR) est remplie,
I’homomorphisme oy (V) est bijectif si et seulement si les homomorphismes Beris(V')
et aeris(V') sont bijectifs.

Démonstration. — On a le diagramme commutatif

Bar ®O‘§R(V)

Bar ® K D(YR(V) Bar ®va

H agr(V)

Bar ®Bar (V)
Bar @ i1 RIp™ '] ©x Dr(V) L Bar ®@g[p-1) Dar(V)

Si agr (V) est bijectif, il en est de méme de Bar ®ajg (V) : 'homomorphisme aqr (V)
est surjectif donc (proposition 8.2.4) bijectif, et Bar ®B4r(V') est bijectif. Par fidele
platitude de Bqr sur R[p~!] (théoréme 5.4.1), Bqr (V) est bijectif.

Réciproquement, si B4r (V) et aqr (V') sont bijectifs, I’homomorphisme Bqr ®ayg (V)
aussi, i.e. aJz(V) est bijectif par fidele platitude de Bggr sur R[p~!]. Le cas Ro-
cristallin se traite de la méme fagon, en utilisant le théoreme 6.3.8. O
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REMARQUES 8.2.1. — 1) D’aprés ce qui précede, une représentation V' est de de
Rham (resp. Ro-cristalline) horizontale si et seulement si elle est de de Rham (resp.
Ry-cristalline) et la connexion sur Dagr (V') (resp. Deris(V)) est triviale.

2) La notion de représentation de de Rham (resp. cristalline) horizontale est trop
restrictive. C’est déja le cas pour les représentations de Hodge-Tate (on appelle
représentations de Hodge-Tate horizontales les représentations p-adiques C[t,t~1]-
admissibles, ce sont des cas particuliers de représentations de Hodge-Tate, c’est-a-dire
Bur-admissibles). En voici un exemple dans le cas d’un corps de valuation discréte
complet K, de caractéristique mixte (0, p) & corps résiduel x imparfait.

Soit A une variété abélienne sur K et T,(A) son module de Tate. Notons
ko = [pen kP" le plus grand sous-corps parfait de x et Ky la cloture algébrique
de W(ko)[p~!] dans K. On suppose en outre que # est la cloture séparable d'un corps
de type fini sur k9. On note A le modele de Néron de A, dont on suppose qu’il vérifie
I’'une des conditions suivantes :

> la composante connexe de la fibre spéciale de A est une puissance de G, ;

> A est un schéma abélien sur Ok dont la fibre spéciale est ordinaire.

Alors Hyodo a montré (cf. [40, th. 3]) que T,,(A)[p~!] est de Hodge-Tate horizontale
si et seulement si A est définie sur K.

PROPOSITION 8.2.11. — Supposons la condition
phisme naturel de K -espaces vectoriels K Qyy|

(BR) remplie. Alors I’homomor-
DY..(V) — D3R (V) est injectif.

p—1] Peris

cris

Démonstration. — L’injectivité de f: K @y, DY (V) — D3g(V) résulte de la
commutativité du diagramme

Rlp™") @iy DI(V) — s Ryt 0 D(V)
R[p1]®6cris(V)J/ J/ﬁdR(V)
R[p™"] ®@gy[p-1] Deris(V) Dar(V)
des propositions 8.2.1, 8.2.8 et de la platitude de R[p~!] sur Ro[p~?]. O
PROPOSITION 8.2.12. — Supposons la condition (BR) remplie et soit V' une repré-

sentation Ro-cristalline (resp. Ro-cristalline horizontale). Alors V' est de de Rham
(resp. de de Rham horizontale) et I’homomorphisme naturel

R[pil] ®R0[p—1] Dcris(V) I DdR(V)

(resp. K Qwip-1) DY..(V) — D3R (V)) est un isomorphisme.
Démonstration. — Par hypothése, I'homomorphisme aeis(V) (resp. ayy (V)

est un isomorphisme. En tensorisant par Bgr (resp. BCYR) au-dessus de Bgpis
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v

(resp. Bgs), on en déduit un isomorphisme Bar ®pg,jp-1) Deris(V) — Bar ®va

(resp. By Owip-1] DY (V) — BYx ®q)) i.e. un isomorphisme
Bar @ gp-1) (RIP™'] @ Rofp-1) Deris(V)) — Bar ®qV’

(resp. BYr K (K ®wip-1j DY (V) — Bir ®q)V). Ce dernier est le composé agr(V')o
(Bar ®iv) (resp. aYg (V) o (BY ®iY/)) oit iy (resp. 4y) est I'homomorphisme naturel

R[pil] ®R0[p*1] Dcris(V) — DdR(V)

(resp. K ®@wp-1] DY (V) — DYR(V)). Il en résulte que aqr(V) (resp. aYg(V)) est
surjectif, donc un isomorphisme d’apres la proposition 8.2.4 (resp. 8.2.9). La représen-
tation V est donc de de Rham (resp. de de Rham horizontale). Par ailleurs, 'homo-
morphisme Byg ®iy (resp. BCYR ®i¥) est un isomorphisme. Par fidele platitude de Bgg
sur R[p~!] (théoréme 5.4.1), '’homomorphisme iy (resp. iy, ) est un isomorphisme, ce
qu’on voulait. O

PRrROPOSITION 8.2.13. — Soit V une représentation non ramifiée. Alors V est de
de Rham et Dar(V) = Dy, (V). Si la condition (BR) est remplie, alors V' est Ro-
cristalline et Deys(V) = D2 (V).

Démonstration. — Rappelons (proposition 5.2.4 et ce qui suit la définition 6.1.4)
qu’on a des applications naturelles et injectives ]/%H[p_l] — Bgr et E{?[p‘l] — Beris-
Elles induisent des inclusions i: Dy, (V) — Dar(V) et i: DY (V) — Deis(V). On a
alors le diagramme

BdR ®R[p*1] Dnr(V) Bar ®an: (V)

Bar ®iJ \ Bar ®Qp‘/.

Bar ®pjp-1 Dar(V) (V)

La fleche du haut étant bijective, celle du bas est surjective. D’apres la proposition
8.2.4, elle est injective, c’est donc un isomorphisme. On en déduit que la fleche de
gauche Idp,, ®i est un isomorphisme. Par fidele platitude de Bqr sur R[p~!] (théo-
réeme 5.4.1), Papplication i est bijective, et on a Dggr (V) = Dy, (V). Le raisonnement
avec « Rp-non ramifiée » est analogue. O

Soit V' une représentation p-adique. D’apres les propositions 8.2.10, 8.2.12 et 8.2.13,
on a les implications suivantes (si la condition (BR) est remplie)

V est cristalline horizontale ===V est cristalline <= Vest Ry-non ramifiée

l ! !

V est de de Rham horizontale ==V est de de Rham <—— Vest non ramifiée.
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REMARQUE 8.2.14. — Justification de la construction de Bgr et de Beyis.

Si X est un schéma en groupes sur R, notons T,(X) = @nX(E@’l])@"] son
module de Tate et posons Vj,(X) = Q, ®z, T,(X). En particulier, on a T,(G,) =
Z,(1) = Z,t (c’est ce qui motive la construction du « petit » anneau de Hodge-Tate
C[t,t71], pour lequel les puissances entieres du caractere cyclotomique sont admis-
sibles).

L’anneau B, doit étre une W(R)[p~!]-algebre et une R[p~']-algebre (pour que
les représentations finies soient de de Rham, ¢f. proposition 8.1.1). Par ailleurs, il doit
étre muni d’une application 6: BJz — C, qui prolonge Id ®8 sur (R ®@w W(R))[p~!]
et complet pour la topologie Ker(6)-adique. D’apres la proposition 5.2.3, ’'anneau B(J{R
construit au 5.1 est minimal pour ces propriétés.

De méme Panneau Ag,is doit étre une W(R)-algebre et une ﬁf? -1
que les représentations non ramifiées soiAent cristallines, cf. 8.1.2). Par ailleurs, il doit

-algebre (pour

étre muni d’une application #: Ay — R, qui prolonge Id ®6 sur (R @w W(R))[p~!]
dont le noyau Ker(f) admet des puissances divisée compatibles avec les puissances
divisées canoniques sur l'idéal engendré par p. L’anneau A5 construit au 6.1 est
minimal pour ces propriétés.

Bien str, il y a une justification (de nature cohomologique) plus profonde de ces
constructions (cf. appendice 9.3).

Un exemple (cf. [15, 3.3]). — Soit i € {1,...,d} et X; = Gy, /(TZ?). On a
Ty (Xi) = lim {() (T, 0 < j <)
et donc Tp(X;) =Zpe1 & Zpey ol €1 = @n e et ey = linn Ti(n). L’action de Ggr
sur V,(X;) = Q, ®z, Tp(X;) est alors donnée par
gler) = x(g)ex, gle2) = cig)er + ez,
ol ¢;: Gr — Z, est le 1-cocycle décrivant Paction de Gg sur les Ti(n) (ona g(Ti(")) =
(6("))”(9)Ti(n)). La matrice de g dans la base (e, e2) est donc

e

Si fy =t tey,onag(f1) = fi. Posons 3; = log(Tf1 [i]) Comme [ﬁ] =wu;+T;, ona

e}

B =log(1+ T u) = Y ()" (n — 1)l ul"

n=1
et donc 3; € Acns- On a g(3;) = 10g(7}71[5(")]0i(9)[ﬁ])7 i.e. 9(B;) = ¢it + B;- En
particulier, si fo = —t~!8;e1 + €2, on a g(fa) = —(cit + B:)t " ter + (ci(g)e1 +e2) = fa.
Soit maintenant v = Ae1 + pe2 € (Bar ®q, V,(X;))9%) (avec A\, i € Bgr). La

relation g(v) = v s’écrit

g(N)x(9) +9(n)ei(g) = A, g(p) = p
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dans la base (e, ez2). On a donc p € Bgl’{ = R[p~!] et on peut écrire v = Ney + pfa

avec X' € Bqr. On a alors g(N)x(g) = X d.e. tN € Bgﬁ = R[p~Y]. Le R[p~!]-module
Dar(Vp(X;)) est donc libre de base (f1, f2).

La représentation V,(X;) est donc de de Rham. Elle est méme cristalline (contrai-
rement au cas « classique » de la courbe de Tate V(G /(¢%)), cf.[8, IL4]) vu que
t=1. B; € Beis. Par contre, comme f3; & B(YR, elle n’est pas de de Rham horizontale
(elle n’est méme pas R Qo BCYR—admissible) : on a besoin de 1’élément non trivial j;
pour la trivialiser.

8.3. Structures supplémentaires sur Dgr (V) et Deis(V)

Les modules Dygr(V) (resp. Deris(V)) et DYg(V) (resp. DY, (V) sont munis de
structures supplémentaires.

> Le R[p~!]-module D = Dqr(V) est muni d’une filtration décroissante, séparée et
exhaustive {Fil” D},cz. En effet, 'anneau Bgr est muni d’une filtration Fil*, stable
par l'action de Gg. Elle induit une filtration sur Bqr ®q} et donc sur Dar(V) C
Bar ®va'

Le R[p~!]-module D = Dgr(V) est aussi muni d’une connexion intégrable V véri-
fiant la transversalité de Griffith V(Fil" D) C Fil"~! D ®@ gy Qr[p] (pour r € Z).
En effet, application

Vv ®Qp Bagr — (V ®Qp BdR) ®R[p—1] QR[p_l], VRb— v ® V(b)

induit une application Dgr (V') — Dar (V') ®pgpp-1) ﬁR[p_l] car V commute a 'action
de Gr. Comme V est une connexion intégrable, c’est encore une connexion intégrable,
on la note encore V. Comme V vérifie la transversalité de Griffith sur Bqgg, il en est
de méme de la connexion induite sur Dggr (V).

> Le Ro[p~]-module Dy = Deis(V) est muni d'un opérateur ¢ semi-linéaire par
rapport au Frobenius o sur Ry @*1]. En effet, ’anneau Be,is est muni d’un opérateur
@ o-linéaire qui commute a ’action de Gg. Il induit donc un opérateur o-linéaire
sur Beris ®q ) par p(b®@v) = ¢(b) ®v, et comme ¢ commute a 'action de G, il laisse
stable le sous- Ro[p~!]-module De,s(V).

Supposons la condition (BR) remplie. Le R[p~']-module (Do)r := R[p™ '] @ g,[p-1]
Dy est un sous-R[p~!]-module de Dar(V) (proposition 8.2.1). Il est donc muni d’'une
filtration {Fil"(Dg) g }rez décroissante, séparée et exhaustive et d’une connexion inté-
grable V induites par ’homomorphisme injectif (Dg)g — D. De plus on a Vo = ¢V
sur Dy (en effet, d’apres la proposition 6.2.5, Popérateur ¢ et la connexion V com-
mutent sur Beyis, il en est donc de méme sur D,i5(V)).

> Le K-espace vectoriel DV = DY (V) est muni d’une filtration {Fil” DV},cz qui
est décroissante, séparée et exhaustive.
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> Le W[p~']-espace vectoriel DY = DY, (V) est muni d’un opérateur ¢ semi-
linéaire par rapport au Frobenius absolu sur W [p~!]. Par ailleurs, si la condition (BR)
est remplie, le K-espace vectoriel (Dy ) = K Owp—1] D{ est isomorphe & un sous-
K-espace vectoriel de DY (V) (propostition 8.2.11). Il est donc muni d’une filtration
décroissante {Fil"(D{ )k }rez séparée et exhaustive induite par celle de DV .

PROPOSITION 8.3.1. — Le R[p~!]-module Dar(V) est projectif de rang < dim(V').
De méme, le Ro[p~']-module Deyis(V) est projectif de rang < dim(V).

Démonstration. — Pour tout r € Z, on a la suite exacte
0 — Fil'*' Bar ®QV — Fil" Bar ®QV — Bhyrt" ®q,V — 0
qui induit I'inclusion
Gr" Dar(V) = (Fil" Bar ©q))9" /(Fil” Bar ®qQ V)" < Dy (V(r)).
D’apreés la proposition 4.2.7, le R[p~!-module D% (V(r)) est de type fini, nul sauf
pour un nombre fini d’entiers 7 : il en est de méme de Gr” Dar (V). Ainsi, le R[p~!]-
module Dgg(V) est de type fini, ainsi que Fil” Dgr (V') pour tout r € Z.

Comme R[p~!] est fini sur Ro[p~!], c’est aussi un Ro[p~!]-module de type fini.
Or Deis(V) € Dgr(V) : le Ro[p~!]-module Deyis(V) est de type fini (car Rg[p~!] est

noethérien).
En vertu de la proposition 7.1.2, comme ils sont naturellement munis d’une
connexion intégrable, les modules Dgr (V') et Deyis(V) sont projectifs. O

PROPOSITION 8.3.2. — Soit V' € Repyr(Gr). Alors V' est de Hodge-Tate, et pour
tout v € Z, les R[p~!]-modules Fil"(Dar(V)) et Gr"(Dar(V)) (gradué de Dgr(V)
pour la filtration {Fil"(Dar(V))}rez) sont projectifs de type fini.

Démonstration. — Pour tout 7 € Z, on a Gr" Dgr(V) < D}(V(r)). Rappelons
que d’apres le corollaire 5.2.7, on a Gr” Bqr ~ BYyp(r). La R[p~!]-algebre Bl est
fidelement plate (parce que C est fidelement plat sur R[p~!] d’apreés le théoréme 3.2.3) :
I’application

@ Gri Bar ®R[p—1] GI‘j DdR(V) — @ Gl"i Bar ®R[p—1] D%T (V(]))
i+j=n i+j=n
est injective. Par ailleurs, ’application
a(n): @ Bhr(i) @rp-1 Dir (V(§)) — Gr" Bur @qV
i+j=n
est injective en vertu de la proposition 8.2.5 : on en déduit que 'application naturelle

@ Gr' Bar ®R[p-1] Gr? Dar(V) — Gr" Bar ®QpV

it+j=n
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est injective. Cela implique
@ Gri Bar ®R[p—1] GI‘j DdR(V) = Gr"(BdR ®R[p_1] Dar (V))
i+j=n
Supposons V' de de Rham : I'homomorphisme aqr(V): Bar @gpp-1) Dar(V) —
Bar ®va est un isomorphisme. En passant aux gradués on a, pour tout n € Z

@ Gri Bar ®R[p—1] Grj DdR(V) = Gr" Bar ®QPV
i+j=n
(la surjectivité résulte du fait que la filtration est séparée et exhaustive). Cela prouve
que les applications «(n) sont bijectives, et donc que V est de Hodge-Tate. D’apres
la proposition 5.2.6, I'isomorphisme qui précede s’écrit
@ C[’Ul, o ,Ud] (Z) QR[p-1] Gr’ DdR(V) ~ C[’Ul, o ,Ud] (n) ®QpV'
i+j=n
On voit ainsi que pour tout r € Z, le Cluvy, ..., v4)-module

C[Ul, . ,Ud] ®R[p*1] Gr" DdR(V)

est projectif de type fini comme facteur direct de Cfvy, ..., vq4] ®QPV(n —r). Grace a
la fidele platitude du R[p~!]-module C[v1,...,v4] (théoréme 3.2.3), le R[p~!]-module
Gr" Dgr(V) est projectif de type fini.

Comme les Fil" Dggr (V) sont, en tant que R[p~']-modules, des extensions succes-
sives d’un nombre fini de Gr? Dgr(V), ils sont projectifs de type fini. O

PROPOSITION 8.3.3. — Si V' est Ry-cristalline (resp. Ro-cristalline horizontale),
I’homomorphisme Ro[p~!]-linéaire (resp. W[p~]-linéaire) @: 0* Deris(V) — Deris(V)
(resp. @: 0* Dy (V) — DY (V) linéarisé de ¢ est un isomorphisme.

cris

Démonstration. — Supposons que la représentation V' est Ry-cristalline. On a un
isomorphisme

Bcris ®R0[p—1]0* Dcris(V) =~ Bcris ¢®R0[p—1] Dcris(v)

et le diagramme commutatif

Bcris ® 1
Bcris¢®Ro[p—1] Dcris(V) ‘ Beris ®R0[p—1] Dcris(V)
lz
Bcris ¢®Bcris ( Bcris ®R0 [p_ 1] Dcris (V)) U ceris (V)
Beris ®acris(v)lz
Beris W®BmS (Bcris ®QPV) = Beris ®QPV

I’homomorphisme du bas étant donné par by ® by @ v — bip(bs) ® v. Il en résulte
que ’homomorphisme B;js ®¢ est un isomorphisme. Par fidele platitude de Beyis
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sur Ro[p~!] (théoréme 6.3.8), 'homomorphisme Ro[p~!]-linéaire ¢: 0* Deyis(V) —
Deis(V') est un isomorphisme.

Le cas ou V est Rg-cristalline horizontale se traite de fagon identique. O

PROPOSITION 8.3.4. — (a) Si V € Repq (Gr) est de de Rham, alors Dar(V) est
un objet de MF r(V). ’

(b) Supposons la condition (BR) remplie. Si V' est Ry-cristalline, alors Deyis(V)
est un objet de MF g/, (¢, V).

Démonstration. — (a) Le R[p~!]-module D = Dgr(V) est muni d’une connexion
intégrable V: D — D @ g1 QL[p!] et d’une filtration Fil* D décroissante séparée
et exhaustive telle que V vérifie la transversalité de Griffith. Le R[p~!]-module D est
projectif de type fini (proposition 8.3.1) et le gradué Gr*® D est projectif car V est de de
Rham (proposition 8.3.2). Le R[p~!]-module Dar (V') est donc un objet de MF (V).

(b) Le Ro[p~']-module D = Deyis(V') est muni d’un opérateur de Frobenius ¢ semi-
linéaire par rapport au Frobenius o sur Ro[p~!], d’'une connexion intégrable V: D —
D®g,[p—1) ﬁ}%o [p~1] telle que Vip = oV et d'une filtration Fil* Dy décroissante séparée
et exhaustive sur D = R[p™'] ®@p,p-1) D telle que V vérifie la transversalité de
Griffith (car Dr C Dgr(V) en vertu de la proposition 8.2.1).

Soit V un réseau de V stable par Gr. Si V est Ry-cristalline, on a Dar (V) = Dr =
Rp™ ' ®pgyp-1) D (proposition 8.2.12) et le Ro[p~']-module D est de type fini (propo-
sition 8.3.1) : pour n entier assez grand, si D désigne le Ry-module (t~™ Acyis ®z, V)gR,
on a D = D[p~!]. Par construction, D est stable par V. Pour i € {1,...,d}, on a
NP(Acris) € pAcis : la connexion V sur D est quasi-nilpotente. Par ailleurs, ’homo-
morphisme Ry[p~1]-lindaire ¢: o*D — D déduit de ¢ est bijectif d’apres la proposi-
tion 8.3.3. Enfin, le R[p~!]-module Dy appartient & la catégorie MF (V). Le Ro[p~1]-
module Dis(V) est donc un objet de MF g/ g, (¢, V). O

PROPOSITION 8.3.5 (indépendance de la notion de représentation cristalline par rap-
port aux choix)

Supposons la condition (BR) remplie. Alors la notion de représentation Rg-
cristalline ne dépend que de R et pas du choiz de Ry.

Démonstration. — La preuve est exactement la méme que celle de [15, prop. 3.42] :
rappelons-en les grandes lignes. On définit 'anneau A,ax(R) comme étant le séparé
complété pour la topologie p-adique de la sous- R®z W(R)-algebre de Roz W (R)[p~}]
engenrée par @~ Ker(fr). C’est un anneau qui ne dépend que de R. Il n’est pas muni
d’un opérateur de Frobenius, mais la Ryp-algébre Apnax(Ro) (construite en méme temps
que A dans le chapitre 6) Dest.

On montre successivement que

> @(Amax(RO)) - Acris(RO) Cc Amax(RO) (Cf [157 prop. 338]);

> Amax(R) c pil(R ®Ro Amax(RO)) (Cf [15, prop. 340])7
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> N (Amax(Ro)[p™Y]) € Anax(R)[p7!] pour N € N tel que p¥ > e (cf [15,
prop. 3.41]).
On en déduit que si V € Repq, (Gr) et

Dmax(V) = (Amax(RO)[t_l] ®QPV)QR et DIIlaX7R(V) = (AmHX(R) [t_l] ®QPV)QR7
on & Dyyax (V) = Deis(V) (grace & la proposition 8.3.3) et
R[pil] ®UN(R0[;D*1]) @N<Dmax(v)) C Dmax,R(V) C R[Pil] ®R0[p—1] Dcris(v);

de sorte que Dyax (V) = R[p~}] ® Ro[p~1] Dmax(V) en vertu de la proposition 8.3.3.
Cela implique que V est Ro-cristalline si et seulement si elle est Apax(R)[t71])-
admissible, ce qui est indépendant du choix de Ryp. O

8.4. Ggr-régularité de B.,;s et de Byr

On prouve ici la Gr-régularité des anneaux Bcyis et Bar (théoréme 8.4.2). Grace
a ce qui a déja été fait, il ne reste & démontrer que la condition (iv) de la défini-
tion 8.0.1 : il s’agit d’étudier les représentations de dimension 1, ce qui est 'objet de
la proposition 8.4.1.

Soit : Gr — Z; un homomorphisme continu. Soit V;; la représentation p-adique
de dimension 1 qui est Q,, sur lequel Gr agit via le caractere 7. On dit que 7 est de
de Rham (resp. Ro-cristallin, resp. Ro-non ramifié) si V, Dest.

Si V1 et V4 sont deux représentations de de Rham (resp. de de Rham horizontales),
il en est de méme de Vi @q V2 d’apres [15, prop. 3.5]. De méme, si la condition (BR)
est remplie et V7 et V5 sont cristalines (resp. cristalline horizontale), il en est de méme
de Vi @q,Va.

ProroSITION 8.4.1. — Soit n: Gp — Z;; un homomorphisme continu. Alors

(i) 7 est de de Rham si et seulement si n peut s’écrire 1 = NNy X™ 0U N est un
caractére d’ordre fini, nuy un caractére (Ro-)non ramifié ;

(ii) si la condition (BR) est remplie, n est Ro-cristallin si et seulement si n peut
s’écrire 1 = X" 0t My est un caractére Ry-non ramifié et n € 7.

En particulier, une représentation de de Rham de dimension 1 est potentiellement
Rg-cristalline.

Démonstration. — Soit V' =V, = Q, v la représentation p-adique définie par le
caractere 7).

(i) Supposons V de de Rham. Soit D = Dggr(V), c’est un R[p~']-module projectif
de rang 1, muni d’'une connexion intégrable

V:D—D ®R[p-1] ﬁ}%[pil]
Soit R[p~'] = >_j_,(R[p~'])s, une partition de 'unité telle que
ij = (R[p_l])fj ®R[p_1] D
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est un (R[p~'])s,-module libre, pour j € {1,...,r}. Il existe alors b; € Bar \{0} tel
que Dy, = (R[p~']),(b; ® v).

Si n € Z, la représentation Q,(n) est de de Rham, il en est donc de méme
de V(n). Par ailleurs, remplacer V' par V(n) revient a remplacer n par nx", et Dy, par
(R[p~"])y,(t™"b; ®v). En choisissant n assez grand, on se ramene au cas ol b; € Bl
pour tout 5 € {1,...,7}.

Rappelons qu'on a Bl = B(Ypir[[ul, ..., uq]] (proposition 5.2.2). Ecrivons
bj = Z b(ﬂ])ﬂﬂa f] = Z féj)yﬂv
neNd neN?
avec b(ﬂj)7 éj) € By et ot u® = Hle u pour n = (n1,...,n4) € N4 On a
0(f;) =0( Q(J)). Comme f; € R[p~'],onad(f;) = f; et donc fg(j) n’est pas diviseur de
zéro. On en déduit une inclusion (BjR)y, C (B(Yg)f(j) [[u,-..,ud]]. Le R[p~!]-module
N 0

D est muni d’'une connexion intégrable V, soit encore de d dérivations N;: D — D :
pour tout j € {1,...,d}, il existe k;; € (R[p‘l])fj tel que N;(b;) = k; jb; pour
ie{l,...,d}. Posons k(j) = (k1,,...,ka;) et

g(&(]),fj) = {J) S (B(Yg)fg(j) [[ul, . ,ud]], Vi € {1, .. .,d}, Nz(l‘) = k@jl‘}.

C’est un (ng)féj)—module. Ecrivons
neNd
avec x(ﬂj) € (B(Yg)féj) pour n € N. Désignons par ¢, le multi-indice (0, ...,0,1,0,...,0)

(le 1 étant & la i-eme coordonnée). On a

Ni(x) = Z waniu™ % (u; + 1@ [T))

neN?

et donc
Ni@) = Y (niwy + (ni + (1@ [T])anre, )u™.

neN9

Ecrivons alors k; ; comme un élément de (B(Ypir)fm [[ut,y...,uq]] : ona
o
kij = Z k(ﬂm’)yn.
neN9
L’égalité N;(x) = k; jx se traduit alors, dans (deg)f(j) [[u,...,uq]] par les égalités
o

niZy + (i + 1A [Ti])Tpte, =D <n k(mi’j)xﬂ,m, et donc par

1

Tnte, = - 1 (1 ® [ﬁ]_l)( Z k(mi’j)xn—m - nz‘%)

m<mn
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pour tout n. € N% et tout i € {1,...,d}. On en déduit que les z,, se calculent de proche
en proche a partir de xg, en particulier, ils sont tous divisibles par . L’application
E(k(5), f;) — B )00, @+ 20
est donc un isomorphisme de (ng)féj)—modules et E(k(j), f;) est un (BCYPT)fC()J)—
module libre de rang 1 tel que pour z € E(k(H), fj), V'égalité xy = 0 implique x =0.
En particulier, comme b; € £(k(j), f;) \ {0}, on a béj) # 0. Il existe donc m; € N tel
que béj ) € Fil™ B \ Fil™ "' BY;. D’aprés ce qui précede, b(()j ) divise b(ﬂj) pour tout
n €N onat™b; € Bl et c; =0(tb;) #0.Onag(c;) = (" x")(9)e;
pour tout g € Gg.

Rappelons (section 3.3) qu’'on a un homomorphisme injectif Gg,-équivariant
U: C — HpeT C(p), les composantes du produit étant permutées transitivement
par Gr,.

Commencons par montrer que m; est indépendant de j. Quitte a remplacer R par
une extension finie, on peut supposer que R[p~!]/Ro[p~!] est galoisienne. L’induite
de V a Gg, se factorise par son abélianisé. Pour p € T, on a donc ¥y(c;) # 0
(composante d’indice p de ¥(c;)), car les composantes sont permutées transitivement
par Gr,. Comme g(c;) = (n~'x~"7)(g)c; pour tout g € Gg donc pour tout g € QAR(p),
le caractere nx™ est C(p)-admissible pour p € T'. Cela signifie que —m; est 'unique
poids de Hodge-Tate de V' et donc que m; ne dépend pas de j : quitte a remplacer
V par V(mj), on peut supposer que m; = 0 pour tout j. Le caractere n est alors
C(p)-admissible pour p € T. D’apres la « théorie de Sen généralisée » (cf. rappel 8.4.1
et [14, prop. 6]), Paction de 'inertie de gR(p) sur V est finie, et donc 'action de
I, (p) NGr(p) sur V est finie.

Comme Z; ~ F'x(14+pZy,), ou F est un goupe fini, le caractere n s’écrit n = 11y
ou 7 est d’ordre fini et ny,, est & valeurs dans 1 + pZ,. L’action de Ig,(p) N Gr(p)
étant finie et 1 + p Z,, sans torsion, ny, est trivial sur Ig,(p) N gR(p) pour tout p € T.
D’apres le corollaire 8.1.5, le caracteére 7y, est Ro-non ramifié.

Réciproquement, soit n = nsnux™ avec n¢ d’ordre fini, 7y, non ramifié et n € Z.
D’aprés la proposition 8.1.1, 7t est R[p~!]-admissible, donc de de Rham. D’aprés la
proposition 8.2.13, n,; est de de Rham. Comme x™ est de de Rham pour tout n € Z,
le caractere 1) est de de Rham d’apres ce qui a été rappelé au début de cette section.

(ii) Supposons que V est Ro-cristalline. Le caractere 7 est donc de de Rham d’apres
la proposition 8.2.12. D’apres ce qui précede, il s’écrit donc n = el x™ avec e d’ordre
fini, 0}, Ro-non ramifié & valeurs dans 1+ pZ, et n € Z. Comme 7}, est & valeurs

dans 1+ pZ,, la démonstration de la proposition 8.1.2 montre que le cocycle 7/, est

X
cris

vu que R" C Agsis.
On en déduit que 7/ ! est Ro-cristallin. Par ailleurs, =" est Ro-cristallin. D’apres ce

trivialisé par un élément b, € 1+ p}/%? . On a alors b, € B

qui a été rappelé au début de cette section, comme la condition (BR) est remplie, le
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caractere e = nn); 1x ™" est Ry-cristallin. Soit N € N tel que ) = 1. Le caractére
g 1= nfv ~1 est Ry-cristallin.

Montrons que le caractére n¢ est aussi Rp-non ramifié. Rappelons (section 6.2)
quon a un plongement Gr,-équivariant ¥: Beys — HpeT Beris(p), le groupe Gg,
permutant les composantes du produit de fagon transitive. La restriction du caractere
nr a chacun des groupes G\R (p) est donc cristalline et d’ordre fini. Elle est donc triviale
sur Ig,(p) N G\R(p) d’apres [15, prop. 3.33]. Comme c’est vrai pour tout p € T, le
caractere 7 est Ro-non ramifié d’apres le corollaire 8.1.5, le caracteére 7y, est Ry-non
ramifié.

Le caractere ny, = nenl, est alors Rp-non ramifié. On a donc n = 7y, X" avec nyy
Ro-non ramifié et n € Z.

Réciproquement, soit n = nnx™ avec nny Ro-non ramifié et n € Z. D’apres la
proposition 8.2.13, ny; est Ry-cristallin. Comme x™ est Ry-cristallin pour tout n € Z,
le caractere 1 est Ry-cristallin. O

RAPPEL 8.4.1 (la théorie de Sen). — Une C-représentation de Gg est un C-module
de type fini W, muni d’une action semi-linéaire continue de G (semi-linéaire signifie
que g(cw) = g(c)g(w) pour tout g € Gr, ¢ € C et w € W). Un cas particulier
important est fourni par les C-représentations de la forme C ®q V (muni de I’action
diagonale de Gg) ou V € Repq, (Gr).

La théorie de Sen a essentiellement pour but de classifier ces objets et au moins
d’en donner une description aussi simple que possible. On a le résultat suivant (cf. [3,
cor.3.14]) : Soit W une C-représentation libre de rang n de Gr. Alors il existe un
Roo[p~1]-module projectif D de rang n, muni d’une action semi-linéaire et continue
de Tg, tel que W = C @R p-1 D en tant que Gr-modules.

C’est un résultat de descente. Connaissant D, on peut étudier ’action infinitési-
male de groupe de Lie p-adique I'p en regardant I’action de son algebre de Lie. Cette
derniére étant un Z,-module libre de rang d 4 1, 'action est donnée par d 4 1 endo-
morphismes (les endomorphismes de Sen). Comme I'g n’est pas commutatif, ces en-
domorphismes ne commutent pas en général.

Dans le cas ou R est un anneau de valuation discrete, ces résultats ont été dé-
montrés dans [14]. On prouve en outre dans loc. cit. que dans D, U'intersection des
noyaux des endomorphismes de Sen coincide avec le sous-espace des éléments qui
ont une orbite finie sous 'action de I'g. En particulier, c’est le module D en entier
lorsque la C-représentation dont on est partis est triviale (c’est-a-dire isomorphe & C™
comme Gr-module). Soit maintenant V' une représentation p-adique de Gr qui est C-
admissible. Si x désigne le corps résiduel de R, posons xPef = Unmen kP~ et notons I
le groupe d’inertie du corps R W (xP¢)[p~1]. C’est un sous-groupe du groupe d’inertie
Ir de R[p~']. D’apres [49, cor. 1], 'action de I sur V se factorise & travers un quotient
fini. Mais comme V est C-admissible, ses endomorphismes de Sen sont triviaux, de
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sorte que l'action de I'g se factorise elle aussi a travers un quotient fini : 'action de Ig
se factorise & travers un quotient fini.

Remarquons qu’il est possible de faire la derniere étape « a la main », comme dans
la preuve de [14, prop. 3.33].

THEOREME 8.4.2. — La catégorie Repyr(Gr) (resp. Repygr(Gr)) est une sous-
catégorie tannakienne de Repq (Gr) et la restriction du foncteur Dgr ¢ Repyr(Gr)

(resp. de DYr & Repyr(Gr)) est un R[p~']-foncteur fibre (resp. un K -foncteur fibre).
Si la condition (BR) est remplie, la catégorie Repg, _..is(Gr) (resp. RerO_ms(gR))
est une sous-catégorie tannakienne de RepQP (Gr) et la restriction du foncteur Deyis
a Repg,_cis(Gr) (resp. de DY d RerO_ms(gR)) est un Ro[p~1]-foncteur fibre
(resp. un W [p~1]-foncteur fibre).

Démonstration. — Cela résulte du fait que Bar, Beis, Byg et Bry, sont Gp-réguliers
(cf. définition 8.0.1). La propriété (i) de la définition résulte des théoremes 5.4.1
pour Byr, du théoréme 6.3.8 pour B,is et est évidente pour BCYR et BCVris parce que
K et W[p~1] sont des corps. La propriété (ii) est I'objet des propositions 8.2.4, 8.2.6
et 8.2.9 et la propriété (iii) est évidente. Reste & prouver la propriété (iv). Soit V' une
représentation p-adique de G de dimension 1. Elle est donnée par un homomorphisme
continu n: Gr — Z;.

Supposons 1 de de Rham (resp. Rp-cristallin). D’apres la proposition 8.4.1 et sa
preuve, 7 peut s’écrire n = NNy x™ (resp. n = N X™) OU ¢ est un caractere d’ordre
fini, 7,y un caractére Rp-non ramifié & valeur dans 1 + pZ, et n € Z. On a vu au
cours de la preuve de la proposition 8.4.1 que le caractere n, ! est lui aussi Rg-non

_—

ramifié (parce qu’il est trivialisé par un élément de 1 + pRE* C A,.), donc de de
Rham (resp. Ro-cristallin) d’apreés la proposition 8.2.13. Comme 7 est d’ordre fini,
ona N € Ny tel que nfv =1 et donc nf_l = nfv_l est de de Rham, d’apres ce qu’on a
rappelé au début de la section. Par ailleurs, le caractere x ™" est Rg-cristallin (donc
aussi de de Rham d’apreés la proposition 8.2.12). Le caractére n ! = n{ln;rlx_" (resp.
n~t =nx™") est donc de de Rham (resp. Ro-cristallin). En particulier, en vertu de
[15, prop. 3.7], pour toute représentation de de Rham (resp. Ro-cristalline) on a des

isomorphismes
DdR(V\/) ~ HOmR[p—l] (DdR(V), R[pil]),
Dcris(Vv) = HomRo[pfl] (Dcris(v)7 Ry [pil])-
Supposons 7) de de Rham horizontal (resp. Ro-cristallin horizontal) : on doit mon-
trer qu’il en est de méme de VV. La représentation V est de de Rham (resp. Ro-
cristalline) d’apres la proposition 8.2.10. Il en est donc de méme de V¥ d’apres ce

qui précede. D’apres la proposition 8.2.10, il s’agit de montrer que la connexion sur
Dar(VY) (resp. Deis(V'Y)) est triviale.
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L’homomorphisme naturel

Bar: Rlp™"] @k DYR(V) — Dar(V)

(resp. Beris: Rolp™'] Qwp-1) DY (V) — Deis(V)) est un isomorphisme (proposition

8.2.10). On en déduit un isomorphisme

HomR[pfl] (DdR(V), R[pil]) L) HomR[pa] (R[pil] ®K DCYR(V)a R[pil])

(vesp. Homp, -1 (Deris(V), Rolp™"]) = Hompgpp-1(Rolp™"] @wip-1) Dis(V), Rolp™'))

de R[p~!]-modules (resp. Ro[p~!]-modules) & connexion. Comme K et W[p~!] sont
des corps, on a

Hom 1) (Rlp™"] @k Dip(V), Rlp™ ")) = Rlp™"] @ Homg (DJp(V), K),
HomRO[pil] (RO [p_l] ®W[p*1] Dcvris(V)a W[p_l])
=~ Rolp™ '] @wpy—1 Homuwgy) (DFa(V), Wip™).

On a donc un isomorphisme

Dar(V"Y) = R[p~'] @k Homg (Dyr(V), K),
Dcris(vv) = RO[Pil] ®W[p_1] HomW[p_l](DZ"is(V)v W[pil])

de modules & connexion sur R[p~?] (resp. Ro[p~!]). La connexion sur Dag (V") (resp.
Deris(VY)) est donc triviale, ce qu’on voulait. O

PROPOSITION 8.4.3. — Soit V' est une représentation p-adique de de Rham (resp.
de de Rham horizontale), l'isomorphisme aqr(V): Bar @rpp-1) Dar(V) — Bar ®va
(resp. aYz(V): Big ®x Dyg(V) — B¥x ®q)V) est compatible aux structures supplé-
mentaires décrites dans la section 8.3. De méme, les isomorphismes et suites exactes
qu’on dédwit du fait que Dggr (resp. D(YR) induit un R[p~!]-foncteur fibre (resp. un
K -foncteur fibre) sur la catégorie Repyg (Gr) (resp. Repyr(Gr)) respectent les struc-
tures supplémentaires. Méme énoncé avec les représentations Rg-cristallines et Ry-
cristallines horizontales lorsque la condition (BR) est remplie.

Démonstration. — Le point non trivial est la stricte compatibilité aux filtra-
tions. On dispose du foncteur grp qui & un R[p~!]-module filtré associe son
gradué. C’est un foncteur exact de la catégorie des R[p~!]-modules filtrés vers
la catégorie des R[p~!]-modules gradués. En outre, il commute au produit ten-
soriel. On a (corollaire 5.2.7) Buyr = grz(Bgar). D’apres la proposition 8.2.5
(c¢f.Hyodo [41, prop.2.1]), pour toute représentation p-adique V, I’homomor-
phisme naturel apr(V): BuT ®pp-1) Dur(V) — Bur ®qV est injectif, ol
DHT(V) = (BHT ®QPV)QR.
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Soit V' une représentation p-adique de de Rham. On a grp(Dgr) = Dur(V) et le
diagramme commutatif

grr(Bar @rpp-1 Dar(V)) — grp(Bar ®@q)V)

v
grp(Bar) ®gp-1) 8rr(Dar) LLILOT c N @qYV.

L’injectivité de agr (V') implique celle de I'application grr(Bar ®@pgpp-1) Dar(V)) —
gr(Bar ®va) et donc la stricte compatibilité de agr (V') aux filtrations.
Soient V7 et V5 deux représentations p-adiques de de Rham. Montrons que l’iso-
morphisme
Dar (V1) ®gpp-1) Dar(V2) = Dar(Vi ®q,V2)
est compatible aux filtrations. On a le diagramme commutatif
Bar ®@gp-1] Dar (V1) @gpp-1) Dar(Vz2) — Bar @gjp-1) Dar (Vi ®q,V2)
adR(V1)®0’dR(V2)J/ J/O‘dR(V1®QPV2)
(Bar ®QPV1) ®Byr (Bdr ®QJ/2) —  +Bar ®Qy1 ®QP‘/2

ol agr(V1) ® aqr(V2) et aqr(Vi ®q,V2) sont des isomorphismes de modules filtrés
sur R[p~1] d’apres ce qui précede. 11 en est donc de méme de I’lhomomorphisme

Bar @Rjp-1] Dar (V1) ®gpp-1) Dar(V2) — Bar ®gpp-1) Dar(Vi ®q,V2).
En passant aux gradués, on a un isomorphisme
Bt @prp-118r 5 (Dar(Vi) @gp-1) Dar(V2)) — But @rpp-18r R (Dar (Vi ©q,V2))

et donc un isomorphisme gr p(Dar (V1) ® gpp-1) Dar(V2)) = grp(Dar (V1 ®QPVQ)) par
fidele platitude de Byt sur R[p~!] (théoréme 3.2.3), ce qu’on voulait.

Raisonnement analogue pour le dual. O

8.5. Pleine fidélité du foncteur D5, admissibilité

Soit D un (g, V)-module filtré sur R[p~']. Le R[p~']-module Bar ®ppp-1]Dr est

alors muni d’une filtration donnée par

Fﬂr(BdR ®R[p—1]DR) = Z IHI(FII9 Bar ®R[p—1] Fil"=°* Dr — Bar ®R[p_1]DR)
SEZ

pour r € Z. Il est aussi muni d’une connexion donnée par V(b®@d) = V(b)@d+bxV(d).
Elle induit une connexion sur le sous—Ro[p_l]—module Beris ® Ro[p—l]D. Ce dernier est
aussi muni d’un Frobenius donné par ¢(b ® d) = ¢(b) ® ¢(d).

DEFINITION 8.5.1. — Si D est un (p, V)-module filtré sur R[p~!], on pose :

p=1 . —
Vcris (D) - (Bcris ®R0[p—1]D)v:O N Fllo ((BdR ®R[p—1]DR)V70) .
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On obtient ainsi un foncteur de la catégorie MFg g, (0, V) dans la catégorie des
Q,-espaces vectoriels topologiques munis d'une action linéaire continue de Gg.

NOTATION. — On note MF% (o, V) I'image essentielle du foncteur
Deris : RepRo- cris (gR) - MFR/RO (307 v)

Ses objets sont appelés les (¢, V)-modules filtrés admissibles.

THEOREME 8.5.1. — Supposons la condition (BR) remplie.

(i) La catégorie MFg g (0, V) est abélienne.

(ii) Si Dy et Dy sont deuz (p, V)-modules filtrés admissibles sur Rlp~!], il en est
de méme de D1 ® Dy (vu comme objet de MFpg g, (¢,V)). De méme, si D est un
(¢, V)-module filtré admissible sur R[p~!], son dual DV l’est encore (vu comme objet
de MF g/ R, (¢, V)).

(iii) Munie de ces structures, la catégorie MFg (¢, V) est tannakienne.

(iv) Le foncteur Deyis induit une équivalence de catégories tannakiennes

Repr,_cis(Gr) = MF% )5, (2, V)
et le foncteur induit par Vs €st un quasi-inverse.
Démonstration, cf. [15, th.4.24]. — Soit V € Repg,_.is(Gr). Par définition,
eris(V) : Beris @Ry [p—1] Deris (V) — Beris ®qV
est un isomorphisme de B.is-modules, et a fortiori
Bar @gjp-1] Deris(V)r — Bar @qV-

On a alors

cris

=1 p=1
Vcris ( Dcris(v)) - (Bcris ®Qy)€=0 mFﬂO(BdR ®va)V:0 ~ (BVZO n Fllo BCYRZO) ®QPV

=1
D’apres le corollaire 6.2.20, on a Bﬁ;o NFil® B(YRZO = Q,. L’application naturelle
V' — Venis(Deris(V)) est donc un isomorphisme. On en déduit la pleine fidélité du
foncteur induit par Des et le fait que Vs induit un foncteur quasi-inverse.
L’assertion (i) découle de la pleine fidélité du foncteur induit par Deyis. Le théo-
reme 8.4.2 affirme que la restriction du foncteur Deyis & Repp, _ is(Gr) est un Ro[p~']-

foncteur fibre. Les assertions (ii), (iii) et (iv) en résultent. O

PROPOSITION 8.5.2. — On suppose la condition (BR) remplie. Soit V' une représen-
tation p-adique Ro-cristalline. Alors Deis(V) € MFg g, (0, V) est ponctuellement
faiblement admissible.

Démonstration. — Posons D = Deis(V'). Soit p € Spec(Ro/pRo) et (W(k),pW(k),7,s)
un objet-test tel que x est parfait et p = Ker(s). Le Frobenius o sur Ry étant
donné, s induit un homomorphisme Ry — W(k), donc un homomorphisme
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st Beris(Ro) — Beris(W(k)) (ce dernier envoie u; sur 0 pour tout ¢ € {1,...,d}) et
donc un morphisme D — Deyis wi) (V) = (Beris(W (%)) ®QPV)G, olt G = Gw(x) NGr.
On a alors le diagramme

Beris (W () ®acris (V)
Beris (W(K)) @y (0)ip—1] D(W(r),p W(k),7,5) ° o Beris(W(K)) ©q,,V

Boris (W () ®s %w(n)(")

Beris (W(k)) Ow (r)[p—1] Peris, w(x) (V)

Comme «ris(V) est un isomorphisme, il en est de méme de Beris(W(k)) ® aeis(V)
donc aris,wix) (V) est surjectif. Comme il est injectif, c’est un isomorphisme et V'
est cristalline comme représentation de G. Le p-module filtré Deyis wx) (V') est donc
faiblement admissible d’apres [30, prop. 5.4.2] (ou [15, prop. 4.27]). Par ailleurs, I’ho-
momorphisme

Bcris(w(ﬂ)) ®W(f€)[p71] D(W(n),pW(n),w,s) — Beris (W(H)) ®W(n)[p*1] Dcris,W(/{) (V)

est bijectif : il en est de méme de D(w(,),pW(x),y,s) = Deris,w(x) (V) €t Dw(i),p W(),7.5)
est faiblement admissible.

8.6. Cas des caractéres

Dans toute cette partie, on suppose la condition (BR) remplie.

PROPOSITION 8.6.1. — Soit V une représentation p-adique Rg-cristalline de di-
mension 1. Il existe un revétement fini étale Ry — R} tel que le R{[p~']-module
Ri[p~!] ® Rolp-1] Deis(V) est libre.

Démonstration. — OnaV = Q, v, 'action de Gg étant donnée par g.v = n~(g)v ot

n: Gr — Z; est un caractére continu. Si la représentation V' est Ry-cristalline, on a

une écriture 17 = e X ou ¢ est Rp-non ramifié d’ordre fini, 7y, est Rg-non ramifié

a valeurs dans 1+ pZ,, trivialisé par un élément o € 1 + pé? (proposition 8.4.1).
Soit D = Dg;is(V). On a alors

D ={b®&wv, b€ Beis, gb)n; " (9)n (9)x " (9) = b}
= {b ® v, b € Beris, g(ailt*"b) = nf(g)oflt*"b}

et donc D = at"D’ avec D' = Deis(n; ') = {b' € Benis, 9(b') = ne(g)b'}. On sait
(cf. proposition 8.3.1) que D’ est un Ro[p~!]-module projectif de rang 1.

Le caractere ns se factorise & travers un quotient fini Gr/G’ de Gg, avec I ko =
Ker(Gr — Jgr,) C G’ (car s est Ro-non ramifié). Soit Rj = RE". C’est un revétement
fini étale de Ry. Par ailleurs, on a Dgy = Ry[p™'] @pyp-1] D est libre de rang 1
sur Ri[p~1]. O
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PROPOSITION 8.6.2. — Soit D un (p,V)-module filtré sur R[p~'] relativement a
Ro[p~1], de rang 1. Supposons qu’il existe un revétement fini étale Ry — Ry tel que
le Ry[p~']-module Dg; = Ry @R, D est libre. Supposons que tn(D) = tn(D,p) est
indépendant de p € Spec(Ro/pRy). Alors

0 81 tN(D) >tH(D),
dimq, (Venis(D)) = {1 sity(D) =ty (D),
400 st tN(D) <tH(D).
Démonstration. — Le revétement fini étale Ry — R, correspond & un sous-groupe

ouvert G’ de Ggr. On a
Veris(D) = (Beris @ gy p-11 D)9~V =0 N Fil’(Bar @, p-1 D)

Comme B.is ®Ro[p*1]D = Beris ®R{)[p’1]Dl et Bar ®Ro[p*1]D = Bar ®R6[p’1]D/ avec
D' = Dpy = Ry[p™"] ®@py[p-1] D, on a Veig(D) = Veris(D') (comme Q),-vectoriel).
Quitte & remplacer D par D’ (donc Ry par Rj, = EG/, etc.), on peut supposer que D
est libre sur Ro[p~1].

On a alors D = Ry[p~t]d et ¢(d) = A\d. Comme ¢(D) engendre D, \ appartient
4 (Ro[p'])*. Notons 7 = ty(D); c’est un entier. Ecrivons A = p"Ag. Pour tout
p € Spec(Ro/pRy), limage de \g par tout plongement Ro[p~1] — W(k)[p~!] (ou
est un corps parfait) est de valuation nulle. Il en résulte que \g € Ry. Comme c’est
aussi le cas pour /\51, on a en fait A\g € R(.

Notons s =t (D). Ona Fi! Dp = Dpsi j<set Fill Dp =0sij >s. Ona

Vcris(D) = (Bcris ®Ro[p71]D)LP:1’v:0 n FilO(BdR ®R0[p*1]D)

={b®d, b €Bexis, p(D) @ Md =b® d, V(b@ d) = 0,
b®d € Fil’(Bar ®p,p-11D) }

~ {b € Bais, ga(b)pr)\o = b, V(b & d) =0, be Fﬂis(BdR)}
~ tir{bo S Bcris; go(bo)Ao = bo, V(bo ® d) = 0, by € Fﬂr_s(BdR)}

avec b = ¢t~ "by dans le dernier isomorphisme (rappelons que ¢ est horizontal pour la
connexion). On va se ramener au cas ou \g = 1.

Soient P(X) = XP~! — )y et ap € Frac(R) une racine de P. Alors P'(ap) =
(p— 1)0%’72 appartient & Rglag]™ car ozgfl = \g est inversible dans Ry. L’anneau
Rylag] est donc une Ry-algebre étale et donc ap € Ry™ ™.

Soit by € Beyis tel que o(bg)Ao = bg. Posons by = agbg. On a ¢(by) = ga(ao))\albo.
Posons A1 = app(ap) Ao € RY. On a p(by)A; = by. Par ailleurs, on a p(ag) = ab
mod pRy, donc )\1_1 = 1 mod pRy, c’est-a-dire \; = 1 modulo pRy.

On construit & partir de ag et by des suites (a,)nen € RE'N et (by)nen € BNy
vérifiant les propriétés suivantes :

(a) pour n € N5g, on a oy, € 1 + p"RY";
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(b) pour n € N, on a by+1 = @by, ;
(¢) pour n € N, on a ¢(by)\, = by, avec A, € 1+ p"Ry".

La construction est la suivante : si n € Nsg et si ay,_1, b, sont construits, on écrit
An = 14"y avec py, € R Soit Qn(X) = XP — X + uy, et 5y, € Frac(R) une racine
de Q. On a Q),(B,) = pBE~1 — 1 € R{[B,]* (ou R} est une Rp-algebre finie étale
qui contient ). L’anneau Rj[3,] est donc une Ryp-algebre étale et donc G, € Ry".

Posons
an=1—=p"Bn €1 +p "R, bpi1 = anbn, Anp1 = ane(an) A,
On a ¢(bp) A, = by, donc ©(bpy1)Ant1 = bpy1. Par ailleurs, on a modulo p?® R5*
A1 = (1=p"3a) (1 = p"0(Ba)) " (140" ) =1+ 0" (9(Bn) = B + pin)-
Comme ¢(8,) = 02 mod pRy" et 2n > n+ 1 (car n > 0), on a
M1 =1+ p" (B8 = B + ) + 9" RY

et donc \,41 € 1+ p" 1 RYT.

Posons alors o = [[°7_, av,. Comme g € (RE")™ et o, € 1+ p™RE* pour n > 0, le
produit converge dans E{? *. Notons que la suite (ayp,)nen, et donc a, ne dépendent
que de ag et de Ag (car on construit a,, & partir de A\, A1 & partir de A, o) et pas
de la suite (b, )nen. Par ailleurs, la suite (b, )nen converge vers 1'élément b’ = abg
dans Beis. Par construction, on a ¢(b') = ¥'.

Notons que comme #(a) = a # 0, on a o € Fil’(Bqr) — Fil' (Bgr), et by appartient
a Fil" " ?(Bgr) si et seulement si b’ € Fil" *(Bggr). On a

Veais(D) = a7 {b' € Bexis, (b)) =V, V(' @ a™'d) =0, ¥’ € FiI" *(Bar) }-

Soit &’ € Beis tel que V(b ® a=td) = 0. On a N;(b'a~td) = 0 pour tout i dans
{1,...,d}, c’est-a-dire a1 N;(b') + b'N;(a~1)k; = 0 (ot k; € Ro[p~!] ne dépend que
de a et d). On a donc N;(b') = kb avec k] € }/%?[p_l]. Mais pour tout ¢ € {1,...,d}
et tout n € N, il existe des éléments (95?))1§j§d € RY tels que

d
Nig" =p" Y 05" ;.
j=1

En effet, pourn =1,0n a Zle Nip®dlog(T;) = Ve =V = Zle wN;d log(o(T3))
(proposition 8.3.4) et d log(a(T3)) € pﬁ}% vu que o(T;) = TP mod pRy. Le cas n > 0
s’en déduit par une récurrence immédiate.

Ainsi, on a Nig™(t') = p" Y0_, 050" (kjb), dce. Kb = pm SO0, 000 m (k)Y Si
b # 0, on a donc k; = p™ Z?:l GE;L)QO" (k!) (d’apres les propositions 5.2.3 et 5.2.4, les
éléments de ]/%?[p’l] \ {0} ne sont pas diviseurs de zéro dans Beis). Si &' # 0, on a

donc k; = 0 pour tout i € {1,...,d} car Ry est séparé pour la topologie p-adique.
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Dans tous les cas, on a N;(b') = k[b' =0, i.e. V(b') =0. On a donc

O0sir—s>0,
onz_lt_r sir—s=0,

Veis(D) ~ a1t " BE- V=0 NFil" % (Bagr) =
un Q, -espace vectoriel

cris

de dimension infinie sir — s <0

ce qu’on voulait. O

Il résulte du théoreme 8.5.1, des proposition 8.6.1 et 8.6.2 que lorsque la condi-
tion (BR) est remplie, le foncteur Dg;s induit une équivalence entre la catégorie
des caractéres cristallins et celle des (p, V)-modules filtrés sur R[p~!] relativement
A Ro[p~!] qui sont ponctuellement faiblement admissibles et qui se « libérent » apres
une extension finie étale Ry — Ry).

Si D est un (¢, V)-module filtré sur R[p~!] relativement & Ro[p~!], on dit que D
est faiblement admissible s’il est ponctuellement faiblement admissible et s’il se libere
aprés une extension finie étale de Ry. Donc « faiblement admissible » équivaut dans
ce cas a « admissible ». Il est naturel de se demander si cette définition donne encore
lieu a une équivalence en rang supérieur a 1, ce que j’ignore. On est confronté a deux
problémes :

1) Est-il vrai en général que Dc,is(V') se libére aprés une extension finie étale de
Ro comme c’est le cas lorsque dimq (V') =1 (cf. proposition 8.6.1). Un indice
est fourni par la proposition 4.2.8, qui implique que Dcyis(V') se libére aprés une
extension finie étale de Ro[p~'].

2) Est-ce que « faiblement admissible » implique « admissible » ?
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CHAPITRE 9

APPENDICES

9.1. Rappels et compléments sur les revétements presque étales

On garde les notations du chapitre 2. Soit S une E—alg‘ebre finie et normale telle
que R[p~1] € S[p~1] est étale. Pour n € N, on note S, le normalisé de S®z R, et M,
(resp. Ly) I'anneau total des fractions de S, (resp. de R,,).

On dispose de la trace Try, /., : My — Lyp. Comme Rn est normal et S, entier
sur Ry, Papplication Tryy, /1, envoie S, dans R,,. Comme R[p~'] C S[p~'] est étale,
il existe un unique idempotent

€5 fn = tn € (S ®f, S) P
caractérisé par
mp(x) = (Tray, /1, ®1d) (e, - )
pour tout x € (Sy, ®F. Sn)[p~Y, ot my: M, ®p, M, — M, est la multiplication.

Dans [1], le théoreéme de pureté de Faltings (voir [24, th. 3.1], [26, th. 4]) est raffiné
dans Uesprit de Tate (voir [53, prop. 5]) :

THEOREME 9.1.1 (refined almost étalness, [1, th. 5.1]). — Il existe un entier £ (qui
ne dépend que de S) tel que p? e, €8, Qf. Sh.

COROLLAIRE 9.1.2. — Soient S C S’ deux E-algébres finies normales telles que
R[p~1] C S[p~1] C S'[p~ 1] soient étales. Avec les notations qui précédent, il existe un
entier 6 (qui ne dépend que de S et S') tel que Sn/ Trar jar, (Sy,) est tué par por ",

Démonstration. — Soit S” le normalisé de S’ dans une cloture galoisienne de S’[p~1].
Comme (avec des notations évidentes), on a Trys /g, (S) € Traz ar, (S;,) on a une
surjection Sy, / Tragy /ar,, (Sy) = Sn/ Trar yu,, (Sy,) et quitte a remplager S’ par S”, on
peut supposer que S’[p~!]/R[p~!] est galoisienne.

D’apres le théoréme 9.1.1, on a pep*"eS//Rn € S5, ®p S, ou £ est un entier indé-
pendant de n. Par ailleurs, idempotent e, = eg//5, € (5], ®g, S;,)[p!] est I'image
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de s /R,y DA I’homomorphisme surjectif
(S, @5, S~ — (S, @s, SLp~"]
En effet, ces idempotents correspondent au facteur associé a I'identité de
Gal (S4[p1/Sulp™]) et de Gal (S,[p~1/Rulp™"])
respectivement et ’homomorphisme n’est autre que la projection associée a ’inclusion

Gal(S/,[p~1]/Sn[p]) C Gal(S,[p1]/Rnlp~1]). On a donc aussi p? "¢, € S/, @, S,

Ecrivons

T
PP e =) N
i=1

avec A\, p; € SJ,. On a alors

—n

PP =ma (@ 1) = Trary a, ()i
i=1

En prenant la norme de cette égalité on voit que pr_n[M;r’M"] est la somme des

T

H H Q(TYM;L/M,L ()\i)ﬂi)7

i=1geG;
indexée par les partitions Gy [+ [[ G = Gal(S.,[p~1]/Sn[p~!]). En regroupant les
termes pour lesquels on a Card(G;) = n; avec n = (nq,...,n,) € N" fixé, ptp” "M, M)
peut s’écrire comme une somme d’éléments de la forme a, [T;_; Traz /ar, (Ai)™
olt a, € S/, est invariant sous Gal(S/,[p~']/Sn[p~']), donc dans S,, vu que ce dernier
est normal. On a donc p " MMl ¢ Trar a, (S,)- La suite ([M), : My])nen étant
bornée, il suffit de prendre 6 = ¢max,, ([M], : M,)). O

|

A partir de maintenant, et jusqu’a la fin de cette section, les notations ne sont pas
celles du texte, mais celles de [26].

Commengcons par rappeler quelques définitions et propriétés (cf. loc. cit. 1 et 2).

Soit V un anneau commutatif unitaire muni d’une suite d’idéaux principaux
{ma}aeca+ ol A est un sous-groupe de Q dense dans R. On note 7® un générateur
de m, et on suppose que 77w? € TtV et que 7 n’est pas diviseur de zéro

m= Uma.

DEFINITION 9.1.1 (Faltings). — Un V-module M est dit presque nul s'il est tué
par m. On note alors M = 0.

pour o, 3 € AT. On pose

Soient R une V-algebre et M un R-module.
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DEFINITION 9.1.2. — (i) Le R-module M est presque projectif si ExtE(M, N)=0
pour tout R-module N et tout ¢ > 0 (i = 1 suffit).

(ii) Le R-module M est presque plat si Torl(M, N) ~ 0 pour tout R-module N et
tout 4 > 0 (i = 1 suffit).

(ili) Le R-module M est presque type fini (resp. presque de présentation finie)
si pour tout @ € Asp, il existe un R-module de type fini (resp. de présentation
finie) N, et deux applications R-linéaires ¢o: No — M et ¢o: M — N, telles que
Do 0 bq = T*1dpN, et Po 0 Py = T 1dpy.

PROPOSITION 9.1.3. — (i) Un R-module P est presque projectif si et seulement si
pour tout couple d’applications R-linéaires f: M — N, g: P — N avec f surjective,
w%g se factorise par f pour tout o € Asg. C’est équivalent o dire que pour tout
o € Asg, il existe un R-module libre L., et des applications R-linéaires

Ly, -2, p _fa | L,
tels que g, o fo = m* 1dp.

(ii) Si P est presque projectif et presque de type fini, alors P est presque de pré-
sentation finie.

DEFINITION 9.1.3 (¢f. [38, 18.3.1]). — Un homomorphisme d’anneaux A — B est
un revétement presque étale quand :
(i) le A-module B est presque projectif de type fini, de rang fini;

(ii) le B ® 4 B est presque projectif de type fini.

Soit A — B un revétement presque étale. En remplacant A par Hom(m, A) si
nécessaire, on peut se réduire au cas ou le rang de B sur A est constant égal a r.
Il existe alors un changement de base presque fidelement plat A — A’ (i.e. A’ est
presque plat sur A et M ®4 A’ = 0= M =~ 0) tel que By A’ ~ A",

LEMME 9.1.4. — Soit A un anneau, B, By deuzx revétements presque étales de A.
Soit w: By — By un homomorphisme de A-algébres. Alors w est un revétement
presque étale.

Démonstration. — On a le diagramme cocartésien

B ®4 B —— B1®4 B>

Il o |

By ——— Bs.

Comme Bj est un revétement presque étale de A, le B1 ® 4 Bi-module B; est presque
projectif de type fini. Le By ® 4 Bo-module By est donc presque projectif de type
fini par changement de base. Comme B est un revétement presque étale de A, le
A-module By est presque projectif de type fini. Le Bi-module By ® 4 By est donc
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presque projectif de type fini par changement de base. Il en résulte que le composé
By — By ® 4 By — By est presque projectif de type fini.

On a le diagramme cocartésien

By ®4 By —— Bo ®p, By

| o ]

B2 _——— B2_
Comme B est un revétement presque étale de A, le By ® 4 Bo-module By est presque

projectif de type fini. Il en est donc de méme du By ® g, Be-module Bs. O

LEMME 9.1.5. — Soient A un anneau, M, N deux A-modules et A’ une A-algébre.
On suppose M presque de présentation finie sur A et A’ presque plat sur A. Alors
I’homomorphisme naturel

A XA HOIIIA(M,N) —>HomA/(A/ XA M,A/ XA N)

est un presque isomorphisme.

Démonstration. — Soit a € A. Il existe un A-module M, de présentation finie, des
homomorphismes uq: M — M, et vo: M, — M tels que le composé M —=» M, —=
M soit la multiplication par 7¢. Soit A™ — A% — M, — 0 une présentation de M,,.
On en déduit la suite exacte 0 — Hom 4 (Mq, N) — Homu (A%, N) — Hom (A", N)

et donc, par presque platitude de A’ sur A, la suite exacte (ol (= 0) désigne un A-
module presque nul)

(% 0) — A’ ®AHOH1A(MO(,N) — A/®A HOInA(ASQ,N) — A/®A HomA(AT“,N).

Par ailleurs, on en déduit la suite exacte (A")" — (A")%> — A’ ®4 M, — 0 et donc

la suite exacte

0—>HOII1A/(A/ XA Ma,A/ XA N) — Homy/ ((A/)S“,A, XA N)
— Hom 4/ ((A/)T“,A/ XA N)

On a donc un diagramme commutatif a lignes exactes

(=0) — A" ®aHoma(My, N) —— A’ @ aHoma (A**, N) —— A’ @ aHoma (A", N)

| | |

0 — Hom /(A ®4 Mo, A’ ®4 N) — Homa/((A")**, A’ ®4 N) — Homa/((A")", A’ ®a N).

Les deux fleches verticales de droite sont des isomorphismes. Il en résulte (chasse au
diagramme) que ’homomorphisme

A XA HomA(Ma,N) — HOII]A/(A, XA MQ,A, XA N)
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est un presque isomorphisme. On a de plus le diagramme
A @4 HomA(M, N) E— HomA/(A' XA M,AI XA N)
l N l
o Al ®AHOH1A(MO”N)L}HOHIA/(AI(@AMO”AI@AN) o

i s

A @4 HOInA(M,N) —)HOHIA/(A/ XA M,AI XA N)

Siz e A ®4 Homy (M, N) est d'image nulle dans Homy/ (A’ ® 4 M, A’ ® 4 N), alors
Id 4 ®v}(x) a une image nulle dans Hom g/ (A’ ® 4 My, A’ ® 4 N). 1l est donc presque
nul d’ott 7%(Id 4» ®v%)(z) = 0. En appliquant Id4» ®u?, on a donc 2%z = 0.

Si y est dans Homy/ (A’ ® 4 M, A’ ® 4 N), alors il existe z € A’ ® 4 Homg (M, N)
dont I'image dans Homa/ (A’ ®4 My, A’ @4 N) est 7*(Idar Qug)*(x). L’élément
(Idar ®@uz)(x) de A’ @4 Homa (M, N) a donc 2%y pour image.

Le noyau et le conoyau de A’ ® 4 Homg(My, N) — Homa/ (A’ ® 4 My, A’ @4 N)
sont tués par w2 pour tout «, ils sont donc presque nuls, ce qu’on voulait. O

LEMME 9.1.6. — Soit A — By et By = By deuz revétements presque étales. Alors
Uapplication Bs-linéaire (pour la multiplication & droite) By ® 4 Ba — Bo ®4 Ba est
presque facteur direct.

Démonstration. — Soit Ip, /B, le noyau de la multiplication Bo® g, Bo — Ba. Puisque
By est presque projectif sur Bj, il en est de méme de By ®p, B2 sur Bs. Comme
le Ba-module Ip,,p, est facteur direct de Bz ®p, Ba, il est aussi presque projectif
sur Bs. Soit I, /4 le noyau de la multiplication By ® 4 By — Bi. La suite exacte
0— Ip /a4 — B1 ®a B1 — By — 0 étant scindée, la suite

0— Ip,ja®p, Bo — B1®a By = By — 0
est exacte et scindée. Par ailleurs, le noyau de ’'homomorphisme
By ®4 Bs — B ®p, B

est le By module engendré par les éléments de la forme w(b) ® 1 — 1 @ w(b), i.e. par
I'image de I, /4 ®p, B2 par w ® Idp,: B1 ®4 By — B2 ®a Ba. On a donc la suite
exacte Ip, /4 @, Bo — B2 ®4 Ba — Bs ®p, By — 0. On a alors le diagramme &
lignes exactes

0——Ip,/a®B, Bo—— B; ®4 B, ——— B 0

H lw®1d32 lig

(% 0) —— Ip,/a ®p, Bo —— By @4 By — B2 ®p, Bo —— 0

B3 /B,

ou i2(b) = 1 ® b. La presque injectivité dans la ligne du bas résulte de la presque
injectivité de w®Idp, (car presque fidelement plat puisque déduit par changement de
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base de w qui est un revétement presque étale). La fleche en pointillé n’est pas définie,
mais signifie que le sous-Bo-module I,/ p, de B2 ®p, B2 est presque facteur direct de
By®a B (car I, p, est presque projectif sur By). On a donc Bo®p, By ~ Ba®1p, /B,
et donc By ®4 B2 = (B1 ®4 B2) @ Ip,/B,, ce qu'on voulait. O

9.2. [-platitude

Dans toute cette partie, A désigne un anneau, B une A-algébre et I C B un idéal.

DEFINITION 9.2.1 (Fontaine). — L’anneau B est dit I-plat sur A (ou bien la A-
algébre B est plate relativement & l’idéal I) si pour toute injection de A-modules
u: M'" — M, le B-module Ker(1 ® u: B®x M’ — B®x M) est tué par I.

REMARQUE 9.2.1. — Cette notion généralise celle de presque platitude de Faltings,
qui correspond grosso-modo au cas I = B - J avec J idéal de A tel que J? = J.

PROPOSITION 9.2.2. — (i) Dans la définition de la I-platitude, on peut se restreindre
aux A-modules M’ qui sont de type fini.

(ii) Si S C B est une partie multiplicative, et si B est plate relativement a lidéal I,
alors S™'B est S~'I-plate.

(ii) La A-algébre B est I-plate si et seulement si pour tout A-module M, le B-
module Tory (B, M) est tué par 1.

Démonstration. — Les deux premiers points sont évidents, démontrons le troisieme.
Supposons que la A-algebre B est I-plate, et soit M un A-module. Si0 — K — L —
M — 0 est une suite exacte de A-modules avec L libre, on a la suite exacte

0 = Tor} (B, L) — Tor}(B, M) — B®5 K — B ®, L.
Par définition de la I-platitude, le B-module Tor} (B, M) = Ker(B®s K — B®, L)
est tué par I. La réciproque est évidente. O
PROPOSITION 9.2.3. — Soient J un idéal de B et X un B-module de type fini,

B=1lmB/J" et X =1lmX/J"X.
— —

n n
L’homomorphisme naturel Bop X — X est surjectif.
Démonstration. — Comme X est de type fini, il existe un A-module L libre de rang
fini et un homomorphisme surjectif f: L — X. D’apres [46, th. 8.1], ’homomorphisme

induit entre les complétés pour la topologie J-adique f: llnn L/J"L — mn X/J"X
est surjectif. Par ailleurs, comme L est libre de rang fini, ’homomorphisme naturel
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B® L — L est un isomorphisme. La proposition résulte donc de la commutativité
du diagramme

BepL———1

! L7

Bep X —X O
COROLLAIRE 9.2.4. — Soit Iy un idéal de A et M un A-module de type fini. Posons
J = IyB de sorte que B =1lim B/I}B. Alors ’homomorphisme naturel

«—n
B @y M — lim B ®, (M/Ij M)
n

est surjectif.
Démonstration. — On applique la proposition qui précede au B-module B M. O

PROPOSITION 9.2.5. — Supposons l'anneau A noethérien, séparé et complet pour la
topologie p-adique, et que p n’est pas diviseur de zéro dans A. Supposons de plus que
la A-algébre B est I-plate. Notons B = linn B/p"B. Soit M un A-module de type fini
sans p-torsion. Alors ’homomorphisme naturel
~ ) .
B@y M — lim B®@a (M/p" M)
n

est surjectif, de noyau tué par I.

Démonstration. — La surjectivité résulte du corollaire qui précede appliqué a I'idéal
Iy = pA et au A-module de type fini M.

Comme M est de type fini et A est noethérien, il existe une suite exacte 0 —
K L % M — 0 avec L libre de type fini et K de type fini. Comme M est sans
p torsion, cette suite induit la suite exacte 0 — K/p"K — L/p"L — M/p"M — 0.
Pour n € N+ on a donc une suite exacte

0— X, — B (K/p"K) — B®j (L/p"L) — B®x (M/p"M) — 0
dans laquelle, comme B est I-plat sur A, le B-module X, est tué par I. On en déduit
le diagramme commutatif suivant, dont la premiere ligne est exacte(!)

~ 1Qu ~ 1®wv ~
B K———— B\ L— B, M —0

lhl ¢12l %l
lim X, lim B @ (K/p"K) — lim B ®a (L/p"L) — lim B @x (M/p" M) —; 0

n n n n

Les homomorphismes verticaux sont surjectifs en vertu du corollaire qui précede, et
celui du milieu est un isomorphisme car L est libre.

1) 79: . . .
(1) J’ignore si la ligne du bas est exacte en lim B ®x (L/p"L).
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Soit maintenant = € Ker(gs: B @y M — lim B@x (M/p"M)). Montrons qu'il est
tué par I. Comme 1 ® v: B@x L — B ®a M est surjectif, il existe y € B @A L tel
que z = (1 ® v)(y). Notons

(Un)neNso = q2(y) € lim B @4 (L/p"L).

Comme ¢3(x) =0, on a (1 ®v)(yn) = 0 dans B ®, (M/p™M) pour tout n € Ns. I
existe donc z, € B®y (K/p"K) tel que y, = (1 ® u)(zp). Si

41,0t BOA(K/p"MK) — BoA(K/P"K),  @2,n: BOA(L/p" L) — B@a(L/p"L)
désignent les homomorphismes de transition, on a

(]- ® u) (Zn - q1,n(zn+1)) =UYn — q2,n((1 ® u)(szrl)) =UYn — q2,n(yn+1)

OU Yn — q2,n(Yn+1) = 0 pour tout n > 0 vu que (Yn)neN-, est dans lim B®a (L/p"L).
On a donc —
Zn — ql,n(zn+1) S Ker(l X ’LL) = Xn

Soit a € I. Comme X, est tué par I, on a

o(zn — q1,n(zn41)) = 0.
Ainsi (azn)neNs, définit un élément de lim B ®, (K/p"K). Comme q; est surjectif,
il existe z, dans B ®, K tel que q1(zq) = (0zn)neNs,- Oron a (1@ u)oq1)(za) =
(ayn)nens, donc (g2 o (1 ®u))(2a) = g2(ay). Comme g2 est un isomorphisme, on a
ay = (1®u)(zq) et donc oz = (1 @ v)(ay) = 0. Comme c’est vrai pour tout o € I et
tout x € Ker(qs), le noyau de g3 est tué par I, ce qu’on voulait. O

THEOREME 9.2.6. — Supposons l'anneau A noethérien, séparé et complet pour la
topologie p-adique, et que p n’est pas diviseur de zéro. Supposons de plus que la A-
algeébre B est I-plate et sans p-torsion. Notons

B =lim B/p"B.

n

Alors B est I3§—plat sur A.

Démonstration. — Etape 1. Soit M un A-module de type fini sans p-torsion. Montrons
que Torjl\(B, M) est tué par I%. Soit 0 — K — L — M — 0 une suite exacte de A-
modules avec L libre de rang fini. On a le diagramme commutatif a lignes exactes

-~ ~ f ~
0 —— Tor}(B,M) —————B@y K —————B®x L

| |

0 X lim B @y (K/p"K) —2—lim By (L/p"L)
n n

avec X = lim X, ot X, = Ker(B ®x (K/p"K) — B ®x (L/p"L)). Comme B est
I-plat sur A, X,, est tué par I pour tout n € N5 et donc le B-module X est tué par I.
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Soit 2 € Tor (B, M). On a (gz o f)(x) = 0 donc (g o q1)(z) = 0 et donc ¢ (z) € X.
Comme X est tué par I, si « € I, on a agi(xz) = 0 et donc ax € Ker(q1). Comme K
s’identifie & un sous A-module de L qui est libre donc sans p-torsion, le A-module K
est sans p-torsion. D’apres la proposition qui précede (K est de type fini car A est
noethérien et L de rang fini), Ker(q¢; : By K — linn B ®a (K/p"K)) est tué par I.
On a donc alx = 0. Comme c’est vrai pour tout a € I et tout =z € To1r11\(§,M)7
le B-module Tor} (B, M) est tué par I2.

E’tape 2. Soit M un A-module de type fini et de p-torsion. Montrons que Torf (§ , M)

est tué par I. Il existe des entiers r,n € N5 et une suite exacte
0— K = (A/p"A)" — M — 0
et donc une suite exacte
Tor (B, A/p"A)" — Tor(B, M) — Bay K —22 By (A/p"A).
Comme A est sans p-torsion, on a la suite exacte
0—>Ap—n>A—>A/p”A—>O

et donc Torf(B,A/p"A) = Ker(p B — B) = 0 (comme B est supposé sans p-
torsion, il en est de méme de B). On a donc Tor} (B, M) = Ker(Idg ®u).

Comme K et A/p™A sont tués par p"™, les homomorphismes naturels

BaaK — Boa K et B®a (A/p"A)" — B®y (A/p"A)

sont des isomorphismes. L’application Idgz ®u s’identifie alors a Idp ®u. Comme le
noyau de ce dernier est tué par I par I-platitude de B sur A, il en est de méme de
Tor? (B, M).

E’tape 3. Soit M un A-module de type fini. Montrons que le B-module Torf (§ , M)
est tué par I3. Notons M, la partie de p-torsion de M et ,M = M/M,. On a la suite
exacte

0O—-M, — M —  ,M—0
et donc la suite exacte

Tor(B, M,) — Tor (B, M) — Tor‘l\(B\,pM).

Comme M, est de type fini (A est noethérien) et de p-torsion, le B-module
Torf(ﬁ, M) est tué par I d’apres l'étape 2.

Le A-module , M est sans p-torsion (en effet, si x € M est tel que p"z € My, alors
il existe s € N tel que p*(p"z) = 0 et donc x € M,). D’apres I'étape 1, le B-module
Tor? (ﬁ,pM) est tué par I2. Le B-module Tor? (B, M) est donc tué par I3. O

COROLLAIRE 9.2.7. — Supposons 'anneau A noethérien, séparé et complet pour la
topologie p- adzque et que p n’est pas diviseur de zéro. Soit B une A-algébre p-plate
sans p-torsion et B = lim B/p"B. Alors Blp~] est plat sur Alp=2].
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Démonstration. — D’apres la proposition qui précede, la A-algebre B est pi-plate.
Si M est un A[p~!]-module, le B-module Tor} (B, M) est tué par p*. On a

Tor} ™V (B[p~"], M[p~"]) = Tor} (B, M)[p~"] = 0

(la localisation commute au foncteur Tor). On a M = M|p~*] puisque M est un

Alp~!-module et donc Tor (B[p 11 M) = 0. Comme c’est vrai pour tout A[p~1-
module M, la A[p~ ]—algebre B[p 1 est plate. O

9.3. Calculs de cohomologie cristalline

Dans tout ce qui suit, les anneaux sont tous des Z,)-algcbres, et toutes les puis-
sances divisées (et les enveloppes & puissances divisées) considérées seront compatibles
aux puissances divisées canoniques sur 'idéal engendré par p.

NOTATION. — Soit n un entier. Pour tout schéma X, on note X,, sa réduction mo-
dulo p™. Si X — Y est un morphisme de schémas, on pose (cf. [33, II 1.2])

OI(X|Y) = H((X,, | Yo )eis, faisceau structural)

ou l'idéal a puissances divisées considéré sur Y,, est I'idéal engendré par p. Si Ag est
un anneau commutatif et A une Ag-algébre, on dénote par OS(A|Ag) la Ag/p™Ao-
algebre O%8(Spec(A)| Spec(Ag)).

Soit 7 la catégorie (filtrante) des Ag/p™Ag-algebres qui sont des épaississements
A puissances divisées de A/p"A. On a alors OSS(A|Ag) = lim, __D.Si D €7,

notons Ip l'idéal & puissances divisées Ker(D — A/p"A). On note alors i (A|A )
Iidéal & puissances divisées lim | __ Ip. On dispose donc sur Os(A| Ag) d’une filtra-
tlon donnée par Fil" (’)C“S(A|A0) =1l (A|A0) (r-itme puissance divisée de 1'idéal

7l (A|A0)). Rappelons qu’on a un isomorphisme O%S(A|Ag) = OS(A/pA|Ao)
(voir [9, IV, th. 1.4.1]), non compatible en général aux filtrations. Enfin, si Ag/p™ Ao
est muni d’un Frobenius (endomorphisme relevant le Frobenius de Ag/pAg), il en est
de méme de OS5(A|Ag) par fonctorialité.

Soient Ay une W-algebre et A une Ao algebre. Si on munit Wy, (A/pA) de la

structure de W,-algebre définie par W,, —— W,, == W,,(A/pA), on a un homo-
mophisme de W,,-algebres

b WalA/ph) — A/B"A, (a0, a1) Zp“p B

ou a@; désigne un relevement de a; dans A/p™A. En effet, comme c’est la n-iéme com-
posante fantome de (@g,...,an-1) € W, (A/p™A), il suffit de voir qu’elle ne dépend
pas des choix des relevements. Cela résulte du fait qu'un autre relevement de a; est
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de la forme a; + pb; et donc

n—i

i . on—i n—1i i . on—i
pl@tpb) =plal e 30 (P )T = pla
j=1

n—i

dans A/p™A vu que l'on a v((prj )Py =n—i—v(j)+i+j>nsij>0.

On note :

> Op.A, 'homomorphisme de Ag/p™Ag-algebres déduit de 6, par extension des sca-
laires de W,, & Ag/p™ Ao,

> ((Ag/p"Ao) @w,, W, (A/pA))PF I'enveloppe & puissances divisées de

(Ao/p"Ao) @w,, Wy (A/pA)
relativement & l'idéal Ker(6,, a,) (compatible aux puissances divisées de W,

pour pW,,). Si Ag = W, on la note simplement WEF (A/pA).

REMARQUE 9.3.1. — Soient gon la réduction de 6, 4, modulo p et 0,, celle de 6, :

n

On: Wo(A/pA) — A/pA,  (ag,...,an-1) — ab .

Si le Frobenius de A/pA est surjectif, 'homomorphisme 6,, est surjectif. Il en est donc
de méme de 6, p,. On a donc

Ker (6, 4,) = Ker(6,.0,) + p((Ao/p"Ao) @w,, Wr(A/pA))

et 'enveloppe & puissances divisées de (Ag/p™Ag)@w, W, (A/pA) relativement a I'idéal
Ker(6,,,a,) s’identifie & I’enveloppe & puissances divisées de (Ao/p" Ao) @w,, Wy (A/pA)

relativement & 'idéal Ker(6,, a,)-

L’anneau ((Ao/p"Ao) @w, W, (A/pA))PY est une Ag/p™Ag-algebre. Toujours si le
Frobenius est surjectif sur A/pA, 'homomorphisme 6,, 5, induit un épaississement &
puissances divisées ((Ag/p"Ao) @w,, W, (A/pA))PF — A/p™A. On note encore 6,, A,
I’homomorphisme d’anneaux sous-jacent. Avec les notations qui précedent, on a

OB (A|W) = lim D.
DeT

Il existe donc un unique morphisme de Ag/p™Ap-algebres a puissances divisées
Ant OF*(A|Ag) — ((Ro/p"Ao) Bw,, Wi(A/pA)™"
PROPOSITION 9.3.2. — Si le Frobenius de A/pA est surjectif, alors
O (A o) == ((Ao/p"Ao) @, W (A/pA))™
est un isomorphisme (cf. [33, I1.1.4]).

Démonstration. — Notons tout d’abord qu’il existe un unique homomorphisme de
Ao/p™Ap-algebres

s ((Mo/p" o) @, Wa(A/pA))"" — OI(A| Ao)
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qui induit lidentité sur le quotient A/p"™A. Il est construit de la fagon suivante.
Soit D € 7 un épaississement & puissances divisées de A/p"A. Comme le Frobenius
de A/pA est surjectif, tout élément de W, (A/pA) s’écrit sous la forme 37~ p’[a;]
(on [ay;] désigne le représentant de Teichmiiller de «; € A/pA). 1l existe alors un unique
homomorphisme

On.p: W,(A/pA) — D tel que gn,p([oz]) =a""
ol & est un relevement de o € A/pA dans D. En effet, comme c’est la n-iéme compo-
sante fantome de [@] € W, (D), il suffit de vérifier que ¢’est indépendant du choix du
relevement. Un autre relevement de « est de la forme @ +d avec d € Ker(D — A/pA).
On aKer(D — A/pA) = Ker(D — A/p™A)+pD : c’est un idéal & puissances divisées,
donc b’ appartient & j! D pour tout j > 0. On a alors

n

p n . n :
@+ay" =a"+y (¥ )par .

=1

Pour j > 0, on a (f’;)bﬂ'a”" I el (p;)D d’aprés ce qui précede. Comme v((pj)) est
égal & n —v(j), on a (p;)bj@pn_j = 0 dans D (car D est une Wy,-algebre) et donc
@+dr" =ar".

Comme D est une Ag/p™Ag-algebre, ’homomorphisme de W,-algebres 'én p induit
un homomorphisme de Ag/p™Ap-algebres (Ag/p™Ao) @w,, Wn(A/pA) — D qu’on note
encore gn D-

On,D

Comme le composé (Ag/p"Ao) ®w, Wn(A/pA) —— D — A/p™A est 0, 4, par
construction, I'idéal Ker(6,, a,) est envoyé par gn p sur le noyau de ’homomorphisme
structural D — A/p™A, qui est un idéal & puissances divisées. On en déduit un
homomorphisme

an,D: ((Ao/p™Ao) ®w, Wi (A/pA))PT — D

par la propriété universelle de I’enveloppe a puissances divisées.

Comme OSS(A|Ag) = liLnDeID’ il existe un unique homomorphisme
5 DP ri
O ((Mo/p"No) ®w, Wa(A/pA))™ — OF=(A[W),

limite projective des gn D, qui donne lieu au diagramme commutatif

((Ao/p" o) B, Wi (A/pA))PT ——"——— OF=(A| Ag)

A/p™A

D’apres 'unicité de ’homomorphisme gn,((AO/pnAO)@WnWH(A/pA))DP et la propriété uni-
verselle de la limite projective, le composé suivant est 'identité :

((Ao/p" Mo) @, Won(A/pA)) T —225 O3 (A | Ag) 224 ((Ao/p" Ag)1w, Wa (A/pA))"F.
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Par ailleurs, pour D € Z, ’homomorphisme composé

((Ao/p™Ao) @, Wi (A/pA))°F 2o O (A|Ag) — D

est 8, p par construction et ’homomorphisme composé

. n n On.0
Oflrls(A|AO) )\_> ((Ao/p AQ) ®Wn Wn(A/pA))DP —— D

est la projection canonique. Il en résulte que le composé
O3 (A | Ag) 2220, O(A|Ag) — D

est la projection canonique. D’apres la propriété universelle de la limite projective,
I’homomorphisme A, o 6, est 'identité. Les homomorphismes 8,, et A, sont donc des
isomorphismes inverses I’'un de ’autre. O

REMARQUE 9.3.3. — 1I est clair que 'homomorphisme A,, est fonctoriel en A. Par
ailleurs, la commutativité du diagramme de la preuve précédente montre qu’il est
compatible aux filtrations, (Iy[br] (A]Ag)) sur O(A|Ag) et par les puissances divisées
de l'idéal Ker(6,, o) sur ((Ao/p"Ao) @w, W, (A/pA))PF.

REMARQUE 9.3.4. — Supposons que A est en outre muni d’une action d’un groupe G,
par automorphismes de Ag-algébres. Par fonctorialité, G agit aussi sur OZ(A|Ay)
et ((Ao/p"Ao) ®@w, W, (A/pA))PP). L’application A, correspondante est équivariante.

C’est le cas pour A = R, qui est muni d’une action de Gr et Ag une sous-algebre de R.

Supposons que Ag/p"Ag est muni d’un relevement o du Frobenius
Ao/pAo — Ao/pAo

induisant le Frobenius habituel sur W. Par fonctorialité, 'anneau OSS(A|Ag) est
muni d’un Frobenius (endomorphisme semi-linéaire par rapport a o). Par ailleurs,
on dispose d’un Frobenius agissant de fagon diagonale sur anneau (Ag/p"Ag) @w,,
W, (A/pA). Comme la réduction modulo p de l'idéal Ker(6, a,) est stable par ce
dernier, il induit un Frobenius sur ((Ag/p"Ag) @w, Wn(A/pA))PY. D’apres la re-
marque 9.3.3, ’homomorphisme \,, est compatibles aux Frobenius de OSS(A|Ao)
et de ((Ao/p"Ao) @, Wn(A/pA))PF.

PROPOSITION 9.3.5. — Soit Ajy une sous-Ag-algébre de A telle que Ajy/p™Aj est étale
sur Ao /p™"ANo. L’homomorphisme naturel

O (A|Ap) — OF(A|Ao)
est un isomorphisme.

Démonstration. — Notons Ty, (resp. Zy;) la catégorie des Ag/p"Ag-algebres (resp.
des Aj/p™Aj-algebres) qui sont des épaississements & puissances divisées de A/p"A.
On a un foncteur d’oubli Zy; — Zj,.
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Soit D € Zp, une Ag/p"Ap-algebre qui est un épaississement & puissances divisées
de A/p"A. Le noyau de ’homomorphisme structural D — A/p™A est nilpotent (car il
a des puissances divisées et est tué par p™). Comme Af/p™ A} est étale sur Ag/p" Ay,
I’homomorphisme structural Aj/p™Af — A/p"™A se releve de fagon unique en un homo-
morphisme A{/p™Aj — D, faisant de D une A{/p™Aj-algebre et rendant commutatif
le diagramme

Ao/p" Ao —— Ay /P A

Les catégories 7, et Z,; sont donc équivalentes : on a donc

OF*(A[A) = lim D= lim D= OT"(A|Ap). O
DeZy, DEIA6
LEMME 9.3.6. — Soient A un anneau B une A-algébre tels que A et B sont sans

p-torsion et B/pB est étale sur A/pA. Alors B/p"B est étale sur A/p™A pour
tout n € Nyo.

Démonstration. — On peut supposer n > 1. Comme A est sans p-torsion on a la suite
exacte 0 — A/p" TA L A/p*A — A/pA — 0. On en déduit la suite exacte
0— Torf/pnA(A/pA, B/p"B) — B/p" "B = B/p"B.

L’anneau B étant sans p-torsion, on a donc Torf/p"A(A/pA,B/p”B) = 0. Comme
B/pB est plat (car étale) sur A/pA, le critere local de platitude (cf. [46, th. 22.3])
implique que B/p™B est plat sur A/p™A.

Par ailleurs, comme B/pB est étale sur A/pA, c’est une A/pA-algebre de type fini.
Soient by, ..., b, € B des relevements d’une famille de générateurs de B/pB sur A/pA.

Alors les images de by,...,b, dans B/p"B l'engendrent comme A/p™A-algebre. En
effet, B étant sans p-torsion, on a la suite exacte

0 — B/pB — B/p"B — B/p"'B — 0.

On procede par récurrence. Le module des différentielles €2, = Qp/pnp| a/pn 4 est donc
de type fini sur B/p™B. Comme B/pB est étale donc net sur A/pA, le module ; =
Q ®p/pnp (B/pB) est nul. D’apres le lemme de Nakayama, on a donc Q, =0. O

COROLLAIRE 9.3.7. — Supposons A et Ay sans p-torsion. Soit Aj une sous-Ag-
algébre de A telle que AL/pAj est étale sur Ao/pAo. L’homomorphisme naturel

OB (A|Ap) — O5(A]Ao)
est un isomorphisme.

Démonstration. — D’apres la proposition 9.3.5, il suffit de vérifier que A{/p™Ajf est
étale sur Ag/p™Ao. Il suffit d’appliquer le lemme 9.3.6 & A = Ay et B = A{,, ce qui est
licite, vu que A{, est sans p-torsion, car inclus dans A qui est sans p-torsion. O
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PROPOSITION 9.3.8. — Soit Ag une Zy)-algebre. Si X est un Ag-schéma tel que le
Frobenius sur la fibre spéciale est surjectif et si m > 0, alors

Hm((X|A0/p”A0)CriS, faisceau structural) =0.

Démonstration. — 11 suffit de le vérifier lorsque X est affine, X = Spec(A) ou A
est une Ag/p™Ag-algebre. Si B est une sous-Ag/pAg-algebre de type fini de A/pA,
on peut écrire B = (Ag/pAo)[x1,...,2r] = k[X1,..., X]/(P1,..., Ps). On choisit le
relevement lisse B = (Ag/p™Ao)[X1,...,X,] de B sur Ag/p"Ag. Le noyau de ’ho-
momorphisme surjectif B — B est alors Iy = (131, ol 13“ p) ol P; et un relévement
de P; dans B. On note Dg l'enveloppe a puissances divisées de B relativement a
'idéal Iz (compatible aux puissances divisées de Ag/p™ Ao pour pAg/p™Ap). On a alors
Hm((B|A0/pnA0)Cris, OB|A0/Z)"A0) = Hm(DB Xn QZ?\AO/;D”AO) (VOiI‘ [9, V, th. 232])
Comme

H™ ((A | Ao/P" Ao)eris, faisceau structural) = Hm((A/pA [ Ao/P" Ao)eris) (’)X|A0/pnA0)
=lim H™ ((B|Ao/p"Ao)eris; OB | Ag/pmno)»
B

—

la limite étant prise sur la catégorie filtrante des sous-Ag/pAp-algebre de type fini
de A/pA, il suffit de montrer que H™(Dg ®p Q) 4, /pna,) & une image nulle dans la
limite inductive.

On a un homomorphisme surjectif Dg ®p lel No/prhg H™(Dp ®5 QZ?IAo/p"Ao)
de Ao/p™Ap-algebres et

Dp @8 Vg nojprne >~ D DsdXi A--AdX

1<in < <im<r

im*

Soient y; € A/pA tel que yf =x; pour i € {1,...,7} et B" = (Ao/pAo)[y1,---,yr-
Avec des notations évidentes, on a un homomorphisme surjectif de Ag/p™Ag-algebres

Dp @pr Q?’\AO/P"AO — H" (D @5 Qk'\Ao/P"Ao)
et un isomorphisme

Dp @5 Qg\l\o/p"/\o = @ DpdYi, A---NdY,.
1< <<t <r

De plus, on a un homomorphisme de Ag/p"Ag-algebres B — B'; X; — Y7 " donnant
lieu au diagramme commutatif
B—— B

L

B—— B

On en déduit un homomorphisme Dg-linéaire
D @5 25| po prng — P @5 L 5y ey
dX;, A AdXG, — dYP A AdYE =0,
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On a donc un diagramme commutatif

Dis @5 05 5, prag —— 0" (D5 @5 D5, /e, )

| |

D @50 Qi o g —» (D @50 Q5 01,)

La fleche de gauche étant nulle d’apres ce qu’on vient de voir, il en est de méme
de celle de droite. En particulier, H"™(Dg ®g Q%\Ao/pnAo) a une image nulle dans
H™(Dg ®p Qz;’\Ao/p”Ao) et a fortiori dans H™((A| Ao /p™Ao)cris, faisceau structural),
ce qu’on voulait. O

9.4. Cas d’une base lisse

On fait les hypotheses suivantes :

(a) Le Frobenius o de A/pA est surjectif.

(b) Le noyau de o™ est principal.

(c) Il existe des coordonnées (T;)1<i<q pour Ag/p™Ag sur Wy, de sorte que Ag/p™ Ao
est étale sur W,,[T1,...,Ty] (de sorte que 'anneau Ag/p"Ag est lisse sur W,,).

Choisissons p(™ € A/pA engendrant Ker(c™).

PROPOSITION 9.4.1. — L’anneau OSS(A|W) est naturellement isomorphe a
WPP(A/pA), enveloppe a puissances divisées de 'anneau W, (A/pA) relativement &
lidéal engendré par [p™)].

Démonstration. — D’apres la proposition 9.3.2, I'anneau OS(A|W) est naturelle-
ment isomorphe & l'enveloppe & puissances divisées de ’anneau W,,(A/pA) relative-
ment & I'idéal Ker(6,,). D’aprés la remarque 9.3.1 (avec Ag = W), on a Ker(f,,) =
Ker(6,,) + pW,(A/pA) et 'enveloppe & puissances divisées de W,,(A/pA) relative-
ment & lidéal Ker(6,,) s’identifie & l'enveloppe & puissances divisées de W, (A/pA)
relativement & 1idéal Ker(f,,).

1 suffit donc de montrer que Ker(f,,) est engendré par [p(™] et p, et donc de voir

que le noyau de 'homomorphisme
W (A/pA)/pWn(A/pA) — A/pA

induit par , est engendré par p(™. Comme le Frobenius est surjectif sur A/pA,
on a W,(A/pA)/pW,(A/pA) = A/pA. Cet homomorphisme s’identifie alors a
o™: A/pA — A/pA (puissance n-ieme du Frobenius) d’aprés Iexpression de 6,
(cf. remarque 9.3.1). O

Pour i € {1,...,d}, choisissons Ti(n) dans A/pA tel que (Ti("))pn =T,.
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PROPOSITION 9.4.2. — L’anneau OZ(A|Ag) est naturellement isomorphe a l’enve-
loppe a puissances divisées de Uanneau W, (A/pA)[T1,...,T4] relativement a l'idéal

engendré par {1 ®[p™],1® [Ti(n)] -Ti® 1}1§i§d'

Démonstration. — D’apres la proposition 9.3.5, pour calculer OS(A|Ag), on peut
se restreindre au cas ou Ag/p"Ag = W,[T1,...,Ty]. D’aprés la proposition 9.3.2,
Ianneau O%5(A|Ag) est naturellement isomorphe & ((Ag/p™Ao) @w, W, (A/pA))PF,
Penveloppe a puissances divisées de 'anneau (Ao/p™Ao) @w,, W, (A/pA) relativement
au noyau du morphisme de Ag/p"™Ag-algebres

On.no: (Mo/p"No) ©w, Wn(A/pA) — A/p"A.

D’apres la remarque 9.3.1, Ker(0,, a,) = Ker(0n,a,) +p((Ao/p"Ao) @w,, Wi (A/pA)) et
Penveloppe & puissances divisées de (Ag/p"Ao) @w,, Wy (A/pA) relativement a l'idéal
Ker(6,,,a,) s’identifie & I’enveloppe & puissances divisées de (Ao/p"Ao) @w,, W, (A/pA)

relativement & l'idéal Ker (6, a,)-
Il s’agit donc de montrer que le noyau de 'homomorphisme

Onng: (No/P"Ao) @w, Wy (A/pA) — A/pA

est engendré par p, [p™)] et {1 ® [Ti(n)] -T;® 1}1<i<d, soit encore que le noyau de
I’homomorphisme (Ag/pAo) @k (A/pA) — A/pA, a @b abP" est engendré par p(™)
ot {1 ® Ti(") -T® 1}1§i§d (cf Texpression de 6,,, remarque 9.3.1).

Comme on a Ag/p"Ag = Wp[Th,...,Tq], il s’agit de montrer que le noyau de
I’homomorphisme

£+ (A/pMN)[Th, ..., Ta) — A/pA

donné par f(a) = a?" pour a € A/pA et f(T;) = T; pour i € {1,...,d} est engendré
par p(™ et {Ti(n) — Ti}hi<i<d- En effectuant des divisions euclidiennes par les poly-
nomes T; — Ti(n), il suffit de voir que le noyau de ¢™: A/pA — A/pA est engendré
par p{™, ce qui est vrai par hypothése. O
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