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FAISCEAUX PERVERS DES CYCLES EVANESCENTS
DES VARIETES DE DRINFELD ET GROUPES DE
COHOMOLOGIE DU MODELE DE DELIGNE-CARAYOL

Pascal Boyer

Résumé. — Dans la premiére moitié du livre, on traduit, dans la situation géométrique
des variétés de Drinfeld, c’est-a-dire le cas des corps de fonctions d’une variable sur
un corps fini, les principaux résultats du livre de Michael Harris et Richard Taylor
[16] concernant certaines variétés de Shimura définies sur des corps de nombres.
On explicite notamment la restriction aux strates ouvertes des faisceaux des cycles
évanescents en fonction de certains systémes locaux dits d’Harris-Taylor dont on
calcule la somme alternée des groupes de cohomologie & supports compacts. Dans
la deuxiéme moitié du livre, on décrit les gradués de la filtration de monodromie du
faisceau pervers des cycles évanescents ainsi que la suite spectrale correspondante.
D’aprés le théoréme de comparaison de Berkovich-Fargues, on obtient alors une
description de la filtration de monodromie-locale du modéle de Deligne-Carayol.

Abstract (Perverse sheaf of vanishing cycles of Drinfeld varieties and cohomology group of
Deligne-Carayol model)

In the first half of the book, we translate in the geometric situation of Drinfeld
varieties, that is the case of a function field of one variable over a finite field, the
principal results of the book of Michael Harris and Richard Taylor [16] which treats
about some Shimura varieties over number fields. We give in particular the restriction
to the open strata of the vanishing cycles sheaves in terms of some local systems named
Harris-Taylor’s local systems which we calculate the alternated sum of the cohomology
group with compact supports. In the last half of the book, we describe the monodromy
filtration of the vanishing cycles perverse sheaf and the spectral sequence associated
to it. Thanks to the Berkovich-Fargues’ theorem, we obtain the description of th local
monodromy filtration of the Deligne-Carayol model.
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INTRODUCTION

0.1. — Soient d un entier strictement positif et K un corps local complet d’égales
caractéristiques p, d’anneau des entiers @)x. On considére le groupe Dlx{,d (resp.
W) des éléments inversibles de “l’algébre” a division centrale sur K d’invariant
1/d (resp. le groupe de Weil de K). Pour un nombre premier ¢ # p, Langlands
(resp. Jacquet-Langlands) a (resp. ont) conjecturé l'existence d’une bijection #
(resp. d’une injection JL) entre les Q,-représentations irréductibles admissibles
de GL4(K) et les représentations f-adiques Frobenius semi-simples de W (resp.
entre les représentations admissibles irréductibles de Dfx()d et les représentations
essentiellement de carré intégrable de GL4(K)) qui sont compatibles & la formation
des fonctions L et facteurs € de paires; on renvoie a [19] pour des énoncés précis.

Deligne a alors construit, & l’aide de la cohomologie étale, une série de
représentations %iKé,d du produit de ces trois groupes. Pour d = 2 et pour p
une représentation irréductible de DIX{,2 telle que 7 := JL(p) soit une représentation
cuspidale de GLy(K), Carayol [9] montre que la composante p-isotypique ‘ZJ}Q’Q(p)
de ‘Ll}(m réalise les correspondances de Langlands et de Jacquet-Langlands, i.e.

%kz,z(JL_l(Wv)) ~7® L(m)(—3§).

Le cas d quelconque est traité dans [5]. En fait pour d = 2, Carayol traite toutes les

représentations.

Le but premier de ce travail est de faire de méme pour d quelconque, i.e. calculer
complétement les %, 4(p) pour p une représentation irréductible quelconque de D ;.
Dans le cas ou p est la représentation triviale, le résultat se formule comme suit.

Théoréme. — Pour 0 <i<d—1, on a
Ugcea(Lic) = ™ ® 1 (—i)

ot 7; est l'unique quotient irréductible de l’induite parabolique

Laq(K)

G
IndP i a(K) 1x ® St;

d
ot Py_; q est le parabolique standard associée aux d — i premiers vecteurs et St; est la

représentation de Steinberg de GL;(K).
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2 INTRODUCTION

L’énoncé du cas général, théoréme IV.4.0.17, s’énonce de maniére similaire et fait
intervenir les correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands. En particulier dans
le cas Iwahori, via l'isomorphisme de Faltings, cf. [12], on retrouve le résultat principal
de [25].

0.2. — La preuve est de nature globale via 1’étude des variétés dites de Drinfeld-
Stuhler et repose sur le théoréme de comparaison de Berkovich des cycles évanescents
locaux et globaux, ou plutét sur une version raffinée donnée par Fargues [13]. Ainsi
le deuxiéme résultat de ce texte est la description explicite du complexe des cycles
évanescents des variétés de Drinfeld-Stuhler ainsi que de sa filtration de monodromie-
poids et de la suite spectrale associée.

Par ailleurs les techniques s’appliquent dans le cadre de la caractéristique mixte
pour les variétés de Shimura associées a certains groupes unitaires étudiées dans [16];
on notera en particulier que I’on peut ainsi prouver les conjectures de monodromie-
poids versions faisceautique et cohomologique, cf. [5] et [4].

0.3. — Soit X une courbe projective lisse, irréductible et géométriquement connexe
définie sur “le” corps fini F; & ¢ = p" éléments, et soit F' son corps des fonctions. On
fixe deux places distinctes co et 0 de X que l'on peut supposer par simplification,
rationnelles sur FF, de sorte que le complété F;, du localisé de F' en o est le corps local
précédemment noté K. On note A Panneau des fonctions sur X, réguliéres en dehors
de 0o. Etant donné un entier d > 1, on fixe une algébre & division centrale D sur F
de dimension d?, non ramifiée en oo et o, ainsi qu'un ordre maximal 9. Dans [24],
les auteurs construisent pour un idéal non trivial I de A, un schéma M défini sur F,
classifiant les P-faisceaux elliptiques sur X, munis d’une structure de niveau I. Pour
o & V(I), M; a un modéle entier My , lisse sur le complété @, de A en la place o.
Un tel modeéle non lisse dans le cas ou o € V(I) est construit dans [3]. Lorsque I
varie, les schémas M7 , sont naturellement munis d’une action, par correspondances,

de (Dg°)*.

0.4. — On s’intéresse alors & la fibre spéciale My, de Mj,. Dans [3], on stratifie
My s, par des sous-schémas localement fermés MI:QO pour 1 < h < d, de pure
dimension d — h tels que l’on ait un équivalent du théoréme de Serre-Tate pour les 9-
faisceaux elliptiques & savoir: le complété de I’hensélisé strict de ’anneau local de My ,
en un point géométrique de Mfgo est isomorphe & DefZ[[ml, ...y Zg—p]] o n est la
multiplicité de o dans I et Def:‘L représente le foncteur des déformations de niveau n
d’un @,-module formel de hauteur h sur F,, cf. [11].

Par ailleurs pour 1 < h < d, il existe un sous-schéma fermé Mffo ;1 de MIZ;‘O stable
sous les correspondances associées aux éléments du sous-groupe parabolique P,”,(F,)
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INTRODUCTION 3

de GL4(F,) (cf. la définition I1.1.1.1) et tel que
M7 = M7 o %per o, m) GLa(Do/ M)

ou n est la multiplicité de o dans I: on dit que les strates non supersinguliéres sont

géométriquement induites.

0.5. — Dans le premier chapitre, en suivant [16], on étudie la restriction aux strates
Mffo des faisceaux des cycles évanescents R'¥, (Q,). Pour cela on introduit selon
loc. cit. les variétés d’Igusa de premiére et seconde espéce. Notons M, I'idéal maximal
associé a la place o; on écrit I = I°MU) avec I, ¢ M,. Les premiéres sont des
revétements galoisiens de M;’fso de groupe de Galois GL4—p(0,/ M), définies par
la donnée d’une structure de niveau M, sur la partie étale des P-faisceaux elliptiques
de Mﬁ’fsoz on dispose alors d’un morphisme radiciel de I:ohn vers Mf;lo’l. Les variétés
d’Igusa de seconde espéce sont des revétements galoisiens ¢/ ;hn(s) — Tohn de groupe
de Galois (Do,n/(I15 ;,))* ot D, est 'ordre maximal de l'algebre a division D, p,
centrale sur F, d’invariant 1/h, avec II, j, une uniformisante: elles sont définies via une
rigidification modulo II7 ;, de la partie connexe des P-faisceaux elliptiques de J Tohn

On dispose alors pour toute représentation 7, irréductible et lisse de D:h, d’un
systéme local &, dit de Harris-Taylor, sur MI:fo Suivant [16], la restriction a Mfshml
des faisceaux des cycles évanescents s’exprime alors en termes des systémes locaux de
Harris-Taylor et des faisceaux des cycles évanescents du modéle local.

0.6. — Au deuxiéme chapitre on prouve le cas Iwahori du théoréme local. On
commence par des rappels sur les représentations elliptiques de GL4(F,) qui nous
seront utiles au quatriéme chapitre. On raisonne ensuite par récurrence en supposant
connu le cas Iwahori du théoréme local en hauteur strictement inférieure a d. A
partir de cette hypothése de récurrence, en utilisant le fait que les strates non
supersinguliéres sont induites, le résultat découle de I’étude “combinatoire” de la suite
spectrale des cycles évanescents.

0.7. — Au troisiéme chapitre, en suivant [24], il s’agit de calculer la somme alternée
des groupes de cohomologie des systémes locaux de Harris-Taylor. La démarche est
classique: il s’agit tout d’abord d’utiliser la formule des traces de Lefschetz-Fujiwara
et donc de compter les points fixes sous l'action d’une correspondance de Hecke
tordue par une puissance assez grande du Frobenius et ensuite de transférer les
intégrales orbitales obtenues afin de reconnaitre le coté géométrique de la formule
des traces de Selberg. On en déduit alors un calcul de la somme alternée des groupes
de cohomologie du modéle local de Deligne-Carayol analogue du théoréme VII.1.5 de
[16]. En particulier, dans le cas Iwahori, des arguments de pureté nous redonnent les
résultats obtenus a la fin du chapitre précédent. Pour ce qui est du cas général, le
théoréme local correspond & dire qu’il n’y a pas d’annulation dans la représentation
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4 INTRODUCTION

virtuelle Z?;ol(_l)i[%;oe,d(%)] ol WdF:Zd(To), pour 1 < ¢ < d, est donné par le i-iéme

terme de plus haut poids.

0.8. — Dans le quatriéme chapitre on étudie la filtration de monodromie du faisceau
pervers RV, (Q,)[d—1] dont on notera gri’ les gradués, ainsi que la fibre en un point
supersingulier des termes E%J de la suite spectrale
B}y = b gt —= RHITTIY, (@)

On décrit tout d’abord les grﬁ/l dans la catégorie des faisceaux pervers sur la tour
des (My s,)r munis d’une action par correspondances de (D¢°)* x W,, en fonction
des extension intermédiaires jitg I JL-1(Sts (n,)) [d — tg] des systémes locaux de Harris-
Taylor, ot j2%9 désigne l'injection de la strate Mfzf et m, est une représentation
irréductible cuspidale de GL4(F,) avec 1 < t < d/g. On calcule ensuite les faisceaux de
cohomologie de ces derniers ce qui, d’apreés le théoréme de comparaison de Berkovich,
implique le théoréme local ou en utilisant [13], la filtration de monodromie-locale du
modéle de Deligne-Carayol.

0.9. — Dans le dernier chapitre on calcule les groupes de cohomologie des extensions
intermédiaires ou par zéro des systémes locaux de Harris-Taylor. En application on
obtient:

> une description des composantes locales des représentations automorphes de Dg ,
on retrouve ainsi les résultats de Moeglin-Waldspurger sur les composantes locales des
carrés intégrables de GL4(A) via une correspondance de Jacquet-Langlands globale;

> une correspondances de Jacquet-Langlands entre certaines algébres & divisions
globales;

> un énoncé d’irréductibilité des variétés d’Igusa;

> la semi-simplicité des groupes de cohomologies relativement & 'action de (D°)*.

Les chapitres I et III sont essentiellement une traduction en égales caractéristiques
des résultats de [16]. Le chapitre II n’est pas utile mais il nous a semblé agréable de
présenter une preuve du cas Iwahori qui n’utilise pas toute la machinerie. Pour les
lecteurs intéressés par les résultats du chapitre IV, nous avons fait en sorte que celui-
ci soit lisible indépendamment des deux premiers, sauf pour ce qui est des rappels
de [28] donnés §II.1.

La plupart de nos énoncés portent sur des égalités dans divers groupes de
Grothendieck; la semi-simplicité de 'action de (D)™ est traitée §V.6 quant a
Paction du groupe de Weil local W, nous ne considérons que les Frobenius semi-
simplifications. Cette derniére précision est inutile dans les résultats locaux car une
représentation irréductible de caractére d’ordre fini est automatiquement Frobenius
semi-simple, cf. [24, 15.2]; en ce qui concerne les résultats globaux on renvoie a la
remarque V.6.2 qui explique d’ou vient I'indétermination.
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CHAPITRE 1

VARIETES D’IGUSA, SYSTEMES LOCAUX DE
HARRIS-TAYLOR ET CYCLES EVANESCENTS DES
VARIETES DE DRINFELD

Introduction

0.1. — Rappelons la situation globale de [24]. Soit X une courbe projective lisse,
irréductible et géométriquement connexe définie sur le corps fini & ¢ = p” éléments, F,
et soit F' son corps des fonctions. On fixe deux places oo, o distinctes de X que 1’on
peut supposer par simplification, rationnelles sur F,. On note A I’anneau des fonctions
sur X, réguliéres en dehors de co. Etant donné un entier d > 1, on fixe une algébre a
division centrale D sur F de dimension d?, non ramifiée en oo et o, ainsi qu’un ordre
maximal P.

Dans [24], les auteurs construisent pour un idéal non trivial I de A, un schéma M;
défini sur F, classifiant les 9-faisceaux elliptiques sur X, munis d’une structure de
niveau I. Pour o ¢ V(I), M a un modéle entier M , lisse sur le complété ), de A en
la place o. Dans [3], on construit un tel modéle non lisse dans le cas ou o € V(I). Les
schémas M7 , sont naturellement munis d’une action, par correspondances, de (D$°)*.

0.2. — Dans [3], la fibre spéciale My ,, de Mj, est stratifiée par des sous-schémas
localement fermés MI:fO pour 1 < h < d, de pure dimension d — h tels que 1'on
ait un équivalent du théoréme de Serre-Tate pour les D-faisceaux elliptiques a
savoir: le complété de I'hensélisé strict de I'anneau local de M7, en un point
géométrique de Mlzgo est un anneau de séries formelles Defﬁ ol ce dernier représente
les déformations de niveau n := mult,(I) d’'un &,-module formel de hauteur h.

Par ailleurs ces strates pour h # d, sont géométriquement induites au sens ou il
existe un sous-schéma fermé MI:,Q,J de MI:;LO stable sous les correspondances associées
aux éléments du sous-groupe parabolique Py, (F,) de GL4(F,), opposé au parabolique
standard associé aux h premiers vecteurs de la base canonique et tel que

Mp. =M. 1 Xpew (0, /) GLa(00/ ).
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8 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

0.3. — Il s’avére que ’adhérence MI},:D,I des Mffml est lisse de sorte que la non
lissité des strates Mffo provient des intersections entre ces différentes composantes et
donc de l'intrication des parties connexes et étales des I-structures de niveau. Afin de
déméler la situation on introduit les variétés d’Igusa de premiére et seconde espéce.
Pour tout place o divisant I, on note I = I°U) ou n est la multiplicité de o dans I
de sorte que o ne divise pas I°. Les variétés d’Igusa de premiére espéce I:ohn sont des
revétements galoisiens de M;}fso de groupe de Galois GLy_p,(0,/M, ), définies par la
donnée d’une structure de niveau J, sur la partie étale des D-faisceaux elliptiques de

- . . - =h - i
M fvhsa: on dispose alors d’un morphisme radiciel de J7.", vers M ! . Les variétés

n
d’Igusa de seconde espéce sont des revétements galoisiens ¢/ ;,hn(s) — Tohn de groupe
de Galois (@o,h/(l'[f),h))>< ot D, p, est I'ordre maximal de l’algébre a division D, p,
centrale sur F, d’invariant 1/h, avec II, j, une uniformisante: elles sont définies via une

rigidification modulo Hz, , de la partie connexe des ?-faisceaux elliptiques de J ?ohn

On dispose alors pour toute représentation irréductible et admissible de @:’ hy d'un
systéme local dit de Harris-Taylor, sur Mf?o’l qu’il est aisé de propager a toute la
strate via l'action de GL4(8,). Afin de mieux suivre les actions, on partira plutot
d’une représentation irréductible 7, de D:h dont on prendra la restriction a @:’h de
sorte que le systéme local obtenu &, ne sera pas irréductible.

0.4. — Suivant [16], on est en mesure de décrire assez simplement le complété
formel de Mj, le long de la strate Mffml. D’aprés les résultats de Berkovich, on
en déduit alors une expression de la restriction & Mffml des faisceaux des cycles
évanescents en termes des systémes locaux d’Harris-Taylor et des faisceaux des cycles
évanescents \I/’}:n associés par Berkovich aux anneaux Def! tout en suivant ’action
de (D7) x W,.

0.5. — Décrivons succinctement le contenu des différents paragraphes. Le premier
paragraphe est consacré aux rappels de [24] et [3] sur les @,-modules formels
§1.1.1, sur les D-faisceaux elliptiques et leurs structures de niveau §1.1.2, les variétés
de modules M, munies d'une action par correspondances de (D$°)* §I1.1.3. On
rappelle ensuite §1.1.4, selon [24], la construction des systémes locaux ¥,  sur les
variétés de Mj, associés & une représentation irréductible p., des inversibles de
'algébre & division D, centrale sur F, d’invariant —1/d. On rappelle enfin §1.1.5,
la stratification de la fibre spéciale et comme application du théoréme de Serre-Tate
§1.1.6, on montre la lissité des Mi:o,l'

0.6. — Le deuxiéme paragraphe s’intéresse plus en détail aux structures de niveau
en y démeélant parties étales et connexes. A tout S-point de M I1,s, est associé un
¢-faisceau: si S — M, se factorise par Mfgo, le ¢-faisceau associé se décompose
alors en partie étale et connexe. L’un des résultats clef de ce premier paragraphe est la
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proposition 1.2.1.1 qui montre qu’aprés extension des scalaires par une puissance assez
grande du Frobenius, la décomposition en composantes étale et connexe du ¢-faisceau
d’un S-point de MI:;‘O est scindée modulo 7). On a aussi des résultats au niveau des
déformations de points de Mf;’o, corollaire 1.2.1.3 et proposition 1.2.2.6. On montre
enfin la relation de congruence, proposition 1.2.3.1, qui permet de vérifier §1.3.3, la
compatibilité des diverses définitions des correspondances de Hecke.

0.7. — On introduit §1.3, suivant [16], les variétés d’Iqusa de premiére espéce J;’fn.
On peut comprendre la démarche des définitions de celles-ci, de leurs versions formelles
9 1o =h,m(t) et de leurs liens aux variétés de Drinfeld, comme la différence entre la
donnée d’une structure de niveau sur un ¢-faisceau et la donnée de structures de
niveaux sur les parties étale et connexe du méme ¢-faisceau. Les résultats dans ce sens
sont les propositions 1.3.1.2 et 1.3.2.1. En particulier on a un morphisme radiciel de
g Izohn vers M I:,;La,l ot n est la multiplicité de o dans I. Au niveau des complétés formels,
le résultat clef est la proposition 1.3.2.1 qui donne l’existence d’un isomorphisme
canonique de J 1o =hn(N) vers M;:hl On définit ensuite §1.3.3, les correspondances
de Hecke associées aux éléments de GLy (F,) X GL4—p(F,) sur la tour des 210,:h,m(t),
de maniére compatible au théoréme de Serre-Tate et & I’isomorphisme de la propo-
sition 1.3.2.1.

0.8. — Les variétés d’Iqusa de seconde espéce j;hm(s) de niveau s, sont introduites

§1.4: le revétement jlzohm(s) — J?ffm est étale de groupe de Galois

X 1) X
o,h,s = (goyh/(]:[zﬁl ))
ou D, p, est 'ordre maximal de ’algébre a division centrale sur F, d’invariant 1/h et
ou II, , est un uniformisante de 9, . On définit §1.4.2, les correspondances de Hecke

=h ., 212
sur la tour des ;. ,,(s) associées aux éléments de

(D°°)% x GLg_p(F,) x GDW,(h)°

ot GDW,(h)0 est le noyau du morphisme GL (F,) X D:h x W, — Z qui au triplet
(95,00, ¢o) associe la valuation de det(gg)rn(do)cl(co) ot rn : DJ, — F est la
norme réduite et cl : W, — FJ* est lapplication de la théorie du corps de classe
qui envoie les frobenius géométriques sur les uniformisantes. Les résultats principaux
sur les variétés d’Igusa sont ceux de §1.4.3. Briévement on se sert des rj]:o}fm (s) pour

“détordre” le schéma formel Yo —p m(t) (cf. la proposition 1.4.3.4 et la remarque qui
suit). Ce paragraphe est trés proche du texte de [16]; en particulier en suivant loc.
cit., on montre & la proposition 1.4.3.7, une version & niveau fini de ces résultats.

0.9. — Le cinquiéme paragraphe traite des cycles évanescents. A partir de ce point et
jusqu’a la fin, sauf mention expresse du contraire, on considére l’action naturelle, i.e.
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10 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

celle de [3], de GL4(F,) sur Defft tordue par l’application g, — tg;1; on pointera cette
modification par un tilde sur les espaces concernés. On s’intéresse en premier lieu a
la restriction du faisceau des cycles évanescents R'W,, (Qy) de M, — Spec(6),) a la
strate Mffma, en fonction du faisceau des cycles évanescents ‘I'Z\e_;n du modéle local,
ie. de Defz (cf. §1.5.1). L’énoncé principal, théoréme 1.5.2.6, décrit cette restriction

munie de son action de (95 °)* X Py, q(F,) X W,. Formulons en rapidement I’énoncé:

soit Twist j=n (oo)(\IﬂFo,e,h,n) le faisceau sur leo,fn tel que sa restriction & jI:ohn(s)

. . X . : . .
muni de I'action naturelle de 9, est le faisceau constant ¥% ,, = muni de I’action
k) 0% 10y
. X . . . R
“diagonale” de 9, ;. Ce faisceau est naturellement muni d’une action de ( )< x
PP (F,) x W, et on a un isomorphisme équivariant naturel

Riq’no(@é)wfgw o TWiStg;’fn(oo)(‘I’%o,e,h,n)

On relie ensuite §1.5.3 ces faisceaux aux systémes locaux® & sur MI:sho . associés
180,

aux revétements d’Igusa de seconde espéce et & une représentation admissible,
irréductible 7, de D;h. Cette description est donnée a la proposition 1.5.3.5.

0.10. — Enfin dans le dernier paragraphe, on donne, au niveau des complétés formels,
des équations explicites définissant les variétés d’Igusa de seconde espéce.

I.1. Modules formels et variétés de Drinfeld: rappels

1.1.1. Rappels sur les déformations des f),-modules formels

DEFINITION 1.1.1.1. — Etant donnés une ©),-algébre R et i : ), — R son morphisme
structural, un @,-module formel sur R est un couple G = (F,(fr)rep,) o0 F €
R[[X,Y]] et fn» € R[[X]] avec f1(X) = i(A\)X modulo (X?), vérifiant les propriétés
usuelles pour en faire un @,-module, F représentant ’addition et f) la multiplication
par A.

Remarques:

> Si R est un corps sur F,, il existe un entier d, éventuellement infini, appelé la
hauteur de G, tel que F(X,Y) = X +Y et fu, (X) est une série formelle en
x4

> Sur Fq, il existe & isomorphisme prés un unique @,-module formel de hauteur

d donnée que 'on notera 3.

(1) Non irréductibles, car la restriction de 7, & @: j, est une somme directe de er, représentations
;
irréductibles.
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> L’anneau des endomorphismes de ce @,-module formel de hauteur d sur

F,, est 'ordre maximal 9, q de l'algébre a division centrale sur F,, D, 4,
d’invariant 1/d.

DEFINITIONS 1.1.1.2. — On note @:T = F,[[w,]] et on considére la catégorie C' dont
les objets sont les @:T—algébres artiniennes de corps résiduel E,. Une déformation
sur R € Ob(C) “du” O,-module formel de hauteur d sur Fq, Y4, est un O,-module
formel G = (F,(fa)rcp) sur R dont la réduction modulo l'idéal maximal # de R
est 4. Deux déformations sont dites isomorphes si les deux modules formels qu’elles
définissent sont isomorphes, la réduction modulo J de cet isomorphisme étant égal
a l'identité. Une structure de niveau n sur G, est la donnée d’'un homomorphisme de
O),-module,

ln * (wo_n/QO)d — M,

tel que fo, (X) est divisible par Hae(wo‘l?)o/@o)d(X — tp()). Une déformation de
niveau n définie sur R, est par définition une déformation sur R munie d’une structure
de niveau n.

ProposITION 1.1.1.3 (cf. [11], prop. 4.3). — Le foncteur des déformations de niveau
n, & isomorphismes prés, du O,-module formel de hauteur d sur ﬁq, Y4, est représenté
par Uanneau Def ,, vérifiant les propriétés suivantes:

> Pour n =0, le O,-module formel universel sur Defy o est de la forme

(X + Ya (fA)AEQO)

avec f‘wo(X) =weX+a X+ ‘_|_a,d_1qu*1 +qu et Defd70 = Fq[[a'Oaafla s ’ad—l]]
avec ag = wW,.

> Soit e; le i-iéme vecteur de la base canonique pour 1 < i < d. Pour n > 0, le

morphisme

¢ : Fylvy,...,v5]] — Defq,,
défini par ¢(v]) = in(e;) ou u, est la structure de mniveau universelle, est un
isomorphisme.

Remarque : quand on écrit dans la suite
Defyn ~ Fy[[o},...,v5]] (resp. Defqo =~ Fyl[ao,a1,...,aq-1]], a0 = @,),

on sous-entend qu’il s’agit de "isomorphisme ci-dessus.
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12 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

Remarque : le morphisme caractéristique Fy[[w,]] — Defy, peut se calculer de la
fagon suivante. Le morphisme Defg — Def‘li est donné par 1’égalité de polyndmes
vl vy - vl X
()7 (v3)? - (vg)? X1 -
. . C.i ) :)\(on+a1Xq+--~+ad_1qu 1+X‘1d),
@)™ @) - (wp)” X
ou A est le coefficient dominant du polynéme de gauche. Ainsi 'image de w, dans
Defy 1 est

qg—1
vi v3 va
(1) (v3)? (vg)?
d—1 d—1 d—1
()T ()T e (9y)?

En notant ai pour 0 < ¢ < d, les images de a; € Defy o dans Defy ,,, les morphismes
fn : Defg ,, — Defy 11 se calculent de proche en proche par I’égalité

Fa(@2) = falaf)ol ™ 4 fu(@D) P4 o 4 fu(al_) (e 4 (Pt

PROPOSITION 1.1.1.4 (Deligne, Carayol: cf. [9] ou [3, 2.3]). — L’action naturelle de
GL4(9,) x @;d x I, sur Defy,, se prolonge a la limite, i.e. sur le systéme projectif
(Defan)n, au noyau GDW,(d)° de lapplication

GDW,(d) := GL4(F,) x Dy x Wy — Z, (g, 6, w) — val (det(g~") mn(8)cl(w))

ou TN : Doxd — F est la norme réduite.
,

Remarque : on revoie le lecteur & la notion de schéma de Hecke, définition IV.1.2.1,
pour plus de rigueur sur I’expression “4 la limite”. On rappelle que I’action de g~! €
GL4(F,) N Mg4(F,) se déduit de laction naturelle & gauche de g sur la structure de
niveau ¢ : (F,/0,)¢ — JM; par ailleurs celle de @;d est définie via I'identification avec
Aut(Xy).

1.1.2. 9P-faisceaux elliptiques et structures de niveau

DEFINITION 1.1.2.1 (cf. [24]). — Un D-faisceau elliptique (&;, ji, t;) sur un schéma S
est d’aprés [24] un diagramme commutatif

Ji
. C é’iC 57;-"-1(—)“'
ti

T

Ji
. C Tgi( T6i+lc—>...
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ou:
> &; est un PDxxs-module & droite localement libre de rang 1, et donc un Ox yg-
module localement libre de rang d?;

> T4, est égal & (Idx x Frobg)*&;;
> j; et t; sont des injections 9Dy« g-linéaires;

> Sira = 6i(00) = & ®p, Ox(00) et le composé & — Sip1 — --- — Eiga est
induit par l'injection canonique Ox — @ x(0);

> (prg)«(&i/&i—1) est un Og-module localement libre de rang d ou prg : X xS — S
est la projection canonique. De maniére équivalente, &;/&;—1 est isomorphe a l'image
directe (;;)*(le) d’un g-module I, ; localement libre de rang d, par la section co:
(ig) : S — X x 8, s (00, 5);

> l'image directe de Cokert; est un @g-module localement libre de rang d. Le
support de Coker¢; est disjoint de Bad U {oco} x S, ou Bad désigne I’ensemble des
places = de X telles que 9, n’est pas isomorphe & My(8,). De maniére équivalente,
Coker t; est isomorphe a I'image directe (if(;i)*(f‘o,i) d’un Hg-module I'y; localement
libre de rang d, par la section

(i0) : S

induite par un morphisme 39, : S — X tel que 49 ;(S) C | X'|.

(40,i,ids)

X xS

Remarque : les inclusions &; <— &;11 étant des isomorphismes sur (X\{oco}) x S
et le support de Cokert; étant disjoint de co x S, on en déduit que la donnée des
morphismes (¢;); est équivalente & la donnée d’un seul ¢;. Les morphismes 4o ; sont
indépendants de %; on le note 7o, le morphisme caractéristique du 9-faisceau elliptique.

DEFINITION 1.1.2.2 (cf. [24]). — Etant donnés (&;,ji,t;) un 9-faisceau elliptique
défini sur S et I un idéal de A tel que V(I) Nig(S) = @, une I-structure de niveau
sur (&;, ji, t;) est un isomorphisme de 9Dy s-modules & droite, i7 : DX Og — Erxs
tel que le diagramme suivant est commutatif:

tirxs

Té\IxS 6|I><S

@1&@3

Pour définir la notion de structure de niveau en une place v € iy(S) d’aprés [3], on
est amené & considérer les objets suivants. Pour alléger les notations on prend v = o,
ce qui sera d’ailleurs le cas dans la suite.
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14 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

DEFINITIONS 1.1.2.3. — Le (6, ® Og)-module &; ® 0, est indépendant de i; on le
note &,. Un isomorphisme 9, ~ My(#,) étant fixé, soit 7, le (8, ® Og)-module libre
de rang d défini par E 1 - &,, ot Eq ;1 est 'idempotent de My (0,) associé au premier
vecteur de la base canonique. Par équivalence de Morita, on a un isomorphisme 9,-
équivariant &, ~ & z. Les morphismes ¢; induisent alors un morphisme ¢, : 7%, — &,.

> Le ¢-faisceau associé est par définition le couple (¥,,¢,) avec ¢, = t,
TFo— Fo.

> Le ,-module de Dieudonné sur B associé a (&;, ji, t;) est le couple (V,, ¢,) ou V,
est le (0,®,(,)Os)-module localement libre de rang d, 7, ®(00®r (o) O5) (06Br(0)Os)
et p, : (Idooééﬁ(o) Frob,,))*Vo — V, est I'application induite par ¢,. On notera
Von = Vowl\V, pour tout n.

> Pour tout n, on note ¥,, = F, ®g, (0,\M,™) et on considére Gr(7, ), le
S-schéma en ),-modules finis, d’ordre ¢"? tués par w?, qui représente le foncteur de
la catégorie des S-schémas dans celle des ensembles:

S — {u € Homy (T on, ") ; w(on(z)) = u(z)!, Vo € T\ }
On a alors la suite exacte

0— Gr(Fon) i, Gr(Fon+1) N Gr(Fon+1).

> Si P est un R-point d’un schéma Y, on note [P] le sous-R-schéma de Y qu’il
définit. Pour (P;) une famille finie de tels points, on note »_[P;] le sous-schéma de Y
défini par le faisceau d’idéaux produit des faisceaux d’idéaux définissant les [P;].

> Une M, -structure de niveau sur (&;,Ji,t;)/S est un homomorphisme de @,-
modules ¢}, ,, : (M;"/0,)* — Gr(To,n)(S) tel que le sous-schéma

> [a)]

z€(0o/M7)?
de Gr(7, ) coincide avec Gr(F, ).

Remarque : pour tout élément z de (0,/My)%, 1), (2) est un élément de 7, tel
que ¢, (t6,(2)) = t5,(2)?. Le morphisme ¢, fournit alors un homomorphisme
de Op-modules (0,/M;)* — . qui aprés équivalence de Morita, donne un
homomorphisme de 9D,-modules ¢ : Dor, — 5:71 tel que le diagramme ci-dessous
commute:

lo,n *
@O n 50 n

’ )

o,n

*
Téo,n

Dans la suite, ¢, désignera la structure de niveau aprés équivalence de Morita.
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PrOPOSITION 1.1.2.4 (cf. [3, prop. 7.1.3 et 7.1.4]). — Soit
L::,n : (m;n/QO)d - Gr(gom)(s)

une M, -structure de niveau définie sur un schéma S tel que S° 'ouvert complémentaire
de iy ' (Speck(0)), est non vide. Alors Lom ®ps O5(8°) induit un isomorphisme de
O,-modules

(00/5)" B O5(5°) — (T o @9, 0s(5%)"-
Réciproquement soit S est un schéma intégre tel que S° est non vide. Si I’homomorphisme
de O,-modules i), ,, : (M;"/0,/)* — Gr(Fon)(S) induit un isomorphisme sur S°
(M;"/0,)* K Os(5°) — (Fom gy Os(5°))*, alors i), ,, est une My -structure de

niveau.

I1.1.3. Schémas de modules et correspondances de Hecke

PROPOSITION 1.1.3.1 (cf. [24]). — Le classifiant des classes d’équivalence des 9D-
faisceauz elliptiques munis d’une I-structure de niveau, définit un schéma régulier
(un champ si I = A), My — X' de dimension relative d — 1.

DEFINITION 1.1.3.2. — On notera My, := My xx/ Spec(t),) et My s, (resp. M;,,)
la fibre spéciale (resp. générique) de My ,.

[.1.3.3. — On note A I'anneau des adéles de F'. Le schéma de Hecke M, := lim M; , au

I
sens de IV.1.2.1 est munie d’une action par correspondances de Hecke de (D) :=

(D @p A*)*. Au-dessus de la fibre générique M, de M, et & niveau fini, pour K3°
un sous-groupe compact ouvert de (D°)*, 'action d’un élément g*° de (D)™ se
décrit par la correspondance géométrique

(M,,,)EZ ™) K7g™)
/ \

(Mna)K’Zx *************** = (Mno)Kﬁo

\/

Spec(F,)

ot le morphisme c; (resp. ¢3) est induit par 'inclusion, cf. [24], § 7:

Ad(g*)

(KN (g™) T KRg™) € K° (resp. KZ° N (g) T KZg™) KY).

En particulier on note K3 le noyau de (27)* — [, (Dx @9, Ou/Mz7)*, ot n,
est la multiplicité de = dans I. On a (M, )55 = My, .
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16 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

1.1.3.4. — On montre dans [3, §7.3] que ces correspondances s’étendent de maniére
unique sur M, tout entier. Si la composante g>° de g en o est triviale, le résultat
est évident. Précisons la situation pour g, € GL4(F,) N M4(8,). On pose S := M,
et S° := M, et on considére le P-faisceau elliptique universel sur S muni de sa I-
structure de niveau universelle pour tout idéal I de A. La structure de niveau fournit

un morphisme
Ly : (FO/@O)d ><5—>92®00 (Fo/0o)

selon les notations précédentes. Sur I'ouvert S, 1,0 := 1/ ®g, F, est un isomorphisme.
On associe & g,, d’aprés loc. cit., la multiplication & gauche de tg,x sur (F,/0,)? et
donc le morphisme

l95]: T3 @0, (Fo/ Oo) — T3 @9, (Fo/ Oo)

tel que sa restriction [g*]° & S, est par définition induite, via I'isomorphisme ¢/°, par
la multiplication & gauche de tg, sur (F,/®,)?. On note [g,] ’endomorphisme de &,
déduit de [g}]. L’'image par g, du PD-faisceau elliptique universel ((&;, ji, ti), too) €st
le D-faisceau ((&;, 4.,t,),¢.,) défini via les diagrammes cartésiens

& o
e
&i Yo
ofl i est I'injection canonique, ou de maniére duale par (§')* := & g 1] Go- L

structure de niveau est alors définie de maniére naturelle comme suit. Soient n et
m tels que Ker 'g, C (M;"/0,)% et (M;™/0,)% C Im go. Si ton est la structure de
niveau n sur &, ., la composée

(M;™)0p)E — (M;™)0,)? ) Ker g, —22s T [92), o7

o,n o,m

définit une fleche ¢}, : (M, ™/0,)* — (T,,)* dont on vérifie aisément en utilisant
la proposition 1.1.2.4, qu’elle définit une structure de niveau m.

I.1.4. Structures de niveau a ’infini. — Ce qui suit est un résumé du paragraphe
8 de [24].

I.1.4.1. — Etant donné un F,-schéma S et (&;, ji,t;) un D-faisceau elliptique sur S,
on considére pour tout i € Z, les O ®Og-modules localement libre de rang d?:

M; = &/|(X x S)%

ou &, est le faisceau dual de &; et (X x S)Y, est la complétion de X x S le long de
{oo} x S. Les j; définissent alors un systéme inductif M := - - < M; < M; 1 <> ---
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et Pon identifie les M; avec leur image dans M qui est donc un Fao®@g-module de
rang d?. Les t; induisent alors un isomorphisme

M =5 "M = (F.® Frobg)* M
qui envoie M; surjectivement sur "M;,;. On définit alors ¢ : "M — M comme
I'inverse de l’isomorphisme ci-dessus; 1/3(71\;[1) =M,;_1 C M,.
1.1.4.2. — L’action a droite de @ sur les &; induit une action a gauche sur M qui
commute & v et qui stabilise M; C M. Un isomorphisme Dy, ~ My(0) étant fixe,
on a une équivalence de Morita

(M, ) = (N,¢)* et M; = (N;)*.
Ainsi N est un Fro®Og-module de rang d et N; C N en est un 0. & Og-sous-module
localement libre de rang d vérifiant

WooN; = Ni—(degoo)d C--CNi-1 C N, 1L(T]Vz‘) =N
tel que le quotient N;/woN; — N;/¥("N;) est un {0} x s-module supporté par le

graphe d’un F,-morphisme de schéma io,; : S — {oo} et est localement libre de

rang 1 sur son support avec iso,i+1 = foo,; © Frobg.

1.1.4.3. — Soit S un schéma muni d’un F,-morphisme de schéma iy : S — {oo}.
Tout autre F,-morphisme de schéma de S vers {oo} est alors de la forme i ; =
50,0 oFrobg pour un unique ¢ € Z/ deg(co)Z. On associe au couple (S, ix,0) le triplet
(Na,1,%d,1, N a,1) ot
deg(o0)—1
Ny = (F®05)" = D (FooBr(oo),ir. . 05)%,

=0 ’
de base canonique (e;;)o<i<deg(oo),1<j<d> Yd,1 : "Nan1 — Ny est défini par
Ya,1(ei ;) = eir1,; pour i # deg(oco) — 1 et Pg1(€deg(o0)—1,5) = €0,j—1 Pour j # 1 et
Weo€o,d4 POUr j =1, et

deg(oco0)—1

Nag = (080s)" = B (Do @ (o0),iz, , O5)7-

1=0

1.1.4.4. — Soit k(00)q I'extension de degré d de x(00) et soient Fo, ¢ = Fooégm(m)n(oo)d,
oo, son anneau des entiers et 0oq = Foo@),i(oo) Frobgeg(oo). Soit Foo, d[Too]
I’algébre de polyndémes sur F, 4, non commutative avec la régle de commutation
Tool = 00_01’ 4(@)Too pour tout a € Fu, q. L’élément Tglo — We est alors central dans
Foo,d[Too] et
Eoo = oo,d[TOO]/(Tgo - WOO)

algebre a division centrale sur F,, d’invariant —1/d, d’ordre maximal
Do 1= Ooo.alToo) / (TL — @Woo)-

est alors “1”’
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18 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

1145, — Si A : S — Spec(k(00)q) est un Fy-morphisme de schémas, on peut
construire une injection de Fi.-algébres

N Do = End(Ny1,%4.1)

de la fagon suivante ot s : S —> Spec(k(00)g) —22> {oo}. Pour a € K(00)a,

I'image de 18a € FooaC D, est donnée par
A" (18a)(e; ;) = (1®X* (Froby 7 98®) (a))) e; ;
et image de 7o, € Do, par

. Woo€id S1J =1,
A (7o) (€5,5) = { .
€ij—1 S1nom.
Si A et X sont deux F,-morphismes de schémas de S vers Spec(k(co
ic0,0, 0N a XN = Ao Frobgdeg(oo) pour n € Z/dZ et alors (\')* = \*
vérifie aussi que A\* (Do) laisse A g1 stable.

)a) qui relévent
o Ad(TO_o"). On

DEFINITION 1.1.4.6. — Une structure de niveau a linfini sur (&;, j;,t;) est une paire
(A, o) ou A : § — Spec(k(00)q) est un Fg-morphisme de schémas qui reléve le pole
loo,0 €6 OU @ @ N g1 AN NO est un isomorphisme de Qm®@g—modules tel que le

diagramme suivant soit commutatif:

N d,1 ™No
l/lﬁd,l ¥
N = No
1.1.4.7. — On a une notion évidente d’isomorphisme entre 9-faisceaux elliptiques

sur S munis d’une structure de niveau a U'infini; on note M  (resp. My (5)) la catégorie
des classes d’isomorphismes des PD-faisceaux elliptiques sur S munis d’une structure
de niveau I (resp. et d’une structure de niveau & linfini). On obtient ainsi une
catégorie fibrée ;I/l\; qui est un pro-champ; en effet se donner un isomorphisme « :
N g1 — Ny de O,®0s-modules, revient & se donner un systéme projectif (a, =
amod wt!), 5o d’isomorphismes de O /(@ !)®Os-modules et o commute avec
les ¢ si et seulement si les 1), commutent avec les 1) modulo .

1.1.4.8. — On a en outre un morphisme d’oubli
Too,I : %I — My

qui envoie ((&;,7i,t:),tr, (N, a)) sur ((&i,Ji,ti),tr), ainsi qu'un morphisme de
structure
A1+ Mp — Spec(k(00)q)
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qui envoie ((&;, Ji, ti), tr, (A, @) sur a et qui reléve o0 00700 7. Pour I C J C X\{o0},
on a des 2-diagrammes commutatifs

—— Ty
My —— My

LTOO,J Lroo,l

J.

mJLmI

1.1.4.9. — Sur El/l\_;, on a des actions continues & droites du groupe profini @:o et de
Z)dZ: § € D, (resp. n € Z/dZ) envoie ((&;, ji, ti), i1, (A, a)) sur

((8isdisti)ser, (A, 0 X*(8)))  (resp. ((Ei,Jists),er, (Ao FrObgdeg(oo)7 ))).
Comme on a
(A o Frob 48y — x* o Ad(r2")
ces deux actions induisent une action & droite continue du groupe profini
DL >17,/d7.

oun € Z/dZ agit sur @; par Ad(7"). On identifie alors ce produit semi-direct avec

D /@
en envoyant (8,n) sur d7". On obtient ainsi une action & droite de DX /wZ qui
commutent aux 7. s, 777 et A; si on fait agir DX /w’ sur Spec(k(c0)s) & travers
son quotient

—ocorm: DX — Z/dZ
(Gal(k(00)4/k(00)) = Z/dZ).

THEOREME 1.1.4.10 (cf. [24], th. 8.10 et prop. 8.8). — Le morphisme de pro-champs
Tool ! My — My

est représentable et est un revétement pro-galoisien de groupe de Galois DX /w” ; ﬁ\/l;

est alors un schéma que l’'on notera M.

Les correspondances de Hecke sur les My associées auzx éléments de (DS°)* x
7 se relévent sur My et commutent & laction de DX /w” . De plus F* envoyé
diagonalement dans (DX /wZ) x (D)* agit trivialement sur les M.

Remarque : la caractéristique étant disjointe de oo, les arguments de loc. cit.
s’appliquent sans modification sur les variétés M; méme dans le cas de mauvaise
réduction.
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20 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

I.1.5. Stratification de la fibre spéciale

DEFINITION 1.1.5.1. — Pour tout 1 < h < d, on notera P, 4 le parabolique standard
associé aux h premiéres coordonnées et soit P;"; le parabolique opposé

PRrROPOSITION 1.1.5.2 (cf. |23, prop. 2.4.6] et [3, lemme 6.2.3]). — (a) Tout 0,-
module de Dieudonné (V,,p,) sur une extension k de k(o) = F, se décompose en
une somme directe (V., %) @ (V8 @) ou ¢S est topologiquement milpotent et oS
est bijective.

(b) Tout O,-module de Dieudonné (V,,p,) sur un épaississement R de k(o), se
dévisse en une suite ezacte

0 — (V5*,95") — (Vo, o) — (Vi 95) = 0
ol ¢ est topologiquement nilpotent et p° est bijective.

DEFINITION 1.1.5.3. — Pour tout 1 < h < d, on définit dans [3| un sous-schéma
Mf;’o de M7 ,, de pure dimension d — h, stabilisé par les correspondances de Hecke et
caractérisé par 'une des propriétés équivalentes suivantes: en tout point géométrique
de Mffo,
> le O,-module de Dieudonné qui lui est associé, a sa composante connexe de
hauteur h.
> le ¢-faisceau (75, ¢o) qui lui est associé est tel que si on note M, ; la matrice de
Bo,1 = Po®p, (0,\M, ") dans une base quelconque de 7, | := 7, ®¢, (Mo\0,),
alors d’aprés loc. cit.,

MM = M, ("Myy) - (™" M, )

o

a un mineur d’ordre d — h inversible et tous ses mineures d’ordre r > d — h sont

nuls.

Remarque : dans [3, déf. 10.1.1], le schéma MI:fo , contrairement 3 la situation de la
caractéristique nulle, peut étre défini schématiquement avec “ses nilpotents”; celle-ci
n’est alors pas réduite sauf si la multiplicité de o dans I est nulle. Dans ce texte nous
avons préféré ne pas introduire la version avec nilpotents de la stratification.

DEFINITIONS 1.1.5.4. — Soit I = I° M) un idéal de A, n étant la multiplicité de o
dans I. L’ensemble

G/P(d,h,n) := GLq(0,/ M)/ Pp a(Do/ M)

classifie les facteurs directs a de rang h de (M, "™/0,)?%. Pour tout a € G/P(d, h,n),
on notera

Ph,d;a(go/mg) = aPh,d(Qo)a_la Ko” := Ker ( GLd(@O) - GLd(@O/mZ))7
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_ op n
Ko’h’d,n(a) =K, N Ph,d;a(@o/mo)

DEFINITION 1.1.5.5 (cf. [3, déf. 10.4.1]). — Pour tout a € G/P(d, h,n), il existe un
sous-schéma fermé Mfgma de M f;‘o stable sous I’action des correspondances de Hecke
associées aux éléments de

K /K71 % Koh,an(a)

Remarque : concrétement si ¢, est la A -structure de niveau universelle sur M,
- _ tok o et

alors le noyau de 5%, := (ton Xa;, MEL ) jge : (M, /00)4 — F7%, ot T est la

partie étale du ¢-faisceau universel sur Mffma donnée par la proposition 1.1.5.2; est

le facteur direct a de (M, "/0,)%.

1.1.5.6. — On en déduit alors le fait fondamental suivant.

Propriété géométrique fondamentale: les strates mon supersinguliéres sont
induites, i.e.(?)

M7 = M2y Xpe 0,/ am) GLa(0o/ M)

ot Mf;‘ml est la composante associée & la classe de Iy dans G/P(d,h,n).

PROPOSITION 1.1.5.7. — L’ensemble des points géométriques de M:"  au-dessus

I,s0,a

d’un point géométrique donné de M:ahso est en bijection avec les isomorphismes
,

Lo+ (MU 00) fa — T3

o,n

tels que @557 o1, = T8, oun est la multiplicité de o dans I. Cet ensemble est alors

de cardinal égal a # GLg_p(0,/M2).

DEFINITION 1.1.5.8. — On notera Mfsho (resp. Mi;lo,a) I’adhérence schématique de
MI:?O (resp. Mfgma) dans My, .

Il découle du deuxiéme point de la définition 1.1.5.3 que l'inclusion Mfgo — M 12 go’a

est affine.
(2) On rappelle que P’application canonique GLg(8,) — GLg(0o/ M) est surjective.
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22 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

I.1.6. Théoréme de Serre-Tate et conséquences. — D’aprés la théorie du
module de coordonnées, cf. [15], Defy ,, représente aussi les déformations de niveau
n, du B,-module de Dieudonné sur F, connexe de hauteur d®.

~nr
DEFINITION 1.1.6.1. — Pour tout 1 < h < d, soit Defd:,’fl la ), -algébre qui classifie
les déformations de niveau n de X, telle que la composante connexe du ©-module de
Dieudonné associé est de hauteur h. On note Deffz son adhérence.

Remarque : concrétement, cf. [3, §9], en notant M; la matrice modulo w, ® 1, de ¢
dans une base du 0,8, Def 4 n-module V, Deffz est le réduit du quotient de Defy ,,
par l'idéal engendré par tous les mineurs d’ordre supérieur strictement a d — h de

h—1

Mt = My("My) - (T My).

PROPOSITION-DEFINITION 1.1.6.2 (cf. [3, prop. 9.3.2]). — On a une suite exacte
0= (Vi', ¢5) — (V,0) ®pets,, Dz — (Vi ¢7) = 0
ou (V;e4, o8%) (resp. (ViE, %)) est un O-module de Dieudonné étale (resp. topologiquement
nilpotent) de dimension d — h (resp. h). La structure de niveau n universelle sur
Defd,n,
ln * (min/QO)d - /(%Z
ol WZZ est U’idéal mazimal de Defy ,,, est alors telle que le noyau de
15 = (tn @pet,,, Defgh)yer : (M "/O)" — M) ®pes,,, Defh

est un facteur direct a de (M, "/ 0,)?, de sorte que

Def7! = I[ Defil.
a€G/P(d,h,n)

ot Defdz,}fl’a est muni d’une action de Kon N Py g.q(00/M5).

PROPOSITION 1.1.6.3 (théoréme de Serre-Tate, cf. [3, th. 7.4.4]). — Le morphisme
naturel du foncteur des déformations d’un point géométriqgue de My, wvers le
foncteur des déformations de niveau n = mult,(I) du ©,-module de Dieudonné qui
lui est associé, est une équivalence de catégories. En outre l’action d’un élément
(g5, Frob,) € GLj(F,) x W, tel que r = —val(det gS) sur My ,, induit Uaction de
(*(gS)~1,Frobl) € GDW,(d)° sur Def, .

(3) On montre plus généralement qu’il y a une équivalence de catégories, des déformations de niveau n
du 0,-module divisible de type (h,j) (la composante connexe est de hauteur h et la partie étale de
hauteur j, cf. [11]) sur Fq vers les déformations de niveau n du @,-module de Dieudonné sur Fq
dont la partie connexe est de rang h et la partie étale de rang j. Le foncteur de ces déformations est
représentable (cf. [11]) par I'anneau Def?d ~ Def? [[w?, ..., wi]].
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N

Preuve. — Par rapport & loc. cit., remarquons en effet que laction de g¢ sur le
O,-module de Dieudonné (V,,y,) est donnée par la multiplication & gauche par g,
de sorte qu’étant donnée une structure de niveau top, : (M, "/0,)% = Gr(Von, Pon),
I'action de g¢ est donnée par la multiplication & gauche de g¢ sur (J,"/0,)?
a4 comparer avec ’action définie au paragraphe précédent qui est donnée par la
multiplication de (g¢)~! a gauche sur (1, "/0,)4. O

COROLLAIRE 1.1.6.4. — (a) Le complété formel de l’anneau local de My , en un point
h

S0’

géométrique quelconque de Mg , est mon canoniquement isomorphe® & ’anneau
représentant les déformations d’un ©,-module divisible de hauteur d, extension d’un
O,-module formel de hauteur h par sa partie étale, Defﬁ’dih ot n est la multiplicité

de o dans I.

(b) Le complété formel de I’anneau local de Mfsho en un point géométrique de MIZ;LO,
pour b’ > h est isomorphe par le théoréme de Serre-Tate a Defz,’d_hl;>h défini comme
suit avec j' =d — h':

Defy, /2" = Defy =" &g Fy[uf, .., w}]

ol Delegh est le réduit du quotient de DefZl par lidéal engendré par po_.n(u;) pour
1<i<hou
Po—n Defh/,o = Fq[[wo, Aly..-y ah/_l]] — Defh/m

est le morphisme d’oubli du niveau.

>h

(c) Le complété formel de lanneau local de M7 s,.a, €M UN point géoméirique de

pour h' > h et ap C ap est isomorphe par le théoréme de Serre-Tate a

I,56,ap
Bd—h';>h .o . g '
Def,, 4, ca,;  défini comme suit avec j' =d — h':
W.ilizh S N - ) n
Defy, 3. Ca,, = Defn’az ®?qu[[w1,...,wj,]]

ou ), est le facteur direct de rang h' — h de (M;"/0,)" associé au quotient ap: /ay,
et ou Defﬁjfh est le réduit du quotient de Defy, ,, par lidéal engendré par les i, (e;)
pour 1 < 4 h< h et (e1,...,en) une base de aj, ot i, est la structure de niveau n
universelle sur Defy, ., .

PROPOSITION 1.1.6.5. — Pour tout n > 0 et tout a € G/P(d,h,n), Def>"  est

d,n,a
régulier de dimension d — h.
Preuve. — Soit (w1, ...,wy) une base de a; pour 1 < i < h, on écrit w; = Mie; +
oo+ Aheq, olt (e1,...,eq) est la base canonique de (M, "/0,)? et \i € O,. Pour tout

(4) On reviendra plus précisément sur ce point au paragraphe 1.4.3.
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1 <i< h,lidéal (X],..., X)) est égal & O),. Notons (F, (fa)rep,) le Op-module formel

de hauteur d universel avec
F(X,)Y)=X+Y +--- etpourtout A€ 0,, fr(X)=i(N)X+---

ot i est l'injection naturelle ), — Def, . Soit J, 'idéal de F,[[v},...,v7}]] engendré
par les éléments

F(fx‘l(v?)w--»F(ngfl(Ug—lyfA;(Ug)) ), 1<i<h
Pour tout 1 < i < h, les équations
F(fag (00), F (Fag (08), - F (S, (0o, Sy (03)))) ) =0,
s’écrivent sous la forme
iM)oP 4+ -+ i(Aﬂ)vg + termes de degré > 1.

La matrice (d x h) des (S\i)lgl;g étant de rang h, Fy[[v},...,v}]]/Ja est alors

d
h
isomorphe a F,[[u1,...,u4_p]]. En notant 4, 1'idéal de définition de Deffj’n)a, on a
clairement J, C J,. En outre ./, C v/, car d’aprés la proposition (9.3.3) de [3],

(tn ®Det,,,, Defdf’:w)(z) est nilpotent pour tout z € a, d’oi le résultat. O

h

S0 sont réguliers pour tout

COROLLAIRE 1.1.6.6. — Les schémas fermés réduits MI>
a dans G/P(d,h,n) ot n est la multiplicité de o dans I.

>h

° .
750

REMARQUE 1.1.6.7. — Soit Y une composante irréductible, donc connexe, de M
On note®

h+i _ yh >hti
YE =YY" Xz Mic,

et pour tout n la multiplicité de o dans I, Y, = Y" x

Pour tout a,a’ € G/P(d,h,n), on a

zh _ h
Mﬁhs MI,so - UaeG/P(d,h,n) Yn,a‘
h h _ yrdim(ata’)
Yn,a N Yn,a’ - Yn,a+a’

olt l'on considére a,a’ comme des facteurs directs de rang h de (M,;"/0,)¢. En
particulier si Y¢ est non vide, alors les Y,” | sont connexes, lisses et donc irréductibles.

Preuve. — Au-dessus de MI:of”so, onaY; = Heea/pianm Y,-". En outre au-dessus
de tout point géométrique de Y=" il y a exactement |G/P(d, h,n)|x | GLg—n(0o/ ML)

points géométriques de Y,=", de sorte que pour tout a € G/P(d, h,n), Yn:f est la
réunion disjointes de | GLg—x(6o/M; )| composantes irréductibles. L’inclusion Y', N

(5) On ne sait pas a priori si Y1 est vide ou pas.
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dim(a+a’)
- Yn,a+a/

. Le complété de I'anneau local de Y,* en z est

h
Yma,

dim(a+a
Yn,aJra’

est évidente. Montrons l’inclusion réciproque. Soit donc z €

dim(a+a’),d—dim(a+a’);h dim(a+a’),d—dim(a+a’);h
Defn,a+a’ - U Defn,bCa+a’
beG/P(dim(a+a’),h,n)

de sorte que z € Y., pour tout @ C a + a’. O

n,a’

I.2. Compléments sur la géométrie des strates

Nous verrons §1.3 et §1.4 que les relations entre les variétés d’Igusa de premiére et
seconde espéce avec les variétés M , de Drinfeld-Stuhler, sont directement en rapport
avec les liens entre la structure de niveau ¢, , et la donnée d’une structure de niveau
et et connexe, 1, séparément, ce qui sera abordée au paragraphe

o,n’ s Yo,mo

sur la partie étale, ¢
suivant. Pour définir précisément les parties connexes et étales de ¢, 5, on est amené
3 étudier plus précisément le scindage en parties connexe et étale des ©),-modules de
Dieudonné sur un F,-schéma ou sur un épaississement infinitésimal.

1.2.1. Scindage en partie étale et connexe des ¢ ,-modules de Dieudonné.
— On rappelle que par hypothése le corps résiduel x(o) de 0, est isomorphe & F,.

PROPOSITION 1.2.1.1. — Soit S un k(0)-schéma. Pour tout S-point de M , on note
Vo, 00), le (@o@)n(o) Os)-module de Dieudonné qui lui est associé. Il existe alors un
sous-module canonique V' de V, de rang (d — h) stable sous laction de ¢, tel que
> @St = (o)|ver : TVS — VU est inversible;
> @S TVE — Ve = V,/VE, Uapplication induite par ¢,, est topologiquement
nilpotente;

> pour tout n > 0, la suite exacte®

0— (Voet 7§0an) - (Vo,n,(Po,n) - (Voc,n’ (ptc),n) -0

n
nh

se scinde apres le changement de base S el g,
Preuve. — On note Ticpo : 7'Hl\/o — TiVo, pour tout entier ¢ > 0, l'application
(QO&X\)H(O) Og)-linéaire déduite de ¢, : "V, — V,. On pose

h—1

'h T T Th
Po = PoO PoO---0 0o: " Vo=V,

Soit Spec R — S un ouvert affine de S tel que V, x g Spec R est libre. Si M, r est la
matrice de ¢, X g Spec R par rapport & une base (b;); de V,, alors

M!TLR = M, zr("Myg) - ( M, R)

o

7_h—l

(6) On rappelle que l'indice n signifie que 1'on prend la réduction modulo wi: Von = Vo/(wl), cf.
la définition 1.1.2.3.
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est celle de <pL’fR := ¢!" x 5 Spec R par rapport & cette méme base (b;);.
D’apres 1.1.5.2 (b), pour tout A’ > h, M;h]/“ a un mineur inversible d’ordre d — h

de sorte que(” @Lﬁm("h Vo,r,1) est un facteur direct de V, g1 de rang d — h car tous
les mineurs d’ordre supérieure & d — h+ 1 sont nuls. En remarquant que pour hy < ho,
on a

lhy (Th2 lhy (TP
Po, 12a( Vo,r) C Po, 113( Vo,r),
on pose pour tout A’ > h
' h "
Voe,tR,l = SDO,R,l(T VO,R,l) = SOO,R,l(T %,R,l)-
LEMME 1.2.1.2. — L’application ¢, r,1 induit une application bijective
SoifR,l : TVoe,tR,1 - Voe,tR,r
Preuve. — Le diagramme commutatif

T 'h

h+1 Po,R
T Vo,R T o,R
$o,R
1(h+1
990(,R+ )
VO,R

T

permet de définir S, | 1 V% | — V% . En effet, étant donné v € V3% |, il existe

W € Vo tel que v = @l (1), de sorte que

QOO,R,I('U ® )‘) = Po,R,1 °© TQOL,,LR,l(w ® )‘) ‘P:Eﬁ(w ® )‘) € VeR 1

d’ou I'existence de ¢Sy ;.

En ce qui concerne la surjectivité de ¢’y |, soit v = @Ohgll (w) € V% | avec
w e THlVO,R,l. On a alors v = ¢, g1 © TwL’fR’l(w) avec T(pO’R’l(w) € VO 1 d'ot le
résultat.

Pour l’injectivité soit (e1,r,...,ejr) une base de VeR , en tant que R-module:
(ei,r ® 1);=1,...,; est alors une base de TVeR1 et (p(es,r ® 1))i=1,...; est d’aprés la
surjectivité de @O,RJ une base de VO‘iR71. Ainsi si v = 'Zzl ei,r ® A\; appartient
a Ker ‘Pﬁf}mv on en déduit que l'on a Zgzl Xivo r1(eir ®1) =0 soit \; = 0 pour
i=1,...,5. O

. ! h oo
On remarque par ailleurs que (¢S ;)" : 7 Vg, — VEp | est nulle. On définit

alors globalement sur S, V& := ¢! (V1) ainsi que V¢, = Vo1/VeY. Pour tout

entier n, on définit de méme
Voe:t = ‘P:Jnvif( Vo n)

)

(") L’indice 1 désigne la réduction modulo w,
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qui est un facteur direct de V, , de rang n(d—h). De la méme facon ¢§',, : "V, — V7,
est bijective et (¢¢ )" est nulle. Pour n > n’, on a une fléche naturelle

’
Ty h

h n h ’
V;e,tz = (pg’zg(w Von) —— SO'nh (Tn Vo,n') = ‘ngn"l(‘rn

s o,n’

_ et
VOJLI) - Vo,n’
telle que pour nq = ng = N3, ON & Tpy n, = Tng.ny © Tng,ny- ON pose alors

et .__ 71 et
‘/0 T I}_IPVOJL

n

qui est ainsi stable sous l'action de ¢,. Soit V¢ := V,/V* de sorte que ¢S : "V — V¢

est topologiquement nilpotente.

nh nh
Montrons que le noyau N, ,, de go'on,’f : 7 Von — Vo est un relévement de " Vocn

. . , . . . nh . nh
L’application ', étant injective, on a N, , N7 Vst = {0}. Soit alorsz € ™V, ,, et

. . ey, . nh
v = @M (z). D’aprés la surjectivité de @2, soit w € 7 Vi, tel que v = @&, (w).
On a alors £ — w € N, ,, de sorte que
nh nh

! VOJL = NO,TL ®7 Voe,gz'
Tnh

Soo,n :
Von — Tnthn induit une application Pom - "No.n — Nop, d'ott le résultat. [0

. 2 L2 ! ! !
Par ailleurs Dégalité o o pih = pth+l = o, o """ montre que

Tnh+1

En ce qui concerne les déformations, on a la proposition suivante.

COROLLAIRE 1.2.1.3. — Soit S un Spec @, schéma artinien de réduit S et S —
My, tel que S — My, se factorise par MI:Sho En notant (V,,p,) le O,-module de
Dieudonné associé o S — My o, il existe alors un sous-0,-module de Dieudonné étale
(VEr, 2t) tel que VE, soit limage de o, De plus, si on définit (VS,S) par la suite
exacte

0— (Voet,(p(e)t) - (V07<Po) — (Voc’ ‘pzc)) - 07

alors ¢ est topologiqguement nilpotente.

Preuve. — On raisonne localement sur un ouvert affine Spec R — S, pour R une 0,-
algébre artinienne et J/ un idéal nilpotent de R. Classiquement on peut se ramener
a M* = (0). On choisit sur R une décomposition V, = Vit @ V', ainsi que des bases
(1,...,€q—p) de Vit et (fi,...,fn) de VZ de sorte que la matrice de @, par rapport
a cette base est

( Met Mext )
0o M,/
On fixe des relévements quelconques (e, ...,eq4—n) et (f1,..., fn); la matrice de ¢,

dans ces bases est alors de la forme

Moy Moy
(M Mo
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ol M est a coefficient dans /M. En effectuant le changement de base via la matrice

(E Ig), ol P, est & coeflicients dans U de sorte que 7P, est la matrice nulle, on

obtient
< Met Mext )
Py et+7’/l1 PyMey + M,

de sorte qu’en choisissant Py = —J; M ", on obtient une décomposition V, = V' @
V¢ dans laquelle la matrice de ¢, est de la forme

Met Mext
0 M

avec M topologiquement nilpotente. On remarque par ailleurs que Vo‘f’; est & nouveau
défini globalement sur S comme 'image de <p'"h O

DEFINITION [.2.1.4. — Dans la suite, dans la situation du corollaire 1.2.1.3, on notera
F° le sous-0,-module de 7 des formes qui s’annulent sur 7. Celui ci est stable
sous ¢ et on notera ¢*° la restriction de ¢* a Z°. On remarque ainsi que 7"
est isomorphe au quotient &, /F . et on note ¢<* P’application induite par ¢%. On
notera parfois & Z’Et un supplémentaire de &', qui est isomorphe a &' it’* mais qui

n’est pas stable par ¢.

1.2.2. Retour sur les structures de niveaux. — Soit S un Spec f),-schéma
artinien, 4 un faisceau d’idéaux nilpotents et S le sous-schéma fermé associé. Soit
S — M, un S-point tel que S — M , se factorise par Mfﬁma. On note (Yo, Pon)
le ¢-faisceau associé sur S. D’aprés le paragraphe précédent, on écrit & Zn comme
une somme directe &, ’et &, »¢ ol la matrice de ¢, dans une base adaptée a cette
décomposition est de la forme

et
M, = ( Mgﬁt 0 ).
TAMet Mg
Onmnote typ, : (M;")0,)% — F Zn la structure de niveau n associée. Pour tout élément
z € (M;"/0,)% on a
M:,nLOVn(Z) = LOJI(Z)Q)

c’est-a-dire en écrivant i, (2) = 155, (2) + ¢, (2):

(1.2.2.1) Myt (2) = 15t (2)%,
(1.2.2.2) Myxteg, (2) + Mg o (2 )—Lﬁ,n(Z)q-

1.2.2.1. — Par définition, lensemble {z € (M, "/0,)* / 15, () = 0} est égal au
sous-module a. La condition de Drinfeld s’exprime alors comme suit:
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b, o (M )00) e x S = (M;T]O)Eh x S — T~ Tt est un
isomorphisme vérifiant 1.2.2.1;

* . .
>, ia— S Ofl est une structure de niveau au sens de Drinfeld.

Remarque : réciproquement si on se donne L?,tn et ¢ , comme ci-dessus, le choix d’un

supplémentaire de a permet de définir une application
et c
l’own = l‘o,n D l’o,n'

Le probléme est qu’elle ne vérifiera pas obligatoirement la relation 1.2.2.2 sauf par
exemple si Mt est nulle. En outre il n’est pas certain que l’on puisse définir ton

o,n

sur b telle que 1.2.2.2 soit vérifiée.

PROPOSITION 1.2.2.2. — Si R est un k(0)-anneau réduit et ((&;, ji, t;), 1) un R-point

=h c . *,C
de MI,so,af alors lon * 0 — gom est nulle.

Preuve. — Soit M un idéal maximal de R; i5,, ®r R/ est alors nulle, de sorte que
15, est & coefficients dans (1, . imar ¥ qui est I'idéal nul car R est réduit. O

ProposITION 1.2.2.3. — Le morphisme d’oubli du niveau Mffmred — MI:(,},LSO est fini
et plat de degré
# GLa (0o /M) /# GLn(0o/ M)

ot n est la multiplicité de o dans I.

Preuve. — La platitude découle de I’équivalent du théoréme de Serre-Tate, proposition
1.1.6.3, et des résultats de Drinfeld rappelés au paragraphe [.1.1. Calculons alors les
degrés. L’ensemble des points géométriques de MIZQO = MI:;lo XSpec k(o) OPeCK(0)
au-dessus d’un point géométrique donné de M =°},L§o7 est de cardinal

#G/P(d, h,n)# GLg—p(0,/M).

Soit s; un tel point géométrique de Mlzfo au-dessus d’un point s de Mﬁ}fso. Soient
alors (Mfg‘mred); et (Mlzohso); les complétés formels de respectivement Mffo,red et
Mﬁ,’}so aux points sy et s. D’aprés I’équivalent du théoréme de Serre-Tate, et avec les

notations du paragraphe I.1.1 et plus particuliérement de la note 3, on a

(ME,)e = Fyllw, . wg_yll et (ML ea)s, = Follwf,. .., wi_y]].
D’aprés [11], le degré de F,[[w?,...,wY_,]] — F,[[w},...,w?_,]] est égal &
g ImM = (0, /M),
d’ou le résultat. O
COROLLAIRE 1.2.2.4. — Le morphisme Mf,fma,red — Mﬁ’fso est fini et plat de degré

#(00/ M)W 4 GLg_p (Do) ML)

ot n est la multiplicité de o dans I.
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1.2.2.5. — La proposition suivante justifie I’existence du morphisme de la proposition
1.3.2.1. En langage clair, étant donné un point S — Mffma et une déformation de S —
Mﬁ,’fso, obtenu via le morphisme d’oubli Mf;’o’a — Mﬁ,’fso, ainsi que des déformations

des parties étale et connexe de la structure de niveau en la place o, on construit une
) . . = Frob™™ _ N e,
déformation canonique de S —= S — M ot n est la multiplicité¢ de o dans

1.

PropPOSITION 1.2.2.6. — Soit S wun Spec @,-schéma artinien, un sous-faisceau
d’idéauz nilpotents Js de Og et S le fermé de S associé. Soit S — M7! et

I,s0,a
S — M. , une déformation du morphisme composé

o =h =h
S — MI,SO’G — MIO,SO.

Soit (VE, ©2) le sous-0,-module de Dieudonné étale de (V,, p,) associé & S — Mo o,
donné par le corollaire 1.2.1.3. On note V¢ le sous-O,-module des éléments de V}*
qui s’annulent sur V. Soient b un supplémentaire de a dans (M,"/0,)?, ot n est

la multiplicité de o dans I, et

et . et,x __ * *,C c
Lo 20— VX = VI VIS et

*,C
. >
o,n o,n * a Vo,n

des déformations respectives de

et —et,* _ir* —*,C —c . —*,C
lon b—V, 0 = Vo’n/Vo’n et Tonpia—V, .
Associée a toutes ces données, il existe alors une déformation canonique de
5 Frob™" o -
§ e §— M
13S0,

telle que son O,-module de Dieudonné (V,,$,) se scinde modulo w? en partie étale

et connezxe.

Preuve. — D’aprés la proposition 1.1.6.3, il suffit de donner une déformation de
(Tnhvo, Tnhcpo) munie de sa structure de niveau n, Tnhzo,n. Soit (V,, ¢,) le B,-module
de Dieudonné associé & S — Mo ,. D’apres le corollaire 1.2.1.3, on a V,, = V' @ V£,
ou V' est défini canoniquement et est stable par ¢, dont la matrice dans une base
associée a cette décomposition est de la forme

Met Mext
o o
0 Mg
avec M inversible. On considére alors Vv, = Vet @ VEiw? défini canoniquement et
muni de I'application ¢, déduite de ¢,, dont une matrice dans une base adaptée a

Mgt wp M
0 Mg

P’écriture ci-dessus est
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<7 ~ . . . -1
de sorte que (Vo n, Go.n) se scinde en partie étale et connexe. En outre comme <po'"h

. . . . nh —et C , . ~

induit un 1som0rp}i1sme TV, =V, @&V, wl on en déduit que (V,,P,) est une
. nh = _ . ~ L .

déformation de (T 'V, gogh). La structure de niveau 7, , est alors définie comme la

composée de ¢ , @ 15", et de I'inclusion V" — V*, définition licite car (Vo,n, $o,n) se

scinde en partie étale et connexe. O

REMARQUE 1.2.2.7. — On reprend les notations de la proposition précédente. A

et
o,n

f:8— Ml ., on associe S — Mp., ainsi que des déformations .£f, et 15, de
8o,

respectivement Zﬁtn et Z;’n. La proposition précédente fournit alors une déformation
5 Frobl 5

S — Mi, de S
d’autre que f o Frob™.

S — Ml .. Le morphisme ainsi défini n’est alors rien

DEFINITION 1.2.2.8. — On note MI/O:;M Pouvert au-dessus de la fibre géométrique

=h L =h = L - nr
I5pa = Ml,so,a xp, Fq du complété formel My, pnq de My, xXg B, le long
>h
de MI,§o,a'

1.2.3. Relation de congruence
ProrosiTiON 1.2.3.1. — L’action d’un élément

9o = (g5,1) € GLy(F,) x GLg—pn(Fy)
(resp};)(wo, 1)) sur {iLnIMfgo,l (resp. MI/o:h1) est donnée par Frob?(det9s) (
Frob,).

resp.

Preuve. — On reprend les notations du paragraphe 1.1.3. Remarquons en premier lieu
qu’il suffit de montrer le résultat pour g5 € GL,(F,) N Mp(0,). On rappelle que
laction de W, sur My, est telle que I'image du PD-faisceau elliptique (&;, i, t;) par
un frobenius géométrique est (7&;, 74, 7t;). On raisonne sur le ¢-faisceau universel
(F 0, 00) sur @ISI avec S; = Mr,. A la décomposition (F,/0,)¢ = (F,/0,)" @
(F,/0,)%~" on associe la décomposition

(T, ®p, (Fo/ Do) ®py Oso = F o, & T oy
L’action de g, sur S° est alors induite par celle a droite de (*gg,1d) sur 75 , ® Ty 44

LEMME 1.2.3.2. — Il eziste des faisceaur en Og-modules Fop et Foq_pn contenus
respectivement dans I, ), et T¢ 4, tels que

T ®0, (Fo/Oo) = Top & T o,a—h-

Preuve. — On rappelle que S étant régulier, 7, ®¢, (F,/0,) s’injecte canoniquement
dans (7, ®g, (Fo/0,)) ®ps Oso. On note T, p, (resp. Foq-1) le faisceau en Og-
modules défini localement pour tout ouvert affine Spec R — S, comme le R-module
engendré par I'ensemble des f, g (resp. fa—n r) tels qu'il existe fr € I, @y, (F,/0,)
tel que frR ® 1 = fi r + fa—n,r dans (7, ®¢, (F,/0,)) ®p, Oso. Pour tout entier n,
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97 (fr) est un élément de gz’R qui se décompose sous la forme f4_p g + @l fn,r. Or
pour n assez grand, @ fu r appartient & 77 p de sorte que o4 = T, N T, 4 4, et
donc o = I, NI, et finalement I, = T o ® Toq-n- O

1.2.3.3. — On note ((&},4.,t),¢') le D-faisceau elliptique muni de sa structure de
niveau infinie, obtenu comme 'image par g, du P-faisceau elliptique universel sur S,
(&4, Jir tiyt). Il est alors défini par le diagramme commutatif

(go,h D go,d—h)d — &

tgg lld l/

(Topn ® F oa—n)t — (&))"

En termes de modules de Dieudonné, d’aprés la proposition 1.2.1.1, sur Mffml, T o,d—h
correspond au dual de la composante étale V* de V,. On note m = val(det g5). On
rappelle que '™ : 7"V, — V, est injective et a pour image V. @ (gS.V), de sorte

— ] m . . . m /
que sur M7" ™ : 7" & — &; se factorise en un isomorphisme 7 &§; — &;.

1.2.3.4. — En ce qui concerne les structures de niveaux, le seul probléme se situe a
la place o. Soient donc ton4r : (M, """ /0,)* — F, .., la structure de niveau n +r

en o sur (&;, i, t;) ol r est assez grand. On rappelle qu’alors la structure de niveau n
en o sur (&;,j/,t") est définie comme la composée de 'inclusion

(M) Do) — (M7 00)" (M5 ]Do)" @ (M 0)* "

avec Lo n1r 0 (x'g,) et de lidentification de [g*] 7 avec (7,,)*. Sur la fibre spéciale, la
partie connexe de la structure de niveau est nulle, il n’y a donc rien de plus a vérifier.
Pour les déformations, on remarque que la matrice de ¢ est de la forme (%, d) pour
une uniformisante @/ de ©),, d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 1.2.3.5. — Soient (g5, ¢%*) € GLp(F,) X GL4—r(0,) et n > m assez
grand tel que (g<,gc") définit un morphisme

M= (95,959 M=
IO/’%",SO, Iomm,sm :

Le diagramme suivant, ot ci; est le morphisme de restriction du niveau, est alors

commutatif:
(95,95
MI"/I/Z",SD, MIO/W",-Soa
MIthO - Mlo’fso
Fr bva (det g5 )
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COROLLAIRE 1.2.3.6. — L’action d’un élément de GL4(0,) de la forme (ihfd,,?) est

.. =h
triviale sur Mg

1.3. Variétés d’Igusa de premiére espéce

1.3.1. Définition. — Soit JI:o}fn(S) le k(0)-schéma dont les S-points sont les S-points
de MI:(,”‘SO munis d’un isomorphisme

Ut (UG 00)4 T x 8 T Tl = Tor = T [T o
tel que ¢o o Olon = "Llon, selon les notations habituelles.

1.3.1.1. — On a alors un morphisme d’oubli de la partie connexe de la structure de
niveau

. =h =h

it Mrl o — I
ou n est la multiplicité de o dans I et ou 7 est donné par

((6i7jiati)) Lfo, Lo,n) — ((613.71,t1)7 Lo, L?)fn)'

PROPOSITION 1.3.1.2. — Pour tout élément a de G/P(d, h,n), il existe un morphisme

=h ) . . )
o j107 — MI s, o qui rend le diagramme ci-dessous commutatif
—h Frob'(’}h
I,s0,a I so,a

jlz D}jn b : j?"}fn

=h =h
M7, M7,

Frob™"

ot n est la multiplicité de o dans I. Ainsi le morphisme radiciel g, o se factorise en

. . :h
un isomorphisme gn g red : j]o, - MI_so a,red*

Preuve. — Le morphisme de schéma g,, , est défini de la facon suivante. Etant donné
un S-point de J Tffm, il lui correspond un P-faisceau elliptique (&;, ji, t;)/S muni d’une
I°-structure de niveau et de 'isomorphisme Lgfm /S. On lui associe alors le S-point
mh . mh
T (6i7]iati)a e, lo,m

de Mym o défini comme suit. D’aprés la proposition 1.2.1.1, "mh(gz m» @5 m) se scinde
en partie étale et connexe. Soit b un supplémentaire de a dans (MU, ™/0,)%. On définit
alors la structure de niveau m:

mh mh

ton = (Mg ™ [00)! =a @b — " (Tom)* =7 (Tom) @7 (Tom)"
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comme étant triviale sur a et telle que sa restriction & b soit donnée par Tmh(Let ).
Vu la stabilité de Tmh(gzym)* et de Tmh(gifm)* par 7" 5.m» on définit bien ainsi une
M}'-structure de niveau sur Tmh(&-, Jist;) de telle sorte que la classe d’équivalence
de ((&;, Ji, ti), ¢1) est indépendante du choix de b et de (gitm)*

Vérifions alors la commutativité du triangle

Frob™"
=h ° =h
Mis,a Mis,a
\ ‘(V
‘/I",n

de I’énoncé, les autres commutativités en découlant de maniére immédiate. Soit S’ =
Spec R — S un ouvert affine tel que &, g est libre et soit ¢J /S’ une structure de
niveau m sur (7 p ,,)*. On peut choisir une base de (7 g ,,,)* de sorte que la matrice
de ¢S7. relativement & ce choix soit de la forme

o,m
0 ov -n- 0
1
0"
0 10
Soit z € (M,™/0,)", on pose 15,,(2) = ‘(z1,...,24) avec z; = Zk o T¥wk. La
relation t(x‘f, cxh) = ¢ (x1,. .., m,) permet d’exprimer tous les z¥ en fonction
des (a:(l))q pour 0 < ¢ < mh. De plus, comme (MeXt nh)* est nulle d’aprés 1.2.2.6, la
condition de Drinfeld s’exprime par (:cl)q = 0 de sorte que 7 h(bg’m) est triviale.

, =h s . . =h

Le schéma J 1o, €tant réduit, g, , se factorise en un morphisme g, g red : J Iom =

MI:fD ared dui est, d’aprés ce qui précéde, une bijection au niveau des points
géométriques et tel que le diagramme suivant est commutatif

=h 9n,a,red —h
L

I,s,,a,red

- Frob™"
MY,

=h
MY,

D’aprés le corollaire 1.2.2.4, M7 I— — MI:(,’,’so est fini et plat de degré

So,a,red
#(QO/MZ)h(d_h)# GLd—h(@o/mZ)

ol n est la multiplicité de o dans I. De méme 4 Izohn — M;’}so est fini et plat de degré
o

Fr
# GLa_n(0o/My) et ME", ~étant régulier de dimension d — h, M", ~— Mg"
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est de degré #(0,/M2)M4=M) . Comme J?ffn et M7 .4 sont lisses, on en déduit

So,a,re

qUe gn,q,red €St un isomorphisme. O

COROLLAIRE 1.3.1.3. — Pour tout m > m’, on a des morphismes de transitions

j=h Frobgm_m,)h =h
I°m

I°m/’
et des diagrammes commutatifs

Frob((fnfm/)hL

—h =h
j[o’m j]",m’
9m,a Im’,a’
=h “ =h
Ie My 80,0 Mlom;n’,so,a'
ot ¢y est le morphisme de restriction du niveau.
1.3.2. Expression du complété formel de M;, le long d’une strate. — Pour

un idéal I de A et m un entier, on considére ’extension étale

o —

Iro.=hm —> Mro —p
- =h = - s .
de fibre spéciale J 7, ,,, xr, Fg — I_O},l§o' On considére aussi
Ire,=nm(t) — Jro,=nm

Pespace classifiant des structures de niveau t sur la partie connexe du p-faisceau

universel sur Jro —p m.

ProrosiTioN 1.3.2.1. — Il existe un isomorphisme canonique
gn,a : jl",:h,n(n) — Ml,o,:h,a

qut prolonge le morphisme gy 4 : J;}Tn — Mf;‘ma défini au paragraphe précédent et
tel que le diagramme ci-dessous soit commutatif

—

-~ 9n,
Iro —hm(n) —= Mj o—ha

| |

_—  Frob™ _—

Mo —p ——2~ Mo,

Preuve. — La définition de g, , découle directement de la proposition 1.2.2.6, il ne
reste plus qu’a voir qu’il s’agit d’un isomorphisme. Soit donc S un Spec @),-schéma

muni d’un sous-faisceau d’idéaux nilpotents de f)s dont le fermé associé est S et
(S LR J?ffm, ity ) pour i = 1,2, dont les images par g, , sont des déformations
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isomorphes de S — J;}?m — M7l . Notons (;V,, ip,) les Op-modules de Dieudonné
sur S associés a f; pour i = 1,2. Par hypothése, on a un isomorphisme

h: 1‘70 = 1V0et + wglvoc AN 2‘70 = 2Voet + ’WZ'QVOC

tel que h est lidentité et commute aux actions de ipo- Clairement h induit un
isomorphisme h° : |V = 2V Soit donc v; € 1V h(wlv) = @whvs + w avec
vy € 9V et w e Ve On a

h(1p0 " (wpvr))

h(w? (wlur + u2)) avec uj € 1V, up € V2
= wlw' avec w' € 5V,

= st (v + w)

. ! . 4 . .
soit o(¢St) M (w) € whaVet, soit w € w?oVet. On en déduit donc un morphisme
1VE — 2V, et finalement h provient d’un isomorphisme 1V, ~ 5V,. Si en outre ¢4 5,1
et Lo n,2 sont isomorphes, il est clair du fait que les ;V,, ,,, pour ¢ = 1, 2, se scindent en

., L 2 et c — 1
partie étale et connexe, que les triplés (;V5, ity p, it ,) POUT i = 1,2, sont isomorphes.
Pour des raisons de dimension, §,, , induit alors un isomorphisme sur les espaces
tangents, c’est donc un isomorphisme. O

. ~
Remarque : soit i : My, —pq — J10o —hn(n) la fléche donnée par

i((8is Jiste)s tros tom) = ((Eisdis ti)s tros Loy 5 1)

qui prolonge celle définie au paragraphe précédent. Le composé
On,a 7

- ~
Mro=ha— IJro=hn(n) = My o—ha

est Frob™".

1.3.3. Correspondances de Hecke

ProrosiTION 1.3.3.1. — La tour (JI:ohn)n est munie de correspondances de Hecke
associées auz éléments de GL4_p(F,) X Z, compatibles aux morphisme gp, 4, c’est-a-
dire que pour tout n > 0, et tout élément (¢5°,7) € GLg—p(F,) X Z, il existe mg = n
ainsi que des morphismes leo}fm (5'm) leo}fn pour tout m > mg compatibles aux

morphismes de restriction du niveau, tels que le diagramme suivant soit commutatif

J=h (95%,7) g=h
I°m I°mn
9m,am Lgn,an
M=h (95%,95) M=h
_ =
I°M \50,am I°M? ,s0,an
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POUT G, Gy, des éléments de G/P(d, h,n) et G/P(d, h,m) respectivement tels que an,
soit l’'image de a., par la surjection canonique, et ot g est un élément quelconque de
GL(F,) tel que r = val(det g¢).

Py =h <z 214
Preuve. — On définit les correspondances de Hecke sur 4}, ,,, associées aux éléments
de GLg4_p(F,) X Z, en procédant comme suit.

— Soit g¢* € GLg_p(F,) tel que ¢ € My_p(0,). On choisit m et n tels que le
noyau de g% : (F,/0,)% " — (F,/0,)% " est contenu dans (M, ™/0,)¢ " et tels
que (M;"/0,)?" est contenu dans

Im (“g5t s (M) 0o) ") — (U™ /0,)47").

. =h . . . =h .
Soient S = I 1o, €6 (i, Jiy ti),y Lro,8Y,,) Pobjet universel de I ,,,. £ ¢S on associe
via la structure de niveau Lf;fm,

paragraphe 1.1.3 du chapitre précédent.

. ¢ ¢ oo
le morphisme [¢5] : &, — &, défini comme au

> L’action de (g%, —k) pour ¢ € My_;(0,) et k un entier naturel assez grand tel
que wl/M(get)=1 € My_p(0,), de sorte que wl/" Sorm C 195816t s est alors définie

comme suit. Soit &; défini par le carré cartésien
/ t Tk
éi éi,n + (Sog)!k( 65,71)
L J/[git]ﬂ‘i
éi _— CZO,m = Cf;ifm S2) gg,m

ot 45 est I'inclusion canonique.

om> O 8 (%)™ (™" &%) = w, &L, et done 'image par ¢, de
T((¢2)'* (7" £°) est incluse dans [92)(6ern) + (g0)* (™ &o.m)), ce qui permet de définir
des applications ¢, : 76; — &;,; déduites des ;. Les &; peuvent ainsi étre organisés

On rappelle que modulo &°°

en un P-faisceau elliptique et on peut de plus le munir de la M -structure de niveau

Lo5y, sur la partie étale déduite de ¢5',,. Le D-faisceau elliptique image par (g5, k) de

((8iy Jirti)s o, e y) est alors (77 "6, ™ "G T ), T e, T U

i) 7 on/*

> On fait agir un élément w@®, k& > 0 du centre de GL4_4(F,) en tordant é’f;t
par le faisceau inversible Ox (k.0), c’est-a-dire avec des notations similaires a celles
introduites ci-dessus, &, := wF&e @ &5. On peut de maniére évidente définir des

applications ¢, et donc organiser les 6; en un P-faisceau elliptique muni d’une M-
structure de niveau sur la partie étale.

Soient r € Z et m > n tels que m — n —r > 0. On définit le morphisme [r] :
J;}fm — J?o}fn comme étant égal a Frob' "~ ".
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En remarquant que pour k > 0, ¢!* induit un isomorphisme entre Tk(c‘}it ® &)
et & 4 (92)*(8°), il est facile® de vérifier que I'on définit bien ainsi une action de
GLg—n(Fo) x Z sur lim (J;’Tm).

En vertu de la proposition 1.2.3.1 du chapitre précédent, il est immédiat de vérifier
la commutativité du diagramme de ’énoncé. O

ProposITION 1.3.3.2. — La tour (ylo)zh,n(n))n est munie de correspondances
de Hecke associées auzr éléments de GLgy_p(F,) X GLj(F,), compatibles auz
morphisme §m.q, c’est-a-dire que pour tout m > 0, et tout élément (gt*,gS) €
GLg_n(Fo) x GLy(Fy), il existe mg > n ainsi que des morphismes

o~ et c o~
T 1o —nm(m) 2220, G0 (n)

pour tout m = mqg compatibles aux morphismes de restriction du niveau, tels que les
diagrammes suivants soient commutatifs

R ot e R -~ (95" xg) >
jIO,:h,m (m) M) jIO,:h,n(’n) jlo’zh)m (m) jl"v:hv"(n)
1/ L J/f’mva lﬁn,a/
—_— —_—
j[o Toh MI,o,h,a ot MI,Oyh:al
T (g val(det 95) ” (& 40)
o

Preuve. — On définit une correspondance de Hecke associée & un élément (g<*, g¢) de
GL4_p(F,) x GLy(F,) sur Jlo —n,m(m), de telle sorte que P’action induite sur J/Io
est donnée par (g%, val(det g¢)) € GLg_p(F,) x Z telle qu’elle est définie ci-dessus.

> Soit g¢ (resp. ¢°') un élément de GLy(F,) (resp. de GL4—p(F,)) tel que ¢S €
My (0,) (resp. g € My_p(0,)) et w;’al(detg‘c’)/h(get) L e My_n(0,) de sorte que

o
lyeldet go)/h] Eorm est contenu dans [g5] &, ,,. On choisit m et n tels que les noyaux

de tgc: (F,/0,)" — F,/0,)" et gt : (F,/0,)¥ " — (F,/0,)¢" sont contenus dans
(M) 0,)" et tels que (ﬂ/l;”/@o) (resp. M, "/0,)?~") est contenu dans

Im (‘g5 : (Mg ™/ 00)" — ;™ [0,)")
(resp. dans Im(*gSt : (M, ™/0,) " — (My™ 0o )4=")). Soient S un (@:T)—schéma et

((Eiy Jisti)s tros 05 ms toh,) un S-point de I 1o =h,m(m). Pour définir Paction du couple
(gt ,go) il suffit de définir une structure de niveau n sur (p¢)'(val(detas))(£0) ~

val(det g§ .
& &q- Soit [g] : &g, — &g, le morphisme associé a g défini via

o,m’

)N
om/ —

la structure de niveau m (cf. le paragraphe 1.1.3). On a déja vu que [gS](&;
Tval(dcwo)ﬁg’m de sorte que la structure de niveau n déduite de (g ,,, convient.

(8) 11 s’agit eessentiellement de vérifier que I’action de (gt, k + s) est égale a celle de (gSt, k)(1,s)
pour (gt)~! € My(0,), s > 0 et k assez grand
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> L’action d’un élément du centre de GL4_j,(F,) est définie de maniére évidente.
De méme l'action de @w” vu comme élément du centre de GLj,(F,) se définit de maniére

naturelle Jro —p m(m) — J1o —p n(n) pour m et n tels que m —n + hk > 0, et reléve
Frob™—"thk . JTO}?m — JI:o}fn.
On vérifie aisément que I'on définit bien ainsi une action de GLg4_p(F,) x GLp(F,)

sur lim j[o,=h7m(m) de telle sorte que I’on a le diagramme commutatif
— m

t
-~ (95" x95) >

J[oy:h,m(m) —_— Jp,:h)n(n)

=h =h
I70 I70
1om = (get val(det 65)) em

En vertu de la proposition 1.2.2.6 et de la définition de g, 4, le diagramme suivant
est alors commutatif

t
> (95" %95) -~

o mnm(m) —="22 1o _pn(n)

J/gmyu J/gn,a’

—_—
et MI,o,h,a/
(go gs )

I.4. Variétés d’Igusa de seconde espéce

On rappelle que pour un idéal I de A, on note I = I°U; avec o & V(I°). Soit I, 4
l’élément suivant de GLg(0,)

0--- 0 =,
10 0
0"

00 1 0

1.4.1. Définition. — Etant donnés un x(0)-schéma S, ainsi qu'un S-point de leoh,m,
on a un 0, ®,,) Os-module localement libre de rang d, &, ainsi qu’un morphisme ¢, :
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"F o — F, linéaire injectif. Considérons la catégorie fibrée J7.", (s) sur la catégorie
des k(0)-schémas dont les objets sont

S — JIO ms
S —— < une section globale o de 90/¢L(s)(fsgo) telle que ¢ (0 ® 1) = w,0o
et telle que l'application Og — F,/d,("T,), a +— ad, est inversible

Dans la suite, on notera &, /, le quotient T o] (T" T o).

PROPOSITION 1.4.1.1. — Pour tout s > 0, 37!, (s) — leo,fm est relativement
représentable par un schéma j;hm(s) — JI:o}?m étale galoisien de groupe de Galois

= (Do,n/(IL; ,))* . En outre le diagramme suivant est cartésien

o,h,s
=h =h
j[o,m(s) g J[o,o(s)

A

=h —h
jl",m MI",s

Preuve. — La représentabilité est immédiate et le diagramme est clairement cartésien.
Soit alors Spec R — S un ouvert affine tel que ¥, r := ¥, ®g, R est libre. D’aprés
la proposition 1.2.1.1, il existe une décomposition

go,R = gz,R D giR

M. 0
Mext Met
taille d — h, de sorte que 9? ¢'(8+1)( SHS‘TQR) pour tout s > 0. En outre

For/Po("F o r) étant un R—module libre de rang 1, il existe donc ey € F g tel

que (eg, po(eg ®1),..., i)(h_l)(eo ® 1)) soit une base de I p avec

dans laquelle la matrice de ¢, est de la forme ( ) avec M inversible de

¢i>h(60 Rl)=w,®1 Z ) 80 ®1) modulo 5’?

ou vy; € QO@JH(O)R. 1l s’agit ainsi de trouver o = 2?2_01 a; - di(eo ® 1) avec a; =

Z Bl telle que ¢! (0 ® 1) = w,o et B inversible. Notons
0<j,i+jh<s

(Wh,S,0, $h,5,0)
le ¢-faisceau Wi, 5,0 := (0o @4 (o) Ds)" tel que la matrice de
¢h,S,o : TWh,S,o — Wh,S,o

dans la base canonique est donnée par ¢p so(e; ® 1) = ej41 pour 1 < ¢ < h et
®h.5,0(en @ 1) = w, - e1. Le groupe Aut(Wh_s.0, 0n,5,0) €st

Dyp ~{P € GLy(0,); P, =1I,,P}
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N

Trouver o revient alors & rigidifier la partie connexe de &,, i.e. & donner un
isomorphisme

(gga ¢g) = (Wh,S,o»¢h,S,o)
modulo II ,. On peut ainsi obtenir aisément des équations du revétement a partir
des éléments de la matrice M,.. On en déduit en outre que le revétement est étale de
groupe de Galois:

Aut(Wh,S,o,/s’¢h,S,o,/s) ~ {P € GLh(@O)/(l +Hi7th(@o); PHOJL = Ho7hP}. D

Remarque : si S est le spectre d’un corps ou d’un anneau artinien, il correspond,
par la théorie du module de coordonnées (cf. [15]), & (V,¢¢) un O,-module formel

muni d’une

de hauteur h, de sorte que les S-points de j;hm (s) sont ceux de leffm

rigidification & I'ordre s du @),-module formel de hauteur h qui leur est associé. Ainsi
j;,hm (s) est la variété d’Igusa de seconde espéce telle qu’elle est définie dans [16].

1.4.2. Correspondances de Hecke sur j;ffn(s)

PrOPOSITION 1.4.2.1. — La tour (jlzohn(s))sﬁn est munie de correspondances de Hecke

associées aux éléments du noyau N, de Uapplication
GLA(Fo) X D))y x Wy — Z, (95,00, 00) — val (det(gg) rn(8,)cl(05))

oy I : D;h — F)X est la norme réduite, et cl : W, — F* est Uapplication de la

théorie du corps de classe, de maniére compatible aux morphismes jI:ohn (s) — JI:o}jn,
i.e. pour tout m, s, il eriste mg = n et ty > s tels que pour tout m = mg et t > ty, on

ait des morphismes

—h gic XgoX8oX0o —h
Io’m(t) I° n(s)

compatibles aur morphismes de restriction du niveau et tels que le diagramme suivant
soit commutatif:

_ 92 X gEx 8% 0, _

ro.m(t) Tom(8)
I I
e, 95" x (val(det(g2))) e,

Preuve. — Les correspondances géométriques sur J;}fn associées aux éléments de
(D)™ x GLp(0,) x GL4—p(F,) se remontent aisément sur jlzohno(m)

> Celles associées aux éléments de @:,h sont données via l'isomorphisme
Aut(VE, %) ~ Dy, de sorte que

=h . =h 1411E , Do,
I o(s) = (lim g7 (1)) o Po),
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> Soit (g¢,d,, 1) un élément de W avec g¢ € M (0,). On choisit m > n tels que
Ker(t et) C (m;m/go)d—h’ ( —n/@ )d h C Im(t et)
et gy (e 9e)/ 1 (gety =1 € M, (6),), de sorte que (g<t, g°) définisse une correspondance
de Hecke
=h =h
j]",m i j[o,n
Il reste alors a définir, pour ¢ assez grand, & partir d’un isomorphisme

ar: (T g 0005, 18) = (WhS,0./ts Ph.S,0,/1)5
un isomorphisme

(9—07/5a ¢C’/s) = (Wh,S,O,/S) ¢h,S,0,/s)a

u (9’2’,,91)3*/) est le ¢-faisceau connexe associé a (7, ¢S) par ‘gS. Rappelons que

Fval(rm(5 1))

a
'application (¢¢)' val(det(9s)) (resp. thvz.lim(é R ) réalise un isomorphisme de ¢-
o (resp. Wh.s.0)

Tval(det(gg))g i’/ (resp. 6,1 (Wh,s,0)), de

faisceau de

sorte que
60 o ¢!val(orn(5o)) oy o (¢)!oval(det(go)))_1

3y

restreint 4 & ) définit une rigidification & l'ordre s := ¢t — val(det(g¢)) de

o/t val(det(g¢
Y
la partie connexe du ¢-faisceau (¥, ¢.).
> Pour z € F* N 6, on fait agir (z,27!,1) de maniére évidente, c’est-a-dire avec
. . e, c ’ 1h val(z) 'hval(z)
les notations ci-dessus, &, = 27, avec oy = z0¢), 5, 0t 0 (do )~t

> Le procédé est identique pour les éléments de N, o de la forme (1,4,,c,), en
remarquant que c,d, est un automorphisme de (W}, g0, /s, Pr.5,0,/s)- O

1.4.3. Complétés formels. — On se sert des jlzohm(s) pour “détordre” le schéma

formel Jro —p m(t). Le lemme suivant est immeédiat.

LEMME 1.4.3.1. — En notant jlo 00) := lim jlo (s), un point fermé sur x de
jlo (00) correspond & la donnée d un point ferme de Jloh et d’un isomorphisme
de la partie conneze (V¢ ¢5¢) de son O,-module de Dieudonné associé, avec

(Wh.k,05 Phi,0)-

DEFINITION 1.4.3.2. — Pour tout s, en accord avec les notations de [16], on notera
Twro h,m,t(s) le quotient

J]o ><Spec k(o) Spf Defh t /@o h

ou @:) , agit diagonalement. L’espace topologique sous-jacent aux Twre p m ¢(s) est

=h . e
I 1o.m- On notera aussi Twro p m +(00) la limite lim Twro p 1 (5)-

s
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PROPOSITION 1.4.3.3. — La tour Twre pm (00) est munie de correspondances de
Hecke associées aux éléments de

(DXO’O)X X GLd_h(FO) X _7‘/0,
vérifiant la propriété suivante: étant donné un point géométrique Tro ,(00) de
=h , ) =h = ; )
Io,m(oo) au-dessus d’un point Tyo ., de J[o,m xr, Fy, les morphismes canoniques
fero m(oo) + (I10=h,m ()10, — SPfDefp

ainst que

thoYm(oo) : TWIO,h,m,t(OO)JJIo’m B Spf Defh,t

sont tels que pour tout élément (g°°°, g<*, (gS, 0,0,)) € (D)% X GLg_p(F,) X ?V;,
les diagrammes suivant, ot (g°°°, g<t, gS, 00)T jo m/ = T1o m, sont commutatifs®:

fa g0, i (o)

= /
(jJ07:h,m/(t ))Z‘Jo , Spf Defh,t’
,m
(g“’O,git,gi)J/ (*(95)™":80,0)
~ F(g20:0,688,(95.60,00))2 10 1 (20)
(1o =hm(®),,, Spf Def), ;
ha jo pr(o0)
TWJoyh,m',t’ (Oo)w.]o)m/ Spf Defh’t/
(9°°’°>92°7(9§v50700))l (*(9)™4,60,00)
h(99010,984(98150,000)% so s (00)
Twro hm,t(00)zr0 Spf Def}, ¢

Preuve. — Pour définir les correspondances sur la tour Twyo p m ¢(00), il suffit de faire
agir 9", diagonalement?. Concrétement, étant donné
(9°7°, 95", 9580, 00) € (D) X GLaon(F,) X W,

tel que g € Ma_n(60,), g5 € Mn(0,) et &, € D, soient J°, I° des idéaux de A de
multiplicité nulle en o, et m,m’,t,t,s, s’ des entiers tels que:

> K8 © Ko N (420)  Kg™
Ker(‘gst) € (M;™ /0o)4~" et (M, ™/ 0,)4~" C Tm(gSt);
Ker(*g) C (" /00)" et (M,"/0,)" C Im(gS);

val(det(g%))/h _
woﬂ( et(g5))/ (ggt) 1 e Mg_n(0,);
s’ = s — val(det(d,)).

v Vv Vv V

(9) Pour un choix convenables de J°, m/, ¢, comme ci-avant.

(10) (gS,8,,00) € 3\7—; agit sur Defy, ; via (*(gS)™1,60,00) € N, laquelle est définie par Deligne et
Carayol, cf. §1.1.1

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2009



44 CHAPITRE 1. VARIETES D’IGUSA

On a alors une correspondance de Hecke (g°°°, g¢t, g¢, 6,, 0,):

=h =h
Jjo,m’ (8/) ><Spec k(o) Spf Defh,t’ — j[o,m (5) ><Spec k(o) Spf Defh,t

Les morphismes canoniques f;,,  (co) € hap . (c0) sont définis & partir de
Iisomorphisme fixé par le lemme 1.4.3.1 et la commutativité des diagrammes
est alors évidente. O

) - , .
Remarque : on notera en particulier que l'on peut munir les Twro p m(s) de
correspondances de Hecke associées aux éléments

(goo,o’ggt7gg7o_o) S (DKO’O)X X GLd—h(Fo) X GLh(Fo) X Wo;
a partir de celles définies ci-dessus, en choisissant un élément quelconque §, € D;’h
tel que (¢S, d,,0,) € Ny, le résultat ne dépendant pas de ce choix car on a quotienté
par D, .

PROPOSITION 1.4.3.4. — Au-dessus de tout ouvert affine S de JI:o’fm,

isomorphismes

il existe des

TW]o,h’m’t(OO) X‘71=°hm S = jlo,:h,m(t) Xﬂ?ohm S

h

tels qu’en tout point géométrique = de J;’m, on a le diagramme commutatif

(TWIO,h,m,t(OO) lezohm S):C SEAMENG (jf",:h,m(t) Xj?ohm S)x

Spf Def, ; Spf Def, ;

ot z(00) est un point géométrique de JI:ohm(oo) au-dessus de x.

Remarque : par analogie avec la caractéristique nulle, J Toffm doit étre affine.
Cependant on n’est pas obligé d’utiliser ce fait. En effet bien que les isomorphismes
en question ne soient pas canoniques et dépendent comme on le verra du choix d’une
extension de la partie connexe par la partie étale des ©),-modules de Dieudonné,
dans ce qui suit il ne sera pas utile de les recoller ni de les rendre compatibles
aux actions des correspondances de Hecke. La propriété essentielle est en fait la
commutativité du diagramme de I’énoncé, qui nous permettra comme on le verra au
paragraphe [.5.2 de montrer que tous ces isomorphismes coincident au niveau des
cycles évanescents et se recollent de fagon compatible aux actions de Hecke, en vertu
de la proposition 1.4.3.3. Moralement les cycles évanescents ne dépendent que de la
partie connexe du @),-module de Dieudonné et pas de ’extension de cette partie par
la partie étale.
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Preuve. — Commencgons par construire la fléche. Soit donc R une @:T—algébre
artinienne, J un idéal maximal de carré nul et R = R/JU. Supposons donné
un R-point de j;}?m(oo). Etant donnée (Wi R o, h Rosth,r:) une déformation
de niveau t de (W), 5 ,,¥), 7,); il faut construire une déformation sur R, du R-
point correspondant de jlzo}fm. D’aprés 1'équivalent du théoréme de Serre-Tate (cf.
prop. 1.1.6.3), il suffit de construire une déformation de niveau (m,t)*V du @,-module
de Dieudonné (V,,@,) associé sur R, cette construction devant étre compatible &
l’action diagonale de @;h sur le produit jlzfjm(oo) X Spec k(o) OPf Defp ¢

LEMME 1.4.3.5. — Soit R une 0,-algebre artinienne, M un idéal mazimal de carré
nul et R = R/M. Soit (V 5, $,) un O,-module de Dieudonné sur R, ainsi qu’une suite
eracte

0~ (V5 85) — (Vo @0) — (V5. 85) = 0
avec (Vzt, @) étale et (V, @) connexe. Supposons en outre donnée une déformation
(VE, %) sur R de (V.,3S). Il existe alors une déformation (Vy,p,) définie sur R de

(Vo, Po) ainsi qu’une suite exacte
0— (Voetﬂgocc;t) I (VO?Q&O) I (Vocagozc)) -0

dont la réduction modulo M est la suite exacte précédente sur R.

Preuve. — Soit (V< ¢¢) la déformation sur R de (Vit,cﬁﬁt). Le probléme est alors

de construire une extension de (V% ¢ par (V.¢, ¢S). La question est classique et
découle des résultats de [20, chap. 4, § 3]. L’obstruction & ’existence d’une extension
V, de V, par M ®g V, réside® dans
9 _ _
EXtOo@n(o)E(VO’ ﬂ/l ®R VO)
Si cette obstruction est nulle, une extension étant choisie, I’obstruction a ’existence
d’une fleche V' — V, (resp. V, — V) réside dans le groupe
1 —et — 1 = —c

Eth)o@K(o)E(Vo ,MRFV,) (resp. Ext@@n(o)ﬁ(Vo, MR V,))

et ’ensemble de ces fléches est un torseur sous
—et = — —cC
HomOO@)K(O)E(VO MRV ) (resp. Homoo@)n(o)ﬁ(vo,/’% ®g Vo)).

Si ces obstructions sont nulles, Voet — V, est injective et V, — V; est surjective. En

outre l’ensemble des fleches V' — V¢ est un torseur sous

—et —c
Hom@o(gm(o)é(vo M (253 VO),

(1) Structure de niveau m (resp. t) sur la partie étale (resp. connexe)
(12) Cette obstruction est nulle et de plus il n’y a qu’une seule extension possible car en utilisant
Pargument de la fin de la preuve on peut montrer que Extl E(Vo,ﬂ/l@E Vo) est nul. Par

008 (o
contre les fléches V' — V, — V¢ ne sont pas uniquement definies.”
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de sorte qu’il existe des fleches V' — V, et V, — V£ tel que la suite 0 —
Vet — V, — V£ — 0 soit exacte. Montrons que toutes ces obstructions sont
nulles. En fait on va montrer que les groupes dans lesquelles elles vivent sont nuls.
L’argument est identique pour tous ces groupes, traitons par exemple le cas de
Ext})D@K(O)R(V?,YI/Z ®z Vo). Les 0,®,(0)R-modules V, et Vit étant localement

libres, les faisceaux M’@ Bucor R(Vit,ﬂ/l ®g5 V,) sont nuls pour ¢ > 0. La suite
spectrale locale-globale pour le Ext' montre que Ext%)og%(o) E(Vzt,/“l/l ®F V,) est
égal &
— 0 7et J—
Hl(SpeC(R),m@D@,N(O)E(VO MRV o)

qui est nul car Spec(R) est affine.

11 faut alors construire ¢, : "V, — V,, qui soit compatible & ¢ et pS. On commence
par remarquer que Frob, : R — R se factorise par Frob, : R — R, de sorte
V, =V, ®R Frob, R. Comme précédemment il n’y a pas d’obstruction & l'existence
d’une application ¢/ : "V, — V, et ensemble des telles applications est un torseur
sous Homgogbﬁ(a) g("Vo, M®5V,). Fixons une telle application ¢),. Les applications
Vet — V,, ¢l et ¢ fournissent alors un élément de Hom@oé)n(o)R(TVZt, MREV,). En
appliquant le foncteur HomOf,@N(D)E("ﬂ/Z@R V,) & la suite exacte courte 0 — TVzt —

Vo— "‘72 — 0, on obtient la suite exacte

0— Hom@o®~<o>§(Tvz’m ®7 Vo) — HomQ(,@N(o)R(Tme ®r Vo) —
- Hom@o@n(o)ﬁ(fvf,ﬂ/é ®z Vo) — 0

car, de maniére identique & ce qui précéde, EX%O@)MO)E(TV;WZ ®g Vo) est nul. On

1"

o est

modifie donc ¢} en un ¢!/ qui soit compatible & ¢¢; ’ensemble des telles ¢

alors un torseur sous Homg)o@N(o)E(Tvz,ﬂ/l ®z Vo). De méme, V, — V£, ¢l et ¢

définissent un élément de Hom, 5 o E(Tvz,/(% g ‘72) En appliquant le foncteur

Hom@D@K(D)E(Tvz, .), & la suite exacte

0= MRz Vo — MRV, — NV — 0,
on obtient la suite exacte

t

r5C —e r5C —
0— HOInOO@K,(o)E( VoMoV, ) — Homf)o@,i(o)ﬁ( Vo Mg Vo) —

— Hom@O@n(o)ﬁ(TVz,m@E Vz) —0
1

Do® (o) R
compatible & ¢ et ¢¢. O

car Ext (Vo M@ 7 V') est nul. Il est alors possible de modifier ¢!/ en un ¢,
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Soit donc comme dans le lemme ci-dessus, (V' @) le relévement sur R de
(1721;7 @5'). Soit aussi 5, le relevement sur R de Z3',,: c’est une structure de niveau m
sur (V2 °). De l'isomorphisme sur R

SCk¥ oy
(Vo ,ng ) = (Wh,§,07 s0}7,,172,0)’
et de la déformation (Wh r.o, ¥ R,0), on en déduit une déformation (Vg, <) définie
sur R, de (VZ, <), munie de plus d’une structure de niveau ¢. Il suffit alors d’appliquer
le lemme précédent. Il est en outre immédiat que cette construction est invariante par
Paction diagonale de @:ﬁ sur le produit jI:;fm(oo) XSpec k(o) SPf Defy ¢ et que le
diagramme de I’énoncé est bien commutatif.

Montrons ensuite que la fléche en question est un isomorphisme. Le probléme se
raméne immédiatement au cas ¢ = 0. Il suffit alors de montrer que ’on obtient un
isomorphisme au niveau des espaces tangents. Pour des raisons de dimension, il suffit
de vérifier que I’on a une injection ce qui est clairement le cas. O

1.4.3.6. — Dans la suite nous proposons suivant [16], une autre facon de voir cet
isomorphisme en un cran fini. Notons
JIO,:h,m(s) — jloa:hvm

I’extension étale de fibre spéciale ;,hm (s) = 4 To’fm. On note de méme

J}o,:h’m (8,t) — J}o,:h,m (s)
le classifiant des structures de niveau ¢ sur la partie connexe du p-faisceau universel sur
I 1o —p.m(8). On définit de manieére identique au paragraphe 1.4.2, des correspondances
de Hecke sur J;, _;, .. (s,t) associées aux éléments de (Dy"%)* x GLg—p(F,) x W

On note M} I'idéal maximal de Def}, ; et soient pour S un ouvert affine de 4 Izo’fm:

=h = >
Ss = jlo’m(s) X(/:hm S, stt = JI",:h,m(s’t) X‘/I:Oh,m S.

I9,
Etant donné un point géométrique z(oco) de j;}fm(oo), on a des morphismes
canoniques

(Ss Xspecn(o) SPEDetn,s /(M) , ey — SPE(Defn,e /(7)Y)

et (‘§9,t)x(oo) — Spf Def}, ; ainsi qu'une compatibilité aux correspondances de Hecke
comme dans la proposition 1.4.3.3.

PROPOSITION 1.4.3.7. — Pour tout N € N, il existe un sg assez grand tel que pour

h

tout s > sg, et S un ouvert affine de JI:o on ait un morphisme

,m?’

fN,s . Ss ><Spec k(o) Spf Defh,t I §s,t
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tel qu’en tout point géométrique x(co) de jlzohm(oo), on ait le diagramme

IN,s,t ~
(Ss X specn(o) SPEDeths /(M) (o) (55,t)2(c0)
Spt (Detp ¢ /(m?)N) C Spf Def},

Preuve. — On commence par prouver le lemme suivant qui est 1’équivalent pour les
O),-modules de Dieudonné du lemme (1.1.3) de [21].

LEMME 1.4.3.8. — Soit R une ©,-algébre artinienne de morphisme structural
i: 0, > R, et r € N tel que i(wl)) = 0 dans R. Soient (V,,0,) et (Wy,1,)
deuz O,-modules de Dieudonné connezes sur R. Soit M l’idéal mazimal de R et
R = R/M: on suppose que M* = (0). On note V, et W, la réduction modulo M de
V, et W,. On a alors

> Hom((Vm @o)a (Woa wo)) . HOHI((VO, @o)a (Wo, '(/710)) est injective;

> pour toute application f : (Vo,@,) — (Wo,1,), on peut trouver un relévement
de wNf, ou N >r(lnk/Ingq).

Preuve. — Commengons par montrer que @’ ® 1 annule MW, pour N > r(Ink/Inq).
Dans W,, en considérant 1, : W, — W, comme une application 7-linéaire, on a
(wh @ DId = (1 ® i(wh))Id + 221 a;(1,)". Comme i(w”) est nul dans R, on en

o

déduit que pour v € MW, (w! @ 1)v € MPW,, d’ou le résultat.

Soit donc g : (V,,0,) — M(Wo,1b,): (@) @1)v € Kerg. Or (V,, ¢,) étant connexe,
on en déduit qu'il existe w € V,/p,(V,) tel que (@) ® 1)v = (¢,)*(w). On a alors
(%)% (g(w)) = 0 soit g(w) = 0 et donc g = 0.

Pour le dernier point, on définit I'image d’un élément v € V,, comme w)’ ® 1 fois
le relévement quelconque de f (v). Cette définition ne dépend pas du choix de ce
relévement car UW, est tué par w)’ ® 1. O

LEMME 1.4.3.9 (cf. [16], lemme II1.2.6). — Il existe une fonction @ : N — N
croissante de limite l’infini, telle que:

> tout élément de wg’_t@o,h se reléve en un endomorphisme de
(Wh,Detp.. /(1)) 00 Ph.Detn o /(1))

> tout élément de (1 +wSDo 1) agit trivialement sur Defy, ; /(M)
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Preuve. — On remarque tout d’abord que pour t > 0, w, € (/(l/l?)(q_l)q(tfl)h. Le
premier point découle alors du lemme précédent en prenant a(s) tel que

a(s) In(a(s)) < (s — t)(Ing)(g — 1)g“ V™.
Le deuxiéme point est alors immédiat: en effet soit 6 € @:,h tel que § = 1 mod w}.
Alors (0 — 1)/w?* se reléve en un endomorphisme de

(Wh,Defh,t /(MrY(9) .00 Ph,Def), 4 /(ﬂ/l?)"‘(s),o)'

Il en est de méme de (671 —1)/w™, de sorte que J se reléve en un automorphisme de

(Wh,Defh,t /(M) 0y Ph Def), /(mfb)a@),o)

qui est I'identité sur les points de w]*-torsion. O

Soit alors Ss ¢ (V) := Ss Xgpec (o) SPf(Defp ¢ /(MMN). D’aprés le lemme ci-dessus,
on a une action de (1+@;Do,p) sur (W, pet, , /(aur)o() 00 PhDety . /()=(5),0) telle que
pour tout a > ¢, (1+ ws~'"*9D, 1) agit trivialement sur

(Wh,Defhyt /(714?)"(3),0,0,7 (ph,Defhyt /(7)4?)0‘(3),0,(1)’

Ainsi (1+ @D, 1)/ (1 + wstetD, 1,) agit diagonalement sur

(Wh,Defh,,, /(M) 0,03 Ph,Def 4 /(71/[?)0‘(3),0,(1) X Ssia—tt(a(s))

et le quotient est un #),-module de Dieudonné tronqué a 'ordre a
(Voia s %5a)
connexe sur S, ¢(a(s)). La limite projective des (V.7

w055 ) est alors un @,-module
de Dieudonné (V%, %) sur S, (a(s)) tel que

( oc,7tsa 9027;) = (Wh,Defh,t,O,tv <ph,Defh,t,0,t)

de sorte que (V% ¢%*) est muni d’une structure de niveau t. Etant donné un R-
point de J;’Tm(s), une f,-algébre artinienne R, /M un idéal maximal de R, tel
que R = R,/M, ainsi qu'un R,-point de Spf(Defh,t/(/”l/l?)a(s)), on construit une
déformation sur R, de ce R-point, en donnant une déformation de niveau (m,t) de
son f),-module de Dieudonné. On procéde comme dans la preuve de la proposition

précédente. Soit (V. o205, ,265) le relévement sur R de (V' P, T8 ). Dapres le

o o,m

lemme 1.4.3.5, il existe une extension (V, p3) de (V4% o%%) par (V5 ¢9°) /R ainsi

’ Yo

qu’une suite exacte
0 — (V7,950 — (V) 97) — (Vo 05") = 0
sur R qui se restreigne sur Ry ®peg, , /(e Defp s /(M=) au pull-back de
0— (Voet,s—17(p2t,s—1) N (Vs_la(Ps_l) _ (Voc,s—l’sog,s—l) =0

o o
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On en déduit donc I’existence d’un'® morphisme pour tout ouvert affine S de 4 Izoh,m,

fs,t : Ss,t(a(s)) — Ss,t
tel que le diagramme ci-dessous est commutatif

fs,t =
Set (a(s)) —— S5+

fs+1y
Ss+1,t (a(s)) AL Ss+1,t

En particulier si z(c0) est un point fermé de ./ I:ohm (00), on a le diagramme commutatif

fs,t

(Ss,t(a(s)))z(s) (§s,t)m(s)
Spf(Def}, ; /(M})*(*)) C— Spf Defy, ;

L’existence du morphisme fy s+ de I’énoncé découle alors d’un lemme de Berkovich
(cf. lemme 1 de 'annexe de [16], ou bien le lemme I1.5.8 de loc. cit.) O

I.5. Cycles évanescents et systémes locaux de Harris-Taylor

On rappelle que le but des variétés d’Igusa est en particulier de décrire la restriction
a MI:;’O du faisceau des cycles évanescents de My, — Spec(f),). Cette question se
pose dans le contexte suivant : la cohomologie de la fibre générique de la tour des
(Mg )1 est décrite dans [24] de maniére “assez” précise. Cette cohomologie est aussi
I’aboutissement de la suite spectrale des cycles évanescents

E(I) = H?(My 5, R*%,,(Qp)) = HP (M, Q)

Afin de séparer la contribution due aux différentes strates, entre en jeu la suite
spectrale associée & la stratification

EPI(I,i) = HP T (M7 &P R, (Q)) = H"T (M5, R, (Q)).

On cherche donc & avoir des renseignements sur lim H g‘(Mfgml, RIW, (Q)) en tant
que représentation de (Djy °)* x Pp q(F,) x W,.

(13) non unique
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1.5.1. Rappels sur les cycles évanescents associés a Def,,,. — Pour tout n > 0,
Defy , représente le foncteur des déformations de niveau n, par isogénies, du 0,-
module formel de hauteur d sur F,, cf. [11]. Soit alors U panle Qy-espace vectoriel
de dimension finie obtenu via la théorie de Berkovich comme le i-éme foncteur des
cycles évanescents associé au morphisme structural

~nr
Spf Defy,, — Spf 0, .

Cet espace vectoriel est muni entre autre d’une action de GL4(8,) qui se factorise
par le morphisme surjectif naturel GL4(8,) — GL4(8,/M;) et on pose
‘I’%o,z,d = lim ‘I’%o,e,d,m
m>=n
de sorte que pour K, := Ker(0, — (0,/M;)*), ¥% ;4. = (V% , )¥em. On
introduit le groupe GDW,(d)? (resp. GDW,(d)!) défini comme le noyau de

(90,00, Co) € GDW,(d) := GL4(F,) x DS ; x W, — val (det(g, ") (6, )cl(c,)) € Z

(resp. composé avec la projection canonique Z — Z/dZ). Comme rappelé au
paragraphe L.1.1, pour &, un caractére d’ordre fini de F,, U%, , ;(€)) (resp. ¥% , ),

ot & est la restriction de &, a £, est muni d’une action de A", (resp. de N,).

I.5.1.1. — Dans la définition de Defy,, il est agréable de considérer plutot les
déformations par quasi-isogénies de sorte que la construction précédente fourni des
Q-espaces vectoriels U 4 4, ~ (Up, 44) " on

i 1 AGDWo(d) gd
Fotyd,g, = Mdopw’ 1 Y, e ae,

est une représentation de GDW,(d).

Pour toute représentation admissible irréductible 7, de D;i 4 la réciprocité de

Frobenius donne un isomorphisme

. DX .
‘Zl}m[,d(To) ~ Hom@:’d(res@gj To, Y, ae,)

ou &, est le caractére central de 7, et l'action de (g<,0,) est donnée par celle de
(90, 00,0,) € GDW,(d)! pour 6, € D;fd quelconque. Afin d’avoir un théoréme de
Serre-Tate équivariant on introduit les modifications suivantes.

DEFINITION 1.5.1.2. — Pour tout d, 4, [Mfo,e,d est la représentation [MiFo,é,d ou l'action

de GLd(F?) est tordue par g, — ‘g;'. On définit de méme W% ,, comme étant
l'espace V% , ;, muni d’une action de

—_~—

GDW,(d)? := Ker((go, do, €o) € GL4(F,)x D} yx W, +— val (det(go) tn(8,)cl(co)) € Z
via Paction de (*g;*,d,,¢,) € GDW,(d)° sur ¥, , .
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1.5.2. Restriction aux strates ouvertes et variétés d’Igusa. — On rappelle le
lemme suivant bien connu.

LEMME 1.5.2.1. — Soit ¥ un Q,-faisceau lisse sur Mj,. On a alors
R, (?) =~ (R'Y,,(Q,)) ® Zi,

ot £, est la restriction de ¥ a la fibre spéciale My s, .

Appliqué au faisceau £, cela nous conduit & étudier R*WU, (Q,)n, , le i-éme
faisceau des cycles évanescents du morphisme structural M, — Spec €),. On notera

. i —_ . . N h P ., . s
aussi R'¥, (Qp) Mph S8 restriction & Mj¢ ,. On considére le tiré en arriere

; — . _ ; — . =h

R, (Q@)J%ﬁnquﬁq de RZ\IJ""(QZ)M?,?O,@ par le morphisme J7. , X, F, — M ;‘ma,

ou n est la multiplicité de o dans I. On rappelle qu’étant donné un point géométrique
o0) de jI:offm(oo) au-dessus d'un point z de M7 (resp. y de J'Izo]?n), on a des

isomorphisme canoniques

Ve, tdin ~ (R'T,, (@6))(1\41/&;@): = (Riq’no(@z)M;goya)m

\Ij%o,é,d,n = (szno(@é))(210’:hm’(n))y = (RZ\Ijno (@Z)j?oh;nX]}‘qﬁq)y
que l'on note dans les deux cas j,(«)- Le but de ce paragraphe et finalement des
variétés d’Igusa est de décrire le faisceau R'U, (Qy) Mzh - Selon loc. cit. nous

introduisons les notations suivantes:

> soient Y un schéma lisse sur F,, et (Y,, — Y') un systéme projectif de revétements
étales de groupe de Galois G = lim Gy;
—n

> soit £ un Q,-faisceau lisse sur Y, muni d’une action de G se factorisant par un
quotient fini G de G.

Le faisceau ’S\VH est ainsi muni d’une action de G,, X G,, et I’action diagonale de G,

est compatible & son action sur Y, de sorte qu'il existe sur Y un faisceau

Twist 3 (L)
tel que sa restriction a Y,, munie de I’action naturelle de G,, coOncide avec ’SIYn muni
de Paction diagonale de G,,.

1.5.2.2. — Rappelons ’énoncé suivant, donné dans I'appendice de [16], qui est da a
~nr

Berkovich. Supposons donné sur ¢, , un schéma formel ¥ muni d’une action d’un

groupe G agissant trivialement sur la fibre spéciale ¥s. On note X (n) le schéma formel
(Xs, Ox/Iy) ot Iy est un idéal de définition de X. On suppose que G = lim G( )
est tel que l'action de G sur X(n) se factorise par G(n). Soient alors %, — Y des

revétements galoisiens de groupe de Galois G(n) ; on fait les hypothéses :
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> le quotient de %,,(n) par Paction diagonale de G(n) est un schéma formel %"

~nr
(c’est le cas si par exemple X est quasi-projectif sur Spf 0, );
> il existe un schéma formel spécial ¥ tel que %(n) = %";

> la famille des complétions formelles de %X le long d’un point fermé de X, a un
nombre fini de classes d’isomorphismes.

1.5.2.3. — On note V¢ (X) (resp. ¥! (%)) le i-éme faisceau des cycles évanescents
du faisceau constant Z/p™Z associé a X (resp. ¥). D’aprés les travaux de Berkovich
(cf. [2]), il existe un entier N, tel que tout automorphisme sur X trivial sur X(V),
agit trivialement sur U¢ (%). On fixe donc pour tout m, un tel entier N(m), de sorte
que Paction de G sur W¢ (%) se factorise par G(N(m)). En particulier les faisceaux
Twisty, (P%,(X)) sont indépendants de n > N(m); on le note Twisty__ (P%,(X)).
Berkovich démontre alors le résultat suivant.

THEOREME 1.5.2.4 (cf. Pappendice de Berkovich dans [16]). — Il existe un systéme

compatible d’isomorphismes canoniques de faisceaux:

Ul (Y) ~ Twisty (T2, (X)).

1.5.2.5. — On cherche a appliquer le théoréme ci-dessus & % = Twyo  m . (00). On pose
donc X = leo}fm X spec r(0) OPf Defy, ¢ qui est muni d’une action de G' = @;h agissant
trivialement sur X, = JI:o}fn XF, Ez- On note My, ¢ I'idéal maximal de Defy, ; et soit
X(n) :== JI:o}?m X Spec (o) SPE(Defn ¢ /(Mp,:)™). On considére une fonction N : N — N,
telle que o o N = Id, ou « est la fonction définie au lemme 1.4.3.9, de sorte que
'action de G sur X(n) se factorise & travers G(n) := Dy p N (n)- On considére ensuite
PAREES JIZO’?M(N(s)) X Spec r(o) SPf Defy ¢ de sorte que X, — X est galoisien de groupe
de Galois G(s) = Do p,N(s)- On est ainsi dans les conditions d’application du théoréme
ci-dessus d’otu le résultat suivant.

THEOREME 1.5.2.6. — Il existe, sur JI:o}fm Bk (o) k(0), un isomorphisme canonique de
Qy-faisceauz

Rz\I}WO (@Z)TWIO,h,m,t(OO) - TWiStJ?Jﬁm(oo)(\IJ}‘o,Z,h,t)
vérifiant les propriétés suivantes

> 1) si x est un point géométrique de leff et z(oo) = (z(s))s un systéme projectif

de points de j?ohm(s) au-dessus d’un point x de J;h

m

on a un isomorphisme

,m?

(TWID,h,m,t(OO))z — (jI:D}fm ><Spec k(o) Spf Dth,t)z-
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Par le théoréme de changement de base lisse le faisceaux des cycles évanescents sur
—h . e S

J/Io’m Xgpec w(o) SPEf Defy, ¢ est le faisceau constant \Il},o%h,t. On en déduit donc un

isomorphisme

fa(oo) : Ui pns — Ry (Q)Tw,, 1 (00),-

De méme la donnée de x(o0), donne un isomorphisme

ho(oo) ‘Iﬂfo,z,h,t — (TWiStJ;,’fm(oo) Ve ohi)z

et l'on a le diagramme commutatif

—_~—

( TWiStj?oh’m(oo) (\IliFo,é,h,t))iv

. — fa(oo0) -
RZ\I,TID (QZ)TWIO,h,m,t(OO)z \I}%'O,Z,h,t

~

(Ri\pno (@Z)TWIO,h,m,t(OO))w

> 2) L’action par correspondances d’un élément
(9%, 95", 95) € (D)™ x GLa—n(Fo) x GLx(Fo)

sur Riano(@z)Tw,o,h,m,t(oo) donne par l’isomorphisme de l’énoncé, une action par

. i . . ) .
correspondances sur TWIStjfo’ﬁm(oo)(‘I'Fo,z,h,t) qui découle de l’action naturelle par
correspondances d’un élément

—_—

(977, 95, (95, 00, 80)) € (D) /K" X GLa—n(Fo) x GDW,(h)°

sur(® le produit jlzo}fm(s) x Spf Defy, 1 ow l'on rappelle que (g5, 00,0,) € GDW,(h)°
agit diagonalement.

Preuve. — Pour montrer que les correspondances de Hecke se décrivent comme indiqué
au point 2), il suffit de travailler sur les germes aux points géométriques de J To}fm en
remarquant que les diagrammes suivant sont commutatifs, cf. la proposition 1.4.3.3:

fo j0 i)

Ri\Ilno (@Z)ijo,h,m’,t’ (OO)
(9°°°°,95"(95,60,00)) l/

Riqjﬁo (@e)TWIU,h,m,t(oo)on’

i
Ve ont

Tjo . m/!

L(t(yﬁ)_l,éo,oo)

F(990:0,988, (95 ,80,000)% s0 s (o)

i
\I’Fo,é,h,t

m

(14) Le résultat ne dépend pas du choix de d,.
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hago,m (o0)

i . h,i
U, ht (Twist y=r (o) VE, 01)2;0,
(*(95) 7" 180,00) (gm’o,gﬁt,(gﬁﬁmao))i
, h(go0.0,48t (98 ,60,00))2 yo 1 (o) ,
3 ’ N ]
Ve oht (Twist j=r ooy Y pnt)zr0 m
I°m

—_~—

ol 0, est un élément quelconque de D;’h tel que (g&,d,,0,) € GDW,(h)?, et J°, I,
m, m’, t,t' sont comme au paragraphe 1.4.3, avec

(995" (955 80, 70)) (@ go,m (00)) = T 10,m (00). C

COROLLAIRE 1.5.2.7. — [l existe un isomorphisme canonique

RZ\I]% (@K)QIO;h,m(t) - TWiSthO’f"L(oo) (\I/%D,Z,h,t)

tel qu’en tout point fermé x de J;’fm, le diagramme suivant soit commutatif

—_~—

(Ri\Ijno (@Z)gro,zh,m(t))z - (TWIStJIZOh,m(OO) (\IjiFo,f,h,t))z

jw(oo)w hz(oo)T

Id

% %
\IIFo,&h,t \IIFO,NM

ot les fleches verticales dépendent du choiz d’un point fermé xz(oco) de J;’?m(oo)
au-dessus de x. En outre ces isomorphismes sont compatibles aux correspondances
de Hecke associées auz éléments de (D3 %) x GLg_p(F,) x GLp(F,) x W, de la
maniére suivante: si (§°°, g*, g5) est un élément de (D %) X GLg_p (F,) X GLy(F,),
qui induit donc, en particulier, une correspondance de Hecke [g] sur leo}fm, on ale
diagramme commutatif

00,0 et

(9°°,95":96+90)

([g]a (Frgeg 00)*) *Ri\Ilno (@2)310,:h,m/ ) Ri\I/no (@g)ylo,:h,m(t)

| |

—_ * 0,0 e —_
og0(g™"

08 oo\ x ) * o s ; 1955,96:00) . 7
(lg), (Frgeee)®) Twist y=n (o) (U, e,n,07) Twist = (o) (U, 0n,0)

ot Uaction de (g°°, g%, g¢,0,) sur TWiStyfoﬁm(m)(ql%o,e,h,t) est précisée au point 2)

du théoréme précédent.

Preuve. — La démonstration découle directement du résultat précédent et de la
proposition 1.4.3.4 notamment la description des correspondances de Hecke se montre
comme dans la preuve du théoréme ci-dessus. On peut toutefois en donner une preuve
directe a partir de la proposition 1.4.3.7. D’apreés le théoréme 4.1 de [2], pour tout
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entier r, on peut choisir un entier N, tel que deux morphismes de schémas formels

sur @:T
Spf Def}, ¢[[ X1, -+ , Xn]] — Spf Defp, ¢
qui coincide sur Spf(Defy, ; /(Mp+)V)[[ X1, -, X4]], induisent la méme application

sur les cycles évanescents du faisceau constant Z/I"Z. De la proposition 1.4.3.7, on en
déduit donc un morphisme

fs: Riano (Z/ZTZ)Ss XSpec r(0) SPf Defr ¢ — \IJ%‘O,(Z,h,t - Ri\Ijno (Z/ZTZ)S’S

tel que pour tout point fermé z(co) de jI:ohm(oo), le morphisme

\I/%’o,f,h,t — (R'T,, (Z/VZ)SS)ZS
est le morphisme j; (), c’est en particulier un isomorphisme. Ce dernier se descend
en un isomorphisme

—_~—

Twist g (5) U pht — R, (Z/l’”Z);IO’:h’m(t)

tel qu’en tout point fermé z(co) de jlzohm (00) au-dessus d’un point z de J/Izo}fm, on ait
le diagramme commutatif

—_~—

(Twist = (o) U, en)e — (R'Un, (Z/OL)5 )e
hm(oo)T jz(oc)T
4 1d 7
\IllFo,Z,h,t \I}Fo,é,h,t

ot les fleches verticales définies plus haut, dépendent du choix de x(c0). En travaillant
au niveau des germes, on voit que ces isomorphismes sont compatibles lorsque 7 varie,
de sorte que 'on peut les recoller en un isomorphisme vérifiant les propriétés de
I’énoncé. O

I1.5.3. Systémes locaux de Harris-Taylor. — Soit 7, une représentation
admissible irréductible de Dox’h. L’espace que 1’on souhaite étudier est le (GLp(F,) x
W,)-module

HomD;h(Toa %ﬁo,z,h) = %ﬁo,e,h(To) = ‘I’%O,e,h(To) = Hom@ih(ro, ‘I’%O,e,h)

ou de maniére équivalente leur version avec un tilde, ‘Zl}m[’ 1 (7o) qui désigne ’espace
Ur, ¢ 1(7o) muni de Paction tordue de GLy(F,) x W, par g5 — *(g5)~'.

DEFINITION 1.5.3.1. — Soit 7, une représentation irréductible de D), , sa restriction

N

X 4 . . 4 .
a 9, ), est une somme de représentations irréductibles

Po,1 DD po,e,-o
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et on notera e,, le nombre de celles ci. Etant donnée une représentation irréductible
pPo de @:,h? soient alors 7, et 7, des sous-représentations irréductibles de 'induite
de @:’h a D; , de po: d’aprés la réciprocité de Frobenius, ce sont exactement celles
telles que leur restriction a @:) , contienne p,. On en déduit alors que 7, et 7/ sont
inertiellement équivalentes, i.e. 7, ~ 7, ® &, avec &, : § — 2?4t pour z € @ZX On
note €;, ’ensemble des classes d’équivalences inertielles des représentations admissibles
et irréductibles du groupe D;f e

Comme H’;,h est dans le centre de D), e, divise h. Soit A; un ensemble
d’éléments de D), tel que les congruences des val(detd) pour § € A, forment un
systéme de représentants de Z/e,, Z.

1.5.3.2. — Pour tout 7,, on a un morphisme naturel de GDW,(h)°-modules:
\Illfo,l,h(TO) & To — ‘I’Zﬁo,z,h

qui envoie f ® v sur f(v). On note ¥} ,,[7,] image de ce morphisme et soit
V% 1h.mlTo) la préimage de U5, ,,[7,] dans ¥% ,, . Le sous-module ¥, , ,[7,] ne
dépend que de la classe d’équivalence inertielle de 7,. Le groupe @:,h étant compact,
on a
Vi, on= D Yo, enlrol:
ToE€EC,
On a alors le lemme suivant dont la preuve est claire.

LemME 1.5.3.3. — L’application

‘I’%o,e,h(To) ®To — @ ‘I’%o,z,h[To]éa f®v— (f(‘rl”))(s
SEA,

ol \IliFD,Z,h[TO]é est lespace Uy, 4 1,[To] muni de la structure de IV o-module 0w (g, d, w)

agit via (9,67 1ds,w), est un isomorphisme de N ,-modules.

LEMME 1.5.3.4. — Soit ¥, 1 le systéme local sur MI:,sz,l associé 4 T, et au
revétement d’Iqusa de seconde espéce. On a alors un isomorphisme naturel de
(D7°)* x GLg—p(F,) x GLp(F,) x W,-modules

. i\ i er
(TWlStg‘;’jm(oo)(‘I’Fo,e,h,t)) o~ @ (97'0,1®\I/F0,£,h,t(7'o))h/ 0.

ToECH

Preuve. — D’aprés le lemme précédent, on a

TWiStJTO}ﬁm(OO)(\II%OvevhJ) = @ TW]Stjjzoh,m(OO) (\IliFo,e,h,t[TO])’

To€CH
Ir1 ® \Ifiﬂme’h’t(fo) ~ @ Twist%:oh’m(oo) (\I/%o,f,h,t[TO]a)'
s€A,,
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D’aprés le point 2) du théoréme 1.5.2.6, tous les Twist y=n (oo)(\IliV‘o,ﬁ,h,t[To]é) sont
isomorphes en tant que (D; °)* x GLg—p(F,) X GLh(Foj x W,-modules, d’ou le
résultat. O

Remarque : pour tout t <t < oo, on a

. 4 . 4 Kot
Twist = (00) (P, one) = (TWist o () (¥, pna) "

—_~— —_~—

. ; . Z Kot
TWist y=n (o) (W, oonelTo]) = (TWist o (o) (W g wr[7e])) ",

ot I'on rappelle que K, ; = Ker(GLy,(0,) — GL(0,/M%)).

D’aprés le corollaire 1.5.2.7 et le théoréme 1.5.2.6, on en déduit le résultat suivant.

ProPOSITION 1.5.3.5. — (i) (Ri\Il,,D(@Z)ﬁoh )" est isomorphe &

—_~—

B (Tro1 ® U, . (70))" .

To€EC)
(i) L’action de (Dg°)* x GLp(F,) X GLg—p(F,) X W, sur l(iinmji}fm par les
correspondances de Hecke, induit des morphismes (g°° x gS x g&* x 0,):
(g%, Frobzal(dEt g5)+deg % g R, (@f)J?o’fm — R'D,, (@Z)J??,m/

(pour m,m’ et I°,J° convenables) qui induisent par (i) le morphisme

—~—

D, ce, [(Frobg®87e)" 0 (9°°, 65", (95, 60, 70)) (T o1 © U, .. (7o)

‘/(02°(9°°‘°>g§“»g§)®(g§,5moo))

Drce,(Trn @ Up, o1 (o))

ol d, est un élément quelconque de Doxh tel que (S, 0,,0,) € GDW,(h)0.
(iii) On a
Ri\II% (@é)jlz"h,m =~ (TWiStJToh,m(OO)(\P%O,Z,h))l—i_wgth(Qo)-

—_~

Soit Z — GDW,(h)°/9D,, lisomorphisme défini par n — II7 ,- On consideére

. i =h = . .
ainsi im  HJ(Y%.., xr, Fq, ¥ 7,,1) comme une représentation de
—I°n ’ ’

(D;°)* x GLg—p(F,) x Z ou de (D;°)* x GLg—p(F,) X (D;h/@jwh).

En vertu du lemme 1.5.2.1, on en déduit alors le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 1.5.3.6. — On a un isomorphisme canonique

—_~—

HI(MTE 1 R, (Lo ) = @ (HIMEE T ry1 © £5.) © U, g (7)) 70
To€CH
tel que Uaction de (g°°,gS, 9, 0,) € (Dy %)% x GLp(F,) X GLg_p(F,) x W, sur
la limite inductive indexée par les idéauz I = I°M)" du membre de gauche, induit
Uaction de
(9°°°, g5, — val(det g5) — deg(0,)) ® (95, 00)

sur la limite inductive du membre de droite.

DEFINITION 1.5.3.7. — On note &, := Y1 X por (F,) GL4(F,) le faisceau sur MI:Q’
induit par &, 1

NoTATION 1.5.3.8. — Pour m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,),

7o[t] p désignera la représentation de D, qui correspond & la représentation de carré

o,tg
intégrable St;(m,) par la correspondance de Jacquet-Langlands. On notera aussi ¥ la

correspondance de Langlands locale.

On déduit du corollaire précédent la proposition suivante dont la proposition 11.2.0.12
nous permettra au paragraphe suivant de donner le cas Iwahori du théoréme local.

PROPOSITION 1.5.3.9. — Soient 1 < tg < d, m, une représentation irréductible
cuspidale de GLy(F,) et II; une représentation de GLiy(F,). Pour 1 < i <t et pour
tout 7,
lim HY (M} ¢, S 1 © Lpo) © L @ L(m,)
I

est muni d’une action naturelle de (D5 %)% X Pig q(F,)° x W, telle que (g°°, g& x
gst, co) agisse via l'action naturelle de (g°°, — val(det(gS)) — deg(c,)) € (D3 °)* X Z
et celle de (¢S, co) surII;® £(m,). Cet espace, en tant que représentation de GLg4(F,) X
W, est alors de la forme

@ (In dji%:(f;’) II; o £(val(det)) ® m¢) ® £ (m, 0 &(val(det)))
3

ou & décrit les caractéres Z. — @Z et m¢ est une représentation de GLg_4q(Fy).

Preuve. — Le faisceau & [;), étant induit & partir de & (4,1, on a
(15.3.3)  lim HI (M} 20, T r 1 ® Lo, ® 1) ® £(m,))
T
~ Ind ) lim HIMG 2 1 T 050 © 2, OTL)@Z(T,)
I

tel que laction de ((g5, g2*), co) € Pig,,(F,)°P x W, sur le membre de droite de (1.5.3.3),
soit donnée par l'action de (g&*, — val(det g5) — deg(co)) X (95, ¢o) € GLa—ty(Fy) X Z x
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GLyy(F,) x W, ou hm HJ(MI_SO 1 T IL-1 (St (m0)) © Lpo.) (resp. Iy ® £(m,)) est vue

comme un GLg_4(F,) X Z-module (resp. GLy4(F,) x W,-module). Le résultat découle
alors de I’écriture

lim H (M ¢ o1 Tmoltlp ® Lpo) = 695@ e
I

ou ¢ décrit les caractéres Z — @; et ou 7 est une représentation de GLg_+4(Fy),
a priori réductible. O

1.6. Equations formelles des variétés d’Igusa de seconde espéce

On propose de donner au niveau des complétés formels des équations explicites du
revétement d’Igusa de seconde espéce, qui fournissent les systémes locaux &, associés
a une représentation irréductible 7, de D,

;

s, avec b’ > h. Le revétement

LEMME 1.6.0.11. — Soit z un point géométrique de M
=h
10,0

extension

’ ’.
— M;hso donne au-dessus du complété formel Defg d=hsh e M, s, €N Z, une

’ . P —
Defg ,d—h';=h Jg d—h'; h(s)

) . ) Ri=h h'i=h . gk d—h';=h : .
qui provient d’une extension Defy =" — Jy T (s); d.e. Jy T T (s) est isomorphe &

Je ;Zh(s)®Def’01/?:h Defh d="i=h
ot l’on rappelle que Defg,’dfh,;:h Defh, [[w?, ..., w9 1.

Preuve. — Par définition des variétés d’Igusa de seconde espéce (cf. 1.4.1), Pextension
Defg/’d_h/;:h — ng’d_h/;:h(s) est donnée par la rigidification a lordre s de la
partie connexe du @,-module de Dieudonné universel sur Defg/’d_h/;:h. Le résultat
découle alors de la forme de ce @),-module de Dieudonné sur Defg,’d_h,;:h donnée a
la proposition (9.9.1) de [3]. O

1.6.0.12. — Soit alors z un point géométrique de Mﬁh;() avec b’ > h. Le complété

h',d—h';h
T ;

de l'anneau local de Mlho,so en z est Def o~ DefZ,ﬁ[[wl,...,wd_h/]] avec

K’k anr , N —hn h',d—h';=h
Defy ™ ~ O, [[an,-..,an—1]]. L'ouvert correspondant & M7, est Defy “™ " "7" ~

’_ _ ~nr
Def) ="[[w1,...,wq_n]] avec Def;ffo ~ 0, ((an))[an+1,---,an—1]]. D’aprés le
lemme précédent, ’extension Deff/ho — Jg” ;:h( ) est donnée par 1’équation

Poa=ao(apt 4+ +ap_1™ " +7¥) modulo 7M™
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—1 : . N
avec o = y_.* " ;7" avec ap non nul. On obtient alors le systéme
(Pt -1 _

o) = Gp,
p" P
o7 = QpQp+1 + 10y,

h h'—h—1
p _ p p
Qpr_p_1 = Q0p—1 + 010G, _o+ -+ Qp_p_10y
h h'—h
ah,_,=ag+aiah, |+ +ap_pa;

h m—h'+h el
\ Olfn = Qm—h'/+h + am_h/+h+1ah/_1 + o4 Oém(lh
_pt .
On peut effectuer le changement de variable ¢; = a;t;” pour i > 0 avec top = ap.
Le systéme précédent s’écrit alors
0 = Qp,
h+1

h
D 1—-p
t7 —t1 = apyity )
h h+2 h+1
p _ 1-p 1-p
ty —t2= ah+2t0 + (ah-i-lto )ptlv
h R/ —1 ’ h—1—k
P o 1-p h'—h—-2 1-p k
th/—h—l —tp_p_1 = ap 1ty + Zk:l tk(ah’—l—kto )p )
h n' ’ W —k
P _ ,1-p h' —h—1 1-p k
thn—tw—n =ty "+ trlaw—xtg i
h h/ 41 ’
P _ 4 4P—P —h-1 1-p
thr— g1 — th—n+1 = titg +> 1 th—hti—k(ansrty )P ,

h s—h/+h__s+h A —h_1 1_phtk sk
— p p p
tg — ts = ts—h’+ht0 + g k=1 ts_k(ah_;,_kto )p
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Pour i < ' — h (resp. @ > h' — h), on peut éliminer dans le membre de droite de

h _htk .
I’équation dont le membre de gauche est tf — t;, les termes té P ap gk pour k < i

h/
(resp. 1< k<h —h—1et t(l)_p ); on obtient alors le systéme
h
tg -1 = ap,
h L h+1
2 —t = anaty ?

h h+42
P _ 1—p
t2 — tz = ah+2t0 + 7o,

h h'—1
1—
) 1 —thi—h—1 = ap—_1ty © + Thi—h—1,

’

h 1—ph
th = thw_n =1ty * +rh_n,

h
p _
Va1 — th/—h+1 = Th/—h+1,

h
tr —ts=rs

avec 1; € Fy[[t1,...,ti—1]] pour 1 <4 < s définis par les relations

. h i—
>ri=0etpour2<i<h —h,r= 2=11ti7k(tz =t — )P 5
) r_ h i—k
> pour i >h' —h,r; = Zzlh tick(ty —tk —7%)?

MEMOIRES DE LA SMF 116



CHAPITRE 11

GROUPES DE COHOMOLOGIE DU MODELE LOCAL:
CAS IWAHORI

Introduction

0.1. — On commence par des rappels sur les induites paraboliques d’aprés [28].
Les paraboliques que 1’on considére sont les paraboliques opposés aux paraboliques
standard. On s’intéresse tout particuliérement aux représentations elliptiques, d’aprés
une terminologie de Dat, i.e. aux sous-quotients irréductibles de ’induite normalisée

du parabolique P.% . . (F,) & GLgy(F,),

ol (s — 1)} x - x m{L(1 - 5)}

ol T, est une représentation irréductible cuspidale de GL4(Fy,), celles-ci seront dites de
— —_

type 7,. Ainsi on notera [s — 1], (resp. [s — 1],,) 'unique quotient (resp. sous-espace)

irréductible de cette induite, noté plus habituellement Sts(m,) (resp. Speh,(7,)). On

rappelle que d’aprés [28], ces sous-quotients irréductibles sont paramétrés par les

orientations I'* du graphe linéaire complet & s sommets
[%:02(6-D _o... —o3(1-9),
Etant données deux représentations m, et 7o, elliptiques de type m,, de respectivement

GLy,4(F,) et GLy,g(Fy), les induites normalisées du parabolique PJ° (s1-+52)9 (o)
a GL(81+32)Q(F0),

m{—3s2(g— 1)} xma{lsi(g—1)} et m{—1is:(g+1)} xm{ss1(g+1)}

sont de longueur 2, chacun des constituant étant une représentation elliptique de
type m,, dont l'orientation de I'*1*52 est une des deux qui prolonge celle du graphe
partiellement orienté obtenu par la concaténation du graphe de m; avec celui de o
(resp. du graphe de w3 avec celui de 7q)

fer fie2

—

I'*:0«—~0.-+—>0+—>0—0-+-—0
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=2 re1

(resp. [* 100+ s 0—0—0---—0).

On notera alors ces induites sous la forme 71'1?71'2 (resp. 71'1(;#2). Ces notations sont
compatibles au calcul des foncteurs de Jacquet pour les paraboliques opposés au
paraboliques standard tandis qu’elles sont inversement orientées pour les foncteurs de
Jacquet pour les paraboliques standard, cf. §11.1.2.

0.2. — On donne ensuite une preuve (théoréme 11.2.0.7) de IV.4.0.17 pour les
représentations qui ont des vecteurs invariants sous le sous-groupe d’Iwahori standard
Iw,, i.e. les représentations elliptiques de type 1,. Par un argument d’accouplement
cohomologique, proposition I1.2.0.4, on obtient le résultat pour les représentations
elliptiques de type &,, ou £, est un caractére de (Q,)*.

Pour prouver le cas Iwahori, on utilise que Def§ ., := (Defg,)™*/¥ o muni de
son morphisme structurel, est semi-stable (cf. la proposition I1.2.0.5) et posséde une
interprétation modulaire trés simple en termes de drapeaux (cf. I1.2.0.6). On dispose
alors d’une description explicite du complexe des cycles évanescents associé, rappelée
au théoréme I1.2.0.8, et on en déduit en particulier au corollaire I1.2.0.9 que pour toute
représentation irréductible 7, de D/, (\I’%O,L 4(70))™e est un Q,-espace vectoriel de
dimension le coefficient binomial (dzl ), qui est pur de poids 2¢. Le reste de la preuve
est alors purement combinatoire a partir de la proposition 11.2.0.12.

II.1. Rappels sur les représentations de GL4(F,)

Depuis [28], tous les énoncés qui suivent sont bien connus des experts; les autres

pourront aisément y retrouver les preuves.

I1.1.1. Induites paraboliques

DErFINITION I1.1.1.1. — Pour une suite 0 < r; < --- < 7, = d, on note P, ., le

sous-groupe parabolique de GL,4 standard associé au sous-groupe de Levi GL,, (F,) x

k

GLy,—py (Fo) X+ x GLyy —p,_, (Fo) et soit PP le parabolique opposé dont on note
NP .. le radical unipotent.

I1.1.1.2. — Soient m; et my des représentations de respectivement GL,, (F,) et
GL,,,(F,); on note selon la coutume, m; X w3 'induite parabolique
GLny 40y (Fo
m x mz = Indper 20w { = dng} @ ma{ g}
mi,m1 TN

o m,{r} désigne la représentation m, ® |det |".

Remarque : le symbole X est associatif, i.e. m3 X (g X m3) = (71 X 72) X w3 que l'on
notera donc m; X mg X 3.
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II.1. RAPPELS SUR LES REPRESENTATIONS DE GL4(F,) 65

DEFINITIONS I1.1.1.3. — Soit g un diviseur de d = sg et 7, une représentation
cuspidale irréductible de GL,4(F,):

> les sous-quotients irréductibles de

V(mo,8) =mo{(s — 1)} x mo{i(s =3)} x -  xm{3(1—5)}
seront dits elliptiques de type m,;

> V(m,,s) posséde un unique quotient (resp. sous-espace) irréductible que l’on
notera
5= 1), (resp. [s—1lx,);
c’est une représentation de Steinberg (resp. de Speh) généralisée notée habituellement
Sts(m,) (resp. Speh,(m,);

> pour 7y et my des représentations respectivement de GLy, 4(F,) et GLyg, (F,), on
notera

T ;)71'2 (resp. 7r1<;7r2)

I’induite parabolique 71'1{%(2} X 7r2{ - %Kl} (resp. 7r1{ — %Eg} X ﬂg{%ﬁl}), Pentier g
étant sous-entendu.

La propriété habituelle de transitivité des induites paraboliques donne le lemme
suivant.

LEMME II.1.1.4. — Pour (m;)1<i<3 des représentations de GLy,4(F,), on a les égalités
—
X

— — - = -, — — —,
(1 X o)V ~m) Xmy, (w1 Xmo) X w3 =7y X (ma Xm3), (T Xma) XT3 =7 X (7e X 73).

. L. . . —
En outre si w1 et mo sont elliptiques de type m,, il en est de méme de w1 X wo et donc
—
de ™ X To.
Remarque : pour w1, Ty et w3 des représentations elliptiques de type 7,, on a aussi
— — — —
T X (7'('2 X71'3) = Ty X (7‘(’1 X7T3)

PROPOSITION-DEFINITION I1.1.1.5. — Pour g un diviseur de d = sg et m, une

représentation irréductible cuspidale de GL4(F,), on a pour 1 <t < s:

> [t— 1]%;)[3 —t—1),, (resp. [t— 1]7r0;>[s —t—1]r,) est de longueur 2; on
notera
t—1,s—t

[ Jn, (resp. [¥,5—¢—1]x,)
son unique sous-espace irréductible, et
— — — ——
[t,s—t—1],, (resp.[t—1,8—1]s,)

son unique quotient irréductible;
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66 CHAPITRE II. CAS IWAHORI

> par dualité [t — 1]%(;[3 —t— 1], (resp. [t — 1]770(;[3 —t—1],,) est de longueur 2
avec
—— —
[S_t_ L, t]ﬂo (T@Sp, [S—t,t— ]']770)

pour unique sous-espace irréductible et
—_—

[s —t, t—<_1]7ro (resp. [s —t—1, ?]ﬂo)
pour unique quotient irréductible;
on notera || (resp. [7]) Vunique, s’il existe, sous-espace (resp. quotient) irréductible
de . Pour wy, et wo des représentations irréductibles elliptiques de type 7, 771;)#2 et
™ (;7'(‘2 ont un unique sous-espace et un unique quotient irréductible et on a

V< v-|v

— —
|m X e | = [7g Xy S VY.

[71'1771'2] = |7y X,

Pour w3 une troisiéme représentation irréductible elliptique de type m,, on a
|| X o Xmg| = |m1 X |me X3 ]| = |m X mo X 3],
[[ry X ma] X ms] = [m1 X [mo X m3]] = [m1 X ma X m3].

> Soient r > 1 et I'* = (a4, €)1<i<r tel que les a; sont des entiers strictement
positifs avec s—1=a; +---+a, et ¢, = +1; on notera I'* sous la forme (&_1, R a_Z)
0w pour tout i la fleche au-dessus de a; est a; (resp. a;) si€; = —1 (resp. €, = 1). On
associe a I'® un sous-quotient irréductible [I'*] de V (s, m,) que l'on note aussi sous la
forme [a1,...,a,]x,. On convient par ailleurs des égalités

@

—
chay by, = at by,

[ —

— —_—
csay by e, = a4+ b, g,

D’apres [28], on obtient alors, modulo les identifications ci-dessus, une bijection entre

les sous-quotients irréductibles de V (s, m,) et l’ensemble des [['°] telle que l'on ait les

relations
e @l X0 e =@ T,
1T P4 AN e I OE  S
1 P2 A N R O A I A ONe
1 P2 AN Y O A R ONe
o ¢ désigne arbitrairement ‘¢ ou ¢ .
REMARQUE I1.1.1.6. — Dans [28], (G1,...,a,) est représenté sous la forme
035~ 6.0 oy 03(179)

ou les a; premiéres fleches vont dans le sens de la fleche au-dessus de ay, les as

suivantes dans le sens de la fleche au-dessus de as, ... Ainsi graphiquement on a
rit r;?
—_——~ ——~
S1 = S2
[']x[3?]:0¢ 0+ —s0¢—0—>0---—0
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52 S1
F2 Fl

(resp. [Filrg[l"?]:o<—o~-~—>o<—>o_>o..._>o)_

Ezemples: la représentation cuspidale irréductible m, de GL4(F,) étant fixée, on a
avec nos notations

5—1), = [0]e X - %X[0]n,) = [[0], X --- X[0]x,]
s—1l, = (0], X - X[0]n,) = [[0], % --- X[0], ]
[t 15—, = = Un, X5 —t—1ln,] = [[E = 2)n, X[ — ],

Notation: Dans la suite [s — 1], désignera une représentation elliptique quelconque
de type m, de GLgg(F,).

I1.1.2. Foncteur de Jacquet. — Soit P = M N un parabolique de GL; de Lévi M
et de radical unipotent N.

DEFINITION I1.1.2.1. — Pour 7 une représentation admissible de GL4(F,), 'espace
des vecteurs N (F,)-coinvariants est stable sous 'action de M(F,) ~ P(F,)/N(F,).

On notera Jy(7) cette représentation tordue par 5;1/ 2,

LEMME I1.1.2.2. — Soit g un diviseur de d = sg et w, une représentation irréductible
cuspidale de GL4(F,). Pour 1 < h < d, le foncteur de Jacquet vérifie les propriétés
sutvantes:

> st g ne divise pas h, alors

Tnge,([s = 1x,) = Tngr, ([

— e
s—1 s—1

o) = TN o (15— n,) = Iy a (5= 11s,) = (0);

> si h =tg, alors

INegoo ([8 = Un,) = [t = Urogo—ty2y @ [s —t — 1 1—1/23,
—

INigroo ([8 = 1lm,) = [t = Lo g-sy/2) @ I8 = t = ] (/215
-

Ingr . (s =1n,) = [t = Un,-s)/2) @ [ = t = U, (272}

Inee, (s =1lx,) = [t = Lros-n)/2) ® Is =t = Ly (—t/233
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68 CHAPITRE II. CAS IWAHORI

Preuve. — Soit I' = (a;, €;)1<i<r; les résultats découlent alors des propriétés suivantes:

- (IT%]) est de la forme m,{3(1 =) +0(0)} ®- - M {2 (1 —s) +0(s — 1)}
ol o est une permutation de 'ensemble {0, ...,s— 1} soumise a la régle suivante: soit

> JIner,,

1<i<ravece =1 (resp. ¢, = —1), pour tout a3 +---+a;—1 <r<r <aj+---+a;
alors 0=1(r) < o= 1(r") (resp. o=1(r) > o~ 1(r")) ™.

> en ce qui concerne Jy, .
(resp. o71(r) < o7 (1)).

,([T%]) la régle est inversée, i.e. o= (r) > o= 1(r)

,,,,, s

O

I1.2. Preuve du cas Iwahori

Etant donnés une représentation complexe o, de W, et un entier r, o,(r) désigne
la représentation o, ® |cl|”. On rappelle le lemme suivant.

LeMME I1.2.0.3. — Pour tout caractére o : Z — @Z, on a un isomorphisme

Uss, 4.4(To ® (1 o valodet)) = Uy , 4(75) ® (1 0 6)
00 :(g,0) € GL4(F,) x W, — —val(det g) — deg(o) € Z.

Le but est alors d’étendre le lemme précédent en la proposition suivante.

PROPOSITION 11.2.0.4. — Pour tout caractére n, de F.*, en tant que (GL4(F,)@W,)-

o
module, on a

%zfo,z,d(To ® 1) =~ %}g,e,d(TO) ® (10 ® Mo © Cl_l)'

Preuve. — L’isomorphisme de 1’énoncé découle d’un accouplement cohomologique que
I'on va expliciter dans les lignes qui suivent. On considére la catégorie des faisceaux
en Q,-modules sur les espaces considérés. Soit X, I’espace rigide analytique associé
au schéma formel Spf Defy ,, sur /@\ZT muni de la topologie étale de Berkovich (cf. [2]);
on note en particulier X, (resp. X,) sa fibre spéciale (resp. générique). Dans loc. cit.,
l’auteur construit le foncteur des cycles évanescents ¥, tel que pour tout faisceau
T sur X, R, () est le faisceau associé au préfaisceau qui & une extension étale
M, — X, associe le Qy-espace vectoriel de dimension finie H¢(N,,, 7).

Ainsi pour tous faisceaux &7 et F 4, on a une fleche
TO : RO\I/n(gl) ®@e RO\IJW(gz) — RO\I/n(gl ®@2 Fa).
En outre étant donné un élément de A, la correspondance (c1, ¢2) associée fournit

ROV, (F) — RV, (c;F) — ROV, (chT) — ch RO, (T)

(1) Autrement dit ¢ est compatible aux orientations des fléches.
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II.2. PREUVE DU CAS IWAHORI 69

compatible avec TP, c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif:

* R0 * PO CITO * 0
IRV, (T1) ® ¢t ROV, (T ) RO, (T ® Ty)
J/ clzT0 J/

ARV, (T1) ® chROW, (T 2) ROV, (T1 ® Fa)

D’aprés, par exemple, [6] théoréme IT 6.2, on en déduit pour tout ¢ > 0, des fléches
T': R™,(Q) g, R0, (Q;) — R'¥,(Q)
qui, d’aprés la commutativité du diagramme ci-dessus et I'unicité des fléches T, sont

compatibles & I'action de /', i.e. T*(nsy,nsy) = nT%(s1,s2) pour tout n € A ,.
On fixe s € R°V, (Q,) et on considére 'application

T; : R'¥,(Q,) — R'¥,(Q))

définie par T¢(t) = T'(s,t). On vérifie aisément que T2 est un isomorphisme, de sorte
que d’aprés loc. cit., théoréme 6.2 (c) — qui n’est autre qu’une application du lemme

—_—~

des cing — 77 est un isomorphisme pour tout &. On note encore T* et pour s € %OFO’[’d,
T? les applications

)

Y i i i i
T Up, 0a® Up, 00— Up, 000 Ts: Up, 00— Up, 14

En utilisant la notion de module de coordonnées et son équivalence avec celle
de modules divisibles, on dispose (cf. [15]) d’un morphisme Spf Def? — Spf Def’,

s . 1 . 0
dit déterminant, de sorte que I'on peut considérer les cycles évanescents % ,, sur

Spf Def,ll comme un sous-espace de [U(z)?o,e,w Or d’aprés la théorie de Lubin-Tate,

(Ll%m ¢,1 st une représentation de F) x F) x W, isomorphe a €D, 70 ® 1, ® 1o © ™,
ou 7, décrit les caractéres de F,;. Soit alors pour 7, fixé, un élément s, de la

composante indexée par 7, de ‘Zl%m[’l vu comme élément de ‘UOF‘mAd. L’application

i .o ) . . 5e . I 2
T;,. : Up, 4.0 = Up, 4,4 induit alors I'isomorphisme de I'énoncé. O

PROPOSITION I1.2.0.5. — L’anneau Def,,, est muni d’une action de GLq(0,/ M) et
on définit

Defg s := (Defg ) e/ Kom
ot Iw, est le sous-groupe d’Iwahori standard, i.e. I’ensemble des matrices de GLg(8,)
triangulaires supérieures modulo M,. L’anneau ainsi défini ne dépend pas de l’entier

~nr
n > 0 choisi, il est réqulier et semi-stable sur O, , i.e. il existe des coordonnées

ai,...,aq tels que Defgs ~ Fpllas,...,aq]] et limage de m, par le morphisme

~nr —
structural ©, =~ F,[[m,]] — Defy s est égale & H?zl 0.
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70 CHAPITRE II. CAS IWAHORI

Preuve. — L’indépendance de la définition de Defy s relativement & d, découle
simplement du fait que K, , est un sous-groupe distingué de Iw, pour tout n > 0.
Ainsi on a Defg o = (Defd,l)lwo /Kor o3 Tw, /K,1 est isomorphe au sous-groupe
des matrices triangulaires supérieures de GLg(k(0)). On rappelle en outre que
Defgo < Defy ;1 représente le foncteur des structures de niveau 1 sur le £),-module
formel universel sur Defy o = F,[[ao, . ..,aq—1]], & savoir 7¢ + ag_174"1 + - - + ag ou
7 = z9; la structure de niveau universelle sur Defy ; est donnée par une application
F,-linéaire ¢4 : Fg — Defy1 avec t,1(e;) = a} € Defg; ot (e;)1<i<a est la base
canonique de Fg qui vérifient la condition de Drinfeld

d
Td-|-(ld_17'd_l+"‘+a’0: H <X_Z>‘lazl)
(Ai)1<i<d€r(0)? i=1
Par ailleurs, on a Defq 1 ~ F,[[ad, ..., al]], I'action de M € GLg4(x(0)) étant donnée
par la multiplication & droite de M ~! sur Fg. L’orbite sous ’action du Borel standard
de GL4(F,) de la base canonique de Iﬁ'g est le drapeau complet

(0) C Vect(ey) C Vect(ey,ez) C --- C Vect(e,...,eq) = IFZ

Ainsi I'inclusion Defg o — Defgy s+ représente le foncteur des “drapeaux complets” du
noyau X4[m,| de la multiplication par 7, du @,-module formel universel sur Defg g,
i.e.

(0)CcGLCGeC---CGy=2X[m,)

ot les G; sont des sous-F,-modules de X[m,] de rang ¢. En posant
rx)= JI  (x-3 neb),
> hiateG; i

dans Defy 1[X], on a P;(X) = (X4 a;) o P,_1(X) et donc (T+ ag)o---o(T+ai) =
7% 4+ a4_1741 4+ .- + ag. En outre la donnée des o; définit complétement les G; de
sorte que Def, s =~ Fp[[a1, ..., a4]] avec en particulier ag = 7, = Hle 0. O

COROLLAIRE I1.2.0.6. — L’inclusion Defyo — Defy s représente le foncteur des
“drapeauz complets” du noyau Xg4[m,] de la multiplication par w, du ©,-module
formel sur Defgq, i.e. la donnée de sous-F,-modules de rang i, G; telles que
(0) Cc G1 € Gy C -+ C Gq = Zy[m,). Il existe alors des indéterminées a; pour
1 <4< d tels que Defy g ~ Fp[[al, .oy aq)] avec

(T+ag)o-o(T+ar)=144+aq_17 1+ +ap.

THEOREME 11.2.0.7. — Pour tout 0 < i < d, on a

- —

U p.a(Lo) = [0 ,d—i— 1], (=)
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et pour g # 1 un diviseur de d = sg et ™, une représentation cuspidale de GL4(F,),

on a (@l}a’e’d(ﬂo[s]p))lwo = (0) ou Iw, désigne I’Iwahori standard de GL4(8,).

Preuve. — On raisonne par récurrence sur d; on suppose donc le résultat acquis pour
tout h < d, ce qui est vérifié pour h = 1. Commengcons par rappeler un résultat sur
les cycles évanescents sur un schéma semi-stable.

THEOREME 11.2.0.8 (cf. [20]). — Soit X — S = Spec O, un schéma semi-stable, i.e.
tel que localement pour la topologie étale Ox est de la forme O,[t1,...,ta]/ (7o —
H?Zl t;); en notant comme d’habitude U, le foncteur des cycles proches, on a

d

RV, (Q,) ~A'R'Y, (Q,) R'Y,, (Q) = @(@e)fs,i/(@e diagonal)(—1)

i=1

avec X; s localement défini par t; = 0 dans la fibre spéciale X de X.

COROLLAIRE 11.2.0.9. — Pour tout 0 < i < d et toute représentation irréductible
admissible 7, de D} ,, (\Il}mé,d)Iwo est un Q,-espace vectoriel de dimension le

coefficient binomial (dzl) qui est pur de poids 2i.

Preuve. — En effet avec les notations du théoréme précédent, en tout point géomé-
trique z de X, les germes de Ri\IJnD (Qy). sont purs de poids 2i, poids indépendant
du relévement choisi pour le Frobenius. On applique le théoréme avec

X = Spec(Fp[aq, ..., aq]) — SpecF,[m,],

I'image de 7, étant donnée par le produit des ;. Le théoréme de comparaison
de Berkovich donne alors que le i-iéme faisceau des cycles évanescents \Il%j’st de
Spf Defy s; est pur de poids 2i. En outre en notant m,_,s : Spf Defy ,, — Spf Defy s,
le faisceau constant @E,st,no sur la fibre générique de I'espace analytique Spf Defg
est isomorphe a Wnﬁst,no,*(@zm,no avec des notations évidentes. On a

Ri\I’st,nD (ﬂnést,no,*@e) ~ ﬂ—n*»st,so,*Riwn,nD (@Z,n,no)v
soit donc
. . . . I
RZ\IIStﬂ?o (Qf,st,no) = WHHSR&*R“IIW,UD (Ql,n,no) Vo,

Or comme les fibres spéciales sont réduites & un point, on obtient que \Il}i;l o =
(O%, 1.a)""e, ot le résultat. O

LEMME I1.2.0.10 (cf. [28]). — L’espace des invariants sous UIwahori standard de
—

[h —1,d — h]y, est de dimension le coefficient binomial (Z:})
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Preuve. — D’aprés un argument classique (cf. par exemple [3], lemme 4.7), cette

dimension est égale au nombre de fois que Jy,([h,d—h—1];,) contient la

représentation triviale du tore maximal de GL4(F,), ou Ny est le sous-groupe

unipotent maximal du Borel standard et J est le foncteur de Jacquet. Or d’aprés
& T . . . . . .

(28], Jn,([h,d — h —1]1,) est la représentation triviale avec la multiplicité égale au

cardinal de AT, le sous-ensemble de ’ensemble des permutations cf. la remarque

I1.1.1.6, de {1 ., d} telles que A(¢) < A(¢+ 1) pour tout 1 <3 < het A(4) > A1+ 1)
pour tout h < i < d. Le cardinal de A* est alors (Z_}) en effet une fois choisi h — 1
entiers dlstlncts entre 2 et d, on les classe par ordre décroissant, oy > --- > ap_1; on
classe de méme par ordre croissant le complémentaire 8y < --- < [B4_p et on pose
A(i) = a;pour 1 < i < h, A(h) =1, A(h+1i) = B; pour 1 < i < d— h. On vérifie
aisément que 1’'on définit bien ainsi une bijection sur AT. U
11.2.0.11. — On commence dans un premier temps par traquer les sous-quotients

irréductibles de
n—Tnd§rilre) (L{3(d-)} x -+ x 1L.{1(1 - a)}),

i.e. les représentations elliptiques de type 1,. On raisonne par récurrence, le cas d = 1
correspondant & la théorie de Lubin-Tate(®.

PRroOPOSITION I1.2.0.12. — Les représentations elliptiques de type 1, de

lm 12 (M7, R, (@) = IndS5 ) tim 1 (M2 1, R, (@)

I I

— —
sont, avec les notations du §11.1.1, de la forme [t , i ,h—i—1,d—h —t];, (—i —1)
avec 0 < t < d— h; plus précisément pour t =0 (resp. t =d —h, resp. 0 <t < d—h)
on obtient

(T h—i—1), X[d—h—1]1, (resp. [i,h—i—1]1,%X[d—h—1]1,,
resp. (7, h—i— 1)1, X[d—h—t—1)1,)% [t~ 1]1,)

ot par exemple l'unique quotient est de la forme

—_ —

— — — —
[i,h—t,d—h—1];, (resp.[d—h—-1,1,4 ,h—i—1]1,,

— —
resp. t—1,1,4,h—i,d—h—t—1]1,).

Par cela on entend tout d’abord que dans le groupe de Grothendieck correspondant,
les deur ou quatre représentations en question apparaissent simultanément; ensuite
de maniére plus précise, les induites de I’énoncé apparaissent comme sous-espace et

comme quotient (quitte & changer les fleches non précisées).

(?) Le cas d = 2 est prouvé dans [9].
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Preuve. — Elle est similaire a celle de la proposition 1.5.3.9. Soit £, un caractére (non
ramifié) de F*. D’aprés ’hypothése de récurrence on a

—~—

U, g n(€0) = [T h—i— 1]e, ® &(—i)

en tant que représentation de GLy, (F,) x W,. Les représentations elliptiques de type 1,

s’obtiennent exclusivement comme sous-quotient des induites normalisées

GL4(F, . .
n—Indgeaee) 1o{in} x - x Lo{ia}
avec {i1,...,iq} = {3(1—d),..., 1(d—1)} ou encore avec des induites non normalisées
comme les sous-quotients de

Indiedee) 1{is + 21— d)} x -+ x 1Lo{ia + 2(d— 1)},

Dans le groupe de Grothendieck des représentations admissibles de GLg_p(F,) X Z,
on découpe li—H>11 HI (Mfgo, J¢,) suivant les caractéres x, de Z et ensuite suivant les
supports cuspidaux pour GL4_p(F,) ce qui s’écrit Z%,XO Mo ® Xo OU 7, (Tesp. Xo)
décrit les Q,-représentations irréductibles de GLg_(F,) (resp. Z). On en déduit alors
que pour 0 < i< h—1, li_r)nIHg(th ,R'U, (Q,)) est de la forme

So

> mdfe ) (7 h =i = Hlesan, ©10) @ (€oxo) (—0):
£01M0yXo

En ce qui concerne les représentations elliptiques de type 1,, on considére les x, de
la forme £, !(—t), ce qui donne avec les notations ci-dessus i; = %(d —1)—t,...,5p =
2(d—1)—h+1—t, dou le résultat.

Si on ne veut plus simplement raisonner dans le groupe de Grothendieck, on choisit
7o ® Xo un sous-espace (resp. un quotient) irréductible du groupe de cohomologie
précédent. Le reste du raisonnement est alors identique. O

11.2.0.13. — On globalise St ® St, en une représentation automorphe II de D telle
qu’il existe deux places distinctes de 00,0 et des places de ramification Bad de D,
pour lesquelles la composante locale de II est cuspidale; pour ’existence d’une telle
globalisation cf. par exemple [1]. D’aprés le théoréme (14.12) de [24], la composante
isotypique HZ,O [II°°] est nulle pour ¢ # d — 1 et pour i = d — 1 elle est isomorphe, en
tant que représentation du groupe de Weil-Deligne local en o, a Sp(d) ® |cl|*~=9/2 ou
Spy est la représentation spéciale i.e. Sp(d) = Qu(3(1 —d)) ®--- ® Qu(3(d — 1)) en
tant que représentation de W, avec I’action de la monodromie donnée par(®

N Ty (4) = Qu(Lk +1).

(3) Dans le contexte de [16], ce résultat est prouvé dans [27].
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PROPOSITION I1.2.0.14. — Pour tout 0 < i < d, [d — 1], (—1) est un sous-quotient de

[lim H* (M5, R0, (@) ][],
I
Preuve. — En égales caractéristiques, d’aprés la conjecture de monodromie-poids,
pour un schéma & réduction semi-stable, la filtration aboutissement de la suite
spectrale des cycles évanescents coincide avec la filtration définie par les noyaux itérés
de lopérateur de monodromie N (cf. [20]); le résultat découle alors directement de
la description de la cohomologie générique donnée dans [24]. O

LEMME I1.2.0.15. — Soit hgy le plus grand (sl existe) 0 < h < d tel qu’il existe t,j
pour lesquels

—

(.59, d—h—i—1,h—th,(—i—t)
est un sous-quotient de li_H}IHj(Mfg:h, R, (Q,))[II]. Alors pour tout ' > hy,

Cc

>

[(%,%,d—ho—i—1,hg —th,(—i—t)

n’est pas un sous-quotient de limIHg+1(Mf§d;h,,Riﬁ/no (Q)[IT°°].

Preuve. — Si w1, (—% — t) est un sous-quotient de
lim HI (M R, (Qy)) (1]
I

pour 71, une représentation elliptique de type 1,, pour A’ > hq alors pour des raisons

de poids 7, est, d’aprés la proposition I1.2.0.12 de la forme [?, ('7, d—h —i—1,0 —t],.

o

On conclut alors par la maximalité de hg. O

LEMME I1.2.0.16. — Pour tout h' < h et tout 0 <t < h (resp. t = h),

—>

(%, %, d—h—i—1,a,h—t—al,(—i-t), (resp. [h,7,d—h—i—1],(~h—i)),
pour 0 < o < h —t, n’est pas un sous-quotient de
lim 7' (Mo, Ry, (Q)) [1%°].
I

Preuve. — En effet d’aprés la proposition 11.2.0.12, les représentations elliptiques de
type 1, de poids 2(i + t) de 1imIHg—1(M;g;h',Rimlz,,o(@e))[r{“], pour 0 < t < I,

sont de la forme

>

(¢, %, d—HW —i— 1,1 —t],
de sorte qu’en numérotant comme d’habitude les sommets du graphe I'd de %(d -1)
4 (1 —d), on a toujours

... e3(d=1=2(t+d—h-1)) __, g3(d—1-2(t+d—h)) |
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— 5 — . . ,
alors que dans [t,4,d—h—i—1,a,h—t—a];, cette fleche est orientée dans
Pautre sens car o > 0 (pour ¢t = h un simple argument de poids suffit). O

La proposition suivante montre que dans 11.2.0.12, on doit avoir ¢ = 0.

ProrosiTION 11.2.0.17. — Pour i > 0 fixé et pour tout j, t > 0 et h # 0,

—

(,%,d—h—i—1,h—th,

n’est pas un sous-quotient de hEIHg(Mf;—ijh, R, (Q,))[IT>].

Preuve. — On raisonne par I’absurde; soit donc hg le plus grand, idée est de montrer
que cette représentation se retrouverait, a travers la suite spectrale de stratification
et celle des cycles évanescents dans la cohomologie de la fibre générique ce qui n’est
pas d’apreés [24].

La suite spectrale associée a la stratification de la fibre spéciale M7, :
Ey(1,i)P0 = HPY (M7 47, R'9,, (@) = HPM(Mys,, R, (Qy)),

le fait que H® (Mﬁso, R\, (Q,)) soit de poids 2i, la proposition I11.2.0.12, et les deux
lemmes précédents, montrent que pour 0 < t < hg (resp. t = hg) et tout r > 1,

- - - .
To = [t—]., ]., ] ,d—ho—l—l, 1,h0—1]1o(—2—t)
(vesp. mo:=[ho— 1,1, i ,d—ho—i—1];,(—i—t))
est un sous-quotient de liLnIEfO’j*hO (I,1))[II>=]®.
Montrons que pour tout k¥ > 2, il n’existe pas de j et h tels que m,(—i — t)
soit un sous-quotient de liLnIHg+k(]\412’;_10—h7 Ri+1—kq,no (@,))[I*°]. D’aprés la

proposition I1.2.0.12, une représentation elliptique de type 1, de cette derniére
représentation de poids 2(i + t), est de la forme

t+k—1i—k+l,d—h—itk—2h—t—k+1),

en particulier on doit avoird —h —i+k—2<d—hg—i—1soit h>hg+k—1ce
qui contredit la maximalité de hyg.

De méme pour tout & > 2, il n’existe pas de j,h tels que m,(—i — t) soit un
sous-quotient de liLnIHg_k(Mng_h, RF1y, (Q,))[TI*°]. En effet pour h > 0, un tel

sous-quotient elliptique de type 1, de poids 2(i + t) de cet espace, est de la forme

t—k+1i+k—1,d—h—it+k—2h—t+k—1],,

de sorte que ¢ + k — 1 < 4, contradiction. Pour h = 0, pour des raisons de poids, il
faut t = j — 1; le résultat découle alors du lemme suivant.

(4) En fait c¢’est un quotient.
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LEMME I1.2.0.18. — La dimension des invariants sous Iw, de

j—2,1,i,d—h—i—1,h—j+1],

est strictement supérieure a (iJ__IQ) ("fif)

Preuve. — On procéde comme rappelé au lemme I11.2.0.10. Pour donner une
numérotation qui induise lorientation donnée, on peut commencer par donner
le numéro 1 au sommet (i + j — 1)-iéme sommet, puis on choisit ¢ + j — 2 parmi d — 1
qui serviront & numéroter les ¢ + j — 2 premiers sommets. Parmi ces ¢ + j — 2, on en
choisit & nouveau ¢ — 1 pour numéroter les sommets de j — 1 4 i + j — 2. On peut
aussi numéroter avec 1 un des premiers sommets dans une configuration < e —, il y

en a forcément un parmi les ¢ + j — 2 premiers, d’ou 'inégalité stricte. O

Ainsi 7,(—i — t) apparait dans l’aboutissement de la suite spectrale des cycles
évanescents, ce qui n’est pas d’apres [24]. O

COROLLAIRE 11.2.0.19. — Tous les limIHg(Mfg:h,Ri\I/no(@e))[Hoo] sont purs de
poids 2i.

— ——
LEMME I1.2.0.20. — Si [ ,d—h —i,h —1]1,(—1%) est un sous-quotient de

lim HJ (M5 R, (@) (1]

alors h' = h ou h — 1. !

—_— — —
Preuve. — A nouveausi[i,d —h —i,h — 1];,(—1%) est un sous-quotient de I’espace en
question pour A’ > h, alors d’aprés 11.2.0.12
(5,d—h —i—1,T,1 —hh— 11, (=)
aussi. Soit alors hg le plus grand A’ tel que limIHg(Mzdo_h,, R, (Q,))[I™]

,8

contienne
(7 ,d—h —i—1,01,09 h— a1 — oz, (—i)

avec oy et ap strictement positifs. Celle-ci se retrouve alors par maximalité de hg et
par un lemme analogue au précédent, dans l’aboutissement de la suite spectrale de
stratification, & savoir lim H7(Mr s, , R'Y,, (Q,))[II*]. Pour des raisons de poids, elle
se retrouve aussi dans I'aboutissement de la suite spectrale des cycles évanescents; en
effet elle ne peut pas étre compensée par une contribution des points supersinguliers
en vertu de I1.2.0.9, ni d’apres I1.2.0.12 par des R'U pour i’ > i et ni d’apres 11.2.0.17
pour i’ < ¢. On en déduit donc A’ < h.

Sih' < h—1, daprés 11.2.0.12 [7, d—h —1i—1,h —1];, ne peut pas étre un sous-
quotient de hgllﬂg(M;g;h’,Riwno (@)™ car d — h' —i—1>d—h —i; d’ou le

résultat. O
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PROPOSITION I1.2.0.21. — Pour tout0 < h < d—i—1, lim Hh(MI—;i " R, (Q,))[II®

it
admet [ ,d—h—1,h—1];, (—3) comme sous- quotzent

Preuve. — On raisonne par récurrence descendante sur h; pour h = d—i—1, on utilise
le fait que li_H)IIHd_i_l(MLgo, R, (Q,))[II] admet St,(—i) comme sous-quotient.

On rappelle que lim HT =Y (M7 R, (@,))[I*] se calcule comme Dinduite

GL4(F,) i
In dP+d1(F)[ i ],

7’ de GLg4—;—1(F,) et que, d’aprés ’hypothése de récurrence sur les \IIFD,Z,h(lo)’ pour
tout h # i + 1 la partie de poids 24 de
lii,n Héi—i—l( —z+1 Rz (@2)) [Hoo]
I

® 7', d’aprés II. 2 0 19, pour une certaine représentation admissible

est soit nulle pour h < 4, soit, pour h > i+1 delaforme [¢ ,h — 1 —1¢,d — h];,(—i). La

suite spectrale associée a la stratification impose alors que 7’ admet la représentation
Pkttt

de Steinberg [d — ¢ — 2];, comme sous-quotient et donc

lim H{™ (M7 R, (@) 1)

admet [, 1,d — i — 2]y (—%) comme sous-quotient.
Supposons donc la propriété vérifiée pour 1 < h < d — i, i.e. que

lim H2 (M7 47", R'Y,,, (@) [017]

ey
admet [ i,d—h—1ih— 1] ,(—17) comme sous-quotient. En outre on sait cette derniére
n’apparait pas dans I’aboutissement de la suite spectrale des cycles évanescents de
sorte qu’il existe 7,4, h’ tels qu’elle soit un sous-quotient de

lim H] (M ¢~ R" 0, (Q,)) 1]

I
Pour des raisons de poids et d’aprés le corollaire 11.2.0.19, il faut ¢/ = i de sorte
que l'annulation doit se faire dans la suite spectrale associée a la stratification avec
j=hxleth'#h ie [i,d—h—1h—1];, (—i) est un sous-quotient de
lim H)* (M7 ™, R, (@) 1],
I

D’aprés le lemme précédent, on doit avoir ' = h — 1, soit en remarquant encore que
li_n)lIH?_l(MI:’g;hH, R, (Q,))[I] est de la forme

GLq(F,) - 5
In dpddh+1(p)[l,d—h—z]10®7r”

on obtient que 7’ admet [h — 1];, comme sous-quotient et donc que

lim Hp =t (Mg Ry, (@) 1]
I
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78 CHAPITRE II. CAS IWAHORI

admet [(z_, d—h—i+1,h—2];,(—i) comme sous-quotient; d’ou le résultat. O

. — —
COROLLAIRE 11.2.0.22. — Pour tout0 < i <d, ¥ , 4(1,) admet [i,d —i—1];,(—4)

comme sous-quotient.

If_reuve. — D’apreés la proposition ci-dessus, hglchl (Mi;}o—l,Ri\IJ% (Q,))[I*] admet
[i,d—14—1];,(—i) comme sous-quotient. Cette derniére représentation ayant des
vecteurs fixes sous I'Iwahori Iw,, et comme
lim H' (Mp,s,, R"y,(Q,)) %]
I
n’admet pas comme sous-quotient celle-ci, la suite spectrale associée a la stratification
implique que lim H° (M}i’go7 R'U, (Q,))[II°°] admet [7, d —i—1];,(—%) comme sous-
quotient. Onaillise alors la proposition (15.2) de [3], cf. IV.7.1.19, qui donne un
isomorphisme (D3°)* x W,-équivariant
le H° (Mfl,go7 Ri‘I’no (@z)) = Homﬁg ((g%o)v: %iF‘D,é,d)
I

ot D est ’algébre & division centrale sur F dont les invariants sont ceux de D excepté
en les places 00,0 ol ils sont respectivement égaux a —1/d et 1/d, soit en particulier
D, ~ D, 4, et ou E?%o est lalgébre de convolution des fonctions localement constantes
sur D*\(D$°)*. Le résultat découle alors directement d’une correspondance de
Jacquet-Langlands globale entre Il et une unique sous-représentation de i?%o de
multiplicité 1; concrétement 1’ensemble des sous-représentations 7°° de i?%o telles
que 7°° ~ [1°°° est réduit & un élément de multiplicité 1. Ainsi le lemme de Schur

donne
Up, 4.a(1o) = lim H*(M{; , R, (Q,))[11]
I
en tant que représentation de GL4(F,) X W, d’ou le résultat. ]

Ainsi d’aprés 11.2.0.9 et 11.2.0.10, il ne reste plus de place dans ‘M%m[,d(lo) pour
d’autres représentations ayant des vecteurs invariants sous I'Iwahori Iw,, autres que
les

(7, d—i— 1), (~i).
De la méme fagon pour toute représentation irréductible 7, de DOX7 4 qui n’est pas
dans la classe d’équivalence inertielle de la représentation triviale, \Il%m e, 4(75) n’admet

comme sous-quotient aucune représentation ayant des vecteurs invariants sous Iw,.
O
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CHAPITRE III

DESCRIPTION DE LA SOMME ALTERNEE DES
GROUPES DE COHOMOLOGIE

Introduction

0.1. — Le but est de calculer la somme alternée des groupes de cohomologie des
systémes locaux de Harris-Taylor. La démarche est classique: il s’agit tout d’abord
d’utiliser la formule des traces de Lefschetz-Fujiwara et donc de compter les points
fixes sous l'action d’une correspondance de Hecke tordue par une puissance assez
grande du Frobenius et ensuite de transférer les intégrales orbitales obtenues afin de
reconnaitre le coté géométrique de la formule des traces de Selberg. On en déduit
alors un calcul de la somme alternée des groupes de cohomologie du modéle local de
Deligne-Carayol. Dans le cas Iwahori, des arguments de pureté nous redonnent les
résultats obtenus & la fin du chapitre précédent.

0.2. — Dans un premier temps §III.1.1, on donne une description adélique des
points géométriques des variétés d’Igusa de seconde espéce: on ne fait ici qu’adapter
les résultats de [24]. On compte alors §III.1.3, les points fixes sous laction des
correspondances de Hecke et d’une puissance arbitraire du frobenius en o. Ce
comptage se fait en termes d’intégrales orbitales; & nouveau ces résultats sont une
réadaptation de ceux de [24], les fonctions de transfert de la proposition I11.1.6.3 étant
prises dans [16]. Par une application de la formule des traces de Lefschetz-Fujiwara

et de Selberg, on en déduit alors, au théoréme II1.1.7.2, le calcul de [Hj , |

0.3. — Le dernier paragraphe est consacré au calcul, théoréme II1.2.1.1, de la
représentation virtuelle [\Il/}::d(ro)], oll 7, est une représentation irréductible
quelconque de DOX’ 4 Ce résultat est I’équivalent dans notre cadre du théoréme VIL.1.5
de [16]. En particulier comme d’apreés le corollaire 11.2.0.9, pour tout 0 < 7 < d et
toute représentation irréductible admissible 7, de D: & (\Il%ml’ 2)¥e est pur de poids
2i, le calcul virtuel II1.2.1.1 redonne bien le théoréme I1.2.0.7.
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IT1.1. des systémes locaux de Harris-Taylor

L’essentiel des résultats est déja présent dans [24], il suffit simplement de les
adapter aux variétés d’Igusa.

II1.1.1. Description adélique de M; 5 (F,)

DEFINITION III.1.1.1. — Un ¢-espace (V,¢) sur &(o), est un F ®p, k(0)-espace
vectoriel V' de dimension finie, muni d’une application F' ®p, Frob,-semi-linéaire
bijective,

p:V—V.

Etant donné un 9-faisceau elliptique (&;, ji,t;), soit V; = &;, la fibre de &; au
point générique n ® Fq de X ®p, Fq; pour tout i, les j; induisent des isomorphismes
Vi~ Viy1. Onnote V. = Vj et ¢ : V — V T'application bijective F' ® Frob,-semi-
linéaire induite par tg: (V, @) est un p-espace. L’action de D sur V' commute & ¢ et
donne un homomorphisme de F-algébre: ¢ : D°? — End(V, o). Le triplet (V,p,t) est
appelé la fibre générique du D-faisceau elliptique (&;, hi, t;).

DEFINITION II1.1.1.2. — Deux 9-faisceaux elliptiques de caractéristique o sur Fq sont

dits isogénes si leurs fibres génériques sont isomorphes.

Si x est une place de F', on considére le F,-module de Dieudonné
(Var 0z) = (Fe®FV, Fe®rp)
muni du morphisme de Fj-algébre A\, : D% — End(V,, ¢,). On pose
M, = H°(Spec(0:87(0)), &),
qui est un P -réseau de V,; stable sous A, (DP).
ProPoOSITION II1.1.1.3 (cf. [24], prop. 9.4). — La construction ci-dessus définit une

bijection entre l’ensemble des classes d’isomorphismes des D-faisceauz elliptiques
sur k(o) et l'ensemble des classes d’isomorphismes des paires

((‘/a (PvA)a(Mw)zelX\)
ot (V,p) est un p-espace de rang d*> sur F ® K(o), A : D°° — End(V,¢) est

un morphisme de F-algébres et (M;).¢|x| est une collection de D-réseauz des
F,-modules de Dieudonné (Vy,¢,) = (Fx®pV, Fo®pp) qui vérifient les propriétés
susvantes:

(i) si z = 00, on a®

(poo(Moo) D M, (Pgo(Moo) = wgolMOO7 dimk(o) ((Poo(Moo)/Moo) =d;

(1) On a supposé pour simplifier deg(o0) = 1.
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(ii) six =0, on a
@oM, C po(Mo) C M,,
le k(o) ® K(o)-module M,/p,(M,) est de longueur d et il est supporté par
la composante connexe de Spec(k(o) ® (o)) correspondant & Uinclusion
k(0) = K(0);
(iii) six # 0,00, on a
Pz (Mz) = My;

(iv) toute base du F ® R(o)-espace vectoriel V appartient et engendre le 0,& (0)-
sous-module M, de V, pour presque toutes les places x # 0,00 de F.

DEFINITION II1.1.1.4. — Une p-paire (ﬁ, ﬁ) est un couple formé d’une F-algébre ﬁ,
commutative de dimension finie et d*un élément II € F'* ®Q qui satisfait & la propriété
suivante: pour toute F-sous-algébre propre F’ de F , II n’appartient pas a F'* @ Q C
FX®Q.
A tout p-espace (V, ), Drinfeld associe une ¢-paire (cf. [24], A.4).
PROPOSITION I11.1.1.5 (cf. [24], prop. 9.9). — Soit (F,II) la o-paire associée au -
espace (V,p). On a alors les propriétés suivantes:
(i) F est un corps et [F : F) divise d;
(ii) Foo ®p F est un corps et si 00 est l'unique place de F divisant 00, on a l’égalité
deg()(TT) = —[F : F)/d;
(iii) 4l existe une unique place 0 # o0 de F telle que 5(ﬁ) # 0; de plus 0 divise o;
(iv) on a Uégalité h = d[F5 : F,)/[F : F), ot h est lindice de la strate & laquelle
(&iy Jis ti) appartient.

COROLLAIRE II1.1.1.6. — L’algébre End(V,p, \) est une algébre & division centrale
sur F' de dimension (d/[F : F])? dont les invariants sont donnés comme suit:

—[F:F|/d si T =00,
invz(End(V, ¢, \) =< [F: F]/d si T=0,
[F : Fylinv,(D)  sinon
pour tout place x de F' et toute place T de F divisant .
DEeFINITION II1.1.1.7. — Un (D, 00, 0)-type est une @-paire (ﬁ,ﬁ) telle que:
(i) F est un corps et [F : F] divise d;
(ii) Foo ®F F est un corps et si 00 est 'unique place de F divisant 00, on a
deg(50)55(IT) = —[F : F)/d;

(iii) il existe une unique place 0 # oo de F telle que 5(ﬁ) # 0; de plus o divise o;
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(iv) pour toute place z de F' et toute place T de F divisant z,on a

(d[F5 : F,)/[F : F))inv,(D) € Z.

THEOREME II1.1.1.8 (cf. [24], th. 9.13). — L’application composée
(6iaji7ti) — (‘/7 Qaa)‘) — (ﬁ’ﬁ)a

qui & un D-faisceau elliptique défini sur K(o) associe son (D, o0,0)-type, induit
une bijection de l’ensemble des classes d’isogénie des D-faisceaux elliptiques définis

sur k(o) sur ’ensemble des classes d’isomorphismes des (D, 00, 0)-types.

Toujours selon [24] (9.12), la bijection inverse est la suivante. Etant donné (F,II),

“177 )

soit (W, 1) “le” ¢-espace sur k(o) qui lui correspond et soit A “I”’algébre a division

centrale sur F dont les invariants sont
[F: F)/d si 7% = o0,
invzgA =1¢ —[F:F]|/d si 7 =0,

[F5 : Fylinv, (D) sinon

pour tout place x de F et toute place z de F divisant z. En particulier A est de
dimension (d/[F : F])2 sur F et D°®®p A et My(End(W,1))) sont des algébres simples
centrales sur F de méme dimension et possédant les mémes invariants en toute place
de F. En vertu du théoréme de Skolem-Noether, on choisit un isomorphisme

a: DP @p A — My(End(W, )
et on pose (V, ) := (W,9)%. On obtient alors un homomorphisme de F-algébre
L2 DOP 22081, pop @ A 2, My (End(W, b)) = End(V, ¢)

tel que le commutant de ¢(D°P) dans End(V, ¢) est I'image de A par ’lhomomorphisme
de F-algébre

A 22188, Do @ p A —2 s End(V, @)

Remarque : si (ﬁ,ﬁ) est un (D, 00, 0)-type associé & la strate h, on a les injections
d’algébres A®° — D% A := A% — My_(F,) et AS:= Az < Do .

ProproSITION II1.1.1.9. — Soit (ﬁ, ﬁ) un (D, 00, 0)-type associé a la strate h. Il existe
pour tout idéal I de A, une bijection de jlzo’fm(s)(ﬁ(o))(ﬁ fiy avec le quotient

A\ (D) Ko X GLa_n(Fo)/Kom x D3, /(1 + T8 Do 1)) -
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De plus si (j;fm, (s'),c1,c2) est une correspondance de Hecke naturelle® sur
J;’fm (s) associde & un élément (9°°°°, g5°, (95, 0, 00)) de (D) * X GLg—p (Fo) X 5@
la correspondance induite par ces bijections est

D>0)% Lg_n(F. D}
AX\[( Aoo,g % G d h( o) > sj:ilz ]
KA’[O Ko,m (1 + Ho,h @07}7,)
C2T
D) GLg_p(F, Dy
Ax\[( Aoo’(? % G d h( 0) % S/Oihi
KA,JD Ko,m’ (1+Ho,h @o,h)
011/
D>0)% Lg_n(F, D}
T s Y
KA,IO Ko,m (1 + Ho,h @O,h)

ot ¢y est induit par les inclusions
K7 CKY, Kom CKom, (1+1I19D,,) C (141545 Do p)

et ol co est induit par la multiplication & droite de (g°°°)~! sur (D3°°)%, de (¢<*)~*
sur GLg_n(F,), et la multiplication o gauche de §, sur D:h.

Preuve. — En vertu de [24], §9 et § 10, JI:o}fm(R(o)) est en bijection avec
AN\[(DF°) /Ko X GLa_n(Fo)/Kom X Z]

ou l'action de (D;°)* x GL4—p(F,) se décrit comme dans 1'énoncé. L’action
d’un élément g5 de GLj(F,) n’intervient que sur la composante Z. Le groupe
PSL4(F,) étant simple, ’endomorphisme de Z associé & g¢ est la translation de valeur
k.val(det(g,)), pour un certain entier k: en prenant pour g¢, ’élément w, du centre,
en utilisant la proposition B.10 de [24], on obtient £k = —1. En outre d’apreés loc. cit.,
le frobenius géométrique en o agit par translation de valeur —1 sur la composante Z.
Le résultat en découle alors de maniére immédiate, en identifiant Z x @:, h avec DZ 1
ot l'on envoie (n,d,) sur II7 6. O

I11.1.1.10. — On rappelle, selon loc. cit., que le couple (ﬁ,ﬁ) est construit de la
maniére suivante. Soit th I’ensemble des classes de conjugaisons d’éléments de D*.
Soit alors v € th et F/ = F[y] tel qu’il existe une unique place oo’ au-dessus
de oo ainsi qu'une unique place o' au-dessus de o vérifiant o'(y) # 0 avec h =

(@ Le. comme dans [24].
(3) J° est donc tel que Ko C Kiojo N (g=°) 1K %09%°° et m' tel que K, ;v C Kom N
(ggt)_lKo,mggt'
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d[F}, : F,]/[F': F]. Soit donc II' € F’ tel que co’(II') # 0, o'(II') # 0 et 2'(I') = 0
pour tout 2’ # oo’,0’. On définit alors F = HZ% F[(I')"] et IL. Le couple (F,II)
est ainsi un (D, 00, 0)-type associé a la strate h et tous ceux-ci sont obtenus par ce
procédé. Un tel élément v € D* est dit elliptique en co et de type h en o: son image
dans A définit un élément § € Af. On a ainsi F C F' = F[y] = F[§] C A ainsi qu'une
inclusion naturelle: A3>® < Dg>°. Précisons la situation en la place o. A conjugaison

prés, on peut supposer que
Y= (’Ystvfyg) € GLd—h(Fo) X GLh(Fo) C GLd(Fo)

avec F,[y¢'] = (F')Y C My_n(F,) et F,[y5] = F!, C My(F,). On obtient ainsi des
injections naturelles

(A = (AD)* — GLa_n(F,) et (A :=AF — DJ,.

II1.1.2. Description adélique de E;(R,). — On considére désormais les
structures de niveau a l'infini comme au paragraphe 1.1.4.

En termes de la description I11.1.1.3, I'application sur les variétés sans niveau
Too & J% — My
se décrit comme suit. Pour tout
(V.. 0), (Mz)ze)x|) € Mo ((0))

801t io0,0 : Spec(R(0)) — Spec(k(co)) son pole, i.e. le support du k(co0) @ K(0)-module
Voo (Mso)/Ms. Via lidentification Do ~ My(Hs ), I’équivalence de Morita donne

(Vom(poo) = (Véoagpéo)d et Mo = (Méo)d
On note M le dual du O, & &(0)-module libre M/ _, de rang d, et soit @/ : M’ — M.,

la restriction de I'application 4’ : V. — V. duale de ¢/,_.

PROPOSITION I11.1.2.1 (cf. [24], p. 274). — L'ensemble Mg(R(0)) est en bijection
avec l’ensemble des classes d’isomorphismes des triplets

((‘/7 b, )‘)7 (Mx)ze\Xh (V) Ol))
o ((V’ ¢7 )‘)’ (Mz)wE|X\) appartient & MZ(R’(O)) et
v : Spec (k(0)) — Spec (k(00)q)

est un relévement de i o €t

a:Naq AN Méo
est un isomorphisme de O ® R(0)-modules qui commute avec les 1. L’application 7o
envoie (V, ¢, X), (My)zexs (@) sur (V,d,A), (My)geix|) et D% ~ D > Z/dZ.
agit comme décrit au paragraphe 1.1.4.
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On rappelle qu’étant donné un (D, oo, 0)-type, (ﬁ, fI), on a une inclusion d’algébres

A — End(Ng,1, ¢q,1)-

On identifie End(Ng 1, ¢q,1) avec (D )°P de sorte que I’on obtient une inclusion A* —

((Dso)P)* ~ DX . On note j;}fm (s) le produit fibré

“=h =h —
Io,m(s) = IO’m(s) X Mo MIO.

COROLLAIRE 111.1.2.2. — Soit (F,II) un (D, 00, 0)-type associé  la strate h. Il existe

—_~—

pour tout idéal I de A, une bijection de jI:ohm(s)(R(o))(ﬁ fiy avec le quotient

A\[(DZ/@5) x (D) JK2fe X GLa—n(Fo)/Kom x D}y /(1 + T D, 4)].

. =h

De plus si (J 0 ,,/(s),c1,c2) est une correspondance de Hecke naturelle® sur
=h o s

7o.m(8) associée & un élément

(goo’goo,o’g(eyt, (9275070'0)) € (Eéo/wfo) X (DKOVO)X X GLd—h(Fo) x N,

1a® correspondance induite par ces bijections est

— D) GLg—n(F,) Dy,
A\ /) x L) 9 ’
[ Kop Kom (1414 @O,h)]
CzT
= (D) GLg—n(Fy) Dy,
AX\|(DX Jwh ) x ~=A x x 2
[ KXC::]?J Ko,m’ (1 -+ Hi;’_l @o,h):|
611/
— DOO’O)X GLd_h(F) th
AX D>< 7 X ( A X o x o,
[P/ K r Kom (141035 @oyh)]

ot ¢y est induit par les inclusions
KK’)"JO C Kx}oa Ko,m’ - Ko,m) (1 + H;}Tl @o,h) C (]- + Hz:zl @o,h)

et ot co est induit par la multiplication & gauche par g, sur (DX /w%), a droite de
(g°°°)~1 sur (D)%, de (¢2°) ™! sur GL4_p(Fy), et la multiplication & gauche de &,
sur D:h.

) Le. comme dans [24].
(3) J° est donc tel que Ko C Kiojo N (g=°) 1K %09%°° et m' tel que K, v C Kom N
(ggt)_lKo,mggt'
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Remarque : Papplication

(F Im) - J F gy — Spec(r(c0)a)

est induite par l’application D(fo/wOo — Z/ddeg(c0)Z qui envoie (n,d) sur n +
deg(o0)oo(rn(d)) modulo d deg(co)Z.

II1.1.3. Comptage des points fixes. — On fixe un sous-groupe normal K., C
(DX /wZ) et on note

M(s) = 7" (5)/ Koo

qui est donc muni d’une action du produit @;h/(l + 1501 D, 1) x (DX /w%, )/K
et d’'une action par correspondances de Hecke associées aux éléments ¢°>° =
(9%, 95") € (Dg°)* x GLa—n(Fo):

ott M (g>°,s) est le quotient

( l&l j;’fm(s))/(Kg"’}ﬁ N (goo,o)—lKXOIggoo o) % Ko m N ( ) 1Ko mgﬁt

I°m

et ot la correspondance est induite par

OO 0\ X L _ F D><
A\[ %/ X(ooo) i GLa-n(Fo) i}fx]
K K, jo Kom A+13% D)
-
«\ [ DX /w5 (D%~ GLg—h(Fo) Dy,
A \{ - X 00,0 00,0)—1 ()OOX et)—1 etx s+1 }
Koo KA,I" ( ) K [ g Ko,m m (go ) Ko,mgo (1 + HOJL @O,h)

|

A%\ [Béi/wfo L D) GLan(F,) Dyn ]
Koo Kgf)ig Ko,m (]- + Hf,fhl @o,h)

ol
1[0 (K 70 N (9%0) T K297, he (Koim N (95) ™ Komgsh), do(1 + T4 Dy )]
= [h K0 he Ko my do(1 4+ TIH Dy 1)),
ca R (K2fe N (g%°) T K212 9%%), hg (Ko N (95Y) ™ Ko,mgSh), do(1 4+ T1 3 Do )]
= [1%°(g°°) T K50, hEH(92) T Ko my do(1+ T3 Do ).
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REMARQUE II1.1.3.1. — Dans cette description l'action de
(95,00,00) € Ny C GL(Fy) x D)), x W,

sur M(F fiy est donnée par la multiplication & gauche de J, sur la composante
D/ (L + 155 Don).

DEFINITION II1.1.3.2. — Pour r > 0, go, € (DX /w%) et 6, € @:h, on note

Fix> " (§oo,s 00, S, §°°°, 5)

I’ensemble

{m e M(g%?,5)(F,) / (g5, 1L, 419D =75, Frobl)(ci(m)) - goo K oo = c2(m)}.

LEMME I11.1.3.3 (cf. [24], lemme 11.1). — Les ensembles Fix:"(8,,9¢,9%°,s) sont
finis pour r > 0 et chacun de ces points fizes est de multiplicité 1.

On décompose ces ensembles, suivant leur (D, 0o, 0)-type
Fix:h(gooa(somqoa H FIX 9007 07925900,5? 8)(ﬁ’ﬁ)
(F.0)
ol la réunion porte sur les (D, 00, 0)-type associés 4 la strate h.

Soit (F,II) un (D, 00, 0)-type associé & la strate h et soit A Ialgébre a division
centrale sur F' correspondante. On note Ahx un systéme de représentants des classes
de conjugaisons dans A* et pour § € A%, soit AJ le centralisateur de § dans A*.

PROPOSITION I11.1.3.4. — L’ensemble Fix:"(joo, 00, g5, 9%°, 5)(ﬁ fiy est la réunion

disjointe des doubles classes

I A% [hec Koo, K0 he Koy i, do(1+ T3 D, )]
6eAhX

telles que
(EOO)—l(;BOO c §oof?oo, (hoo,o)—l(;hoo,o c Kgfiggoo,onI,g’

(hSH)16hS € KomgS Kom, 6 € I Y00l 11 4 13419, )

Preuve. — D’aprés la description des correspondances de Hecke donnée ci-dessus,
A [hoo K oo, W20 (K710 N (9%°) LK 129%),
hg! (Kom N (95°) ™ Koymgs'), do(1 + T33! Do 1)
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appartient a Fix>"(8,, g¢, g°°, s)(ﬁ i) si et seulement s’il existe § € A%, koo € Koo,
ko0 € Koo, kSt € Kom et ks € (1+ 11551 D, 1) tels que

hoogoo — 5]_lookooa hoo0 — 5hoo,o(goo,o)flkoo,o’
het = ShSt(geh) RS, d = OIL Y5 gk,
soit, si et seulement s’il existe 6 € A* tel que
(o) "L0hoo € Goo K oo, (R°)T15R2° € KKJI’ZQ"O’O,
() ~16hSt € K,mgst 6 €10, ;val(detws)) 5 A+ 5 Do );
en particulier, on a o(rn(d)) = r + val(det g¢). L’application
ho0 (Koo N (g%°) T KR 10g™%) — K50
(resp. hgt(Ko,m n (ggt)_lKo,mggt) — h?)tKo,m)
de ’ensemble des classes satisfaisant
(h°°) 1R € K%0g°°  (resp. (hS") ™' 0hS" € Komgl')
dans I’ensemble des classes vérifiant
(ho°)"16h>0 € Kpjog™ Ko (vesp. (he')™'6he' € Komg Kom)
est clairement bijective. Le résultat découle alors du lemme suivant. O
LEMME III.1.3.5. — Pour tout h*° € (D3°)*, h¢* € GLq_n(F,) et d, € D}, ,

le seul élément § € A* tel que (h*°)716h>>° € K12, (hS')7'0hS' € Kom et
o(rn(8)) = 0 est 'identité.

Preuve. — Cf. [23], (3.2.6). O

I11.1.4. Intégrales orbitales. — Pour tout § € A*, soit
(D)5 (vesp. GL4—n(Fy)s, resp. (Dop)y, resp. (DX)s)

le centralisateur de § dans (D} °)* (resp. GLq—p(F), resp. D, , resp. DX). On fixe
une mesure de Haar,
dh>° (resp. dh, resp. dhoo)

o

sur (D37%)* (resp. GL4_p(F,), resp. DX /w’ ) normalisée par
vol(K 1%, dh°°) =1 (resp. vol(K,m, dh§) = 1, resp. vol(Koo, dhos) = 1).

Soit
B (osp. Ansly, xesp. s, resp. )
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une mesure de Haar sur (D)5 (resp. GLa—n(Fy)s, resp. (Do), resp. (DX)s/w%)
et soit dé’ la mesure de comptage sur AJ. Soit alors

o0 (resp. fSF) resp. foo)
la fonction caractéristique de
Kgf’jggoo’onﬁ (resp. Ko m9S Kom, TeSP. JooKoo)

dans (D}7°)* (resp. GLy—_p(F,), resp. DX /wZ). On introduit alors les intégrales
orbitales

o ~ o .- _dh
O(S(foo; dhoo,é) = /7 o foo((hoo) 16hoo) = ’
(DX%)s\D% dhoo,s
0,0 00,0 00,0 00,0\ —1 ooodhoop
06(.f ’ adh(s ’ ): f ’ ((h ’ ) dh> )dhoo,o’
(D3> ) F\(D§> ) 5
dhet
O st anty) = [ feH (e~ Lonst) s
GLan(Fo)s\ GLa_n(F) dhy’s

Ces intégrales sont absolument convergentes et on introduit le volume V' défini par
_ z o0 dhg°dhets
vol(AX\((D%)s/@%) X (D)5 X GLucn(Fo)sl, —>-22).
Pour tout 6 € A*, I'inclusion d’algébres
A — D°  (resp. A% — My_p(F,), resp. AS < D, p, resp. A — DP),
induit un isomorphisme de groupe

(A%)5 = (D)}

(resp. (AS)S =~ GLg_p(F,)s, resp. (AS)F =~ (Dop)5, resp. (AX)s ~ (DX)s). En
particulier la mesure de Haar dheo s x dh5™7 x dhgfé induit une mesure de Haar dhs
sur (A))s/wk.

LemMME II1.1.4.1. — Le volume V est égal au volume

dhs
vl (A\(B )5/, S20).

Preuve. — Cf. [23], (3.3.4). O

Soit Lef" (§o, 0o, 95,9°°, 8) 7,51y le cardinal de Fix" (oo, 0o, 95,9, 8) 7 i)

D’aprés ce qui précéde Leffh(goo, 80, 95,9%°, s)(ﬁ’ﬁ) est égal &

dhs
ZX VOI(A;\(AX)(S/W%O, W)
seA r T 00,0 e e
; X O5(foos dhoo,s)Os(f°°, dhg ) Os( t,dhofé).

r+val(det g§) (—1 s+1 o
sem, 5o (I+TZT Do 1)
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LEMME II1.1.4.2 (cf. [23], 3.4). — La construction de la fin du paragraphe III.1.1
définit une bijection naturelle

{7 € th ; v est elliptique en oo et de type h en 0} = H {5 € Ahx}
(F,T0)
ol (ﬁ,ﬁ) décrit l’ensemble des (D, 00, 0)-type associé a la strate h.

Soit alors v € th elliptique en oo et de type h en o et soit ((ﬁ,ﬁ),é) le triplet
correspondant.

> On peut voir DX comme une forme intérieure de DX = GL4(F) et si 7 €
DX est le transfert de v € DX défini & conjugaison prés, 7 et 'image de § € AX

dans DX sont conjugués dans DX ;

X; on peut alors identifier le centralisateur (DX )

de 7 dans DX avec (AX)s.
> Comme AS™° est le centralisateur de F dans D™° avec F C F' = F[y] =
F[5] C A, le centralisateur (Dg™?)X de vy dans (D ?)* coincide avec (AL™?)5

> De méme comme A (resp. AS) est le centralisateur de F? (resp. F5) dans
My—n(F,) (vesp. Dop), le centralisateur GLg—p(F,)yer (resp. (Dop)ie) de 75t
(resp. 75) dans GLg—n(F,) (resp. D/ ) coincide avec (Ag)5 (resp. (AS)5).

La mesure de Haar dhs = di_zoo’(;dhgo’o x dhe% x dh, s sur (A*);s définit alors une

07

mesure de Haar dhf (resp. dh‘o’fv,

(Do,n)5)- Soit comme précédemment y € th elliptique en oo et de type h en o et

resp. dh, ) sur (DR)5 (resp. GLg—p(Fy), resp.
soit ((F,II),6) le triplet associé. Le centralisateur DX de v dans D> est une forme
intérieure du centralisateur A de § dans A*.
LeEmME II1.1.4.3. — On a
1 AX AX 7 d6A)5 _ 1 D>< D>< 7 dhAa’Y
vo 5\( A)é/wmﬂ dé’ = Vo 'y\( A)'Y/woo7 dhry .

Preuve. — Cf. [23], 3.5. O

Soit thh un systéme de représentants des classes de conjugaisons de D* elliptiques
en oo et de type h en o.

Remarque. — Soit v € thh et § € Ahx I’élément qui lui est associé d’aprés le lemme
I11.1.4.2. L’image de § par inclusion (D>°)* < (D;>°)* est conjuguée a y € D* C
(D5°)*. De méme en notant 6¢° (resp. &,) l'image de § dans A%t — My (F,)
(resp. AS — D, ), si ¢S est un élément semi-simple de GLj,(F,) de méme polyndme
caractéristique que 45, alors (g2', g¢) € GL4(F,) est conjugué a v, € DX.

Soit g5* € GLa—n(Fy) (resp. g, € D;;,) dans le support de f5* (resp. de fo)- Si g¢
est un élément semi-simple de GLy,(F,) de méme polynoéme caractéristique que g,, le
centralisateur de (¢¢, g5) dans GL4(F,) est le méme que dans GLg4_,(F,) x GLp,(F,);
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il suffit en effet de remarquer que 1’on a pris 7 > 0 pour la définition de f,. Ainsi étant

donnée une mesure de Haar dh et oy sur GL4(F,) on lui associe les mesures

(gg*,95)»
de Haar dhget et dhge. On obtient alors la proposition suivante.

ProrosiTION I11.1.4.4. — On considére, comme précédemment, les mesures de Haar
dheo, dh™. Pour ~y € DE;, on fize une mesure de Haar dhp y = dhoo,y X dh3® sur le
centralisateur (D)) /@, dans D) /w5, et soit dh. la mesure de comptage sur D
Soit 7 € DX, défini a conjugaison pres, le transfert de v; son centralisateur (D)5
dans DX est une forme intérieure de (DX ); soit alors dhoo 5 le transfert de dh oo -,
la mesure de Haar sur (DX)5/wZ%,. On note

€oo() = (_1)d/[Foo [V]:Foo]—1

le signe de Kottwitz a Uinfini de v. En posant f = f°f le nombre de Lefschetz
Leffh(goo,éo,gg,go"’a, s) est alors donné par

dhy
> €oo(7)VOUDI\ (D) [l =)
val(det g€)+r .1 dh'Y
’YEDhXhﬂCh(HOﬁ °7 06 )

O‘V(JFOO7 d’_loo,’?)o'y" (foa dhi)Oggt( gtv dhggt)
ol

> C’h(Hg‘whéo_l)) désigne l’ensemble des v conjugués a un élément de la forme
(9, g%) avec g¢¢ € GL4_n(F,) et g@ € GLy(F,) semi-simple de méme polynome
caractéristique que Hahdo_l;

> dhggc et dhge sont respectivement les mesures de Haar sur GLd,h(Fo)ggt et
GLy(F,) associées & la mesure de Haar dh, , par le procédé rappelé ci-dessus.

IT1.1.5. Formule des traces de Lefschetz. — On fixe une représentation
irréductible

0 : DX Jwl — GL(L)
sur un Q,-espace vectoriel de dimension finie L, qui est définie sur une extension finie
E) de Q; dans Q, et qui est continue pour la topologie pro-finie sur DX et la topologie
¢-adique sur GL(L). Ainsi ps, se factorise & travers un quotient fini (DX /w%)/K o,
pour K., un sous-groupe ouvert normal. Le revétement j;hm(s) — j?ohm (s) et poo

o = . =h
définissent un Q,-faisceau localement constant £, sur 4., (s).

II1.1.5.1. — Soit de méme 7, une représentation irréductible admissible de D, et

T -, le systéme local sur J To}fm

associé a la restriction de 7, & @:,h et au revétement

R =h =h . G R .
d’Tgusa de seconde espéce 7, (00) = I, Soit H 7’7 la Q-algebre des fonctions
localement constantes & support compact

foo : (DKO’O)X X GLd_h(FO) — Q
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qui sont K;5"° x K, m,-bi-invariantes par translations a droite et a gauche; le produit
est donné par le produit de convolution avec la mesure de Haar dh®° x dh¢. Une
base de # 7. est donnée par les fonctions caractéristiques

1KIO?)VDQOQ,DK})ZVD X 1K0,mggtKo,m

des doubles classes K72 °K° C (D) (vesp. KomgS ' Kom C GLg_p(F,)),

00,0

ol g (resp. ¢g*) décrit un systéme de représentants de ces doubles classes. Pour

tout (g°°,¢c") appartenant a (D3 °)* x GLg4_p(F,), on a une correspondance de
Hecke

hm j

y c2(s)

“=h =h
I",m(s) -~ - - - - - - - -~ Io,m(s)
Cette correspondance agit sur chaque
i i/ =h _
H;L,I",m,poo,ro = HZ(jID,m ®H(O) K(O), fpoo ® g"’o)
et cette action dépend seulement des doubles classes

00,0 00,0 [00,0 et
K o797 K" X Komgy Kom.-

II1.1.5.2. — On obtient ainsi une action de ﬂﬁi sur H};,Io7m7pw770. D’aprés la
remarque III 1.3.1, C.(D Xh/@>< ) agit sur H,’l 19,mpo0 7o et son action commute &
celle de . Dans le groupe de Grothendieck de # 75’ ° o X Ce (th/@ 1), on note
2d—2h
(Hp 1o.m,po ry) = Z (_1)d_h_i[Hii,lo,m,pw,ro]'
=0

Avec K , choisi comme ci-dessus, on note aussi

2d—2h —
P —h—i i —hn _ _
[Higoms | = Y, (D) HAS 710 (5) @rio) R(0),Qp)]
=0
dans le groupe de Grothendieck de (DX /w%) x ﬂ?ﬁfn x . On notera bien que

ﬁ\f//@xh est isomorphe a GLp(F,) x W,. Soit W (resp. V') lespace vectoriel sous-
jacent a 7, (resp. poo) €t soit s > 0 tel que 7, est trivial sur (1 + IIS'I1 Do.n), alors par
définition des systémes locaux,

Hi (ST (o) B(0), Lo ® T r,)
est isomorphe &

D% Jw?,) ) Roo) X DX g
(Hz(j 5) Qé ®(V®W))((D°°/ Z) /Koo)X DX, /(AT R D, 1)
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ott Dyp/(1+T4 D, 1) (resp. (DX /wh)/Ko) agit sur W (resp. v) via 7, (resp.
Poo). En particulier, on a

Tr (1n x 1 xvig oo,ng’oIvg X 1Ko,mg§°Ko,m7 [H;;,I",m,pm,‘ro])
1

D A+ T Dy )| - (DS %)/ Kool
X Z Tr (poo(goo)) Tt (70 (115, 1,65))

80€ D) /(AT Dy 1)
JooKoo€(DX /w5) /Koo

—_ *

x Tr (goo X (gg,HZ’h(SO,FI‘ObZ) X 1K§f’lvggoo,oK;’CI’g X ]‘Ko,mggtKo,m’ [Hh,IO,m,s ])

ot g5 € GLy(F,) et r € Z sont tels que (g5,II7 ,, Froby) € N, En appliquant la
formule des traces de Lefschetz, on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION II1.1.5.3. — Awvec les notations précédentes,

Tr (In X 1xj2gm0 k58 X 1o mag Ko (R 10,m,poc 7))

est donné par la formule
1
Do+ (LT3 Do) - [(Doo/wh,) / K o

X Z Leffh(goo,&,gg,goo’a, s)Tr (To(ngh(So))TI' (poo(goo))

60€ D) /AT Dy 1)

Goo Koo €(DX /@2,) /Koo

soit en remplacant Leffh(goo, 80, G0, 9%, 8) par sa valeur:

)3 coe (0l (DI\(DL) /(). S

veDy, nCh(H‘:‘;(d“ 95)Fr 51y X O,—Y(fo07 diflooﬁ)Ov(fC’o’oy, dhfyo"’)Ogﬁc (f,ft7 dhggc)
x Tr TO(H;Z‘(SO)/VOI( :’h, di_zo)
ou:

> les mesures de Haar dh™, dhy ., dh3°, dh., et dl_Loo,W sont choisis comme précé-
demment,

> dhoo est arbitraire avec foo = &, /vol(DX /@’ , dhoo) ot &, est le caractére

de poo-

Remarque : le produit fsodheo est indépendant du choix de dhe.
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IT1.1.6. Transfert des intégrales orbitales

DEFINITION II1.1.6.1. — Une représentation m, de GL4(F,) est dite de carré
intégrable (resp. essentiellement de carré intégrable) si m, (resp. s'il existe un

caractére 1, tel que ¥, ® m,) a un coefficient matriciel de carré intégrable sur
GL4(Fy)/FX.

A la place co: on suit de trés prés le paragraphe (13.8) de [24]. Il existe d’aprés
[1] une unique représentation irréductible 7, de DX /w’ essentiellement de
carré intégrable qui est déterminée par la relation suivante sur la restriction des
caractéres aux éléments elliptiques réguliers; si v € DX/ wfo est elliptique régulier(®
correspondant & un élément y € DX /wZ par transfert, alors

€ne () = (F1)¥71,.(7)

D’aprés [28], 7o est de la forme Stopy1(ml,), ou 7l est une représentation cuspidale
de GLy (Fs) avec d = d'(2¢t + 1) et t € 1Z, ot I'on rappelle que Sto,1(7.,) est
Punique sous-représentation irréductible de la représentation induite normalisée (cf.
ci-apres)

i At} x - x wl {—t}
En outre cette derniére induite posséde un unique quotient irréductible que I’on note
Spehg; g (T50)-

La proposition suivante est bien connue (cf. par exemple [16] lemme 1.3.4 (3))

PROPOSITION I11.1.6.2. — Il existe une fonction fr_ sur DX /w’, localement
constante, & support compact, vérifiant les propriétés suivantes:

(i) Les intégrales orbitales non elliptiques de fr. sont nulles; pour v € DX
elliptique, on a

O’Y(fﬂoo7 dhoo,’y) = €0 (’_)/)O’V(fooa d}_loo,fy)

00 foo et les mesures de Haar sont définies comme au paragraphe précédent.
(ii) Pour une représentation irréductible 7o, de DX JwZ, on a

1 8% Moo ™ Moo = Start1(ml,),
Tr Too (fro) = § (=1)* i Too = Spehy, 4 (7)),

0 stnon.

(6) T.e. Fso[y] est une extension séparable de degré d de Foo.
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A la place o: on reprend textuellement les résultats de [16, VI.5]. On rappelle
que P, 4 C GL4 est le sous-groupe parabolique constitué des matrices triangulaires
supérieures par blocs de Levi GLj X GLg_p. Soit alors Nj 4 son radical unipotent.
On note N,*, le radical unipotent du parabolique opposé P, de Py 4. Pour 7, une
représentation irréductible admissible de GL4(F,) et P un parabolique de radical
unipotent N, le module de Jacquet Jy(7,) est la représentation admissible m, n ®5113/ 2
du groupe (P/N)(F,) dont l’espace sous-jacent est ’espace des N (F,)-coinvariants de

I’espace de 7, et
Sp(h) = | det(ad(h)lLieN)|Fo'
Si 7, est une représentation admissible de (P/N)(F,), on note

GLq(Fo) GLa(F,)

1/2
n — Indp 20 () 1= Ind B0 (m, @ 61/%).

Pour 7w, une représentation irréductible admissible essentiellement de carré
intégrable de GL4(F,), de caractére central ¢, , Deligne, Kazhdan et Vigneras (cf.
[1]) montrent Pexistence d’une fonction ¢, € C(GL4(F,), %, "), que 'on appelle
un pseudo-coefficient de 7,, vérifiant les propriétés suivantes:

> Tr mo(¢r,) = vol(Dy 4/ F) ™;

> si P est un sous-groupe parabolique de GLg de Levi GLg4, x --- x GLg4,, s >1.
Supposons donnés des représentations irréductibles admissibles essentiellement de
carré intégrable 7, ; de GLg, (F),) telles que ¢y, | -+ - %r, , = ¥p,, alors

Tr (n — Ind%?}ff")(ﬂml X Wo,s))(¢wo) = 0;

> si vy € GLg(F,) est un élément semi-simple non elliptique alors (cf. [16] §1.3)
GLq(F5,) —0-
O’y a4 (¢7To) - 07
> si v € GLq4(F,) est elliptique semi-simple et si § € D, ; a le méme polynome
caractéristique que ~ alors (cf. [16] lemme 1.3.1)

OSLd(FO)(¢F ) — (_l)d(l—[Fo('Y):FO]71)V01(D;<’d/ZDzd(6))T\r JL_I(’]T;/)((S)

o

Soient dh¢® et dh, des mesures de Haar sur respectivement GLg_p, (F,) et GLg(F,).

PROPOSITION II1.1.6.3 (cf. [16], lemmes VL.5.1 et V1I.5.2). — Soient 7, une représentation
irréductible de DS}, et ¢5° € C°(GLa-n(Fy)); il existe alors une fonction

IPC,, (¢5'; dh') € C° (GL4(F,))

telle que:

(") Ou ’'on considére sur D;d le transfert de la mesure de Haar sur GL4(F,).
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96 CHAPITRE III. SOMME ALTERNEE DES GROUPES DE COHOMOLOGIE

1) O,(IPC:, (95 dhg')) est nulle siy nappartient pas a Cp(I1;50,) et sinon est
égal a
(_1)h—10GI:d7h(Fo)( et qpet o) Tr TO(H;;);(_SO) .
95 o709 yol(Dy, dhy)

2) En outre si m, est une représentation irréductible admissible de GL4(F,) et si

1/2
[nn.a(m0) ®852,] = 3 masle ® f]
o,
ot a (resp. B) décrit l’ensemble des représentations irréductibles admissibles de
GL,(F,) (resp. GL4—p(F,)), alors
Tr 7,(IPC,, (¢, dh")

= 3 T Vo) e iyt T A@neeu )T A6
a,ﬂyw o, (2] o

ot « (resp. B, resp. ¥) décrit les représentations irréductibles admissibles de GLy,(F,)
(resp. GLg_p(F,), resp. D;h/@;h); la somme sur 1 porte sur les 1 tels que o
et T, ® L ont le méme caractére central.

Preuve. — Celle-ci est strictement similaire & celle de loc. cit. avec les modifications
suivantes. En premier lieu on note que y est associé a II ,0, 1 alors que I’on considére
Tr 7,(I1, 79,); en outre g§ induit la multiplication par — val(det g5) sur Z, a comparer
avec val(det g¢) dans loc. cit. On se retrouve alors avec JL(7, ® 1~!) au lieu de
JL(1) ® ). O
On introduit alors
Red! : Groth (GL4(F,)) — Groth (D), /D5, x GLa_n(F,))
défini comme la composition des deux homomorphismes suivant.

> En premier lieu, on a un homomorphisme

Groth (GLa(F.,)) — Groth (GLy(F,) X GLa-n(F,)), [ro] — [Jn, (7o) ® 617 ].

> Ensuite on a un homomorphisme
Groth ( GLy(F) x GLy_n(F,)) — Groth (D), /Dy, x GLa_n(Fo)),
la® B] — 32, vol(D), /FY, dho) MY (gL ry-1)) [ ® B,

N 2 . N X — N N
ou 9 décrit les caractéres de Dox’h /Dy 1, tels que a et 7, ® 1 ! ont le méme caractére
central et ou I'on considére des mesures de Haar associées sur GLy(F,) et D, .
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COROLLAIRE I11.1.6.4. — Pour 7w, une représentation irréductible admissible de
GL4(Fy), on a

Tr 7o (IPCo, (62, dhS")) = Tr Red” (m,)(¢%")
ot ¢gt € CgO(GLd_h( o))'

D’apreés la proposition I11.1.5.3 et en remarquant que h[F._ : Fo] = d[F : F,] avec
les notations précédentes, on obtient le résultat suivant.

THEOREME III1.1.6.5. — Awec les notations précédentes, on pose

f = fr f2°IPCL(f5).

On a alors

Tr (1n X 1Kﬁc\:?i09°°’oKA\O?io X 1Ko mgotKom,Hh I°,m, Poo,To)

Z vol(D?\(DA)i/(wi), dc?lfj)ow(f, dha ).

YeD)

II1.1.7. Formule des traces de Selberg. — Soit @(D*\D; /(wk)) l'espace
des fonctions localement constantes muni de la représentation réguliére & droite
de D) /(wZ). Comme D est une algébre a division, D*\D} /(w%) est compact, de
sorte que

@D \D; /(w @m

avec m(II) fini et ou II décrit I’ensemble des representatlons irréductibles admissibles
de D} /(w%). Si la multiplicité m(II) n’est pas nulle, la représentation II est dite
automorphe. L’opérateur induit par une fonction localement constante & support
compact sur D) /(wZ), a une trace

Tr (f; D*\Dy/(w%))) = S m(I)Tr TI(f)
= 3 vol (DDA (), dd",fj)om ).

’YéDhX

ProrosiTioN II1.1.7.1. — On a pour tout r > 0 ’égalité

* —_
Tr (In X Lgojogmoicoye X 1y g8t Ko Hi 1o mipee 2y) = O m(I)Tr 11
II

On note [H} , ] 'élément du groupe de Grothendieck
Groth (D)% GLg—n(Fo) x DS,/ Dy 1)

défini par la limite inductive sur I° et m des [H. ,’L Io, En vertu de la proposition

Moo Tl
précédente, on a le corollaire suivant.
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98 CHAPITRE III. SOMME ALTERNEE DES GROUPES DE COHOMOLOGIE

COROLLAIRE II1.1.7.2. — Soit II une représentation automorphe de D}, alors dans

le groupe de Grothendieck Groth(GLg_p(F,) % (D;h/@:)h)), on a
. o m(1T) Red’;o (IT,) si oo > Stopy1(ml,) ou Spehy,,(l,),
15, 2)] = { |
0 sinon.

II1.2. du modéle local

II1.2.1. Preuve par récurrence. — Dans [3], pour une représentation cuspidale
7, de GL4(F,), on montre que

LY (7)) ® PL(mo)(3(1 —d)) pouri=d-—1,
0 siiAd—1,

Up, 0,a(m0) =

ou ¥ (resp. JL) est la bijection de Langlands (resp. de Jacquet-Langlands) de
I’ensemble des classes d’équivalences des représentations irréductibles essentiellement
de carré intégrables de GLg(F,) dans lensemble des classes d’équivalences des
représentations de dimension d de W, (resp. des représentations irréductibles
admissibles de D; 4)- Le but de ce paragraphe est d’obtenir le pendant du théoréme
VII.1.5 de [16], & savoir:

THEOREME II11.2.1.1 (cf. [16], th. VIL.1.5). — Soient d = sg avec s,g des entiers
positifs et m, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,). Alors avec les
notations de 1.5.3.8

S

[%5,1.4(mols]D)] = Y (~1)* 77— 1,5 — jln, ® Llmo)(— 1(d — s +2(j — 1))).

Jj=1

X

Preuve. — Dans le groupe de Grothendieck de (D$°)

H, . =Y T°aW,, (%),
Hoo

x W,, on note

2d—2
[Hy 1= > (=1 lim H My, £,.)] = Y [I1%] - W (I1%)],
1=0 I IIee

ou la somme porte sur les représentations irréductibles automorphes de (D$°)*. On
rappelle alors I'un des résultats principaux de [24].

THEOREME II1.2.1.2. — Si II est une représentation automorphe de D} telle que
I, ~ Ste et telle qu’il existe deux places 1,z de X' distinctes de oo et o avec I,
cuspidales pour i = 1,2, alors

(Wi (T™)w,] =~ [La(TL,)] (3(1 —d))
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ou Ly désigne la correspondance de Langlands®.

La suite spectrale des cycles évanescents donne alors 1’égalité

Hy o= >, (=1 [lim H* (M5, R%,,(£,.))]-
0<j<d—1 I

Cette égalité combinée a la suite spectrale associée a la stratification donne ’égalité

H; , 1= > (=17 [lim H (M7" R, (£,.))]-
0<j<d—1 1
1<h<d

D’aprés [3], pour & un faisceau sur MI:;‘o, on a

lim HY(MF,, ) = Tnd et () lim HY(MTE, 1, 9).

I I

On obtient ainsi I’égalité

* 1 GL4(F,) 4. * — ;
(IL214)[H;, , 1= > (-1) [IndP;;:EFog lim H} (M72 | R, (£,.))]-
0<j<d—1 ' I
1<h<d

D’apres le corollaire 1.5.3.6 et le lemme 1.5.2.1 du chapitre 3, on a

(I12.1.5)  R[H(M7Z |, RV, (£,.))]

h P
= D [HMGE 1 Lo © Tr)] 5, [ Uy, n(0)],

To€ECH O

oul n est la multiplicité de o dans I, ou
dn 2 GLy(Fo) X Wo — (DF7°)* X GLa—n(Fo) X DS/ Dy s (95,00) — (1,1,6,),

ou 0, est tel que val(rn(d,)) = —val(det(gS)) — deg(o,) et ol pour m; une
représentation de G; pour i = 1,2 et d : Go — Z(G1), on note m Qg w2 la
représentation de G1 X G5 définie par

(m1 ®a72)(g1,92) = 71 (91d(92)) ® T2(g2);

dans le groupe de Grothendieck de G X G, on note [m1] *4 [m2] 'image de [ ®4 m3].
Cette égalité est vue dans

Groth ((DAZO’O)X X GLd_h(Fo) X GLh(FO) X Wo)
via P’application évidente

Groth ((D;”°)* x GLa_n(Fo) x D),/ Dy p) — Groth ((D3°)* x GLg_p(Fy)).

(8) On a méme la nullité des Wi.,i(II°°) pour i # d—1 et alors I’égalité en tant que représentations
et pas seulement des semi-simplifiées.
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Soient alors g un diviseur de d = sg et 7, une représentation irréductible cuspidale
de GL4(F,). On considére II une représentation irréductible de D) vérifiant les
conditions du théoréme II1.2.1.2 et telle que I, ~ St (m,)®.

LEMME I11.2.1.3. — On a

— — —1(s—t)(g—
RedﬁgL—l(StSm)) ([s = Ur,) = esr-1(staman [ = t = U, 120(9-1)) CERRE

ot E est le caractére multiplicatif de Z tel que Z(1) = 1/p.

Preuve. — Le résultat découle directement de [28, 2.2]. En effet on a

Ing.(5-1], =1

-
t—1

—
]wo{%(sft)} ® [S —t— l]wo{fét}a

de sorte qu’aprés multiplication par (5113{ 92 , on obtient

— —
[t - 1]7ro{—%(s—t)(g—1)} ®[s =t = Ur, (2e(g-1))

d’oul le résultat. O

Ainsi en combinant II1.2.1.4 et II1.2.1.5 avec les lemmes précédents, on obtient

(I11.2.1.6) [s = 1], ® [£(m) ® Sp,]
= > [Uk, p19(molt]lD)] (= 53(s = ) (9 — 1) X[s =t — 1],
t=1
oll (—%(s —t)(g—1)) est la torsion sur la partie galoisienne® et [Sp,] = 1(%(1 —s5))+

s 1(%(5 —1)). On suppose alors, par récurrence sur s, que pour tout 1 < ¢t < s,

[, 0.49(mo[t]D)] = i(—l)r[t — 17,7, ® 2(m) (= 3(t(g — 1) +2(t —r = 1))).
r=0

On réinjecte ces égalités dans I11.2.1.6, ce qui donne en rassemblant selon les poids:

—~— s—1
(U, 0.4(mols]D)] =Y L(mo) (= 3(s(g — 1) +2t))
t=0 s—t—1
® [[s e = > (DML K X[t =k — 1,
k=0
d’ou le résultat en utilisant le lemme suivant. O

(9 Voir [18] pour P’existence d’une telle globalisation.
(19) Celle sur GLyg(F,) est contenue dans le symbole X .
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LeMME I11.2.1.4. — Pour tout 0 < t < s, on a [’égalité suivante dans le groupe de
Grothendieck des représentations admissibles de GL4(F,):

s—t—1
S )L e X5t — 1, = |
r=0

s— 1], + (=1t = 1,5 — t],,.

— —_—
Preuve. — Soit a, = Zfzo(—l)’”[t -1, ?]ﬂo;}[s —t —r — 1], et montrons par récur-
rence sur k variant de 0 & s —t — 1 que l'on a

ar=1[s—1]p, + (Dt -1,k+1,s —t —k —1],.

Le résultat est clairement vérifié pour & = 0 ; supposons-le vrai au rang k — 1 et

traitons le cas de k, soit
— = —

ap =ap_1+ (- =1, k], X[s—t —k— 1],

=[s—-1

Ieo + ()P Y=L, &, 5 — t— K],

o1, K, s —t—Kla, -1kt 15— t—k—1])

—

=[s—1m, + (=Dt -1,k +1,5s =t —k —1],,. O

II1.2.2. Retour sur le cas Iwahori. — D’aprés le corollaire 11.2.0.9, pour tout
0 < 7 < d et toute représentation irréductible admissible 7, de D: & (\I/}m& 2T

- —
est pur de poids 2i. Ainsi d’aprés I11.2.1.1, il est égal & [ ,d — i — 1], (—%), ce qui
redonne bien le théoréme 11.2.0.7.
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CHAPITRE IV

FILTRATION DE MONODROMIE DES CYCLES
EVANESCENTS

Introduction

0.1. — Soit K un corps local complet d’égales caractéristiques p, d’anneau des
entiers @f. Pour un entier d strictement positif fixé, on introduit le groupe
DIX(,d (resp. W) des éléments inversibles de “l’algébre” a division centrale sur
K d’invariant 1/d (resp. le groupe de Weil de K). Pour un nombre premier ¢ # p,
Langlands (resp. Jacquet-Langlands) a (resp. ont) conjecturé l’existence d’une
bijection # (resp. d’une injection JL) entre les Q,-représentations irréductibles
admissibles de GL4(K) et les représentations ¢-adiques Frobenius semi-simples
de Wgk (resp. entre les représentations admissibles irréductibles de DIXQ 4 et les
représentations essentiellement de carré intégrable de GL4(K)) qui sont compatibles
a la formation des fonctions L et facteurs e de paires.

Deligne a construit a ’aide de la cohomologie étale une série de représentations
%%,é,d du produit de ces trois groupes. Pour d = 2 et p une représentation irréductible
admissible de DIX(’ 4 telle que m := JL(p) est une représentation cuspidale de GL4(K),
Carayol [9] montre que la composante p-isotypique (M}(,m(p) de %}(7472 réalise les
correspondances de Langlands et de Jacquet-Langlands, i.e.

Uy 42(ILHm)Y) = 7@ £(r)Y (= 3(d - 1)).

Le cas d quelconque est traité dans [3]. En outre pour d = 2, Carayol décrit également
les %}M’Q(p) pour p quelconque. Le but premier de ce travail est de faire de méme
pour d quelconque, i.e. calculer les %Z-K,Z,d(p) pour p une représentation irréductible
admissible de DIX(’ 4- Dans le cas ol p est la représentation triviale, rappelons que
d’aprés le théoréme I11.2.0.7, on a

Théoréme 1. Pour 0 <i<d—1, on a

(Mk,e,d(lK) = ® 1k (—1)
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ou m; est 'unique quotient irréductible de l’induite parabolique

GL4(K)
Inde:liyd(K) 1x ® St;

ot Py_; 4 est le parabolique standard associée aux d —¢ premiers vecteurs et St; est la

représentation de Steinberg de GL;(K).

L’énoncé du cas général, théoréme IV.4.0.17, s’énonce de maniére similaire en
faisant intervenir les correspondances de Langlands et Jacquet-Langlands. Une autre
formulation du résultat revient & dire qu’il n’y a pas d’annulation dans ’expression,
théoréme I11.2.1.1, de la représentation virtuelle Z?:_g(—l)i[ Z}{’e,d(p)] ol %}d{’;’d(p),
pour 1 < ¢ < d, y sera alors donné par le i-éme terme de plus haut poids.

0.2. — La preuve du théoréme 1 dans le cas général procéde par globalisation via
I’étude des variétés de Drinfeld-Stuhler et le théoréme de comparaison de Berkovich
ou plus précisément sur une version raffinée fournie par Fargues dans [13], des cycles
évanescents locaux et globaux. Soit donc X une courbe projective lisse, irréductible
et géométriquement connexe définie sur le corps fini & ¢ = p” éléments F,, et soit F’
son corps des fonctions. On fixe deux places distinctes co et o de X que l'on peut
supposer par simplification, rationnelles sur FF,, de sorte que le complété F,, du localisé
en o de F' est isomorphe au corps local précédemment noté K. On note A I’anneau
des fonctions sur X, réguliéres en dehors de co. Etant donné un entier d > 1, on fixe
une algébre & division centrale D sur F' de dimension d?, non ramifiée en oo et o,
ainsi qu'un ordre maximal 9. Les auteurs construisent dans [24], pour un idéal non
trivial I de A, un schéma M défini sur F', classifiant les @-faisceaux elliptiques sur X,
munis d’une structure de niveau I. Pour o ¢ V(I), M; a un modéle entier My , lisse
sur le complété @), de A en la place o. Un tel modeéle non lisse dans le cas ot o € V(1)
est construit dans [3]. Les schémas M , sont naturellement munis d’une action, par
correspondances, de (D$°)*.

0.3. — On s’intéresse alors a la fibre spéciale My, de M ,. Dans [3], on stratifie M 5,
par des sous-schémas localement fermés MI:;LO pour 1 < h < d, de pure dimension
d — h tels que l’on ait un équivalent du théoréme de Serre-Tate pour les D-faisceaux
elliptiques & savoir: le complété de I’hensélisé strict de I'anneau local de Mj, en
un point géométrique de MI:fo est isomorphe & Defy, ,[[z1,...,2q—r]] 00 n est la
multiplicité de o dans I et Defy, ,, représente le foncteur des déformations de niveau n
d’un ©,-module formel de hauteur h sur Fp. Par ailleurs pour 1 < h < d, il existe
un sous-schéma, fermé Mlz,fo,l de Mlzfo stable sous les correspondances associées aux
éléments du sous-groupe parabolique PﬁZ(FO) de GL4(F,) (cf. la définition II1.1.1.1)
et tel que

M2 = Mi3 % pen o, /) GLa(Do/ M)
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ou n est la multiplicité de o dans I: on dit que les strates non supersinguliéres sont
géométriquement induites. Pour I décrivant les idéaux de A, les schémas Mfgo X
Spec Fp s’organisent en des schémas de Hecke M 7‘ au sens de la définition IV.1.2.1.

0.4 — Pour un nombre premier ¢ distinct de p, on dispose sur chacune des strates
M ;h, de systémes locaux de Hecke &, associés aux représentations irréductibles 7,
de D), tels que la restriction des cycles évanescents ¥ , := R¥,, (Qd-1](3(d-1))
a la strate M jh se décrit en fonction des &, et des cycles évanescents locaux
W% o.n cf. la proposition 1.5.3.5. D’aprés le théoréme de comparaison de Berkovich, le
théoréme local se déduit alors de la connaissance de la fibre en un point supersingulier
des faisceaux de cohomologie de ¥ ,.

0.5 — Le complexe ¥, est vu comme un W,-faisceau pervers de Hecke et pour 7,
une représentation irréductible cuspidale de GLy(F,), on note ¥, . sa composante
To-isotypique au sens de IV.3.0.8. On note alors gr? grff (¥ x,) ses bigradués pour la
bifiltration induite par les noyaux et les images de 'opérateur de monodromie pro-
nilpotent N. Notre deuxiéme résultat concerne la description de ces bigradués dans
la catégorie des W,-faisceaux pervers de Hecke sur M ,. Pour 1 < tg < d, et pour II;
une représentation de GL¢4(F,), on introduit le faisceau pervers de Hecke HT (7, I1;)

sur la strate thg, “induit” & partir du systéme local & jp,-1(gq,(x,)v) ® II; sur la

composante M jtlg . Les bigradués précédents se décrivent alors, théoréme I1V.3.0.12,

au moyen des faisceaux pervers jit‘q HT(m,,St(m,)) ou j=t9 désigne 'injection de la

T =t . L 2 2 3
strate M, 9. en ce qui concerne le cas 7, triviale, I’énoncé est le suivant:

Théoréme 2. Les W,-faisceaur pervers de Hecke gr} grff(\Ifon) sont mon nuls
si et seulement si p,qg = 0 et p+q < d — 1 auquel cas il est isomorphe a

GEPF T HT (1o, Sty g1) (— 3 (0 — 0))

L’énoncé pour 7, quelconque est similaire et fait intervenir les correspondances de
Langlands et Jacquet-Langlands.

0.6 — La preuve procéde par récurrence en supposant connus les %%0747;1 du
modéle de Deligne-Carayol de hauteur h pour tout 1 < A < d. On en déduit
alors le théoréme 2 sauf en ce qui concerne les faisceaux pervers supportés
aux points supersinguliers, i.e. on ne sait pas & quel (p,q) associer chacun des
jidHT(lo, Stq)(—3(d — 1 — 2k)) pour 0 < k < d. On sait de méme déterminer tous
les faisceaux de cohomologie h’ jitg HT(7,,11;) en dehors des points supersinguliers.
Aprés cette reconstruction hors des points supersinguliers, les ingrédients pour
conclure sont, d’une part le calcul de la somme alternée de la cohomologie des systémes
locaux &, , et d’autre part I’étude de la suite spectrale des cycles évanescents. On
prouve en particulier la conjecture (14.21) de [24] ainsi que 'hypothése (14.23).
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0.7 — Les résultats obtenus dans le cadre des variétés de Drinfeld s’adaptent aussi
en caractéristique mixte dans le cadre des variétés de Shimura de type PEL étudiées
dans [16]; c’est ce travail qui est effectué dans [5] et [4]. On a préféré utiliser dans [5]
une propriété d’autodualité sur la cohomologie du modéle local qui repose en partie
sur isomorphisme de Faltings. Nous n’avons pas suivi cette option ici et nous nous
sommes plongé dans ’étude de la suite spectrale des cycles évanescents. Ce chapitre est
rédigé de sorte que le lecteur ne soit pas obligé de lire les chapitres précédents excepté
en ce qui concerne le §II.1 ou est rappelée la combinatoire sur les représentations
elliptiques de GL4(F,) due & Zelevinsky [28].

IV.1. Rappels des données géométriques

DEFINITIONS IV.1.0.1. — Soit ¢l : W, — F) le morphisme de la théorie du
corps de classe qui envoie les frobenius géométriques sur les uniformisantes, i.e.
val(cl(Fr,)) = —1.

> Pour ¢, € W, on notera deg(c,) := val(cl(c,))-

> Etant donnés une représentation complexe o, (resp. 7,) de W, (resp. de GL4(F,))
et un entier r, on notera o,(r) (resp. m,(r)) la représentation o, ® |cl|” (resp. 7, ®
| det |™).

IV.1.1. Le modé¢le local de Deligne-Carayol. — Pour tout n > 0, Defy,
représente, cf. §1.1.1, le foncteur des déformations de niveau n & isomorphismes
prés, du @),-module formel de hauteur d sur Fq. Soit alors, cf. §1.5.1, \If%m&d,n le
Q-espace vectoriel de dimension finie obtenu via la théorie de Berkovich comme le

i-éme foncteur des cycles évanescents associé au morphisme structural
~nr
SpfDefy,, — Spf 0, .
Cet espace vectoriel est muni d’une action de GL4(®,) qui se factorise par le
morphisme surjectif naturel GL4(0,) — GLg(0,/M;) et on pose

1 1 7
‘I’F,,,e,d = llI_I,I‘I’FO,e,d,n

n

de sorte que pour K, , := Ker(Q: — (Do) M), ‘Iﬂﬁo,e,d,n = (\I'%o,e,d)KD’"~ On
rappelle que GDW,(d)° (resp. GDW,(d)! = GDW,(d)’wZ) désigne le noyau de

(905005 €o) € GDW,(d) := GLq(Fy) x DSy x W val(det(g, ) rn(6,)cl(c,)) € Z

(resp. composé avec la projection canonique Z — Z/dZ) et que GDW,(d)? (resp.

—_—~—

GDW,(d)!) désigne le noyau de
(90,00, Co) € GDW,(d) := GL4(Fy) x Dy x W, — val (det(g,) rn(,)cl(c,)) € Z
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(resp. composé avec Z — Z/dZ). Pour £, un caractére d’ordre fini de F)*, on note

o

‘Il%o,e,d,go la fg—composante isotypique o £ est la restriction de & a €. Ainsi
% pae, (tesp. U5 , ;) est muni d’une action de GDW,(d)" (resp. de GDW,(d)).

Il est agréable, dans la définition de Def, ,,, de considérer plutdt les déformations
par quasi-isogénies, i.e. une déformation de ¥; sur R d’idéal maximal M tel que
R/M ~ T, est alors une paire (G, p) formée d’un 6,-module formel G sur R et d’'une
quasi-isogénie p : ¥y — G ® g R/M. Ce foncteur Def?m est alors la réunion disjointe
indexée par h € Z des sous-foncteurs Defg’?l classifiant les couples (G, p) avec p de
hauteur h. En remarquant qu’une quasi-isogénie de hauteur nulle entre deux 0),-
modules formels de dimension 1 sur F,, est un isomorphisme (cf. [11], 1.6.2 et 1.7), on
h)

voit que tous les Def((i ., sont isomorphes & Defg ,,. La construction précédente fournit

O i @ ~ i Kon of
alors des Q-espaces vectoriels Up 4 4, =~ (Up, ,4)" o™ ol
X
i L GDWo(d) i - DZa i
Fotag, = Mdapw, gy Y, eae, 2 I i 0o Wi rae,
0,a)° @5

est une représentation de GDW,(d). Pour toute représentation admissible irréductible

7, de D, de caractere central &,, la réciprocité de Frobenius donne que la composante
. D>< .

. . 1 . N o,d 1

isotypique Up, 4 4¢, (7o) est isomorphe & Hom@;d (res@;d Toy \IIF()l,d@),1

(g¢,0,) est donnée par celle de (go,d,,0,) € GDW,(d)! pour 6, € Déd quelconque.

) ot laction de

DEFINITION IV.1.1.1. — On rappelle que ‘l[%m&d(ro) désigne l'espace Wfo,e,d(%) ol

l'action de GL4(F,) est tordue par P’application g, — g L.

IV.1.2. Les variétés globales et les systémes locaux de Harris-Taylor. —
Pour ce qui concerne les schémas de Hecke et les faisceaux de Hecke, on renvoie le
lecteur a ’appendice de [5]; on se contente ici de donner les définitions et les propriétés

qui nous seront utiles pour formuler nos résultats.

DEFINITION IV.1.2.1 (schémas de Hecke). — Soient G = G(A™) et 4 'ensemble des
idéaux de A. Un schéma de Hecke pour (G, ), est un systéme projectif de schémas
X, = (X[)7cs relativement & des morphismes finis [1];; : X; — X de restriction du
niveau, tel que pour tout g € G et tout J C I tels que g~ 'K ;g C K, on dispose
d’un morphisme fini de schémas [g];; : X; — X; vérifiant les propriétés suivantes:

> pour g € Kyet J CI,[glsr=[1sr;

> pour tout g,9" € G, et tout K C J C I tels que g~ 'K ;g soit inclus dans K; et
(¢") 'K kg inclus dans K ;, on a

991k, 1 =9lsr09 k0 : Xk — X; — X[
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Avec cette notion, les résultats du chapitre I, se présentent comme suit:

1) Le systéme projectif des (Mj,); définis sur le trait Spec @), et indexés par les
idéaux I de A, définit un schéma de Hecke M, , pour G = (Dg°)*.

2) Pour 1 < h < d, les strates MI:shD définissent un schéma de Hecke Mj’; pour
G = (Dg°)*; pour 1 < h < d, le sous-schéma de Hecke ferm¢ M7" | de M7" , pour
le groupe G = (D %) x Py q(F,) est tel que

My%, = M35, 0 % pgrr,) GLa(Fo),

ou l'action de (*ggg;) se factorise par (val(det(g9)), g¢*) € Z x GL4—p(F,) et ou Frob,
agit via (1,1;-5). Le complété de I'anneau local de M, , en tout point géométrique
de MJ:ZO est isomorphe & Defy, o[[1,- - -, Zd—n]]-

3) Soit D l'algébre a division centrale sur F telle que (D5 %)% ~ (D3™°)* et D,
(resp. Do) est l'algébre a division centrale sur F, (resp. sur F,,) d’invariant 1/d
(resp. —1/d). L’ensemble des points supersinguliers M¢ _ (F,) est en bijection avec le
(D$°)* x Wyh-ensemble

(IV.1.2.7) D(F)\[(D°)* x Z]

ot 'action de ¢, € W, est donnée par la translation de deg(c,) sur la composante Z
et ott I'action de g € (D$°)* est donnée par la multiplication & droite de (g°°°)~*
sur (D3°)* et la translation de val(det(g,)) sur la composante Z.

NoOTATION IV.1.2.2. — On notera M , := Mys; =My, X, F, et on adoptera des
notations similaires pour les strates.

DEFINITION IV.1.2.3 (faisceaux de Hecke). — Soit X, = (Xj);cs un schéma de
Hecke pour (G, ). Pour K un corps qui pour nous sera Q; ou Q,, on définit alors
la catégorie FPHg (X, K) (resp. FHg(X,,K)) des K-faisceaux pervers (resp. des
K-faisceaux) de Hecke sur X, comme la catégorie dont les objets sont les systémes
(F1)1es ot I est un K-faisceau pervers (resp. K-faisceau) sur Xy tels que:

> pour tout g € G et J C I tel que g~ 'K ;9 C K, on dispose d’un morphisme de
faisceau sur Xz, uy1(g) : 1 — [g]s,1,+F 7 soumise & la condition de cocycle habituelle

UK,I(Q/Q) = [Q]J,I,*(UK,J(QI)) ouzr(9);

> pour tout g € K, uyr(g) induit un isomorphisme 7 — ([1].7 .S 7)%*.
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Les fléches sont alors les systémes (f7) ;¢ avec fr : 1 — 7 tels que le diagramme
suivant soit commutatif:

u,1(9)

Ir ! [9]5,1,4(F 1)

J/fz l[g]‘],z,*(ﬁ])
ug,1(9)

7 P (gl (TY)

Remarque : & propos de la deuxiéme condition, pour tout g tel que g~ 'K ;g C K7,
[9]7,1.+F 7 est muni d’une action du groupe fini X ;/X ;, ce qui en fait un K[K /K ;-
faisceau de sorte que ([g]s.7.«F 7)%" est un facteur direct de [g]; .Y . Par ailleurs
toute fléche uy1(g) : F1 — [gls,1,+F s se factorise par ([g] ‘]7[7*gj)jcl. Dans le cas ou
g € Ky, onalg]lyr=[1]sr et on demande que u;(g) induise un isomorphisme.

Remarque : dans le langage des catégories (co)-fibrées, la catégorie des faisceaux
pervers de Hecke sur X, est, avec la deuxiéme condition, une sous-catégorie pleine
des sections de la catégorie Perv(X, ® F,,K) au-dessus de J(G) qui est fibrée par

*

les P[g]7; ; et cofibrée par les [g]; 1,4, cf. [10].
IV.1.2.4. — Pour tout schéma de Hecke X,, la catégorie FPHg(X,) vérifie les
propriétés suivantes:

> elle est abélienne;

> elle est munie des foncteurs usuels j;, Rj s ., js14, '3 (resp. iy ., P, pRilj) pour
toute immersion ouverte (resp. fermée) j, : Uy — X, (resp. iy : Y, — X,) de
schémas de Hecke pour (G, J);

> elle est munie d’une dualité de Verdier.

Avec ces notions, on a, cf. [5]:

1) pour p, une représentation irréductible du groupe des inversibles DX de
lalgébre & division centrale sur Fo, d’invariant —1/d, £,_ est un systéme local de
Hecke sur M ,;

2) pour T, une représentation irréductible de D), ¥, ,, (resp. 7, ;) est un
faisceau de Hecke sur M7" (resp. M7").

IV.2. Rappels des propriétés cohomologiques

DEFINITION IV.2.0.5. — Deux représentations 7, et 7, (resp. m, et ;) de D/ (resp.
de GL,4(F,)) sont dites inertiellement équivalentes, s’il existe un caracteére £ : Z — Q)
tel que 7, ~ 7, @ { o valorn (resp. m, ~ 7, ® £ o valodet); on note e, (resp. e, ) le
cardinal de la classe d’équivalence inertielle de 7, (resp. 7).
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Remarque : par compatibilité de la correspondance de Jacquet-Langlands & la torsion
par des caractéres non ramifiés, pour tout entier g et pour toute représentation
irréductible cuspidale 7, de GL,(F,), ej-1(st,(x,)) €St égal & e, .

ProPOSITION IV.2.0.6. — Soit 7, une représentation irréductible admissible de D;h
de caractére central xr,. La restriction de 7, a @;h est une somme de représentations
irréductibles p1 @ -+ @ pe, . Inversement étant donnée une sous-représentation
irréductible p, de la restriction de 7, a @:,h’ on a

Do,h /
Ind@xth% Po = @ To
> T,€0(T0)

ot w, agit sur lespace de p, par le scalaire X, (w,) et o O(7,) désigne l’ensemble
des représentation irréductibles de D;h inertiellement équivalentes a 7, et de caractére
central X, .

Preuve. — Le résultat découle classiquement de la réciprocité de Frobenius. En
particulier on notera que {(7,) est de cardinal h/e,, . O

IV.2.1. Sur le modéle local. — Soit 7, une représentation admissible irréductible
de D), . L’espace que l'on souhaite étudier est le (GL(F,) x W,)-module

HomDih(Tm %ﬁo,e,h) = Wh,e,h(To) = ‘I’%o,e,h(%) = Hom@;h(Toa \I/lFo,E,h)'
Pour tout 7,, on a un morphisme naturel de GDW,(h)°-modules
%}D,e,h(To) Q@ To — ‘I’Zfo,e,h

qui envoie f ® v sur f(v). On note \IﬂFO,Z,h[TO] I'image de ce morphisme et soit
% 4 hmlTo] la préimage de U5, , ,[7,] dans ¥%, ,, . Le sous-module Y% ,,[7,] ne
dépend que de la classe d’équivalence inertielle de 7,. Le groupe @:h étant compact,
on a
Vr,en = B Yr,enlrol:
ToECH

Soit A;, un ensemble d’éléments de D), tel que les congruences des val(det §) pour
d € A, forment un systéme de représentants de Z/e,, Z. L’application

%%o,e,h(%) & To — @ \11}0747,1[7-0]6, f®v— (f(&‘lv))5
sen,,

ou Wi, [7]° est Despace ¥, ,, [7,] muni de la structure de GDW, (h)°-module o
(9o, 00, Co) agit via (g,,d718,6, c,), est un isomorphisme de GDW, (h)?-modules.
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THEOREME IV.2.1.1 (cf. [3], th. 3.2.4). — Pour toute représentation irréductible
cuspidale w, de GL4(F,), ‘M%ol’d(JL_l(wo)) est nul pouri #d—1 et

UL L(TL () = o ® L(m)(— L(d—1)).

THEOREME IV.2.1.2 (cf. th. II1.2.1.1). — Pour tout diviseur g de d = sg et toute
représentation irréductible cuspidale m, de GL4(F,), avec les notations de 1.5.8.8,
on a

d—1 e~
(IV.2.1.8) Z(—l)"[%d;ﬁ(%[s]D)]
=0
—Z s—l—z z] ® L(mo)(— 3(d+ s — 2 — 2i))

ou de maniére équivalente

d—1
(IV.2.1.9) Z(—l)i[@lfﬂ_lﬁ(ﬂ [s]p)]
=0
—Z z ,$—1—idlny @ L(mo)(— 3(d+ s — 2 —20)).
IV.2.2. Sur les systémes locaux de Harris-Taylor. — Les systémes locaux &,

de Harris-Taylor définis en 1.5.3.4, sont tels que la restriction a Mj;‘ du i-éme faisceau

des cycles évanescents R'¥, ,(Q,) vérifie

(IV.2.2.10) (R'v, , (QZ)) Mt P (970%1@‘u}o,é,h(%))h/em’

ot ToECH
ou laction l'action d’un élément (¢°°°, ¢S, 95,7, ¢o) € (Dg%)* x GLg—p(Fp) X

GL,(F,) X Z x W, est donnée par l’action naturelle de

(9°°, g5, 7 + val(det g5) + deg(co))) € (D3°)* x GLg_pn(F,) x Z
sur ¢, ;1 au-dessus de M/i, et par celle de (g$,c,) sur ‘ll}o,e’h(ﬂ,). L’iso-
morphisme IV.2.2.10 implique alors la proposition suivante.

ProrosiTioN IV.2.2.1. — Pour tout i,j, on a un isomorphisme canonique

Hg(sz,go,uRi\I’noJ(fpm))h = @ (Hg(MJZ,’;a,lvgro,!,l®£Poo)®wiwo,é,h(70))h/sm

ToECH

tel que Uaction de (g°°, g<, 92t 0,) € (D5 %)* x GLp(F,) X GLg—p(F,) x W, sur le
membre de gauche, induit sur le membre de droite, l’action de

(9%, g5, val(det g5) + deg(00)) ® (g5, 00)-
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DEFINITION IV.2.2.2. — Dans la suite, pour p, une représentation irréductible
de DX, qui est “I’algébre” & division centrale sur Fl, d’invariant —1/d, on considére
pour une représentation automorphe II de D}, I'hypothése Hyp(poo) suivante: si

poo = JL™1(St(ms) pour mo, une représentation irréductible cuspidale de GL,y(Fw)
s—1,

. . . —_—
pour d = sg, alors Il est soit isomorphe a | soit & [s — 1], . Plus géné-

ralement on notera Hyp(oo) I'hypothése sur II qu’il existe po tel que II vérifie
Hyp(poo)-

On note

2] = 3 (-1 lim [HI(MFL vy ® 2,.)]
i I
dans le groupe de Grothendieck des représentations admissibles de (D %)™ x
GLd_h(Fo) X 7.

PROPOSITION 1V.2.2.3 (cf. I11.1.7.2). — Pour II une représentation de D}, on a

m(II Redﬁ II,) si Il vérifie Hyp(oco),
(IV.2.2.11) [H, . (1)) = (I1) ,(IL) fie Hyp(oo)
0 sinon,

ot m(IT) est la multiplicité de I1 dans l’espace des formes automorphes et
Red? : Groth (GL4(F,)) — Groth (D), /D5, x GLa_n(F,))
est défini comme la composition des deux homomorphismes suivants:
> en premier lieu, on a un homomorphisme

Groth (GL4(F,)) — Groth(GL(F,) x GLa—n(Fy)),  [m6] —— [Jp, . (m0) ® 5},1 Ak

> ensuite on a un homomorphisme
Groth ( GLx(F,) x GLg_n(F,)) — Groth (D), /Dy, x GLa—_n(Fy))
la ® B] — >, vol(Dy ), /FX, dho) 7' Tr a(yn(roy-1)) [ ® Bl

ou 1 décrit les caractéres de 7, ~ D;h/@j’h tels que a et 7, @ P! ont le méme

caractére central et o l'on considére des mesures de Haar associées sur GLy(F),)
X
et Dy,

Remarque : le signe du membre de droite de IV.2.2.11 est positif (resp. (—1)571)
si II, ~ Sty(m,) (resp. II, ~ Speh,(m,)) pour 7, une représentation irréductible
cuspidale de GL,(Fs) avec d = sg.
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IV.3. Enoncés des théorémes globaux

DEFINITION IV.3.0.4. — Nous considérerons deux types de torsion relativement a W,
ou & GL4(F,) que nous noterons respectivement (.) et {.}. Ainsi pour o, (resp. 7,)
une représentation de W, (resp. de GL4(F},)), laction d’un élément g sur o,(n)
(resp. mo{n}) est donnée par Uo(g)|Art;O1(g)|" (resp. mo(g)|det g|™) ou |.| est la
valeur absolue sur F, et Art;j : W, — F)* le morphisme de la théorie du corps
de classe qui envoie les frobenius géométriques Fr de W, de F), sur les uniformisantes,
ie. v(Art;Ol(Fr)) = —1; on notera deg(w,) = v(Art;j (w,o)).

DEFINITION IV.3.0.5. — Pour tout entier h, on considére l'identification définie par
la valuation de la norme réduite: D)), /D, ;, — Z. On notera = : Z — Q) le caractére
défini par Z(1) = 1/q.

DEFINITION IV.3.0.6. — Un W,-faisceau pervers de Hecke est un objet P = (Pr)cy
de FPHg (X ) muni d’une action compatible du groupe de Weil local W, de F,, telle
que l'action de I'inertie est potentiellement unipotente sur P; pour tout I € 4 (V;
on note v : I, — Endppg,x,)(P). De méme un Z-faisceau pervers de Hecke est un
faisceau pervers de Hecke muni d’une action compatible de Z.

On considére les fleches suivantes de schémas de Hecke
h . ar=h 7 :>h  yr=h Ve
by M7,"— My, §577 M — M7

ou on rappelle que j(?h est affine. Dans la suite pour 1 < g < d, s désignera la partie
entiére de d/g et ¢t un entier strictement positif inférieur ou égal & s: on considérera
une représentation irréductible cuspidale 7, de GL4(F,).

> On rappelle, cf. 1.5.3.8, que 7 [t]p désigne la représentation JL™*(St,(7,))

de D,:tg ou JL est la bijection de Jacquet-Langlands entre les représentations

irréductibles admissibles de D), et les représentations irréductibles admissibles

o,tg
essentiellement de carré intégrable de GLyg(Fy).

> Soit F(t,m,)1 (resp. F(t,7,)) le faisceau de Hecke sur ]\77’1" (resp. thg)
précédemment noté & 1, 71 (tesp- S r 41,,7)-

> Pour une représentation II; de GL.4(F,), on note
HT(m,,11;) = HT (o, 1L d — tg]
le W,-faisceau pervers de Hecke sur X ;tg défini par le Z-faisceau de Hecke
ﬁ(ﬂ'mnt) =2Lp. @Y (t,m) ® 2:(t9=d) g IL;,

ou:

(1) Ce qui est automatique si X, est défini sur Fyp.
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> Paction de W, se fait par son quotient W, — Z qui envoie w, sur deg(w,);
> le radical unipotent de P’ ,;(F,) agit trivialement alors que 'action du Levi
GLyy(F,) X GLg—tg(F,) est donnée par l'action diagonale de GL4(F,) sur

F(t,m,) et II;, et Paction naturelle de GLy—t4(F,) sur F (¢, m,).

On notera selon l'usage (n) pour Z~" quand il s’agira de action de W,,.

> On note P(t,7,) le W,-faisceaux pervers de Hecke sur M ?tg de poids zéro défini
par
35 THT (5, Sty(0)) ® ().

REMARQUE IV.3.0.7. — Comme on l’a noté & (t,m,) en tant que Wy-faisceau de
Hecke, dépend de 7, alors qu’en tant que faisceau & _(;,,,; ne dépend que de la classe
d’équivalence inertielle de 7,. Cette remarque s’applique & nouveau au W,-faisceau
pervers de Hecke HT(m,,1lI;) alors que pour P(t,7,), Pajout de #(m,) fait qu’il ne
dépend, en tant que W,-faisceau pervers de Hecke, que de la classe d’équivalence

inertielle de 7.

DEFINITION IV.3.0.8. — Soit P € FPHg(X,) un W,-faisceau pervers de Hecke sur
X, — SpecF,. Par définition de N, Papplication 5 : i € I, — ~(i) exp(—t¢(i)N),
définit une action localement constante de I, sur Py qui définit alors un morphisme
de Q-algébres Hg,(Lo) — Endppugx,)(P) ot Hg,(I,) désigne lalgébre des
distributions localement constantes sur I,. Pour o/ une Q,-représentation irréductible
lisse de I,, on notera P, le facteur découpé via 4 par I'idempotent de 5”{@[ (L)
associé a o?.

Remarque : on déduit de la compacité de I, que tout W,-faisceau pervers P est a la
fois le produit et le coproduit des P, .

Une représentation o/ de I, sera dite o,-isotypique, pour o, une représentation
irréductible de W,, si (o,);, contient o!. Par réciprocité de Frobenius, deux
représentations irréductibles 0,1 et 0,2 de W, sont inertiellement équivalentes si et
seulement s’il existe une représentation irréductible o) de I, qui soit o, ;-isotypique
pour ¢ =1,2.

DEFINITION IV.3.0.9. — Pour =7, une représentation irréductible cuspidale de
GL4(F,), on notera P et on Pappellera la composante m,-isotypique de P, la somme
des P, oil o parcourt les sous-représentations irréductibles de la restriction & I, de la
représentation #(m,) de W, associée a 7, par la correspondance de Langlands locale.

DEFINITION IV.3.0.10. — On note & le groupe de Grothendieck de la catégorie
abélienne des W,-faisceaux pervers de Hecke.
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Pour P, un W,-faisceau pervers de Hecke sur M ,; pour tout J € J, N est
nilpotent et définit deux filtrations finies de P;: la filtration par les noyaux K, qui
est croissante, et celle par les images I qui est décroissante. Leur convolution donne
la filtration M, dite de monodromie. Ces familles de filtration induisent alors des
filtrations K,P,, I*P, et M,P, dans la catégorie des W,-faisceaux pervers de Hecke
sur M 4, et on note gr} (resp. grX) le gradué I?/IPT1(P,) (resp. Kq41/Kq(Py)).

IV.3.0.11. — Pour tout J € Y, les faisceaux pervers des cycles évanescents

Ry, 1(Q)ld - 1)(5(d - 1))

sur M s, définissent un W,-faisceau pervers de Hecke que I'on note ¥, sur M ,.

THEOREME I1V.3.0.12. — Pour tout w, € Cuspg, la composante m,-isotypique ¥, .
de U, est nulle si g > d et pour 1 < g < d, on a un isomorphisme dans FPH(M ,)

. Kpeen Pp+a+1,m)(—5(p—q) sip,g=0etp+qg+1<|d/gl,

grygry (V2 )= _
0 sinon

ol \I/?";D est simplement la somme directe de e, copies de VU, . .

THEOREME IV.3.0.13. — La restriction de hzjj ,gHT(T('O, I;) a M7" vérifie les points
sutvants:

> elle est nulle pour h ne s’écrivant pas sous la forme (t +a)g avec 0 < a < s —t;

> pour h = (t+a)g avec 0 < a < s —t, elle est nulle pour i #tg—d+a(g—1) et
sinon elle est isomorphe dans FH(M— ) @ HT(WO,Ht X Speh, (7,))(2a).

Remarque : pour g > 1, hzj/,gHT(’iTo,Ht) est nul pour ¢ n’étant pas de la forme
tg—d+a(g—1) avec0 < a < s—tetpouri=tg—d-+a(g—1),il est isomorphe
dans FH(M /) a jigtJra)gHT(wo,Ht? Speh, (m,))(3a).

REMARQUE 1V.3.0.14. — Le lecteur attentif aura noté que dans IV.3.0.12,
-
Q(t T,) = BWo]'*tggpo, [d—tg] ® [t — 1]770 ® f(”O)(%(tg - 1))

oll p, est une représentation irréductible de 9, qui est contenue dans (7, [t] D)l(ﬂxt
o,tg

o,tg
de sorte que l'on pourrait simplifier le facteur e, . Plus généralement le but de
cette remarque est d’expliquer la provenance de ce facteur dans nos énoncés et les

modifications & faire pour le simplifier.

Pour tout point géométrique z de M 7", d’aprés le théoréme de comparaison de
Berkovich, la fibre z*¥ , est munie d’une action de (th)o ainsi que de w’ vu comme
sous-groupe soit de D/, soit de GLy(F,) telle que (w,, w,) € GLn(Fy) x Dy, agisse
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trivialement. On rappelle I'isomorphisme D(A>)* x D, / Dy tg-équivariant de la
proposition 1.5.3.5

X d—1+se
(IV.3.0.12) In d(Df yowz(Wo) a5t = P T, ® Ut i (70)

ou 7, décrit Pensemble des représentations irréductibles admissibles de D g

Nous verrons au théoréme IV.4.0.17 que si la composante m,-isotypique de

‘ll;o, ¢,t9(To) est non nulle alors 7, est inertiellement équivalente & ,[t|p de sorte que
Iisomorphisme IV.2.2.10 donne

otg * d—1+e
(IV.3.0.13) Ind(DX oz Vm, P T, 7))@ Up s (wlt)
w,€0(mo)
olt z est un point géométrique de M ;tg . Soit alors A(m,[t]p) un ensemble de e,
d’éléments 6 € D,
Z/)er,Z; pour V un D)

tel que les o(rnd) forment un systéme de représentants de

-module, on notera

md,/*v = @ v°
SEA(T,[tlD)

o,tg

ou laction de 0y € @O tg SUT V9 := V est donnée par celle de § o §g 0 6~ sur V.
Avec ces notations, I'isomorphisme IV.3.0.13 se “factorise” en un isomorphisme Dox’tg—

équivariant

(IV.3.0.14) Ind;/ "% 20, o~ 2T (8, m0) ® U 4 (molt] D).
THEOREME IV.3.0.15. — Pour tous p,q > 0 tels que p+q+1 < |d/g], la fleche
gy (U ,) — gri grp (T, m,)[ ]
déduite par décalage et rotation du triangle distingué ng — I9/1972 — gri est
donnée en cohomologie par l'unique morphisme GL(pyqta+1)g(Fo)-€quivariant non
nul
— —
Stp+q+1(7T0) x Speh, (m,) — Stptq+2(mo) X Speh,_; (7,)
pour tout 0 < a < sg—p—q— 1.

1V.3.0.16. — La formulation de IV.3.0.12 nous a été suggérée par J.-F. Dat. L’énoncé
portait originellement sur les gradués de la filtration de monodromie; rappelons
briévement comment on passe de 'une a lautre des descriptions, cf. [10, 5.1.6]. On
a par définition grk = @p_ g=k 8T1 gr{f . Inversement N induit un isomorphisme
grh grk o gri*t grk || de sorte que

grd gri = Ker(gr_ AR grM o 2) NP :gr! gr = grq+p gris.

AinsiIV.3.0.12 est équivalent & la formulation gry (\Ile"" )(3k) =D kl<t<s, P(t, o).
t=k—1mod2
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La suite spectrale & chaque niveau fini J € 4
Ey? = i g (RY,, 1(@)[d - 1)) = R, (@)
induit une suite spectrale dans les W,-faisceaux de Hecke sur M ,:
Byl =h T gM(u, )= hHY,
Le lecteur vérifiera alors sans difficultés, ou avec 'aide du §1V.9.2, que IV.3.0.15

est équivalent au fait que la suite spectrale ci-dessus dégénére en Fs, et pour tout
1<t<sg,pour0<a<t—let0<B<t—1—a,lafleche d;ajﬂ’_d+tg_t+1+2a

Uy

est donnée par 'unique application non nulle

St g+1 (o) X Spehy_1 o (o) — Stag2(mo) X Spehy 5o (o)
en convenant que l'induite de II avec “une représentation” de GLg(F},) est égale a II.
Concrétement, la fibre en un point supersingulier z de E;JWO est nulle si (¢, j) n’est
pas de la forme (—k,1 — s + 2k) avec 0 < k < s — 1 et sinon en tant que GDW,(d)-

module
x G
Indf];g)oz*Eg;;j“’“ ~ ks —1—kln, @ V(m,) @ L(mo) (= L(d — s + 2k))
ou V(m,) = 2*F(s,m,) est une représentation de D) qui reste encore a préciser;
le lecteur pourra se référer a la figure 1.

IV.4. Corollaires locaux
Soit K une extension finie de Q,.

THEOREME IV.4.0.17. — Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation
irréductible cuspidale m de GLg(K), on a

d—sti L) (= Sd—s+20))@[7,5—1—i], i 0<i<s,
Uk 0,4 7[s]p) ~
0 if 1 <0,

—

ot [i,s—1—1], est Vunique quotient irréductible de linduite St;(mw) x Speh,_, ().

Preuve. — La stratégie est classique et passe par voie globale. Soient F' un corps
global et o une place de F vérifiant les hypothéses de §IV.1.2 avec F, = K.
D’aprés le théoréme de Serre-Tate, le complété de I'anneau local de My s, en un
point géométrique de MI::”O est isomorphe & Rg pn[[X1,...,Xq4-1]]. Le théoréme
principal de la théorie des cycles évanescents de Berkovich donne alors que la fibre de
Ri\Il%, 7(Qy) en un point géométrique de M szo est isomorphe & \ITELM. On considére
alors le sous-ensemble J° C 4 des éléments de J tels que la composante hors o
soit fixée et assez petite et on notera I§ ’élément maximal de J°. Soit z un point
supersingulier de M gg)) X Spec Fp, les morphismes [1]7, 1g sont alors totalement ramifiés
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au-dessus de z. Pour 7, une représentation irréductible cuspidale de GL,(F,), d’aprés
les théorémes globaux, dans le groupe de Grothendieck de GDW,(d), on a l’égalité

Ind®PWo (@) = Va s—1—1,1
[ GDWO(d)l 9|;99 ﬂoez’ll(g) 2 0 ® ] .
® L(mo) (= 5(s(g +1) = 2(i +1)))]
ot %(g) désigne ’ensemble des classes d’équivalence des représentations irréductibles
cuspidales unitaires de GL4(F,) et o V;, = 2*(s,m,) est d’aprés le théoréme de
Berkovich muni d’une action de DOX7 4 qu’il s’agit maintenant d’identifier. Par ailleurs
d’apres I11.2.1.1, dans le groupe de Grothendieck de GDW,(d) on a I’égalité

GDW,
20 ) = S
gld=sg =0
To€U(g)
®[s—1—1, 1],®2(m)(— L(s(g+1) —2(i +1)))].

Ainsi on déduit de I’égalité

>y Z Yi[Vi, ® [$ =114, i Jm, ® L(mo)(— L(s(g+1) —2(i +1)))]

gld=sg m,€U(g) 1=0

=> > Z ) [mols]p

gld=sg m,€U(g) i=0
@[5 =114, i Jr, ® £(mo) (— 3(s(g+1) = 2(i +1))]

que l'on a [Vz | = [m,[s]p] dans le groupe de Grothendieck de D ;, ce qui fournit le
résultat local pour 7, unitaire. Le cas général découle alors de I'isomorphisme 11.2.0.4

Vi 0a(7® (Yo vx 0 mn)) = Wi (1) ® (7 0 da)

ot dq: (g9,¢) € GL4(K) x Wik »—>vK(detg)+degceZetw:ZH@Z. O

COROLLAIRE 1V.4.0.18. — Soit m, wune représentation irréductible cuspidale de
GLy(F,). Le Qg-espace gradué gr] grk ’Zz;:zd(ro[s]p)[d —1)(3(d — 1)) est non nul si
et seulement si p,q > 0 et p+ q < s, auquel cas il est concentré en degré p+q—s+1
donné par

D+ dle, X[5 — 2 — P — dlw, ® L(m)(q — D).

Par ailleurs pour tous p,q > 0 tels que p+ q¢ < s — 1, le morphisme GDW g (d)-
équivariant

K (al s+p+q

gri &y Up 4.4 [d—1] q+1 K U s+p+q[d —1]

— gry F,,0.d
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déduit par décalage et rotation du triangle distingué gritt — I9/19t2 — g1 est donné
par unique morphisme GLg(F,)-équivariant non nul

P+ de,X[5—2—p—dlx, — P+ q+ U, xX[s—3—D— dlr,

Preuve. — D’aprés [13], la bifiltration de 2*¥, . induite par celle de ¥, . , est

GDW,(d)? équivariante: la seule difficulté sérieuse est de montrer I’équivariance sous
@:’d. Le résultat découle alors directement de IV.3.0.15 O

COROLLAIRE 1V.4.0.19. — Soit w, une représentation irréductible cuspidale de
GLy(Fy). Pour tout point supersingulier z de My, z \I/Z est nul pour tout i (resp.
814 < d—soui>d) signe dwzsepas d (resp. d = sg). Pourd— sget0<i<s—1,

Ind(Doxd )0 *\I’d S (resp. Ind *\I’dj *1) est en tant que GDW,(d )-module

isomorphe a
D (7,51 il @ )slp ® L(n)( — 3(d — s + 20))
w,€0(7o)

(D ot

(resp. [ s — 1 — 1], @ To[s]p ® L(m,)(— 3(d — s+ 20)))

ot O(m,) désigne l’ensemble des représentations de la classe d’équivalence inertielle
de , telles que Xr: (w,) = 1.

Preuve. — Le résultat découle directement du théoréme précédent en utilisant
1V.3.0.14. 0

IV.5. Principe de la preuve: par récurrence sur le modéle local

On va raisonner par récurrence sur le modéle local, i.e. on suppose connue les ‘lliFo’ oh
pour tout h < d, la conclusion du corollaire IV.4.0.18. En utilisant le théoréme de
comparaison de Berkovich-Fargues, on va dans un premier temps “reconstituer” les
faisceaux pervers ¥, et P(t,m,) en dehors des points supersinguliers puis s’attaquer
aux points supersinguliers.

IV.6. Reconstruction hors des points supersinguliers

IV.6.1. Image dans & de ¥, .

ProrosiTioN IV.6.1.1. — Pour 7w, une représentation irréductible cuspidale de
GLy(F,), on a Uégalité suivante dans &:

(IV.6.1.15)

Sg 89

[ 1= SN (D) [ HT (o, [i — 1,8 — i) ® L(mo) (— (20— t - 1)].

=1 t=¢
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Preuve. — L’isomorphisme IV.2.2.10 et 1’égalité IV.2.1.8 déterminent pour tout 0 <

h < d, la somme »_ (—1)* [\Iﬂi 7= »] dans le groupe de Grothendieck de la catégorie
abélienne des faisceaux constructibles sur M ?h. Le résultat découle alors du corollaire
7.0.10 de [5]. O

IV.6.2. Faisceaux de cohomologie des #(t,m,). — On suppose donc connu par
récurrence le corollaire IV.4.0.18 pour tout h < d. D’aprés le théoréme de comparaison
de Berkovich-Fargues, pour p,q > 0 et p+ g < s — 1, on a les faits suivants ou z est
un point géométrique z de M7" pour h # d:

(i) La fibre z* gr} gr/ (¥, . ) est nulle si h n’est pas de la forme tg ; sinon elle est
muni d’une action naturelle de GDWO (tg)° et on notera

GDW, (tg)

GO (tyowz * EE18p (L)

2" grigr, KUy r,) =Ind>"

ol w, € GLy4(F,) agit via X, (w,).

(ii) Pour tout h = tg < d, Indz* gr{ gr’¥ (%, ) est pure de poids p — gq.

(iii) Le support de h’ gr? gr;, K, .=,) est nul ou concentré aux points supersinguliers
pour ¢ qui n’est pas de la forme —d + (p+ g+ 1)g+ a(g — 1) avec 0 < a <

s—p—q—1 et sinon pour g > 1 (resp. g = 1) son support est M;(p+q+l+a)g

(resp. M>(p+q+1)) Précisément pour un point géométrique z de M;(p+q+1+a)g,

en tant que GDW,((p + ¢ + 1 + a)g)-module, on a
Indz*p—d+@+at+l)g+alg—1) grd gr’ (\IIJ‘;r )

~ P rllp+g+1l+alp@ U (1 4 g 414 d]p).

0 £,(p+q+1l+ta)g
m,EQ(mo)

Il s’agit alors, & partir de ces résultats ponctuels et l'égalité IV.6.1.15, de
reconstituer, hors des points supersinguliers, les faisceaux pervers de Hecke
grigri (U, . ) et P(t,m,), ainsi que leur faisceaux de Hecke de cohomologie. On va
procéder en trois temps: en premier lieu on va montrer dans & que gr? grf (\Il;";o) est
égal a P(p+q+1, wo)(—%(p — ¢)) modulo des faisceaux pervers de Hecke concentrés
aux points supersinguliers, puis dans un deuxiéme temps on exprimera dans & les

>tgHT(7ro,Ht) en fonction de certains j>(t+a)gHT(7ro,H2+a) et enfin en inversant
ce systéme on en déduira les h'P(t, 7,).

IV.6.2.1. Etape 1. — On rappelle que, comme F, est d’égales caractéristiques, les
grigry K (W, ) sont purs de poids p — g.

PROPOSITION IV.6.2.2. — Dans &, gr! gr{,{(\llejf;o) —Pp+q+1,m)(—35(p—q)) est
effectif concentré au points supersinguliers.
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Preuve. — On raisonne par récurrence sur p + ¢ + 1 de 1 & s,. D’aprés la propriété
(iii) ci-dessus, on en déduit que gr{ grX (¥, . ) est de dimension d — (p + ¢+ 1)g.

LEMME IV.6.2.3. — Pour tout 1 <t < s4, dans &
.7/ |gHT(7707 IL;) — Jj ngT(ﬂ'oa II;)

est effectif de dimension strictement plus petite que d — tg et de poids strictement
négatif.

Preuve. — On a la suite exacte courte de faisceaux pervers
0—Q — ]j IHT (10, 11;) — j>tgHT(7ro,Ht) -0

ou Q= z;tg’* ;t,iHT(ﬂo,Ht)[—l] qui est donc de poids inférieur ou égal & —1 et de

dimension strictement inférieure a d — tg, d’ou le résultat. O

Ainsi d’apres IV.6.1.15, P(t,m,)(—%(t — 1)) est un constituant de pure dimension
d — tg et de poids t — 1 de \I/ef;o et donc de Zp g=t— L 8r] gty (\Il e ) Or pour
qg > 0, gr? grk 1+q(¥ s x,) est de dimension d — (t + 2¢)g < d — tg de sorte que
P(t,75)(—5(t — 1)) est un constituant de gry grs< 1(\11‘; _). Ainsi dans & on a

gty grisy (U572 ) = Pt mo) (= 5(t = 1)) ® Qn, (t)

ot @, (t) est a support dans M7 M="9~1 ot donc de dimension strictement plus petite
que d — tg. Par ailleurs en utlhsant les isomorphismes N? : gr? gr, B, P

grigrk (¥, . ), dans &,
grfgry_ (P52 ) = P(t,m0)(— 5(t — 1~ 29)) + Qx, ()(9),

de sorte que la proposition IV.6.2.2 découle du lemme suivant. O

LEMME IV.6.2.4. — Dans &, pour 1 < t < s, Qr,(t) est concentré auzr points
supersinguliers.

Preuve. — Pour tout 0 > i > —d + tg, la dimension du support de h'Q,,(t) est
strictement plus petite que —i: en effet la propriété est vraie pour gr? erk (U Jm,)
(resp. P(t,m,)) d’aprés ’hypothése de récurrence sur IV.4.0.18 (resp. par définition de
Pextension intermédiaire). On en déduit donc que @, (t) est de dimension nulle. Soit
alors z un point non supersingulier. Si la fibre en z de h°Q, (t) était non nulle, elle
serait pure de poids t — 1; de la suite spectrale des poids on en déduirait alors que la
fibre en z de h® gr§ gri< | (¥, . ) aurait une partie de poids ¢ — 1 non nulle ce qui n’est
pas. La conclusion est donc que @, (t) est concentré aux points supersinguliers. [
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IV.6.2.5. Etape 2. — 1l s’agit de généraliser I'isomorphisme (\Ilij)lﬁ b g(if}}oé?)
de [16, IV.2.2], au niveau des bigradués, i.e. (h* grf gr{f \Ilj)‘M:h ~ I (gr? ng \II}I? ﬁll),
ce qui doit pouvoir s’obtenir formellement comme dans [13] en considérant des
complétés formels le long de sous-variétés de dimension quelconque. Ici, en utilisant,
d’aprés 'hypothése de récurrence IV.4.0.18, que les fleches di'? de la suite spectrale
de monodromie sont non nulles, du moins quand ’espace d’arrivée est non nul, nous

sommes en mesure de procéder sans utiliser ce résultat.

PRrROPOSITION IV.6.2.6. — Pour 0 < h < d qui n’est pas divisible par g, la restriction
des faisceauz de cohomologie h gr? ng( yore ) a la strate Mzh est nulle pour tout i;
pour h = bg elle est nulle pour tout i si b p+ q et pour b =p+q+1+a avec
0<a<s—p—q—1 elle est nulle si i # —d + bg — a, avec

€ro

gl"(} ng(\Ilj Tl'o)) |M=(p+q+1)g

~ HT (o, [p+ glr, X [@ = 1]x,) ® 2(m0) (3(a + g - p)).

(h—d+(p+q+1+a)g—a

Preuve. — Le résultat est vrai ponctuellement, il s’agit alors d’obtenir le dernier
isomorphisme de faisceaux. On considére la suite spectrale de monodromie

By = h i gM (v, )= hIT,

que on restreint & la strate M ;bg . De ’hypothése de récurrence locale IV.4.0.18, on
en déduit que cette suite spectrale dégénére en Es et donc que pour tout 0 < a < b,

—d+bg—a ~ a+1—b,—d+bg+b—1—2a
v, )lﬂjbg ~ (Kerd]

)lﬁjb_q .

Par ailleurs on a d’aprés IV.2.2.10

(W g = HT (o, [+ ale, X = 11s,) © £(m0) (= 30— 4 = @),

L’opérateur de monodromie N induit en outre un isomorphisme entre

(Ker dtlz—t,—d—i-bg+b+1—2a) et (Ker d(11+2—b,—d+bg+b—1—2a)

|09

r=bg
|Mﬂ g

Ainsi de la suite exacte courte de W,-faisceaux de Hecke

a+1—b,—d+bg+b—1—2a 4 1
0— (Ker dl g )|]\7ij - (h Hptatita)g- grl gry (\ij ﬂo))lﬂj(P+q+l)g

(Ker d<11+2—b,—d+bg+b+1—2a)‘Mjbg =0
on en déduit la suivante
0 — HT(mo,[p+ ¢, @ln,) ® L(m0)(— L(a+q—p))
— (A et la)g—a g ng(\IJ;";O))|M=<p+q+1)g
— HT (o, [p+ g+ L,a—1lr,) ® £(m,)(~ 30— g - a)) =0
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de sorte que sur M ;(f +atlta)g , on a la suite exacte courte de faisceaux pervers de
Hecke o1 on pose t =p+ g+ 1:

—
a

(IV.6.2.16) 0 — Ty jt4ap a1 ®F —1, aln, — Ty 5 T fralpa @[T 0 — 1], = 0

ou d’aprés la proposition 1V.6.2.2,

Ty~ (ha(g b ]l* ggﬂo[t]ml ® [t —1]z, ® z-zal9-1) X Pper (F,) GLd(Fo))IM7(1t+a)g.

Soit alors
G, =H @[ — 1]y, @ E 3401

avec H, = (hel9- l)j>t997ﬂo[t]D’1)|M:(t+a>g. On rappelle que pour un point
J,1

PN Tr=(t+a)g GL(t+a)g(Fo)
géométrique z de M, , IndGL(Ha)g(Fo)
que (g5,n) € GL4q)4(F,) X Z agit sur 7 , via I’action diagonale de valdet g5+n € Z

GLyg(Fo) « =—La(g—1) ) : c hal
sur Indgy ' ) 2 Hy =2 et Paction de g¢ sur [t — 1], . Ainsi en tant que
9 (Fo

représentation de GLyy(F,) X Z, ou GLy(F,) — Ptogp(t_m) (Fo) C GL4a)g(Fo),

1 2*H 4, est munie d’une action de Z telle

GL (F.)
In (t+a)g
dGL(t+a)g (Fo)

<— — —
[t —1n,{r—tag-1)y ® E" pour r € R. Or comme l'image de [¢,a —1]r, par le

12°4 , est tel que ses constituants irréductibles sont de la forme

foncteur de Jacquet J Nig.(t+ayg(Fo) D€ contient jamais un constituant de la forme

[t —1]r,(~1ag—1)} ® --*, on en déduit que I'image de §, C &, via I'application

f de 1V.6.2.16) dans Y, [4a]p,1 ® [(?,a—l]% est nulle. Ainsi en tant que

Pig (t+a)g,d(Fo») x Z-faisceau de Hecke, on en déduit que &, est isomorphe & un
K — —

sous-faisceatt de 1 (t+a]p,1 ® [t — Lz, (—1ag—1)} ® [0 — 1z {14(9—1)}- Or on 2

ha(g Y -7'* gg”o 1®Ht = (ha(g_l)j!itggﬂ'O[t]D71®Ht)|Mj(1t+a)g xpop(t+a)g d(F )Ptg d(F )

aveC I p = Yroltpil X per (F,) GL4(F,), de sorte que de la transitivité de
I'induction

XP:;<t+a)g,d(F") Pt(;}?d(Fo) XPOP 4 (Fo) GLd(F ) - ><PO g,(t+a)g, 4 (Fo) GLd(Fo)
= P e, d(FD)P(t-i'a)md(F ) X P ayg,a(Fo) GL4(Fo)

on déduit que h—dttotals=1) (¢, 7ro)|M:<t+a)g est isomorphe & un sous-faisceau de
g

Froftalp ® [ = r, X[a = 1lr, ® 2(m) (— Salg - 1)

En regardant la fibre en un point géométrique de M =(t+a)g

, et comme I (;4q],, €st
isomorphe & S 14q]p 1 Xpep (P, yGL4(F,), on en deduit que I’égalité des faisceaux

et donc le résultat. O
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COROLLAIRE IV.6.2.7. — Pourtout1 <t < s et pour 0 < h < d qui n’est pas divisible
par g, la restriction des faisceauz de cohomologie hijitgHT(wo,Ht) o la strate M;h
est nulle pour tout i; pour h = (t+a)g elle est nulle sii # —d+ (t+a)g — a et sinon

— —
(h—d+(t+a)g—ajit9HT(7ro, Ht))|M=(t+a)g ~ HT(r,, Ht;)[a — 1]ﬂo)(%a).
g

Preuve. — Le résultat est vrai pour II; = [t — 1], d’aprés IV.6.2.6 et IV.6.2.2, 1.

Par ailleurs comme dans la preuve de IV.6.2.6, la restriction de h“(gfl)jitg I roltlp 1 ®

[t — 1., a M9 est isomorphe & 7 [t — 1] ®la — 1] ®
To J,1 p ”O[t+a]D’1 7"0{_%‘1(9_1)} a Wo{%t(g_l)}

=22(9=1) en tant que P°P

b (t+0)g, 4(Fo) x Z-faisceau de Hecke. On en déduit alors que

(ha(g_l)jitggwo[t][;,l ® Ht)lM (tharg ~ I iralpa @ Ii{—2a(g — 1)}
—3alg—1)

®fa—1], (14g-1)) ®F

en tant que Ptg (t+a)g, 4(Fo) X Z-faisceau de Hecke et on conclut comme ci-dessus en

induisant & GLg(F). O

IV.6.3. Constituants simples des j7 >Y HT (o, 1L,

ProrosITION 1V.6.3.1. — Pour tout 1 <t < s, on a dans & [’égalité
(IV.6.3.17)

GV HT (w0, L) = 571 HT (o, 1) +Z ;Efz)gHT(wo,Ht?[i—1],,0)(§¢)+P,,O(Ht)
i=1

ot P (II;) € & est a support dans les points supersinguliers et de poids strictement
négatif.

Preuve. — D’aprés IV.6.2.7, pour tout 1 <t < s, on a dans &

(IV.6.3.18)
s—t
r —_—
GUHT (m0, L) = Y (= 1) 55 I HT (70, T X [r = 1], ) (37) + Qr, (I1)
r=0

ot Q, (II;) est un élément de & a support dans les points supersinguliers et de
poids strictement négatif. Il s’agit alors d’inverser ce systéme d’égalités, ce qui se fait
simplement par récurrence sur t de s 4 1. Le cas t = s est direct, supposons le résultat
acquis jusqu’au rang t+1 et traitons le cas de t. D’aprés I’hypothése de récurrence on a
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donc modulo des W,-faisceaux pervers de Hecke concentrés aux points supersinguliers

.]j ugHT(ﬂ'm I;) — jj ngT(ﬂ'mHt)
s—t—r

- Z( Z i I T (0, WX [ = 1), X[ — L, ) (3(r + 1))

= Z 9 (7, T X 70) (L)

avec Tq = 3" (=1)" " r —1]p, X[a — 7 — 1], = [a — 1],, d’ott le résultat. O

IV.7. Etude aux points supersinguliers

Le but de ce paragraphe est de déterminer les faisceaux pervers ponctuels non
précisés dans la proposition IV.6.3.1.

IV.7.1. Calculs de groupes de cohomologie. — On fixe désormais un diviseur g
de d = sg ainsi qu'une représentation irréductible cuspidale 7, de GLy(F,). On
considére alors une représentation irréductible II de D} vérifiant Hyp(oco) telle que
II, ~ Sts(m). On note m(II) est la multiplicité de II dans l’espace des formes
automorphes. On choisit par ailleurs II telle que si II' est une représentation
automorphe irréductible telle que (IT')°°° ~ I1°:° alors I’ ~ II.

COROLLAIRE IV.7.1.1. — Pour 7, une représentation irréductible de D;h avec 1 <
h < d, le GLq(Fy,) x Z-module [H} (S ;, 41)(I1°?)] est nul si h n’est pas divisible par g

et si 7, n'est pas & torsion prés isomorphe & w,[t|p. Sinon on a un isomorphisme
[H* (5759 HT (o, TL)) {1} = m(ITL X [5 — £ — 1], (2270 0 @ x7)
XEA(mo)

ou A(m,) est ’ensemble des caractéres x : Z — Q, tels que m, @ x o val(det) ~ m,.

Preuve. — D’aprés le lemme 11.1.2.2;

— é — —
Iniga(ls = 1n,) @03, =t =1 1smt)g-1) @5 =t = U 10g-1)
de sorte que
t P =—1(s— 1 -1 <—
Red? 1 (5= 1]x,) = E 2790 Ve P xH)@ls—t 1, (141
XEA(m,)

Par ailleurs on rappelle que ’on a un isomorphisme GL4(F,) X Z-équivariant

% —_Ll(d— GL4(F, *
H* (571 HT (7, 11,)) © 257 = In dPo:<(F>) L ®4 (H (P o ips1))
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ot pour W (resp. V) un GLg_44(F,) X Z-module (resp. GLtg( b)-module), V @4 W
désigne l'espace V @ W muni de Paction d’un élément ((* g¢ D), n) € PP (Fo) X 7 via
laction naturelle de g¢ ® (g¢¢, n + val(det g¢)). Le résultat découle alors de la notation

Xy = Indpof(g,)) m{-Ls—t)g-1)}@m{it(g—1)}. m

PROPOSITION IV.7.1.2. — Soient & ; un faisceaw de Hecke sur M;d et z une tour
de points supersinguliers.
(i) La fibre 2*F 4 est munie d’une action de D(F)* x GL4(F,)? ot GL4(F,)° est
le noyau de la valuation du déterminant.
(ii) En tant que (D°)* ~ (D5°)* x GL4(F,)-module, on a

)XZ*

HO(M 7 ,9J)~IndD(F)X

Iy

avec § € D(F)* + (6°°,valorn(8,)) € (D3°)* x Z et ot Uaction de g, €
GL4(F,) est donnée par celle de (g5 ™ "9 g,,valdet g,) € GLq(F,)° X Z oi
go € GL4(F,) est un élément fixé tel que valdet go = 1.

Preuve. — (i) Cela découle de la description des actions sur la bijection IV.1.2.7 en
prenant z comme point base.

(if) D’aprés IV.1.2.7, l'action de (D>%)* x Z sur M9%(F,) est transitive de groupe
d’isotropie D(F)*. On en déduit alors qu’en tant que (D ?)*-module, H*(M%, 7 ;)
s’identifie & ’ensemble des fonctions localement constantes

f (D) XL — 2T 4, V6 € D(F)*, ¥(v,n) € (D) XZ, f(8(7,n)) = 8f(7,n)

7500, 0

A},’ ) Lo T 4 d’otu le résultat. O

—

soit & Ind =

Remarque : lisomorphisme de (ii) dépend du choix de Délément go tel que
valdet go = 1.

COROLLAIRE IV.7.1.3. — Awvec les notations de la proposition précédente, si z*F 4
est munie d’une action du noyau (D:’d)0 de la valuation de la norme réduite qui est
compatible a laction de D(F)* — D}, alors

(IV7119) HO(Md, gj) ~ gOO(E(F)X\(EKO)X) ®D;<’d Ind(DOde) *9’/

Preuve. — D’aprés la proposition précédente, HO(M}S’ s) est isomorphe en
tant que (D$°)*-module & Ind{Pr " (B,cr2*T4) ot § € D(F)* envoie un

D(F)*
élément v € 2*Y, de la composante d’indice n dans la somme directe ci-dessus

sur Délément dv € 2*Y, de la composante d’indice n + val rn(d,). Avec les

hypothéses de I’énoncé, on écrit P, ., 2°Y, = Ind(r‘)’f o 2*F 4 de sorte que
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HO(MY, T ) ~ Ind;(F)j In d(L‘)’f 10 T ot D(F)* agit sur Ind(DX .

son plongement naturel dans D ;. Le résultat découle alors de I’isomorphisme évident

2*T 4 via
(D) [pqPoe (D)~ Dia
Indp . Ind 55 )2 72 (nd5 i 1) @px Ind ;5" 1o 2 T,

ou (D) =~ (D) x D . O

PROPOSITION 1V.7.1.4. — Pour touti et 1 <t < sy = [d/g],
[H (712 HT (o, T1,)) {1}

est nulle.

Preuve. — D’aprés IV.6.3.1, on a 1’égalité

H* (571 HT (m,, T1,)) = i(—l)“H* (7 HT (70, T X [a — 1x,) (3a)) +HO (Pr, (11,))
a=0

avec d’apreés le corollaire IV.7.1.1, dans Groth(GL4(F,) x Z)

s—t
S (1) H (5 HT (0, T X [ — 1], ) (3a)) 1]
a=0
:nt7(m(n)r+(—1)s—f y m(ﬁ)[s—t—l],ro) (5%<s Yo @ x )
e us (1) X€A(To)
avee T = 25N (1) a—1|X[s—t—a—1], = (=1)* " s—t— 1], et on

U5 (IT) est Pensemble des représentations irréductibles automorphes II de Eg telles
que (TI®°)V ~ TI°°° et I, ~ m,[s]p, oo =~ JL™'(Ily) et ou m(II) désigne la
multiplicité de II dans I’espace des formes automorphes.

Ainsi du fait que H’(]j WYHT(m,,11;) est pur de poids i, et comme Py, (II;)
est une somme alternée de W,-faisceaux pervers de Hecke concentrés aux points
supersinguliers de poids strictement négatifs, on en déduit que pour tout i > 0,
Hi (jifZHT(wo, IT; ) (II°°°) est nul; par dualité ils sont nuls alors nuls pour tout ¢. [J

COROLLAIRE IV.7.1.5. — Avec les notations et les hypothéses ci-avant, on obtient
que U5(I1) est réduit a un élément I avec m(Il) = m(Il) et que HO(Py,)(II>°) est
nul.
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IV.7.2. Application aux constituants ponctuels des jjt!gHT(wo,Ht)

COROLLAIRE IV.7.2.1. — Pour tout 1 < t < s, les W,-faisceauzr pervers de Hecke
P (I1;) de la proposition IV.6.3.1 sont nuls.

Preuve. — En utilisant IV.7.1.2 et IV.7.1.5, il suffit en fait de montrer que les P,_(II;)
vérifient les hypothéses de IV.7.1.2 ce qui revient & montrer que les Q. (II;) les
vérifient (cf. la preuve de la proposition IV.6.3.1). En effet supposons qu'il existe ¢ tel
que P, (II;) soit non nul, i.e. pour une tour de points supersinguliers z, z* Py (IL;)
est une représentation virtuelle non nulle de D;i 4+ Soit alors 7, une représentation
irréductible de D: 4 telle que la composante 7,-isotypique de Py (II;) soit non nulle et
soit II vérifiant les hypothéses du corollaire IV.7.1.5 avec II, ~ 7,. D’aprés IV.7.1.2,
[HO (]\7;0), P, (I1;))]{II°*>°} est alors non nul ce qui contredit IV.7.1.5.

Pour montrer que les @, (II;) vérifient les hypothéses de IV.7.1.2, on va utiliser
le fait que d’aprés le théoréme de comparaison de Berkovich-Fargues, la restriction a

€ro

la strate supersinguliére des faisceaux de cohomologie des gr{ grf (v e ) les vérifie.

€no

Considérons alors la filtration par les poids de grf grf (T J,wo) et le triangle distingué
K ({670 K ({670 K (6o +1
Wep—q(grigr, (U572 ) — grier, (U2 ) — Wapg(grigr, (¥57 ) —
On rappelle que, d’aprés 1V.6.2.2, pour tout k& # p — q, grkW gr? grff(\llz’:;o) est
concentré aux points supersinguliers alors que pour k = p—g, il est dans & égal & P(p+
q+1, WO)(—%(p —q)) plus des faisceaux pervers concentrés aux point supersinguliers.
Ainsi pour tout i < —1, on a

i K (qy€mo i
W grigr, (57 )~ h'Pp+q+1,m)(— 50— q))
de sorte que pour tout ¢ < —1, la restriction aux points supersinguliers de

hijitgHT(wo,Ht) vérifie les hypothéses de IV.7.1.2. Par ailleurs pour un point
supersingulier z, on a la suite exacte

(IV.7.2.20) 0 — 2*h (g1 grk (U572 ) — 2"h 7 Wy g (g1 gr (T52 )

— z*h0W<p_q(gr§ grf(\ll?;’ro) — 2*h0 ( grd gré((\ll;’:;’ro))

0 K (7o
— 2*h W%,_q(gr? gr, (\Ile/ﬂo)) — 0.
On rappelle que le h° d’une extension intermédiaire d’un faisceau pervers non ponctuel

est nul. On considére alors les parties de poids supérieurs ou égaux a p — q de cette
suite exacte de sorte que Wx,_,2*hOW,,_,(gr? grff (\Il;"; )) est nul. On a par ailleurs

Wp—q2 hOWspq (g1 grf(\ll;’:;’ro )) = 2" AWy g (gr] grff (‘I’;ﬂfro )

qui est donc isomorphe & W, (2*h0 grf grk (\Ilef;’r )). Ainsi comme la restriction
a la strate supersinguliére de h° gr? grff (\Ilef; ) vérifie les hypothéses de IV.7.1.2

et comme laction du groupe de Galois commute & celle de G(A*), on en déduit
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[

que KW _4(gr] grf (U2 )) les vérifie aussi. En utilisant que la dualité de Verdier

échange gr? grf(\ll;’:;’ro) et grh grf, (\Ilef;o), on en déduit que h°W¢,,_,(gr? grf(\llej:;o))
les vérifie aussi et donc aussi hW,_4(grf gri¥ (\I/;";O)) Finalement, dans le groupe

de Grothendieck des faisceaux de Hecke sur M (jo) , d’aprés IV.7.2.20, on obtient que

W™ Wep—g(erier, (U7 ) 2 h™ ' P(p+q+1,m0)(— 3(p — q))
vérifie les hypothéses de IV.7.1.2.
Ainsi pour tout 4, la restriction aux points supersinguliers de hijitgH T (7o, I14)
vérifie les hypothéses de IV.7.1.2 de sorte que, en utilisant IV.6.3.18, les @, (II;) vus
dans &, les vérifient aussi. O

On en déduit alors ’amélioration suivante de IV.6.2.2.

COROLLAIRE IV.7.2.2. — Soient 1 < g < d et m, une représentation irréductible
cuspidale de GLg4(Fy); on note s = |d/g|. Dans & on a l’égalité

avec pour tous p,q >0 etp+q+1<s,

[erd gry (U572 )] = [P0+ g+ 1,70) (—3(p — 0))]

est nul ou concentré aux points supersinguliers de la forme

s—1

e (p. @) P(s, 1) (A(s — 1 — 28))
k=0

avec €x(p,q) =0 oul et} ~qe(p,q) =1.

IV.8. Etude de la suite spectrale des cycles évanescents

IV.8.1. Cas ou II, ~ Sts(m,). — Soit g un diviseur de d = sg et m, une
représentation irréductible cuspidale de GL4(F,). On fixe dans la suite une
représentation automorphe irréductible II de D vérifiant Hyp(poo) et telle que
I, ~ [;——1]7r0 pour 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) et et
telle que si II' automorphe vérifie (II')*° ~ II°° alors II' ~ II. On note m(II)
la multiplicité de II dans I’espace des formes automorphes. On commence par un
résultat déja présent dans [24].

PROPOSITION IV.8.1.1. — Pouri # 0, on a [H (¥ ,)]{II®°} =0 et
[HO(W /) {T1°} = m(I)[s — 1], ® [£([5 — 1]x,)]-

-
s—1
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Preuve. — On considére la suite spectrale
E = HH (g@rM (v ))) = H(¥,).

La proposition IV.7.1.4 donne alors la nullité de [E{/]{II°°°} pour: i + j # 0. Pour
t=1—s+2ravec0<r<s—1,ona

[Es 1-2r2r+1— s]{Hoo o} [ B 1-2r2r+1— s]{Hoo o}
= m(H)[s —1]r, ® L(mo)(—3(1 — s+ 27)). O
Remarque : le lecteur attentif notera que le cas s = 1 ne peut pas étre prouvé

indépendamment ici, il faut impérativement se référer a [24]. Pour des résultats plus
fins sur la semi-simplicité, on renvoie & la proposition V.6.1 et & la remarque V.6.2.

PROPOSITION IV.8.1.2. — Soit 1 < t¢' < d et w), une représentation irréductible
cuspidale de GLgy (F,). Si g’ # g ou st wl nest pas dans la classe d’équivalence
inertielle de w,, alors les [Hl(jj ,g HT(n!,I1;))[{II>*°} sont nuls pour tout i.

Pour w!, = 7, pour tout i # 0, [H (j7" HT (7,, 11;))|{TI*°} est nul et pour i =0
— 1
[H°(j 717 HT (7o, TT)) [{TI>°} = m(I) (T, X [s — t — 1]x,)] ® (E—ﬂs—t) . X—l)
XEA(mo)

en tant que représentation de GL4(F,) X Z.

Remarque : de maniére équivalente, [Hi(j?tglg(t,ﬂg)l)]{ﬂm*"} est nul si 7, n’est
pas dans la classe d’équivalence inertielle de 7, ou si 7 # d — tg, et on a en tant que
représentation de GL(s_4)4(F,) X Z

—tay 0.0 — — 1 (s—t)(g— _
[Hd tg(Jit!gg(t,ﬂo)l)]{H Y =m(Il)[s —t — 1]%(_%“9_1))@(:2( t)(g—1) @ Y 1).
XEQL(T"O)

Preuve. — On considére la filtration par les poids du W,-faisceaux pervers de Hecke

>tg/HT( ,II;) de sorte que ces gradués gr}’ (!, 7/, ¢) sont nuls pour k£ > 0 ou —k <
|d/g'| —t et sinon donné par ]/(t R’ HT(m! 11 X [ k —1]x)(—3k), cf. IV.7.2.1. On
considére alors la suite spectrale associée

B = B (W1, 7, t) = HY (j7' HT(x,11,)).

D’aprés IV.7.1.1, les Ei’] [II>°:°] sont nuls sauf si 7 est dans la classe d’équivalence

inertielle de 7, et si i = —j = s — t avec
(B HITe) = (D) [ == T ) (35070 @@ x )
XEA(To)
d’ott le résultat. O
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PROPOSITION IV.8.1.3. — Pour g > 1 et pour tout 0 < i < d—1, les GL4(F,) @ W,-
modules

[H7(W )] {11}

vérifient les propriétés suivantes:

1) ils sont nuls si w. n’est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m,;

2) pour ! = m,, ils sont nuls si j n’est pas de la forme d — tg pour 1 <t < s;

3) pour ) =7, et j =d—tg avec 1 <t < s, ils sont nuls sii n'est pas de la forme
1—d+tg—7r avecl <r <t

4) pour m, =7, et 1 <t < s, [Hd_tg(\Illj’_ﬂiﬂg_r)]{HO""’} est isomorphe 4

m)[E— 7,7 — 1]p, X[s — t — 1), ® L(m0) (= (1 = s +2(t — 1))).

Preuve. — On utilise la suite spectrale associée a la stratification

(IV.8.1.21) EPT = HPYU(MOP, W, ) = HPP(WY, )

Mo

On rappelle que d’aprés la proposition précédente, [E79]{II>*°} est non nul si et
seulement si:

> 7 est dans la classe d’équivalence inertielle de 7,
> p=tg pour 1 <I<s,

>p+g=d-—tg,
>d—1+i=tg—ravecl <r <t

Les points 1), 2) et 3) en découlent alors directement. On a par ailleurs, pour 1 < t < s,

[Ellfg,d—2tg;1—d+tg—r]{Hoo,o} ~ ’I’TL(H)[t —r,r— 1]7%;)[3 —t— 1]71'0
® L(mo)(— 3(1—5—2(r—1))

de sorte que pour tout k > 1, les fléches di’q;i : EZ’q;i — Eg"’k’q—kﬂ de IV.8.1.21
induisent une application nulle sur {II>*:°}. En effet pour qu’il y ait une application
non nulle entre [EP%{I1°°0} et [EPTF47FH17)11%0:01 il faut qu'il existe 1 <, < s
et 1 <7 < ¢ ainsi que 1 < t2 < set 1 < ry < ty avee (p,q,1) = (t19,d —
2t19,1 —d+tig—7m1) et (p+k,qg—k+1,i) = (tag,d — 2tag,1 — d + tog — 72), ce
qui impose (t3 — t1)g = 1 ce qui ne se peut pas avec g > 1. On en déduit donc que
[ERGi{II°>°} = [EP9*{II>°} d’ou le résultat d’aprés la proposition précédente. [

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2009



132 CHAPITRE IV. FILTRATION DE MONODROMIE DES CYCLES EVANESCENTS

/-\_/

COROLLAIRE 1V.8.1.4. — La partie de poids d — s de ‘MF ed(ﬂ'o[S]D) est un
constituant de II; ® £(m,)(—5(d — 5)) ot

(— ,
[s—1]x, pour i =1,
[6)]%;)[3 = 2., pour i = 2,

=3 _
[i — 2]%;)[3 — 4z,  pour i,
[s — 2]%—’[‘6],70 pour { = s.

En outre ‘ZldF;‘Z; a(mo[s]p) contient [s — 1], ® £(m,)(—%5(g — 1)) et la partie de poids
$(9—1) de Sy (—1) UL b y(mols]) est égale d (~1)*[5= 1], ® £(mo) (—Ls(g—1))-

Preuve. — Traitons tout d’abord le cas g > 1: on étudie la II°*:°-partie de la suite
spectrale

(IV.8.1.22) EYY = HP (V) = HPTI(T ).

des cycles évanescents pour II vérifiant les propriétés du début de ce paragraphe.

LEMME IV.8.1.5. — Pour g > 1 et pour tout 0 < r < s — 1, la partie de poids 1 — s
de [ES"|{II*°} est un constituant de [E3 "9 d+r(g 1)]{H"o ©}, i.e. de

m(I)[r —1]x, X [5 — 7 — 1], ® 2(m) (31 - 5)).

Preuve. — D’apres la proposition précédente, les parties de poids 1—s de [ES?]{II>-°}
pour p # 0, non nulles, sont

[Eg om0y & (M) [E — 1]r, X [s — £ — 1]r, ® £(70) (3(1 = 5)).

Or, d’aprés IV.8.1.1, pour r # 0, la partie de poids 1 — s de [E"]{II°**°} est nulle et
pour r = 0 elle est égale a [s — 1], ® £(m,)(3(1 — s)) d’ott le résultat. O

LEMME IV.8.1.6. — Pourg>1lettout0<r<s—1,ona

(BT HI ) = 6% (D(F) \(DF)" @, U ) I=).

Preuve. — D’aprés la proposition précédente, [HS(JW?Q,\I/;T)]{H‘X’"’} est nul pour
tout 1 <t < s; pour g # 1, il en est de méme de [H} (M ", ¥ ")|{TI**°}. Le résultat
découle alors de ’étude de la suite spectrale de stratification pour le faisceau \Il;r et
de IV.7.1.3. U
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Ainsi pour tout 1 < ¢ < s, la partie de poids d — s de %F ed(ﬂ'o[S]D) est un
constituant de II; ® £(m,)(—3(d — 5)) ou II; est comme dans 'énoncé. Par ailleurs
on remarque que [ES D@D 110000} contient [s — 1], ® PL(mo)(5(1—s)) alors

[E§g71*d+(8*2)(9*1)]{

que I1>°-°} non; on en déduit alors que [a?«“:,sé,d(ﬂo [s]p) contient

[s — 1], ® £(mo)(—35(g — 1)). Le calcul sur la somme alternée correspond a IV.2.1.8.

Pour g = 1 le raisonnement est similaire: en raisonnant comme dans la proposition
précédente, [H}(M7", U ){II°*°} a sa partie de poids 1 — s nulle si h # d — 1 et
r # d — 1 et sinon elle est égale a [m]go?[‘ﬁ]go ® &(3(1 — s)). Par ailleurs les
parties de poids 1 — s des [HY(M7", ®7")|{II°°} sont nulles pour h # d de sorte
que, en utilisant la suite spectrale de stratification de \I/;T, les constituants de poids

d—s de Hompx (6> (D*\((Dg°)*)", %dpz,lz;f [II°°-°] qui ne sont pas des constituants
T 5. U 1 : 0,—r 00,0\ (1

de [d —2]¢, x[0]¢, ®&,(5(s — d)), sont des constituants de [Ey ™" [{II°°}(5 (1 — d)).
Or comme d’aprés IV.8.1.1, [E"]{II>>°} n’a pas de constituants de poids 1 — s, le
résultat découle du fait que d’aprés la proposition précédente les parties de poids
1—s des [ED'""P}{II°>°} sont nulles sauf pour p = d — r auquel cas elle est égale &
-_— —_— 1

[d = 2]¢, x[0]¢, ® & (5(1 = 9)). O

IV.8.2. Cas ou II, ~ Speh (7,). — On peut remarquer que la connaissance des
[EP{II>>°} de la suite spectrale IV.8.1.22 ne nous fournit pas le théoréme local. La
figure 1 illustre ce fait dans le cas s = 2, ou pour 7, une représentation irréductible
cuspidale de GL/2(F,), 'on n’arrive pas & exclure le cas:

I, ® (L(m6) (=3 (d — 1)) ® Spy);
I, X [0, ® 2(m0)(~5(d - 2)).

—
1

> U, .a(mo[2]) = |

d—2 o
> U, 0,a(mo[2]D) = [0
Dans le cas ol l'on considére une représentation automorphe II de D} vérifiant
D
Hyp(pso) et telle que II, ~ [s — 1], , dans la figure 2, on illustre comment on exclut
— —
le cas défavorable ci-avant, en remarquant que [O]WO?[O]7T0 n’est pas isomorphe
— —
a [O]W‘J(;[O]ﬂo, contredisant le théoréme de Lefschetz difficile. On pourra aussi
se référer aux figures3 et4 qui détaillent pour s = 4 et g = 2, les [EY]{II>>°}
. — —_—
respectivement dans les cas Il = [s — 1], et oo = [s — 1]a.. -

REMARQUE IV.8.2.1. — Si II vérifie Hyp(po), la condition II, ~ [s— 1], pour
T, une représentation irréductible cuspidale de GLg4(F,), implique qu’il existe une
représentation irréductible cuspidale 7o de GLgy/ (Fix) avec d = s'g’ telle que I, ~

A -1 / /
[s" — 1]x.. et donc II vérifie Hyp(poo) avec poo = JL™ ([s" — 1] ) et s = §'.

oo
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-
[1]ro®Lg(mo)
(|—|-2(+D/2g|—|-2(s—1)/2)

i+j=d—1
(01, X[0mp

®Lg(mo)|—|—2(s=1)/2

(0], X (0],

®Ly (mo)|—|~2(0=1)/2

\

|
(0,0) !
d

Ficure 1. EDI1°°] de IV.8.1.22 pour II, ~ St,(m,) compatible avec I’aboutissement

IV.8.2.2. — On considére dans la suite une représentation irréductible automorphe
—

II de D} vérifiant Hyp(pso) et telle que I, ~ [s — 1], , pour m, une représentation

irréductible cuspidale de GLy(F,) et telle que si II" est automorphe irréductible avec

(I1')°°:° ~ T1°°° alors II" ~ II.

PROPOSITION IV.8.2.3. — Soit 1 < tg’ < d et w), une représentation irréductible

cuspidale de GLgy/ (F,). Si g' # g ou si w, n'est pas dans la classe d’équivalence

. . i =2ty A 00,0

inertielle de m,, alors, dans Groth(GL4(F,)xZ), les [H*(j7\] HT (m,, [t — 1]5,)) {II>°}
sont nuls pour tout i et t. Sinon pour ¢’ = g et 7, = m,, pour tout 1 <t < s,

Joe, ))J{IT}

est nul pour |i| > s —t ou it Z s —tmod?2 et sinon, il existe un sous-quotient de
Hi(i>t9 1 ; ; A
(37 JHT (o, [t — 1]5,)) qui est isomorphe a

[H (55 Y HT (o, [t — 1

m()([F =T, X5 — £ =) = U)X [H6 —t+9) — U, @ (2720 @ x )
XEA(mo)

en tant que représentation de GLg(F,) X Z, ot U(w,) est ’ensemble des caractéres
X:Z— Q), tels que T, ® x o val(det) ~ m,.
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-
[1]mo®Lg(mo)
(|—|—2-D/2g|—|-2(s+1)/2)

itj=d—1

(01, X [0,
®Lg(mo)|—|~2(s=1)/2

<

— — =
[0]x, X[0]x,
®Lg(7ro)|7|*2(9+1)/2

T J=g9-1

‘ ‘ »

(0,0) !
t=d—g+1

FiGURE 2. E} [I1°°] de 1V.8.1.22 pour Il =~ Speh (7e) non
compatible avec I’aboutissement

Preuve. — D’aprés IV.7.2.1, on a 1’égalité
s—t
H*(j7 1 HT (7, 1)) = > (—1 VH%>““9HT@mHﬂqa—u ) (3a).

a=0

D’aprés 11.1.2.2,

1

—_— 3 — s _7_1
Inge (s = 1m,) @62, = [t = Uno g3 —nior1)y @ 5 = £ = Lo — ooy
de sorte que
SN N T 1
redfi[t]p([s — 1) = (1) @ [s — ¢ — 1]no{—%t(g+1)}'

On en déduit alors que dans Groth(GL4(F,) x Z), pour tg < d

[H* (55712 HT (o, L) {17} = (~1)'m(I) L X [s — ¢ — 1,0 (230 @ x 7)),
X€A(mo)
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ce qui donne I’égalité

[H* (5719 HT (o, 1)) {TT°} = (—1)" [nt;'

s—t—1

t—
( Z Xs—t—a—1,, ® (37%(37#2‘” ® @ X

a=0 XEA(mo)
+ > m()s —t— 1], ®(55*ﬁ6969x*5ﬂ.
neuD(n) XEA(mo)

Du fait que H* (]j ,gHT(’/TO,Ht) est pur de poids ¢, on en déduit le résultat dans le
groupe de Grothendieck pour tout i # t — s, et enfin pour ¢ = ¢t — s par dualité.

En passant aux faisceaux non induits, on en déduit que
H'(j79T (7o, t)|d — tg]) 1]

est égal dans le groupe de Grothendieck &

B A B IR AR
1 . 1 .
(s —t—1i)— 1] Wo{%((s—3t—i)g+s—i+t)})x [5(3 —t+i) - 1] mo{— 1 (s+t—i)(g+1)}

® <5é<<s—t>g+i) 2 P X—l)

XEA(T,)

m(I) [

de sorte qu'il existe un sous-quotient de H'(j2*F(7,,t)[d — tg]) qui soit isomorphe
a la représentation ci-dessus, le résultat découle alors du fait que les strates sont
induites. U

COROLLAIRE 1V.8.2.4. — L’ensemble U5(I1) est réduit a un élément I1 avec m(II) =
m(II).

PROPOSITION 1V.8.2.5. — Dans Groth(GL4(F,) x Z), [HY (¥ ,)]{II*®*°} est nul si
|i| > s —1 ou sii = smod2; sinon i est isomorphe a m(Il)[s — 1], ® L(m,)(—%7).

Preuve. — On considére la suite spectrale de monodromie-poids
Ey7 = HY (g™ (¥ ))) = H'I (T )

dont on étudie les II>°-parties au sens ot pour r > 1, on regarde I'image de E%7
dans le groupe de Grothendieck des G(A*) x W,-modules et plus particuliérement
les constituants de la forme I1°°° ® II) ® 0,. ® De la description des gr} (¥ ), et

(2) Prendre la I1°:°-partie n’est pas un foncteur exact.
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d’aprés IV.8.2.3, pour § > 0, on a

(IV.8.2.23)
!
m(II)
= @ [R5 — 40— 2)]n,) K55 — £~ 0~ 2)]x,]
|k|<t<s

t=k+1=s+d mod 2

= ®2L(m,)( — 3(k - 9)),

(IV.8.2.24)
(B S0 R{Tmeee}

(1)
— P [T R At 52 K-t + o2
tEk-}—IlklEij—g(SSmod 2

= &2(m)(~ b6+ K).

On en déduit ainsi que m(H)[s—l]wo ® L(mo)(5(s — 1)) est un constituant
de [E%1=s]{II**°} de sorte que [H'~5t2"(¥,)|{II>*°} admet m(H)[sTf],ro ®
PL(mo)(3(s — 1 — 2r)) comme constituant d’aprés le théoréme de Lefschetz difficile.
En utilisant par ailleurs la pureté, on remarque que [H'(¥,)]{II>®°} est nul si

i = smod2 de sorte que le résultat découle du fait que la dimension virtuelle de
[H*(P ,)]{II*°} est égale & dm(II).

Remarque : on peut se passer de la pureté en étudiant la suite spectrale de monodromie
et en utilisant que ’aboutissement doit vérifier le théoréme de Lefschetz difficile (cf.
[24], 14.19) et étre compatible a la dualité de Verdier. Il faut alors étre plus précis et
ne pas travailler seulement dans le groupe de Grothendieck mais utiliser le fait que
les strates non supersinguliéres sont induites pour dire que’il existe un sous-quotient
de Eij qui soit isomorphe aux induites de IV.8.2.23 et IV.8.2.24. O

Remarque : ce résultat correspond a la conjecture 14.21 de [24].

IV.8.3. Parties de poids minimal de la cohomologie locale

ProrosiTiON IV.8.3.1. — Pour tout diviseur g de d = sg et m, une représentation

irréductible cuspidale de GL ( o), la partie de poids d—s de ‘ZédF "Zrdi(ﬂ'o [s]p) est nulle

pour 0 < i < s et égale & [s —1]x, ® L(m0)(—%(d — s)) pour i = 0.
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Preuve. — Le principe est de se ramener a une situation analogue a celle de [3], ou en
ce qui concerne les parties de poids 1 — s des composantes I1°°-°-isotypiques dans la
suite spectrale des cycles évanescents, seuls les points supersinguliers contribuent.

LEMME IV.8.3.2. — Soit 1 < tg’ < d et 7}, une représentation irréductible cuspidale
de GLy (F,).

> Si g’ # g ou siw, nest pas dans la classe d’égquivalence inertielle de m,, alors
les [Hl(j/g HT(x,11;))]{II>°} sont nuls pour tout i.

> Pourg’ =g etn) =m,, [Hl(]j IHT (m,,I1;))]{I1>°°} est mizte de poids t—s+2k
avec 0 < k <s—t.

> La partie de poids t — s de [H’(]j ,gHT(wo,Ht))]{Hoo"’} est nulle pour tout
1#s—t.

Preuve. — On considére comme précédemment la filtration par les poids du W,-
faisceaux pervers de Hecke ]>t9 HT(n!,II;) ainsi que la suite spectrale associée

B = B (g%, 1)) = H™ (79 HT (x),11))

D’aprés 1V.8.2.3, [EY7/]{II°°} est non nul si et seulement si 7/, est dans la
classe d’équivalence inertielle de m, et (i,5) est de la forme (a,t — s + 2r) avec
0<a<s<s—t—r<s—tauquel cason a

[Ea t— 5+2T]{Hoo o}
m(IT)

(IV8325) ® (E%(Qr—s+t) @ X_l)-

XEA(To)

[(Htx[a— e X6 —t—1—7—als) X[ = 1],%]

On observe en particulier que pour tout (i,7) tels que [Ei7]{I1°°} est non nul, il
est alors pur de poids j de sorte qu’en particulier, la suite spectrale dégénére en Fs.
Il s’agit alors de montrer que [E47]{II1>°} est nul pour tout (i,j) = (a,t — s) #
(0,5 —t).

Pour cela, en raisonnant par récurrence sur ¢, on suppose la conclusion du lemme
vérifiée pour tout ¢’ < ¢; pour t = 1 ’hypothése de récurrence est vide. Soit alors
t — s < 4 minimal tel que [H’(]j ,gHT(ﬂ'o,Ht))]{HOO"’} soit non nul de sorte que sa
partie de poids ¢ — s non nulle est

—_—
m() |, X [T,5 —t—1—7— a]m] ® (Eé(t—s> D
XEA(mo)

aveci=t—s+a.
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LEMME IV.8.3.3. — Sous les hypothéses ci-avant, on a pour g > 1
_ v 1—d -1 00,0
[HO94 (M, @ Doy

— m(I0) [[ e X[@,s—t—1—71— a],,o] ® L(r,)(— L(t—s)).

Pour g =1, il contient m(I)[[t —1,a+1,s —t —1—71 —a]s,)] ® L(mo)(—3(t — s)).

—
t—1

Preuve. — On considére la suite spectrale associée a la stratification
, Tr=p ,1—d+t(g—1 F o l—dit(g—1
Ept = HPY(M P, W) — HPRa(M 0
ou [EP9{II°*°} est nul si p n’est pas de la forme ¢'g avec t'(g—1) < t(g—1) < t'g—1.

> En particulier pour g > 1, on a t’ < t. En outre pour un tel ¢/, d’aprés IV.2.2.10,

on a

1—d+t(g—1 erg tHg—1
((\Il‘fﬂro-’— (g ))lﬂjt’g) ~ g(t/7 ﬂ-o) ® qu(‘og,t’g) (ﬂ.o[t/]D)

de sorte que pour p = t'g < tg, [EY?|{II°°°} est nul pour p+¢q # (s—¢')(g+ 1) >
(s —t)g + ¢ pour tout ¢ < s —t. On en déduit donc que [Eéz‘t)"“]{nwo} =
[Efg’(s_%)g“]{ﬂoov"} qui est donc isomorphe &

-
t—1

m(I) [t = 1, X[@, 5=t — 1 -7 — alx,] ® L(m)(~1(t — 5)),

d’ou le résultat.

> Pour ¢ = 1, on a [EPY{II*°} = 0 pour p+¢q = (s —t)g + i — 1 comme
précédemment. Reste alors a regarder le cas p+q = (s —t)g+ ¢+ 1: la partie de poids
t — s est alors, d’aprés ’hypothése de récurrence, & prendre parmi les constituants de
(It' = 1]%?[a +t— t']m?[s —2—a—t];, desorte que t—1,a+1,s—t—1—al,,
n’en est jamais un constituant, d’oit le résultat. O

LEMME IV.8.3.4. — Awec les hypothéses précédentes, pour tout j < t(g — 1),
[H(M 4, W7 {0}

est de poids strictement supérieur a t — s.

Preuve. — On considére la suite spectrale associée a la stratification

EPY = HPYU(MP, W) = HPTI(M ,, W),

77TO

Pour que [ET?]{II>*°} soit non nulle il faut, comme j < t(g — 1), que p = t'g avec
t’ < t. Le résultat découle alors du fait que la propriété est vérifiée pour les termes
initiaux d’aprés IV.8.3.25. U
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LEMME IV.8.3.5. — Awec les hypothéses précédentes, pour j = t(g—1)+a avec a > 0,
les constituants de poids 1 —s des [H'(M ,, \Illj_dﬂ)]{ﬂoo"’} sont & prendre parmi les

constituants de

[t —1]r, X[a' = p, X[s —t' =1 —d]s,
avect' Zteta=({t—t)(g—1).
Preuve. — La suite spectrale de stratification nous raméne & prouver le résultat pour

les [Hi(]\Zl;p, \Illj_ﬂdﬂ)]{ﬂc’o"’} avec p = t'g. Pour t' < t, d’apreés 1V.8.3.25, les parties
de poids ¢t — s sont nulles. Pour ¢’ > ¢, on doit alors avoir j = t'(g — 1) et le résultat

découle de 1V.8.3.25. O
Fin de la preuve du lemme IV.8.8.2. — On considére la suite spectrale des cycles
évanescents:

EpY = HP (M, W) = H"" ().

Pour 0 < r < s —t, d’aprés IV.8.3.3, [t — 1,a+ 1,s — ¢t — a — 1], est un constituant
de la partie de poids 1 — s de [Eg_tg+t_s+a’t(g_l)]{HOO’O} alors que d’aprés IV.8.3.4
il n’est pas un constituant de [E59]{II>°} pour tout ¢ < t(g — 1). Par ailleurs
comme d’aprés IV.8.2.5, il n’est pas un constituant de ’aboutissement, on en déduit,
d’apres IV.8.3.5, qu’il existe ¢ > t tel qu’il soit un constituant de

[t — 1), X[a = Ux, X[s—t' —1—d]s,

avect' > t,a=(t'—t)(g—1) et a’ = a— (¢’ —t)g. En reprenant les notations de §11.1,

. . _ — — —
les constituants de ces derniers sont de la forme I'*~! = (ay, as,a3) avec a; =t —1,¢

et donc a; >t — 1, de sorte que [t' — 1]7To§)[a’ - 1],,0?
pas [t—1,a+1,s —t — a — 1], d’ou le résultat. O

[s—t' —1—a'];, ne contient

Fin de la preuve de la proposition IV.8.3.1. — On applique le lemme IV.8.3.2, en
remarquant qu’en ce qui concerne les parties de poids 1 — s des [EL?]{II°>°} de la
suite spectrale des cycles évanescents, seuls les points supersinguliers contribuent. On
se retrouve alors dans la situation de [3] et on procéde de méme. Précisément, de la
suite spectrale de stratification du W,-faisceau de Hecke ¥?,, on en déduit, d’aprés
IV.8.3.2, que la partie de poids 1 — s de [H™(¥ ,)]{II°*°} est nulle pour n > 0 et
sinon, d’apres IV.7.1.3, égale dans Groth(GL4(F,) x W,,) a la partie de poids 1 — s de

%‘11;;,847d(ﬂ0[s] D)(%(d — 1)) qui est donc, via la suite spectrale des cycles évanescents,
égale a la partie de poids 1 — s de [H™(V,)]{II>°}. Le résultat découle alors
de IV.8.2.5. 0
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IV.9. Preuve des théorémes globaux

IV.9.1. Faisceaux de cohomologie aux points supersinguliers des ?(¢,7,)

LeEMME IV.9.1.1. — Pour z un point supersingulier de .7\7[(0), si 2*htP(t,m,) est non
nulle, alors son image dans le groupe de Grothendieck de GL4(F,) x W, est celle de

[t = 1r, X7 ® L(mo) (3(5 — 1))

ou m est une somme de représentation elliptique de type T, de GL(s_¢)4(Fy).

—
t—1

Preuve. — On raisonne par récurrence sur ¢t de s a 1, le cas t = s étant trivial car
P(s, ) = jingT(s, [.(9__——1]”0) Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang ¢ + 1
et traitons le cas de ¢t. On considére la suite spectrale associée a la filtration par les
poids de jj’;gHT(ﬂ'o, [1<f——1]ﬂ0) D’aprés ’hypothése de récurrence, tous les z*Eij
sont de la forme de 1’énoncé pour ¢ > 0 et nuls pour ¢ < 0. Ainsi, z*E7 étant nul,
2*h'P(t,m,) est pur de poids t — s de sorte que z*h‘P(t,,) est de la forme

GL4(Fo) 57
Py 2 (bt = o= 1 (s—t)(g-1)} ® m{5tg} ® L(mo)(5(s — ).

Le résultat découle alors du fait qu’en tant que représentation de GL4(F},) tous les

Ind

constituants irréductibles des z*Ei” pour ¢ > 0 sont m,-elliptiques. O

LEMME IV.9.1.2. — Pour tout point supersingulier z et pour tout i #* t — s,
Z*htP(t,T,) est nul.

Preuve. — Considérons la suite spectrale E{J = hiti gr‘f’z(\Ilef;’ro) = hitJ \I!ef;’ro des
poids de ¥, ., et plus particuliérement les parties de poids 1 — s des 2* 17, on z
est une tour de points supersinguliers. On raisonne par ’absurde: soit donc ¢ minimal
et § > 0 minimal pour lequel z*h*~*T9P(t, m,) est non nul. On rappelle, cf. IV.7.2.2,

que dans &,
g gl (V0 ) — Pty mo) (At - 1))
est effectif concentré aux points supersinguliers de la forme
s—1
D €0, —1)P(s,m0) (3(s — 1 — 2i))
i=0
avec €;(0,t — 1) = 0,1. De la suite spectrale des poids pour grtI—1 grg(\ll;"; ) et du

*EIBI75H0 admet un constituant de la forme

lemme précédent, on en déduit que z
—
t—1,1,s—t—1]r, ® () (5(s—1)). Or pour tout i+j =6 —s et i <t—1, (resp.
i+j=2—s+0eti>t—1) les constituants irréductibles de poids 1 — s de z*E}*” sont
& e 1 o
nuls (resp. de la forme [i |, X [s —i — 1], ® £(m,)(5(s — 1))). On en déduit donc
que [t — 1, T, s—t—1]x, ® £(m)(4(s — 1)) est un constituant de I'aboutissement,

soit de ‘le_sejf(%(d — 1)) ce qui n’est pas d’apres IV.8.3.1. O

oy
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142 CHAPITRE IV. FILTRATION DE MONODROMIE DES CYCLES EVANESCENTS

ProrosiTioN IV.9.1.3. — Pour p,q > 0 avec p+q+ 1 < s, et z un point
supersingulier, z*h'gri gr{f(\llef;’r ) est nul en tant que GDW,(d)-module pour
1#p+q+1—s et sinon isomorphe a

e

[s —2—p—dln, ® L(m)(5(a—p))-

N
X

7o[s]p ® [P+ dlr,

Preuwve. — D’aprés 1V.3.0.12, grf grlf (\Ifef;’ro) est isomorphe & P(p+q+1,7,)(—3(p—q))
de sorte que d’aprés IV.9.1.2, z*h' gr? grff (\Ilef;’ro) est nul pour ¢ # p+g+1—s. D’aprés
1V.6.3.18 et IV.7.2.1, 'image de Y, 2*h*P(t,,) dans le groupe de Grothendieck de
GL4(F,) x W, est égal a celle de 2* T (s, 7o) ®[t — 1], X [s — t — 1], ®2L(mo)(2(s—1)).

Le faisceau étant induit on en déduit finalement que

ZRTP(t m) 2 2T (5,70) @ [t — U, X5 — £ — ], ® L(mo) (3(5 = 1))

D’apreés le théoréme de Berkovich-Fargues, z* (s, 7,) est munie d’une action de D*,
qu’il s’agit maintenant d’identifier. On regarde comme dans la preuve de I1V.9.1.2,
la suite spectrale des poids de ¥, , E}7 = h*tJ ngVl(\Ilef;o) = h"“J\Il;’:;’ro et on
R

§ — 1], ®L(m,)(}(5—1)) est un constituant z* EY"'

) . * 10,7 .
alors que [s — 1], n’est pas un constituant de z*E}” pour (4,j) # (0,1 —s). On
2 ) ;

s — 1]z, ® L(m,)(5(s — 1)) est un constituant

de l’aboutissement de sorte que d’apreés IV.8.3.1 (iii) et le théoréme de Berkovich,

remarque alors que 2* (s, 7,)®|
en déduit alors que z*%(s,m,) ® |
2*T (8, 7o) ~ mo[s]p d’ot le résultat. O

IV.9.2. Description de la suite spectrale de monodromie de ¥, . . — Il s’agit
de prouver le théoréme IV.3.0.15, i.e. montrer que, pour tout p,q > 0 avec p+q+1 <
s — 1, la fléche

(IV.9.2.26) grf gry (U572 ) — grf™ gry (U2 )[1]

déduite par décalage et rotation du triangle distingué gri™' — I9/1972 — gr? est
donnée en cohomologie en un point supersingulier z

Z RPN P(ptg+1,m,) (— 2 (p—q)) — 2RI P(p+q+2,7,) (— 2 (p—g—1))

par I'unique morphisme GL4(F),)-équivariant non nul

— — —_
P+qlr, X[s=p—q—2]x, — [P+ q+ 1z, X[s—p—q— 3z,

On rappelle que les gradués de la filtration de monodromie sont donnés par grfc\/’ =
@p_q:k gr? grf. On remarque alors que que pour tout p,g > 0avecp+q+1<s—1,
il ne peut pas y avoir de morphisme GDW,(d)-équivariant entre deux sous-quotients
irréductibles de

xpp+q+l—t g K/ g€ x1p+q+2—t . q K er
z*hPTY grygr, (‘I'f;(,) et z"hPTY gr] grp_q_5+q,(\lljy;o)
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pour tout 6 > 1 saufsi ¢’ = g+ 1: en effet pour que z*hPT3+2-¢ gr‘}, grf_q_“q,(\llz,’:;o)
soit non nul, il faut, d’aprés IV.3.0.13, que p' +¢' +1 = p + q + 2, et pour que le
poids soit le méme il faut que p’ = p. Ainsi la suite spectrale de monodromie Eij =
hiti gr%(\llef;o) = hi‘”\Ilej’:;’ro dégénere en E; et les d2’ sont données par 1V.9.2.26.
Par ailleurs en utilisant que N? induit un isomorphisme gr} grff ~ grgﬂ’ grk on est
ramené A traiter le cas de p = 0. On remarque alors que z*h9T1=5P(q+ 1, ﬂo)(%q) est

de poids 1 — s, le résultat découlant ainsi de IV.8.3.1.
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CHAPITRE V

COMPLEMENTS SUR LA COHOMOLOGIE GLOBALE
ET APPLICATIONS

Introduction

Dans ce chapitre, on compléte les calculs de groupes de cohomologie du chapitre
précédent. On notera bien qu’en ce qui concerne ’action du groupe de Weil local W,,,
nous n’obtenons des renseignements que sur les Frobenius semi-simplifiées.

0.1. — Aprés quelques calculs de foncteur de Jacquet, des calculs des groupes de
cohomologie des jit‘qHT(Tl’o,Ht), on en déduit, proposition V.2.5, les composantes
locales des représentations automorphes de D;: on obtient ce que l'on déduirait
des résultats de Moeglin-Waldspurger sur les représentations de carré intégrable de
GL4(A) et de la conjecture de Ramanujan-Peterson, prouvée par Lafforgue dans
ce cadre, si on disposait d’une correspondance de Jacquet-Langlands globale entre
GLg(A) et D™, On en déduit alors, proposition V.3.1, une correspondance de
Jacquet-Langlands globale entre D) et ﬁg

0.2. — On étudie ensuite, proposition V.4.1, les groupes de cohomologie des variétés
de Drinfeld, ce qui généralise les résultats de [24] et notamment leur conjecture 14.21.

0.3. — On généralise, proposition V.5.1, les résultats partiels du lemme IV.8.3.2 et
on en déduit, corollaire V.5.6, un énoncé d’irréductibilité sur les variétés d’Igusa.

0.4. — Enfin § V.6, on prouve la semi-simplicité de I’action de (Dg°)* sur tous les
groupes de cohomologie calculés.

(1) On en déduit en particulier que ’hypothése 14.23 de [24] est veérifiée.
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V.1. Calculs de foncteur de Jacquet

NoTAaTION V.1.1. — D’apreés [28, §9], U'induite [;Z],r X [E]ﬂ{(;} est irréductible si et
seulement si les segments A = [—3t1, 1t1] et A’ = [~ 312+ 6, £¢2 + 6] ne sont pas liés.

Dans le cas contraire on écrit Ay = AUA’ = [—%rl + 61, %rl +d1]et Ap =ANA =

—Lpy + 85, Lry + 5] de sorte que l’induite précédente est de longueur 2 avec pour
2 2 g

constituants (cf. [28, 4.6])

— —
21

|« B [t2]r sy

soit avec les notations de loc. cit. (A1)t x {A3) et (A, A’)t. De maniére générale

[Mlntory X [P2lagsny |

[E]W{gl} B B [E]W{(gr} désigne la représentation notée (Ay, ..., A,) dans [28], ou

les A; sont les segments tels que [<t_1]ﬂ{5i} = (A;)t

Remarque : Avec les notations précédentes [t — 1,s — t], est noté [t — 1],7{;(5_0} H
- 2
[s =t = 1]r_14)

—_—
PROPOSITION V.1.2. — Pour tout s,t, JN,, .., ., (5 — 1][2j1 ) est égal a

Ix

— — G
Z[kl - 1]7{—%(s—t+k1—1)}|£[k2 - 1]#{—%(s—t+k2—3)}EE|' : 'Bﬂ[ks - 1]7{_%(1654_54.1)}
k

— — —
®t — k1 — Upgo 1 opry -1y Bt — b2 = U1 (oyrp—zy B B[t — ks — i1, —s51)y
ou k décrit les suites (t 2 k1 2 ko > -+ 2 ks >0) avec Yy ;_ ki = k.
Preuve. — Commengons par traiter le cas s = 2, i.e.

-

[t — 12y B

Soit alors

— — — — —
t= ey == 1pzy x = 1pzy — [t ]e x [t = 2]a.

— —
(k1 = nimra—tgmnyy ¥ (k2 = Uni_ 1 (ko—1-1)}
B e
@[t =k — U ragryy X E—k2 = Un_1ky-1))

. — —
un constituant de Jy, o000, (F) ([ = Urgo1y X [E = 1rg1y)-
> Si k1 < kg, alors la représentation ci-dessus est irréductible; par ailleurs elle
— —
t—2x) car [t — k1 — 1 114k, X
— . — ——
[t — k2 = 1]7(_1(k,—1)} est un constituant de [t — k1] r_1py X [t — k2 — 2|14,y
d’aprés V.1.1.

est aussi un constituant de Jngyztg(Fo)([(?]W X |

> Siky > ko,ona

— —
(k1 = Ungorairnny X k2 = Ungorry,m1-02) =
-

— — —
(il 2 k=) X [o2 = 2l m 1 (ko—ey FlR1 = o1 tgrn)y Blo2 — Ung1ky—1-0)2)
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— ——
[t—Fk1 = n1aqryy X E—k2 = Up1,-1y) =
-
t — ko

— — —
[ Irc ko X[ =y = 2l apy HE =k — U1 gr, y Bl — k2 — Unp_1,—1)y-

On remarque alors que Jngthg([T]7r X [t — 2];) contient

— — — —
(Bl rgmt—eyy X (k2 = 2lnp (ke @ [t — k1 — 1] katay X [E— ko — 1 1,103
2 2 { 2 } 2

et, pour k; < t,

—— — —

-
(k2 = 1 (— i (kam1-t)2} X o1 = Ung_ 1 (kp1-0)) ® [t = Kol hyy X [ — K1 = 214y

et donc
-

— — —
(k2 = U i— 1 (ko—1-02y Bk = U 1o, 4120y @[ — Kalpg_1pyy X [E— k1 = 214y
Il ne reste plus alors qu’a vérifier que pour ki > ko

—
5 —

— —
Y= [k = Ui rqoigrny Bl = Un1r—1-02) ® [E = k1 = 1104000
e
Bt — k2 = it (k1))

n’est pas un constituant de J]\,kgymg(pa)([(?]7T X [1(5——2]7r) = >, m ®m, ce qui découle
de I'observation suivante: pour tout 7, m; (resp 7}) est de la forme [@],...} X [(ﬁ]ﬂ{,,,}
avec v < f3 et ot w{4t} (resp. m{—3t}) appartient au support cuspidal de [@],{...}
(resp. [?]W{...}) alors que la situation est inversée pour ), d’ou le résultat d’aprés
28, th. 6.1 (b)].

On raisonne alors par récurrence sur s en supposant le résultat acquis jusqu’au
—
rang s — 1. Le cas s découle alors du fait que [s — 1][t_<—1] est un constituant des
™

induites
—— —_— —— —_—

[t = Urgzs—1yy X [s = 2l et [s — 2, X [s =1 —1(s-1) O

{3} {5}

Pour t,g des entiers positifs et m une représentation irréductible cuspidale de
GL,(K), on rappelle que 7[t]p est la représentation JL™'(St(7)) du groupe des
inversibles D;{’t , de lalgébre a division centrale sur K d’invariant 1 /tg, ou JL est
la bijection de Jacquet-Langlands entre les représentations irréductibles admissibles
de D;;t g €t les représentations irréductibles admissibles essentiellement de carré
intégrable de GL;4(K).

Pour 1 < tg < d, on introduit
red,(;,, : Groth (GL4(K)) — Groth (D;{’tg/@;(,tg X GLa—t4(K))

comme la somme red;r[t]D +(=1)t"tred ol red:rr[t]D (resp. red 1, ) est défini

w[t]lp
comme la composée des deux applications suivantes:

> en premier lieu, on a

1] € Groth (GLg(K)) — [Jw, ,(IT) ® 63, ] € Groth (GLyg(K) x GLy_4g(K));
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> ensuite on a

Groth(GLy(K) X GLg_t4(K)) — Groth (‘DIX(,tg/@;(,tg X GLa—t4(K)),
),

—_—
t—1

— —
t—1 t—1

0 sia et |

E®P sia=]| |roe (resp. |

On déduit alors de la proposition V.1.2 le calcul suivant.

0® 8 |x (resp. |

-
t—1

Jzog)-

—
COROLLAIRE V.1.3. — > Pour toutr > s+t—1, on ared, [, ([s — 1][;_«1] ) =(0).
> Pourr=s+t—1ett,s>1 (resp.t=1ous=1)ona

(s=1)(t=1)g —
2

NN i
redﬂ-[s+t—1]D([5 - l][t_<_1]7'r) =(=1)* 'z ® [s — 2][t—(_2] ((s+t71)g}’
P

(resp. la représentation triviale de Z ~ D§7tg/@§7tg).
> Pourl<r<s+t—1,ona

min(r,s)—1

N _
redw[r]p([s - 1][23%) = Z (_1)k‘:

k=max(0,r—t)

(=T apey B B

stg—rg+s—t+r—1—2k
2

-
t—1

-

]77{— 175+2(25727k)} H [t — 2]ﬂ_{_ 175«}»2(5;371{:)«{»2}5
— — g

B2l amsea Bt k- 1]77{_%}){?}.

NOTATION V.1.4. — Pour tout 0 < ks < s—1et 0 < k; < t— 1, on notera
R (s,t)(ks,ke){—"} la représentation irréductible

[

— —
t—1 t—1

]77{—1%5} B}..-Eﬂ[ ]7‘_{71—5+2(;—2—ks)}aa

— — —

[t — 2]  1—s42(s—3—ks)+2 H---H [t — 2] _ s—3+42 H [t — kt — 2] kgt
r{———"} {—=5"1 n{—=%-}

Remarque : avec ces notations la formule précédente se réécrit

min(r,s)—1

S (CRETEEETT T @ Re(s, ) (ke — k— 1),

k=max(0,r—t)

V.2. Composantes locales des représentations automorphes

La composante locale II, d’une représentation automorphe II de D) est de la

—_ —_ .
forme [s — 1] XX [s—1] ou les 7, ; sont des représentations

[tlil]"o,l{kl} [tuil]"o,u{ku}
irréductibles cuspidales de GLg, (F,) avec \; €] 5, [ et s> i | git; = d. Comme pour
7 une représentation irréductible de D, , on a

r
redT(m Xoeee Xﬂ'T) = E T X oo X1 X (red,.m-) X 41 X T
i=1
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. _—
on est ramené & étudier le cas II, ~ [s — 1][;5?1] .

PROPOSITION V.2.5. — Soit II une représentation irréductible automorphe de D}
telle que I, ~ [m][ﬁ]wo. Pour tout r > 1, I’image de [H'(P(r,7,))|[{II®°} dans
le groupe de Grothendieck de GL4(F,) X W, vérifie les propriétés suivantes:

(i) sir>s+t—1 alors elle est nulle pour tout i;

(ii) pour r = s+t —1, elle est nulle pour tout i # 0 et pour i =0 elle est égale a

ex, m(IT™) 5+ = 2], X [s — 2= @ £(m0);

(i) pourt <r < s+t—1, elle est nulle si |i| > s+t—1—r et pouri=s+t—1—r
elle est égale, avec les notations de V.1.4, 4 e, m(II*°)R, (s,t)(r—t,t—1)®
L(mo) (—=HF=);

(iv) pour max{l,t — s} <r < t, elle est nulle pour tout |i| > s —t+r;

(v) pourt—s>1letl<r<t—s, elle est nulle pour tout i.

—_—
Preuve. — (i) D’aprés V.1.3, pour tout 7 > s+t — 1 on a red, 1, ([s — 1][571] ) =

(0) de sorte que d’aprés 1V.2.2.3 {H*(j?’”gHT(ﬂo,[ ],ro))] {I1>*°} = (0) ce qui
implique (i) d’apres IV.7.2.1.

-
r—1

(ii) Pour r=s+t¢t—1, on a

(s—1)(t—1)g —_—

® [s — 2]

[1]

e
redﬂo[T}D([s - 1][;5_—&]_]7\,0) = [;f_——Z] {(s+t—1)g}'
Tol T3

Daprés (i) et IV.7.2.1 |H*(jZ" HT (o, [r — 1],,)) |[{TI®°} = H* (G2 HT (0, [1 — 1],))

est donc égal d’aprés IV.2.2.3 4 e, m(I1*°)[s + ¢t — 2]7707[5 — 2] 5. © (Z’(ﬂ'o) avec
e(Il) = (1)L

(iii) On raisonne par récurrence sur r de s+t—1 a ¢; 'initialisation r = s+t —1 a été

traitée en (ii). Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang r + 1 et traitons le cas
de r. D’apres V.1.3, red —1 tegal a2 @ Ry (s, 1) (r —
e r. D’aprés V.1.3, red, 1, ([s ][t«_«l]m) est égal & = Q R, (s,t)(r
t,t—1) plus une somme de termes de la forme = Sospote RIIs avec 6 = s+t—1—rmod 2
et § <s+t—1—r.Daprés IV.2.2.3 et le fait que e(II) = (—1)*~!, on en déduit donc
(5279 — 00,0 soal 3 00,0 —tt—
que H*(j7 " HT (1o, [r — 1]x,)){II>*°} est égal & e, m(II*°)R,, (s,t)(r —t,t — 1) ®
Gl plus des termes de poids strictement plus petit de sorte que d’aprés IV.7.2.1
et ’hypothése de récurrence, [H*(P(r, m,))]{I1°°°} est égal & e, m(II>®°°)R,_(s,t)(r—
t,t—1) ®f(wo)(—W) plus des termes de poids strictement plus petit. Le résultat

découle alors de la pureté.

(iv) On raisonne par récurrence sur r de ¢t & max{1,t — s}; l'initialisation r = ¢
a été traitée en (iii). Le raisonnement est strictement identique & celui de (iii) en
remarquant que les termes de red, ), ([sTi][z—_-l]wo) sont tous de poids inférieur ou
égalas—t—1+r.
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(v) Le raisonnement de (iv) fournit la nullité pour tout ¢ > —1 et donc pour tout
i par dualité de Grothendieck-Verdier. O

COROLLAIRE V.2.6. — On reprend les hypothéses de la proposition précédente, en
—_—
particulier 11, ~ [s — 1] =i, Pour tout 1 < r < st etr #t (resp. r #t+1),

[ 0
[HY(P(r, m,))]{ITI®°} = (0) pour tout i > s — 1 (resp. i = s — 2). Par ailleurs:
(i) pour r=t, [HS1(P(t,m,))|{II®°} contient e, m(I1°°)IL, ® L(m,);

(ii) pour r =t+1, II, nest pas un constituant de [H*~2(P(r, 7,)){II°°} en tant
que GL4(F,)-module.

Preuve. — Par rapport a la proposition précédente, il ne reste plus qu’a vérifier (ii).
Pour r = t + 1 d’aprés le point (iii) de la proposition précédente, [H*~2(P(t +
1,7,)){II>*°} est, en tant que GL4(F,)-module, isotypique pour [7]%{_%} X
R, (s,t)(1,t — 1). Le résultat découle alors du lemme suivant.

LEMME V.2.7. — L’mage de [?]%{7%2} x Ry, (s,t)(1,t—1) par Jp,, ,,, ne contient

puilAs
jamais un élément de la forme [t — 1]%{_%}@9?.

2

— — —
Preuve. — En effet comme Jp, ., ([ e (- 572}) =10, (mem=y @[t — 1] (oo
t 12 2

par égalité des supports cuspidaux, on en déduit que si | 1. (—:1 }®? était un
o 2

constituant de
Teryiey ([T o252y X R (5,)(1,8 = 1))

S . .
alors [t — 1]%{_%} serait un constituant de Jp,, ., (Rﬂo(s, t)(1,t— 1){—%})
ce qui n’est pas car Wo{—#} n’appartient pas au support cuspidal de R, (s,t)(1,t—

{5, O

Dans le cas 7 = t — 1, d’aprés la proposition précédente et comme €(I1) = (—1)°~1,
dans Groth(GLg4(F))

— 5

[H*~2(P(t = 1,mo)){II™} = [H*(j7 " HT (7o, [t = 2], X [0 ],))]s—1 {TI}
[ (57T T (o, [ =2, )]s {11}
oY [M] indique la partie de poids k de [M]. On obtient alors que [H* 2(P(t —
1,7,))[{I1°°} est égal & e,, gm(I1°°-°) fois

s—2 -2 0

-
5= 3= 0, ¥ = 22y X[ Cspny = R, (5,)(0, t=2) X[ = 20, o2,
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C d’aprés V.1.2, J [s — 2] — =[0] ®?, par égalita
omme d’apres V.1.2, Jp , _,  ([s e ) = ro{—2=t=2}®7, par égalité

des supports cuspidaux, on en déduit que la somme des constituants de la forme
P

[t — 1]7T0{—%}®? de

—_
JPtg,tsg <[3 - 2][
— —_
est égale a [t — 1],,0{_5%1} ® [s —2]

R (s,t)(0,t—2)x [t —2
Paffirmation. O

Ol ety

. Le méme raisonnement appliqué a

t—2

— X [t — s—24 X

t—1lr,{1/2} [ ]770{_ 22} [

[t=1]rp{1/2}

1 {2223 donne exactement le méme résultat, ce qui prouve
o 2

Remarque : on pourrait étre plus précis et donner explicitement le calcul de chacun
des groupes de cohomologie; signalons simplement les corollaires suivant qui seront
utilisés dans la suite.

COROLLAIRE V.2.8. — Soit I une représentation irréductible automorphe de D ; sa

composante locale I1, est de la forme
1 1]—
[s = ][lel]""o,l{/\l} XX s = ][tu—l]wo,u{xu}
oYV les Toi Sont des représentations wrréductibles cuspidales de GLg, (F,) avec A; €
-1 1
72
(i) sim, est une représentation irréductible cuspidale unitaire de GLy(F,) qui n’est

[. On a alors les résultats suivants:

isomorphe & aucun des m,; ® X, alors [H(P(t,,))]{lI>°} est nul pour tout i
et pour tout 1 <t < d/g;

(ili) pour touti=1,--- ,u, [HI(P(t, mo:))|{II°°} est nul pour tout j > s—1 et pour
tout 1 <t < d/g; et pourj =s—1 avec1 <t <d/g;, [H 1 (P(t,7,,:))] {11}

contient e, ,m(II°°)Il, ® Zk/ﬂ_o’k,\,iﬂ,oyi L(mo i)y 05
tr=t
(iv) pour tout m, et pour tout 1 < t < d/g, [H*“2(P(t,7,))|{II®°}, en tant que

GL4(F,)-module, ne contient jamais I1,.

Remarque : le point (i) du corollaire précédent correspond a la conjecture de
Ramanujan-Peterson. On notera aussi que pour une telle représentation, on a

e(II) = (—1)*~1.

COROLLAIRE V.2.9. — Sill, ~ [‘ﬂ],ro,1 X e X [E]
1 <i < u sont des représentations irréductibles cuspidales unitaires de GLg, (F,) avec

est tempérée, ou les T, ; pour

To,u

> (ti+1)g; = d, non isomorphes deux & deux si les t; ont la méme parité tout en
étant distincts. Alors les [Hi(j!itgHT(wo,Ht))]{HOO’O} sont nuls pour i # 0 ou

> si T, n'est pas dans la classe d’équivalence inertielle de 'un des m, ;;

> sit#t; pour l'un des i tel que m, ~ T, ;5
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Quitte a réarranger lordre des termes on suppose que T, ~ o1 X -+ 2 Ty, €l
To % o pour v < i < u, on a alors

[HO (29 HT (w0, TL,)) {TI*°} = rm(IDIL, X [ta]n, , X -+ % [fuln,, ® @D x7%
XEA(T,)

Ik

Remarque : il y a au plus un t de parité fixée tel que [H*(jjtgHT(wo,Ht))]{H“”o}
soit non nul.

Preuve. — Le résultat découle directement des calculs de la preuve du corollaire
IV.7.1.1, en remarquant qu’il n’y a pas de “mélange”, i.e. que les différents =, ;
n’interférent pas entre eux dans les calculs. O

COROLLAIRE V.2.10. — i Il, n'est pas tempéré de la forme [57]x,, X -+ X [54]
ot pour tout 1 < i < u, s, = symod2 et le m,,; sont des représentations irréductibles

To,u?

cuspidales unitaires de GLg, (Fy,) avec Y ,(s; + 1)g; = d, non isomorphes deuz & deux
si les s; sont distincts. Alors [H' (57" HT (mo, T1,))[{II°°} est nul si:

> ¢ = sy mod?2;
T, n'est pas dans la classe d’équivalence inertielle de l'un des 7o ;;

> st > 1+ maxigicu(si).

Quitte a réarranger lordre des termes on suppose que T, ~ o1 X -+ X Ty, €l

To % o, pour T < 4 < u, on a alors dans Groth(GL4(F,) X Z), pour |i| < s1 —t et
i =81 —tmod2

H' (5719 HT (0, 1) ) [IT°] rm(ID)(T X [ (s — ¢ —d) — 1, )X [L(5 — t +4) — 1],
X [g]wo,z X oo X [E]Wo,u ® (E%((srt)gﬂ) @ X*l).
X EA(mo)

Preuve. — Le résultat découle directement des calculs de la preuve de la proposition
1V.8.2.3, en remarquant qu’il n’y a pas de “mélange”. O

V.3. Correspondances de Jacquet-Langlands globales

PropPOSITION V.3.1. — I existe une bijection dite de Jacquet-Langlands entre:
> les représentations irréductibles automorphes II de ﬁg;
> les représentations irréductibles automorphes II de D} wvérifiant U'une des deuz

conditions suivantes:

(a) 11, est une représentation essentiellement de carré intégrable, i.e. 11, ~ [s — 1],
pour T, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F),) avec d = sg;
—
(b) I, ~[s—1

]770’
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compatible aux correspondances de Jacquet-Langlands locales, soit
100 o~ T1%°° et 11, ~ JL(II,) dans le cas (a) et
I, ~ «(JL(IL,)) dans le cas (b),

ot ¢ désigne l'involution de Zelevinsky. En outre on a

m(I) = m(II).

Par ailleurs soit I1I° une représentation de (D) telle que pour toute représentation
II, de GL4(F,) avec II := II°ll, automorphe, 11, n’est pas de la forme [sTl],,O
ou [5——__1)],70 pour T, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F),) avec d = sg.
Alors il n'existe pas de représentation irréductible automorphe II de Eg telle que
o0 ~ 1%,

Preuve. — Les situations (a) et (b) sont données respectivement au corollaire IV.7.1.5
et IV.8.2.4. Supposons alors que II, ne soit ni de la forme [E,Tl]% ni [sTl)]%
pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation cuspidale m, de GL4(F,).
La proposition IV.7.1.2 donne comme précédemment

[T (s, m) = = (2 m() @
€U 5(I1°°°) x€A(mo)

I
I,~nY[s]p

de sorte que

[H* (7 HT (s — 1,10, _))]{I°}

GL4(F,)
Pa—g,a(Fo)

+ ( > m(ﬁ))ns_l?[ﬁ]% ®E_%) ® D X_l)

ey 5 (I1%0:0) XEA(m,)

= (—m(H)E_%g Ind Hsfl ®5 redﬂ'o[s—l]D (HO)

ou la signification de ®s est rappelée dans la preuve du corollaire IV.7.1.1. Supposons

que U5(I1°°) soit non vide et soit m, tel que II, ~ mY[s|p. La condition de

pureté et la compatibilité & la dualité de Verdier dans le calcul précédent,

—

imposent alors que red, [s_1],(I,) est soit égal a g200-D) @ [0, {~1(s—1)} soit

a2zt [6)]7,0{_1(1—5)}- En particulier on en déduit que JN(S,l)g,g(Ho) contient
L < . — —

soit [s —2]; (13 ® [0]n, (—1(s—1)) s0it [s = 2] (13 ®[0] r1(,_1)y de sorte que le

support cuspidal de II, est un segment et donc d’aprés V.4.2, II, est soit isomorphe
— —_—

a [s — 1], soit & [s — 1], d’ou la contradiction. O
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V.4. Groupes de cohomologie des variétés de Drinfeld

PRrROPOSITION V.4.1. — Soit I une représentation automorphe irréductible cohomologique.
(i) ST, = [
des représentations irréductibles cuspidales unitaires de GLg, (F,) avec Y, (t; +

— .
lwon X oo X [tuln,., est tempérée, ou les mo; pour 1 < i < u sont

1)g; = d, non isomorphes deux & deuz si les t; ont la méme parité tout en étant
distincts, alors dans Groth(GL4(F,) x Z), H* (¥ ,)[I®°] est nul pour i # 0 et
pourt =20 on a

[HO(W ) |{II°>*°} ~ m(IDTL, ® [£(IL,)].

(i) Si I, n'est pas tempérée de la forme [8{]r,, X -+ X [Sulr,., o pour tout
1<i<u, s; = symod2 et le m,; sont des représentations irréductibles

cuspidales unitaires de GLg, (F,) avec Y ,(s; +1)g; = d, non isomorphes deuz a
deuz si les s; sont distincts, alors [H'(V ;)]{II°°*°} est nul si |i| > maxi<;<u(8:)
ou si i = sy mod 2. Sinon on a dans Groth(GL4(F,) x Z)

[H (U )T} =m(II, @ @) Llmo;)(—39)-
s lil<s;
i=s; mod 2

Preuve. — (i) Le résultat découle directement du corollaire V.2.9 et de la description
des grM (¥ ), a travers la suite spectrale de monodromie.

(ii) On raisonne comme dans la preuve de la proposition IV.8.2.5. D’aprés V.2.10
et la description des gr} (¥ ), on en déduit que pour tout 1 < j < u, [Eggl‘sf]{nwﬂ’}
contient m(IN)IL,® £(7,,;)(55;), de sorte que d’aprés le théoréme de Lefschetz difficile,
pour tout i, [H*(¥ ;) [{II°*°} contient m(I)IL, @D j, jij<s;, £(o,5)(—Fi), et on conclut

i=s; mod 2

comme dans la fin de la preuve de IV.8.2.5. O

COROLLAIRE V.4.2. — Soit II une représentation irréductible automorphe de D}
cohomologique et supposons qu’il existe une place og telle que G ~ GL4(Fy,) et I1,,
tempérée (resp. I,y ~ [sTl)],TOO pour o, une représentation irréductible de GLg(Fy,)
avec d = sg). On en déduit alors que pour toute place o non ramifiée 11, est tempérée
et (resp. n; = 0 pour i # s et I, ~ [:1)]% pour T, une représentation irréductible
de GL4(Fy)).

Preuve. — Le résultat découle directement de la proposition précédente et des
isomorphismes HJ '+ ~ H'(¥,) ~ H'(¥,, ) donnés par le changement de base
propre. U
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V.5. Irréductibilité des variétés d’Igusa

Nous allons calculer ici les groupes de cohomologie des j%tgHT(t,ﬂ'o). Dans un
premier temps on considére une représentation irréductible automorphe IT de D} telle
que II, ~ [sTf]ﬂo, pour 7, une représentation irréductible cuspidale de GL4(F,) et
telle que si IT' est automorphe irréductible avec (IT')°° ~ I1°°:° alors I’ ~ II. Il s’agit
alors de reprendre la preuve du lemme IV.8.3.2 dans le cas général.

PROPOSITION V.5.1. — Soient 1 < tg’ < d et 7, une représentation irréductible
cuspidale de GLg (Fy).

> St g #gousim
[HZ(thg HT(m;, 11
> Pour ¢ = g et «l, = m,, pour tout i # s —t, [Hi(jjt!gHT(wo,Ht))]{HO"’O} est
nul et pouri=s—t
. 00,0 P | =5 (s—
[H*=4 (57 HT (7, T1,)) {10} = [T, X [s — ¢t — 1], ] ® (22079 €D x~
XEA(To)

! n'est pas dans la classe d’équivalence inertielle de m,, alors les
£))J{II*®>°} sont nuls pour tout i.

en tant que représentation de GLy4(F,) X Z.

Remarque : de maniére équivalente, [H® (j?fglg(t, 71)1)]{II°°} est nul si 7, n’est pas
dans la classe d’équivalence inertielle de m, ousi¢ # (s —t)(g+ 1), et on a

. o — —_=(8s— p—
[H(s—t)(g-ﬁ-l)(jit!gg(t,,n_o)l)]{Hoo, } _ [S — 1]7T0{t(g+1)/2}®(':‘é( t)(g+1) @ Y 1
X€EA(mo)

Preuve. — On considére comme précédemment la filtration par les poids du W,-
faisceaux pervers de Hecke j?jg HT(n!,II;) ainsi que la suite spectrale associée

B = H (g%, 7, 1) = H (57 >tg HT(n,11,)).

D’apres IV.8.2.3, [Ei’j]{l'[‘x’"’} est non nul si et seulement si 7/ est dans la classe
d’équivalence inertielle de 7, et (¢,7) est de la forme (a,t — s + 2r) avec 0 < a <
s—t—1r < s—tauquel cas on a
(V.5.0.27)
(B2 (11000}
m(IT)

[(Htx[a—l]7r x[s—t—l—r—a]ﬂo)x[r—l]ﬂo]
® E§(2r—s+t) @ X—l
XEQ((T"O)

On observe en particulier que pour tout (i, j) tels que [Ei] J{II>°} est non nul, il est
alors pur de poids j de sorte qu’en particulier, la suite spectrale dégénére en Fs. Il
s’agit alors de montrer que pour tout (4,5) = (a,t — s+ 2r) # (0,s — t), [E57]{II>°}
est nul.
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Pour cela, en raisonnant par récurrence sur t, on suppose la conclusion de la
proposition vérifiée pour tout ¢’ < t; pour ¢ = 1 ’hypothése de récurrence est vide.
Soit alors t — s < 4 minimal tel que [HZ(]j |gHT(7TO, I1;))]{I1°°} soit non nul de sorte
que sa partie de poids minimale non nulle est, avec i =t — s + 2r + a, égale a

m(I) (I X[@, s =t — 1 =7 — alx,) X [r — 1]5,] ® (224 P 7).
X EA(mo)

LEMME V.5.2. — Sous les hypothéses ci-avant, on a pour g > 1
_ v 1—d -1 00,0
[HA=t+ (M, Dy (e
— —_— —_—
=m(ID)[([t — 1], ><[a s—t—l—r—a] ) [r —1]x,]
£(mo)(—4(2r = 5+ 1))

Pour g =1, il contient

m(H)[([t_ 1,(1,+ 173 —t—-1-r— a]wo)y["'_ 1]7r0] & f(ﬂ'o)( - %(27’— 8+t)).

Preuve. — On considére la suite spectrale associée a la stratification
, Tr= 1—d+t(g—1 v 1—-d+t(g—1
EPT = PN, Wl Ty — grra(Rf gl ),

D’aprés IV.7.1.1, [EY?]{II>°} est nul si p n’est pas de la forme t'g avec t'(g — 1) <
t(g — 1) < t'g — 1. En particulier pour g > 1, on a t’ < ¢. En outre pour un tel ¢/,
d’apres IV.2.2.10, on a

1—d+t(g—1 eno t(g—1
(@ 00) )™ = T 7m) @ WL (molt 1),

\%

de sorte que pour p = t'g < tg, [EVI]{II°*°} est nul pour p+q # (s —t')(g+ 1)
(s — t)g + ¢ pour tout ¢ < s —t. On en déduit donc que [E(()Z_t)gﬂ]{ﬂoo"’} =

(B9 (72097 170,01 qui est donc isomorphe &

— - —_
Ker' (@, G)m(M) (T T)s, X [,5 =T = T=7 = al2,) X[ = 1Jr.] ® 2(mo) (—1(2r — 5 +1))
d’aprés 1V.8.3.25, d’oil le résultat.

Pour g = 1, on a comme précédemment [ET'?[{II>*°} = 0 pour p+q = (s—t)g+i—1,

reste alors & regarder le cas p+ ¢ = (s — t)g + i + 1: la partie de poids t — s + 2r est
alors, d’aprés 1V.8.3.25, a4 prendre parmi les constituants de

“—

(' =1 Xla+t—t] X[s—2—7—a—tn)X[r—1]n,,

de sorte que (t—1l,a+1,s—t—1—r— a],,o)?[r — 1]z, n’en est jamais un
constituant, d’ou le résultat. O

LEMME V.5.3. — Avec les hypothéses précédentes [H (M 4, \Illjfdﬂ)]{ﬂoo"’} est mixte
de poids strictement supérieur ¢ s — 2t + 1, pour tout j < t(g — 1).
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Preuve. — On raisonne comme précédemment via la suite spectrale
P4 _ prp+q =P gl—d+t(g—1) +a (T 1-d+t(g—1)
EY*=HIM(M, ’\Ilﬂ,wo ) = HP"(M,, \IJJ,WO ).

Pour que [EP?]{II°>°} soit non nulle il faut, car j < tg — 1), que ¢’ < t. Le résultat
découle alors du fait que, d’aprés V.5.0.27, la propriété est vérifiée pour les termes
initiaux d’aprés ’hypothése de récurrence sur les t' < ¢. O

LEMME V.5.4. — Awvec les hypothéses précédentes, pour j = t(g — 1) + a avec a > 0,
les constituants de poids 1 —s+2r des [H'(M 4, \Illj_dﬂ )]{II°*:°} sont a prendre parmi

ceux de

o —

(6, —1- 06, Xla —Up,X[s—t —1—1 —a')y,) %[ — 1],

avect' 2t, 0 =a— (' —t)(g—1) et =r—34.

Preuve. — La suite spectrale de stratification nous raméne & prouver le résultat pour
les [Hi(fjp,@;’_ﬂiﬂ)]{ﬂw"’} avec p = t'g. Comme nous Pavons remarqué dans la
preuve du lemme précédent, pour ¢’ < t, d’aprés ’hypothése de récurrence, il n’y a
pas de parties de poids 1 — s + 2r < s — 2t + 1. Pour ¢’ > t le résultat découle alors

de V.5.0.27. O
Fin de la preuve de la proposition V.5.1. — On considére la suite spectrale des cycles
évanescents:

EP? = HP(M 4, ¥ ") = HP'L.

Pour 0 < r < s—t [t+r—1l,a+1,s—t—r—a—1],,, daprés V.5.2, est un
constituant de la partie de poids 1—s+2r < s—1+2t de [Eg_tg+t_s+2r+a’t(g_1)]{H°°’°}
alors que d’aprés V.5.3 il n’est pas un constituant de [EY?]{II°°} pour tout
g < t(g — 1). Par ailleurs comme d’aprés IV.8.2.5, il n’est pas un constituant de
I’aboutissement, on en déduit, d’aprés V.5.4, qu’il existe ' > t tel qu'il soit un
constituant de

L
(6,8 —1= 0, Xla = 1n,X[s—t =1 =1 —d]p,) X[ — 1],

avect' > t, 6 = a—(t' —t)(g —1) et ¥ = r — §. En reprenant les notations de

§I1.1, les constituants de ces derniers sont de la forme I'*7! = (H,%,(ﬁ,ﬁ,@)
avec (ar,a2) = (' = 1,6 + 1) ou (r',0) de sorte que si 'on veut qu’il contienne

t+r—2,a+1,s—t—r—a—1],,, il faut que § = 0 et aa = 0. On a alors
(a1,a2,a3) = (r',0,t' — 1) ou (r/,0,t'); il faut alors ' +¢ —1 < t+r — 1 et donc
t' <t ce qui impose ¢’ =t et donc o = § + (¢ —t)(g — 1) = 0 ce qui n’est pas par
hypotheése, d’ou le résultat. U

PROPOSITION V.5.5. — Soit II une représentation automorphe irréductible cohomologique.
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-
ty

(i) Si I, ~ |

des représentations irréductibles cuspidales unitaires de GLg, (F,) avec Y ,(t; +

—
lwon X oo X [tuln,., est tempérée, ou les mo; pour 1 < i < u sont

1)g; = d, non isomorphes deuz & deux si les t; ont la méme parité tout en étant
distincts, alors [H"(j?;gHT(ﬂ'o,Ht))]{Hoo"’} est nul pour i # 0 et pour i =0
on a

[H° (71 HT (o, 1)) {TI°°}

\%
m(Il) — — — — —
= > (X[ —tla,) X [Frlm,y X oo X [Eilmy, X0 X [Eula,
ti>t ® (E%(ti—i-l—t) ® @ Y.
XEA(T5)

(i) SiIl, n'est pas tempérée de la forme [s7]x,, X -+ X [Sulr, ., 0U pour tout 1 <
i <u, s; =s1mod2 et le m,; sont des représentations irréductibles cuspidales
unitaires de GLg, (F,) avec Y ,(s; + 1)g; = d, non isomorphes deux & deuz si
les s; sont distincts, alors [Hi(jit!gHT(wo,Ht))]{H“”O} est nul si m, n’est pas
inertiellement équivalent o l'un des m, ; avec i = s; +1—1t > 0 auquel cas pour

To = To,1 €t avec T le nombre de i tels que m,; ~ m,, on a

[Ho 14 (57 HT (o1, 1) ) {TT}
m (1)

=7 (X85 — trys) X [83]nes X - X [Balman

® (236D g D x ).
x€A(mo)

Preuve. — (i) Le résultat découle directement de V.2.9 via la suite spectrale des poids
comme dans la preuve de IV.8.1.2.

(ii) On reprend la preuve de V.5.1 en utilisant V.2.10: celle-ci est strictement
identique car les différents 7, ; n’interagissent pas. O

COROLLAIRE V.5.6. — Pour tout 0 < h < d, les variétés d’Igusa de premiére espéce
J(h) J(h),l

—
Uur,m UrP,m

1 ST .y )
un Dy 4_p m-torseur géométriquement irréductible au-dessus de toute composante

Ig?)m, sont géométriquement connexes. Plus généralement est

géométriquement connexe et
R),1 = R) 1
T @) = 15 (Fy) X Dosanm/ Dy aim
ot Uaction est induite par Uaction du groupe de Galois Do g—pm du revétement
g )

Ur,m Uur,m*

Preuve. — Le résultat découle classiquement du fait suivant: pour toute représentation
irréductible 7, de D, , H*(M ;x SpecF,, RjZ" .. ) est nul sauf si 7, est un caractére
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=0

Xo auquel cas on obtient x, ® Z° en tant que représentation de GL4_p(F,) x Z. Or
le résultat découle de V.5.5 par dualité de Poincaré. O

V.6. Semi-simplicité de la cohomologie sous ’action de (D3°)*

Une formulation équivalente de la proposition V.5.5 est la suivante: soit II une
représentation automorphe irréductible cohomologique.

(i) SiII, ~ [<t_1]77011 X oo X [E]%,u est tempérée, ol les m,; pour 1 < ¢ < u sont
des représentations irréductibles cuspidales unitaires de GLg, (F,) avec . (t; +
1)g; = d, non isomorphes deux & deux si les ¢; ont la méme parité tout en étant
distincts. Alors [H!(F (m,,t))|[{II°°} est nul pour i # d — tg et pour i = d — tg

on a
[HI9(T (mo, 1)) |{T1}
1 v
fKer (Q, G)m(II) .
— «— — «—
= Y i~ trogee-ny2p X [almg, X oo X [Eilm, X oo X [tulm,.
ﬂ-ot,ii;tﬂ-o ® (E%(ti"rl—t) ® @ X_l)'
XEA(mo)

(ii) Si I, n’est pas tempéré de la forme [s1]r,, X --* X [S4]r, ., Ol pour tout

1<i<u, s = symod2 et le m,; sont des représentations irréductibles

cuspidales unitaires de GLgy, (F,) avec ) _,(s; +1)g; = d, non isomorphes deux &
deux si les s; sont distincts. Alors [Hi(F (m,,t))]{II>°} est nul si 7, n’est pas
inertiellement équivalent & I'un des m, ; avec i = d —tg+s; +1—1t > 0 auquel
cas pour m, = T, 1 OL &

[HE o (T (0,0, ) {IT )}

-
= rm(H)[Sj - t]ﬂoyl{%t(g+1)} x [S—g]ﬂ'a,z Ko X [5]7

® (E—%(s]«i—l—t) ® @ X—l)
XEA(7,)

ot r est le nombre de ¢ tels que m,; ~ 7,.

Il faut comprendre cet énoncé dans le groupe de Grothendieck correspondant.
L’objet de ce paragraphe est de prouver que les H:(F(7,,t)) sont semi-simples soit
I’énoncé suivant.

PROPOSITION V.6.1. — Au regard de laction de (D$°)*, la cohomologie de la variété
de Drinfeld est semi-simple, i.e. la Frobenius semi-simplification de Hf]o est égale
a Pym(IDI>® ® £(II,) ou II décrit les représentations irréductibles automorphes
de D
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Preuve. — Soient II et II'’ des représentations cohomologiques de G(A) telles que
[H* (T (70, )){II} # 0 et [H'(T (m,,1))[{(IT')>°} # 0.

On rappelle que si EXt%DXo)X (TI°°+, IT"*°) est non nul, alors il existe une place o telle
que pour tout o' # 00,0, I, ~ II, et Exté(Fo)(Ho,H;) # 0. On en déduit alors
II, ~ II, et comme par hypothése DX est soit isomorphe a GL,, (F},) soit & D(i 40 bour
que Exté;( 7)o, IT/) puisse étre non nul, on doit étre dans la premiére situation.

—

. . . S
Dans la situation (i) avec IT, ~ [t; — 1], , X -+ X [ty — 1], ,, on a alors

To,u

Extar, () (o, I,)
-
t—1

-
= EXt%}LtlQl(FO)X"'XGLtugu(FO) (JNiwl ~~~~~ d(FO)(HO)’ [ ]7"0,1 Q- [tu B 1]7"0,u)'

En séparant les supports cuspidaux et un utilisant le fait que les m,; ne sont pas
isomorphes entre eux si les t; ont méme parité, on en déduit que ce dernier groupe
d’extension est isomorphe a

[ir— 1

1 — — —
EXtGLtlgl(Fo)><~--><GLtugu(Fo)( ]Wu,l X ® [tu - 1]7To,u7 [tl - l]ﬂo,l ®® [tu - 1]7To,u)7

de sorte qu’il existe 1 < ¢ < u tel que cette extension soit donnée par un
212 1  ——1 1 . .
élément non nul de EXtGLt.g.(FO)([ti — 1], [ti = 1]x,,). On sait par ailleurs que
ExtéLtg(Fo)([?]wo, [7],,0) est trivial pour ¢ # 0. On rappelle aussi que [H} [{II>°}
est égal & m(IDII, ® L(II) ou m(II) est la multiplicité de II dans lespace des
formes automorphes et ou L(II) est une représentation galoisienne globale de
dimension d. Quand on restreint L(II) au groupe de Weil local en o, on obtient
u N . , . . . .
P,_, pi ou p; = L([t; — 1], ,) est indécomposable: en particulier d’aprés (i), dans la
décomposition en indécomposable de L(II) = @, p(II);, les homomorphismes entre
deux facteurs sont nuls. On en déduit alors que si Hg_l définit un élément non trivial
de Extl(Ho,Ho) associé & l'indice 4¢, alors la partie p;, isotypique de Hglji, aussi.
Or d’aprés ce qui précéde, cette derniére est isomorphe a l'induite de P, 4, .a(Fo) &
0y .2tigg T . . N
GL4(F,) de H°(4;. " F (tiy, Toip)) ® [tiy — 1lx,. : dans ce dernier les extensions 4 la
! io

place o ne peuvent provenir que du facteur GLd_tiO ¢(Fs), d’ou la contradiction.

Dans la situation (ii), on se rameéne au cas précédent en remarquant que pour ¢ > 0,
1 — — e . — —
Extgr,,(p,) ([t ]r,, [t ]x,) est nul et que par définition, [0]x, = [0]x,. O

Remarque : on s’attend a ce que m(II) = 1 de sorte que le résultat serait direct.
Par ailleurs s’il existe une place telle que II, est de carré intégrable alors le
résultat découle du fait que la partie correspondante dans H;]i‘l est donnée par
les points supersinguliers et on conclut via la formule IV.7.1.19 et le fait que
€°°(D(F)*\D(F)*) est semi-simple.
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REMARQUE V.6.2. — En ce qui concerne l'action de W,, en I’état, on ne peut pas
affirmer que les différents gradués de la filtration de monodromie sont en somme
directe.

COROLLAIRE V.6.3. — Soit 7, = T,[t]p une représentation irréductible de D)
1 <tg <d. En tant que (DA ) -module, on a

Hz 7r07 @Hoo ,0 Hl(g(wo,t))] {Hoo,o}’

o.tg POUT

H (§5H T (m, 1)) ~ EBH“"’@ [H (2% T (7, )] {TI}.

I
Preuve. — Le cas de l’extension intermédiaire a été prouvé ci-dessus. En ce qui
concerne ’extension par zéro on considére la suite spectrale des poids

EP? = gr+a (2P T (m, L, X [p — 1]s,)) = HPT (7" HT (0, I1,)).

On vient de voir que les termes initiaux sont semi-simples et d’aprés les calculs du
§V.5,il n’y a qu'un seul terme EZ:? qui contribue & ’aboutissement, d’oti le résultat.
O
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CHAPITRE VI

FIGURES

el

poids=—1 ——s
x 1

ol

———

0x 2

poids=—3

e

AN

FI1GURE 1. E}Y = b gr™ Ug 4 a(7[4]p)[d—1)(3(d—1)); la figure du bas
représente les termes E27 et donc aboutissement de la suite spectrale.

«l
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PRI
2x0 3 poids = s(g — 1)
TXT ‘N poids = s(g — 1) +2
YN ’ N | poids = s(g—1)+4
| 3 : =s(g+1)—4
X7 {N YN {N . poids = s(g+1)—2
YN | RN
NV
3e T<T
k T?E)?o
2X0e 2% 0e
P PN
(OXT)X (0X0)%X1

i . - .
3 poids = s(g — 1) 3 poids = s(g—1)+4

3 poids = s(g—1)+2| 3 poids = s(g+1)—2
k

FIGURE 2. [H'(grd (¥ ,)){I1°°*°} pour II, ~ Speh,(7,) avec 7, une repré-
sentation cuspidale de GL4(F,). Le dessin du bas représente le terme Fs
et donc 'aboutissement de la suite spectrale.
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h=4x2

—
3 poids=10

-
3 poids=8

-
3 poids=4

FIGURE 3. s = 4, g = 2; EYIII®°] de la suite spectrale des cycles
évanescents: cas I, = Sts4(m,). Le dessin du bas représente le terme Ej3
et donc "aboutissement de la suite spectrale.
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h=4x2

—
3 poids =4

N
3 poids = 6

FIGURE 4. s = 4, g = 2: EYIII*°] de la suite spectrale des cycles
évanescents: cas II, = Speh,(m,). Le dessin du bas représente le terme
FE3 et donc 'aboutissement de la suite spectrale.
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