
Dans ce travail, j’étends la théorie des motifs, comme développée par Voe-
vodsky et Morel-Voevodsky, au cadre de la géométrie analytique rigide sur un
corps complet non archimédien.

Le premier chapitre reprend l’approche homotopique de Morel et Voevodsky.
On y trouve la construction de la catégorie homotopique stable motivique des
variétés analytiques rigides ainsi qu’une description complète de cette dernière
en termes de motifs algébriques lorsque le corps de base est d’égale caracté-
ristique nulle et de valuation discrète. Le second chapitre reprend l’approche
par les transferts de Voevodsky. On y trouve la construction de la catégorie
triangulée des motifs analytiques rigides, ainsi qu’une extension à la géométrie
rigide d’une grande partie des résultats fondamentaux de Voevodsky et no-
tamment sa théorie des préfaisceaux avec transferts invariants par homotopie.
Ceci dit, le présent travail ne se résume pas à un simple décalque de la théorie
classique et le lecteur trouvera beaucoup de résultats nouveaux et spécifiques
au contexte de la géométrie rigide.

In this work, I extend the theory of motives, as developed by Voevodsky and
Morel-Voevodsky, to the context of rigid analytic geometry over a complete
non archimedean field.

The first chapter deals with the homotopical approach of Morel and Voevod-
sky. One finds there the construction of the motivic stable homotopy category
of rigid analytic varieties and a complete description of this category in terms
of algebraic motives when the base field has equal characteristic zero and its
valuation is discrete. The second chapter deals with Voevodsky’s approach
based on transfers. One finds there the construction of the triangulated cat-
egory of rigid analytic motives, and an extension to rigid analytic geometry
of a large number of Voevodsky’s fundamental results such as his theory of
homotopy invariants presheaves with transfers. This is said, the present work
is a lot more than just a mere copy of the classical theory and the reader will
find a lot of results that are new and specific to rigid analytic geometry.
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MOTIFS DES VARIÉTÉS ANALYTIQUES RIGIDES

Joseph Ayoub

Résumé. — Dans ce travail, j’étends la théorie des motifs, comme développée par
Voevodsky et Morel-Voevodsky, au cadre de la géométrie analytique rigide sur un
corps complet non archimédien.

Le premier chapitre reprend l’approche homotopique de Morel et Voevodsky. On y
trouve la construction de la catégorie homotopique stable motivique des variétés ana-
lytiques rigides ainsi qu’une description complète de cette dernière en termes de motifs
algébriques lorsque le corps de base est d’égale caractéristique nulle et de valuation
discrète. Le second chapitre reprend l’approche par les transferts de Voevodsky. On y
trouve la construction de la catégorie triangulée des motifs analytiques rigides, ainsi
qu’une extension à la géométrie rigide d’une grande partie des résultats fondamentaux
de Voevodsky et notamment sa théorie des préfaisceaux avec transferts invariants par
homotopie. Ceci dit, le présent travail ne se résume pas à un simple décalque de la
théorie classique et le lecteur trouvera beaucoup de résultats nouveaux et spécifiques
au contexte de la géométrie rigide.

Abstract (Motives of rigid analytic varieties). — In this work, I extend the theory of
motives, as developed by Voevodsky and Morel-Voevodsky, to the context of rigid
analytic geometry over a complete non archimedean field.

The first chapter deals with the homotopical approach of Morel and Voevodsky.
One finds there the construction of the motivic stable homotopy category of rigid
analytic varieties and a complete description of this category in terms of algebraic
motives when the base field has equal characteristic zero and its valuation is discrete.
The second chapter deals with Voevodsky’s approach based on transfers. One finds
there the construction of the triangulated category of rigid analytic motives, and an
extension to rigid analytic geometry of a large number of Voevodsky’s fundamental
results such as his theory of homotopy invariants presheaves with transfers. This is
said, the present work is a lot more than just a mere copy of the classical theory and
the reader will find a lot of results that are new and specific to rigid analytic geometry.

c⃝ Mémoires de la Société Mathématique de France 140/141, SMF 2015
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1.1.7. Modèles semi-stables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Dans ce travail, j’étends la théorie des motifs, comme développée par Voevod-
sky [46], et Morel et Voevodsky [30], au cadre de la géométrie analytique rigide sur
un corps complet non archimédien. Certes, il s’agit en partie d’adapter les techniques
déjà existantes de la théorie des motifs des variétés algébriques et de les appliquer aux
variétés analytiques rigides. Mais ce travail ne se résume pas à un simple décalque de la
théorie de Morel et Voevodsky et à la construction de nouvelles catégories motiviques.
Ainsi, je m’efforcerai dans cette introduction de mettre en évidence l’originalité du
présent travail et de souligner les idées nouvelles qui, hélas, ont pu être noyées dans
le style systématique du texte. Ensuite, j’esquisserai quelques applications possibles
de cette théorie.

Il existe deux approches modernes à la théorie des motifs des variétés algébriques.
La première, d’un point de vue logique mais pas historique, est l’approche homotopique
de Morel et Voevodsky [30] dont résultent la catégorie homotopique des k-schémas
H(k) et sa version stable SH(k) (voir [26]). Elle est entièrement basée sur la théorie
de l’homotopie, via la machinerie des catégories de modèles, et, par conséquent, se
prête moins aux « calculs ».

La seconde, est l’approche par les transferts de Voevodsky [46] dont résulte la
catégorie des motifs triangulés DM(k). Elle est plus géométrique et il est possible
de décrire explicitement dans cette théorie les objets motiviques en termes de cycles
algébriques. Toutefois, la seconde approche est limitée : par exemple, elle ne permet
pas de retrouver la K-théorie algébrique, contrairement à la première.

Bien entendu, ces deux approches se comparent et il est instructif, et souvent
pertinent, de comparer le lien entre SH(k) et DM(k) à celui entre SH, la catégorie
homotopique stable des espaces topologiques, et D(Z), la catégorie dérivée de celle
des Z-modules.

Dans ce travail, je reprends les deux approches, homotopique et par les transferts,
dans le cadre de la géométrie rigide.

L’approche homotopique ou le premier chapitre

Soit k un corps complet non archimédien. On note k◦ son anneau de valuation et k̃
son corps résiduel.

7
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2 INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les ingrédients de la construction. — Ici, les ingrédients de base sont les k-
variétés rigides lisses, la topologie de Nisnevich en géométrie rigide et la boule de
Tate. La première section du chapitre 1 est entièrement consacrée à des rappels de
géométrie rigide. Elle ne contient aucun résultat original, et le lecteur familier avec les
fondements de la géométrie rigide suivant Tate et Raynaud pourra l’ignorer et passer
à la suite.

Dans la section 1.2, j’introduis l’analogue de la topologie de Nisnevich pour les
variétés analytiques rigides. Comme en géométrie algébrique, il s’agit d’une topologie
intermédiaire entre la topologie étale, trop fine pour les théories cohomologiques mo-
tiviques, et la topologie des recouvrements admissibles, trop grossière pour assurer la
pureté. Étant donné un modèle formel X de X (voir la définition 1.1.22), on peut asso-

cier à un recouvrement Nisnevich du k̃-schéma Xσ un recouvrement Nisnevich de X.
Réciproquement, on obtient, à raffinement près, tout recouvrement Nisnevich de X à
partir d’un recouvrement Nisnevich de Xσ, pour un modèle X suffisamment fin. Cette
propriété est fort utile et ramène en grande partie l’étude de la topologie de Nisnevich
en géométrie rigide à celle de la toplogie de Nisnevich en géométrie algébrique.

Un résultat notable de la section 1.2 est le théorème 1.2.36. Il fournit des gé-
nérateurs particulièrement simples de la catégorie dérivée D(ShvNis(SmRig/k,Z)).
(Ici, SmRig/k est le site Nisnevich des k-variétés analytiques rigides lisses et
ShvNis(SmRig/k,Z) est la catégorie abélienne des faisceaux sur ce site.) Le théorème
1.2.36, en fait un cas particulier, affirme que D(ShvNis(SmRig/k,Z)) est engendrée,
en tant que catégorie triangulée avec petites sommes, par les faisceaux représentés
par des k-affinöıdes ayant potentiellement bonne réduction. (Rappelons qu’un k-
affinöıde X admet bonne réduction s’il possède un modèle formel X lisse sur k◦ ; il
admet potentiellement bonne réduction s’il acquiert bonne réduction après extension
des scalaires à une extension finie de k.) Ce théorème nécessite que la valuation de

k soit discrète et que k̃ soit de caractéristique nulle. Dans ce cas, on a k = k̃((π)), le
corps des séries de Laurent en l’uniformisante π. Ce résultat est surprenant surtout,
qu’en général, il est impossible de couvrir une variété rigide (même lisse) par des
affinöıdes ayant potentiellement bonne réduction. De plus, il est propre à la géométrie
rigide et n’admet pas d’analogue (non vide) en géométrie algébrique.

La construction. — Il n’est guère surprenant pour le lecteur familier avec la théo-
rie de Morel et Voevodsky qu’il est possible de construire une catégorie homotopique
stable RigSH(k) à partir du site Nisnevich des k-variétés rigides lisses muni de l’in-
tervalle B1

k, qui est la boule de Tate. J’explique les détails de cette construction dans
les paragraphes 1.3.1 (version instable) et 1.3.3 (version stable) de la section 1.3. Les
objets de RigSH(k) sont les motifs rigides. À toute k-variété rigide lisse V , il est
associé un motif rigide M(V ). Je construis également un foncteur d’analytification :

(1) Rig∗ : SH(k) −→ RigSH(k)

qui étend le foncteur d’analytification usuel associant à un k-schéma lisse X la k-
variété rigide lisse Xan (voir le paragraphe 1.1.3). Plus précisément, on a un isomor-
phisme canonique Rig∗M(X) ≃ M(Xan) avec M(X) le motif (usuel) associé à X.
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Dans le paragraphe 1.3.2, j’étudie les motifs rigides des analytifiés de certains k-
schémas simples, les Qgeo

p (X, f). Ici, on suppose que k = k̃((π)) avec car(k̃) = 0. Étant

donnés un k̃-schéma lisse X, une fonction inversible f ∈ Γ(X,O×) et un entier non
nul p ∈ N− {0}, on pose

Qgeo
p (X, f) = (X ⊗k̃ k)[V ]/(V p − πf).

En tant que famille paramétrée par le k̃-schéma Spec(k), la famille Qgeo
p (X, f) est

quasi-constante. En fait, elle devient constante après extension des scalaires à k[π1/p].
Le théorème 1.3.11 affirme que le motif rigide M((Qgeo

p (X, f))an) associé à l’analytifié
de Qgeo

p (X, f) est isomorphe au motif rigide d’une k-variété rigide quasi-compacte
Qrig

p (X, f) définie comme étant la fibre générique de la complétion formelle en la
fibre spéciale du k◦-schéma (X ⊗k̃ k◦)[V ]/(V p − πf). Ce résultat technique, dont la
preuve occupe la totalité du paragraphe 1.3.2, est très utile. Joint au théorème 1.2.36
(dont il était question ci-dessus), il permet de montrer que l’image du foncteur (1)
est dense dans RigSH(k), i.e., engendre la catégorie triangulée avec petites sommes
RigSH(k). Mieux encore, sachant que SH(k) est engendrée par les motifs des k-
schémas projectifs et lisses, on déduit aussitôt que RigSH(k) est engendrée par les
motifs rigides des analytifés de tels k-schémas. On obtient au passage que tout objet
compact de RigSH(k) est fortement dualisable.

Les résultats principaux. — Les deux résultats principaux du chapitre 1 sont
résumés dans la scholie 1.3.26. Ces résultats sont sans doute la raison d’être de ce
chapitre, et même de tout ce travail.

Le premier résultat (voir la première partie de la scholie 1.3.26) décrit complètement

la catégorie RigSH(k), lorsque k = k̃((π)) et car(k̃) = 0, comme une sous-catégorie
pleine de SH(Gmk̃), la catégorie homotopique stable des Gmk̃-schémas. Plus précisé-

ment, soit QUSH(k̃) ⊂ SH(Gmk̃) la sous-catégorie triangulée avec petites sommes
engendrée par les motifs des Gmk̃-schémas

Qgm
p (X, f) = X[V, T, T−1]/(V p − fT ) −→ Spec

(
k̃[T, T−1]

)
.

Ici, comme avant, X est un k̃-schéma lisse, f ∈ Γ(X,O×) et p ∈ N − {0}. Pour des

raisons évidentes, QUSH(k̃) est appelée la catégorie des variations quasi-unipotentes
de motifs sur Gmk̃. Alors, la composition de

(2) QUSH(k̃) ↪−→ SH(Gmk̃)
π∗

!! SH(k)
Rig∗

!! RigSH(k)

est une équivalence de catégories. À ma connaissance, l’idée d’une telle équivalence
est nouvelle et n’est jamais apparue auparavant dans la littérature, par exemple en
théorie de Hodge.

La preuve que (2) est une équivalence de catégories est longue et difficile. Dans
le paragraphe 1.3.4, je montre comment obtenir cette équivalence à partir de deux
autres énoncés, à savoir les théorèmes 1.3.37 et 1.3.38. Cette réduction est basée sur les
théorèmes 1.2.36 et 1.3.11 dont il était question plus haut. Dans ce même paragraphe,
je démontre le théorème 1.3.37. Ici, l’ingrédient clef est le théorème de changement
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4 INTRODUCTION GÉNÉRALE

de base pour un morphisme projectif pour les catégories homotopiques stables des
schémas (voir [2, Chapitre I] et l’appendice I.A). La preuve du théorème 1.3.38 sera
réléguée à la fin du chapitre 1. Elle repose sur l’existence d’un 2-foncteur homotopique
stable (au sens de [2, Chapitre I]) sur Spec(k◦) qui étend convenablement la catégorie
RigSH(k). La construction d’un tel 2-foncteur homotopique stable occupe les quatre
premiers paragraphes de la section 1.4. La preuve proprement dite du théorème 1.3.38
est donnée au paragraphe 1.4.5.

L’équivalence de catégories (2) fournit à mon avis l’approche la plus naturelle à
la théorie des motifs limites, analogues motiviques des structures de Hodge limites.
Le lien avec mon approche précédente des foncteurs motifs proches fait l’objet de
la seconde partie de la scholie 1.3.26. Il s’agit là du deuxième résultat principal du
chapitre 1, qui affirme que le foncteur « motif proche » Ψ : SH(k)→ SH(k̃), défini
dans [3, Chapitre III], est naturellement isomorphe à la composition de

RigSH(k)
(2)
≃ QUSH(k̃) ↪−→ SH(Gmk̃)

1∗
!! SH(k̃),

avec 1 : Spec(k̃) → Gmk̃ la section unité. La preuve de cette comparaison se trouve
dans le paragraphe 1.3.4.

L’approche par les transferts ou le deuxième chapitre

Comme avant, k est un corps complet non archimédien. On note k◦ son anneau de
valuation et k̃ son corps résiduel.

Les ingrédients de la construction. — Ici, l’ingrédient supplémentaire est la
notion de correspondances finies en géométrie rigide. Il s’agit d’une extension directe
de la notion de correspondances finies entre k-schémas lisses. Le seul point qui mérite
d’être noté ici concerne la méthode que j’ai choisie. En effet, il existe (au moins) deux
méthodes possibles.

La première, celle de [46], consiste à définir les correspondances finies entre deux
variétés rigides X et Y à l’aide des sous-variétés de X×̂kY qui sont irréductibles, finies
et surjectives sur une composante connexe de X. Ensuite, on définit la composition
des correspondances finies à l’aide de la formule de multiplicité de Serre et on vérifie
l’associativité.

La seconde méthode, celle de [41], consiste à introduire les correspondances finies
via la topologie fh. Plus précisément, les correspondances finies entre X et Y sont
certains morphismes de préfaisceaux entre les fh-faisceaux associés aux préfaisceaux
X ⊗Z et Y ⊗Z. Cette deuxième méthode a le vertu de rendre obsolète la question de
l’associativité de la composition.

Sans raison vraiment valable, j’ai choisi ici d’étendre la notion de correspondance
finie à la géométrie rigide en utilisant la méthode de [41]. Ceci est l’objet des para-
graphes 2.2.1 et 2.2.2 de la section 2.2. Une fois la construction terminée, on obtient
la catégorie RigCor(k) (ou sa version relative RigCor(B)). Les objets de cette caté-
gorie sont les k-variétés rigides lisses et les flèches sont les correspondances finies. La
catégorie des préfaisceaux additifs sur RigCor(k) est notée RigPST(k) et ses objets
sont appelés les préfaisceaux avec transferts sur SmRig/k.
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Encore une fois, il n’est nullement surprenant qu’en utilisant la catégorie
RigPST(k), la topologie Nisnevich et la boule de Tate, on puisse construire une
catégorie RigDM(k), analogue rigide de la catégorie DM(k) des motifs triangulés
de Voevodsky. Je décris la construction de cette catégorie seulement vers la fin du
chapitre 2 (voir le paragraphe 2.5.1), mais, logiquement, cette construction aurait pu
se faire juste après le paragraphe 2.2.2.

La fibre d’un préfaisceau invariant par homotopie. — Le paragraphe 2.2.5
contient quelques résultats spécifiques concernant les préfaisceaux avec transferts in-
variants par homotopie en géométrie rigide. Ces résultats jouent un rôle important
dans la preuve du résultat principal du chapitre 2, à savoir le théorème 2.4.9. Bien en-
tendu, un préfaisceau F sur SmRig/k est dit invariant par homotopie si le morphisme
F (X)→ F (B1

X) est un isomorphisme pour toute k-variété rigide lisse.
Je commence d’abord par le théorème 2.2.58 dont je décris un cas particulier.

Supposons donnés un k-affinöıde lisse B et deux B-affinöıdes lisses X et Y . Soit
p ∈M(B) un point maximal de B. Il existe alors un isomorphisme canonique

(3) Colim
U∈Flt(p)

π0CorU (X ×̂B U, Y ×̂B U) ≃ π0Cork̂(p)(Xp̂ , Yp̂).

Ci-dessus, π0Cor(−,−) désigne le groupe des correspondances finies à homotopie
près (voir la définition 2.2.42), Flt(p) désigne le filtre des voisinages de p dans B,
et (−)p̂ désigne la fibre au-dessus de p. La preuve du théorème 2.2.58 occupe une
grande partie du paragraphe 2.2.5 et repose d’une manière essentielle sur le théorème
de Popescu [34, 35]. (La validité de l’isomorphisme (3) suppose en fait quelques
conditions techniques sur X, Y et p que je passe ici sous silence.) Il est important
de noter que le théorème 2.2.58 est spécifique à la géométrie rigide. En effet, l’énoncé
analogue en géométrie algébrique est faux, déjà pour Y = GmB (exercice facile !).

Le théorème 2.2.58 est ensuite utilisé pour définir la fibre d’un préfaisceau avec
transferts invariant par homotopie (voir la définition 2.2.70). Je termine le paragraphe
2.2.5 avec le lemme 2.2.71 qui compare la cohomologie (pour les recouvrements admis-
sibles) d’un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie avec la cohomologie
de sa fibre.

Construction de correspondances finies à homotopie près. — Dans la sec-
tion 2.3, j’adapte une partie du matériel dans [29, Lectures 11 & 21]. La traduction
dans le langage de la géométrie rigide est souvent délicate et non triviale.

Soient B un k-affinöıde lisse et X une B-courbe affinöıde lisse. Suivant [29], je
définis la notion de bonne compactification de X. Il s’agit d’un B-schéma projectif X
de dimension relative 1, dans lequel X se plonge et tel que le complémentaire de son
image est contenu dans un ouvert Zariski qui est affine. Étant donnée une B-courbe X
munie d’une bonne compactification X, je définis le groupe de Picard relatif PicX(X)
(voir la définition 2.3.6). C’est le groupe des classes d’isomorphismes de OX -modules
inversibles munis d’une trivialisation sur un voisinage affinöıde (presque rationnel)
de Xan − X. Ce groupe n’est pas invariant par homotopie. Il est donc naturel de
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6 INTRODUCTION GÉNÉRALE

considérer son quotient PicB
1

X (X) défini par le coégalisateur de la double flèche

PicB1
k×kX

(B1
k×̂kX)

1∗
!!

0∗
!! PicX(X).

(Cette étape est inutile en géométrie algébrique !) J’exhibe ensuite un isomorphisme

canonique π0CorB(B,X) ≃ PicB
1

X
(X) (voir le théorème 2.3.12) dont l’analogue algé-

brique est bien connu dans la théorie de Voevodsky. Il en résulte deux méthodes de
constructions de correspondances finies à homotopies près. Elle sont contenues respec-
tivement dans les propositions 2.3.17 et 2.3.15. La première proposition est nouvelle
et propre à la géométrie rigide alors que la seconde est l’analogue de [29, Propo-
sition 11.15]. D’ailleurs, je m’en sers, en calquant la preuve de [29, Theorem 21.6],
pour déduire le théorème 2.3.16 qui entrâıne que certains recouvrements admissibles
d’un ouvert affinöıde de (P1

k)
an sont acycliques par rapport à tout préfaisceau avec

transferts invariant par homotopie.

Le résultat principal. — Le résultat principal du chapitre 2 admet un analogue
algébrique bien connu dans la théorie de Voevodsky, à savoir [29, Theorem 24.1].
Il affirme que si F est un préfaisceau avec transferts, (faiblement) surconvergent et
invariant par homotopie sur SmRig/k, il en est de même de ses préfaisceaux de coho-
mologie Hi

ad(−, F ) (voir le théorème 2.4.9 pour les conditions de validité du résultat).
On en déduit aussitôt que la catégorie OHStr(k) des faisceaux avec transferts sur-
convergents et invariants par homotopie est une sous-catégorie abélienne épaisse (i.e.,
stable par sous-objets, quotients et extensions) de la catégorie de tous les faisceaux
Nisnevich avec transferts.

Comme dans le cas algébrique, la preuve du théorème 2.4.9 se fait en deux étapes.
La première étape est une étude détaillée de la cohomologie des domaines affinöıdes
de la boule de Tate à valeurs dans F , le préfaisceau avec transferts, (faiblement)
surconvergent et invariant par homotopie sur SmRig/k. Le but de cette étude est de
prouver que la restriction de F au petit site des domaines affinöıdes de la boule de
Tate est acyclique (voir le théorème 2.4.2). Dans la seconde étape on démontre que

(4) Hi
ad(X,F ) −→ Hi

ad(B1
X , F )

est inversible en se ramenant au cas où X est le spectre d’un corps. Toutefois, il
me semble assez juste de dire que les arguments dans chacune de ces deux étapes
diffèrent radicalement des arguments de Voevodsky. En effet, la topologie de la boule
de Tate étant bien plus complexe que la topologie de Zariski de la droite affine, la
preuve du théorème 2.4.2 est nettement plus pénible que celle du résultat analogue
en géométrie algébrique. En effet, je suis amené à faire une preuve cas par cas basée
sur le théorème 2.1.12. Par contre, la seconde étape, celle qui traite le morphisme (4),
est nettement plus simple que l’étape correspondante en géométrie algébrique. Ceci
est largement dû aux résultats du paragraphe 2.2.5, et notamment à l’existence d’un
bon « foncteur fibre » pour les préfaisceaux invariants par homotopie qui de plus est
cohomologiquement inerte (par le lemme 2.2.71).
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QUELQUES APPLICATIONS POTENTIELLES 7

La structure de la catégorie RigDM(k). — Comme c’est le cas en géométrie
algébrique, on peut utiliser le théorème 2.4.9 pour mieux comprendre la structure de
la catégorie triangulée RigDM(k) et de ses objets. J’ai entassé les conséquences de
ce théorème dans les paragraphes 2.5.2 et 2.5.3.

Une première conséquence est le théorème 2.5.32. Un cas particulier significatif de
ce théorème affirme que le motif de l’analytifié Xan d’un k-schéma lisse est donné,

à un quasi-isomorphisme de faisceaux près, par SingB
1

• (Ztr(Xan)). Ce complexe est
nul en degrés strictement négatifs et il est donné en degré n ≥ 0 par le faisceau
Cork(∆n

rig×̂k−, Xan) avec

∆n
rig = Spm

(
k{t0, . . . , tn}

/(
1−

n∑

i=0

ti
))

le n-ième simplexe rigide. Ce résultat permet en particulier d’exprimer les groupes

homRigDM(k)

(
Z(0),M(Xan)

)

en termes de cycles algébriques (ici, Z(0) = M(Spm(k)) est l’objet unité de la catégorie
monöıdale RigDM(k)).

Une deuxième conséquence est la réalisation de la catégorie OHStr(k) comme le
cœur d’une t-structure homotopique sur la catégorie RigDM(k). Ce résultat (voir le
corollaire 2.5.36 et le théorème 2.5.37) est beaucoup plus difficile que son analogue
algébrique à cause de la propriété de surconvergence. Il repose en effet, d’une manière
essentielle, sur le théorème 2.5.35 qui affirme que la catégorie RigDM(k) est com-
pactement engendrée par les motifs rigides des analytifiés des k-schémas projectifs
lisses.

Une troisième conséquence est le théorème de simplification (voir le théo-
rème 2.5.38). La preuve ici est largement calquée sur celle de Voevodsky en géométrie
algébrique.

Description en termes de motifs algébriques. — On termine le chapitre 2
avec l’analogue avec transferts de la première partie de la scholie 1.3.26. Supposons,
pour simplifier, que k = k̃((π)) avec car(k) = 0. On note (comme dans le chapitre 1)

QUDM(k̃) ⊂ DM(Gmk̃) la sous-catégorie triangulée avec petites sommes compac-
tement engendrée par les motifs des Gmk̃-schémas Qgm

p (X, f). Ici, comme avant, X

est un k̃-schéma lisse, f ∈ Γ(X,O×) et p ∈ N− {0}. Alors, la composition de

(5) QUDM(k̃) ↪−→ DM(Gmk̃)
π∗

!! DM(k)
Rig∗

!! RigDM(k)

est une équivalence de catégories (voir le théorème 2.5.57 pour un énoncé plus précis
et plus général). Toutefois, la preuve de ce résultat est beaucoup plus directe que
la preuve du résultat analogue du chapitre 1. Une telle preuve est possible grâce au
théorème 2.5.32.

Quelques applications potentielles

Je termine cette introduction succincte par quelques applications potentielles.
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8 INTRODUCTION GÉNÉRALE

K-théorie et cobordisme pour les variétés rigides. — On peut utiliser la
catégorie RigSH(k) pour attacher à une k-variété rigide lisse des groupes de K-
théorie et de cobordisme. En effet, Voevodsky a construit un P1-spectre BGL, objet
de la catégorie homotopique stable des k-schémas SH(k), qui représente la K-théorie
algébrique des k-schémas lisses. En lui appliquant le foncteur d’analytification

Rig∗ : SH(k) −→ RigSH(k),

on obtient un objet BGLan de RigSH(k). On définit alors les groupes de K-théorie
d’une k-variété rigide lisse X par

(6) Ki(X) = homRigSH(k)

(
M(X),BGLan[i]

)

où M(X) est le motif, ou plutôt le type d’homotopie motivique stable, de la k-variété
rigide X. De même, en appliquant le foncteur Rig∗ au spectre de cobordisme al-
gébrique MGL, défini également par Voevodsky, on obtient un objet MGLan de
RigSH(k). Les groupes de cobordisme attachés à une k-variété rigide lisse X sont
alors

(7) Ωi,j(X) = homRigSH(k)

(
M(X),MGLan[i](j)

)
.

Lorsque k est d’égale caractéristique nulle et que sa valuation est discrète, il est
possible de décrire les groupes de K-théorie et de cobordisme d’une k-variété rigide
lisse X en termes des groupes de K-théorie ou de cobordisme de certains schémas
sur le corps résiduel k̃ de k apparaissant dans les réductions de X. Ceci est une
conséquence immédiate de la scholie 1.3.26 qui permet de réaliser RigSH(k) comme
une sous-catégorie pleine de SH(Gmk̃). En effet, il est facile de voir que Ki(X) ≃
homSH(Gmk̃)

(F−1M(X),BGL[i]) et pareillement pour Ωi,j(X).

De même, on peut attacher à une variété rigide lisse X des groupes de cohomologie
motivique. Ils sont définis par

(8) Hp
(
X,Z(q)

)
= homRigDM(k)

(
M(X),Z(q)[p]

)

où les Z(q) sont les motifs de Tate dans RigDM(k) et M(X) est le motif rigide associé
à X. Il est alors naturel de définir les groupes de Chow de X en posant

(9) CHd(X) = H2d
(
X,Z(d)

)
.

Toutefois, on ne dispose pas d’une description simple des groupes CHd(X) en termes
de sous-variétés fermées de X que pour d = 0 ou d = dim(X).

Application au foncteur « motif proche ». — La motivation initiale de ce travail
était l’étude du foncteur « motif proche » introduit dans [3, Chapitre III]. L’idée d’un
lien entre la géométrie rigide et les motifs proches a commencé à germer suite à mes
tentatives infructueuses de montrer que le foncteur « motif proche » (restreint aux
motifs constructibles) est conservatif (voir [4]).

Soit S = Spec(A) le spectre d’un anneau de valuation discrète d’égale caractéris-
tique nulle. On note η = Spec(K) (resp. σ = Spec(k)) son point ouvert (resp. fermé).
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QUELQUES APPLICATIONS POTENTIELLES 9

Soit X une K-variété projective et lisse. On voudrait étudier l’homomorphisme (et en
particulier son noyau !)

(10) CHd(X) = homDM(K)

(
Z(d)[2d],M(X)

)
−→ homDM(k)

(
Z(d)[2d],ΨM(X)

)
(1)

avec M(X) le motif de Voevodsky de X. Notons i et j les immersions de σ et η dans S.
On dispose alors d’une transformation naturelle i∗j∗ → Ψ et l’homomorphisme

(11) homDM(k)

(
Z(d)[2d], i∗j∗M(X)

)
−→ homDM(k)

(
Z(d)[2d],ΨM(X)

)

est facile à décrire en utilisant le triangle de monodromie (voir [3, Chapitre III]). Il
reste donc à comprendre l’homomorphisme

(12) CHd(X) = homDM(K)

(
Z(d)[2d],M(X)

)
−→ homDM(k)

(
Z(d)[2d], i∗j∗M(X)

)
.

Grâce à ce travail, j’obtiens une description rigide-géométrique de l’homomorphisme
ci-dessus.

En effet, le groupe de Chow des d-cycles dans X peut être réalisé comme le d-ième
groupe d’homologie du complexe de correspondances finies

(13) Cor
(
(Gm, 1)

∧d ×∆•, X
)

avec ∆n = Spec(K[t0, . . . , tn]/(1 −
∑n

i=0 ti)). Rappelons que Cor((Gm, 1)∧d × Y,X)
désigne le sous-groupe des correspondances finies de (Gm)d×Y dans X qui s’annulent
sur les hypersurfaces (Gm)i×{1}×(Gm)j×Y ⊂ (Gm)d×Y pour i+j = d−1. Supposons
maintenant que K est complet. On peut former l’analogue rigide-analytique de (13).
C’est le complexe

(14) Cor
(
(∂B1, 1)∧d ×∆•

rig, X
an
)

avec ∂B1 le bord de la boule de Tate B1, ∆n
rig = Spm(K{t0, . . . , tn}/(1−

∑n
i=0 ti)) et

Xan la variété analytique rigide associée à X. On dispose d’un morphisme naturel de
complexes

(15) Cor
(
(Gm, 1)

∧d ×∆•, X
)
−→ Cor

(
(∂B1, 1)∧d ×∆•

rig, X
an
)

induit par le foncteur d’analytification et les inclusions évidentes ∂B1 ↪→ (Gm)an et
∆n

rig ↪→ (∆n)an. Alors, (12) s’identifie à l’homomorphisme induit par (15) sur les
groupes d’homologie en degré d.

(1) Strictement parlant, le foncteur Ψ n’est pas défini explicitement dans la littérature. Lorsqu’on
travaille à coefficients rationnels, on peut toutefois utiliser les équivalences de catégories de Morel
et Cisinski-Déglise DAét(k,Q) ≃ DM(k,Q) et DAét(k̃,Q) ≃ DM(k̃,Q) (voir [5, Annexe B]) pour
définir le foncteur Ψ sur DM(k,Q). On peut aussi utiliser le présent travail pour définir Ψ comme
étant la composition de

DM(k) −→ RigDM(k) ≃ QUDM(k̃) ↪−→ DM(Gmk̃)
1∗

!! DM(k̃).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

15

15



10 INTRODUCTION GÉNÉRALE

Groupes de Galois, groupes de décomposition et groupes d’inertie moti-
viques. — Soit K un corps muni d’une valuation discrète v de corps résiduel k.
On note G(K) le groupe de Galois de K. On peut associer à v un sous-groupe
D(v) ⊂ G(K) défini à conjugaison près. C’est le groupe de décomposition de v.
Il est muni d’une surjection D(v) !! !! G(k) de noyau le groupe d’inertie I(v) de v.
J’expliquerai ici comment la théorie des motifs rigides permet d’étendre ces notions
classiques aux groupes de Galois motiviques, espérant ainsi convaincre le lecteur de
la pertinence de cette nouvelle théorie(2).

Pour simplifier, je supposerai que K est de caractéristique nulle. Il est conjecturé
qu’un groupe de Galois motivique G(K,σ) est canoniquement associé à tout plonge-
ment σ : K ↪→ C. Plus précisément, il devrait exister une t-structure, dite motivique,
sur la catégorie triangulée DMct(K,Q) des motifs constructibles (ou encore géomé-
triques) à coefficients rationnels dont le cœur MM(K) est une catégorie tannakienne.
Le plongement σ induit alors un foncteur fibre sur MM(K) dont le pro-groupe algé-
brique d’automorphismes est G(K,σ).

On notera K̂ le complété de K pour la valuation v. Pour simplifier, on supposera
que le corps résiduel k est de caractéristique nulle et on fixe un plongement σ̃ : k ↪→ C.
Par le chapitre 2, on dispose d’une équivalence de catégories entre RigDM(K̂,Q) et
une sous-catégorie QUDM(k,Q) de DM(Gmk,Q). Considérons le foncteur composé

fv,σ̃ : DM(K,Q)
Rig∗

!! RigDM(K̂,Q) ≃ QUDM(k,Q)(16)

↪−→ DM(Gmk,Q)
1∗

!! DM(k,Q)
B∗

σ̃
!! D(Q)

avec 1∗ le « pull-back » suivant la section unité de Gmk et B∗
σ̃ la réalisation de Betti

associée au plongement σ̃. Alors, fv,σ̃ se restreint en un foncteur fibre de la catégorie
tannakienne MM(K). Le pro-groupe algébrique des automorphismes de ce foncteur
fibre sera noté G(K, v, σ̃). Par le formalisme tannakien, on dispose d’un isomorphisme
non canonique de pro-groupes algébriques

(17) G(K, v, σ̃)⊗Q Q ≃ G(K,σ)⊗Q Q.

Enfin, il doit exister une t-structure motivique sur RigDMct(K̂,Q) dont le cœur
RigMM(K̂) est une catégorie tannakienne. Cette t-structure devrait correspondre
via l’équivalence

RigDM(K̂,Q) ≃ QUDM(k,Q)

à la restriction de la t-structure motivique sur DMct(Gmk,Q). Le foncteur composé

f ′σ̃ : RigDM(K̂,Q) ≃ QUDM(k,Q)(18)

↪−→ DM(Gmk,Q)
1∗

!! DM(k,Q)
B∗

σ̃
!! D(Q)

induit un foncteur fibre dont le pro-groupe algébrique d’automorphismes est noté
Grig(K̂, σ̃). Le foncteur Rig∗, que l’on conjecture être exact, induit un morphisme de

(2) L’histoire conjecturale ci-dessous est maintenant, en grande partie, réalisée dans [6, 7].
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QUELQUES APPLICATIONS POTENTIELLES 11

pro-groupes algébriques

(19) Grig(K̂, σ̃) −→ G(K, σ̃)

qui devrait être injectif. Il est alors naturel de noter D(v, σ̃) le pro-groupe algébrique
Grig(K̂, σ̃) et de l’appeler le groupe de décomposition motivique de v.

Enfin, le foncteur d’image inverseDM(k,Q)→ QUDM(k,Q) suivant la projection
structurale de Gmk sur Spec(k) induit un morphisme de pro-groupes algébriques

(20) D(v, σ̃) = Grig(K̂, σ̃) −→ G(k, σ̃)

qui devrait être surjectif. Le noyau de ce morphisme sera noté I(v, σ̃). C’est le groupe
d’inertie motivique de v.
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CHAPITRE 1

MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I :
VERSION SANS TRANSFERTS ET LIEN AVEC LE

FONCTEUR « MOTIF PROCHE »

Introduction

L’approche homotopique à la géométrie algébrique initiée par Morel et Voevod-
sky [30] se transporte à d’autres contextes (voir par exemple [38]). Reste bien sûr à
trouver des cadres particuliers où la théorie générale nous donne une catégorie ho-
motopique intéressante et utile. Dans ce chapitre, on montre que c’est le cas de la
géométrie rigide. Contrairement à [30], on travaillera à coefficients stables puisqu’on
n’a rien de particulier à dire dans le cas instable. Faisons un bref aperçu du chapitre.

Étant donné que le présent travail s’adresse plutôt aux spécialistes des motifs qu’aux
spécialistes de la géométrie rigide, la première section de ce chapitre sera consacrée à
des rappels et des compléments sur les variétés rigides.

Dans la deuxième section, on introduit l’analogue rigide de la topologie de Nisne-
vich (bien connue en géométrie algébrique). On établit ensuite les analogues rigides
de quelques propriétés bien connues de cette topologie. On termine la section par
un résultat d’engendrement pour la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich sur le
gros site lisse. On montre que cette catégorie est compactement engendrée par les
faisceaux représentables par des affinöıdes ayant potentiellement bonne réduction. Ce
résultat, qui peut parâıtre surprenant, est particulier au monde rigide et n’admet pas
d’analogue en géométrie algébrique.

Dans la troisième section, on définit les catégories homotopiques des variétés rigides.
Il s’agit d’extensions immédiates des définitions en géométrie algébrique. On explique
ensuite le lien avec le foncteur « motif proche » (construit dans [3, Chapitre III]) dans
la scholie 1.3.26 qui sera démontrée à la fin de la quatrième section.
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14 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

1.1. Rappels et compléments de géométrie rigide

Dans cette section on reprend quelques notions de géométrie rigide en suivant [10]
et [18]. Quelques compléments seront également donnés.

1.1.1. Généralités. — Soit A un anneau commutatif. Une semi-norme (resp. une
norme) sur A est une fonction | . | : A→ R≥0 vérifiant les propriétés suivantes (pour
(a, b) ∈ A2) :

1) |1| ≤ 1 et |0| = 0 (resp. et |a| = 0⇔ a = 0),

2) |ab| ≤ |a| · |b|,
3) |a+ b| ≤ max(|a|, |b|).(1)

Le couple (A, | . |) est appelé un anneau semi-normé (resp. normé). Si B ⊂ A est une
partie de A, on note |B| son image par | . |. On a forcément |1| = 1 ou |A| = {0}. Tout
anneau A peut être muni de la norme triviale pour laquelle |A− {0}| = {1}.

On note A◦ = {a ∈ A ; |a| ≤ 1} et A∨ = {a ∈ A ; |a| < 1}. Il est clair que A◦ est un
sous-anneau semi-normé (resp. normé) de A et que A∨ est un idéal de A◦. L’anneau
quotient Ã = A◦/A∨ est appelé l’anneau résiduel de la semi-norme (resp. norme) | . |.

On note deux constructions de semi-normes.

Exemple 1.1.1. — 1) Soient (A, | . |) un anneau semi-normé et p : A !! !! B un
morphisme surjectif d’anneaux. On définit une semi-norme | . |p sur B en posant |b|p =
infa∈p−1(b)|a|. C’est la semi-norme résiduelle sur B. Lorsque B = A/ ker | . | avec
ker | . | = {a ∈ A ; |a| = 0}, la semi-norme | . |p est alors une norme. Plus généralement,
| . |p est une norme si et seulement si l’idéal p−1(0) est fermé dans A (i.e., 0 appartient
à l’adhérence de |a+ p−1(0)| ⊂ R si et seulement si a ∈ p−1(0)).

2) Soient (B1, | . |) et (B2, | . |) deux anneaux semi-normés qui sont des A-algèbres
pour un anneau A. On définit une semi-norme sur l’anneau B1⊗A B2 en posant pour
v ∈ B1 ⊗A B2

|v| = inf{sup{|b11|× |b21|, . . . , |b1r|× |b2r|}; v = b11 ⊗ b21 + · · ·+ b1r ⊗ b2r}.

Une semi-norme | . | sur un anneau A est dite multiplicative lorsque l’égalité |ab| =
|a| · |b| est vérifiée pour tout (a, b) ∈ A2. Une valuation est une norme multiplicative.
Si (k, | . |) est un corps valué, l’anneau k◦ est un anneau de valuation de hauteur ≤ 1.
Cette hauteur est nulle si et seulement si la valuation de k est triviale. On dit que la
valuation | . | est discrète lorsqu’elle est non triviale et que le sous-groupe |k×| ⊂ R×

>0

est discret, i.e., de la forme αZ pour un réel 0 < α < 1. On appelle alors uniformisante

(1) La définition officielle d’une semi-norme demande l’inégalité triangulaire |a+ b| ≤ |a|+ |b|. L’in-
égalité plus stricte que nous demandons ici caractérise les semi-normes non archimédiennes (alias

ultramétriques). Dans ce travail, toutes les semi-normes considérées sont non archimédiennes de sorte

que nous n’avons pas jugé utile de le préciser.
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1.1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE RIGIDE 15

de k un élément π ∈ k∨ tel que |π| = α. C’est un générateur de l’idéal maximal
k∨ ⊂ k◦.

Les algèbres ci-dessous jouent le rôle des algèbres de polynômes dans le cadre des
anneaux semi-normés.

Définition 1.1.2. — Soit (A, | . |) un anneau semi-normé. Une série formelle en n
variables T1, . . . , Tn :

f =
∑

ν1,...,νn∈N
aν1,...,νnT

ν1
1 · · ·T νn

n

est dite strictement convergente si |aν1,...,νn | → 0 lorsque ν1 + · · · + νn → ∞. L’en-
semble des séries formelles strictement convergentes est noté A{T1, . . . , Tn}. C’est
une sous-A-algèbre de A[[T1, . . . , Tn]]. L’association f ! |f | = supν1,...,νn

|aν1,...,νn |
définit une semi-norme sur A{T1, . . . , Tn} appelée la semi-norme de Gauss (et qui est
une norme si et seulement si | . | est une norme sur A).

Remarque 1.1.3. — On a clairement la formule

(A{T1, . . . , Tn})◦ = A◦{T1, . . . , Tn}.

De plus, l’anneau résiduel de A{T1, . . . , Tn} s’identifie canoniquement à l’algèbre des
polynômes Ã[T1, . . . , Tn].

Une semi-norme | . | induit une pseudo-distance d sur A définie par d(a, b) = |a−b|.
On en déduit alors une topologie sur A. Cette topologie est séparée (ou encore d est
une distance) si et seulement si | . | est une norme.

Soient (A, | . |) et (B, | . |) deux anneaux semi-normés et f : A→ B un morphisme
d’anneaux. On dit que f est continu si l’application sous-jacente est continue pour les
topologies induites par les semi-normes. On dit que f est borné s’il existe une constante
M ∈ R telle que |f(a)| ≤M · |a| pour tout a ∈ A. Il est clair qu’un morphisme borné
est continu. Lorsqu’on peut prendre M = 1, on dit que f est contractant. On dit enfin
que f est isométrique si l’égalité |f(a)| = |a| est toujours vérifiée.

Un anneau normé (A, | . |) est dit complet lorsque l’espace métrique (A, d) vérifie le
critère de Cauchy. Cela revient à dire qu’une série

∑
n∈N an d’éléments de A converge

si et seulement si limn→∞ |an| = 0. Étant donné un anneau semi-normé (A, | . |), on
appelle complétion de A, un anneau normé complet (Â, | . |) muni d’un morphisme
isométrique A → Â d’image dense. On a le lemme suivant (voir [10, Proposition
1.1.7/5 and 6]).

Lemme 1.1.4. — Tout anneau semi-normé (A, | . |) admet une complétion (Â, | . |)
unique à un isomorphisme unique près. De plus, on a |Â| = |A|.

Démonstration. — Quitte à quotienter par ker | . |, on peut supposer que la semi-norme
| . | est une norme. Soit C(A) l’anneau des suites de Cauchy de A. Les éléments de
C(A) sont donc des suites (an)n∈N telles que limn→∞ |an+1 − an| = 0. On définit une
semi-norme sur C(A) en posant |(an)n∈N| = limm→∞ |am|. Cette limite existe puisque
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16 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

||an| − |am|| ≤ |an − am|. De plus, |(an)n∈N| ∈ |A|. En effet, si |(an)n∈N| = α > 0, il
existe un entier N tel que |an+m − an| < α pour tout n ≥ N et m ≥ 0. Il vient que
|an+m| = |an|. La suite des normes (|an|)n∈N est donc stationnaire à partir de N .

On définit alors Â comme étant le quotient de C(A) par l’idéal I(A) des suites de
Cauchy de norme 0. L’anneau normé (Â, | . |) est alors complet (voir [10, Proposition
1.1.7/5] pour plus de détails). L’unicité de (Â, | . |) est facile. En effet, tout morphisme
isométrique f : A → B vers un anneau normé complet B, s’étend en un morphisme
isométrique C(f) : C(A) → B qui à une suite de Cauchy (an)n∈N associe la limite
de (f(an))n∈N. Il est clair que C(f) s’annule sur l’idéal I(A). D’où un morphisme
f̂ : Â → B. Si de plus, f(A) est dense dans B, f̂ est bijective (car surjective et
isométrique). c.q.f.d.

Si (B1, | . |) et (B2, | . |) sont deux anneaux semi-normés qui sont des A-algèbres
pour un anneau A, on notera B1 ⊗̂A B2 le complété de B1 ⊗A B2 pour la semi-norme
de l’exemple 1.1.1.

Proposition 1.1.5. — Soit (A, | . |) un anneau normé complet.
1) L’anneau normé A{T1, . . . , Tn} est encore complet. De plus, il cöıncide avec la

complétion de son sous-anneau A[T1, . . . , Tn].

2) Le morphisme A{T1, . . . , Tn}⊗AA{S1, . . . , Sm}→ A{T1, . . . , Tn, S1, . . . Sm} in-
duit un isomorphisme d’anneaux normés complets

A{T1, . . . , Tn} ⊗̂A A{S1, . . . , Sm} ≃ A{T1, . . . , Tn, S1, . . . Sm}.

1.1.2. Algèbres affinöıdes et variétés rigides. — On fixe un corps valué complet
(k, | . |). Sauf mention explicite du contraire, on ne supposera pas la valuation de k non
triviale. Lorsque la valuation de k est triviale, les notions développées correspondront
à des notions classiques de géométrie algébrique.

Rappelons qu’une k-algèbre de Banach est une k-algèbre A compète pour une
norme | . |A telle que |a · f |A = |a| · |f |A pour tout (a, f) ∈ k × A. Un exemple
fondamental de k-algèbres de Banach est donné par la k-algèbre k{T1, . . . , Tn} munie
de la norme de Gauss (qui est en fait une valuation). Cette algèbre est noethérienne
et tous ses idéaux sont fermés (voir [10, Theorem 5.2.6/1 and Corollary 5.2.7/2]). Si
x ⊂ k{T1, . . . , Tn} est un idéal maximal, son corps résiduel k(x) est une extension
finie de k. Les anneaux de fonctions en géométrie rigide sont (localement) donnés par
des k-algèbres de Banach particulières appelées les k-algèbres affinöıdes.

Définition 1.1.6. — Une k-algèbre A est appelée une k-algèbre affinöıde s’il existe un
morphisme surjectif de k-algèbres k{T1, . . . , Tn} !! !! A. Un tel morphisme est appelé
une présentation de A.

Étant donnée une présentation p : k{T1, . . . , Tn} !! !! A d’une k-algèbre affinöıde A,
on peut munir A de la norme résiduelle | . |p (voir l’exemple 1.1.1). La k-algèbre A est
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1.1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE RIGIDE 17

alors de Banach pour cette norme. Bien que | . |p dépende du choix de la présentation,
la topologie induite par | . |p n’en dépend pas. Plus précisément, toutes les normes de
Banach sur A sont équivalentes et un morphisme abstrait entre k-algèbres affinöıdes
est automatiquement borné pour tout choix de normes de Banach (voir [10, Theorem
6.1.3/1]).

Remarque 1.1.7. — Soit A une k-algèbre affinöıde. On note Spm(A) l’ensemble des
idéaux maximaux de A. Pour x ∈ Spm(A), on munit le corps résiduel k(x) de l’unique
valuation | . | qui étend celle de k (on utilise ici que les k(x) sont des extensions finies
de k). Pour f ∈ A, on note comme d’habitude f(x) ∈ k(x) l’image de f dans k(x).
On pose alors

|f |∞ = sup
x∈Spm(A)

∣∣f(x)
∣∣.

D’après [10, Lemma 6.2.1/1], | . |∞ est une semi-norme sur A qui est une norme si
et seulement si A est réduite. Plus précisément, on a ker | . |∞ =

√
(0). De plus,

Ared = A/
√
(0) est complète pour cette norme. C’est la semi-norme infinie sur A.

Tout morphisme u : A → A′ de k-algèbres affinöıdes est contractant pour les semi-
normes infinies. Lorsque A est la k-algèbre des séries strictement convergentes, la
norme infinie cöıncide avec la norme de Gauss.

Étant donnés deux morphismes de k-algèbres affinöıdes A → Bi (avec i ∈ {1, 2}),
le complété B1 ⊗̂A B2 de l’anneau B1 ⊗A B2 ne dépend pas du choix des normes
de Banach sur les Bi. C’est une k-algèbre affinöıde qui de plus est la colimite du
diagramme B1

!! A −→ B2 dans la catégorie des k-algèbres affinöıdes.

Définition 1.1.8. — Soient A une k-algèbre affinöıde et f0, f1, . . . , fn ∈ A des
éléments engendrant A comme idéal. On note D(f0|f1, . . . , fn) le sous-ensemble des
x ∈ Spm(A) défini par les inégalités |f0(x)| ≥ |fi(x)| pour tout 1 ≤ i ≤ n. Un tel
ensemble est appelé un domaine rationnel.

Pour plus de précision, on écrira parfois DA(f0|f1, . . . , fn) ou DSpm(A)(f0|f1, . . . , fn)
au lieu de D(f0|f1, . . . , fn).

Il est facile de voir que la fonction x ! |f0(x)| ne s’annule pas sur l’en-
semble D(f0|f1, . . . , fn). De plus, cet ensemble est canoniquement en bijection avec
Spm(A⟨f0|f1, . . . , fn⟩) où A⟨f0|f1, . . . , fn⟩ est la k-algèbre affinöıde

A{T1, . . . , Tn}/(f0T1 − f1, . . . , f0Tn − fn)

(voir [18, Lemma 4.1.2]). Les domaines rationnels sont stables par intersec-
tions finies et vérifient la propriété de transitivité, i.e., un domaine rationnel de
Spm(A⟨f0|f1, . . . , fn⟩) est un domaine rationnel de Spm(A). Un sous-ensemble
D ⊂ Spm(A) est un domaine s’il existe un nombre fini de domaines rationnels
Di ⊂ Spm(A) tels que D =

⋃
i Di. Un sous-ensemble U ⊂ Spm(A) est un ouvert, s’il

est une réunion quelconque de domaines rationnels. On fait la définition suivante.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

23

23



18 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

Définition 1.1.9. — 1) Soient A une k-algèbre affinöıde et f1, f2, . . . , fn ∈ A des
éléments engendrant A comme idéal. La famille

(
D(fi|f1, . . . , f̂i, . . . , fn) ⊂ Spm(A)

)
i

est appelée le recouvrement standard associé à f1, f2, . . . , fn ∈ A.

2) Soient U un ouvert de Spm(A) et R = (Ui ⊂ U)i∈I une famille d’ouverts de
Spm(A) contenus dans U . On dit que R est un recouvrement admissible de U si pour
tout domaine rationnel D = Spm(B) contenu dans U , la famille (Ui∩D ⊂ D)i∈I peut
être raffinée par un recouvrement standard de Spm(B).

3) On dit qu’un ouvert U de Spm(A) est admissible si pour tout morphisme de
k-algèbres affinöıdes f : A → B avec Spm(f)(Spm(B)) ⊂ U , il existe un domaine D
de Spm(A) contenu dans U et contenant Spm(f)(Spm(B)).

Exemple 1.1.10. — Soient A une k-algèbre affinöıde et D ⊂ Spm(A) un domaine.
Une famille finie (Di ⊂ D)i∈I de sous-domaines est un recouvrement admissible si et
seulement si D =

⋃
i Di (voir [18, Lemma 4.2.4]).

Définition 1.1.11. — Soit X un ensemble. Une G-topologie τX sur X est la donnée :

(i) d’un sous-ensemble Ouv(X) ⊂ P(X) de l’ensemble des parties de X, stable par
intersection et réunion finies (avec la convention que la réunion de la famille
vide est la partie vide et l’intersection de la famille vide est X tout entier) ;

(ii) d’une topologie de Grothendieck τX sur l’ensemble ordonné (par l’inclusion)
Ouv(X) telle que la condition suivante est satisfaite. Pour V ∈ Ouv(X) et
P ⊂ V une partie de V , on a P ∈ Ouv(X) s’il existe un recouvrement (Vi)i∈I

de V (pour la topologie τX) tel que Vi ∩ P ∈ Ouv(X) quelque soit i ∈ I.

L’ensemble Spm(A) sera muni de la G-topologie suivante. On prendra pour
Ouv(Spm(A)) l’ensemble des ouverts admissibles de Spm(A). La topologie sur
Ouv(Spm(A)) est celle engendrée par les recouvrements admissibles entre ouverts
admissibles. Une application Spm(f), associée à un morphisme de k-algèbres affi-
nöıdes f , est continue pour ces G-topologies. Notons Rat(Spm(A)) ⊂ Ouv(Spm(A))
le sous-ensemble des domaines rationnels de A. Si on munit Rat(Spm(A)) de la
topologie engendrée par les recouvrements standards, on obtient une équivalence de
sites(2) entre Ouv(Spm(A)) et Rat(Spm(A)).

D’après [18, Theorem 4.2.2], il existe un faisceau sur Rat(Spm(A)) qui à un do-
maine rationnel D(f0|f1, . . . , fn) associe l’algèbre A⟨f0|f1, . . . , fn⟩. C’est le faisceau
structural qui sera noté O. On peut l’étendre d’une manière unique en un faisceau
de k-algèbres sur Ouv(Spm(A)) qu’on note encore O. On obtient ainsi un G-espace
annelé (Spm(A),O).

(2) Bien entendu, une équivalence de sites est un morphisme de sites qui induit une équivalence entre

les topos associés.
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1.1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE RIGIDE 19

Définition 1.1.12. — Un k-affinöıde (ou encore une k-variété affinöıde) est un
G-espace annelé isomorphe à (Spm(A),O) pour une certaine k-algèbre affinöıde A.
Une k-variété rigide (X,OX) est un G-espace annelé (X,OX) qui est localement(3) un
k-affinöıde.

Un morphisme de G-espaces annelés est un morphisme de k-variétés rigides s’il est
localement isomorphe à Spm(f) pour f un morphisme de k-algèbres affinöıdes.

Étant donnée une k-variété rigide (X,OX), les parties dans Ouv(X) seront appelées
les ouverts admissibles de X. Les recouvrements pour la G-topologie sur X seront
appelés les recouvrements admissibles.

Notation 1.1.13. — Soit (X,OX) une k-variété rigide. Pour x ∈ X, l’anneau OX,x =
Colimx∈U∈Ouv(X) Γ(U,OX) est local et son corps résiduel k(x) est une extension finie
de k qu’on munit de l’unique norme qui étend celle de k. Pour U ∈ Ouv(X) et
f ∈ Γ(U,OX), on note f(x) ∈ k(x) la valeur de f en x, i.e., la classe de f par
l’homomorphisme évident Γ(U,OX)→ k(x).

1) Pour f ∈ Γ(X,OX), on pose |f |∞ = supx∈X |f(x)|. C’est la semi-norme infinie
sur Γ(X,OX).

2) On définit des sous-faisceaux O◦
X et O∨

X par

Γ(U,O◦
X) =

{
f ∈ Γ(U,OX); |f(x)| ≤ 1, ∀x ∈ U

}
,

Γ(U,O∨
X) =

{
f ∈ Γ(U,OX); |f(x)| < 1, ∀x ∈ U

}
,

pour tout U ∈ Ouv(X).

3) Pour f0, f1, . . . , fn ∈ Γ(X,OX) des éléments engendrant OX comme idéal, on
note DX(f0|f1, . . . , fn) le sous-ensemble des x ∈ X défini par les inégalités |f0(x)| ≥
|fi(x)| pour tout 1 ≤ i ≤ n. C’est un ouvert admissible de X.

Exemple 1.1.14. — 0) Soient A une k-algèbre affinöıde et U ⊂ Spm(A) un ouvert
admissible. Alors, (U,O|U ) est naturellement une k-variété rigide.

1) Le k-affinöıde Spm(k{T}) sera noté B1
k ou aussi B1

k(o, 1). C’est la boule unité de
Tate. Plus généralement, si r ∈

√
|k×|, le sous-groupe divisible de R×

>0 engendré par
|k×|, on note B1

k(o, r) le spectre maximal de la k-algèbre affinöıde

k{r−1T} =
{
f =

∑

n∈N
anT

n; lim
n

rn|an| = 0
}
.

Si r1 ≤ r2, l’inclusion k{r−1
2 T} ↪→ k{r−1

1 T} induit un morphisme B1
k(o, r1) →

B1
k(o, r2) qui est l’inclusion d’un domaine rationnel. Il est facile de voir que B1

k(o, r)
représente le foncteur qui à un k-affinöıde U = Spm(A) associe l’ensemble des f ∈ A
tel que |f |∞ ≤ r. En particulier, B1

k(o, 1) est un k-affinöıde en anneau.

(3) On fera attention que « localement » doit être compris au sens des topologies de Grothendieck.

Ainsi, il n’est pas suffisant de vérifier la propriété en question au voisinage de chaque point de X.
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20 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

2) Le k-affinöıde Spm(k{T}⟨T |1⟩) = Spm(k{T, T−1}) sera noté ∂B1
k. On y pensera

comme au « bord » de la boule unité de Tate. Il représente le foncteur qui à un k-
affinöıde U = Spm(A) associe l’ensemble des f ∈ A tel que |f |∞ = 1. En particulier,
∂B1

k est un k-affinöıde en groupe.
Plus généralement, pour r1, r2 ∈

√
|k×| avec r1 ≤ r2, on définit la couronne

Cr1k(o, r1, r2) (de petit rayon r1 et de grand rayon r2) par le spectre maximal de la
k-algèbre affinöıde

k{r−1
2 T}⟨T |r1⟩ = k{r−1

2 T}⟨T p|a⟩
avec a ∈ k× et p ∈ N − {0} tel que |a| = rp1 . Le k-affinöıde Cr1k(o, r1, r2) représente
le foncteur qui à un k-affinöıde U = Spm(A) associe l’ensemble des f ∈ A tel que
r1 ≤ |f |∞ ≤ r2. Pour r ∈

√
|k×|, on note ∂B1

k(o, r) au lieu de Cr1k(o, r, r). On y
pensera comme au « bord » de B1

k(o, r).

3) Supposons que la valuation de k est non triviale. La droite affine analytique
(A1

k)
an est définie comme l’union

⋃
n∈N B1

k(o, |π|−n) avec π ∈ k∨ un scalaire non nul.
Il est facile de voir que (A1

k)
an représente le foncteur qui à une k-variété rigide U

associe l’anneau des fonctions globales Γ(U,O). En particulier, (A1
k)

an est un anneau
dans la catégorie des k-variétés rigides.

Exemple 1.1.15. — Soient X = Spm(A) une k-variété affinöıde, f ∈ A inversible
et p ∈ N− {0}. On définit une k-variété affinöıde B1

X(o, f1/p) par le spectre maximal
de la k-algèbre affinöıde

(1.1) A{f−1/pT} =
{
f =

∑

n∈N
anT

n ∈ A[[T ]]; lim
n→∞

|fnapn|∞ = 0
}
.

On pensera à B1
X(o, f1/p) comme à une famille de boules paramétrée par X et de

rayons donnés par la fonction x ∈ X ! |f(x)|1/p. Pour montrer que (1.1) est bien
une k-algèbre affinöıde, on peut supposer que f ∈ A◦. Dans ce cas, elle cöıncide
visiblement avec A{T}⟨f |T p⟩. Étant donnée une deuxième fonction inversible g ∈ A
et un deuxième entier non nul q tels que(4) |g(x)|1/q ≤ |f(x)|1/p pour tout x ∈ X,
on définit la couronne Cr1X(o, g1/q, f1/p) = Spm(A{f−1/pT}⟨T q|g⟩). Lorsque f = g
et p = q, on note simplement ∂B1

X(o, f1/p) cette couronne. On y pensera comme à la
famille de cercles qui bordent la famille de boules B1

X(o, f1/p).
Si X est une k-variété rigide arbitraire et f, g ∈ Γ(X,O×), les constructions pré-

cédentes se recollent pour définir les k-variétés rigides B1
X(o, f1/p), Cr1X(o, g1/q, f1/p)

et ∂B1
X(o, f1/p). On laissera au lecteur le soin d’expliciter les foncteurs de point re-

présentés par ces X-variétés rigides.

On note VarRig/k la catégorie des k-variétés rigides et Afnd/k ⊂ VarRig/k la
sous-catégorie pleine des k-variétés affinöıdes. Elle est équivalente à l’opposée de la
catégorie des k-algèbres affinöıdes. La catégorie VarRig/k admet les limites finies. On

(4) Cette condition n’est pas nécessaire pour la définition. Elle assure uniquement que les fibres de

la couronne au-dessus de X ne sont jamais vides.
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1.1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE RIGIDE 21

notera X ×̂S Y le produit fibré de deux k-variétés rigides X et Y au-dessus d’une
troisième S. Le produit fibré de k-affinöıdes correspond au produit tensoriel complété
des k-algèbres affinöıdes de fonctions.

Une k-variété rigide X est dite quasi-compacte lorsqu’elle est recouverte par un
nombre fini de k-affinöıdes. Elle est dite quasi-séparée si elle admet un recouvre-
ment admissible (Ui)i par des k-affinöıdes tels que Ui ∩ Uj soit quasi-compacte pour
tout (i, j).

Étant donnés une k-algèbre affinöıde A et un A-module M , le préfaisceau qui à un
domaine rationnel D(f0|f1, . . . , fn) associe M ⊗A A⟨f0|f1, . . . , fn⟩ est un faisceau(5)

sur Rat(Spm(A)) que l’on note a(M) ainsi que son extension à Ouv(Spm(A)).

Définition 1.1.16. — Soient (X,OX) une k-variété rigide et M un OX-module. On
dit que M est quasi-cohérent (resp. cohérent) s’il existe un recouvrement admissible
(Ui = Spm(Ai))i de X par des k-affinöıdes tel que M|Ui

soit isomorphe à a(Mi) avec
Mi un Ai-module (resp. de type fini).

Soit A une k-algèbre affinöıde. D’après [18, Theorem 4.5.2], le foncteur qui à un
A-module M associe a(M) est une équivalence de catégories entre la catégorie des
A-modules de type fini et celles des OSpm(A)-modules cohérents. L’assertion corres-
pondante pour les modules quasi-cohérents est fausse en général (voir [16, Remark
2.1.5 and Example 2.1.6]).

Définition 1.1.17. — Un morphisme Y → X de k-variétés rigides est appelé une
immersion fermée s’il existe un recouvrement admissible (Ui = Spm(Ai))i de X tel
que pour tout i le morphisme Y ×XUi → Ui soit isomorphe à Spm(Ai/Ii)→ Spm(Ai)
pour un idéal Ii ⊂ Ai.

Sous les conditions de la définition 1.1.17, les a(Ii) se recollent pour définir un idéal
cohérent I ⊂ OX appelé l’idéal de l’immersion fermée. Souvent, on abusera en disant
que Y est une sous-variété fermée de X et on notera Y = X/I . Comme en géométrie
algébrique, on dit qu’un morphisme de k-variétés rigides f : Y → X est séparé si la
diagonale Y → Y ×̂X Y est une immersion fermée.

Définition 1.1.18. — Un morphisme j : W → X de k-variétés rigides est appelé
une immersion ouverte s’il existe un ouvert admissible U ⊂ X contenant l’image de j
tel que pour tout domaine D ⊂ U le morphisme W ×X D → D est inversible.

On voit immédiatement qu’une immersion ouverte qui est surjective sur les en-
sembles de points est forcément un isomorphisme.

(5) Dans [18], on considère uniquement le cas où M est de type fini. Cette condition est superflue.

En effet, M est la colimite filtrante de ses sous-modules de type fini et la topologie sur Rat(Spm(A))

est quasi-compacte de sorte qu’une colimite filtrante de faisceaux (prise dans la catégorie des pré-

faisceaux) est encore un faisceau.
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22 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

1.1.3. Le foncteur d’analytification. — Soit A une k-algèbre affinöıde. Une k-
algèbre affinöıde B munie d’un morphisme de k-algèbres A → B est appelée une
A-algèbre affinöıde. De même, une k-variété rigide X munie d’un morphisme vers
Spm(A) sera appelée une A-variété rigide. La catégorie des A-variétés rigides sera no-
tée VarRig/A. De même, on note Sch/A la catégorie des A-schémas (où A est considéré
comme un anneau abstrait) et Schtf/A sa sous-catégorie pleine des A-schémas de type
fini. Dans ce paragraphe, nous allons construire un foncteur d’analytification

(1.2) Rig : Schtf/A −→ VarRig/A,

qui à un A-schéma de type fini X associe une A-variété rigide Xan. Lorsque la valua-
tion de k est triviale, ce foncteur est simplement l’inclusion de la sous-catégorie des
k-schémas de type fini dans celle des k-schémas localement de type fini. On supposera
donc dans la suite que la valuation de k est non triviale.

Soit X un A-schéma affine de type fini. On définit un préfaisceau han(X) sur
VarRig/A par l’association : U ∈ Ob(VarRig/A)! homSch/A(Spec(Γ(U,O)), X). On
a le lemme suivant.

Lemme 1.1.19. — Le préfaisceau han(X) est représentable.

Démonstration. — Soit i : X → An
Spec(A) = Spec(A[T1, . . . , Tn]) une immersion fermée

d’idéal I ⊂ A[T1, . . . , Tn]. Le préfaisceau han(X) est le produit fibré de préfaisceaux

∗
0
!!

O(−)n
∏

i Pi
""
∏

i O(−),

avec (Pi)i une famille génératrice finie de l’idéal I. Comme VarRig/A possède les
produits fibrés, il suffit de traiter le cas de X = A1

Spec(A). On peut alors prendre

Xan = (A1
k)

an ×̂k Spm(A) avec (A1
k)

an la droite analytique rigide de l’exemple 1.1.14.
c.q.f.d.

Si X est seulement supposé de type fini sur A et U ∈ Ob(VarRig/A), on note
han(X)(U) l’ensemble des morphismes deG-espaces annelés en A-algèbres de U versX
qui sont localement une composition de Spm(C)→ Spec(C)→ Spec(B) pour B une
A-algèbre de type fini, C une A-algèbre affinöıde et B → C un morphisme de A-
algèbres. On obtient ainsi un préfaisceau han(X). Lorsque X est affine, on retrouve
bien le préfaisceau défini ci-dessus.

Proposition 1.1.20. — Pour tout A-schéma de type fini X, le préfaisceau han(X)
est représentable par une A-variété rigide Xan.

Démonstration. — Supposons d’abord que X est séparé. Soit (Xi)i∈I un recouvrement
Zariski de X par des ouverts affines. On définit une k-variété rigide Xan en recollant
les Xan

i suivant (Xi ∩ Xj)an. Il est immédiat de voir que Xan représente le pré-
faisceau han(X).
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Lorsque X n’est plus supposé séparé, les intersections Xi ∩ Xj sont elles sépa-
rées puisque quasi-affines. On peut donc encore définir Xan en recollant les Xan

i sui-
vant (Xi ∩Xj)an. La k-variété rigide ainsi obtenue représente le préfaisceau han(X).

c.q.f.d.

L’association X ! Xan est fonctorielle puisqu’il en est ainsi de X ! han(X). D’où
le foncteur (1.2). On vérifie facilement que le foncteur Rig commute à l’extension des
scalaires suivant les morphismes A→ A′ entre k-affinöıdes, i.e., on a un isomorphisme
naturel (X⊗AA′)an ≃ Xan ⊗̂A A′ en X ∈ Ob(Schtf/A). Notons également que Rig en-
voie les immersions fermées (resp. ouvertes) de A-schémas sur des immersions fermées
(resp. ouvertes) de A-variétés rigides.

Soient X un A-schéma de type fini et U = Spm(B) un A-affinöıde. Nous allons
construire une application

(1.3) homSch/A(Spec(B), X) −→ homVarRig/A(Spm(B), Xan).

Remarquons pour cela que

homSch/A(Spec(B), X) ≃ homSch/B(Spec(B), X ⊗A B),

homVarRig/A(Spm(B), Xan) ≃ homVarRig/B(Spm(B), Xan ⊗̂A B)

≃ homVarRig/B(Spm(B), (X ⊗A B)an).

Il suffit donc de traiter le cas A = B. Dans ce cas, l’application recherchée s’obtient par
fonctorialité de (−)an. Nous ignorons si le résultat ci-dessous est vrai sans l’hypothèse
de séparation.

Proposition 1.1.21. — Soit X un A-schéma séparé et de type fini. Pour tout A-
affinöıde U = Spm(B), l’application (1.3) est bijective.

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas A = B. Le fait que (1.3) est injective
découle facilement du fait que le morphisme de G-espaces annelés Xan → X est fidè-
lement plat. On se concentre sur la surjectivité : on fixe une section s : U = Spm(A)→
Xan au morphisme Xan → Spm(A) et on montre que s admet un antécédent par (1.3).
On divise la preuve en trois étapes.

Étape 1 : Soit j : X0 ↪→ X l’inclusion d’un ouvert affine de X. Notons Y = X −X0

et considérons Z = s−1(Y an) ; c’est un sous-affinöıde fermé de U défini par un idéal
I ⊂ A. Soit h ∈ I et considérons la A-algèbre Ah = A[T ]/(hT − 1). On note R la
OU -algèbre quasi-cohérente sur Spm(A) associée à Ah. On a alors Γ(U,R) = Ah.

Nous allons montrer qu’il existe un unique morphisme de G-espaces annelés s′ :
(U,R)→ (X, j∗O) rendant commutatif le carré

(U,R)
s′

!!

""

(X, j∗O)

""

(U,O)
s

!! (X,O).
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24 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

(Ci-dessus, nous avons encore noté s : (U,O) → (X,O) le morphisme de G-espaces
annelés déduit du morphisme s : U → Xan par la proposition 1.1.20.) La question est
locale en X et U . Soient donc V1 = Spec(E1), . . . , Vr = Spec(Er) un recouvrement
affine de X et D1 = Spm(F1), . . . , Dr = Spm(Fr) un recouvrement standard de U tels
que le morphisme de G-espaces sous-jacent à s envoie Di dans Vi. Il suffit de montrer
l’existence et l’unicité d’un morphisme s′i de G-espaces annelés rendant commutatif
le carré

(1.4) (Di,R|Di
)

s′i
!!

""

(Vi, (j∗O)|Vi
)

""

(Di,O)
si

!! (Vi,O).

Puisque X est supposé séparé, Vi ∩ X0 est un ouvert affine de Vi. Il s’ensuit que
Ei = Γ(Vi,O) → Γ(Vi ∩ X0,O) est un épimorphisme dans la catégorie des anneaux
et il en est de même avec Vi remplacé par un ouvert affine de Vi. Ceci montre que
OVi → (j∗OX0)|Vi

est un épimorphisme dans la catégorie des faisceaux d’anneaux
sur Vi. L’unicité de s′i s’ensuit.

Pour montrer l’existence de s′i, il suffit de construire un morphisme de A-algèbres θ′i
rendant commutatif le carré

(1.5) (Fi)h Γ(Vi ∩X0,O)
θ′i

##

Fi

$$

Ei.
θi

##

$$

Rappelons qu’on avait noté Y le complémentaire de X0 dans X et Z son image inverse
par s. On pose Yi = Y ∩ Vi et Zi = Z ∩ Di. On obtient donc un carré cartésien de
A-schémas

Spec(Fi)− Zi
!!

""

Vi − Yi

""

Spec(Fi) !! Vi.

D’où un morphisme Γ(Vi − Yi,O)→ Γ(Spec(Fi)− Zi,O). Comme h s’annule sur Zi,
l’ouvert Zariski Spec((Fi)h) est contenu dans Spec(Fi)−Zi. On prendra alors pour θ′i
la composition de

Γ(Vi ∩X0,O) −→ Γ(Spec(Fi)− Zi,O) −→ (Fi)h.

La commutation du carré (1.5) est alors claire.

Étape 2 : Gardons les notations de l’étape précédente. En passant aux sections glo-
bales, le morphisme de G-espaces annelés s′ : (U,R) → (X, j∗O) fournit un mor-
phisme de A-algèbres de type fini

Γ(X0,O) −→ Ah.
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Il s’ensuit un morphisme de A-schémas de type fini Spec(Ah) → X0. Il est facile de
vérifier que l’analytifié de ce morphisme, à savoir

U −
(
U/(h)

)
= Spec(Ah)

an −→ Xan
0 ,

cöıncide avec la restriction de s à l’ouvert U − (U/(h)).

Étape 3 : Soit (Xi)i un recouvrement affine deX et posons Ui = s−1(Xan
i ). Il existe un

recouvrement admissible (U ′
ij)j de Ui avec U ′

ij = U − (U/(hij)) pour des fonctions hij

engendrant l’idéal définissant le sous-affinöıde fermé f−1(Xan − Xan
i ) ⊂ U . D’après

la seconde étape, le morphisme U ′
ij → Xan

i est l’analytifié d’un unique morphisme
de A-schémas Spec(Ahij ) → Xi. En recollant ces morphismes, nous obtenons un
morphisme de A-schémas Spec(A) → X dont l’analytifié est s. La proposition est
démontrée. c.q.f.d.

1.1.4. La fibre générique de Raynaud et les modèles formels. — Dans ce
paragraphe, on supposera que la valuation de k est non triviale et on fixe un élément
non nul π ∈ k∨.

Une k◦-algèbre est dite topologiquement de type fini si elle est complète
pour la topologie π-adique (i.e., A ≃ Limn A/πnA) et admet une présentation
p : k◦{T1, . . . , Tn} !! !! A. Si de plus, on peut choisir p de noyau un idéal de type fini,
A sera dite topologiquement de présentation finie. Elle sera dite essentielle lorsque
π n’est pas un diviseur de zéro dans A, i.e., le morphisme A → A[1/π] est injectif.
C’est un fait non trivial (voir [11, Proposition 1.1] où « essentielle » est remplacé par
« admissible ») que toute k◦-algèbre topologiquement de type fini et essentielle est
topologiquement de présentation finie. Étant donnée une k◦-algèbre topologiquement
de type fini A, on notera Aes l’image de A→ A[1/π]. C’est une k◦-algèbre essentielle
(et donc topologiquement de présentation finie).

Ces notions s’étendent trivialement au cas des schémas formels. Un k◦-schéma for-
mel de type fini (resp. de présentation finie) est un schéma formel X quasi-compact
et qui est localement donné par le spectre formel Spf(A) d’une k◦-algèbre topologi-
quement de type fini (resp. de présentation finie) A. On dira que X est essentiel si
les k◦-algèbres A le sont, i.e., s’il est plat sur k◦. On dispose d’une immersion fermée
maximale Xes ↪→ X telle que Xes est essentiel.

Soit A une k-algèbre affinöıde munie d’une présentation p : k{T1, . . . , Tn} !! !! A. La
k◦-algèbre A◦ = {a ∈ A; |a|p ≤ 1} est un quotient de k◦{T1, . . . , Tn} (ce qui découle
de [10, Corollary 5.2.7/8]). C’est donc une k◦-algèbre topologiquement de type fini.
Il est clair que A◦ est essentielle et donc topologiquement de présentation finie. On
peut lui associer le k◦-schéma formel affine Spf(A◦). Réciproquement, étant donné un
k◦-schéma formel affine et de type fini X, la k-algèbre Γ(X,OX)⊗k◦ k est une k-algèbre
affinöıde et on peut lui associer le k-affinöıde Spm(Γ(X,OX)⊗k◦ k) que l’on notera Xη.
Il est facile de voir que si U est un ouvert Zariski de X, Uη est un domaine de Xη. En
recollant, on peut donc étendre cette construction pour obtenir le foncteur de passage
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à la fibre générique de Raynaud (voir [36])

(1.6) (−)η : SchFtf/k◦ −→ VarRig/k,

qui à un k◦-schéma formel de type fini X associe une k-variété rigide quasi-compacte
et quasi-séparée Xη. Si X est un k◦-schéma formel, on notera |X| l’espace topologique
sous-jacent. On dispose alors d’une application red : Xη → |X| qui à un point x ∈ Xη

associe l’image du morphisme de schéma formels Spf(k◦(x)) → X. Lorsque X est
essentiel, cette application induit une surjection de Xη sur le sous-ensemble des points
fermés de |X|.

Définition 1.1.22. — Soit X une k-variété rigide (quasi-compacte et quasi-séparée).
On appelle modèle de X, un k◦-schéma formel de type fini X muni d’un isomorphisme
de k-variétés rigides X ≃ Xη. On note Mdl(X) la catégorie des modèles de X et
Mdles(X) sa sous-catégorie pleine formée des modèles essentiels.

Nous dirons qu’un modèle X′ ∈ Mdl(X) est plus fin que le modèle X s’il existe un
morphisme X′ → X dans Mdl(X).

Il est clair que l’inclusion Mdles(X) ↪→ Mdl(X) est cofinale. De plus, Mdles(X) est
équivalente à un ensemble ordonné. On a la proposition suivante (voir [11]).

Proposition 1.1.23. — Soit X un modèle essentiel d’une k-variété rigide X. Tout
éclatement X′ → X en un idéal ouvert et de type fini (dit éclatement admissible) est
naturellement un modèle de X qui de plus est essentiel.

Démonstration. — Il s’agit de montrer que le morphisme évident X′
η → Xη est inver-

sible. On peut pour cela supposer que X = Spf(A◦) est affine et que X′ est l’éclaté
d’un idéal I◦ = (f1, . . . , fn) ⊂ A◦. Comme cet idéal est supposé ouvert, il contient
une puissance de π.

Rappelons que l’éclaté X′ est le complété formel de Proj(
⊕

r∈N(I
◦)r). Il admet

donc le recouvrement standard par les

Ui = Spf
(
Gr0

((⊕

r∈N
(I◦)r

)[ 1

fi

])
//(π)

)

où l’élément « fi » inversé est celui placé en degré 1 et Grr désigne le sous-A◦-module
des éléments de degré r. (Rappelons que (−)//(π) = Limn∈N (−)/(πn) désigne la
complétion formelle le long de l’idéal engendré par π.) On dispose d’un morphisme
surjectif évident

Bi = A◦[T1, . . . , T̂i, . . . , Tn]/(fiT1 − f1, . . . , ̂fiTi − fi, . . . , fiTn − fn)

!! !! Ci = Gr0
((⊕

r∈N
(I◦)r

)[ 1

fi

])

qui associe fj/fi à Tj pour j ̸= i. Notons Ji ⊂ Bi le noyau de ce morphisme. Le
noyau de Bi//(π) → Ci//(π) est alors donné par Ki = Ji//(π). Supposons un instant
que tout élément de Ki est annihilé par une puissance de π et expliquons comment
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conclure. Cette propriété entrâıne que (Bi//(π))es ≃ Ci//(π). Ceci montre que (Ui)η
est canoniquement isomorphe à

Spm(A{T1, . . . , T̂i, . . . , Tn}/(fiT1 − f1, . . . , ̂fiTi − fi, . . . , fiTn − fn))

= D(fi|f1, . . . , f̂i, . . . , fn).

De plus, (Ui ∩ Uj)η correspond à l’intersection des domaines rationnels

D(fi|f1, . . . , f̂i, . . . , fn) et D(fj |f1, . . . , f̂j , . . . , fn).

Étant donné que les D(fi|f1, . . . , f̂i, . . . , fn) recouvrent X, le résultat est maintenant
clair.

Vérifions à présent que tout élément de Ki est annihilé par une puissance de π.
Remarquons d’abord qu’il en est ainsi de tout élément de Ji. En effet, le morphisme
Bi[1/π]→ Ci[1/π] est un isomorphisme puisque I◦ contient une puissance de π. Par
ailleurs, on dispose d’un carré commutatif à flèches horizontales surjectives

A◦{T1, . . . , T̂i, . . . , Tn}

!!

"" "" Bi//(π)

!!

A{T1, . . . , T̂i, . . . , Tn} "" "" (Bi//(π))[1/π].

Soit h =
∑

r∈N ar · hr un élément de Ki avec ar ∈ k◦, hr ∈ Ji et Limr|ar| = 0. Nous
cherchons à démontrer que h est annihilé par une puissance de π. Ceci revient à dire
que l’image de h dans (Bi//(π))[1/π] est nulle.

Pour r ∈ N, choisissons un polynômeHr ∈ A◦[T1, . . . , T̂i, . . . , Tn] qui s’envoie sur hr

par le morphisme évident

A◦[T1, . . . , T̂i, . . . , Tn] "" "" Bi.

La série H =
∑

r∈N ar · Hr définit un élément de A◦{T1, . . . , T̂i, . . . , Tn}. Il suffit de
montrer que l’image de H par le morphisme

A{T1, . . . , T̂i, . . . , Tn} "" "" (Bi//(π))[1/π]

est nulle. Or, le noyau de ce morphisme est un idéal fermé. Il est donc suffisant de mon-
trer que l’image de chaque Hr est nulle dans (Bi//(π))[1/π]. Vu le carré commutatif
ci-dessus, cette image cöıncide avec l’image de hr par le morphisme

Bi//(π) −→ (Bi//(π))[1/π]

qui est nulle puisque l’élément hr ∈ Ji est annihilé par une puissance de π. c.q.f.d.

Remarque 1.1.24. — L’argument ci-dessus montre que tout recouvrement standard
d’un k-affinöıde X correspond par le foncteur de Raynaud au recouvrement standard
affine d’un éclaté admissible d’un modèle affine de X (voir [36]).

Lemme 1.1.25. — Soient X et Y deux modèles d’une k-variété rigide quasi-compacte
et séparée X. Il existe un modèle Z qui est plus fin que X et Y.
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28 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

Démonstration. — On se donne des recouvrements affines
(
Ui = Spf(A◦

i )
)
i

et
(
Vj = Spf(B◦

j )
)
j

de X et Y. On en déduit un recouvrement (Ui ×̂k◦ Vj = Spf(A◦
i ⊗̂k◦ B◦

j ))i,j de X ×̂k◦ Y.

Pour tout i et j, considérons l’idéal Iij de Ai ⊗̂k Bj correspondant au sous-affinöıde
fermé (Ui ×̂k◦ Vj)η∩∆(X) avec ∆(X) la diagonale de X ×̂k X. (C’est ici qu’on utilise
l’hypothèse que X est séparé.) On note alors I◦ij l’image inverse de Iij dans A◦

i ⊗̂k◦ B◦
j .

Il est immédiat de voir que les I◦ij définissent un idéal cohérent sur le schéma formel
X ×̂k◦ Y correspondant à un sous-schéma formel fermé Z tel que Zη ≃ X. c.q.f.d.

On montre facilement que la construction utilisée dans la preuve du lemme pré-
cédent est indépendante du choix des recouvrements. On notera X ∧ Y le k◦-schéma
formel Z. On peut penser à X∧Y comme étant l’adhérence schématique dans X ×̂k◦ Y

de X plongé diagonalement dans X ×̂k X ≃ (X ×̂k◦ Y)η.

Corollaire 1.1.26. — Soit X une k-variété rigide séparée. La catégorie Mdl(X) est
cofiltrante lorsqu’elle n’est pas vide.

Proposition 1.1.27. — Soit X = Spm(A) un k-affinöıde. On suppose fixée une
norme résiduelle sur A. Soit X un modèle de X. Il existe alors un idéal ouvert et de
type fini de A◦ dont l’éclaté dans Spf(A◦) est un modèle plus fin que X.

Démonstration. — Soit Uα = Spf(B◦
α) un recouvrement Zariski de X par des k◦-

schémas formels affines. Le recouvrement (Uα)η peut se raffiner par un recouvrement
rationnel standard associé à g1, . . . , gn ∈ A◦. Notons Y l’éclaté de Spf(A◦) en l’idéal
admissible (g1, . . . , gn) et considérons Z = X∧Y. On voit facilement que le k◦-schéma
formel Z est affine sur Y. On conclut alors par le lemme ci-dessous et le fait que la
composition de deux éclatements admissibles est encore un éclatement admissible.

c.q.f.d.

Lemme 1.1.28. — Soit f : Y → X un morphisme affine de k◦-schémas formels
essentiels. On suppose que fη est inversible. Alors, f est fini et il existe un idéal
I ⊂ OX ouvert et de type fini dont l’éclaté est un modèle de Xη qui est plus fin que Y.

Démonstration. — On montre d’abord que f est fini. La question étant locale, on
peut supposer que X = Spf(A◦) et Y = Spf(B◦) avec A◦ et B◦ deux k◦-algèbres
topologiques essentielles. On note e : A◦ → B◦ le morphisme de k◦-algèbres induit
par f .

Soit une présentation p : A◦{T1, . . . , Tn} !! !! B◦. Comme A◦ et B◦ sont topolo-
giquement de présentation finie, l’idéal I = p−1(0) est de type fini. Comme A =
A◦[1/π] ≃ B = B◦[1/π], l’idéal I[1/π] est de la forme (T1 − a1, . . . , Tn − an) avec
ai ∈ A. Considérons le sous-schéma fermé Z de Pn

A◦ = Proj(A◦[T0, . . . , Tn]) obtenu
en prenant l’adhérence schématique de la section [1 : a1 : · · · : an] définie au-dessus
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de A. On dispose d’une factorisation de Spf(e) :

Spf(B◦)
w

!! Z//(π) !! Spf(A◦)

et plus précisément, Spf(B◦) s’identifie via w à l’intersection de Z//(π) avec l’ouvert
standard Spf(A◦{T1, . . . , Tn}) de Pn

A◦//(π). Il suffira de montrer que w est un isomor-
phisme. En effet, si c’est le cas, Spf(B◦) sera un Spf(A◦)-schéma formel projectif et
affine, donc forcément fini.

Si w était une immersion ouverte stricte, on peut trouver un point fermé s de
l’espace topologique sous-jacent à Z//(π) qui ne soit pas dans l’image de w. Le point s
est aussi un point fermé du schéma Z. Comme Z[1/π] est dense dans Z, on peut
trouver un point fermé x de Z[1/π] tel que {x} contient s. Le point x est alors
forcément en dehors de l’image de Spm(B). Ceci est une contradiction avec le fait que
Yη ≃ (Z//(π))η ≃ Xη.

Passons à la seconde partie de l’énoncé. Soit (Ui)i∈I un recouvrement Zariski de X
et supposons que Vi = Y ×̂X Ui est moins fin qu’un éclatement admissible de Ui de
centre un idéal ouvert Ii ⊂ OUi de type fini. Par [21, 6.9.7], on peut construire des
idéaux quasi-cohérents Ji ⊂ OX de type fini et ouverts tels que Ii = (Ji)|Ui

. Il
suffit alors d’éclater successivement les idéaux Ji pour obtenir un modèle plus fin
que Y. Ceci montre que la seconde partie de l’énoncé est également locale. On peut
donc supposer que X = Spf(A◦) et Y = Spf(B◦) avec B◦ une A◦-algèbre finie. Soient
b1, . . . , bn ∈ B◦ des générateurs de la A◦-algèbre B◦. Il existe N ∈ N tel que πNbi est
l’image d’un élément ai ∈ A◦. L’idéal (a1, . . . , an,πN ) ⊂ A◦ est alors admissible et
son éclaté est isomorphe à B◦. Ceci achève la preuve du lemme. c.q.f.d.

On en déduit immédiatement que tout morphisme de modèles essentiels est propre
et surjectif.

Corollaire 1.1.29. — Soient X = Spm(A) un k-affinöıde et U un domaine de X.
Pour tout modèle U0 de U , il existe un modèle X de X et un ouvert Zariski U ⊂ X

tel que Uη ≃ U et U plus fin que U0.

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas où U = Spm(B) est un domaine ra-
tionnel. On fixe une norme résiduelle sur A. On suppose que B = A⟨f1|f2, . . . , fn⟩
avec fi ∈ A◦ engendrant A comme idéal. Notons X1 l’éclaté de Spf(A◦) en l’idéal
(f1, . . . , fn) ⊂ A◦. Le domaine rationnel U est la fibre générique de l’ouvert standard
U1 ⊂ X1 correspondant à f1.

Par la proposition 1.1.27, il suffit de considérer le cas où U0 est l’éclaté de Spf(B◦)
en un idéal admissible (g1, . . . , gn) ⊂ B◦. Par [21, 6.9.7], il existe un idéal ouvert de
type fini I ⊂ OX1 tel que Γ(U1,I ) = (g1, . . . , gn). Il suffit alors de prendre pour X
l’éclaté de I . c.q.f.d.

Théorème 1.1.30. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et séparée.

(i) La catégorie Mdl(X) est cofiltrante (en particulier non vide).
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(ii) Si U ⊂ X est un ouvert quasi-compact et U0 un modèle de U , il existe un modèle
X ∈ Mdl(X) et un ouvert Zariski U ⊂ X qui soit un modèle de U plus fin que U0.

Démonstration. — Le théorème est vrai dans le cas où X est un k-affinöıde.
On suppose donné un recouvrement de X par deux ouverts quasi-compacts X1

et X2 avec X2 = Spm(A) un k-affinöıde. On suppose que l’énoncé du théorème est
vrai pour X1. On va le déduire pour X.

Montrons d’abord que Mdl(X) est non vide. La première assertion découlera alors
du corollaire 1.1.26. Notons U = X1 ∩X2. On suppose donnés un modèle X1 de X1

ainsi qu’un ouvert Zariski U1 ⊂ X1 qui est un modèle de U ⊂ X1. On munit A d’une
norme résiduelle pour laquelle U1 est naturellement un A◦-schéma formel. (On laisse
au lecteur le soin de vérifier que ceci est bien possible.)

Par le corollaire 1.1.29, il existe un éclatement admissible X2 de centre I ⊂ A◦ et
un ouvert U2 de X2 qui est un modèle de U ⊂ X2 plus fin que U1. Le morphisme
e : U2 → U1 est alors l’éclatement de l’idéal I · OU1 . Par [21, 6.9.7], il existe un idéal
ouvert de type fini J ⊂ OX1 tel que J ·OU1 = I ·OU1 . Ainsi, quitte à remplacer X1

par l’éclaté de J , on peut supposer que U1 ≃ U2. Le schéma formel obtenu en
recollant X1 et X2 le long de l’isomorphisme U1 ≃ U2 est un modèle de X.

On montre la seconde assertion par la même méthode. Les détails sont laissés
en exercice. Le théorème s’obtient alors par une récurrence facile sur le nombre de
k-affinöıdes nécessaires pour couvrir X. c.q.f.d.

Nous aurons besoin de la proposition suivante.

Proposition 1.1.31. — Soient S = Spf(A◦) un k◦-schéma formel et X un A◦-
schéma séparé et de présentation finie. Il existe une immersion ouverte canonique de
Sη = Spm(A)-variétés rigides

(1.7) (X//(π))η −→ (X[1/π])an

qui est un isomorphisme si et seulement si toute composante irréductible de X qui est
plate sur k◦ est propre sur Spec(A◦).

Démonstration. — L’hypothèse de séparation est probablement superflue. On
construit d’abord l’immersion ouverte (1.7). Lorsque X est affine, cette flèche
correspond au morphisme évident Γ(X,O)[1/π] → Γ(X//(π),O)[1/π]. On utilise
ici la définition de (X[1/π])an comme représentant du foncteur han(X[1/π]) (voir
le lemme 1.1.19). Pour le cas général, on se donne un recouvrement (Xi)i de X
par des ouverts affines. Les flèches (Xi//(π))η → (Xi[1/π])an se recollent suivant
((Xi∩Xj)//(π))η → ((Xi∩Xj)[1/π])an modulo les identifications ((Xi∩Xj)//(π))η ≃
(Xi//(π))η ∩ (Xj//(π))η et ((Xi ∩Xj)[1/π])an ≃ (Xi[1/π])an ∩ (Xj [1/π])an.

Le fait que (1.7) est une immersion ouverte se vérifie localement. Il suffit alors de
traiter le cas de X = A1

A◦ qui est trivial. Il reste à montrer le critère d’isomorphisme
pour (1.7).
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Supposons d’abord que les composantes plates de X sont propres sur Spec(A◦).
Comme (1.7) est une immersion ouverte, il suffira de montrer qu’elle est surjective sur
les points fermés. Soient l est une extension finie de k, et x : Spm(l)→ (X[1/π])an un
point fermé. Ce point provient d’un morphisme de A-schémas x : Spec(l)→ (X[1/π]).
La composition de Spec(l) → X → Spec(A◦) s’étend d’une manière unique en un
morphisme Spec(l◦) → Spec(A◦). Par le critère valuatif de propreté appliqué à la
composante irréductible de X contenant x, le point x s’étend en x◦ : Spec(l◦) → X.
On en déduit un morphisme de schémas formels Spf(l◦)→ X//(π) qui par passage à
la fibre générique nous donne un point x′ : Spm(l) → (X//(π))η. Le lecteur vérifiera
facilement que x′ est envoyé sur x par (1.7). D’où le résultat.

Réciproquement, supposons que (1.7) soit inversible. On va prouver que les com-
posantes k◦-plates de X sont propres sur Spec(A◦). Par [32], on peut trouver une
compactification j : X → X avec X dense dans X qui est propre sur Spec(A◦). No-
tons Z = X−X. Il suffit de montrer qu’aucun point fermé de Z n’est dans l’adhérence
des composantes plates de X. Supposons le contraire. Soit un point fermé x0 dans
(X −X)/k∨ qui est dans l’adhérence d’une composante plate de X. Il existe donc un
morphisme x◦ : Spec(l◦)→ X avec l une extension finie de k tel que :

– la fibre générique x : Spec(l)→ X est contenue dans X,
– la fibre spéciale Spec(l̃ ) ↪→ Spec(l◦) → X cöıncide avec x0. En particulier, elle
n’est pas contenue dans X.

Le point x fournit alors un point fermé de (X[1/π])an qui n’est pas dans l’image
de (1.7). Ceci contredit l’hypothèse que (1.7) est un isomorphisme. c.q.f.d.

1.1.5. Points en géométrie rigide. — Comme dans le paragraphe précédent, la
valuation de k sera supposée non triviale et π désignera un élément non nul de k∨.
Étant donné un k◦-schéma formel X, on notera Xσ le k̃-schéma X/k∨.

Les points fermés d’une k-variété rigide ne suffisent pas pour décrire les propriétés
locales. Il est naturel d’introduire (suivant [18, Chapter 7]) la notion suivante.

Définition 1.1.32. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et séparée. On
pose P(X) = LimX∈Mdl(X)Xσ où la limite est prise dans la catégorie des espaces
topologiques. On note red : X → P(X) l’application évidente. Les éléments de P(X)
sont appelés les points rigides (ou simplement les points) de X.

Étant donnés p, q ∈ P(X), on écrit p ≺ q si p appartient à l’adhérence {q} du
point q. L’ensemble des points maximaux pour cette relation est noté M(X). Les élé-
ments de M(X) seront appelés les points maximaux de P(X).

Lorsque U est un ouvert quasi-compact d’une k-variété rigide quasi-compacte et
séparée X, le morphisme évident P(U) → P(X) est l’inclusion d’un ouvert de P(X).
Ceci est une conséquence directe du théorème 1.1.30. On peut alors définir par recolle-
ment un espace topologique P(X) pour toute k-variété rigide. Comme avant, on note

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

37

37



32 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

M(X) ⊂ P(X) le sous-ensemble des points maximaux. Remarquons que si Y ⊂ X est
une sous-variété fermée, P(Y ) est naturellement une partie fermée de P(X).

Proposition 1.1.33. — 1) Si x est un point fermé de X, alors red(x) est un point
maximal de P(X).

2) Soient Y ⊂ X une sous-variété fermée et p ∈ P(X). Si p /∈ P(Y ), alors {p} ∩
P(Y ) = ∅.

3) Un point p ∈ P(X) est contenu dans l’adhérence d’un unique point maxi-
mal m(p). On obtient ainsi une application m : P(X)→M(X) qui est une rétraction
à l’inclusion évidente.

Démonstration. — Le premier point découle facilement du second. Soit p ∈ P(X) tel
que {p}∩P(Y ) ̸= ∅. Pour un modèle X de X, on note pX l’image de p dans Xσ et ZX

son adhérence. On note aussi YX l’adhérence schématique de Y dans X. On a donc
(YX)σ ∩ ZX ̸= ∅ pour tout modèle X. Si p ̸∈ P(Y ), il existe un modèle X tel que
l’inclusion (YX)σ ∩ZX ⊂ ZX est stricte. Quitte à remplacer X par un voisinage affine
de pX, on peut se ramener au cas oùX = Spm(A) est un k-affinöıde et X = Spf(A◦) un
schéma formel affine (une norme résiduelle étant choisie sur A). On a dans Spec(A◦)
deux sous-schémas fermés ZX et Spec(A◦/I) avec I l’idéal du sous-schéma formel YX.
Ce dernier étant essentiel, I est de type fini. Soit J ⊂ A◦ un idéal de type fini ayant ZX

pour lieu d’annulation. On peut supposer que J est ouvert de sorte que I + J est le
centre d’un éclatement admissible X′ de X. Les transformés purs YX′ et Z ′

X dans X′

sont disjoints par le lemme 1.1.34 ci-dessous. Or pX′ est forcément le point générique
de Z ′

X. Ceci est une contradiction.
La dernière partie se démontre de la même manière. Soient en effet deux points p1

et p2 de P(X) tels que {p1}∩ {p2} ̸= ∅. Nous allons montrer que p1 ≺ p2 ou p2 ≺ p1.
En effet, si ce n’est pas le cas, il existe un modèle X de X tel que (Z1)X ∩ (Z2)X
est un sous-schéma strict de (Zi)X pour i ∈ {1, 2} (où l’on a noté (Zi)X l’adhérence
Zariski de (pi)X). On choisit un idéal ouvert et de type fini Ii ⊂ OX ayant pour
lieu d’annulation la partie fermée (Zi)X. En éclatant l’idéal I1 + I2 on obtient (par
le lemme 1.1.34 ci-dessous) un modèle X′ avec (Z1)X′ ∩ (Z2)X′ = ∅. Ceci contredit
l’hypothèse {p1} ∩ {p2} ̸= ∅. c.q.f.d.

Lemme 1.1.34. — Soient X un schéma et I1,I2 ⊂ OX deux idéaux quasi-cohérents
de type fini. Soit X ′ l’éclaté de I = I1 + I2 dans X. On note

I ′
i = (Ii · OX′) · (I · OX′)−1

le transformé faible de Ii pour i ∈ {1, 2}. On a alors I ′
1 +I ′

2 = OX′ . En particulier,
les transformés purs des fermés X/I1 et X/I2 sont disjoints dans X ′.

Soit X une k-variété rigide. Étant donné un point p ∈ P(X), on note Flt(p) l’en-
semble des ouverts admissibles U de X tel que p ∈ P(U). C’est un ensemble ordonné
cofiltrant. De plus, le sous-ensemble Flt′(p) ⊂ Flt(p) formé des ouverts affinöıdes est
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1.1. RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE RIGIDE 33

cofinal. On pose OX,p = ColimU∈Flt(p) Γ(U,O), O◦
X,p = ColimU∈Flt(p) Γ(U,O)◦ et

O∨
X,p = ColimU∈Flt(p) Γ(U,O)∨ (voir la notation 1.1.13). L’anneau OX,p possède une

semi-norme définie par

(1.8) ∥f∥p = inf
{
|f ′|∞; f ′ ∈ Γ(U,O), U ∈ Flt(p) et f = (Γ(U,O)→ OX,p)(f

′)
}
.

On note mp ⊂ OX,p l’idéal des f avec ∥f∥p = 0. On a clairement mp ⊂ O∨
X,p ⊂ O◦

X,p.
On a le résultat suivant (voir [18, Proposition 7.1.8]).

Proposition 1.1.35. — L’anneau OX,p est local hensélien d’idéal maximal mp et
la fonction ∥.∥p définit une valuation sur le corps résiduel k(p) = OX,p/mp. De plus,

si k̂(p) désigne le complété de k(p) pour la valuation ∥.∥p, alors k(p) est séparablement

clos dans k̂(p).

Démonstration. — On divise la preuve en deux parties.

Partie A : Montrons que mp est l’unique idéal maximal de OX,p. Soit f ∈ OX,p et
supposons que ∥f∥p > 0. On sait que |f ′|∞ ≥ ∥f∥p pour tout relèvement f ′ ∈ Γ(U,O)
de f à U ∈ Flt(p). Soit λ ∈ |k| tel que 0 < λ < ∥f∥p. On peut écrire U comme

la réunion admissible de deux ouverts D(f ′|λ) ∪ D(λ|f ′). Étant donné que la norme
infinie de la restriction de f ′ à D(λ|f ′) est strictement inférieure à ∥f∥p, on déduit
que D(λ|f ′) /∈ Flt(p). On a donc forcément D(f ′|λ) ∈ Flt(p). Mais la restriction de f ′

à D(f ′|λ) est inversible. Ceci montre que f est inversible.
Pour voir que ∥·∥p définit une valuation sur k(p) il suffit de montrer l’égalité ∥a∥p ·

∥a−1∥p = 1 pour a ∈ k(p) − {0}. Soit g ∈ Γ(U,O) un relèvement de a à U ∈ Flt(p).
Soient λ1 et λ2 dans

√
|k×| tels que 0 < λ1 < ∥a∥p < λ2. Alors, D(λ1|g) ̸∈ Flt(p) et

D(g|λ2) ̸∈ Flt(p). On a donc forcément D(λ2|g|λ1) = D(λ2|g)∩D(g|λ1) ∈ Flt(p). Mais
|g|D(λ2|g|λ1)|∞ ≤ λ2 et |g−1

|D(λ2|g|λ1)
|∞ ≤ λ−1

1 . Ceci montre que ∥a∥p · ∥a−1∥p ≤ λ2λ
−1
1 .

En faisant tendre λ1 et λ2 vers ∥a∥p, on obtient l’inégalité ∥a∥p · ∥a−1∥p ≤ 1. Or,
∥a∥p · ∥a−1∥p ≥ ∥1∥p = 1. D’où le résultat recherché.

Partie B : Dans cette partie on montre simultanément que OX,p est hensélien et que

k(p) est séparablement clos dans k̂(p). On peut pour cela supposer X réduit quitte

à le remplacer par Xred. Soit P ∈ OX,p[T ] et f̄ ∈ k̂(p) une racine séparable de la

réduction P ∈ k(p)[T ] ⊂ k̂(p)[T ] de P . Il suffit de montrer que P admet une racine
dans OX,p. On peut supposer que ∥f̄∥p < 1 quitte à prendre P (aT ) à la place de P (T )
avec a ∈ k× un scalaire bien choisi. Comme P ′(f̄) est inversible, ∥P ′(f̄)∥p > 0. On
fixe λ ∈ |k×| tel que 0 < λ < min(1, ∥P ′(f̄)∥p).

Le polynôme à deux variables P (S + T ) − P (S) − P ′(S)T est divisible par T 2

puisqu’il admet une racine d’ordre 2 en T = 0. Soit donc R(S, T ) ∈ OX,p[S, T ] tel que

(1.9) P (S + T ) = P (S) + P ′(S)T +R(S, T )T 2.

Soit M ≥ 1 un réel qui majore strictement les normes des coefficients de P (T ) et
R(S, T ). (Remarquons que cela entrâıne que M majore strictement les normes des
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coefficients de ∂R
∂T (S, T ).) On fixe f0 ∈ OX,p tel que ∥f0(p) − f̄∥p < λ2

2M2 . On déduit
de la formule

P
(
f0(p)

)
= P

(
f̄ +(f0(p)− f̄)

)
= P ′(f̄) · (f0(p)− f̄)+R

(
f̄ , (f0(p)− f̄)

)
·
(
f0(p)− f̄

)2

que ∥P (f0)∥p < λ2

2M .

On peut trouver un ouvert affinöıde U ∈ Flt(p) tel que f0, P et R se relèvent en
f̃0, P̃ et R̃ dans Γ(U,O), Γ(U,O)[S] et Γ(U,O)[S, T ]. Quitte à raffiner U , on peut
supposer que :

1) |f̃0|∞ ≤ 1,

2) |P̃ ′(f̃0)(x)| ≥ λ pour tout x ∈ U ,
3) les normes infinies des coefficients de R̃ sont majorées par M ,

4) |P̃ (f̃0)|∞ ≤ λ2

2M
.

Quitte à raffiner U une deuxième fois (afin de se débarasser des composantes irréduc-
tibles ne contenant pas p), on a également la relation

(1.10) P̃ (S + T ) = P̃ (S) + P̃ ′(S)T + R̃(S, T )T 2.

On considère alors la suite récurrente (de Newton) (f̃n)n∈N définie par

(1.11) f̃n+1 = f̃n −
P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)
.

Notons qu’a priori, cette suite est à valeurs dans les fonctions méromorphes sur U
puisque f̃n peut avoir des pôles. Montrons par récurrence les trois propriétés suivantes :

(i) f̃n ∈ Γ(U,O) et |f̃n|∞ ≤ 1,

(ii) |P̃ ′(f̃n)(x)| ≥ λ pour tout x ∈ U ,

(iii) |P̃ (f̃n)|∞ ≤ λ2

22nM
.

Lorsque n = 0 les trois propriétés ci-dessus sont vraies. On suppose que ces proprié-
tés sont prouvées pour n. Il vient que f̃n+1 ∈ Γ(U,O) puisque P̃ ′(f̃n) est inversible.
Comme |P̃ ′(f̃n)(x)| ≥ λ pour tout x ∈ U , on déduit que

(1.12)
∣∣∣
P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

∣∣∣
∞
≤ λ

22nM
.

Ceci montre que |f̃n+1|∞ ≤ 1. D’autre part, la formule (1.10) donne

(1.13) P̃ (f̃n+1) = P̃

(
f̃n −

P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)
= R̃

(
f̃n,−

P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)(
P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)2

.

En utilisant (1.12) et |f̃n|∞ ≤ 1, on obtient la majoration
∣∣R̃

(
f̃n,− P̃n(f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)∣∣
∞ ≤ M .

Ceci donne bien

(1.14) |P̃ (f̃n+1)|∞ ≤M
( λ

22nM

)2
=

λ2

22n+1M
.
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De la formule P̃ ′(S + T ) = ∂P̃
∂T (S + T ), on déduit

(1.15) P̃ ′(S + T ) = P̃ ′(S) + 2R̃(S, T )T +
∂R̃

∂T
(S, T )T 2.

En remplaçant S par f̃n et T par − P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)
on obtient la formule

P̃ ′(f̃n+1) = P̃ ′
(
f̃n −

P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)
(1.16)

= P̃ ′(f̃n)− 2R̃

(
f̃n,−

P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)(
P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)

+
∂R̃

∂T

(
f̃n,−

P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)(
P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)2

.

On a les minorations
∣∣∣∣2R̃

(
f̃n,−

P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)( P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)∣∣∣∣
∞
≤M

λ

22nM
≤ λ

2
,(1.17)

∣∣∣∣
∂R̃

∂T

(
f̃n,−

P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)( P̃ (f̃n)

P̃ ′(f̃n)

)2
∣∣∣∣
∞
≤M

( λ

22nM

)2
≤ λ

2
.(1.18)

On en déduit que |P̃ ′(f̃n+1)|∞ ≥ λ ce qui boucle la récurrence.

Il est facile maintenant de construire le relèvement f recherché. En effet, on a
|f̃n+1 − f̃n|∞ ≤ λ

22nM
. Comme Γ(U,O) est complet, la suite (f̃n) converge. Si f̃ est

la limite de cette suite, on a alors |P̃ (f̃)|∞ = 0. Comme X a été supposé réduit, on a
P̃ (f̃) = 0. L’image f de f̃ dans OX,p est donc une racine de P . c.q.f.d.

On a également le résultat suivant.

Lemme 1.1.36. — Le sous-anneau k◦(p) = O◦
X,p/mp de k(p) = OX,p/mp est un

anneau de valuation de k(p). Si p est un point maximal, alors k◦(p) cöıncide avec
l’anneau de valuation de la norme ∥·∥p définie par (1.8). Il est donc de hauteur 1 et
son idéal maximal est k∨(p) = O∨

X,p/mp.

Démonstration. — Soit f ∈ OX,p et soit f̄ sa réduction dans k(p). Il s’agit de montrer
que f̄ ∈ k◦(p) ou f̄−1 ∈ k◦(p). Si f̄ /∈ k◦(p), il est en particulier non nul, i.e., ∥f̄∥p > 0.
Il existe donc U ∈ Flt(p) et un relèvement f̃ ∈ Γ(U,O) de f qui est inversible dans
Γ(U,O). L’ouvert D(1|f̃) n’appartient pas à Flt(p) car f̃ ∈ Γ(D(1|f̃),O◦) ce qui
est incompatible avec la condition f̄ /∈ k◦(p). Ainsi, on a nécessairement D(f̃ |1) =
D(1|f̃−1) ∈ Flt(p). Puisque f̃−1 ∈ Γ(D(1|f̃),O◦), il s’ensuit que f̄−1 ∈ k◦(p).

Soit q ⊂ k◦(p) un idéal premier non nul. Pour tout modèle X de X, on choisit un
voisinage affine UX = Spf(A◦

X) de pX. (On rappelle que pX est l’image de p dans X.) On
dispose d’un morphisme A◦

X → O◦
X,p. L’image inverse de l’idéal q définit un point qX
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dans Spec(A◦
X) qui appartient à UX. On obtient ainsi un point q = (qX)X∈Mdl(X)

de P(X).
Lorsque q est l’idéal maximal, on obtient le point p. De plus, si q1 ! q2 alors q2 ≺ q1

et q1 ̸= q2. Ceci montre que k◦(p) est de hauteur 1 si p est maximal, i.e., il y a un
seul idéal premier non nul dans k◦(p). Notons R = {f ∈ k(p) ; ∥f∥p ≤ 1} l’anneau de
valuation de la norme ∥.∥p. On a clairement k◦(p) ⊂ R. Comme k◦(p) et R sont tous
les deux des anneaux de valuation de hauteur 1, ils sont forcément égaux.

Supposant toujours que p est maximal, le fait que k◦(p) est de hauteur 1 montre que
l’idéal maximal de k◦(p) est

√
k∨(p) (puisque k∨(p) est non nul). Mais par construc-

tion, k◦(p)/k∨(p) est isomorphe à la colimite des algèbres réduites Γ(U,O◦)/Γ(U,O∨)
pour U ∈ Flt(p). Elle est donc elle même réduite. Ceci prouve que

√
k∨(p) = k∨(p).

Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Proposition 1.1.37. — Soient X un k-affinöıde et p ∈ M(X) un point maxi-
mal. Soient f0, f1, . . . , fn des générateurs de Γ(X,O) en tant qu’idéal. Alors, p ∈
M(D(f0|f1, . . . , fn)) si et seulement si ∥f0∥p ≥ ∥fi∥p pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration. — On suppose que X = Spm(A) avec A une k-algèbre affinöıde munie
d’une norme résiduelle. On peut supposer que fi ∈ A◦. On note X l’éclaté de Spf(A◦)
en l’idéal (f0, . . . , fn) ⊂ A◦. Dire que p ∈ M(D(f0|f1, . . . , fn)) revient à dire qu’il
existe une factorisation du morphisme évident A◦ → k◦(p) :

A◦ !!

""

k◦(p)

A◦[t1, . . . , tn]/(f0t1 − f1, . . . , f0tn − fn).

##

Notons fi(p) l’image de fi dans k(p). Une telle factorisation existe si et seulement si
f0(p) ̸= 0 et fi(p)/f0(p) ∈ k◦(p) pour 1 ≤ i ≤ n. Par le lemme 1.1.36 et l’hypothèse
que p est maximal, cela revient à dire que ∥f0∥p ≥ ∥fi∥p pour 1 ≤ i ≤ n. (Remarquer
que cette condition entrâıne que ∥f0∥p ̸= 0.) c.q.f.d.

Corollaire 1.1.38. — Soient X une k-variété rigide, U ⊂ X un ouvert quasi-compact
et p ∈M(X) un point maximal. On suppose que p ̸∈M(U). Alors, il existe V ∈ Flt(p)
tel que U ∩ V = ∅.

Démonstration. — La question est locale en U et autour de p. On peut donc supposer
que X = Spm(A) est un k-affinöıde et U = D(f0|f1, . . . , fn) est un domaine rationnel
associé à des générateurs f0, f1, . . . , fn de A en tant qu’idéal. Par la propostion 1.1.37,
la condition p ̸∈ M(U) entrâıne l’existence d’un 1 ≤ i0 ≤ n tel que ∥f0∥p < ∥fi0∥p.
Soient λ, λ′ ∈

√
|k×| tels que ∥f0∥p < λ < λ′ < ∥fi0∥p. L’ouvert V = D(λ|f0) ∩

D(fi0 |λ′) convient alors. c.q.f.d.

Proposition 1.1.39. — Pour p ∈ M(X) un point maximal, l’anneau O◦
X,p est

local hensélien d’idéal maximal O∨
X,p. Si k̃(p) désigne le corps résiduel de l’anneau de
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valuation k◦(p), on a des isomorphismes naturels

k̃(p) = O◦
X,p/O

∨
X,p ≃ Colim

X
k̃(pX)

avec pX l’image de p dans Xσ pour X ∈ Mdl(X).

Démonstration. — L’anneau O◦
X,p est local d’idéal maximal O∨

X,p. En effet, soit f ∈
O◦

X,p−O∨
X,p et notons f̄ sa classe dans k◦(p). Comme f ̸∈ mp, il admet un inverse f−1

dans OX,p. La classe f̄−1 de f−1 dans k(p) est l’inverse de f̄ . Étant donné que f̄ ∈
k◦(p)− k∨(p), son inverse est dans k◦(p) (on utilise ici le lemme 1.1.36). Ceci montre
que f−1 ∈ O◦

X,p (on utilise ici que O◦
X,p est l’image inverse de k◦(p) ⊂ k(p) par le

morphisme OX,p
!! !! k(p)).

Montrons maintenant que O◦
X,p est hensélien. Soit P ∈ O◦

X,p[T ] un polynôme et f̃

une racine simple de la réduction P̃ ∈ k̃(p)[T ]. Grâce au lemme 1.1.36, la maximalité
de p entrâıne que

k̃(p) = Colim
U∈Flt(p)

Γ(U,O◦)/Γ(U,O∨).

On peut donc supposer que P est l’image d’un polynôme Q ∈ Γ(U,O◦)[T ] et que
la racine f̃ provient d’une racine g̃ de Q à valeurs Γ(U,O◦)/Γ(U,O∨). Comme
(Γ(U,O◦),Γ(U,O∨)) est un couple hensélien, du moins si l’ouvert U est affinöıde, on
peut relever g̃ en une racine g ∈ Γ(U,O◦). L’image f ∈ O◦

X,p de g est bien une racine
de P .

Il reste à montrer la dernière assertion. On peut pour cela supposer que X est un
k-affinöıde réduit. Montrons que sous cette condition, les deux morphismes évidents

Colim
X∈Mdl(X), pX∈U⊂X

Γ(U,O)/
√
(π)

(1)
!! Colim
X∈Mdl(X), pX∈U⊂X

Γ(Uη,O)◦/Γ(Uη,O)∨

(2)
!! Colim
U∈Flt(p)

Γ(U,O)◦/Γ(U,O)∨

sont inversibles. Pour le morphisme (2), on remarque que le foncteur qui as-
socie à un couple (X, pX ∈ U) l’ouvert admissible Uη ∈ Flt(p) est cofinal par
le théorème 1.1.30. Considérons maintenant le morphisme (1). Soit U ⊂ X un
voisinage affine de pX. La Γ(U,O)-algèbre Γ(Uη,O)◦ est entière et complète
pour la topologie π-adique. Elle s’écrit donc comme une colimite filtrante de ses
sous-Γ(U,O)-algèbres topologiquement de type fini et essentielles. Il vient que
Γ(Uη,O)◦ ≃ ColimX′∈Mdl(X)/X Γ(U ×̂X X′,O) ce qui entrâıne le résultat recherché.

Il est maintenant aisé de conclure. D’après la discussion précédente, on dispose
d’un morphisme évident

O◦
X,p/O

∨
X,p ≃ Colim

X∈Mdl(X), pX∈U⊂X
Γ(U,O)/

√
(π) !! Colim

X∈Mdl(X)
k̃(pX),
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qui est clairement surjectif. Or, d’après le lemme 1.1.36, le membre de gauche s’iden-
tifie à k̃(p) qui est un corps. Puisque le membre de droite est non nul, le morphisme
ci-dessus est un isomorphisme. c.q.f.d.

On termine le paragraphe avec le résultat suivant.

Proposition 1.1.40. — Soient p ∈ P(X) et q = m(p) le point maximal tel que
p ≺ q. Alors, il existe une inclusion naturelle isométrique k(p) ↪→ k(q) induisant un

isomorphisme k̂(p) ≃ k̂(q).

Démonstration. — Puisque p ∈ {q}, on a l’implication (U ∈ Flt(p)) ⇒ (U ∈ Flt(q)).
On dispose alors d’un morphisme canonique OX,p → OX,q qui est contractant pour
les normes ∥.∥p et ∥.∥q. Ce morphisme est donc local et induit une inclusion sur les
corps résiduels k(p) ↪→ k(q). Cette inclusion est encore contractante ce qui entrâıne
aussitôt qu’elle est isométrique.

Il reste à montrer que k(p) est dense dans k(q). Pour ce faire, on se donne U ∈ Flt(q)
et g ∈ Γ(U,O). On peut supposer que U = D(f0|f1, . . . , fn) est un domaine rationnel.
D’après la proposition 1.1.37, on a ∥f0∥q ≥ ∥fi∥q pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Soit a ∈ k, avec |a| > 1, et montrons que D(af0|f1, . . . , fn) ∈ Flt(p). En utilisant
une deuxième fois la proposition 1.1.37, on trouve que q ̸∈ P(D(fi|af0, f1, . . . , fn))
pour 1 ≤ i ≤ n. Étant donné que p ∈ {q}, on a également p ̸∈ P(D(fi|af0, f1, . . . , fn)).
Or, D(af0|f1, . . . , fn) et les D(fi|af0, f1, . . . , fn), pour 1 ≤ i ≤ n, recouvrent X. On
a donc nécessairement p ∈ P(D(af0|f1, . . . , fn)) comme souhaité.

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, le morphisme O(D(af0|f1, . . . , fn))→
O(D(f0|f1, . . . , fn)) est d’image dense, ce qui entrâıne que la classe de g dans k(q)
appartient à l’adhérence de k(p) dans k(q). c.q.f.d.

1.1.6. Morphismes lisses et étales. — Sauf mention explicite du contraire, on
ne supposera pas que la valuation de k est non triviale dans ce paragraphe.

Définition 1.1.41. — Soient X une k-variété rigide et x un point fermé de X (ou
plus généralement un point de P(X)). On dit que X est régulière en x si l’anneau local
OX,p est régulier. On dit que X est lisse en x si, pour toute extension finie k ⊂ k′,
X ⊗̂k k′ est régulière en tout point x′ au-dessus de x.

On dit que X est lisse (resp. régulière) si elle est lisse (resp. régulière) en tous
ses points fermés. On note SmRig/k ⊂ VarRig/k et SmAfnd/k ⊂ Afnd/k les sous-
catégories pleines des k-variétés rigides lisses.

Si X = Spm(A) est un k-affinöıde régulier, alors l’anneau A est régulier au sens

algébrique. En effet pour x ∈ Spm(A), on a Âx ≃ ÔX,x (où l’on désigne par †̂ le
complété formel d’un anneau local † en son idéal maximal).

Comme en géométrie algébrique, la notion de lissité est intimement liée à celle des
différentielles. Étant donné un morphisme f : Y → X de k-variétés rigides, on note
Ωf le OY -module cohérent I∆/I 2

∆ avec I∆ l’idéal de l’immersion localement fermée
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∆ : Y → Y ×̂X Y . On dispose d’un morphisme de faisceaux abéliens d : OY → Ωf qui
est localement donné par df = f ⊗ 1− 1⊗ f . Le morphisme d est une dérivation. Si
Y = X{T1, . . . , Tn}, alors Ωf est un OY -module libre ayant pour base (dT1, . . . , dTn).

Étant donné un triangle commutatif de k-variétés rigides

Z
s

!!

g ""

Y

f
##

X

avec s une immersion fermée d’idéal Is et de faisceau normal Ns = Is/I 2
s , on

dispose d’une suite exacte de faisceaux de OZ-modules

(1.19) Ns −→ s∗Ωf −→ Ωg −→ 0.

On a le théorème suivant.

Théorème 1.1.42. — Soit X = Spm(A) un k-affinöıde de dimension d en un point
fermé x de X. Soient p : k{T1, . . . , Tn} !! !! A une présentation de A et f1, . . . , fm une
famille de générateurs de l’idéal p−1(0). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) X est lisse en x,

2) dimk(x)

(
ΩX/k ⊗A k(x)

)
= d,

3) dimk(x)

(
ΩX/k ⊗A k(x)

)
≤ d,

4) rangk(x)

(∂(f1, . . . , fm)

∂(T1, . . . , Tn)
(x)

)
= n− d,

5) rangk(x)

(∂(f1, . . . , fm)

∂(T1, . . . , Tn)
(x)

)
≥ n− d.

Démonstration. — Notons I = p−1(0) de sorte que le faisceau normal de Spm(p) soit
associé au A-module I/I2. On note mx l’idéal maximal de k{T1, . . . , Tn} définissant
le point x.

On peut bien sûr supposer que x est un point rationnel quitte à remplacer k
par k(x). Dans ce cas, X est lisse en x si et seulement si il est régulier en x ou
encore si et seulement si l’image de l’application linéaire

(1.20) I/I2 ⊗A k(x) −→ mx/m
2
x

est un sous k(x)-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale à n − d (en fait,
forcément égale à n− d).
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La suite exacte (1.19) appliquée aux immersions x ⊂ Spm(A) ⊂ Spm(k{T1, . . . , Tn})
fournit un diagramme commutatif

A · f1 ⊕ · · ·⊕A · fm
!!!!

(∂fj/∂Ti)i,j

""

I/I2 ##

!!

A · dT1 ⊕ · · ·⊕A · dTn
##

!!

ΩA/k
##

!!

0

0 ## mx/m2
x

∼
## k(x) · dT1 ⊕ · · ·⊕ k(x) · dTn

## Ωk(x)/k = 0.

Il vient que l’image de (1.20) est de dimension ≥ n − d si et seulement si la matrice

jacobienne
( ∂fj
∂Ti

(x)
)
ij
est de rang ≥ n−d, ce qui est vrai si et seulement si la dimension

de ΩA/k ⊗A k(x) est ≤ d. c.q.f.d.

On obtient alors les corollaires suivants.

Corollaire 1.1.43. — Si la k-variété rigide X est lisse au point x, il existe un
voisinage ouvert U de x qui est lisse (i.e., la lissité est une propriété ouverte).

Démonstration. — En effet, comme X est régulier en x, il existe un voisinage affi-
nöıde U = Spm(A) de x avec A normal. En particulier, on peut supposer que X
est partout de dimension d. Pour conclure, il suffit de remarquer que la propriété
dimk(x)(ΩX/k ⊗ x) ≤ d est ouverte. c.q.f.d.

Corollaire 1.1.44. — Soit X une k-variété rigide partout de dimension d. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) X est lisse,
2) ΩX/k est localement libre de dimension d.

Supposons que X = Spm(A) est un k-affinöıde muni d’une présentation p :
k{T1, . . . , Tn} ## ## A de noyau p−1(0) = (f1, . . . , fm). Alors, les deux conditions
précédentes sont également équivalentes à :

3) la matrice jacobienne
∂(f1, . . . , fm)

∂(T1, . . . , Tn)
est de rang n− d dans A.

Démonstration. — On peut bien sûr supposer que X = Spm(A) est un k-affinöıde.
Si ΩA est un module projectif de rang d, alors Spm(A) est lisse en tous ses points
fermés par le théorème 1.1.42. Toujours par le théorème 1.1.42, la matrice jacobienne
∂(f1,...,fm)
∂(T1,...,Tn)

est de rang n − d. Enfin, si l’on suppose que la matrice jacobienne est de
rang n−d, son image est alors un module projectif de dimension n−d et son conoyau
est projectif de dimension d. Par le diagramme de la preuve du théorème 1.1.42, ce
conoyau est canoniquement isomorphe à ΩA/k. c.q.f.d.

Corollaire 1.1.45. — Soit s : Y → X une immersion fermée entre deux k-variétés
rigides lisses. On a alors une suite exacte courte

0 −→ Ns −→ s∗ΩX/k −→ ΩY/k −→ 0.

En particulier, Ns est localement libre et la suite exacte est localement scindée.
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Démonstration. — On peut supposer que Y = Spm(B) et X = Spm(A) sont des
k-affinöıdes lisses de dimensions pures dY et dX . L’immersion s est alors donnée par
un morphisme surjectif e : A !! !! B. Notons I le noyau de e. On a une suite exacte

I/I2
θ

!! ΩA/k ⊗A B −→ ΩB/k −→ 0.

Il s’agit de montrer l’exactitude à gauche pour cette suite. Il existe un recouvrement
admissible (Xi = Spm(Ai))i de X tel que ker(ΩAi/k ⊗Ai Bi → ΩBi/k) est libre (avec

Bi = B ⊗̂A Ai). On peut donc supposer dans la suite que ker(ΩA/k⊗AB → ΩB/k) est
libre de base (a1, . . . , ar) avec r = dX − dY . Soient f1, . . . , fr ∈ I tels que θ(fi) = ai
et notons I1 l’idéal (f1, . . . , fr). Il suffira de montrer que I1 = I au voisinage de Y .

Notons B1 = A/I1 et Y1 = Spm(B1). On a un morphisme surjectif B1
!! !! B

induisant une immersion fermée Y ↪→ Y1. La suite exacte

I1/I
2
1 −→ ΩA/k ⊗A B1 −→ ΩB1/k −→ 0

montre que ΩB1/k⊗B1 B ≃ ΩB/k. Ainsi, en tout point fermé y ∈ Y , la k-variété rigide
Y1 est lisse puisque dimy(Y1) ≥ dimy(Y ) ≥ dimk(y)(ΩY/k⊗OY k(y)). Il vient aussi que
Y1 est de dimension dY en y. Ceci montre que l’inclusion Y ↪→ Y1 est un isomorphisme
au voisinage de y. On a donc montré que Y1 est une somme disjointe Y1 = Y

∐
Z. Le

résultat est maintenant clair. c.q.f.d.

Il est utile de définir une version relative de la lissité. On commence par rappeler
la notion de platitude.

Définition 1.1.46. — Soit f : Y → X un morphisme de k-variétés rigides. On dit
que f est plat s’il est localement isomorphe à Spm(u) avec u un morphisme plat de
k-algèbres affinöıdes.

On montre que f est plat si et seulement si pour tout point fermé y ∈ Y le
morphisme d’anneaux locaux OX,f(y) → OY,y (ou encore ÔX,f(y) → ÔY,y) est plat.
On en déduit facilement que la platitude est stable par changement de base. Notons
enfin que si f : Spm(B)→ Spm(A) est un morphisme de k-affinöıdes, alors f est plat
si et seulement si la A-algèbre B est plate.

Définition 1.1.47. — Un morphisme f : Y → X de k-variétés rigides est lisse s’il
est plat et si pour tout x ∈ X, la fibre f−1(x) est lisse sur k(x). On dit que f est étale
si de plus les fibres de f sont de dimension nulle.

Si X est une k-variété rigide, on note SmRig/X ⊂ VarRig/X la sous-catégorie
pleine des X-variétés rigides lisses (i.e., des morphismes lisses de but X). On note
aussi Et/X ⊂ SmRig/X la sous-catégorie pleine des X-variétés rigides étales (i.e.,
des morphismes étales de but X).

On peut généraliser le corollaire 1.1.45 aux morphismes lisses.

Lemme 1.1.48. — 1) Soit f un morphisme lisse de k-variétés rigides. Le faisceau
cohérent Ωf est localement libre.
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2) Soit un triangle commutatif de k-variétés rigides

Y
s

!!

g ""

X

f
##

T

avec s une immersion fermée, et f et g des morphismes lisses. On a alors une suite
exacte courte de OY -modules

(1.21) 0 −→ Ns −→ s∗Ωf −→ Ωg −→ 0.

Démonstration. — Pour la première partie du lemme, on peut supposer que f provient
d’un morphisme de k-algèbres affinöıdes A→ B. On choisit une présentation p : C =
A{T1, . . . , Tn} !! !! B de noyau I. On a une suite exacte de B-modules

(1.22) I/I2 −→ B · dT1 ⊕ · · ·⊕B · dTn −→ ΩB/A −→ 0.

Comme B est une algèbre plate, le morphisme I⊗Ak(x)→ C⊗Ak(x) est injectif pour
tout x ∈ Spm(A). Il s’ensuit que le morphisme évident I ⊗A k(x)→ I(C ⊗A k(x)) est
inversible. De plus, l’image de la composition de

I2 ⊗A k(x) −→ I ⊗A k(x) −→ I
(
C ⊗A k(x)

)

s’identifie à I2(C ⊗A k(x)). On a donc un isomorphisme naturel

(I/I2)⊗A k(x)
∼
!! I
(
C ⊗A k(x)

)
/I2

(
C ⊗A k(x)

)
.

Par ailleurs, le morphisme évident ΩB/A⊗Ak(x)→ ΩB⊗Ak(x)/k(x) est inversible. Ainsi,
si on applique −⊗A k(x) à la suite (1.22), on obtient (à isomorphisme près) la suite

0 −→ I(C ⊗A k(x))/I2(C ⊗A k(x))

−→ (B ⊗A k(x)) · dT1 ⊕ · · ·⊕ (B ⊗A k(x)) · dTn −→ ΩB⊗Ak(x)/k(x) −→ 0

qui est une suite exacte courte de modules localement libres par le corollaire 1.1.45.
Autrement dit, pour tout y ∈ Spm(B), la suite déduite de (1.22) par application de
−⊗B k(y) est une suite exacte courte.

Appelons maintenant N = ker((I/I2)→
⊕n

i=1 B · dTi) et K = coker(N → (I/I2))
de sorte qu’on a une suite exacte courte de B-modules

(1.23) 0 −→ K −→ B · dT1 ⊕ · · ·⊕B · dTn −→ ΩB/A −→ 0.

Étant donné que (I/I2) ⊗B k(y) → K ⊗B k(y) est surjectif, on voit que (1.23) est
encore une suite exacte courte après application de −⊗B k(y) pour tout y ∈ Spm(B).
Comme

⊕n
i=1 B · dTi est libre, on déduit que Tor1B(ΩB/A, k(y)) = 0 pour tout point

fermé y de Spec(B). Comme ΩB/A est de type fini, il est projectif.
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Pour la seconde partie du lemme, on appelle E le noyau de Ns → s∗Ωf et
K = Ns/E . On a alors deux suites exactes courtes

0 −→ K −→ s∗Ωf −→ Ωg −→ 0 et 0 −→ E −→ Ns −→ K −→ 0.

De la discussion ci-dessus, on déduit que K est localement libre et que Ns⊗OY k(y) ≃
K ⊗OY k(y). Étant donné que Tor1OY

(K , k(y)) = 0, on a forcément E ⊗OY k(y) = 0.
Ceci étant vrai pour tout y ∈ Y , on déduit que E = 0. Le lemme est prouvé. c.q.f.d.

On a le résultat suivant concernant les morphismes étales.

Théorème 1.1.49. — Soit f : Y → X un morphisme de k-variétés rigides. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est étale,

(ii) f est plat et Ωf = 0,

(iii) f est plat et Y → Y ×̂X Y est une immersion ouverte,

(iv) pour tout y ∈ Y , V = Spm(B) un voisinage affinöıde de y et U =
Spm(A) un voisinage affinöıde de f(V ), la A-algèbre B est isomorphe à

A{T1, . . . , Tn}/(f1, . . . , fn) avec
∂(f1, . . . , fn)

∂(T1, . . . , Tn)
de rang n (i.e., inversible)

dans B.

Démonstration. — Si f est étale, on a pour x ∈ X, (Ωf ) ⊗OX k(x) = Ωf−1(x) = 0.
Ceci prouve que Ωf = 0. D’où l’implication (i) ⇒ (ii).

Montrons que (ii) ⇒ (iii). Si I∆ est l’idéal de l’inclusion Y ↪→ Y ×̂X Y alors
I 2

∆ = I∆. Ainsi, en tout point e ∈ Y ×̂X Y , l’idéal I∆ ⊗OY ×̂X Y
OY ×̂X Y,e est soit

nul, soit égal à OY ×̂X Y,e. Le résultat est alors clair. L’implication (iii) ⇒ (ii) est
immédiate.

Montrons que (iv) ⇒ (i). On peut supposer que X = Spm(A) et Y = Spm(B).
Pour montrer que f est étale en y, il suffit de la faire après une extension finie de k.
On peut donc supposer que k(y) = k(x) = k. Il suffira de montrer que le morphisme
Âx → B̂y est étale. On verra même que c’est un isomorphisme. On peut suppo-
ser que y est envoyée sur l’origine de Spm(A{T1, . . . , Tn}) par Spm(p). En d’autres
termes, fi(0, . . . , 0) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n. La Âx-algèbre B̂y est donc donnée par
A[[T1, . . . , Tn]]/(f1, . . . , fn). Il est alors clair que l’endomorphisme Ti ! fi est un
automorphisme de A[[T1, . . . , Tn]]. D’où le résultat.

Pour finir, il reste à voir que (ii) ⇒ (iv). On se donne une présentation p :
A{T1, . . . , Tn} !! !! B avec I = p−1(0). La suite exacte (voir le lemme 1.1.48)

0 −→ I/I2
θ
!! B · dT1 ⊕ · · ·⊕B · dTn −→ Ωf −→ 0

montre que le morphisme θ est inversible. Soient des éléments f1, . . . , fn ∈ I tels que
θ(fi) = dTi et notons I1 = (f1, . . . , fn). Le morphisme I1/I21 → I/I2 est surjectif.
Il vient que I = I1+I2. Comme l’anneau A{T1, . . . , Tn} est noethérien, on a forcément
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I = I1 au voisinage de Spec(B), i.e., il existe g ∈ A{T1, . . . , Tn} tel que l’image
de g dans B est inversible et Ig = (I1)g. Quitte à multiplier g par un élément de
A{T1, . . . , Tn}, on peut supposer que l’image de g dans B est égale à 1. On considère
la présentation p′ : A{T1, . . . , Tn, S} !! !! B qui étend p et qui envoie S sur 1. Il est
alors facile de voir que le noyau de p′ est l’idéal (f1, . . . , fn, gS − 1). De plus, l’image

de ∂(f1,...,fn,gS−1)
∂(T1,...,Tn,S) dans B est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la

diagonale. c.q.f.d.

Corollaire 1.1.50. — Soit un triangle commutatif de k-variétés rigides

Y
f

!!

h ""

X

g
##

T.

Si h et g sont étales, il en est de même de f .

Démonstration. — Considérons le diagramme commutatif

Y !!

id× f
##

(c)
X

∆
##

Y ×̂T X !!

pr2 $$

X ×̂T X

pr2
##

X

où le carré (c) est cartésien. Par le théorème 1.1.49, ∆ est une immersion ouverte. Il
vient que id × f est également une immersion ouverte. Le résultat découle alors du
fait que pr2 est étale et que f = pr2 ◦ (id× f). c.q.f.d.

Corollaire 1.1.51. — Soit f : Y → X un morphisme de k-variétés rigides. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

1) f est lisse.

2) Il existe des recouvrements admissibles (Yi)i∈I et (Xi)i∈I de Y et X tels que :
– Yi ⊂ f−1(Xi),
– le morphisme fi : Yi → Xi se factorise de la manière suivante :

Yi
e

!! Bn
k ×̂k Xi

pr2
!! Xi

avec e un morphisme étale.

Démonstration. — La seconde condition est clairement suffisante. Montrons qu’elle
est nécessaire. On peut supposer que X = Spm(A) et Y = Spm(B) sont affinöıdes.
Soit p : A{T1, . . . , Tn} !! !! B une présentation de B. On note I = p−1(0). On a la
suite exacte courte de B-modules

0 −→ I/I2
α

!! B · dT1 ⊕ · · ·⊕B · dTn → Ωf −→ 0.
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Comme Ωf est projectif, on déduit que I/I2 est aussi projectif.
On peut trouver un recouvrement admissible (Yi = Spm(Bi))i de Y par des do-

maines rationnels tels que pour chaque i, le sous-module

α(I/I2)⊗B Bi ⊂ Bi · dT1 ⊕ · · ·⊕Bi · dTn

soit libre et admet un supplémentaire librement engendré par une partie de
{dT1, . . . , dTn}. Fixons l’indice i et supposons que cette partie est {dT1, . . . , dTr}
pour un certain r ≤ n. Le morphisme

(Bi · dT1 ⊕ · · ·⊕Bi · dTr)⊕ ((I/I2)⊗B Bi) −→ Bi · dT1 ⊕ · · ·⊕Bi · dTn

est donc inversible. Choisissons des éléments f i
r+1, . . . , f

i
n ∈ I engendrant librement

(I/I2)⊗BBi. Soit enfin, Di = Spm(A{T1, . . . , Tn}⟨h0|h1, . . . , hm⟩) un domaine ration-
nel contenant Yi comme une partie fermée. On obtient alors la présentation suivante
de la A-algèbre Bi :

Bi ≃
A{T1, . . . , Tr}{Tr+1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm}
(f i

r+1, . . . , f
i
n, h0S1 − h1, . . . , h0Sm − hm)

.

On vérifie facilement que la matrice jacobienne

∂(f i
r+1, . . . , f

i
n, h0S1 − h1, . . . , h0Sm − hm)

∂(Tr+1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm)

est bien inversible dans Bi. Ceci montre que Bi est une A{T1, . . . , Tr}-algèbre étale.
Le corollaire est prouvé. c.q.f.d.

On a le lemme important suivant.

Lemme 1.1.52. — Soit e : Spm(B)→ Spm(A) un morphisme étale de k-affinöıdes.
On peut trouver une présentation

A{T1, . . . , Tn}/(P1, . . . , Pn)
∼
!! B

avec Pi ∈ A[T1, . . . , Tn] des polynômes et
∂(P1, . . . , Pn)

∂(T1, . . . , Tn)
inversible dans B. De plus, il

existe ϵ > 0 tel que pour tout n-uplet (f1, . . . , fn) ∈ A{T1, . . . , Tn}n avec |fi−Pi| ≤ ϵ,
la A-algèbre A{T1, . . . , Tn}/(f1, . . . , fn) est isomorphe à B.

Démonstration. — Lorsque la valuation de k est triviale, il n’y a rien à montrer.
On suppose donc que la valuation de k est non triviale et on fixe une norme de
Banach sur A. La preuve du lemme est une application de la méthode d’approximation
de Newton (voir aussi la preuve de la proposition 1.1.35). On commence par une
discussion générale.

Étape 1 : Soit C = A{T1, . . . , Tn}/(f1, . . . , fn) une A-algèbre affinöıde. On notera
f = (f1, . . . , fn), T = (T1, . . . , Tn) et S = (S1, . . . , Sn) (un deuxième système d’indé-
terminées) que l’on considère comme des vecteurs. On peut écrire

(1.24) f(T+ S) = f(T) + [Jf (T)](S) +
∑

1≤i≤j≤n

Si · Sj ·Di,j
f (T,S),
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46 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

avec Jf =
∂(f1,...,fn)
∂(T1,...,Tn)

la matrice jacobienne et Di,j
f des vecteurs à coefficients de séries

strictement convergentes, i.e., Di,j
f ∈ A{T1, . . . , Tn, Sj , . . . , Sn}n. Supposons que Jf

soit inversible dans C (donc C est étale sur A). Ceci revient à dire qu’il existe des
séries strictement convergentes g, w1, . . . , wn ∈ k{T1, . . . , Tn} telles que

(1.25) det(Jf (T)) · g(T) = 1 +
n∑

i=1

fi(T) · wi(T).

Soient R une A-algèbre affinöıde réduite (que l’on munit d’une norme résiduelle
arbitraire pour laquelle A → R est contractant) et t0 = (t10, . . . , tn0) ∈ (R◦)n. On
définit un système récurrent (de Newton) par la formule

(1.26) tr+1 = tr − [Jf (tr)
−1](f(tr)).

On fixe un réel M > 1 tel que :

1) les normes de Gauss des séries strictement convergentes wi sont inférieures ou
égales à M ,

2) les normes de Gauss des coefficients des vecteurs Di,j
f sont ≤M ,

3) les normes de Gauss de g et des coefficients de la comatrice de Jf (T) sont ≤
√
M .

Supposons que |fi(t0)| ≤
1

2M3
(pour 1 ≤ i ≤ n). Nous allons montrer par récurrence

que :

(i) tr est bien défini et tr ∈ (R◦)n,

(ii) |fi(tr)| ≤
1

22rM3
pour 1 ≤ i ≤ n.

Lorsque r = 0, ces conditions sont clairement vérifiées. Supposons qu’elles le sont
encore pour un entier r. Comme |wi| ≤ M , on voit que |wi(tr) · fi(tr)| < 1. Ainsi,
1 +

∑n
i=1 fi(tr) ·wi(tr) est inversible dans R et la norme de son inverse est égale à 1.

On déduit de (1.25) que det(Jf (tr)) est inversible et que la norme de son inverse est
égale à la norme de g qui est majorée par

√
M . Ceci prouve que Jf (tr) est inversible

et que les normes des coefficients de Jf (tr)−1 sont majorées par M . Il vient donc que

Jf (tr)
−1(f(tr)) = (e1(tr), . . . , en(tr)) = e(tr)

est un vecteur dont tous les coefficients sont de normes inférieures ou égales à
1

22rM2
.

Ceci montre en particulier que tr+1 est défini et qu’il est à coefficients dans R◦.
Il reste à montrer l’inégalité dans (ii). Pour cela, on utilise (1.24) pour obtenir

f(tr+1) = f(tr − Jf (tr)
−1f(tr))

= f(tr)− Jf (tr)Jf (tr)
−1f(tr) +

∑

1≤i≤j≤n

ei(tr)ej(tr)D
ij
f (tr,−e(tr))

=
∑

1≤i≤j≤n

ei(tr)ej(tr)D
ij
f (tr,−e(tr)).
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Ceci montre que les normes des coefficients de f(tr+1) sont majorées par
( 1

22rM2

)2
·M =

1

22r+1M3
.

D’où le cas r + 1 de la récurrence.

On déduit donc que la suite (tr)r∈N converge vers un n-uplet t = (t1, . . . , tn) ∈
(R◦)n. Comme |fi(t1, . . . , tn)| = 0, on déduit que fi(t1, . . . , tn) = 0. On obtient ainsi
un morphisme de A-algèbres C → R qui à Ti associe ti.

Étape 2 : On garde les notations de l’étape précédente. Soient f ′ = (f ′
1, . . . , f

′
n) ∈

A{T1, . . . , Tn}n et notons C ′ = A{T1, . . . , Tn}/(f ′
1, . . . , f

′
n). On suppose que

|fi − f ′
i | ≤

1

2M3
, |det(Jf )− det(Jf ′)| <

1√
M

,(1.27)

|Di,j
f −Di,j

f ′ | < M et |Com(Jf )− Com(Jf ′)| <
√
M,

(où la norme d’une matrice ou d’un vecteur est le supremum des normes des coeffi-
cients). Nous allons montrer que les A-algèbres C et C ′ sont isomorphes.

Montrons d’abord que Spm(C ′) est étale sur Spm(A), i.e., que la matrice jaco-
bienn Jf ′ est inversible dans C ′. Il suffit bien entendu de montrer que g · det(Jf ′) est
inversible dans C ′. Étant donné que

∣∣g · det(Jf )− g · det(Jf ′)
∣∣ < 1,

il suffira de montrer que |g · det(Jf )(x′)| = 1 pour tout x′ ∈ Spm(C ′). Or, dans C ′,
on a

1 +
n∑

i=1

fi(T) · wi(T) = 1 +
n∑

i=1

(fi − f ′
i)(T) · wi(T) mod (f ′

1, . . . , f
′
n).

Comme |fi − f ′
i | < |wi|−1, le résultat recherché s’ensuit.

Notons t′i0 la classe de Ti dans C ′. On a
∣∣fi(t′10, . . . , t′n0)

∣∣ =
∣∣(fi − f ′

i)(t
′
10, . . . , t

′
n0)

∣∣ ≤ |fi − f ′
i | ≤

1

2M3
.

La suite récurrente de l’étape précédente fournit donc des éléments

t′i ∈ A{Ti, . . . , Tn}/(f ′
1, . . . , f

′
n)

tels que fi(t′1, . . . , t
′
n) = 0. Ceci fournit un morphisme surjectif de A-algèbres étales

(1.28) C =
A{T1, . . . , Tn}
(f1, . . . , fn)

!! !! C ′ =
A{T1, . . . , Tn}
(f ′

1, . . . , f
′
n)

.

La surjectivité découle du fait que |t′i − t′i0| < 1.
Réciproquement, notons ti0 la classe de Ti dans C. On a encore

∣∣f ′
i(t10, . . . , tn0)

∣∣ =
∣∣(f ′

i − fi)(t10, . . . , tn0)
∣∣ ≤ |fi − f ′

i | ≤
1

2M3
.

Par l’étape précédente, le système

(1.29) tr+1 = tr − [Jf ′(tr)
−1]

(
f ′(tr)

)
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48 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

converge vers une racine de l’équation f ′ = 0. En effet, on a les mêmes bornes sur les
normes de det(Jf ′), D

i,j
f ′ , Com(Jf ′). De plus, par la discussion du début de la seconde

étape, on peut écrire

det(Jf ′) · g · (1 + ϵ)−1 = 1 +
n∑

i=1

f ′
i(T) · wi(T)(1 + ϵ)−1

avec |ϵ| < 1 (on a plus précisément ϵ = g · det(Jf ′)− g · det(Jf )+
∑

i(fi− f ′
i) ·wi). On

en déduit alors un morphisme surjectif

(1.30) C ′ =
A{T1, . . . , Tn}
(f ′

1, . . . , f
′
n)

!! !! C =
A{T1, . . . , Tn}
(f1, . . . , fn)

.

Par le corollaire 1.1.50 le morphisme surjectif (1.28) identifie Spm(C ′) à une com-
posante connexe de Spm(C). De même, le morphisme (1.30) identifie Spm(C) à une
composante connexe de Spm(C ′). On en déduit que les compositions de

Spm(C) −→ Spm(C ′) −→ Spm(C) et Spm(C ′) −→ Spm(C) −→ Spm(C ′)

sont des isomorphismes. Il vient que C et C ′ sont isomorphes en tant que A-algèbres.

Étape 3 : Revenons à l’énoncé du lemme. On peut supposer que notre A-algèbre B
est égale à C. Étant donné que det(Jf ), Di,j

f et Com(Jf ) dépendent continûment
de f , il existe ϵ > 0, tel que les conditions (1.27) sont vérifiées dès que |f − f ′| < ϵ.
Le résultat découle alors du fait que l’on peut choisir de tels f ′

i dans le sous-anneau
dense A[T1, . . . , Tn] ⊂ A{T1, . . . , Tn}. c.q.f.d.

On appliquera le lemme précédent pour établir quelques propriétés importantes
des morphismes étales entre k-variétés rigides quasi-compactes (voir [18, Proposition
8.1.2]).

Proposition 1.1.53. — On suppose que la valuation de k est non triviale. Soit
f : Y → X un morphisme étale de k-variétés rigides.

1) Soit q ∈ P(Y ) et notons p ∈ P(X) son image par f . Si q est un point maximal,
le morphisme OX,p → OY,q est fini et étale. De plus, il existe un voisinage affinöıde
V ∈ Flt(q) qui est un revêtement étale (i.e., un morphisme fini et étale) sur un
voisinage affinöıde U ∈ Flt(p).

2) Il existe un recouvrement admissible (Xi)i∈I de X, des recouvrements admissibles
(Yij)j∈Ji de Yi = Y ×̂X Xi ainsi que des triangles commutatifs

Yij

uij
!!

""

Y ij

f̄ij
##

Xi

avec uij des immersions ouvertes et f̄ij des revêtements étales finis.
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Démonstration. — Il suffit de traiter le cas où X = Spm(A) et Y = Spm(B) avec
B = A{T1, . . . , Tn}/(P1, . . . , Pn) où Pi sont des polynômes et

Jac(P1, . . . , Pn) = det
(∂(P1, . . . , Pn)

∂(T1, . . . , Tn)

)

inversible dans B. Considérons la A-algèbre de type finie

E = A[T1, . . . , Tn, U ]/(P1, . . . , Pn, Jac(P1, . . . , Pn) · U − 1).

C’est une A-algèbre étale. De plus, Spm(B) est un ouvert admissible de Spec(E)an.
Il existe un recouvrement Zariski (Spec(Ai))i de Spec(A) et des recouvrements Za-
riski (Spec(Eij))j de Spec(Ei) = Spec(E ×A Ai) tels que Eij est une Ai-algèbre étale
élémentaire, i.e., de la forme (Ai[T ]/Pij(T ))[1/P ′

ij(T ) ·Qij(T )] avec Pij un polynôme
unitaire et Qij un polynôme quelconque. Quitte à remplacer X et Y par les ouverts
admissibles de recouvrements admissibles, on peut donc supposer que Spm(B) est un
ouvert admissible de Spec(E)an avec E = (A[T ]/P (T ))[1/P ′(T )] une A-algèbre étale
élémentaire (avec P unitaire). Notons alors E = A[T ]/P (T ). C’est une A-algèbre
finie et donc une k-algèbre affinöıde. Il est clair que Spm(B) est un domaine de
Y = Spm(E). De plus, le lieu singulier de la A-variété rigide Y est le fermé Z d’équa-
tion P ′(T ) = 0 qui est disjoint de Spm(B).

Notons f̄ : Spm(E) = Y → Spm(A) = X. Nous allons montrer les deux assertions
suivantes.

(i) Soient F une partie de P(X) et V un domaine de Y tel que P(V ) contient la partie
f̄−1(F ). Il existe alors un domaine U de X tel que F ⊂ P(U) et f̄−1(U) ⊂ V .

(ii) Soit p ∈ M(X) un point maximal. Notons f̄−1(p) = {q1, . . . , qr}. Il existe des
ouverts Vi ∈ Flt(qi) tels que Vi ∩ Vj = ∅ si i ̸= j.

Étant donné un modèle essentiel X de X, on considère un modèle ȲX de Y , fini
et plat sur X. Par le théorème de platification de Raynaud-Gruson (voir [22]) et le
fait que E est une A-algèbre libre, on peut choisir X et ȲX aussi fins que l’on veut.
On peut donc supposer que V est la fibre générique d’un ouvert Zariski V du schéma
formel ȲX. Notons FX l’image de F dans Xσ. Alors, l’image de f̄−1(F ) dans (ȲX)σ
cöıncide avec (ȲX → X)−1(FX). En effet, si X′ ∈ Mdl(X) est un modèle essentiel et
plus fin que X, et ȲX′ choisi plus fin que ȲX, la platitude du X-schéma formel ȲX

entrâıne que le morphisme ȲX′ → ȲX ×̂X X′ est surjectif. Il s’ensuit que l’application
(ȲX′ → X′)−1(pX′)→ (ȲX → X)−1(pX) est surjective pour tout p ∈ P(X). Or, f̄−1(p)
est la limite projective des (ȲX′ → X′)−1(pX′) ce qui entrâıne la propriété recherchée.
On déduit de ce qui précède que (ȲX → X)−1(FX) ⊂ Vσ. L’image de (ȲX)σ − Vσ

par YX → X est un fermé T de X disjoint de FX. L’ouvert U = (X − T )η convient
clairement pour (i). La propriété (ii) découle du corollaire 1.1.38 et du fait que les qi
sont maximaux.
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50 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

Soit p ∈ M(X) un point maximal. On déduit des propriétés (i) et (ii) des isomor-
phismes

OY ,q1
× · · ·× OY ,qr

≃ Colim
V1∈Flt(q1),...,Vr∈Flt(qr)

Γ(V1 ∪ · · · ∪ Vr,O)

≃ Colim
U∈Flt(p)

Γ(U ×̂XY ,O) ≃ OX,p ⊗A E.

En particulier, OY ,qi
est une OX,p-algèbre finie. Cette algèbre est étale si qi ∈M(Y − Z)

et en particulier si qi ∈ M(Y ). Ceci montre que pour tout q ∈ M(Y ), il existe
V ∈ Flt(q) et U ∈ Flt(f(q)) tel que V est un revêtement étale de U . On a ainsi
montré la première partie de l’énoncé.

Montrons la deuxième partie. Soit p ∈ M(X) un point maximal et notons comme
tout à l’heure {q1, . . . , qr} la fibre de p. Par la proposition 1.1.33, si qi ∈ P(Y −Z) on
a {qi} ⊂ P(Y − Z). Il existe donc deux ouverts affinöıdes Ve et Vs de Y tels que :

1) Ve ∩ Vs = ∅, Vs ∩ Y = ∅ et Ve ∩ Z = ∅,
2) si qi ∈ P(Y − Z), alors Ve contient {qi},
3) si qi ∈ P(Z), alors Vs contient {qi}.
Par la discussion ci-dessus, on peut trouver un voisinage U de p dans X tel que

U ×̂X Y est contenu dans Ve ∪ Vs. On a donc une décomposition en somme disjointe
U ×̂X Y = We

∐
Ws avec We ⊂ Ve et Ws ⊂ Vs. Par construction, U ×X Y est un

ouvert admissible deWe. Comme U×XY est fini sur U , on déduit queWe est aussi fini
sur U . De plus, il est étale. Pour conclure, il suffit d’utiliser le fait que P(X) est quasi-
compact, i.e., si (Ui)i∈I est une famille de domaines deX telle que

⋃
i∈I P(Ui) = P(X),

il existe une partie finie I0 ⊂ I, telle que
⋃

i∈I0
P(Ui) = P(X). c.q.f.d.

Remarque 1.1.54. — La preuve de la proposition 1.1.53 est inspirée de la preuve de
[18, Proposition 8.1.2]. Toutefois, l’argument présenté ici est plus complexe puisque
nous nous sommes efforcés d’éviter un point qui nous a paru obscur dans loc. cit.
Il semble en effet qu’un « cercle vicieux » s’est introduit dans la preuve proposée
dans [18] : la démonstration du point (1) de 8.1.2 utilise le lemme 8.1.3 qui lui repose
implicitement sur le point (3) de 8.1.2 affirmant que l’image d’un domaine rationnel
par un morphisme étale est une réunion de domaines rationnels. Malheureusement, la
preuve de 8.1.2 (3) utilise 8.1.2 (1).

Remarque 1.1.55. — La proposition 1.1.53 affirme que si f : Y → X est étale et
y ∈M(Y ), le morphisme OX,f(y) → OY,y est fini et étale. On peut se demander si la
généralisation suivante est vraie. Soit f : Y → X un morphisme de k-affinöıdes tel que
pour tout x ∈ X, la fibre f−1(x) = Y ×X x est finie. Comme en géométrie algébrique,
on pourra appeler quasi-fini un tel morphisme. Soit y ∈ M(Y ). Est-il vrai que le
morphisme OX,f(y) → OY,y est fini ? Cette question semble liée à une hypothétique
version rigide du théorème de Zariski affirmant qu’un morphisme quasi-fini de schémas
peut se factoriser en une immersion ouverte suivie d’un morphisme fini.
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Corollaire 1.1.56. — On suppose que la valuation de k est non triviale. Soit
f : Y → X un morphisme étale et séparé de k-variétés rigides quasi-compactes, et
soit Z ⊂ X une sous-variété rigide fermée. On suppose que Y ×̂X Z → Z admet
une section s. Il existe alors un voisinage ouvert quasi-compact Z ⊂ U ⊂ X et un
diagramme commutatif

Y

f
!!

Z ""

s
##

U

t

$$

"" X.

Démonstration. — Soit U un ouvert connexe de X. Puisque f est étale et séparé, il
existe au plus un X-morphisme U → Y qui étend le X-morphisme s|U∩Z : U ∩Z → Y
dès que U ∩ Z ̸= ∅. Il suffit donc de construire t localement au voisinage de Z. Plus
précisément, si (Xi)i∈I est un recouvrement admissible de X par des k-variétés rigides
quasi-compactes, il suffit de traiter le cas des morphismes étales Y ×̂X Xi → Xi et
des fermés Z ∩Xi ⊂ Xi. De même, soit (Yj)j∈J un recouvrement admissible de Y par
des k-variétés rigides quasi-compactes. On pose Zj = s−1(Yj). On choisit un ouvert
quasi-compact Xj ⊂ X tel que Xj ∩ Z = Zj et on note Y ′

j = Yj ∩ f−1(Xj). Il suffit
alors de prouver la conclusion du corollaire pour les morphismes étales Y ′

j → Xj et
Zj → Y ′

j . Par la proposition 1.1.53, on peut donc supposer que X est un k-affinöıde

et que Y est un ouvert quasi-compact d’un revêtement étale f̄ : Y → X. On peut
même supposer que f est lui-meme un revêtement étale. En effet, si on trouve un
diagramme commutatif

Y

f̄
!!

Z ""

s̄
%%

U

t̄

&&

"" X,

on peut prendre U = t̄−1(Y ) et t = t̄|U .
Il est maintenant aisé de démontrer le résultat recherché. En effet, posons T =

Y ×̂X Z ⊂ Y . La section s fournit une décomposition en somme disjointe T = Z
∐

T ′.
Soient V et W deux ouverts quasi-compacts de Y tels que Z ⊂ V , T ′ ⊂ W et
V ∩W = ∅. Pour construire de tels ouverts, on procède de la manière suivante. On
fixe Z ⊂ V tel que V ∩T ′ = ∅. Soient f1, . . . , fn des générateurs de l’idéal de définition
du sous-affinöıde T ′. Alors, les fi ne s’annulent pas simultanément sur V . Comme V
est quasi-compact, il existe ϵ ∈ |k×| tel que maxi=1,...,n(|fi(v)|) > ϵ pour tout point
fermé v de V . Il suffit alors de prendre W =

⋂n
i=1 DX(ϵ|fi).

Par la propriété (i) établie pendant la preuve de la proposition 1.1.53, il existe un
ouvert quasi-compact U deX contenant Z et tel que f−1(U) ⊂ V . On prendra un tel U
avec la propriété supplémentaire que toutes ses composantes connexes rencontrent Z.
On a donc une décomposition f−1(U) = E

∐
F avec E = f−1(U) ∩ V et F =

f−1(U) ∩W . Alors, E est un revêtement étale de U . De plus, les fibres de E/U en
z ∈ Z sont des singletons. Il vient que E/U est partout de degré 1. Ceci entrâıne que
E ≃ U . c.q.f.d.
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Voici une deuxième application du lemme 1.1.52.

Proposition 1.1.57. — Soit f : Y → X un morphisme lisse de k-variétés rigides. Il
existe alors des recouvrements admissibles (Yi = Spm(Bi))i et (Xi = Spm(Ai))i de Y
et X avec f(Yi) ⊂ Xi ainsi que des modèles affines Yi = Spf(B◦

i ) → Xi = Spf(A◦
i )

tels que B◦
i est le complété formel (π-adique) d’une A◦

i -algèbre de présentation finie.

Démonstration. — On écarte le cas trivial où k est muni de sa valuation triviale. Par
le corollaire 1.1.51, on peut supposer que notre morphisme est la composition de

Y = Spm(B)
e
!! Spm(A{T1, . . . , Tr})

p
!! Spm(A) = X

avec e étale et p la projection canonique. La A{T1, . . . , Tn}-algèbre B admet une
présentation

A{T1, . . . , Tn}{S1, . . . , Sm}/(f1, . . . , fm) ≃ B,

avec ∂(f1,...,fm)
∂(S1,...,Sm) inversible dans B. Par le lemme 1.1.52 on peut choisir les fi dans

A◦[T1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm]. Le complété formel (π-adique) de la A◦-algèbre

A◦[T1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm]/(f1, . . . , fm)

convient alors. c.q.f.d.

On termine le paragraphe avec la proposition suivante laissée en exercice.

Proposition 1.1.58. — 1) Soit f : Y → X un morphisme lisse (resp. étale) de k◦-
schémas formels. Alors, fη est un morphisme lisse (resp. étale) de k-variétés rigides.

2) Soient A un k-affinöıde et f : Y → X un morphisme lisse (resp. étale) de A-
schémas de type fini. Alors, fan est un morphisme lisse (resp. étale) de A-variétés
rigides.

Il est peut-être utile de rappeler qu’un morphisme de k◦-schémas formels f : Y→ X

est lisse (resp. étale) s’il est plat et si fσ est lisse (resp. étale). Un théorème de Gro-
thendieck (voir [20, Théorème 18.1.2]) affirme que la catégorie Et/X des X-schémas
formels étales est équivalente à la catégorie Et/Xσ des Xσ-schémas étales.

1.1.7. Modèles semi-stables. — Dans ce paragraphe nous supposerons que la va-
luation de k est discrète (et donc non triviale). On fixe une uniformisante π ∈ k∨. Pour
simplifier, on supposera que k est d’égale caractéristique nulle. On fait la définition
suivante (voir aussi [3, Définition 3.3.33]).

Définition 1.1.59. — Soient X un k◦-schéma formel de type fini et x un point de X.
On dit que X est semi-stable (resp. globalement semi-stable) de type (a1, . . . , an) ∈
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(N− {0})n en x s’il existe un voisinage Nisnevich(6) (resp. Zariski) x→ U→ X de x
tels que :

1) U est affine, plat sur k◦ et l’anneau Γ(U,O) est régulier,

2) il existe n+ 1 sections u, t1, . . . , tn ∈ Γ(U,O) vérifiant :
a) u est inversible et π = uta1

1 · · · tan
n ,

b) pour tout 1 ≤ i ≤ n, le diviseur Di d’équation ti = 0 est lisse sur k̃ et
contient x,

c) la réunion des Di est un diviseur à croisements normaux.

Les diviseurs Di sont appelés les branches de X passant par x et les entiers ai
leurs multiplicités. Si (a1, . . . , an) = (1, . . . , 1), on dit que X est strictement semi-
stable en x. On dit que X est (strictement, globalement) semi-stable lorsqu’il est
(strictement, globalement) semi-stable en tous ses points.

Remarque 1.1.60. — On garde les notations de la définition 1.1.59. Soit d =
p.g.c.d.(a1, . . . , an). S’il existe v ∈ Γ(U,O) avec vd = u, on peut alors choisir u = 1.
En effet, on peut trouver (b1, . . . , bn) ∈ Zn tel que d = b1a1 + · · · + bnan. On pose
t′i = v−biti. On a alors uta1

1 · · · tan
n = t′a1

1 · · · t′an
n = π.

Notation 1.1.61. — Soit a = (a1, . . . , an) un n-uplet d’entiers. Si X (resp. X) est
un k◦-schéma (resp. k◦-schéma formel) et f ∈ Γ(X,O) (resp. f ∈ Γ(X,O)) on pose

StfX,a = X[T1, . . . , Tn]/(T
a1
1 · · ·T an

n − f)(1.31)
(
resp. StfX,a = X{T1, . . . , Tn}/(T a1

1 · · ·T an
n − f)

)
.

De même, si X est une k-variété rigide et f ∈ Γ(X,O), on pose

(1.32) StfX,a = X{T1, . . . , Tn}/(T a1
1 · · ·T an

n − f).

Lorsqu’il n’y a pas risque de confusion, on notera simplement Stfa et Stfa .

Si X est k◦-schéma formel, on a un isomorphisme canonique de k-variétés rigides
[StfX,a]η ≃ StfXη,a

. De même, si X est un k◦-schéma, on a un isomorphisme canonique

de k◦-schémas formels [StfX,a]//(π) ≃ StfX//(π),a.

Lorsqu’on prend X = Spf(k◦) et f l’uniformisante, le schéma formel Stπa est glo-
balement semi-stable (de type (a1, . . . , an) au point o défini par les annulations T1 =
· · · = Tn = 0). Plus généralement, si X est lisse sur k◦ et f ∈ Γ(X,O)× est inversible,

le k◦-schéma formel Stf
−1π

X,a est globalement semi-stable. Le cas universel est celui où

X = Spf(k◦{U,U−1}) et f = U . On notera alors simplement StU
−1π

a . Ces schémas
formels sont importants en vue de la proposition suivante.

(6) Précisions que la notion de « voisinage Nisnevich » d’un point x équivaut à celle de « voisinage

étale » et sous-entend simplement que le morphisme de schémas formels U → X est étale. Voir aussi

la définition 1.2.7 ci-dessous.
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Proposition 1.1.62. — Soit X un k◦-schéma formel semi-stable (resp. globalement
semi-stable) de type (a1, . . . , an) en un point x ∈ X.

1) Si les multiplicités ai sont premiers entre eux (i.e., p.g.c.d.(a1, . . . , an) = 1), on
peut trouver un voisinage Nisnevich (resp. Zariski) U de x et un morphisme lisse de
k◦-schémas formels U→ Stπa .

2) Dans le cas général, on peut trouver un voisinage Nisnevich (resp. Zariski) U de

x[R,R−1] dans X{R,R−1} et un morphisme lisse de k◦-schémas formels U→ StU
−1π

a .

Démonstration. — La preuve est celle de [3, Proposition 3.3.39] avec la simplification
inhérente au fait qu’on travaille en égale caractéristique nulle. On fixe un isomorphisme
k ≃ k̃((π)) ce qui nous permettra de considérer un k◦-schéma comme un k̃-schéma.

Quitte à remplacer X par un voisinage Zariski (resp. Nisnevich) de x, on peut
supposer que X = Spm(A◦) avec A◦ une k◦-algèbre régulière topologiquement de type
finie et qu’il existe n+ 1 sections u, t1, . . . , tn ∈ A◦ comme dans la définition 1.1.59.

Lorsque p.g.c.d.(a1, . . . , an) = 1, on peut supposer que u = 1 (par la re-
marque 1.1.60). Dans ce cas, on a un morphisme évident de k◦-algèbres topologiques
k◦{T1, . . . , Tn}/(T a1

1 · · ·T an
n − π) → A◦ qui envoie l’indéterminée Ti sur ti. Il suffit

alors de montrer que le morphisme f : X → Stπa ainsi obtenu est lisse au voisinage
de x. La fibre de f en o = (0, . . . , 0) ∈ Stπa est donnée par t1 = · · · = tn = 0. Elle est
donc égale à l’intersection des branches, ce qui montre qu’elle est lisse. Pour conclure,
il reste à voir que f est plat en x. On montrera pour cela que le morphisme induit
sur les complétés

(1.33) (k◦{T1, . . . , Tn}/(T a1
1 · · ·T an

n − π)) //(T1, . . . , Tn) −→ (A◦)x//mx

est plat. Comme A◦ est régulière, (A◦)x//mx est isomorphe à l’anneau de séries

formelles k̃(x)[[z1, . . . , zr]]. On peut de plus supposer que zi est l’image de ti pour
1 ≤ i ≤ n. Le morphisme (1.33) s’identifie donc à

k̃[[T1, . . . , Tn]] −→ k̃(x)[[z1, . . . , zr]], Ti ! zi pour 1 ≤ i ≤ n.

La platitude de ce morphisme est claire.
On passe maintenant au cas général. On pose u′ = uR−a1 , t′1 = Rt1 et t′i = ti pour

i ≥ 2. On a la relation u′t′a1
1 · · · t′an

n = π. Considérons le morphisme de k◦-algèbres

k◦{U,U−1, T1, . . . , Tn}/(UT a1
1 · · ·T an

n − π) −→ A◦{R,R−1}

qui envoie U sur u′ et Ti sur t′i. Montrons que le morphisme f : X{R,R−1}→ StU
−1π

a ,

ainsi obtenu, est lisse au voisinage de x[R,R−1]. Le changement de base de f suivant

l’inclusion o[U,U−1] ↪→ StU
−1π

a est

(1.34) Spec(A◦/(t1, . . . , tn)[R,R−1]) −→ Spec(k̃[U,U−1]), U ! uR−a1 .

La k̃-algèbre A◦/(t1, . . . , tn) est lisse puisqu’elle est égale à l’algèbre des fonctions sur
l’intersection des branches de X. Il vient que le morphisme (1.34) est lisse puisqu’il
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est plat (car sans torsion) et qu’il admet pour fibre au-dessus de v ∈ k̃× le revêtement
étale Spec((A◦/(t1, . . . , tn))[R]/(Ra1 − uv−1)) de Spec(A◦/(t1, . . . , tn)).

Pour terminer, il reste à voir que f : X{R,R−1}→ StU
−1π

a est plat au voisinage de

x[R,R−1]. Il suffit de considérer le morphisme induit sur les complétés
(
k◦{U,U−1, T1, . . . , Tn}/(UT a1

1 · · ·T an
n − π)

)
//(T1, . . . , Tn)(1.35)

−→ (A◦)x{R,R−1}//mx.

On peut identifier ce dernier au morphisme

k̃[[T1, . . . , Tn]]{U,U−1} −→ k̃(x)[[z1, . . . , zm]]{R,R−1}

qui envoie U sur uR−a1 , T1 sur z1R et Ti sur zi pour i ≥ 2. Il suffit donc de prouver
que le morphisme horizontal dans le triangle commutatif

k̃[[T1]]{U,U−1} !! k̃(x)[[z1]]{R,R−1}

k̃[[T1]]

"" ##

est plat. Par le critère de platitude par fibres (voir [19, Théorème 11.3.10]), on est

ramené à montrer que k̃[U,U−1]→ k̃(x)[R,R−1] est plat. Ceci est clair. c.q.f.d.

Le résultat suivant utilise la résolution des singularités de Hironaka [23] et plus
précisément son extension aux schémas excellents de caractéristique nulle [42].

Proposition 1.1.63. — Tout k-affinöıde lisse X admet un modèle globalement semi-
stable.

Démonstration. — On suppose que X = Spm(A). On applique la résolution des sin-
gularités au schéma excellent de caractéristique nulle Spec(A◦) (une norme résiduelle
étant choisie sur A). On obtient alors un A◦-schéma projectif E → Spec(A◦) avec E
régulier et E/(π) un diviseur à croisements normaux (non nécessairement réduit). Le
complété formel E = E//(π) est alors un éclatement admissible de Spf(A◦) puisque
le lieu singulier de A◦ est contenu dans Spec(A◦/π). Il vient que E est un modèle
globalement semi-stable de X. c.q.f.d.

1.2. La topologie de Nisnevich en géométrie rigide

Conventions générales. — À partir de maintenant, tous les schémas, schémas formels
et variétés rigides seront supposés séparés. Les schémas et schémas formels seront sup-
posés quasi-compacts. On supposera également que les k-variétés rigides admettent
un recouvrement admissible dénombrable par des ouverts affinöıdes ; ceci est le cas
des variétés analytiques rigides associées aux schémas séparés de type fini sur une
k-algèbre affinöıde (voir le paragraphe 1.1.3). Enfin, dans ce travail, nous ne considé-
rerons que des k◦-schémas formels de type fini, i.e., localement de la forme Spf(A) avec
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A une k◦-algèbre topologiquement de type fini (voir le début du paragraphe 1.1.4).
Ainsi, même quand on ne le précise pas, par « k◦-schéma formel » on entendra tou-
jours k◦-schéma formel de type fini. Par contre, certains k-schémas qui ne sont pas
de type fini (comme le spectre d’une k-algèbre affinöıde) joueront un rôle important.

Dans cette section, on introduit l’analogue rigide de la topologie de Nisnevich [33].
Comme pour les motifs en géométrie algébrique, cette topologie semble la plus appro-
priée pour nos besoins.

1.2.1. Définition et propriétés basiques de la topologie de Nisnevich. — On
fixe un corps valué complet k. Pour fixer les idées, on supposera que la valuation de k
est non triviale bien que les résultats de ce paragraphe restent vrais lorsque la valuation
de k est triviale. (Bien entendu, il faut alors adopter les conventions qui s’imposent :
M(X) et P(X) sont égaux à l’ensemble des points deX pour tout k-schéma de type fini
X, le foncteur « fibre générique de Raynaud » est le foncteur identité, etc.) Toutefois,
dans le cas de la valuation triviale, les résultats de ce paragraphe sont soit bien connus,
soit tautologiques.

Définition 1.2.1. — Soit f : Y → X un morphisme étale de k-variétés rigides.
On dit que f vérifie la propriété de Nisnevich ponctuelle si pour toute extension
(non nécessairement finie) de corps valués complets k ⊂ K, le morphisme f ⊗̂k K :
Y ⊗̂k K → X ⊗̂k K admet la propriété de relèvement à droite par rapport aux flèches
∅ → Spm(L) avec L une extension finie de K. En d’autres termes, pour tout point
fermé x ∈ X ⊗̂k K, il existe un point fermé y ∈ Y ⊗̂k K tel que (f ⊗̂k K)(y) = x et
K(x) ≃ K(y).

Clairement, la propriété de Nisnevich ponctuelle est stable par changement de base
suivant un morphisme X ′ → X ainsi que par changement du corps de base suivant
une extension de corps valués complets l/k. On peut aussi reformuler la propriété de
Nisnevich ponctuelle à l’aide des points maximaux (voir la définition 1.1.32). On note
d’abord le lemme suivant.

Lemme 1.2.2. — Soit f : Y → X un morphisme étale de k-variétés rigides. Soient
q ∈ M(Y ) un point maximal et p = f(q) son image. Alors, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) f induit un isomorphisme k(p) ≃ k(q),

(ii) f induit un isomorphisme k̂(p) ≃ k̂(q).

Démonstration. — L’implication (i) ⇒ (ii) est claire. Il reste donc à voir l’implica-
tion (ii) ⇒ (i). Puisque f est étale, on sait grâce à la proposition 1.1.53 que k(q)

est une extension finie séparable de k(p). Si k̂(p) ≃ k̂(q), l’extension k(q)/k(p) est

contenue dans k̂(p)/k(p). Or, d’après la proposition 1.1.35, k(p) est séparablement

clos dans k̂(p). Ceci entrâıne la trivialité de l’extension k(q)/k(p). c.q.f.d.
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Corollaire 1.2.3. — Soit f : Y → X un morphisme étale de k-variétés rigides.
Alors f vérifie la propriété de Nisnevich ponctuelle si et seulement si pour tout point
maximal p ∈M(X) il existe q ∈ f−1(p) tel que k(p) ≃ k(q).

Démonstration. — Notons q1, . . . , qn ∈ M(Y ) les points de la fibre f−1(p). Remar-

quons que p détermine un point fermé (en fait rationnel) p′ ∈ X ⊗̂k k̂(p) et que la fibre

de f ⊗̂k k̂(p) en p′ s’identifie canoniquement à un ensemble de points fermés q′1, . . . , q
′
n

dont les corps résiduels sont naturellement isomorphes à k̂(q1), . . . , k̂(qn). (On utilise

ici que k(p) est séparablement clos dans k̂(p).) L’implication directe découle mainte-
nant du lemme 1.2.2.

Réciproquement, étant donnés une extension de corps valués complets k ⊂ K et
un point fermé x ∈ X ⊗̂k K, on définit un point maximal px ∈M(X) en prenant pour
tout modèle X de X, l’image de red(x) par le morphisme évident X ⊗̂k◦ K◦ → X. Si
q ∈ M(Y ) est un point maximal dans la fibre en px tel que k(px) = k(q), il induit
un point fermé de Y ⊗̂k K au-dessus de x ayant k(q)⊗k(px) K(x) ≃ K(x) pour corps
résiduel. c.q.f.d.

Remarque 1.2.4. — Soit f : Y → X un morphisme étale de k-variétés rigides.
Soit q ∈ M(Y ) un point maximal tel que k(p) ≃ k(q) avec p = f(q). Le morphisme
OX,p → OY,q est alors inversible puisqu’il est fini et étale (voir la remarque 1.1.55)
et qu’il induit un isomorphisme sur les corps résiduels. Il existe donc des voisinages
ouverts V ∈ Flt(q) et U ∈ Flt(p) tels que f(V ) = U et f|V : V → U inversible. On en
déduit de la proposition précédente que f vérifie la propriété de Nisnevich ponctuelle
si et seulement si en tout point p ∈ M(X), il existe un ouvert U ∈ Flt(p) et une
section à f définie sur U : Y

f
!!

U ""

##

X.

Définition 1.2.5. — Soit X une k-variété rigide. Une famille R = (Yi → X)i∈I de
morphismes étales de k-variétés rigides est appelée un recouvrement Nisnevich faible
lorsque pour tout morphisme U → X avec U une k-variété rigide quasi-compacte,
la famille R ×̂X U = (Yi ×̂X U → U)i∈I se raffine par une famille finie (Vj →
U)j∈J de morphismes étales avec Vj des k-variétés rigides quasi-compactes et telle
que

∐
j Vj → U vérifie la propriété de Nisnevich ponctuelle.

Un recouvrement ouvert admissible est clairement un recouvrement Nisnevich
faible.

Proposition 1.2.6. — Soient X un k◦-schéma formel de type fini et R = (ui :
Ui → X)i∈I une famille de morphismes étales de k◦-schémas formels. Supposons

que la famille Rσ = ((ui)σ : (Ui)σ → Xσ)i∈I est un recouvrement Nisnevich du k̃-
schéma Xσ. Alors, la famille Rη = ((ui)η : (Ui)η → Xη)i∈I est un recouvrement
Nisnevich faible de la k-variété rigide Xη.
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Démonstration. — On peut supposer que la famille est finie (puisque Xσ est un k̃-
schéma de type fini) et même réduite à un élément u : U→ X (en prenant le coproduit
des sources). Comme Uη et Xη sont quasi-compactes, il reste à vérifier la propriété
de Nisnevich ponctuelle pour uη. Soit k ⊂ K une extension de corps valués complets.
Le morphisme uη ⊗̂k K : Uη ⊗̂k K → Xη ⊗̂k K s’identifie canoniquement à la fibre
générique du morphismes de K◦-schémas formels u ⊗̂k◦ K◦ : U ⊗̂k◦ K◦ → X ⊗̂k◦ K◦.
La fibre spéciale (u ⊗̂k◦ K◦)σ s’identifie à uσ ⊗k̃ K̃. Elle est donc encore un recou-
vrement Nisnevich de (X ⊗̂k◦ K◦)σ. Il vient que pour montrer que uη ⊗̂k K possède
la propriété de relèvement à droite par rapport aux morphismes ∅→ Spm(L) avec L
une extension finie de K, il suffit de considérer le cas de k = K.

Soit x : Spm(l) → Xη un point fermé. C’est la fibre générique d’un morphisme de
k◦-schémas formels x◦ : Spf(l◦)→ X. Il suffit donc de trouver un relèvement

U

!!

Spf(l◦) ""

##

X

ou encore une section de a : U ×̂X Spf(l◦) → Spf(l◦). Étant donné que la catégorie
des Spf(l◦)-schémas formels étales est équivalente à celle des Spec(l̃ )-schémas étales
(voir [20, Théorème 18.1.2]), il suffit de trouver une section à aσ : Uσ ×Xσ Spec(l̃ )→
Spec(l̃ ). Ceci est possible puisque uσ est un recouvrement Nisnevich. c.q.f.d.

Il est donc utile de faire la définition suivante.

Définition 1.2.7. — Soient X un k◦-schéma formel de type fini et R = (ui :
Ui → X)i∈I une famille de morphismes étales de k◦-schémas formels. On dit que R
est un recouvrement Nisnevich si la famille Rσ est un recouvrement Nisnevich du
k̃-schéma Xσ.

On vérifie facilement que la classe des recouvrements Nisnevich est une prétopo-
logie sur SchF/k◦, la catégorie des k◦-schémas formels. Elle engendre la topologie de
Nisnevich sur SchF/k◦ qu’on désigne par « Nis ».

Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Étant donné un modèle X de X, on
obtient des recouvrements Nisnevich faibles de X en prenant les fibres génériques de
recouvrements Nisnevich de X. On peut se demander si ces recouvrements de X, pour
X ∈ Mdl(X) variable, suffisent pour raffiner tout recouvrement Nisnevich faible de X.
Malheureusement, nous ne connaissons pas la réponse à cette question. Or, dans la
suite, nous aurons besoin de nous restreindre aux recouvrements Nisnevich faibles
fournis par la proposition 1.2.6. Ainsi, nous sommes amenés à adopter dans ce travail
une définition un peu artificielle de la topologie de Nisnevich en géométrie rigide ; c’est
la suivante.
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Définition 1.2.8. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Une famille de
morphismes étales de k-variétés rigides R = (Yi → X)i∈I est appelée un recouvre-
ment Nisnevich s’il existe un modèle formel X de X et un recouvrement Nisnevich
P = (Uj → X)j∈J tel que Pη raffine R.

Remarque 1.2.9. — On étend la définition 1.2.8 aux k-variétés rigides non néces-
sairement quasi-compactes de la manière usuelle. Une famille R = (Yi → X)i∈I de
morphismes étales de k-variétés rigides est donc appelée un recouvrement Nisnevich
lorsque pour tout morphisme U → X avec U une k-variété rigide quasi-compacte, la
famille R ×̂X U = (Yi ×̂X U → U)i∈I est un recouvrement Nisnevich au sens de la
définition 1.2.8.

Le résultat simple suivant est bien utile.

Théorème 1.2.10. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et soit X un modèle
essentiel de X. Supposons donné un recouvrement Nisnevich (fi : Yi → X)i∈I . Alors,
il existe un ouvert Zariski dense U ⊂ X et une section de f :

∐
i∈I Yi → X définie

au-dessus de U = Uη : ∐
i∈I Yi

f
!!

U ""

##

X.

Démonstration. — On peut remplacer X par la fibre générique d’un ouvert dense
de X. Ainsi, on ne restreint pas la généralité en supposant que X est de dimension
pure d.

Quitte à raffiner le recouvrement Nisnevich de X, on peut supposer qu’il existe un
modèle essentiel X′ plus fin que X et un recouvrement Nisnevich (gi : Yi → X′)i∈I tel
que Yi = (Yi)η et fi = (gi)η. Il existe alors un ouvert dense U′ ⊂ X′ et un morphisme de
X′-schémas formels U′ →

∐
i∈I Yi. Notons Z ′ = X′

σ −U′
σ qu’on munit de sa structure

de sous-schéma réduit. Alors, Z ′ est un k̃-schéma de dimension plus petite ou égale
à d − 1. Il en est donc de même de son image Z dans Xσ. Ainsi, U = X − Z est un
ouvert dense et il convient puisque Uη ⊂ U′

η. c.q.f.d.

Lemme 1.2.11. — La classe des recouvrements Nisnevich définit des prétopologies
sur les catégories VarRig/k, Afnd/k, SmRig/k, SmAfnd/k, Et/X, etc. Les topolo-
gies engendrées sont appelées les topologies de Nisnevich. Elles seront désignées par
« Nis ».

Démonstration. — Il s’agit d’une vérification standard qu’on laissera au lecteur.
c.q.f.d.

Étant donnée une k-variété rigide X, on notera Etqc/X ⊂ Et/X la sous-catégorie
pleine formée des X-variétés étales qui sont quasi-compactes au-dessus de k (i.e.,
des morphismes étales de but X et de source quasi-compacte). De même, on note
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VarRigqc/k ⊂ VarRig/k, SmRigqc/k ⊂ SmRig/k, etc. les sous-catégories pleines for-
mées des k-variétés rigides quasi-compactes. Les morphismes de sites

(Et/X,Nis)→ (Etqc/X,Nis), (VarRig/k,Nis)→ (VarRigqc/k,Nis)

et (SmRig/k,Nis)→ (SmRigqc/k,Nis)

induisent des équivalences de topos.

Proposition 1.2.12. — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et X un modèle
de X. On dispose d’un diagramme de morphismes de sites

(Et/X,Nis)
η

!! (Et/X,Nis) (Et/Xσ,Nis).
σ

""

De plus, σ est une équivalence de catégories qui est continue ainsi que son quasi-
inverse (et qui induit donc une équivalence de topos).

Démonstration. — Les foncteurs « fibre générique » et « fibre spéciale »

Et/X −→ Et/Xη et Et/X −→ Et/Xσ

commutent aux limites finies et préservent les recouvrements Nisnevich. Ils induisent
donc des morphismes de sites. Le fait que σ est une équivalence de catégories découle
immédiatement de [20, Théorème 18.1.2]. c.q.f.d.

Considérons le site LimX∈Mdl(X)(Et/X,Nis), limite projective des sites (Et/X,Nis)
suivant la catégorie cofiltrante Mdl(X). La catégorie sous-jacente à ce site est la 2-
colimite ColimX∈Mdl(X) Et/X. Ainsi, les objets sont des morphismes étales de schémas
formels (U/X) = (U→ X) avec X ∈ Mdl(X) et les morphismes

hom((U′/X′), (U/X)) = Colim
X′′→X∧X′∈Mdl(X)/X∧X′

homX′′(U′ ×̂X′ X′′,U ×̂X X′′).

Le foncteur « fibre générique » définit un foncteur ColimX∈Mdl(X) Et/X→ Et/X. Ce
foncteur est pleinement fidèle. En effet, soient U/X et U′/X′ deux objets de la catégorie
ColimX∈Mdl(X) Et/X. Quitte à raffiner les modèles, on peut supposer que X = X′ et
que X est plat sur k◦. L’application homX(U′,U)→ homX(U′

η,Uη) est alors bijective
si X est suffisamment normal dans sa fibre générique. En effet, si (U′

i)i désignent les
composantes connexes de U′, les éléments de homX(U′,U) sont en bijection canonique
avec les familles (Vi)i, où Vi est une composante connexe de U′

i ×̂X U qui s’envoit
isomorphiquement sur U′

i. Si X est suffisamment normal dans sa fibre générique, cet
ensemble s’identifie par passage à la fibre générique à l’ensemble des familles (Vi)i, où
Vi est une composante connexe de U ′

i ×̂X U qui s’envoie isomorphiquement sur U ′
i . Cet

ensemble est en bijection canonique avec homX(U ′, U). La pleine fidélité s’en déduit.
On note (Et/X)br l’image essentielle du foncteur ColimX∈Mdl(X) Et/X → Et/X.

Les objets (U/X) de (Et/X)br sont dit à bonne réduction. La topologie du site
LimX∈Mdl(X)(Et/X,Nis) induit une topologie de Nisnevich, encore notée « Nis », sur
(Et/X)br. On a la conséquence suivante de la définition 1.2.8.
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Corollaire 1.2.13. — Soit X une k-variété rigide. L’association :

(U/X) ∈ Ob(Etqc/X)!
(
(Et/U)br,Nis

)

est une P -structure sur le site (Etqc/X,Nis) au sens de [3, Définition 4.4.57]. De plus,
le site ((Et/U)br,Nis) est canoniquement équivalent à LimU∈Mdl(U)(Et/U,Nis).

Démonstration. — La dernière assertion est mise pour mémoire. Soit U ′/U un objet
de (Et/U)br. Il s’agit de raffiner tout recouvrement Nisnevich Vi → U ′ de k-variétés
rigides par la fibre générique d’un recouvrement Nisnevich d’un modèle de U ′. Ceci
est possible par définition. c.q.f.d.

On va utiliser le corollaire précédent pour décrire une famille conservative de points
du topos ShvNis(Et/X). On fait d’abord une définition.

Définition 1.2.14. — Soient X une k-variété rigide et y ∈ P(Y ) un point d’une X-
variété rigide étale Y quasi-compacte (relativement à k). On note FltNis(y) la catégorie
dont les objets sont les couples (U, u) avec U dans (Et/Y )br et u ∈ P(U) au-dessus de

y tel que k◦(y) → k◦(u) induit un isomorphisme k̃(y) ≃ k̃(u) sur les corps résiduels.
Étant donné un préfaisceau F sur Et/X, on pose

(1.36) fNis,y(F ) = Colim
(U,u)∈FltNis(y)

F (U).

La catégorie FltNis(y) est cofiltrante et sa sous-catégorie pleine, dont les objets sont
les couples (U, u) avec U connexes, est cofinale et équivalente à un ensemble ordonné.
Ceci sera clair après la preuve de la proposition ci-dessous.

Proposition 1.2.15. — Soit X une k-variété rigide. Le topos ShvNis(Et/X) possède
une famille conservative de points donnés par les fNis,y avec y ∈ P(Y ) des points dans
des X-variétés rigides étales et quasi-compactes Y .

Démonstration. — On peut supposer X quasi-compacte. Par le corollaire 1.2.13, il
suffit de montrer que le topos ShvNis((Et/X)br) possède une famille conservative de
points donnés par la formule (1.36) où F est un faisceau Nisnevich sur (Et/X)br et
y ∈ P(Y ) des points dans des X-variétés rigides étales Y dans (Et/X)br. On divise
la preuve en deux parties. Dans la première on démontre que fNis,y est exact et qu’il
définit donc un point. Dans la seconde, on montre que la famille de points ainsi obtenue
est conservative.

Première partie : On sait que ((Et/X)br,Nis) ≃ LimX∈Mdl(X)(Et/X,Nis). Pour X un
modèle formel de X, le topos ShvNis(Et/X,Nis) possède une famille conservative de
points indexée par les points p ∈ Yσ pour Y des X-schémas formels étales. Au point p
correspond le foncteur fibre

(1.37) F ∈ ShvNis(Et/X,Nis) ! (F )p = Colim
(U,q)∈VY(p)

F (U) = Colim
p→U→Y

F (U)
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où la colimite est prise selon la catégorie VY(p) des voisinages Nisnevich de p dans Y.
Rappelons qu’un objet (U, q) ∈ VY(p) est un couple formé d’un Y-schéma formel

étale U et d’un point q ∈ Uσ au-dessus de p tel que k̃(p) ≃ k̃(q).
Soient Y une X-variété rigide dans (Et/X)br et y = (pY)Y∈Mdl(Y ) ∈ P(Y ). On pose

VY (y) = Colim
Y∈Mdl(Y )

VY(pY).

Les objets de VY (y) sont les couples (U/Y, qU) avec Y un modèle formel de Y , U un

Y-schéma formel étale et qU ∈ Uσ un point au-dessus de pY tel que k̃(pY) ≃ k̃(qU).
Étant donnés deux tels objets (U1/Y, qU1) et (U2/Y, qU2), on a

homVY (y)((U1/Y, qU1), (U2/Y, qU2))

= Colim
Y∈Mdl(Y )/Y1∧Y2

homVY(pY)

(
(U1 ×̂Y1 Y, qU1 ×pY1

pY), (U2 ×̂Y2 Y, qU2 ×pY2
pY)

)
.

La catégorie VY (y) est cofiltrante étant une colimite filtrante de catégories cofiltrantes.
De plus, sa sous-catégorie pleine formée des couples (U/Y, qU) avec U connexe est
cofinale et équivalente à un ensemble ordonné. On définit un foncteur

F ∈ ShvNis( Colim
X∈Mdl(X)

(Et/X))(1.38)

! Fy = Colim
(U/Y,qU)∈VY (y)

F (U) = Colim
pY→U→Y

F (U).

Montrons que (1.38) est un foncteur fibre, i.e., qu’il est exact. Il est clair que (1.38)
commute aux limites finies. Montrons qu’il commute aux colimites. Remarquons pour
cela que (1.38) garde un sens pour F un préfaisceau sur ColimX∈Mdl(X)(Et/X) et qu’il
commute avec les colimites de préfaisceaux. Or, la colimite d’un système inductif de
faisceaux est le faisceau associé à la colimite du même système inductif, calculée dans
la catégorie des préfaisceaux. Il suffit donc de montrer que le morphisme évident
Fy → (aNis(F ))y est inversible. Ceci découle de la construction du foncteur aNis et
du fait que pour tout recouvrement Nisnevich (Yi → Y)i∈I avec Y ∈ Mdl(Y ), il existe

i0 ∈ I, qi0 ∈ (Yi0)σ au-dessus de pY tel que k̃(qi0) = k̃(pY) (i.e., (Yi0/Y, qi0) ∈ VY (y)).

On dispose d’un foncteur VY (y) → FltNis(y) qui à un couple (U/Y, qU) associe le
couple (U, u) avec U = Uη et u = (qU×pY

pY′)Y′∈Mdl(Y )/Y. L’existance d’un tel foncteur
dépend du lemme 1.2.16 ci-dessous qui assure que le foncteur Mdl(Y )→ Mdl(U), qui
à un modèle Y′ de Y associe Y′ ×̂Y U, est cofinal. Ce foncteur VY (y) → FltNis(y) est
une équivalence de catégories. De plus, le carré

VY (y) !!

∼
""

ColimX∈Mdl(X)(Et/X)

∼
""

FltNis(y) !! (Et/X)br

commute. Ci-dessus, les foncteurs horizontaux sont les foncteurs d’oubli des points.
Ainsi, modulo l’équivalence de catégories ShvNis((Et/X)br) ≃ ShvNis(LimXEt/X),
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le foncteur (1.38) correspond au foncteur fNis,y. C’est donc un point du topos
ShvNis((Et/X)br).

Deuxième partie : On vérifie ici que les fNis,y forment une famille conservative de
points pour le site ((Et/X)br,Nis). Soit f : F → G un morphisme de faisceaux tel
que fNis(f) est bijective pour tout point y ∈ P(Y ) dans une X-variété rigide étale Y
dans (Et/X)br. Il nous faut montrer que f est inversible.

Montrons d’abord que f est injectif. Soient a1, a2 ∈ F (Y ) tels que f(a1) = f(a2).
Pour y ∈ P(Y ), les sections a1 et a2 sont identifiées dans fNis,y(F ). Il existe donc
(U(y), u) ∈ FltNis(y) tel que (a1)|U(y) = (a2)|U(y). Or, par le lemme 1.2.17 ci-dessous,
la famille (U(y) → Y )y∈P(Y ) est un recouvrement Nisnevich. Comme F est un fais-
ceau, on a a1 = a2.

Montrons que f est surjective (en tant que morphisme de préfaisceaux). Soit
b ∈ G(Y ). Pour y ∈ P(Y ), l’image de b dans fNis,y(G) possède un antécédent dans
fNis,y(F ). Il existe donc (U(y), u) ∈ FltNis(y) et by ∈ F (U(y)) tels que f(by) = b|U(y).

Étant donné que f est injective, on a (by1)|U(y1)∩U(y2) = (by2)|U(y1)∩U(y2) pour
(y1, y2) ∈ P(Y )2. Par le lemme 1.2.17 ci-dessous, la famille (U(y) → Y )y∈P(Y ) est
un recouvrement Nisnevich. Comme F est un faisceau, il existe b′ ∈ F (Y ) tel que
b′|U(y) = by. On a alors f(b′) = b puisque G est un faisceau et que cette égalité est

vraie après restriction aux ouverts U(y). La proposition est démontrée. c.q.f.d.

Lemme 1.2.16. — Soit X un k◦-schéma formel essentiel et soit Y un X-schéma
formel étale.

1) Soit u : Z→ Y un morphisme de X-schémas formels. On suppose que Z est plat
sur X. Alors, Z est plat sur Y. Si de plus uη est inversible, alors u est aussi inversible.

2) Notons X = Xη et Y = Yη. Le foncteur Mdl(X)/X → Mdl(Y ), qui associe à
X′ ∈ Mdl(X)/X le modèle Y ×̂X X′, est cofinal.

Démonstration. — La second assertion découle de la première en utilisant le théorème
de platification de Raynaud-Gruson (voir [22]). On se concentre donc sur la première
assertion. Le Y-schéma Y ×̂X Z est plat. Comme Y/X est étale, l’immersion diagonale
Y → Y ×̂X Y est ouverte. Il vient que le morphisme (u, id) : Z → Y ×̂X Z est aussi
une immersion ouverte. En particulier, il est plat. Il suffit alors de remarquer que u
est le morphisme composé pr1 ◦ (u, id) où pr1 est la projection sur le premier facteur
de Y ×̂X Z.

Supposons maintenant que uη est inversible. Par le lemme 1.1.28, on sait que u est

fini. Étant donné qu’il est plat, on peut supposer que Γ(Z,O) est un Γ(Y,O)-module
libre. Puisque π ∈ Γ(Y,O) n’est pas un diviseur de zéro, ce module est forcément de
rang 1. Le résultat est maintenant clair. c.q.f.d.

Lemme 1.2.17. — Soit Y une k-variété rigide quasi-compacte et considérons une
famille R = (Yi → Y )i∈I de morphismes étales dans (Et/X)br. On suppose que pour
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tout y ∈ P(Y ), il existe i0 ∈ I et qi0 ∈ P(Yi0) tels que (Yi0 , qi0) ∈ FltNis(y). Alors, R
est un recouvrement pour la topologie de Nisnevich.

Démonstration. — Pour un modèle formel Y de Y , on note WY ⊂ Y le plus gros ouvert
Zariski tel que R ×̂Y (WY)η est un recouvrement pour la topologie de Nisnevich. On
note ZY le complémentaire de WY. Si Y′ est un modèle plus fin que Y, le morphisme
ZY′ → ZY est surjectif. En effet, comme c’est un morphisme propre, son image est un
fermé T ⊂ ZY. Étant donné que (Y− T )η ⊂ (Y′ − ZY′)η, on voit que R ×̂Y (Y − T )η
est un recouvrement Nisnevich. Par la maximalité de WY on a forcément T = ZY.

On suppose par l’absurde que les fermés ZY sont non vides. Notons Z = LimYZY ;
c’est un fermé non vide de P(Y ). Soit z ∈ Z un point dont l’image zY dans Yσ est un
point générique de ZY pour tout modèle formel Y de Y . Par hypothèse, il existe i0 ∈ I
et qi0 ∈ P(Yi0) tels que (Yi0 , qi0) ∈ FltNis(z). Soit Y un modèle formel de Y tel que
Yi0 est la fibre générique d’un Y-schéma formel étale Yi0 . Puisque Yi0 est un voisinage
étale de zY et que zY est un point générique de ZY, il existe un ouvert RY ⊂ ZY

contenant zY et tel que Yi0 est un voisinage étale de RY. On pose W′
Y = WY ∪ RY

qu’on considère comme un ouvert du schéma formel Y. Montrons que R ×̂Y (W′
Y)η

est un recouvrement Nisnevich. Ceci terminera la preuve du lemme par contradiction
avec l’hypothèse de maximalité de WY.

Soit I0 ⊂ I un ensemble fini tel que (Yi ×̂Y (WY)η → (WY)η)i∈I0 est un recouvre-
ment Nisnevich de (WY)η. On peut trouver un éclatement admissible Y′ → Y tel que
les Yi sont les fibres génériques de Y′-schémas formels étales Y′

i, pour i ∈ I0, et tel
que (Y′

i ×̂Y WY)i∈I0 est un recouvrement Nisnevich de Y′ ×̂Y WY. Or, Y′
i0 = Y′ ×̂Y Yi0

est encore un voisinage étale de la partie localement fermée Y′
σ×Yσ R. Il vient que

(Y′
i ×̂Y W′

Y)i∈I0∪{i0} est un recouvrement Nisnevich du k◦-schéma formel Y′ ×̂Y W′
Y.

D’où la contradiction recherchée. c.q.f.d.

Le résultat suivant est un corollaire de la preuve de la propostion 1.2.15.

Corollaire 1.2.18. — Soit f : Y → X un morphisme de k-variétés rigides quasi-
compactes. Soit y ∈ P(Y ) et notons x = f(y). Il existe un foncteur

FltNis(x) −→ FltNis(y)

qui à un couple (U, u) ∈ FltNis(x) associe le couple (V, v) ∈ FltNis(y) avec V = Y ×̂X U
et v ∈ P(V ), au-dessus de y, caractérisé par la propriété d’être envoyé sur u par
V → U .

Supposons maintenant que f est fini et notons f−1(x) = {y1, . . . , yr}. Pour (U, u) ∈
FltNis(x) on note (V = Y ×̂X U, vi) ∈ FltNis(yi) son image par le foncteur ci-dessus.
Pour U ∈ FltNis(x) connexe et suffisamment fin, V admet une unique décomposition
en somme disjointe V =

∐r
i=1 Vi telle que Vi contient le point vi. De plus, l’association

(U, u)! (Vi, vi) est cofinale dans FltNis(yi).
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Démonstration. — Rappellons qu’on dispose d’une équivalence de catégories
(Et/X)br ≃ ColimX(Et/X) et que, modulo cette équivalence, FltNis(x) s’identi-
fie avec

VX(x) = Colim
X

VX

(
(P(X)→ Xσ)(x)

)

avec VX((P(X)→ Xσ)(x)) la catégorie des voisinages étales de l’image de x dans X.

Lorsqu’on traduit l’énoncé du lemme en termes de voisinages étales dans des sché-
mas formels, la première partie devient évidente. La seconde découle immédiatement
du fait que l’anneau Oh

X,p = Colimp→U→X Γ(U,O), où U parcourt la catégorie des
voisinages étales d’un point p ∈ X, est hensélien. Les détails seront laissés au lecteur.

c.q.f.d.

Soit X un modèle d’une k-variété rigide quasi-compacte X. On note

ηX :
(
(Et/X)br,Nis

)
−→ (Et/X,Nis)

le morphisme de sites évident.

Lemme 1.2.19. — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et F un préfaisceau
sur (Et/X)br à valeurs dans une catégorie cocomplète. Le morphisme évident

Colim
X∈Mdl(X)

(ηX)
∗(ηX)∗F −→ F

est inversible.

Démonstration. — Soit (U/X) ∈ Ob((Et/X)br). Pour calculer
[

Colim
X∈Mdl(X)

(ηX)
∗(ηX)∗F

]
(U)

il suffit de prendre la colimite suivant la sous-catégorie cofinale Mdl′(X) ⊂ Mdl(X)
formée des modèles plats X pour lesquels il existe un X-schéma formel étale U de fibre
générique U . Rappelons que

(1.39) (ηX)
∗(ηX)∗F (U) = Colim

U→Vη∈U\(Et/X)
F (Vη).

Lorsque X ∈ Mdl′(X), la catégorie U\(Et/X) admet alors U pour objet final de sorte
que (1.39) se réécrit simplement

(1.40) (ηX)
∗(ηX)∗F (U) = F (Uη) = F (U).

D’où le résultat. c.q.f.d.

Si X est une k-variété rigide (resp. X un k◦-schéma formel, X un k̃-schéma), on
note

Hp
Nis(X,−) = RpΓNis(Et/X,−)

(
resp. Hp

Nis(X,−) = RpΓNis(Et/X,−), Hp
Nis(X,−) = RpΓNis(Et/X,−)

)

le p-ième foncteur dérivé du foncteur « sections globales » pour les faisceaux Nisnevich
de groupes abéliens. On étend ces foncteurs de la manière habituelle aux catégories de
préfaisceaux de groupes abéliens en composant d’abord par le foncteur de faisceauti-
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sation. On a le théorème ci-dessous qui ramène le calcul de la cohomologie Nisnevich
en géométrie rigide au calcul de la cohomologie Nisnevich en géométrie algébrique.

Théorème 1.2.20. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit F un pré-
faisceau de groupes abéliens sur Et/X. Il existe alors des isomorphismes canoniques

(1.41) Hp
Nis(X,F ) ≃ Colim

X∈Mdl(X)
Hp

Nis(X, (ηX)∗F ) ≃ Colim
X∈Mdl(X)

Hp
Nis(Xσ,σ

∗(ηX)∗F )

pour tout p ∈ Z.

Démonstration. — Le deuxième isomorphisme dans (1.41) provient de l’isomorphisme
de sites de la proposition 1.2.12.

Notons e : (Et/X,Nis) → ((Et/X)br,Nis) le morphisme de sites défini par l’inclu-
sion (Et/X)br ↪→ Et/X. Par le corollaire 1.2.13, le foncteur e∗ est exact sur la catégorie
des faisceaux de groupes abéliens. Il vient que le morphisme évident e∗F → Re∗F est
un quasi-isomorphisme. Il suffit donc de prouver que la flèche évidente

Colim
X∈Mdl(X)

Hp
Nis(X, (ηX)∗F ) −→ RpΓNis((Et/X)br, F )

est inversible. Comme le site ((Et/X)br,Nis) est naturellement équivalent à
LimX∈Mdl(X)(Et/X,Nis) et que F ≃ ColimX∈Mdl(X)(ηX)

∗(ηX)∗F , le résultat dé-
coule de [1, Exposé VI]. c.q.f.d.

On déduit immédiatement le corollaire suivant de son correspondant en géométrie
algébrique (voir [43, Lemme E.6.c]).

Corollaire 1.2.21. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. La dimension
cohomologique du site (Et/X,Nis) est plus petite ou égale à la dimension de X.

1.2.2. Carrés Nisnevich et propriété de Brown-Gersten. — Lorsque la valua-
tion de k est triviale, le lecteur vérifiera que les notions et résultats de ce paragraphe
correspondent bien aux notions et résultats classiques en géométrie algébrique.

Définition 1.2.22. — Un carré commutatif (C) de k-variétés rigides quasi-compactes

(1.42) U ′ u′
!!

f ′
""

X ′

f
""

U
u

!! X

est appelé un carré Nisnevich si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) le carré (C) est cartésien,

(ii) f est un morphisme étale à bonne réduction (i.e., X ′ ∈ Ob((Et/X)br)) et u est
une immersion ouverte,

(iii) pour tout point fermé x ∈ X − U la fibre f−1(x) est réduite à un point x′ et
k(x) ≃ k(x′).

La k-variété rigide X est parfois appelée la base de (C).
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La classe des carrés Nisnevich est stable par changement de base suivant les mor-
phismes de k-variétés rigides quasi-compactes Y → X.

Lemme 1.2.23. — On garde les notations de la définition 1.2.22. Sous les conditions
(i) et (ii), la condition (iii) est équivalente à :

(iii′) le morphisme de k-variétés rigides X ′ − U ′ → X − U est inversible.

Démonstration. — L’implication (iii′)⇒ (iii) est claire. Pour l’implication (iii)⇒ (iii′)
on supposera que la valuation de k est non triviale (le cas de la valuation triviale est
laissé au lecteur). Les variétés rigides X − U et X ′ − U ′ sont alors naturellement des
ouverts admissibles (mais pas nécessairement quasi-compacts) de X et X ′. Il suffit
donc de montrer que si Y ⊂ X est un ouvert admissible quasi-compacts et disjoint
de U , le morphisme Y ′ = Y ×̂X X ′ → Y est inversible.

Ceci nous ramène à démontrer (iii) ⇒ (iii′) dans le cas où U = ∅. L’immersion
diagonale ∆f : X ′ → X ′ ×̂X X ′ est ouverte puisque f est étale. La condition (iii)
montre que ∆f est surjective sur les points fermés. Ceci montre que ∆f est inversible.
Il s’ensuit que les projections X ′ ×̂X X ′ → X ′ sont aussi inversibles. Puisque f est
fidèlement plat (car étale et surjectif), il s’ensuit que f est un isomorphisme. c.q.f.d.

On déduit du lemme précédent que la classe des carrés Nisnevich est aussi stable
par changement de base suivant les extensions k ⊂ K de corps valués complets.

Proposition 1.2.24. — On garde les notations de la définition 1.2.22. Si le carré
(C) est Nisnevich, alors le couple (u : U → X, f : X ′ → X) est un recouvrement
Nisnevich de X.

Démonstration. — Considérons un modèle cartésien du carré (C) :

U′ ũ′
!!

f̃ ′
""

X′

f̃
""

U
ũ

!! X

avec ũ une immersion ouverte et f̃ un morphisme étale. Supposons aussi que X est
essentiel. Il suffit de montrer qu’en passant aux fibres spéciales dans le carré ci-dessus,
on trouve un carré Nisnevich au sens usuel. On pose Z = Xσ − Uσ et Z ′ = X′

σ − U′
σ

qu’on munit de leurs structures de schémas réduits. On doit montrer que Z ′ → Z est
un isomorphisme. Étant donné que Z et Z ′ sont des k̃-schémas de type fini et que
le morphisme en question est étale, il suffit de montrer qu’il induit un isomorphisme
Z ′ ×Z Spec(k̃a) ≃ Spec(k̃a) pour tout point Spec(k̃a)→ Z à valeur dans une clôture

algébrique k̃a de k̃. Puisque X est essentiel, un tel point provient d’un morphisme
de schémas formels z : Spf(l◦) → X, avec l/k une extension finie, et du choix d’un

plongement l̃/k̃ ↪→ k̃a/k̃. Puisque le l̃-point zσ appartient à Z, le l-point zη est dans
X − U . Il s’ensuit un isomorphisme X ′ ×̂X Spm(l) ≃ Spm(l). Puisque X′ est plat

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

73

73



68 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

sur X, on en déduit un isomorphisme X′ ×̂X Spf(l◦) ≃ Spf(l◦). Ceci entrâıne que
Z ′ ×Z Spec(l̃ ) ≃ Spec(l̃ ) comme souhaité. c.q.f.d.

Les recouvrements associés aux carrés Nisnevich par la proposition précédente se-
ront appelés les recouvrements Nisnevich élémentaires. La preuve de la proposition
précédente donne le résultat suivant.

Proposition 1.2.25. — Soit (C) un carré cartésien de k◦-schémas formels

(1.43) U′ u′
!!

f ′
""

X′

f
""

U
u

!! X

avec f étale et u une immersion ouverte. Si (Cσ) est un carré Nisnevich de k̃-schémas,
alors (Cη) est un carré Nisnevich de k-variétés rigides quasi-compactes. Si X est plat
sur k◦, la réciproque est aussi vraie.

Dans la suite, un carré (C) comme dans la proposition 1.2.25 sera appelé un carré
Nisnevich si (Cσ) est un carré Nisnevich.

Le reste de ce paragraphe est consacré aux analogues rigides de quelques propriétés
classiques de la topologie de Nisnevich en géométrie algébrique. Il y a deux façons
d’obtenir ces propriétés : par voie directe en suivant de près les démonstrations dans
le cas algébrique ; par voie indirecte en utilisant le corollaire 1.2.13 pour se ramener
à l’énoncé correspondant sur la fibre spéciale d’un modèle bien choisi. Nous avons
préféré suivre la première voie.

Proposition 1.2.26. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit F un
faisceau d’ensembles sur Etqc/X. Alors, F est un faisceau Nisnevich si et seulement
si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) F (∅) ≃ ∗ (où ∗ est un singleton),

(ii) tout carré Nisnevich de X-variétés rigides dans Etqc/X

(1.44) V ′ v′
!!

g′
""

Y ′

g
""""

V
v

!! Y

induit un isomorphisme d’ensembles F (Y )
∼
!! F (Y ′)×F (V ′) F (V ). En d’autres

termes, F transforme un carré Nisnevich de Etqc/X en un carré cartésien d’en-
sembles.

Démonstration. — Supposons d’abord que F est un faisceau Nisnevich. On a bien
F (∅) = ∗ puisque le préfaisceau vide est un crible couvrant de la k-variété vide.
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D’autre part, étant donné un carré Nisnevich comme dans (ii), la famille (g, v) est un
recouvrement Nisnevich. On a alors une suite exacte d’ensembles

F (Y ) !! F (V )× F (Y ′)
(1)

!!

(2)
!! F (V×Y V )× F (V×Y Y ′)× F (Y ′×Y V )× F (Y ′×Y Y ′).

La flèche (1) envoie (a, b) ∈ F (V )×F (Y ′) sur (pr∗1(a), pr
∗
1(a), pr

∗
1(b), pr

∗
1(b)) alors que

la flèche (2) envoie cet élément sur (pr∗2(a), pr
∗
2(b), pr

∗
2(a), pr

∗
2(b)). Comme V est une

immersion ouverte, les deux projections V ×Y V !!
!! V sont égales. Ainsi, les premiers

éléments dans les deux quadruplets ci-dessus sont toujours égaux. L’égalité entre les
deuxièmes éléments est équivalente à l’égalité entre les troisièmes éléments. Montrons
que l’égalité entre les quatrièmes éléments est automatique lorsque pr∗1(a) = pr∗2(b).
En effet, on a Y ′ ×Y Y ′ = Y ′ ∐Z avec Z ∈ Et/Y au-dessus de V . Il vient que les
deux possibles images de b dans F (Z) cöıncident avec l’unique image de a dans F (Z).
Il suffit alors d’utiliser que F (Y ′ ×Y Y ′) ≃ F (Y ′) × F (Z). On a ainsi montré que la
suite

F (Y ) !! F (V )× F (Y ′) !!
!! F (Y ′×Y V )

est exacte. Ceci équivaut à dire que F (Y ) → F (Y ′) ×F (V ′) F (V ) est bijective. Les
conditions (i) et (ii) sont donc nécessaires.

Pour la réciproque, on montre d’abord que F est séparé. Soient U/X un objet de
Etqc/X et γ1, γ2 ∈ F (U) deux sections qui cöıncident sur un recouvrement de U . On
peut supposer que U = X et on note R le recouvrement de X au-dessus duquel γ1
et γ2 deviennent égales. Par le lemme 1.2.27 ci-dessous, il existe une suite croissante
d’ouverts (X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn = X) et des carrés Nisnevich (pour 0 ≤ i ≤ n− 1)

Y ′
i+1

!!

""

Yi+1

""

Xi
!! Xi+1

tels que le recouvrement Nisnevich (X0, Y1, Y2, . . . Yn) raffine R. Montrons par récur-
rence sur i que (γ1)|Xi

= (γ2)|Xi
. Lorsque i = 0, ceci est clair. Supposons le résultat

vrai pour i. On sait que (γ1)|Yi+1
= (γ2)|Yi+1

. Mais par (ii), la flèche F (Xi+1) →
F (Xi)× F (Yi+1) est injective. Ceci montre que (γ1)|Xi+1

= (γ2)|Xi+1
.

Maintenant que l’on sait que F est séparé, il suffira de montrer que ℓ(F ) : F → LF
est surjectif. On se ramène facilement à considérer les sections au-dessus de X. Soit
γ ∈ LF (X) et R un recouvrement au-dessus duquel γ est défini. On peut supposer
que R = (X0, Y1, Y2, . . . Yn) comme ci-dessus. On va montrer par récurrence sur i
qu’il existe γi ∈ F (Xi) qui est envoyé sur γ|Xi

∈ LF (Xi). Ceci est vrai pour i = 0.
Supposons γi construite. Par hypothèse, il existe δ ∈ F (Yi+1) qui est envoyé sur γ|Yi+1

.
Il vient que δ|Y ′

i+1
et (γi)|Y ′

i+1
sont envoyés par ℓ(F ) sur le même élément γY ′

i+1
. Ils

sont donc égaux puisque F est séparé. On obtient l’élément γi+1 en prenant l’image

inverse de (δ, γi) par la bijection F (Xi+1)
∼
!! F (Yi+1)×F (Y ′

i+1)
F (Xi). c.q.f.d.
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Lemme 1.2.27. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et séparée, et soit
R un recouvrement Nisnevich de X. Il existe alors une suite croissante d’ouverts
(X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn = X) et des carrés Nisnevich (0 ≤ i ≤ n− 1)

Vi
!!

""

Yi+1

""

Xi
!! Xi+1

tels que le recouvrement Nisnevich (X0, Y1, . . . , Yn) raffine R.

Démonstration. — On peut supposer que R est la fibre générique d’un recouvrement
Nisnevich de k◦-schémas formels Q = (Ui → X)i avec X un modèle plat de X. Il suffit
alors de construire une suite croissante (X0 ⊂ · · · ⊂ Xn = X) d’ouverts du k◦-schéma
formel X et des carrés Nisnevich

Vi
!!

""

Yi+1

""

Xi
!! Xi+1

tels que le recouvrement Q ×X Xr est raffiné par (X0,Y1, . . . ,Yr).
On raisonne par récurrence en posant X−1 = ∅. Supposons Xi et Yi construits

pour i < r. Soit Z le complémentaire de Xr−1 dans X. Si Z est non vide, on choisit un
point générique p de Z. Ce point admet un relèvement à Uα pour un certain indice α.
Il existe alors un voisinage Zariski Z0 de p dans Z et un triangle commutatif

Uα

""

Z0
!!

##

X.

On pose Xr = Xr−1∪Z0. On prend alors pour Yr l’ouvert de Uα ×̂X Xr complémentaire
du fermé F tel que Uα×̂XZ0 = Z0

∐
F . Les propriétés recherchées sont évidentes. Le

fait que X = Xn, pour n suffisamment grand, découle du fait que la suite des Xr est
strictement croissante et que X est noethérien. c.q.f.d.

Corollaire 1.2.28. — Soit X une k-variété rigide. L’image d’un carré Nisnevich
par le plongement de Yoneda Etqc/X → ShvNis(Et/X) est un carré cartésien et
cocartésien. La même propriété est vraie pour les carrés Nisnevich de k-variétés rigides
dans SmRigqc/k, VarRigqc/k, etc.

Démonstration. — Le foncteur Et/X → ShvNis(Et/X) commute aux limites finies.
Il envoie donc un carré cartésien sur un carré cartésien. Pour montrer qu’un carré
Nisnevich est envoyé sur un carré cocartésien, on utilise le lemme de Yoneda et la
proposition 1.2.26. c.q.f.d.

La proposition 1.2.26 admet une variante homotopique. Soit M une catégorie de
modèles. On fait la définition suivante.
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Définition 1.2.29. — On dit qu’un préfaisceau F sur Etqc/X à valeurs dans M
admet la propriété de Brown-Gersten si F (∅/X)→ ∗ est une équivalence faible et si
F transforme un carré Nisnevich en un carré homotopiquement cartésien.

Pour simplifier, on supposera dans la suite que M est une catégorie de modèles
stables (voir [25] et aussi [3, Définition 4.1.44]). En particulier, un carré de M est
homotopiquement cartésien si et seulement si il est homotopiquement cocartésien.
Étant donné un préfaisceau F (sur Etqc/X, etc.) à valeurs dans M, on note Π0(A,F )
le préfaisceau homHo(M)(A,F (−)) et ΠNis

0 (A,F ) son faisceau Nisnevich associé. On
a le théorème suivant dont la preuve est calquée sur celle de [14, Théorème 1′].

Théorème 1.2.30. — Soit F → G un morphisme dans PreShv(Etqc/X,M) tel que
F et G possèdent la propriété de Brown-Gersten. Soit A un objet de M et supposons
que les morphismes ΠNis

0 (A,F [n]) → ΠNis
0 (A,G[n]) sont inversibles pour tout n ∈ Z.

Alors, les morphismes Π0(A,F [n]) → Π0(A,G[n]) sont également inversibles pour
tout n ∈ Z.

Démonstration. — En prenant la fibre homotopique de F → G, on est ramené au cas
G = ∗. Il s’agit alors de montrer que les préfaisceaux Π0(A,F [n]) sont nuls sachant
que leurs faisceaux Nisnevich associés sont nuls.

Soient (U1/X) et (U2/X) deux objets de Etqc/X. On déduit du carré homotopi-
quement cartésien

F (U1
∐

U2/X) !!

""

F (U1/X)

""

F (U2/X) !! F (∅/X)

et de l’équivalence faible F (∅) ≃ ∗, un isomorphisme

Π0(A,F [n])(U1

∐
U2) ≃ Π0(A,F [n])(U1)⊕Π0(A,F [n])(U2).

Le foncteur Π0(A,F [n]) est donc additif.
Soit d ≥ 0 un entier. On considère la propriété (Pd) suivante. Soient n ∈ Z, U/X ∈

Ob(Etqc/X) et γ ∈ Π0(A,F [n])(U). Pour tout modèle essentiel U de U , il existe un
ouvert Zariski U0 ⊂ U dont le complémentaire est de codimension supérieure ou égale
à d et tel que γ|(U0)η = 0.

La propriété (P0) est vraie puisque l’on peut prendre pour U0 l’ouvert vide. Si
d ≥ dim(X), la propriété (Pd) implique la trivialité des préfaisceaux Π0(A,F [n]).
Pour conclure, il suffit de montrer l’implication (Pd)⇒ (Pd+1).

On fixe l’entier n ∈ Z et la classe γ comme ci-dessus. On peut supposer que U = X
(et donc que X est quasi-compacte). Soit X′ → X un morphisme de modèles essentiels.
Supposons trouvé un ouvert X′

0 ⊂ X′ tel que Z ′ = X′−X′
0 est de codimension ≥ d+1

et γ|(X′
0)η

= 0. Notons Z l’image de Z ′ dans X et X0 = X − Z. Il est clair que
(X0)η ⊂ (X′

0)η. Il vient que γ|(X0)η = 0. D’autre part, Z est de codimension ≥ d+ 1.
Il suffit donc de prouver (Pd+1) pour les modèles suffisamment fins.
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On peut donc supposer l’existence d’un recouvrement Nisnevich R = (Ui → X)i
tel que γ s’annule sur les (Ui)η. Comme Π0(A,F [n]) est additif, on peut supposer que
ce recouvrement est réduit à une seule flèche U→ X. Par l’hypothèse de récurrence, il
existe un ouvert Zariski Xd dont le complémentaire Z est de codimension supérieure
ou égale à d et tel que γ est nulle sur (Xd)η. Soient Z0 ⊂ Z un ouvert dense et
s : Z0 → U une section. On pose W = Xd ∪Z0 et V = [U ×̂X W]−F où F est le fermé
tel que U×̂XZ0 = F

∐
Z0. Le fermé X −W est alors de codimension supérieure ou

égale à d+ 1. D’autre part, γ est nulle sur Vη et

Y !!

""

V

""

Xd
!! W

est un carré Nisnevich (avec Y = V ×̂W Xd). La propriété de Brown-Gersten fournit
alors la suite exacte

homHo(M)(A,F (Yη)[n− 1])
∂

!! homHo(M)(A,F (Wη)[n])

−→ homHo(M)(A,F ((Xd)η)[n]⊕ F (Vη)[n]).

Il existe donc un élément α ∈ homHo(M)(A,F (Yη)[n− 1]) tel que ∂(α) = γ|Wη
.

Appliquons maintenant la propriété (Pd) à α. Il existe alors un ouvert Yd de Y dont
le complémentaire est de codimension supérieure ou égale à d et tel que α|(Yd)η = 0.

Notons T le complémentaire de Yd et T son adhérence dans Vσ. La partie fermée
T − T s’envoie donc isomorphiquement sur son image S dans W. Comme S est de
codimension supérieure ou égale à d + 1 dans W, on voit que le complémentaire de
Xd+1 = W−S dans X est encore de codimension supérieure ou égale à d+1. D’autre
part, la carré

Y− T !!

""

V− T

""

Xd
!! Xd+1

est encore de Nisnevich. Or, γ|(Xd+1)η est l’image de 0 = α|(Y−T )η par ∂. D’où la
propriété (Pd+1). c.q.f.d.

Un objet A d’une catégorie de modèles M est dit homotopiquement compact si le
foncteur

homHo(M)(A[n],−) : M −→ Ens

commute aux petites colimites filtrantes pour tout n ∈ N. Nous adoptons une défi-
nition légèrement plus restrictive d’une catégorie de coefficients (comparer avec [3,
Définition 4.4.23]).

Définition 1.2.31. — Une catégorie de modèles M est appelée une catégorie de
coefficients lorsqu’elle vérifie les propriétés suivantes.
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(i) M est propre à gauche, présentable par cofibrations (au sens de [3, Déf. 4.2.39])
et stable.

(ii) Les équivalences faibles et les fibrations de M sont stables par coproduits finis et
colimites filtrantes.

(iii) Il existe un ensemble E d’objets homotopiquement compacts de M qui engendre
la catégorie triangulée avec sommes infinies Ho(M).

L’ensemble E sera fixé une fois pour toute. On supposera que tous les objets dans E

sont cofibrants et que pour tout A ∈ E les objets Σ(A) ≃ A[+1] et Ω(A) ≃ A[−1]
admettent des représentants dans E.

Soit S l’une des catégories Etqc/X, Et/X, VarRig/k, SmRig/k, etc., munie de la
topologie de Nisnevich. Par [3, Définition 4.4.33], on dispose sur PreShv(S,M), la
catégorie des préfaisceaux sur S à valeurs dans M, d’une structure de catégorie de mo-
dèles Nis-locale. Un morphisme K → L est une équivalence Nis-locale si et seulement
si ΠNis

0 (A[n],K) → ΠNis
0 (A[n], L) est inversible pour n ∈ Z et A ∈ E. Un objet K de

PreShv(S,M) est dit Nis-local si le foncteur homHo(PreShv(S,M))(−,K) transforme
les équivalences Nis-locales en des isomorphismes. (Précisons que Ho(PreShv(S,M))
est la catégorie homotopique de PreShv(S,M) relativement à la structure de modèles
non localisée, i.e., où les équivalences faibles sont les morphismes de préfaisceaux
K → L tel que K(U)→ L(U) est une équivalence faible de M pour tout U ∈ Ob(S) ;
ces équivalences faibles seront appelées les équivalences faibles de préfaisceaux dans
la suite.)

Corollaire 1.2.32. — Soit M une catégorie de coefficients et soit K un objet de
PreShv(Etqc/X,M). Alors, K est Nis-local si et seulement si il vérifie la propriété
de Brown-Gersten.

Démonstration. — La propriété de Brown-Gersten est préservée par équivalences
faibles de préfaisceaux. Il en est de même de la propriété d’être Nis-local. On peut donc
supposer que K est injectivement fibrant (voir [3, Définition 4.4.18]). En particulier,
pour tout préfaisceau d’ensembles F , homM(F,K) est un objet fibrant de M (voir
[3, Définition 4.4.2 et Lemme 4.4.19]). De même, étant donné un monomorphisme de
préfaisceaux d’ensembles F0 → F1, la flèche homM(F1,K) → homM(F0,K) est une
fibration.

Montrons d’abord qu’un préfaisceau K injectivement fibrant et Nis-local vérifie la
propriété de Brown-Gersten. Si ∅ désigne le préfaisceau vide et ∅/X laX-variété vide,
le morphisme homM(∅/X,K) = K(∅/X) → homM(∅,K) = ∗ est une équivalence
faible puisque aNis(∅) ≃ aNis(∅/X). D’où la première propriété de la définition 1.2.29.
Supposons donné un carré Nisnevich (C) de X-variétés rigides étales quasi-compactes

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

79

79



74 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

(au-dessus de k)

V ′ a′
!!

""

U ′

""

V
a

!! U.

Montrons que K(C) est homotopiquement cartésien. Étant donné que a et a′ sont
des monomorphismes de préfaisceaux d’ensembles, les flèches K(a) et K(a′) sont des
fibrations entre objets fibrants. Il suffit donc de montrer que le morphisme induit sur
les fibres Fib(K(a))→ Fib(K(a′)) est une équivalence faible.

Considérons le carré cocartésien de préfaisceaux d’ensembles

V !!

""

U

""

∗ !! U/V.

Le foncteur homM(−,K) envoie une colimite de préfaisceaux d’ensembles sur une
limite de M. On en déduit un carré cartésien dans M

K(U/V )

""

!! K(U)

""

K(∗) !! K(V )

à flèches verticales des fibrations entre objets fibrants de M. Le morphisme

Fib(a) −→ Fib(K(U/V )→ K(∗))

est donc une équivalence faible. Il en est de même de

Fib(a′) −→ Fib(K(U ′/V ′) −→ K(∗)).

On est donc ramené en fin de compte à montrer que K(U/V ) → K(U ′/V ′) est une
équivalence faible. Ceci découle de [3, Proposition 4.4.39] et du fait que V ′/U ′ → V/U
induit un isomorphisme sur les faisceaux Nisnevich associés (par le corollaire 1.2.28).

Pour la réciproque, on considère le morphisme α : K → LocNis(K) où LocNis est le
foncteur de localisation associé à la localisation de Bousfield suivant les équivalences
Nis-locales (voir [3, Proposition 4.2.72]). Ce morphisme est une équivalence Nis-locale,
i.e., induit un isomorphisme après application de ΠNis

0 (A[n],−) pour A ∈ E et n ∈ Z.
Par le théorème 1.2.30, et le fait que LocNis(K) est Nis-local, on déduit que α induit
un isomorphisme sur Π0(A[n],−). Ceci montre que α est une équivalence faible de
préfaisceaux. Le corollaire est prouvé. c.q.f.d.

Pour des références ultérieures, on note le résultat simple suivant.

Proposition 1.2.33. — Soit M une catégorie de coefficients. La classe des préfais-
ceaux sur Etqc/X à valeurs dans M vérifiant la propriété de Brown-Gersten est stable
par colimites filtrantes.
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Démonstration. — Les équivalences faibles et les fibrations de M sont stables par coli-
mites filtrantes. De plus, les colimites filtrantes dans M commutent aux limites finies
et, en particulier, aux produits fibrés. Il s’ensuit que les carrés homotopiquement carté-
siens de M sont stables par colimites filtrantes. Ceci permet de conclure.
c.q.f.d.

1.2.3. Engendrement par des k-affinöıdes ayant potentiellement bonne ré-
duction. — Soient S un site et C une categorie complète et cocomplète. Pour les
notions concernant les préfaisceaux et les faisceaux sur S à valeurs dans C, le lec-
teur pourra consulter [3, Section 4.4]. Étant donnés un préfaisceau d’ensembles E
et un préfaisceau F à valeurs dans C, on dispose d’un préfaisceau E ⊗ F à valeurs
dans C (voir [3, Définition 4.4.2]). Rappelons aussi que pour A ∈ Ob(C), on note
Acst le préfaisceau constant sur S de valeur A. On commence par un résultat général.
(Ci-dessous, « HoNis(−) » désigne le passage à la catégorie homotopique relative-
ment à la structure Nis-locale, i.e., la catégorie obtenue en inversant formellement les
équivalences Nis-locales.)

Proposition 1.2.34. — Soit M une catégorie de coefficients (au sens de la défini-
tion 1.2.31). La catégorie triangulée HoNis(PreShv(SmRig/k,M)) est compactement
engendrée (en tant que catégorie triangulée avec sommes infinies) par les objets de la
forme X ⊗Acst avec X une k-variété rigide quasi-compacte et lisse, et A ∈ E.

Démonstration. — L’inclusion évidente SmRigqc/k ↪→ SmRig/k induit une équiva-
lence de topos ShvNis(SmRig/k) ≃ ShvNis(SmRigqc/k) par [1, Exposé III, Théo-
rème 4.1]. Par [3, Proposition 4.4.55], on en déduit une équivalence de Quillen entre
PreShv(SmRig/k,M) et PreShv(SmRigqc/k,M) munies des structures Nis-locales.
Il suffit donc de prouver l’énoncé du lemme pour la catégorie triangulée (avec sommes
infinies) HoNis(PreShv(SmRigqc/k,M)).

Montrons d’abord que les objets X⊗Acst sont compacts. Il suffit plus généralement
de montrer que le foncteur

homHoNis(PreShv(SmRigqc/k,M))(X ⊗Acst,−) :(1.45)

PreShv(SmRigqc/k,M) −→ Ab

commute aux colimites filtrantes. Le foncteur (1.45) est isomorphe à
(1.46)

homHo(M)(A,Γ(X,−)) : PreShv(SmRigqc/k,M)
RΓ(X,−)

!! M
hom(A,−)

!! Ab.

Étant donné que A est homotopiquement compact, il suffit de montrer que RΓ(X,−)
commute aux colimites filtrantes à équivalence faible près. Par définition, RΓ(X,K)
est isomorphe dans Ho(M) à Γ(X,LocNis(K)) (voir la fin de la preuve du corol-
laire 1.2.32). Par le corollaire 1.2.32 et la proposition 1.2.33, les préfaisceaux Nis-
locales sont stables par colimites filtrantes. De plus, les équivalences Nis-locales sont
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76 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

stables par colimites filtrantes. Il s’ensuit que le foncteur LocNis commute aux colimites
filtrantes à équivalence faible de préfaisceaux près. Le résultat recherché s’ensuit.

Pour conclure, il reste à vérifier que la famille des foncteurs (1.45) détecte les équiva-
lences faibles. Soit K → L un morphisme de préfaisceaux induisant un isomorphisme
après application des foncteurs (1.45) (et donc aussi (1.46)). On peut supposer que K
et L sont Nis-locaux. Par la condition (iii) de la définition 1.2.31, on déduit que pour
toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, K(X) → L(X) est une équivalence
faible. Il vient que K → L est une équivalence faible de préfaisceaux.
c.q.f.d.

Dans la suite de ce paragraphe, on supposera que la valuation de k est discrète
et que le corps résiduel k̃ est de caractéristique nulle. En particulier, k est d’égale
caractéristique nulle et même isomorphe à k̃((π)). On ne restreint donc pas la généralité

en supposant que k = k̃((π)). Ceci permettra de voir Spec(k) et Spec(k◦) comme des

k̃-schémas et donc de faire des changements de base suivant les morphismes Spec(k)→
Spec(k̃) et Spec(k◦)→ Spec(k̃). On introduit quelques notations.

Notation 1.2.35. — SoientX un k̃-schéma de type fini, f ∈ Γ(X,OX) et p ∈ N−{0}.
On définit un k◦-schéma

Qsch
p (X, f) = (X ×k̃ k◦)[V ]/(V p − fπ).

On note alors Qfor
p (X, f) la complétion formelle de Qsch

p (X, f) en sa fibre spéciale.

Enfin, Qrig
p (X, f) désignera la fibre générique de Qfor

p (X, f).
Lorsque p = 1, ces schémas, schémas formels et variétés rigides ne dépendent pas

de f . Ils seront respectivement notés Qsch(X), Qfor(X) et Qrig(X).

Avec les notations 1.1.61, on a

Qsch
p (X, f) = StfπX×k̃k

◦,p , Qfor
p (X, f) = StfπX×k̃k

◦//(π),p,(1.47)

Qrig
p (X, f) = Stfπ(X×k̃k

◦//(π))η,p
.

Le théorème principal de ce paragraphe est le suivant.

Théorème 1.2.36. — Soit M une catégorie de coefficients (au sens de la définition
1.2.31). La catégorie triangulée HoNis(PreShv(SmRig/k,M)) est compactement en-
gendrée (en tant que catégorie triangulée avec sommes infinies) par les objets de la
forme

(1.48)
[
Qrig

p (X, f)
]
⊗Acst

avec p ∈ N− {0}, X un k̃-schéma affine et lisse, f ∈ Γ(X,O×), et A ∈ E.

On note T la sous-catégorie triangulée de HoNis(PreShv(SmRig/k,M)) stable par
facteurs directs engendrée par les objets de la forme (1.48). Par la proposition 1.2.34,
il suffit de montrer que si X est une k-variété rigide quasi-compacte et lisse, et A ∈ E,
le préfaisceau X ⊗Acst est dans Ob(T).
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Lemme 1.2.37. — Supposons donné un recouvrement fini (Ui)i∈I de X par des
ouverts admissibles quasi-compacts. Pour ∅ ̸= J ⊂ I, on note UJ =

⋂
j∈J Uj. Pour

A ∈ Ob(M), l’objet X ⊗Acst appartient à la sous-catégorie triangulée engendrée par
{UJ ⊗Acst;∅ ̸= J ⊂ I}.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le cardinal de I. Lorsque I est un
singleton, il n’y a rien à montrer. Supposons que I = {1, 2}. On a un triangle distingué
de Mayer-Vietoris dans HoNis(PreShv(SmRig/k,M))

(1.49) (U1 ∩ U2)⊗Acst −→ U1 ⊗Acst

∐
U2 ⊗Acst −→ X ⊗Acst −→ .

En effet, le faisceau Nisnevich associé à la cofibre de la flèche de gauche est isomorphe
au faisceau Nisnevich associé à X ⊗ Acst. Le triangle distingué (1.49) montre que
X ⊗ Acst est dans la sous-catégorie triangulée engendrée par U1 ⊗ Acst, U2 ⊗ Acst et
(U1 ∩ U2)⊗Acst.

Soit i0 ∈ I et notons I ′ = I − {i0}. Les k-variétés rigides quasi-compactes V =⋃
j∈I′ Uj et V ∩ Ui0 =

⋃
j∈I′ Uj ∩ Ui0 sont couvertes par (Uj)j∈I′ et (Uj ∩ Ui0)j∈I′

respectivement. Par récurrence, on sait que V ⊗ A et (V ∩ Ui0) ⊗ A sont dans la
sous-catégorie engendrée par {Uj⊗A;∅ ̸= J ⊂ I}. Pour conclure, il suffit d’appliquer
le cas card(I) = 2 de la récurrence au recouvrement X = Ui0 ∪ V . c.q.f.d.

Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et lisse, et A ∈ E. Montrons que
X ⊗Acst ∈ Ob(T). En utilisant le lemme 1.2.37 et la proposition 1.1.63, on se ramène
à traiter le cas X = Xη avec X un k◦-schéma formel globalement semi-stable. On
raisonne par récurrence sur le nombre maximal de branches de X passant par un point.
Comme X ⊗Acst est un facteur direct de (X{R,R−1})⊗Acst, on peut supposer par
la proposition 1.1.62 (quitte à appliquer à nouveau le lemme 1.2.37) qu’il existe un

morphisme étale f : X→ StU
−1π

a {S1, . . . , Sr} pour un certain n-uplet a = (a1, . . . , an).

Rappelons que StU
−1π

a est le spectre formel de

k◦{U,U−1, T1, . . . , Tn}/(T a1
1 · · ·T an

n − U−1π).

Notons D1, . . . , Dn les branches de X d’équations respectives T1 = 0, . . . , Tn = 0. Soit
C = D1 ∩ · · · ∩Dn leur intersection. Par l’hypothèse de récurrence, (X − C)η ⊗ Acst

est dans T. Il suffit donc de montrer que

Xη ⊗Acst

(X− C)η ⊗Acst
= Cofib((X− C)η ⊗Acst −→ Xη ⊗Acst)

appartient à T.
Notons e0 : C → Spec(k̃[U,U−1, S1, . . . , Sr]) le morphisme étale obtenu de f par

changement de base suivant l’inclusion o[U,U−1, S1, . . . , Sr] ↪→ StU
−1π

a {S1, . . . , Sr}.
(On rappelle que o[U,U−1] = Spec(k̃[U,U−1]) est l’intersection des branches

de StU
−1π

a .) En appliquant Qfor (voir les notations 1.2.35) à ce morphisme, on obtient

le morphisme étale Qfor(e0) : Qfor(C)→ Spf(k◦{U,U−1, S1, . . . , Sr}). Le changement
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78 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

de base suivant le morphisme évident StU
−1π

a → Spf(k◦{U,U−1}) nous donne un
morphisme étale de k◦-schémas formels

(1.50) e : StU
−1π

a ×̂k◦{U,U−1} Q
for(C) −→ StU

−1π
a {S1, . . . , Sr}.

Notons que par construction, e0 est le changement de base de e suivant l’inclusion de
l’intersection des branches de StU

−1π
a {S1, . . . , Sr}.

On forme le carré cartésien de k◦-schémas formels

Y1
!!

""

X

f
""

StU
−1π

a ×̂k◦{U,U−1}Q
for(C)

e
!! StU

−1π
a {S1, . . . , Sr}.

Par changement de base suivant o[U,U−1, S1, . . . , Sr] ↪→ StU
−1π

a {S1, . . . , Sr}, on ob-
tient le carré cartésien

P !!

""

C
e0
""

C
e0

!! o[U,U−1, S1, . . . , Sr].

Puisque e0 est étale, l’immersion diagonale de C dans P est ouverte et fermée. On a
donc une décomposition en somme disjointe P = C

∐
P0. Soit Y l’ouvert Y1−P0. On

obtient ainsi deux carrés Nisnevich de k◦-schémas formels

Y− C !!

""

Y

""

(StU
−1π

a − o[U,U−1]) ×̂k◦{U,U−1} Q
for(C) !! StU

−1π
a ×̂k◦{U,U−1} Q

for(C)

Y− C !!

""

Y

""

X− C !! X.

Par le corollaire 1.2.28, en passant aux fibres génériques dans les deux carrés ci-
dessus, on obtient des carrés cocartésiens dans ShvNis(SmRig/k). On en déduit des
équivalences Nis-locales

[Xη ⊗Acst]

[(X− C)η ⊗Acst]
≃ [Yη ⊗Acst]

[(Y− C)η ⊗Acst]

≃
[((StU

−1π
a )η ×̂k{U,U−1} Q

rig(C))⊗Acst]

[((StU−1π
a − o[U,U−1])η ×̂k{U,U−1} Qrig(C))⊗Acst]

.

Ainsi, sous l’hypothèse de récurrence, on a la châıne d’équivalences

[Xη ⊗Acst] ∈ Ob(T) ⇐⇒ [Yη ⊗Acst] ∈ Ob(T)

⇐⇒
[(
(StU

−1π
a )×k{U,U−1} Q

rig(C)
)
⊗Acst

]
∈ Ob(T).
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Appelons f ∈ Γ(C,O×) l’image de U−1 par le morphisme de k̃-algèbres

k̃[U,U−1, S1, . . . , Sr] −→ Γ(C,O)

induit par e0. La k-variété rigide StU
−1π

a ×̂k{U,U−1} Q
rig(C) s’identifie avec la Qrig(C)-

variété rigide StfπQrig(C),a. Ainsi, pour terminer la preuve du théorème 1.2.36, il suffit
de montrer le lemme suivant.

Lemme 1.2.38. — Soient X une k-variété rigide lisse, v ∈ Γ(X,O×) et a un n-uplet
d’entiers non nuls. Pour A ∈ Ob(M), l’objet StvX,a ⊗ Acst est dans la sous-catégorie
triangulée de HoNis(PreShv(SmRig/k,M)) stable par facteurs directs engendrée par
l’ensemble

{[X{U1, U
−1
1 , . . . , Ur, U−1

r , R}
(Rp − Um1

1 · · ·Umr
r v)

×̂k Bn−r
k

]
⊗Acst;(1.51)

p ∈ N− {0}, 0 ≤ r ≤ n et (mi)
r
i=1 ∈ Zr

}
.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la longueur n du n-uplet a. Lorsque
n = 1, il n’y a rien à démontrer. On suppose donc n ≥ 2. On procède en deux étapes.

Étape 1 : On veut se ramener au cas a = (p, . . . , p). On commence par une discussion
générale. Soient b = (b1, . . . , bn) un n-uplet et 1 ≤ i < j ≤ n. Comme v est inversible,
les sections Ti et Tj engendrent OX{T1, . . . , Tn}/(T b1

1 · · ·T bn
n − v) comme idéal. On

peut donc considérer le recouvrement standard D(Ti|Tj) et D(Tj |Ti) de StvX,b. Par le
triangle distingué de Mayer-Vietoris

(D(Ti|Tj)∩D(Tj |Ti))⊗Acst −→ (D(Ti|Tj)⊗Acst)⊕(D(Tj |Ti)⊗Acst) −→ StvX,b⊗Acst →

on déduit que D(Ti|Tj)⊗Acst et D(Tj |Ti)⊗Acst sont dans la sous-catégorie triangulée
stable par facteurs directs engendrée par {StvX,b⊗Acst, (D(Ti|Tj)∩D(Tj |Ti))⊗Acst}.
Le k-variété rigide D(Ti|Tj) est le spectre de la OX -algèbre affinöıde

OX{T1, . . . , Tn}
(T b1

1 · · ·T bn
n − v)

{Sj}/(TiSj − Tj)

=
OX{T1, . . . , Ti, . . . , Tj−1, Sj , Tj+1, . . . , Tn}

(T b1
1 · · ·T bi−1

i−1 T
bi+bj
i T bi+1

i+1 · · ·T bj−1

j−1 S
bj
j T

bj+1

j+1 · · ·T bn
n − v)

.

On a donc un isomorphisme

D(Ti|Tj) ≃ StvX,bij

avec bij = (b1, . . . , bi−1, bi + bj , bi+1, . . . , bn). De même, on a un isomorphisme

D(Tj |Ti) ≃ Stv
X,bji

où bji = (b1, . . . , bj−1, bi+ bj , bj+1, . . . , bn). L’intersection D(Ti|Tj)∩D(Tj |Ti) cöıncide
avec l’ouvert rationnel {x ∈ D(Ti|Tj); |Tj/Ti(x)| = 1}. Cette intersection est donc
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donnée par D(Ti|Tj){1/Sj}. Son algèbre affinöıde est

OX{Sj , S
−1
j }{T1, . . . , Ti, . . . , Tj−1, Tj+1, . . . , Tn}

(T b1
1 · · ·T bi−1

i−1 T
bi+bj
i T bi+1

i+1 · · ·T bj−1

j−1 T
bj+1

j+1 · · ·T bn
n − S

−bj
j v)

.

On peut donc identifier D(Ti|Tj) ∩D(Tj |Ti) à StU
−bj v

X{U,U−1},c avec

c = (b1, . . . , bi−1, bi + bj , bi+1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bn).

Par la récurrence sur la longueur n des n-uplets, on sait que pour m ∈ N − {0},
StU

−mv
X{U,U−1},c ⊗ Acst est dans la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs

engendrée par
{[

X{U,U−1}{U1, U
−1
1 , . . . , Ur, U−1

r , R}
(Rp − Um1

1 · · ·Umr
r U−mv)

×̂k Bn−1−r
k

]
⊗Acst;(1.52)

p ∈ N− {0}, 0 ≤ r ≤ n− 1 et (mi)i ∈ Zr

}
.

Il vient que Stv
X,bji

⊗Acst et St
v
X,bij

⊗Acst sont dans la sous-catégorie triangulée stable

par facteurs directs engendrée par l’ensemble (1.51) auquel on adjoint le singleton
{StvX,b ⊗ Acst}. Ainsi, si l’on connâıt l’énoncé du lemme pour le n-uplet b, on le

connâıt aussi pour bji et bij . Or, on peut obtenir tout n-uplet a à partir d’un n-uplet

constant en appliquant suffisamment de fois la construction b ! bji avec (i, j) bien
choisi. Il nous reste donc à traiter le cas du n-uplet p

n
= (p, . . . , p) pour conclure.

Étape 2 : Considérons la k-variété rigide

StvX{Tn},pn−1
= X{T1, . . . , Tn}/(T p

1 · · ·T p
n−1 − v).

La section Tn−1 engendre OX{T1, . . . , Tn}/(T p
1 · · ·T p

n−1 − v) comme idéal. On peut
donc considérer le recouvrement standard de la variété rigide StvX{Tn},pn−1

par les

ouverts D(Tn−1|Tn) et D(Tn|Tn−1). On a :

D(Tn−1|Tn) = Spm
(OX{T1, . . . , Tn}
T p
1 · · ·T p

n−1 − v
{Sn}/(SnTn−1 − Tn)

)

= Spm
(OX{T1, . . . , Tn−1, Sn}

T p
1 · · ·T p

n−1 − v

)
≃ StvX{Sn},pn−1

,

D(Tn|Tn−1) = Spm
( OX{T1, . . . , Tn}{Sn−1}
(T p

1 · · ·T p
n−1 − v, Sn−1Tn − Tn−1)

)

= Spm
(OX{T1, . . . , Tn−2, Sn−1, Tn}

T p
1 · · ·T p

n−2S
p
n−1T

p
n − v

)
≃ StvX,p

n
,

D(Tn−1|Tn) ∩D(Tn|Tn−1) = Spm
(OX{T1, . . . , Tn−1, Sn, S−1

n }
T p
1 · · ·T p

n−1 − v

)

≃ Stv
X{Sn,S

−1
n },p

n−1

.
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On utilise alors l’hypothèse de récurrence et le triangle distingué de Mayer-Vietoris

(D(Tn−1|Tn) ∩D(Tn|Tn−1))⊗Acst −→ D(Tn−1|Tn)⊗Acst ⊕D(Tn|Tn−1)⊗Acst

−→ StvX{Tn},pn−1
⊗Acst −→

pour conclure. Le lemme est démontré. c.q.f.d.

1.2.4. Topologies de Nisnevich et foncteur d’analytification. — Dans le pa-
ragraphe 1.1.3, on a construit un foncteur d’analytification. L’analytification d’un
recouvrement Nisnevich est encore un recouvrement Nisnevich du fait du résultat
plus précis suivant.

Théorème 1.2.39. — On suppose que la valuation de k est non triviale et
on se donne une k-algèbre affinöıde A. Soient X un A-schéma de type fini et
R = (ui : Ui → X)i un recouvrement Nisnevich de X. La famille

Ran = (uan
i : Uan

i → Xan)i

se raffine par un recouvrement ouvert admissible de Xan.

Démonstration. — On peut trouver une suite strictement croissante d’ouverts Zariski
∅ ̸= X0 ⊂ · · · ⊂ Xn = X et des carrés Nisnevich

Vi
!!

""

Yi+1

""

Xi
!! Xi+1

tels que le recouvrement Nisnevich (X0 = Y0, Y1, . . . , Yn) raffine R. Démontrons par
récurrence sur 0 ≤ r ≤ n que (Y an

0 , . . . , Y an
r ) se raffine par un recouvrement ouvert

admissible de Xan
r . Ceci étant évident pour r = 0, on supposera que r > 0 et que le

résultat est connu pour r − 1.
On fixe un recouvrement ouvert admissible (Pj)j∈J de Xan

r−1 qui raffine le recou-
vrement (Y an

0 , . . . , Y an
r−1). Soit (Qt)t∈T un recouvrement ouvert admissible de Xan

r par
des k-affinöıdes. Notons Z = Xr −Xr−1 et Zt = Qt ∩ Zan.

Soit p ∈ P(Zt). L’anneau OQt,p est hensélien par la proposition 1.1.35. Or, le
morphisme évident Spec(OQt,p) → Xr envoie le point fermé de Spec(OQt,p) sur un
point de Z. Il existe donc un unique morphisme Spec(OQt,p)→ Yr rendant commutatif
le triangle

Yr

""

Spec(OQt,p)
!!

##

Xr.
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Le Xr-schéma Yr étant de présentation finie, on peut trouver un voisinage affinöıde
Op ⊂ Qt de p et un morphisme vp : Op → Y an

r rendant commutatif le diagramme

Y an
r

!!

Op
""

vp
##

Qt
"" Xan

r .

Étant donné que P(Zt) est quasi-compact, il existe un nombre fini de points
p1, . . . , ps ∈ P(Zt) tels que Zt = (Op1∩Z)∪· · ·∪(Ops∩Z). NotonsDt = Op1∪· · ·∪Ops .
Les morphismes vp1 , . . . , vps se recollent en un morphisme de Xan

r -variétés rigides
Dt → Y an

r . Il est alors clair que la famille d’immersions ouvertes (Pj)j∈J
∐
(Dt)t∈T

raffine (Y0, . . . , Yr). Pour terminer, il reste à voir que cette famille est un recouvrement
admissible. Il suffit pour cela de montrer que la famille (Pj ×̂Xan Qt)j

∐
{Dt} est un

recouvrement admissible de Qt. Ceci découle du lemme 1.2.40 ci-dessous. c.q.f.d.

Lemme 1.2.40. — Soient X un k-affinöıde et Z ⊂ X une sous-variété rigide fermée.
On suppose donné un recouvrement ouvert admissible U de X − Z et un domaine
D ⊂ X contenant Z. Alors, U

∐
{D} est un recouvrement admissible de X.

Démonstration. — Soit X un modèle de X tel que D = Dη pour D un ouvert Zariski
de X et Z = Zη pour Z un sous-schéma formel fermé de D. En supposant que Z est
essentiel, on a Z ⊂ D. Ainsi, si V est l’ouvert X− Zσ, on a X = D∪V. Il s’ensuit que
X = D∪Vη. Soit (V1, . . . , Vn) un recouvrement admissible de Vη qui raffine U ×̂X Vη.
Le recouvrement (V1, . . . , Vn, D) est alors admissible et raffine U

∐
{D}. c.q.f.d.

On obtient immédiatement les deux corollaires suivants.
Corollaire 1.2.41. — Soient A une k-algèbre affinöıde et X un A-schéma de type
fini. Le foncteur Rig : Et/X → Et/Xan induit un morphisme de sites

(Et/Xan,Nis) −→ (Et/X,Nis).

Pour la notion de P -structures sur un site, le lecteur est renvoyé à [3, Définition
4.4.57].

Corollaire 1.2.42. — Soit A une k-algèbre affinöıde. On munit le site (Sm/A,Nis) de
sa P -structure étale qui à un A-schéma X associe le petit site (Et/X,Nis). De même,
on munit le site (SmRig/A,Nis) de sa P -structure étale qui à une A-variété rigide X
associe le petit site (Et/X,Nis). Le foncteur d’analytification Rig : Sm/A→ SmRig/A
induit alors un prémorphisme de sites(7) (SmRig/A,Nis) → (Sm/A,Nis) compatible
aux P -structures étales (au sens de [3, Définition 4.4.59]).

Remarque 1.2.43. — Le foncteur continu Rig est en fait un morphisme de sites.
Cette propriété repose sur le théorème de Popescu (voir [34, 35]). Étant donné que

(7) Un prémorphisme de sites est simplement un foncteur continu écrit dans le sens opposé (voir [3,

Définition 4.4.46]).
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le corollaire 1.2.42 est suffisant pour les besoins de ce chapitre, on reportera la preuve
de cette propriété au chapitre suivant (voir le lemme 2.5.23).

Notons également le résultat simple suivant.

Proposition 1.2.44. — Soient X un k-schéma de type fini et (C) un carré Nisne-
vich de X-schémas étales. Notons (Can) le carré de k-variétés rigides obtenu à partir
de (C) en appliquant le foncteur d’analytification. L’image de (Can) par le plonge-
ment de Yoneda est un carré cartésien et cocartésien dans ShvNis(Et/Xan).

Le même énoncé reste vrai pour les carrés Nisnevich dans Sch/k, Sm/A (où A une
k-algèbre affinöıde), etc.

Démonstration. — Les plongements de Yoneda

Et/X ↪→ ShvNis(Et/X) et Et/Xan ↪→ ShvNis(Et/X
an)

seront notés h. Le fait que h(Can) est cartésien découle de la commutation de h aux
limites finies.

Montrons que h(Can) est cocartésien. Le prémorphisme de sites

Rig : (Et/Xan,Nis) −→ (Et/X,Nis)

induit un foncteur image inverse Rig∗ : ShvNis(Et/X) → ShvNis(Et/Xan) qui com-
mute aux colimites. On a un isomorphisme naturel Rig∗ ◦ h ≃ h ◦ Rig. Le résultat
découle alors du fait que h(C) est cocartésien dans ShvNis(Et/X). Les autres variantes
se démontrent exactement de la même manière. c.q.f.d.

1.3. Les catégories B1-homotopiques des k-variétés rigides

On fixe une catégorie de coefficientsM (voir la définition 1.2.31). On pourra prendre
pour M la catégorie des complexes de groupes abéliens ou, plus généralement, des
complexes de Λ-modules sur un anneau Λ. On peut également prendre la catégorie
des spectres SpectS1(∆opEns) ou celle des spectres symétriques SpectΣS1(∆opEns).

Comme d’habitude, k sera un corps valué complet. Sauf mention explicite du
contraire, la valuation de k ne sera pas supposée non triviale. (Toutefois, dans les
preuves, on supposera implicitement que la valuation de k est non triviale puisque
c’est le cas qui nous intéresse le plus.) Enfin, π désignera un élément de k∨ qu’on
supposera non nul lorsque la valuation de k est non triviale.

1.3.1. Construction et propriétés élémentaires : cas instable. — Rap-
pelons que l’on dispose d’une structure de modèles projective Nis-locale sur
PreShv(SmRig/k,M) dont les équivalences faibles sont les équivalences Nis-locales,
i.e., les morphismes de préfaisceaux induisant des isomorphismes sur les faisceaux
d’homotopie ΠNis

0 (A[n],−) pour n ∈ Z et A ∈ E. (Voir la définition 1.2.31 pour la
signification de « E » ; étant donné que E est stable à homotopie près par suspension
et cosuspension, il suffit que ceci soit vrai pour n = 0.)
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84 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

On renvoie le lecteur au [3, §4.4.2] (et notamment aux définitions 4.4.15 et 4.4.43
de loc. cit.) pour plus de détails sur les catégories de modèles de nature faisceautique.
Nous nous contenterons ici de rappeler quelques points de terminologie :

– Une équivalence faible de préfaisceaux est un morphisme de préfaisceaux K →
L induisant une équivalence faible K(U) → L(U) pour toute k-variété rigide
lisse U .

– Une fibration projective de préfaisceaux est un morphisme de préfaisceauxK → L
induisant une fibration K(U) → L(U) pour toute k-variété rigide lisse U . Un
préfaisceauK est dit projectivement fibrant siK → ∗ est une fibration projective.

– Une cofibration projective de préfaisceaux est un morphisme admettant la pro-
priété de relèvement à gauche par rapport aux fibrations projectives triviales
de préfaisceaux (i.e., des fibrations projectives qui sont aussi des équivalences
faibles). Un préfaisceau K est dit projectivement cofibrant si ∗ → K est une
cofibration projective.

– Une fibration projective Nis-locale (ou Nis-fibration projective) est un morphisme
admettant la propriété de relèvement à droite par rapport aux cofibrations pro-
jectives de préfaisceaux qui sont en plus des équivalences Nis-locales. Un pré-
faisceau K est dit projectivement Nis-fibrant si K → ∗ est une Nis-fibration
projective.

Un préfaisceau projectivement Nis-fibrant est automatiquement Nis-local ; la réci-
proque est vraie pour les préfaisceaux projectivement fibrants.

La structure de modèles projective Nis-locale sur PreShv(SmRig/k,M) est donnée
par les classes des cofibrations projectives, des équivalences Nis-locales et des Nis-
fibrations projectives. On localise cette structure de modèles suivant la classe B des
flèches B1

X ⊗ Acst → X ⊗ Acst avec X une k-variété rigide lisse et A ∈ Ob(M).
L’existence de cette localisation découle de la proposition suivante et du théorème de
localisation de Hirschhorn ([24], voir aussi [3, Théorème 4.2.71]).

Proposition 1.3.1. — Soit α un cardinal suffisamment grand. On note Bα ⊂ B la
sous-classe de B formée des flèches de buts α-accessibles (voir [3, Définition 4.2.5]).
Soit K un objet Nis-local de PreShv(SmRig/k,M). Alors, K est Bα-local (au sens
de [3, Définition 4.2.64]) si et seulement si le morphisme K → hom(B1

k,K) est une
équivalence faible de préfaisceaux. En particulier, pour tout β ≥ α, K est Bβ-local si
et seulement si il est Bα-local.

Démonstration. — Pour B dans SmRig/k, le préfaisceau hom(B,K) est défini(8) par
hom(B,K)(−) = K(B ×̂k −).

(8) Pour une construction plus générale (où B est remplacé par un préfaisceau d’ensembles général),

le lecteur peut consulter [3, Définition 4.4.2].
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On reprend l’argument de [3, Proposition 4.5.11]. Dire que K est Bα-local, revient
à dire que l’application

homHoNis(PreShv(SmRig/k,M))(X ⊗Acst[n],K)

−→ homHoNis(PreShv(SmRig/k,M))(B1
X ⊗Acst[n],K)

est bijective pour toute k-variété rigide lisse X, tout objet α-accessible A de M et
tout entier n ∈ N. Par adjonction, et puisque K est Nis-local, cela revient à demander
que homHo(M)(A[n],K(X)) → homHo(M)(A[n],K(B1

X)) est bijective. Pour α suffi-
samment grand (de sorte que A admet un représentant α-accessible pour A ∈ E), ces
applications sont bijectives si et seulement si K(X) → K(B1

X) est une équivalence
faible pour tout X. Ceci revient à dire que K → hom(B1

k,K) est une équivalence
faible de préfaisceaux. c.q.f.d.

Définition 1.3.2. — La localisation de la structure projective Nis-locale sur
PreShv(SmRig/k,M) par rapport à la classe B sera notée (WB1 ,Cof ,FibB1) ; c’est
la structure projective B1-locale (alias (B1,Nis)-locale). Sa catégorie homotopique
HoB1(PreShv(SmRig/k,M)) sera notée RigSHeff

M(k). C’est la catégorie homoto-
pique effective des k-variétés rigides à coefficients dans M. Voici les cas les plus
importants :

– Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement
RigSHeff(k) la catégorie ainsi définie.

– Lorsque M est la catégorie des complexes de groupes abéliens (resp. de Λ-modules
pour un anneau Λ) on notera RigDAeff(k) (resp. RigDAeff(k,Λ)) la catégorie
ainsi définie.

Les flèches de WB1 seront appelées les équivalences B1-locales (ou B1-équivalences
faibles). Les flèches de FibB1 sont appelées les fibrations projectives B1-locales (ou les
B1-fibrations projectives). Un préfaisceau K est projectivement B1-fibrant si K → ∗
est une B1-fibration projective.

La catégorie de modèles introduite ci-dessus est stable puisque M a été supposée
stable. Elle est également monöıdale symétrique et unitaire si M l’est.

On note LocB1 le foncteur de B1-localisation, i.e., le foncteur de localisation (voir
[3, Proposition 4.2.72]) associé à la localisation de Bousfield simultanée par rapport
aux équivalences Nis-locales et aux morphismes dans B. Ce foncteur est muni d’une
transformation naturelle id → LocB1 et il est caractérisé, aux équivalences faibles de
préfaisceaux près, par deux propriétés :

– pour tout préfaisceau K à valeurs dans M, le morphisme K → LocB1(K) est une
équivalence B1-locale,

– pour tout préfaisceau K à valeurs dans M, le préfaisceau LocB1(K) est B1-local.
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Précisons qu’un préfaisceau L à valeurs dans M sera dit B1-local si le foncteur
homHo(PreShv(SmRig/k,M))(−, L) transforme les équivalences B1-locales en des isomor-
phismes. Un préfaisceau projectivement B1-fibrant est automatiquement B1-local ; la
réciproque est vraie pour les préfaisceaux projectivement fibrants.

Définition 1.3.3. — Supposons fixé un objet • de M (par exemple un objet unité
pour la structure monöıdale si M est une catégorie de modèles monöıdale). On appelle
alors motif effectif d’une k-variété rigide lisse X l’objet X ⊗ • cst considéré dans
RigSHeff

M(k). D’une manière équivalente, le motif effectif de X est la B1-localisation
de X ⊗ • cst considérée comme un objet de HoNis(PreShv(SmRig/k,M)). Le motif
effectif de X sera noté Meff(X) (ou encore Meff(X, • )).

On regroupe quelques exemples simples d’équivalences B1-locales dans la proposi-
tion ci-dessous (voir l’exemple 1.1.15 pour les notations).

Proposition 1.3.4. — Soient X une k-variété rigide, f, g, h ∈ Γ(X,O×) et p, q, r ∈
N− {0} tels que |g(x)|1/q ≤ |h(x)|1/r ≤ |f(x)|1/p pour tout point fermé x de X. Soit
E un préfaisceau sur SmRig/k à valeurs dans M. Les morphismes suivants sont des
équivalences B1-locales :

1) B1
X(o, f1/p)⊗ E → X ⊗ E,

2) ((A1
k)

an ×̂k X)⊗ E → X ⊗ E,

3) ∂B1
X(o, h1/r)⊗ E → Cr1X(o, g1/q, f1/p)⊗ E,

4) ∂B1
X(o, f1/p)⊗ E → ((A1

k − o)an ×̂k X)⊗ E,

5) ∂B1
X(o, f1/p)⊗ E → (B1

X(o, f1/p)− oX)⊗ E.

Démonstration. — Étant donné que les coproduits directs dans M préservent les équi-
valences faibles, on ne restreint pas la généralité en supposant que E est injectivement
cofibrant, i.e., que E(U) est cofibrant pour toute k-variété rigide lisse U . (Ceci ne sera
utile que pour traiter les deux dernières flèches de l’énoncé.)

Considérons la première flèche. On traite d’abord le cas f = 1. Il suffit de montrer
que l’application

homHoNis(PreShv(SmRig/k,M))(X⊗E,K) −→ homHoNis(PreShv(SmRig/k,M))(B1
X⊗E,K)

est bijective pour tout préfaisceau B1-localK. Par adjonction, cette application s’iden-
tifie à

homHoNis(PreShv(SmRig/k,M))(X ⊗ E,K)

−→ homHoNis(PreShv(SmRig/k,M))(X ⊗ E, hom(B1
k,K)).

Le résultat découle alors de la proposition 1.3.1. Revenons au cas général. On dis-
pose d’une action par homothétie m : B1

k ⊗̂k B1
X(o, f1/p) → B1

X(o, f1/p) de B1
k sur

B1
X(o, f1/p). La flèche m⊗E fournit une homotopie entre l’identité de B1

X(o, f1/p)⊗E
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et la composition de

B1
X(o, f1/p)⊗ E −→ X ⊗ E

o⊗ E
!! B1

X(o, f1/p)⊗ E.

Ces deux morphismes deviennent donc égaux dans la catégorie homotopique, ce qui
montre que o⊗ E : X ⊗ E → B1

X(o, f1/p)⊗ E est un inverse à gauche et à droite de
la flèche qui nous intéresse. Pour la deuxième flèche, on raisonne de la même manière
en utilisant l’action par homothétie m : B1

k ×̂k (A1
k)

an → (A1
k)

an.
On considère maintenant la troisième flèche. On suppose d’abord que h = g et

q = r. Le recouvrement admissible de B1
X(o, f1/p) par B1

X(o, g1/q) et Cr1X(o, g1/q, f1/p)
fournit le carré homotopiquement cocartésien (relativement à la structure Nis-locale)

∂B1
X(o, g1/q)⊗ E !!

""

B1
X(o, g1/q)⊗ E

""

Cr1X(o, g1/q, f1/p)⊗ E !! B1
X(o, f1/p)⊗ E.

Par stabilité de la structure de modèles B1-locale, le résultat découle du fait que la
flèche verticale de droite est une équivalence B1-locale (ce qui découle de la discussion
précédente). Le cas h = f et r = p, se déduit du cas précédent via les isomorphismes

(−)−1 : Cr1X(o, g1/q, f1/p) −→ Cr1X(o, f−1/p, g−1/q),

(−)−1 : ∂B1
X(o, f1/p) −→ ∂B1

X(o, f−1/p).

Pour le cas général, on utilise le recouvrement admissible de Cr1X(o, g1/q, f1/p) par les
couronnes Cr1X(o, g1/q, h1/r) et Cr1X(o, h1/r, f1/p). On obtient alors un carré homoto-
piquement cocartésien (relativement à la structure Nis-locale)

∂B1
X(o, h1/r)⊗ E

(1)
!!

(2)
""

Cr1X(o, g1/q, h1/r)⊗ E

""

Cr1X(o, h1/r, f1/p)⊗ E !! Cr1X(o, g1/q, f1/p)⊗ E

avec (1) et (2) des équivalences B1-locales. Toutes les flèches du carré ci-dessus sont
alors des équivalences B1-locales.

Pour la quatrième flèche, on utilise le fait que

Colim
n∈N

Cr1X(o, |π|n, |π|−n)⊗ E −→
(
(A1

k − o)an ×̂k X
)
⊗ E

est une équivalence Nis-locale et qu’une composition transfinie de cofibrations injec-
tives B1-triviales est une cofibration injective B1-triviale. (On utilise ici l’existence
d’une structure de modèles injective B1-locale, voir [3, Définition 4.5.12] pour le cas
algébrique.) La cinquième flèche se traite de la même manière en utilisant le recou-
vrement admissible B1

X(o, f1/p)− oX = Colimn∈N Cr1X(o, (πnf)1/p, f1/p). c.q.f.d.

On note une conséquence qui sera utile plus tard.
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Corollaire 1.3.5. — Soit E un préfaisceau sur SmRig/k à valeurs dans M. La flèche
[
(An

k◦ − o)//(π)
]
η
⊗ E −→ (An

k − o)an ⊗ E

est une équivalence B1-locale.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Lorsque n = 1, on retrouve la
quatrième flèche de la proposition 1.3.4. Supposons n ≥ 2. On peut couvrir An

Z − o
par les ouverts U = (An−1

Z − o)×ZA1
Z et V = An−1

Z ×Z (A1
Z− o) dont l’intersection est

W = (An−1
Z − o)×Z (A1

Z − o). On obtient ainsi un morphisme de triangles distingués
de Mayer-Vietoris

[Wk◦//(π)]η ⊗ E !!

""

[Uk◦//(π)]η ⊗ E ⊕ [Vk◦//(π)]η ⊗ E !!

""

[(An
k◦ − o)//(π)]η ⊗ E !!

""

W an
k ⊗ E !! Uan

k ⊗ E ⊕ V an
k ⊗ E !! (An

k − o)an ⊗ E !! .

Les deux premières flèches verticales sont inversibles dans RigSHeff
M(k) par l’hypo-

thèse de récurrence. c.q.f.d.

Par le corollaire 1.2.42 et [3, Théorème 4.4.60], on dispose d’une adjonction de
Quillen relativement aux structures Nis-locales projectives

(Rig∗,Rig∗) : PreShv(Sm/k,M) −→ PreShv(SmRig/k,M).

On a la proposition suivante.

Proposition 1.3.6. — La paire (Rig∗,Rig∗) est une adjonction de Quillen si on mu-
nit PreShv(Sm/k,M) de sa structure projective A1-locale et PreShv(SmRig/k,M)
de sa structure projective B1-locale. En particulier, on dispose d’un foncteur triangulé

Rig∗ : SHeff
M(k) −→ RigSHeff

M(k).

Démonstration. — Il suffit de montrer que le foncteur Rig∗ envoie les flèches de la
forme A1

X ⊗ Acst → X ⊗ Acst sur des équivalences B1-locales. On utilise pour cela la
proposition 1.3.4. c.q.f.d.

On peut aussi localiser la structure Nis-locale sur PreShv(SmRigqc/k,M) rela-
tivement à la classe Bqc des flèches B1

X ⊗ Acst → X ⊗ Acst avec X une k-variété
rigide, quasi-compacte et lisse, et A ∈ Ob(M). En effet, l’analogue de la proposi-
tion 1.3.1 est encore valable. On obtient ainsi la structure B1-locale. Il est clair que
PreShv(SmRigqc/k,M) et PreShv(SmRig/k,M), munies des structures projectives
B1-locales, sont Quillen équivalentes.

Proposition 1.3.7. — Un préfaisceau K de PreShv(SmRigqc/k,M) est fibrant pour
la structure projective B1-locale si et seulement si il vérifie les conditions suivantes :

(i) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, K(X) est un objet fibrant
de M,
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(ii) le préfaisceau K vérifie la propriété de Brown-Gersten (voir la définition 1.2.29),

(iii) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, le morphisme K(B1
X) →

K(X) est une équivalence faible.

En particulier, la classe des objets B1-fibrants de PreShv(SmRigqc/k,M) est stable
par colimites filtrantes.

Démonstration. — Les deux premières conditions affirment que K est projectivement
fibrant pour la structure Nis-locale (voir le corollaire 1.2.32). Il reste à voir que K est
B1-local si et seulement si il vérifie (iii). Ceci découle immédiatement de la proposition
1.3.1 (en fait, de sa version pour les variétés rigides quasi-compactes). c.q.f.d.

Corollaire 1.3.8. — La catégorie triangulée avec sommes infinies RigSHeff
M(k) est

compactement engendrée par les objets de la forme X ⊗ Acst avec X une k-variété
rigide, quasi-compacte et lisse, et A ∈ E.

Démonstration. — On montre d’abord que les objets X ⊗ Acst sont compacts. Il est
plus précis de montrer que le foncteur

(1.53) homRigSHeff
M (k)(X ⊗Acst,−) : PreShv(SmRigqc/k,M) −→ Ab

commute aux colimites filtrantes. Ce foncteur peut s’écrire comme la composition de

(1.54) PreShv(SmRigqc/k,M)
LocB1

!! PreShv(SmRigqc/k,M)
π0(A,Γ(X,−))

!! Ab

où LocB1 est le foncteur de B1-localisation. Par la proposition 1.3.7, la transformation
naturelle ColimI ◦LocB1 → LocB1 ◦ ColimI induit des équivalences faibles de préfais-
ceaux pour toute petite catégorie filtrante I. D’où le résultat recherché.

Pour terminer, il reste à vérifier que la famille des foncteurs (1.53) détecte les
équivalences B1-locales. Il suffit pour cela de considérer des morphismes entres ob-
jets projectivement B1-fibrants. Le résultat découle alors de la condition (iii) de la
définition 1.2.31. c.q.f.d.

Lorsque k est d’égale caractéristique nulle et que sa valuation est discrète, on a un
résultat plus précis.

Théorème 1.3.9. — Supposons que k = k̃((π)) avec k̃ un corps de caractéris-
tique nulle. Avec les notations 1.2.35, la catégorie triangulée avec sommes infinies
RigSHeff

M(k) est compactement engendrée par les objets de la forme Qrig
p (X, f)⊗Acst

avec X un k̃-schéma lisse, f ∈ Γ(X,O×), p ∈ N− {0} et A ∈ E.

Démonstration. — Les objets de l’énoncé sont compacts d’après le corollaire 1.3.8.
Il reste à voir que ces objets engendrent la catégorie triangulée avec sommes infinies
RigSHeff

M(k). Ceci découle du théorème 1.2.36 puisque le foncteur

HoNis(PreShv(SmRig/k,M)) −→ RigSHeff
M(k)

est essentiellement surjectif (en fait, c’est l’identité sur les objets). c.q.f.d.
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1.3.2. Motifs rigides de quelques variétés algébriques. — On fixe un objet •
de M (par exemple, un objet unité pour la structure monöıdale si M est une catégorie
de modèles monöıdale). Étant donné un k-schéma lisse X, le motif rigide effectif de X
est par définition le motif effectif de la k-variété rigide lisse Xan ; c’est donc un objet
de RigSHeff

M(k).

Dans cette section, on suppose que la valuation de k est discrète et que k̃ est de
caractéristique nulle. On fixe un isomorphisme k ≃ k̃((π)). Soient X un k̃-schéma, f ∈
Γ(X,O) et p un entier naturel non nul. On rappelle et on complète les notations 1.2.35.

Notation 1.3.10. — On définit un k◦-schéma

Qsch
p (X, f) = (X ×k̃ k◦)[V ]/(V p − fπ).

On note alors Qfor
p (X, f) la complétion formelle de Qsch

p (X, f) en sa fibre spéciale

et Qrig
p (X, f) = Qfor(X, f)η la fibre générique de Qfor

p (X, f). On définit le k-schéma

Qgeo
p (X, f) = Qsch

p (X, f)[1/π] et on note Qan
p (X, f) = (Qgeo

p (X, f))an son analytifié.
Par la proposition 1.1.31, on dispose d’une immersion ouverte

Qrig
p (X, f) ↪−→ Qan

p (X, f).

Lorsque p = 1, on notera simplement Qsch(X), Qfor(X), Qrig(X), Qgeo(X) et Qan(X).

Voici le résultat principal de ce paragraphe.

Théorème 1.3.11. — Soient X un k̃-schéma lisse, f ∈ Γ(X,O×) et p un entier na-
turel non nul. Pour tout préfaisceau E sur SmRig/k à valeurs dans M, le morphisme
Qrig

p (X, f)⊗ E → Qan
p (X, f)⊗ E est une équivalence B1-locale.

On peut supposer que X est connexe (donc irréductible). On raisonne par récur-
rence sur la dimension de X. On commence par un dévissage.

Lemme 1.3.12. — Soit Y ⊂ X un sous-schéma fermé strict. On suppose que Y est
lisse. Sous l’hypothèse de récurrence, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Qrig
p (X, f)⊗ E → Qan

p (X, f)⊗ E est une équivalence B1-locale,

(ii) Qrig
p (X − Y, f)⊗ E → Qan

p (X − Y, f)⊗ E est une équivalence B1-locale.

Démonstration. — Notons U = X−Y . Nous allons montrer que le morphisme évident

(1.55)
[
Qrig

p (X, f)⊗ E]/[Qrig
p (U, f)⊗ E

]
−→

[
Qan

p (X, f)⊗ E]/[Qan
p (U, f)⊗ E

]

est une équivalence B1-locale. Cela suffit pour conclure puisqu’on dispose d’un mor-
phisme de triangles distingués dans RigSHeff

M(k)

Qrig
p (U, f)⊗ E !!

""

Qrig
p (X, f)⊗ E !!

""

[Qrig
p (X, f)⊗ E]/[Qrig

p (U, f)⊗ E] !!

""

Qan
p (U, f)⊗ E !! Qan

p (X, f)⊗ E !! [Qan
p (X, f)⊗ E]/[Qan

p (U, f)⊗ E] !! .
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1.3. LES CATÉGORIES B1-HOMOTOPIQUES DES k-VARIÉTÉS RIGIDES 91

On procède en deux étapes.

Étape 1 : Soit X = X1 ∩X2 un recouvrement Zariski de X. Supposons que (1.55) est
une équivalence B1-locale lorsqu’on remplaceX (resp. U) parX1,X2 etX12 = X1∩X2

(resp. U1 = X1 ∩ U , U2 = X2 ∩ U et U12 = U1 ∩ U2). On dispose d’un morphisme de
triangles distingués dans RigSHeff

M(k) :

Qrig
p (X12, f)⊗ E

Qrig
p (U12, f)⊗ E

!!

""

Qrig
p (X1, f)⊗ E

Qrig
p (U1, f)⊗ E

⊕
Qrig

p (X2, f)⊗ E

Qrig
p (U2, f)⊗ E

!!

""

Qrig
p (X, f)⊗ E

Qrig
p (U, f)⊗ E

!!

""

Qan
p (X12, f)⊗ E

Qan
p (U12, f)⊗ E

!!
Qan

p (X1, f)⊗ E

Qan
p (U1, f)⊗ E

⊕
Qan

p (X2, f)⊗ E

Qan
p (U2, f)⊗ E

!!
Qan

p (X, f)⊗ E

Qan
p (U, f)⊗ E

!!

montrant que (1.55) est aussi une équivalence B1-locale.
Plus généralement, soit (Xi)i∈I un recouvrement Zariski fini deX. Pour∅ ̸= J ⊂ I,

on note XJ =
⋂

j∈J Xj et UJ = U ∩ XJ . Supposons que (1.55) est une équivalence

B1-locale lorsqu’on remplace X et U par XJ et UJ pour tout ∅ ̸= J ⊂ I. Alors,
(1.55) est elle-même une équivalence B1-locale. En effet, si card(I) > 2, on choisit
une partition I = J

∐
{i0}. Par récurrence sur le cardinal de I, on peut supposer que

(1.55) est une équivalence B1-locale pour X remplacé par
⋃

j∈J Xj et
⋃

j∈J (Xj ∩Xi0)
et U remplacé par

⋃
j∈J Uj et

⋃
j∈J(Uj ∩Ui0). Il suffit alors d’appliquer la discussion

précédente au recouvrement de X par les deux ouverts Xi0 et
⋃

j∈J Xj .

Étape 2 : Par l’étape précédente, le problème de savoir si (1.55) est une B1-équivalence
faible est local en X. On peut donc supposer qu’il existe un carré cartésien

Y !!

""

X

""

An−d

k̃
!! Ad

k̃
×k̃ An−d

k̃

où les flèches verticales sont des morphismes étales. On a bien entendu n = dim(X)
et d = codimX(Y ). On peut écrire Y ×An−d

k̃

Y = Y
∐

F . Si X ′ = X ×An−d

k̃

Y − F , on

obtient deux carrés Nisnevich de k̃-schémas

(1.56) U ′ !!

""

X ′

a
""

U !! X

U ′ !!

""

X ′

b
""

(Ad
k̃
− o)×k̃ Y !! (Ad

k̃
)×k̃ Y.

Notons g = 1 ⊗ f|Y la fonction inversible sur Ad
k̃
×k̃ Y et constante relativement

à Ad
k̃
. La fonction inversible h = f◦a

g◦b ∈ Γ(X ′,O×) vaut 1 sur Y . Le changement de

base du X ′-schéma étale X ′[T ]/(T p − h) suivant Y ↪→ X ′ est donnée par

Y [T ]/(T p − 1) = Y
∐

Y [T ]/(T p−1 + · · ·+ T + 1).
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On a donc un carré Nisnevich

U ′′ !!

""

X ′′

""

U ′ !! X ′

avec X ′′ = X ′[T ]/(T p − h) − Y [T ]/(T p−1 + · · · + T + 1). Par composition verticale
avec (1.56), on obtient les deux carrés Nisnevich

(1.57) U ′′ !!

""

X ′′

a′
""

U !! X

U ′′ !!

""

X ′′

b′
""

(Ad
k̃
− o)×k̃ Y !! (Ad

k̃
)×k̃ Y.

De plus, la fonction h′ = f◦a′

g◦b′ ∈ Γ(X ′′,O×) admet une racine p-ème que l’on notera l.
On a alors un isomorphisme

Qsch
p (X ′′, f ◦ a′) = (X ′′ ×k̃ k◦)[V1]/(V

p
1 − (f ◦ a′)π)

∼
!! Qsch

p (X ′′, f ◦ b′) = (X ′′ ×k̃ k◦)[V2]/(V
p
2 − (g ◦ b′)π)

qui consiste à identifier V1 avec lV2. On en déduit des isomorphismes

Q?
p(X

′′, f ◦ a) ≃ Q?
p(X

′′, g ◦ b) et Q?
p(U

′′, f ◦ a) ≃ Q?
p(U

′′, g ◦ b)

pour ? ∈ {rig, geo}. On obtient deux carrés Nisnevich de k-variétés rigides (resp. de
k-schémas)

Q?
p(U

′′, f ◦ a) !!

""

Q?
p(X

′′, f ◦ a)

""

Q?
p(U, f)

!! Q?
p(X, f)

Q?
p(U

′′, f ◦ a) !!

""

Q?
p(X

′′, f ◦ a)

""

Q?
p((Ad

k̃
− o)×k̃ Y, 1⊗ f|Y ) !! Q?

p((Ad
k̃
)×k̃ Y, 1⊗ f|Y )

avec ? ∈ {rig, geo} respectivement. En utilisant la proposition 1.2.44 dans le cas respé,
on obtient des équivalences Nis-locales

Q?
p(X, f)⊗ E

Q?
p(U, f)⊗ E

≃
Q?

p(X
′′, f ◦ a′)⊗ E

Q?
p(U

′′, f ◦ a′)⊗ E
≃

Q?
p((Ad

k̃
− o)×k̃ Y, 1⊗ f|Y )⊗ E

Q?
p((Ad

k̃
)×k̃ Y, 1⊗ f|Y )⊗ E

pour ? ∈ {rig, an}. Il suffit donc de montrer que (1.55) est une équivalence B1-locale
pour X = Ad

Y et f constant relativement à Y . Dans ce cas, la flèche (1.55) s’écrit

Qrig
p (Y, f|Y )⊗

[
Bd
k ⊗ E

((Ad
k◦ − o)//(π))η ⊗ E

]
−→ Qan

p (Y, f|Y )⊗
[

(Ad
k)

an ⊗ E

(Ad
k − o)an ⊗ E

]
.

Le résultat découle maintenant de l’hypothèse de récurrence et du corollaire 1.3.5.
c.q.f.d.
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En utilisant le lemme 1.3.12, il est aisé d’obtenir le théorème 1.3.11 dans le cas
où f est localement constante (i.e., algébrique sur k). En effet, par la résolution des
singularités de Hironaka [23], on peut trouver une compactification X ↪→ X avec X
projectif et lisse, et X−X un diviseur à croisements normaux. La fonction localement
constante f s’étend alors à X. Écrivons

X −X = D1 ∪ · · · ∪Dn

avec Di irréductibles (donc lisses). Par le lemme 1.3.12, il suffit de traiter le cas
de X −

⋃n
i=2 Di. Une récurrence simple, nous ramène à traiter le cas de X. Par la

proposition 1.1.31, l’immersion ouverte Qrig
p (X, f) ↪→ Qan

p (X, f) est un isomorphisme.
Ceci permet de conclure dans ce cas.

À partir de maintenant, on supposera que f n’est pas localement constante. Le
morphisme f : X → Gmk̃ = Spec(k̃[T, T−1]) envoyant T sur f est donc plat (puisque
X a été supposé irréductible). Par la résolution des singularités de Hironaka [23], on
peut compactifier f en un morphisme propre f̄ : X → P1

k̃
tel que :

1) X est un k̃-schéma propre et lisse,

2) le complémentaire de X dans X est un diviseur à croisements normaux.

La fonction inversible f s’étend en une fonction inversible sur f̄−1(Gmk̃). Par le lemme
1.3.12 et puisque X est un ouvert dense de f̄−1(Gmk̃), il est suffisant de traiter le cas
de f̄−1(Gmk̃). En d’autres termes, on peut supposer que le morphisme f : X → Gmk̃

est propre.
Considérons le k◦-schéma propre W = [X×k̃ k

◦]×P1
k◦

P avec P → P1
k◦ le normalisé

de Gmk◦ [V ]/(V p − πT ). Notons h : W → P1
k◦ le morphisme évident. Remarquons les

deux faits suivants :

(i) La k-variété rigide Qrig
p (X, f) s’identifie à l’image inverse par (h//(π))η :

[W//(π)]η → [P1
k◦//(π)]η de l’ouvert ∂B1

k = [Gmk◦//(π)]η.

(ii) La k-variété rigide Qan
p (X, f) s’identifie à l’image inverse par (h[1/π])an :

(W [1/π])an → (P1
k)

an de l’ouvert (Gmk)
an ⊂ (P1

k)
an.

Étant donné que W et P1
k◦ sont propres sur k◦, on a, par la proposition 1.1.31, des

isomorphismes canoniques [W//(π)]η = (W [1/π])an et [P1
k◦//(π)]η = (P1

k)
an. On en

déduit le fait suivant :

(ii′) La k-variété rigide Qan
p (X, f) s’identifie à l’image inverse par (h//(π))η :

[W//(π)]η → [P1
k◦//(π)]η de l’ouvert (Gmk)

an ⊂ [P1
k◦//(π)]η.

Le résultat recherché découlera alors du résultat plus général ci-dessous dans lequel
on ne supposera plus que le morphisme g : Y → P1

k̃
est propre.

Proposition 1.3.13. — Soit g : Y → P1
k̃
un morphisme de k̃-schémas avec Y lisse

et g−1(o
∐
∞) un diviseur à croisements normaux. Notons P → P1

k◦ le normalisé de
P1
k◦ dans Gmk◦ [V ]/(V p − πT ), W le k◦-schéma (Y ×k̃ k◦) ×P1

k◦
P et h : W → P1

k◦
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le morphisme évident. Pour tout préfaisceau E sur SmRig/k à valeurs dans M, le
morphisme

(1.58) [h//(π)]−1
η (∂B1

k)⊗ E −→ [h//(π)]−1
η (Gmk)

an ⊗ E

est une équivalence B1-locale.

Considérons le recouvrement de l’ouvert (Gmk)
an ⊂ (P1

k)
an par les deux boules

épointées B1
k(o, 1)− o et B1

k(∞, 1)−∞ qui s’intersectent en ∂B1
k. On déduit ainsi un

carré homotopiquement cocartésien pour la structure Nis-locale

[h//(π)]−1
η (∂B1

k)⊗ E
(1)

!!

(2)
""

[h//(π)]−1
η (B1

k(∞, 1)−∞)⊗ E

""

[h//(π)]−1
η (B1

k(o, 1)− o)⊗ E !! [h//(π)]−1
η (Gmk)

an ⊗ E.

Il suffira donc de démontrer que les flèches (1) et (2) sont des équivalences B1-locales.
Ceci nous ramène donc à l’énoncé suivant.

Proposition 1.3.14. — Soit f : X → A1
k̃
un morphisme de k̃-schémas avec X

lisse et f−1(o) un diviseur à croisements normaux. Considérons le k-affinöıde B =
Spm(k{T, V }/(V p−µT )) avec µ ∈ k◦−{0}. Le morphisme B → Spm(k{T}) = B1

k est
alors fini. Formons le k-affinöıde R = Qrig(X) ×̂B1

k
B où le morphisme Qrig(X)→ B1

k

est Qrig(f) modulo l’identification Qrig(A1
k̃
) = B1

k. Notons h : R → B1
k le morphisme

canonique. Pour tout préfaisceau E sur SmRig/k à valeurs dans M, le morphisme

(1.59) h−1(∂B1
k)⊗ E −→ h−1(B1

k − o)⊗ E

est une équivalence B1-locale.

Avant de se lancer dans la preuve, expliquons comment écrire, à isomorphisme près,
le morphisme

(1.60) P an ×(P1
k)

an B1
k(?, 1) −→ B1

k(?, 1)

(avec P comme dans la proposition 1.3.13 et ? ∈ {o,∞}) sous la forme d’un morphisme
B → B1

k comme dans l’énoncé ci-dessus (avec µ bien choisi). Au voisinage de o,
le morphisme (1.60) correspond au normalisé de la k-algèbre affinöıde k{T} dans
k{T}[T−1][V ]/(V p − πT ). Ce normalisé est donc simplement

k{T}[V ]/(V p − πT ) ≃ k{T, V }/(V p − πT )

et il faut prendre µ = π dans ce cas. Au voisinage de ∞, le morphisme (1.60) corres-
pond au normalisé de k{T} dans

k{T}[T−1][V ]/(V p − πT−1) ≃ k{T}[T−1][V ′]/(V ′p − πp−1T )

avec V ′ = V −1π. Ce normalisé est donc isomorphe à k{T, V }/(V p−πp−1T ) et il faut
prendre µ = πp−1 dans ce cas.
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Pour démontrer la proposition 1.3.14, notons que f : X → A1
k̃
est à réduction

semi-stable en o. On raisonne alors par récurrence sur le nombre maximal de branches
passant par un point de f−1(o). Lorsque ce nombre est nul, la fonction f se factorise
par l’inclusion Gmk̃ ↪→ A1

k̃
. On en déduit que l’image de h est contenue dans ∂B1

k de

sorte que h−1(∂B1
k) = h−1(B1

k − o) = R. Il n’y a donc rien à démontrer dans ce cas.
On suppose dans la suite que f−1(o) est non vide. On démontre d’abord un dévissage.

Lemme 1.3.15. — 1) Soit (Xi)i un recouvrement Zariski de X et notons XJ =⋂
j∈J Xj pour ∅ ̸= J ⊂ I. Il suffit de montrer la conclusion de la proposition 1.3.14

pour les XJ .

2) Supposons donné un carré Nisnevich de A1
k-schémas

U ′ !!

""

X ′

""

U !! X.

On suppose que la conclusion de la proposition 1.3.14 est vraie pour U et U ′. Alors,
la conclusion de la proposition 1.3.14 est vraie pour X si et seulement si elle l’est
pour X ′.

Démonstration. — Considérons d’abord le cas d’un recouvrement par deux ouverts
X = X1 ∪ X2 et notons X12 = X1 ∩ X2. On note aussi RJ = Qrig(XJ) ×̂B1

k
B et

hJ : RJ → B1
k pour ∅ ̸= J ⊂ {1, 2}. On a alors un morphisme de triangles distingués

de Mayer-Vietoris :

h−1
12 (∂B1

k)⊗ E !!

""

h−1
1 (∂B1

k)⊗ E ⊕ h−1
2 (∂B1

k)⊗ E !!

""

h−1(∂B1
k)⊗ E !!

""

h−1
12 (B1

k − o)⊗ E !! h−1
1 (B1

k − o)⊗ E ⊕ h−1
2 (B1

k − o)⊗ E !! h−1(B1
k − o)⊗ E !! ,

ce qui fournit le résultat recherché. Pour le cas général, on écrit I = J
∐
{i0}. On

applique la récurrence à
⋃

j∈J Xj et
⋃

j∈J (Xj ∩ Xi0) et la discussion précédente au
recouvrement de X par Xi0 et

⋃
j∈J Xj .

On passe à la deuxième partie du lemme. Notons R′ = Qrig(X ′) ×̂B1
k
B, RU =

Qrig(U) ×̂B1
k
B et R′

U = Qrig(U ′) ×̂B1
k
B. On note aussi h′, hU et h′

U les morphismes

évidents vers B1
k. Il suffira de montrer que les deux carrés

(h′
U )

−1(∂B1
k)⊗ E !!

""

h′−1(∂B1
k)⊗ E

""

(hU )−1(∂B1
k)⊗ E !! h−1(∂B1

k)⊗ E

(h′
U )

−1(B1
k − o)⊗ E !!

""

h′−1(B1
k − o)⊗ E

""

(hU )−1(B1
k − o)⊗ E !! h−1(B1

k − o)⊗ E
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96 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

sont homotopiquement cocartésiens (pour la structure Nis-locale). Il suffit pour cela de
montrer que les images par le plongement de Yoneda SmRig/k ↪→ ShvNis(SmRig/k)
des carrés

(h′
U )

−1(∂B1
k)

!!

""

h′−1(∂B1
k)

""

(hU )−1(∂B1
k)

!! h−1(∂B1
k)

(h′
U )

−1(B1
k − o) !!

""

h′−1(B1
k − o)

""

(hU )−1(B1
k − o) !! h−1(B1

k − o)

sont cocartésiens. Le premier carré est un carré de Nisnevich. On peut donc appliquer
le corollaire 1.2.28 pour conclure. Le second carré, considéré dans ShvNis(SmRig/k),
est l’image du carré Nisnevich

R′
U

!!

""

R′

""

RU
!! R,

considéré dans ShvNis(Et/R), par la composition de deux foncteurs qui sont des
adjoints à gauche (et qui commutent donc aux colimites)

ShvNis(Et/R)
(1)

!! ShvNis(Et/h−1(B1
k − o))

(2)
!! ShvNis(SmRig/k).

Le foncteur (1) est le foncteur « image inverse » suivant le morphisme de sites
(Et/h−1(B1

k−o),Nis)→ (Et/R,Nis) dont le foncteur sous-jacent est h−1(B1
k−o) ×̂R−.

Le foncteur (2) est le foncteur « image inverse » suivant le prémorphisme de sites
(Et/h−1(B1

k − o),Nis)→ (SmRig/k,Nis) dont le foncteur sous-jacent est simplement
la composition à droite avec le morphisme structural de la k-variété rigide h−1(B1

k−o).
c.q.f.d.

Si la proposition 1.3.14 est démontrée pour X×k̃Gmk̃ on peut la déduire facilement
pour X en utilisant le fait que les équivalences B1-locales sont stables par rétracte.
Par le lemme précédent et la proposition 1.1.62 (et plus précisément par son analogue
algébrique (voir [3, Proposition 3.3.39])) on peut supposer l’existence d’un morphisme

étale de A1
k̃
= Spec(k̃[T ])-schémas

e : X −→ StU
−1T

a [S1, . . . , Sm] = Spec
( k̃[T, U, U−1, T1, . . . , Tn, S1, . . . , Sm]

(UT a1
1 · · ·T an

n − T )

)
.

On procède alors comme dans la preuve du théorème 1.2.36. Notons C l’intersection
des branches de X. On obtient un morphisme étale e0 : C → o[U,U−1, S1, . . . , Sm].
On forme alors le carré cartésien de morphismes étales

Y1
!!

""

X

""

StU
−1T

a ×k̃[U,U−1] C
!! StU

−1T
a [S1, . . . , Sm]
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et on définit Y = Y1 − F , où F est le fermé complémentaire de la diagonale de
C ×o[U,U−1,S1,...,Sm] C. On obtient ainsi deux carrés Nisnevich

Y − C !!

""

Y

""

(StU
−1T

a − o[U,U−1])×k̃[U,U−1] C
!! StU

−1T
a ×k̃[U,U−1] C

Y − C !!

""

Y

""

X − C !! X.

En utilisant la récurrence sur le nombre de branches passant par un point de la fibre
en o et la deuxième partie du lemme 1.3.15, on voit qu’il suffit de traiter le cas du

A1
k̃
-schéma StU

−1T
a ×k̃[U,U−1] C. On notera dans la suite ha : Ra → B1

k le morphisme

construit dans la proposition 1.3.14 dans le cas où X = StU
−1T

a ×k̃[U,U−1] C. On a le
lemme suivant.

Lemme 1.3.16. — Soit b = (b1, . . . , bn) un n-uplet. Supposons que la conclusion

de la proposition 1.3.14 est vraie pour X = StU
−1T

b ×k̃[U,U−1] C. Alors, elle est égale-

ment vraie pour X = StU
−1T

bji
×k̃[U,U−1] C avec bji le n-uplet obtenu à partir de b en

remplaçant bj par bi + bj et en gardant le reste inchangé (avec 1 ≤ i ̸= j ≤ n).

Démonstration. — On peut supposer que i < j. On éclate l’idéal (Ti, Tj) dans

StU
−1T

b ×k̃[U,U−1] C pour obtenir un A1
k̃
-schéma M . Notons hM : RM → B1

k le mor-
phisme obtenu en prenant X = M dans l’énoncé de la proposition 1.3.14. On vérifie
immédiatement que hb cöıncide avec hM au-dessus de B1

k − o. On en déduit des iso-
morphismes canoniques h−1

b (∂B1
k) ≃ h−1

M (∂B1
k) et h

−1
b (B1

k − o) ≃ h−1
M (B1

k − o).

L’éclaté M admet un recouvrement Zariski par des ouverts StU
−1T

bji
×k̃[U,U−1] C et

StU
−1T

bij
×k̃[U,U−1] C (voir [3, Lemme 3.3.30]). Notons N l’intersection de ces deux ou-

verts. C’est un A1
k̃
-schéma semi-stable à n−1 branches. Par l’hypothèse de récurrence,

on connâıt la proposition 1.3.14 pour N . Notons hN : RN → B1
k le morphisme obtenu

en prenant X = N dans l’énoncé de cette proposition. On dispose d’un morphisme
de triangles distingués de Mayer-Vietoris

h−1
N (∂B1

k)⊗ E !!

""

h−1
bji

(∂B1
k)⊗ E ⊕ h−1

bij
(∂B1

k)⊗ E !!

""

h−1
b (∂B1

k)⊗ E !!

""

h−1
N (B1

k − o)⊗ E !! h−1
bji

(B1
k − o)⊗ E ⊕ h−1

bij
(B1

k − o)⊗ E !! h−1
b (B1

k − o)⊗ E !!

où les deux flèches verticales extrêmes sont des isomorphismes dans RigSHeff
M(k). On

en déduit que la flèche médiane est inversible. Le lemme est prouvé. c.q.f.d.

Par le lemme 1.3.16, il suffit de considérer le cas où a = (q, . . . , q) = q
n
est constant.

Le lemme ci-dessous nous ramènera au cas où la longueur de a est égale à 1.
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Lemme 1.3.17. — Si la conclusion de la proposition 1.3.14 est vraie pour le A1
k̃
-

schéma StU
−1T

q
n

×k̃[U,U−1] C pour n = 1, alors elle l’est aussi pour n ≥ 2.

Démonstration. — Par la récurrence sur le nombre de branches passant par un point,

on connâıt la proposition 1.3.14 pour X = StU
−1T

q
n−1

×k̃[U,U−1] C[Tn]. Soit M l’éclaté

de X en l’idéal (Tn−1, Tn). On connâıt alors la proposition 1.3.14 pour M puisque
Qrig(M) ×̂B1

k
B → Qrig(X) ×̂B1

k
B est un isomorphisme au-dessus de B1

k − o. Par [3,
Lemme 3.3.19], M admet un recouvrement par deux ouverts dont l’un est isomorphe

à X et l’autre est isomorphe à StU
−1T

q
n

×k̃[U,U−1] C. L’intersection de ces deux ouverts

est isomorphe à StU
−1T

q
n−1

×k̃[U,U−1] C[Tn, T−1
n ]. La deuxième partie du lemme 1.3.15

permet alors de conclure. c.q.f.d.

Il nous reste donc à considérer le cas

X = Spec(k̃[T, U, U−1, T1]/(UT q
1 − T ))×k̃[U,U−1] C.

Un calcul facile montre que le k-affinöıde R est donné par

Spm
( k{T,U, U−1, T1, V }
(UT q

1 − T, V p − µT )

)
×̂

k{U,U−1}
Qrig(C)

= Spm
(k{U,U−1, T1, V }

(V p − µUT q
1 )

)
×̂

k{U,U−1}
Qrig(C).

Notons d = p.g.c.d.(p, q) et soit sp+ tq = d une relation de Bézout. La normalisée de
la k-algèbre k[U,U−1, T1, V ]/(V p − µUT q

1 ) est égale à k[U,U−1,W, S]/(W d − µU) et
le morphisme

(1.61) k[U,U−1, T1, V ]/(V p − µUT q
1 ) −→ k[U,U−1,W, S]/(W d − µU)

est donné par V ! Sq/dW s et T1 ! Sp/dW−t. Lorsqu’on inverse T1, le mor-

phisme (1.61) admet un inverse donné par W ! V p/dT−q/d
1 et S ! T s

1V
t. Montrons

le lemme suivant.

Lemme 1.3.18. — La normalisée de la k-algèbre affinöıde

k{U,U−1, T1, V }/(V p − µUT q
1 )

est égale à

k{U,U−1,W}
(W d − µU)

{µ−t/pS}

avec V = Sq/dW s et T1 = Sp/dW−t.
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Démonstration. — Par la discussion précédente, la normalisée deA =
k{U,U−1, T1, V }
(V p − µUT q

1 )
est la A-algèbre A′ donnée par

(k{U,U−1, T1, V }
(V p − µUT q

1 )

)
⊗

k[U,U−1,T1,V ]

(V p−µUT
q
1 )

(k[U,U−1,W, S]

(W d − µU)

)

=
k{U,U−1, T1, V }

V p − µUT q
1

[W,S]/(W d − µU, Sp/d − T1W
t, Sq/d − VW−s).

Comme A′ est finie sur A, c’est encore une k-algèbre affinöıde. Ainsi, pour r1, r2 ∈ N
suffisamment grand, l’algèbre A′ admet la présentation suivante :

A′ =
k{U,U−1, T1, V,πr1W,πr2S}

(V p − µUT q
1 ,W

d − µU, Sp/d − T1W t, Sq/d − VW−s)
.

De la relation W d − µU = 0, on déduit que l’on peut choisir r1 = 0. D’autre part, la
relation V p − µUT q

1 = 0 peut être déduites des trois autres. Il vient

A′ =
k{U,U−1,W, T1, V,πr2S}

(W d − µU, Sp/d − T1W t, Sq/d − VW−s)

≃ k{U,U−1,W}
(W d − µU)

{πr2S}⟨W t|Sp/d⟩⟨W−s|Sq/d⟩

=
k{U,U−1,W}
(W d − µU)

{πr2S}⟨W dt|Sp⟩⟨W−sd|Sq⟩

=
k{U,U−1,W}
(W d − µU)

{πr2S}⟨µt|Sp⟩⟨µ−s|Sq⟩

=
k{U,U−1,W}
(W d − µU)

{πr2S}⟨µtq|Spq⟩⟨µ−sp|Spq⟩

=
k{U,U−1,W}
(W d − µU)

{πr2S}⟨µtq|Spq⟩⟨µtq−1|Spq⟩

=
k{U,U−1,W}
(W d − µU)

{πr2S}⟨µtq|Spq⟩

=
k{U,U−1,W}
(W d − µU)

{µ−t/pS}.

Les deux dernières égalités viennent du fait que µ ∈ k◦−{0} et que r2 est suffisamment
grand. c.q.f.d.

Appelons H le k-affinöıde Spm(k{U,U−1,W}/(W d − µU)) ×̂k{U,U−1} C et notons
w ∈ Γ(H,O) la classe de W . On a alors un morphisme fini

H{µ−t/pS} −→ Qrig(X) ×̂B1
k
B
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qui est un isomorphisme au-dessus de B1
k − o. Notons h′ : H{µ−t/pS} → B1

k le mor-
phisme canonique. Il s’agit donc de prouver que

(1.62) h′−1(∂B1
k)⊗ E −→ h′−1(B1 − o)⊗ E

est une équivalence B1-locale. Remarquons pour cela que l’image de T dans
Γ(H{µ−t/pS},O) est égale à USp/dw−t. La norme de T en un point x de H{µ−t/pS}
cöıncide avec la norme de |S(x)| · |µ|−t/p. Ainsi, l’image inverse de ∂B1 par h′ est le
k-affinöıde ∂B1

H(o, µt/p). Le morphisme (1.62) se réécrit donc

∂B1
H(o, µt/p)⊗ E −→ (B1

H(o, µt/p)− o)⊗ E

Le résultat découle maintenant de la proposition 1.3.4. La preuve du théorème 1.3.11
est achevée.

1.3.3. Construction et propriétés élémentaires : cas stable. — À partir de
maintenant, on suppose que la catégorie de coefficients M est monöıdale symétrique
et unitaire. On notera • son objet unité qu’on supposera dans E. En particulier, il est
cofibrant et homotopiquement compact. (Ces hypothèses sur l’objet unité ne sont pas
essentielles, mais sont satisfaites dans les exemples qui nous intéressent.)

On fixe un remplacement projectivement cofibrant T de

(1.63)
A1

Z ⊗ • cst
(A1

Z − oZ)⊗ • cst
= Cofib((A1

Z − oZ)⊗ • cst → A1
Z ⊗ • cst)

dans PreShv(Sm/Z,M). Pour des raisons techniques, on supposera même que T pro-
vient d’un remplacement projectivement cofibrant T ′ de A1

Z ⊗ • cst/(A1
Z − oZ)⊗ • cst

dans PreShv(SmAf/Z,M) avec SmAf/Z ⊂ Sm/Z la sous-catégorie pleine des sché-
mas affines et lisses sur Spec(Z). En d’autres termes, on fixe une équivalence faible
de préfaisceaux T ′ → A1

Z ⊗ • cst/(A1
Z − oZ) ⊗ • cst dans PreShv(SmAf/Z,M) avec

T ′ projectivement cofibrant et on pose(9) T = a∗T ′ avec a le prémorphisme de sites
(munis des topologies grossières) Sm/Z→ SmAf/Z.

(9) Pour vérifier que a∗T ′ → a∗(A1
Z ⊗ • cst/(A1

Z − oZ) ⊗ • cst) = A1
Z ⊗ • cst/(A1

Z − oZ) ⊗ • cst est une

équivalence faible de préfaisceaux, on procède de la manière suivante. On peut trouver un carré

commutatif dans PreShv(SmAf/Z,M)

A
c

!!

""

B

""

(A1
Z − oZ)⊗ • cst !! A1

Z ⊗ • cst

avec A projectivement cofibrant, c une cofibration projective et les flèches vertivales des équivalences

faibles. On peut alors supposer que T ′ est la cofibre de c. Il vient que a∗T ′ est la cofibre de a∗(c).

Le résultat s’obtient alors en appliquant a∗ au carré ci-dessus et en utilisant le fait que a∗ préserve

les équivalences faibles entre préfaisceaux projectivement cofibrants.

Cet argument, convenablement adapté, montre aussi que T an est un remplacement projectivement

cofibrant de (A1
k)

an ⊗ • cst/(A1
k − o)an ⊗ • cst.

MÉMOIRES DE LA SMF 140/141

106

106
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On note T an l’image de T dans PreShv(SmRig/k,M) par le foncteur « image
inverse » associé à la composition des prémorphismes de sites

SmRig/k −→ Sm/k −→ Sm/Z.

C’est un remplacement projectivement cofibrant de (A1
k)

an ⊗ • cst/(A1
k − o)an ⊗ • cst.

La catégorie des T an-spectres symétriques SpectΣT an(PreShv(SmRig/k,M)) sera mu-
nie de sa structure projective stable déduite de la structure projective B1-locale sur
PreShv(SmRig/k,M). Cette structure de modèles sera simplement appelée la struc-
ture projective B1-locale stable. Pour la définition des catégories de spectres et la
construction des structures de modèles stables, le lecteur pourra consulter [3, Sec-
tion 4.3].

Définition 1.3.19. — On note RigSHM(k) la catégorie homotopique de
SpectΣT an(PreShv(SmRig/k,M)) relativement à la structure B1-locale stable. C’est
la catégorie homotopique stable des k-variétés rigides à coefficients dans M. Voici
les cas les plus importants :

– Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement
RigSH(k) la catégorie ainsi définie.

– Lorsque M est la catégorie des complexes de groupes abéliens (resp. de Λ-modules
pour un anneau commutatif Λ) on notera RigDA(k) (resp. RigDA(k,Λ)) la
catégorie ainsi définie.

Pour p ∈ N, on dispose d’un foncteur « spectre de suspension »

SuspT an : RigSHM(k) −→ RigSHeff
M(k).

Ce foncteur provient d’une adjonction de Quillen (SuspT an ,Evp) avec Evp le foncteur
qui à un T an-spectre symétrique (En)n associe le préfaisceau Ep. (On renvoie le lecteur
à [3, Définition 4.3.10] pour plus de détails.) Si X une k-variété rigide lisse, le motif
de X est le T an-spectre symétrique Sus0T an(X ⊗ • cst) considéré dans RigSHM(k) ; il
est noté M(X).

La catégorie RigSHM(k) est une catégorie triangulée monöıdale symétrique et
unitaire (voir [3, Théorème 4.3.76]). Par la proposition 1.3.6 et [3, Lemme 4.3.34], on
dispose d’une adjonction de Quillen

(Rig∗,Rig∗) : Spect
Σ
T (PreShv(Sm/k,M)) −→ SpectΣT an(PreShv(SmRig/k,M))

induisant un foncteur triangulé et monöıdal

Rig∗ : SHM(k) −→ RigSHM(k).

Considérons le foncteur cplη : Sm/k◦ → SmRigqc/k qui à un k◦-schéma lisse X
associe la k-variété rigide quasi-compacte (X//(π))η. Notons T qc l’image inverse de T
suivant la composition des prémorphismes de sites (munis des topologies grossières)

SmRigqc/k
cplη

!! Sm/k◦ !! Sm/Z.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

107

107



102 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

Alors, T qc est un remplacement projectivement cofibrant de B1
k ⊗ • cst/∂B1

k ⊗ • cst
dans PreShv(SmRigqc/k,M). On note aussi T qc l’image inverse de cet objet suivant
le prémorphisme de sites SmRig/k → SmRigqc/k. C’est un remplacement projecti-
vement cofibrant de B1

k ⊗ • cst/∂B1
k ⊗ • cst dans PreShv(SmRig/k,M). On dispose

d’une transformation naturelle cplη → Rig◦ (−)η induite par le morphisme naturel de
la proposition 1.1.31. On a alors un carré commutatif d’équivalences B1-locales dans
PreShv(SmRig/k,M) :

T qc
∼B1

!!

""

T an

""

B1
k ⊗ • cst

∂B1
k ⊗ • cst

!!
(A1

k)
an ⊗ • cst

(A1
k − o)an ⊗ • cst

.

Par [3, Proposition 4.3.42], on déduit une suite d’équivalences de Quillen à gauche
relativement aux structures projectives B1-locales stables

SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M))

""

SpectΣT qc(PreShv(SmRig/k,M))

T an ⊗T qc −
""

SpectΣT an(PreShv(SmRig/k,M)).

La catégorie RigSHM(k) est donc équivalente à la catégorie homotopique de
SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M)). Pour p ∈ N, le diagramme de foncteurs de
Quillen à gauche

(1.64) PreShv(SmRigqc/k,M)
SuspT qc

!!

""

SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M))

""

SpectΣT qc(PreShv(SmRig/k,M))

T an ⊗T qc −
""

PreShv(SmRig/k,M)

SuspT qc
##

SuspT an
!! SpectΣT an(PreShv(SmRig/k,M))

est commutatif à 2-isomorphisme près. L’intérêt de la catégorie de modèles
SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M)) vient de la caractérisation suivante de ses
objets fibrants. (Ci-dessous, Hom(−,−) désigne le bifoncteur « homomorphisme
interne » relativement à la structure monöıdale fermée sur PreShv(SmRigqc/k,M).)

Proposition 1.3.20. — Un T qc-spectre symétrique (En)n est fibrant pour la struc-
ture projective stable sur SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M)) déduite de la structure
projective B1-locale sur PreShv(SmRigqc/k,M) si et seulement si les conditions sui-
vantes sont satisfaites :
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(i) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, et tout n ∈ N, l’objet
En(X) ∈ Ob(M) est fibrant,

(ii) pour tout n ∈ N, le préfaisceau En vérifie la propriété de Brown-Gersten (voir
la définition 1.2.29),

(iii) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, et tout n ∈ N, le mor-
phisme En(B1

X)→ En(X) est une équivalence faible de M,
(iv) pour tout n ∈ N, l’adjoint du morphisme d’assemblage En → Hom(T qc,En+1)

est une équivalence faible de préfaisceaux (i.e., (En)n est un ΩT -spectre).

En particulier, la classe des objets stablement B1-fibrants dans

SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M))

est stable par colimites filtrantes.

Démonstration. — Seule la dernière assertion demande une preuve. En effet, il n’est
pas tout à fait clair qu’une colimite de ΩT -spectres est encore un ΩT -spectre puisque le
foncteur Hom(T qc,−) ne commute pas forcément aux colimites filtrantes. Toutefois,
il suffira qu’il y commute à équivalences faibles près de préfaisceaux. On est ainsi
ramené à vérifier que les foncteurs

homHo(PreShv(SmRigqc/k,M))(T
qc ⊗X,−) : PreShv(SmRigqc/k,M) −→ Ab

commutent aux colimites filtrantes pour toute k-variété rigide quasi-compacte et
lisse X. Ceci découle immédiatement du fait que T qc est faiblement équivalent à
B1
k ⊗ • cst/∂B1

k ⊗ • cst et que les colimites filtrantes sont exactes dans la catégorie des
groupes. c.q.f.d.

Corollaire 1.3.21. — La catégorie triangulée avec sommes infinies RigSHM(k)
est compactement engendrée par les objets de la forme SuspT an(X ⊗Acst) avec X une
k-variété rigide quasi-compacte et lisse, et A ∈ E.

Démonstration. — Par le diagramme (1.64), il est équivalent de montrer que la caté-
gorie triangulée avec sommes infinies

RigSH′
M(k) = HoB1−st

(
SpectΣT qc

(
PreShv(SmRigqc/k,M)

))

est compactement engendrée par les objets SuspT qc(X ⊗Acst). On commence d’abord
par montrer que ces objets sont compacts. Il est plus général de montrer que le foncteur

homRigSH′
M(k)(Sus

p
T qc(X ⊗Acst),−) :(1.65)

SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M)) −→ Ab
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commute aux colimites filtrantes. Ce foncteur est la composition de

SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M))(1.66)

LocB1−st
!! SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/k,M))

Evp
""

PreShv(SmRigqc/k,M)
π0(A,Γ(X,−))

!! Ab

où LocB1−st est un foncteur de remplacement stablement B1-fibrant. Par la proposi-
tion 1.3.7, la transformation naturelle ColimI ◦LocB1−st → LocB1−st ◦ ColimI induit
des équivalences faibles de préfaisceaux niveau par niveau pour toute petite catégorie
filtrante I. D’où le résultat recherché.

Pour terminer, il reste à vérifier que la familles des foncteurs (1.65) détecte les
équivalences B1-locales stables. Il suffit pour cela de considérer les morphismes entres
spectres fibrants pour la structure B1-locale stable. Le résultat découle alors de la
condition (iii) de la définition 1.2.31. c.q.f.d.

Remarque 1.3.22. — L’objet Sus1T an(• cst)[2] sera noté • (−1). Le produit tensoriel
−⊗• (−1) sera simplement noté −(−1). On définit par récurrence les foncteurs −(−n)
pour n ∈ N. Par [3, Corollaire 4.3.72], on a un isomorphisme canonique

SuspT an(−)⊗ SusqT an(−) ≃ Susp+q
T an (−⊗−).

Le T an-spectre symétrique SuspT an(X⊗Acst) du corollaire 1.3.21 est donc isomorphe à
M(X)⊗Sus0T an(Acst)(−p)[−2p] (qui est isomorphe à M(X)(−p)[−2p] lorsque A = • ).
Il découle aussi de [3, Théorème 4.3.38] que le foncteur −(−1) est une auto-équivalence
de RigSHM(k) dont l’inverse est donné par (Sus0T an(T an)⊗−)[−2]. Ceci permet donc
de définir les −(n) pour tout n ∈ Z. Ces foncteurs sont appelés les twists de Tate.

Lorsque k est d’égale caractéristique nulle et que sa valuation est discrète, on a un
résultat plus précis.

Théorème 1.3.23. — Supposons que k = k̃((π)) avec k̃ un corps de carac-
téristique nulle. Avec les notations 1.2.35, la catégorie triangulée avec sommes
infinies RigSHM(k) est compactement engendrée par les objets de la forme

SuspT an(Qrig
r (X, f) ⊗ Acst) avec X un k̃-schéma lisse, f ∈ Γ(X,O×), p ∈ N,

r ∈ N− {0} et A ∈ E.

Démonstration. — Notons T ⊂ RigSHM(k) la sous-catégorie triangulée avec sommes
infinies engendrée par les objets de l’énoncé. En vue du corollaire 1.3.21, il suffit de
montrer SuspT an(Y ⊗Acst) ∈ Ob(T) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse
et p ∈ N. On utilise alors le foncteur triangulé SuspT an : RigSHeff

M(k)→ RigSHM(k)
et le théorème 1.2.36 pour conclure. c.q.f.d.
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1.3.4. Énoncé du résultat principal et réductions. — Dans ce paragraphe, on
reprend l’hypothèse k = k̃((π)) avec k̃ un corps de caractéristique nulle. Pour énoncer
notre théorème, nous aurons besoin d’une notation et d’une définition.

Notation 1.3.24. — Soient X un k̃-schéma de type fini, r ∈ N−{0} et f ∈ Γ(X,O).
On définit un Gmk̃-schéma Qgm

r (X, f) par le morphisme

(1.67) X[T, T−1, V ]/(V r − fT ) −→ Spec(k̃[T, T−1]) = Gmk̃.

Lorsque r = 1, ce Gmk̃-schéma ne dépend pas de f et sera simplement noté Qgm(X).

Définition 1.3.25. — Soit QUSHM(k̃) la sous-catégorie triangulée avec sommes
infinies de SHM(Gmk̃) engendrée par les objets de la forme SuspT (Q

gm
r (X, f)⊗Acst)

avec p ∈ N, r ∈ N− {0}, X un k̃-schéma lisse, f ∈ Γ(X,O×) et A ∈ E. Les objets de

QUSHM(k̃) sont appelés les motifs quasi-unipotents de SHM(Gmk̃). Voici les cas
les plus importants :

– Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement
QUSH(k̃) la sous-catégorie de SH(Gmk̃) ainsi définie.

– Lorsque M est la catégorie des complexes de groupes abéliens (resp. de Λ-modules

pour un anneau Λ) on notera QUDA(k̃) (resp. QUDA(k̃,Λ)) la sous catégorie
de DA(Gmk̃) (resp. DA(Gmk̃,Λ)) ainsi définie.

On note G(k̃) ⊂ Ob(QUSHM(k̃)) l’ensemble des objets SuspT (Q
gm
r (X, f) ⊗ Acst)

comme ci-dessus ; c’est un système de générateurs compacts de QUSHM(k̃).

On note π : Spec(k) → Gmk̃ le morphisme de schémas correspondant à l’élément

inversible π de k = k̃((π)). Voici le résultat principal de ce chapitre(10).

SCHOLIE 1.3.26. — On suppose que k = k̃((π)) est le corps des séries de Laurent

en π à coefficients dans le corps de caractéristique nulle k̃.

1) Le foncteur composé

(1.68) F : QUSHM(k̃) ↪−→ SHM(Gmk̃)
π∗

!! SHM(k)
Rig∗

!! RigSHM(k)

est une équivalence de catégories. Soit R : RigSHM(k)
∼
!! QUSHM(k̃) un quasi-

inverse à F.

2) Considérons le diagramme de k̃-schémas : Spec(k)
j

!! Spec(k◦)
i

"" Spec(k̃).

Notons q : Gmk̃ → Spec(k̃) la projection structurale et 1 sa section unité. Alors, la

(10) Il est possible de formuler l’équivalence de catégories F d’un manière invariante, i.e., qui ne

dépend pas du choix d’un isomorphisme k ≃ k̃((π)), en utilisant [7, Proposition 2.38 et Lemme 2.39].

On obtient ainsi une équivalence de catégories

QUSHM(T∗)
∼
!! RigSHM(k)

avec T∗ = Spec(k̃[k∨/(k∨)2])−o, l’espace tangent épointé de Spec(k◦) en son point fermé. On laisse

les détails au lecteur intéressé.
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composition de

SHM(k)
Rig∗

!! RigSHM(k)
R
∼ !! QUSHM(k̃) ↪−→ SHM(Gmk̃)

q∗
!! SHM(k̃)(1.69)

s’identifie au foncteur χ = i∗j∗. De même, la composition de

SHM(k)
Rig∗

!! RigSHM(k)
R
∼ !! QUSHM(k̃) ↪−→ SHM(Gmk̃)

1∗
!! SHM(k̃)(1.70)

s’identifie au foncteur « motif proche » Ψπ associé à l’uniformisante π (voir [3, Défi-
nition 3.5.6]).

Remarque 1.3.27. — Dans [3, Chapitre III], nous avons considéré les foncteurs
« motif proche » au-dessus des schémas de type fini sur des traits géométriques,
i.e., ceux obtenus comme anneaux locaux (pour la topologie de Zariski ou celle de
Nisnevich) en des points de codimension 1 dans des variétés algébriques normales.
Dans l’appendice 1.A, nous montrons que le formalisme des cycles proches motiviques
fonctionne tout aussi bien au-dessus d’un anneau de valuation discrète complet et
d’égale caractéristique nulle.

Notons le corollaire amusant suivant.

Corollaire 1.3.28. — Soient X un k̃-schéma lisse, f ∈ Γ(X,O×) et r ∈ N − {0}.
Le motif M(Qgm

r (X, f)) de Qgm
r (X, f) (i.e., le T -spectre symétrique

Sus0T (Q
gm
r (X, f)⊗ • cst)

considéré comme un objet de la catégorie homotopique stable des Gmk̃-schémas) admet
un dual fort dans SHM(Gmk̃).

Démonstration. — En effet, l’image par F de cet objet cöıncide avec l’image de
M(Qgeo

r (X, f)) = Sus0T (Q
geo
r (X, f) ⊗ • cst) par le foncteur monöıdal Rig∗ (voir les

notations 1.3.10). Par le lemme 1.3.29 ci-dessous, les motifs des schémas lisses sur un
corps de caractéristique nulle admettent des duaux forts. Le résultat découle mainte-
nant du fait que F est une équivalence de catégories. c.q.f.d.

Lemme 1.3.29. — Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit M un objet de
la sous-catégorie triangulée de SHM(K) stable par facteurs directs engendrée par les
motifs des K-schémas lisses ainsi que leurs twists de Tate. Alors M admet un dual
fort.

Démonstration. — Ce résultat est dû à J. Riou (voir [37]) et a été annoncé par V.
Voevodsky. On donne ici une preuve rapide reposant sur des résultats de [2, 3]. (En
particulier, on renvoie le lecteur à [3, §4.5.1 et §4.5.2] pour la construction des opé-
rations f∗, f∗ et f♯, et à [2, Scholie 1.4.2] pour des informations sur les opérations
extraordinaires f! et f ! ; voir aussi la section 1.4 ci-dessous et notamment le para-
graphe 1.4.2.)
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Par [2, Proposition 2.2.27], on sait que la sous-catégorie triangulée stable par fac-
teurs directs engendrée par les motifs de K-schémas lisses et leurs twists cöıncide
avec la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs engendrée par les f∗• X(n)
pour X un K-schéma projectif et lisse, f son morphisme structural et n ∈ Z. Or, les
objets admettant des duaux forts forment une sous-catégorie triangulée stable par
facteurs directs de SHM(k). Il suffit donc de montrer que si X est un K-schéma pro-
jectif et lisse de morphisme structural f , l’objet f∗• X admet un dual fort. Il suffira
de construire un isomorphisme de foncteurs

Hom(f∗• X ,−) ≃ Hom(f∗• X , • K)⊗−.

Comme f est projectif, on dispose d’un isomorphisme f! ≃ f∗ par [2, Théorème
1.7.17]. On a la châıne d’isomorphismes naturels en A ∈ Ob(SHM(K)) :

Hom(f!• X , A) ≃ f∗Hom(• X , f !A) ≃ f!f
!A

≃ f!f
!• X ⊗A ≃ f∗f

!• X ⊗A

≃ Hom(f!• X , • )⊗A.

Ci-dessus, nous avons utilisé l’isomorphisme de projection f♯f∗A ≃ f♯• X ⊗A modulo
l’identification

f!f
! = f♯Th

−1(Ωf )Th(Ωf )f
∗ ≃ f♯f

∗

valable pour f lisse. Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Remarque 1.3.30. — La preuve du lemme 1.3.29 montre que pour tout schéma
noethérien S, et tout morphisme projectif et lisse f : X → S, l’objet f∗• X admet un
dual fort dans SHM(S) qui n’est autre que le motif M(X) = f♯• X de X. Notons (sui-

vant [37]) SHparf
M (S) la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs engendrée

par les motifs des S-schémas projectifs et lisses, ainsi que leurs twists de Tate. Les
objets de SHparf

M (S) sont donc fortement dualisables. Réciproquement, on peut se de-

mander si tout objet fortement dualisable de SHM(S) est dans SHparf
M (S). Notons que

ceci est vrai lorsque S est le spectre d’un corps de caractéristique nulle (ou le spectre
d’un corps parfait de caractéristique quelconque, sous réserve de pouvoir résoudre les
singularités) et Ho(M) compactement engendrée par son objet unité • . Le corollaire
1.3.28 nous semble amusant puisqu’il fournit des motifs fortement dualisables dans
SHM(Gmk̃) qui n’ont aucune raison apparente d’appartenir à SHparf

M (Gmk̃). C’est à
notre connaissance, les premiers exemples de tels motifs.

Calculons l’image par F des générateurs de la catégorie triangulée QUSHM(k̃).

Soient X un k̃-schéma lisse, f ∈ Γ(X,O×), r ∈ N − {0}, p ∈ N et A ∈ E. L’objet
F(SuspT (Q

gm
r (X, f)⊗Acst)) est donné par

Rig∗π∗(SuspT (Q
gm
r (X, f)⊗Acst)

)
≃ Rig∗

(
SuspT (Q

geo
r (X, f)⊗Acst)

)
(1.71)

≃ SuspT an(Qan
r (X, f)⊗Acst).
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D’autre part, l’immersion ouverte canonique Qrig
r (X, f) ↪→ Qan

r (X, f) induit un mor-
phisme de T an-spectres symétriques

(1.72) SuspT an

(
Qrig

r (X, f)⊗Acst

)
−→ SuspT an

(
Qan

r (X, f)⊗Acst

)
.

Puisque SuspT an est un foncteur de Quillen à gauche, il préserve les équivalences B1-
locales entre préfaisceaux projectivement cofibrants. Le théorème 1.3.11 entrâıne donc
que (1.72) est une équivalence B1-locale niveau par niveau. On en déduit par compo-
sition avec (1.71), un isomorphisme dans RigSHM(k)

(1.73) SuspT an(Qrig
r (X, f)⊗Acst)

∼
!! Rig∗π∗(SuspT (Q

gm
r (X, f)⊗Acst)

)
.

En utilisant le théorème 1.3.23, on obtient le lemme suivant.

Lemme 1.3.31. — Le foncteur F envoie le système de générateurs compacts G(k̃)

de QUSHM(k̃) (voir la définition 1.3.25) sur un système de générateurs compacts
de RigSHM(k).

On est donc tenté d’appliquer le lemme suivant au foncteur F.

Lemme 1.3.32. — Soient T et T′ deux catégories triangulées avec sommes infinies,
compactement engendrées, et G un système de générateurs compacts de T. Pour qu’un
foncteur triangulé F : T → T′ soit une équivalence de catégories, il faut et il suffit que
les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) le foncteur F commute aux sommes infinies,

(ii) l’ensemble F (G) est un système de générateurs compacts de T′,

(iii) pour tout A,B ∈ G et n ∈ Z, l’homomorphisme suivant est inversible :

homT(A,B[n]) −→ homT′
(
F (A), F (B)[n]

)
.

Démonstration. — Les conditions (i) à (iii) sont clairement nécessaires. Montrons
qu’elles sont suffisantes. Pour A ∈ G, on note TA la sous-catégorie pleine de T formée
des objets B tels que le morphisme

(1.74) homT

(
A,B[n]

)
−→ homT′(F (A), F (B)[n])

est bijectif. Il est clair que TA est une sous-catégorie triangulée. Elle contient G
par (iii). Comme F commute aux sommes infinies (par (i)) et que A et F (A) sont com-
pacts (par (ii)) la sous-catégorie TA est stable par sommes infinies. On en déduit que
TA = T. En d’autres termes, pour tout A ∈ G et B ∈ Ob(T), l’homomorphisme (1.74)
est inversible.

Étant donné B ∈ Ob(T), on note TB la sous-catégorie pleine de T formée des A
rendant (1.74) inversible pour tout n ∈ Z. C’est une sous-catégorie triangulée de T,
contenant G et stable par sommes infinies (on utilise encore une fois que F commute
aux sommes infinies). On en déduit que TB = T.
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Nous avons donc montré que le foncteur F est pleinement fidèle. Ainsi, l’image
essentielle F (T)ess de F (qui est équivalente à T) s’identifie à une sous-catégorie tri-
angulée de T′ stable par sommes infinies (puisque F commute aux sommes infinies).
Comme F (G) engendre T′, on en déduit que F (T)ess = T′. Le lemme est prouvé.

c.q.f.d.

Il est clair que le foncteur F commute aux sommes infinies. Pour montrer que F est
une équivalence de catégories, il faut donc vérifier que les homomorphismes

(1.75) homSHM(Gmk̃)

(
SuspT (Q

gm
r (X, f)⊗Acst), Sus

q
T (Q

gm
s (Y, g)⊗Bcst)

)

!!

homRigSHM(k)

(
F(SuspT

(
Qgm

r (X, f)⊗Acst)
)
,F

(
SusqT (Q

gm
s (Y, g)⊗Bcst)

))

sont bijectifs pour (p, q) ∈ N2, (r, s) ∈ (N− {0})2, (A,B) ∈ E2, X et Y des k̃-schémas
affines lisses, f ∈ Γ(X,O×) et g ∈ Γ(Y,O×). On peut écrire

SuspT (−) = (SuspT • cst)⊗ Sus0T (−)

(voir [3, Corollaire 4.3.72]). L’objet SuspT • cst = (Sus1T • cst)⊗p est inversible pour la

structure monöıdale sur SHM(−) (voir [3, Théorème 4.3.38]). Étant donné que F
est un foncteur monöıdal, on voit que l’on peut supposer p = 0 ou q = 0 quitte
à remplacer q par q − p si p ≤ q et p par p − q sinon. Supposons pour fixer les
idées que q = 0. L’inverse pour la structure monöıdale de SuspT • cst est donné par
Sus0T (T )

⊗p. Rappelons que T est A1-équivalent à A1 ⊗ • cst/(A1 − o) ⊗ • cst. Ainsi,
quitte à remplacer Y par des k̃-schémas du type Y × Ai × (A1 − o)j pour i + j = p,
on se ramène à considérer uniquement les homomorphismes

(1.76) homSHM(Gmk̃)

(
Sus0T (Q

gm
r (X, f)⊗Acst), Sus

0
T (Q

gm
s (Y, g)⊗Bcst)

)

!!

homRigSHM(k)(F
(
Sus0T (Q

gm
r (X, f)⊗Acst)

)
,F

(
Sus0T (Q

gm
s (Y, g)⊗Bcst))

)
.

Dans la suite, et lorsque cela n’induit pas de confusion, on omettra de noter le foncteur
Sus0T (−).

Lemme 1.3.33. — Pour montrer la première partie de la scholie 1.3.26, i.e., que F
est une équivalence de catégories, il suffit de montrer que (1.76) est un isomorphisme
dans le cas où s divise r.

Démonstration. — Soit d un entier non nul. Considérons le Gmk̃-schéma

Qgm
rd (X[U,U−1], Urf).

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

115

115



110 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

Il est donné par :

X[T, T−1, U, U−1, V ]

(V rd − UrTf)
=

X[T, T−1, U, U−1, V,W ]

(W r − Tf, V d −WU)

=
X[T, T−1, V, V −1,W ]

(W r − Tf)
≃ Qgm

r (X, f)[V, V −1].

Ainsi, dans les catégories homotopiques, Qgm
r (X, f) ⊗ Acst est un facteur direct de

Qgm
rd (X[U,U−1], Urf)⊗Acst. Il suffit alors de prendre d = s pour conclure. c.q.f.d.

L’intérêt du lemme 1.3.33 vient de la proposition suivante.

Proposition 1.3.34. — Considérons le diagramme commutatif de k̃-schémas

Qgm
r (X, f)

j
!!

""

Q̄gm
r (X, f)

""

X
i

##

""

Gmk̃ = Spec
(
k̃[T, T−1]

)
!! A1

k̃
= Spec

(
k̃[T ]

)
o = Spec(k̃)##

avec Q̄gm
r (X, f) = X[T, V ]/(V r − fT ). C’est un diagramme à carrés cartésiens à

nil-immersions près. Si s divise r, la composition de

(1.77) homSHM(Gmk̃)
(Qgm

r (X, f)⊗Acst, Qgm
s (Y, g)⊗Bcst)

∼ (1)
""

homSHM(Qgm
r (X,f))

(
Acst, [Qgm

s (Y, g)×Gmk̃
Qgm

r (X, f)]⊗Bcst

)

(2)
""

homSHM(X)

(
Acst, i∗j∗([Qgm

s (Y, g)×Gmk̃
Qgm

r (X, f)]⊗Bcst)
)

est inversible.

Démonstration. — L’isomorphisme (1) de (1.77) s’obtient via l’adjonction (pr♯, pr
∗) où

pr est la projection de Qgm
r (X, f) sur Gmk̃. Il faut montrer que l’homomorphisme (2)

de (1.77) est inversible.

Notons d l’entier tel que r = sd. Le k̃-schéma Qgm
r (X, f)×Gmk̃

Qgm
s (Y, g) est égal à

X ×k̃ Y [T, T−1, V,W ]

(V ds − fT,W s − gT )
=

X ×k̃ Y [V, V −1,W,W−1]

(gV ds − fW s)

≃
(
X ×k̃ Y [R]/(Rs − f

g
)

)
[V, V −1,W,W−1]/(V d −RW )

=

(
X ×k̃ Y [R]/(Rs − f

g
)

)
[V, V −1].

On note Z le k̃-schéma X ×k̃ Y [R]/(Rd − (f/g)) et h la classe de R. On dispose
d’un morphisme lisse évident pZX : Z → X. Modulo les identifications

Qgm
r (X, f)×Gmk̃

Qgm
r (Y, g) = Z[V, V −1],
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1.3. LES CATÉGORIES B1-HOMOTOPIQUES DES k-VARIÉTÉS RIGIDES 111

Qgm
r (X, f) = X[T, T−1, V ]/(V p − fT ) = X[V, V −1],

la projection sur le premier facteur de Qgm
r (X, f)×Gmk̃

Qgm
r (Y, g) est simplement

Z[V, V −1]
pZX × id

!! X[V, V −1].

On a un diagramme cartésien de k̃-schémas

Z[V, V −1]
j

!!

""

Z[V ]

""

Z
i

##

""

X[V, V −1]
j

!! X[V ] X
i

##

où les flèches verticales sont toutes déduites de pZX . En particulier, elles sont lisses.
Modulo les identifications précédentes, l’homomorphisme (2) de (1.77) s’écrit

homSHM(X[V,V −1])(Acst, Z[V, V −1]⊗Bcst)(1.78)

−→ homSHM(X)(Acst, i
∗j∗(Z[V, V −1]⊗Bcst)).

Considérons le diagramme de X-schémas

X[V, V −1]
j

!!

q $$

X[V ]

p
""

X.
i

##

X

L’adjonction (q∗, q∗) fournit un isomorphisme

homSHM(X)

(
Acst, q∗(Z[V, V −1]⊗Bcst)

)
(1.79)

≃ homSHM(X[V,V −1])

(
Acst, Z[V, V −1]⊗Bcst

)
.

En composant (1.78) et (1.79), on obtient un homomorphisme

homSHM(X)(Acst, q∗(Z[V, V −1]⊗Bcst))(1.80)

−→ homSHM(X)(Acst, i
∗j∗(Z[V, V −1]⊗Bcst)).

Le lecteur vérifiera immédiatement que cet homomorphisme est induit par la compo-
sition des transformations naturelles q∗ ≃ p∗j∗ → p∗i∗i∗j∗ → i∗j∗. Or, cette tranfor-
mation naturelle composée est inversible lorsqu’on l’applique à q∗, et en particulier
à l’objet q∗(Z ⊗ Bcst) = Z[V, V −1]⊗ Bcst ∈ Ob(SHM(X[V, V −1])). Pour une preuve
de cela, le lecteur peut consulter la fin de la démonstration du [3, Lemme 3.4.10].

c.q.f.d.

Remarque 1.3.35. — La proposition 1.3.34 reste vraie sans l’hypothèse que s di-
vise r. Ceci est une conséquence de la scholie 1.3.26 (modulo les théorèmes 1.3.37
et 1.3.38 ci-dessous). Pour s’en convaincre, il suffit d’utiliser le diagramme commuta-
tif (1.102). Toutefois, nous n’avons pas réussi à fournir un argument direct dans le
cas général.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

117

117



112 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

La proposition 1.3.34 fournit une description du premier membre de (1.76) qui fait
apparâıtre le système de spécialisation χ (voir [3, Exemple 3.1.4]). On voudrait une
description analogue du second membre de (1.76). Pour cela, nous aurons besoin d’une
construction qui, à première vue, parâıtra peu naturelle.

Soit D : SmAfnd/k → Sch/k◦ le foncteur qui à un k-affinöıde lisse X associe le
k◦-schéma affine Spec(Γ(X,O◦)) ; voir la notation 1.1.13 pour la définition du fais-
ceau O◦. Si X = Spm(A), alors D(X) = Spec(A◦) avec A◦ = {f ∈ A; |f |∞ ≤ 1} ; voir
la remarque 1.1.7 pour la définition de la norme infinie.

On considérera D comme un diagramme de schémas (au sens de [2, Définition
2.4.4]) et on utilisera les notations de la section 2.4 de loc. cit. Bien entendu les
schémas D(X) ne sont pas de type fini. Toutefois, ils sont normaux, topologiquement
de présentation finie et donc noethériens (puisque la valuation de k est discrète).

On note également Dη : SmAfnd/k → Sch/k le foncteur qui à un k-affinöıde X

associe Spec(Γ(X,O)) et Dσ : SmAfnd/k → Sch/k̃ celui qui à X associe

X̃ = Spec
( Γ(X,O◦)
Γ(X,O∨)

)
. On a ainsi un diagramme dans la catégorie DiaSch des dia-

grammes de schémas à carrés cartésiens (à nil-immersions près)

(1.81) Dη

j
!!

uη
""

D

u
""

Dσ
i

##

uσ
""

k
j

!! k◦ k̃.
i

##

Étant donnéX ∈ Ob(SmAfnd/k), on note uX : D(X)→ Spec(k◦) le morphisme struc-
tural du k◦-schéma D(X) ; c’est aussi la composition de u avec l’inclusion évidente

D(X) ↪→ D . Les morphismes (uX)η : Dη(X)→ Spec(k) et (uX)σ : Dσ(X)→ Spec(k̃)
sont alors définis par changement de base, comme d’habitude.

Rappelons (voir le début de [3, §4.5.1]) que Sm/D est la catégorie des couples (Y,X)
avec X un k-affinöıde lisse et Y un D(X)-schéma lisse. On dispose d’un foncteur
diagonal évident

(1.82) diag : SmAfnd/k −→ Sm/D

qui à un k-affinöıde lisse X = Spm(A) associe le couple (Spec(A), X). En composant
avec les foncteurs

−×D Dη : Sm/D −→ Sm/Dη et −×DDσ : Sm/D −→ Sm/Dσ,

on obtient deux autres foncteurs diagonaux

(1.83) diagη : SmAfnd/k −→ Sm/Dη et diagσ : SmAfnd/k −→ Sm/Dσ.

Les foncteurs (1.82) et (1.83) induisent par composition à gauche des foncteurs

(1.84) diag∗ : PreShv(Sm/D ,M) −→ PreShv(SmAfnd/k,M),

(1.85) diag∗η : PreShv(Sm/Dη,M) −→ PreShv(SmAfnd/k,M),
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(1.86) diag∗σ : PreShv(Sm/Dσ,M) −→ PreShv(SmAfnd/k,M).

On fera attention que, contrairement aux notations choisies, diag∗, diag∗η et diag∗σ
sont des foncteurs « image directe » de préfaisceaux suivant (1.82) et (1.83). En
particulier, ils préservent les équivalences faibles de préfaisceaux ainsi que les fibrations
projectives.

Lemme 1.3.36. — 1) Soit K un préfaisceau sur Sm/k à valeurs dans une catégo-
rie cocomplète. Notons r : SmAfnd/k ↪→ SmRig/k l’inclusion évidente. Il existe un
isomorphisme naturel

(1.87) diag∗ηu
∗
ηK

∼
!! r∗Rig

∗K.

2) Soit L un préfaisceau sur SmAf/k◦ à valeurs dans une catégorie cocomplète. On
note a : SmAf/k◦ ↪→ Sm/k◦ l’inclusion évidente et cplη : SmAf/k◦ → SmAfnd/k le
foncteur qui à X associe (X//(π))η. Il existe un isomorphisme naturel

(1.88) diag∗u∗a∗L
∼
!! cpl∗ηL.

Démonstration. — 1) Soit X = Spm(A) un k-affinöıde lisse. La restriction du pré-
faisceau u∗ηK à Sm/Dη(X) est l’image inverse de K suivant le prémorphisme de sites
(munis des topologies grossières) Sm/Dη(X)→ Sm/k induit par la projection (uX)η.
Il vient que

(1.89) [diag∗ηu
∗
ηK](X) = [(uX)∗ηK](Dη(X)) = Colim

Spec(A)→U∈Ob(Spec(A)\(Sm/k))
K(U).

D’autre part, [r∗Rig
∗K](X) = [Rig∗K](X) est donné par la colimite

(1.90) Colim
Spm(A)→Uan ∈ Spm(A)\(Sm/k)

K(U).

L’identification entre (1.89) et (1.90) découle alors de la bijection hom(Spec(A), U) ≃
hom(Spm(A), Uan) (voir la proposition 1.1.21).

2) Soit X = Spm(A) un k-affinöıde lisse. La restriction du préfaisceau u∗a∗L à
Sm/D(X) est l’image inverse de a∗L suivant le prémorphisme de sites (munis des
topologies grossières) Sm/D(X)→ Sm/k◦ induit par la projection uX . Il vient que

[
diag∗u∗a∗L

]
(X) =

[
(uX)∗a∗L

]
(D(X))(1.91)

= Colim
Spec(A◦)→U∈Ob(Spec(A◦)\(SmAf/k◦))

L(U).

D’autre part, [cpl∗ηL](X) est donné par la colimite

(1.92) Colim
Spm(A)→(U//π)η∈Ob(Spm(A)\(SmAf/k◦))

K(U).

L’identification entre (1.91) et (1.92) découle alors des bijections naturelles

hom
(
Spec(A◦), U

)
≃ hom(Spf

(
A◦), U//π

)
≃ hom

(
Spm(A), (U//π)η

)
.

La première bijection provient de la propriété universelle de la complétion d’une k◦-
algèbre. La seconde bijection découle du fait qu’un morphisme de k-algèbres affinöıdes
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est contractant lorsque le but est muni de sa norme infinie (et que la source est munie
d’une norme résiduelle). c.q.f.d.

On dispose d’un isomorphisme de préfaisceaux d’ensembles B1
k ≃ diag∗A1

D corres-
pondant, pour un k-affinöıde lisse Spm(A), à l’identification

hom
(
Spm(A),B1

k

)
= A◦ = hom

(
Spec(A◦),A1

k◦
)
.

Cet isomorphisme identifie le sous-préfaisceau ∂B1
k ⊂ B1

k à diag∗(A1 − o)D . On en
déduit un isomorphisme de préfaisceaux à valeurs dans M :

B1
k ⊗ • cst

∂B1
k ⊗ • cst

≃ diag∗
( A1

D ⊗ • cst
(A1 − o)D ⊗ • cst

)
.

Cet isomorphisme n’est autre que (1.88) dans le cas

L = (A1
k◦ ⊗ • cst)/((A1

k◦ − o)⊗ • cst).

Comme diag∗ préserve les équivalences faibles de préfaisceaux, on obtient une équi-
valence faible de préfaisceaux diag∗TD → B1

k ⊗ • cst/∂B1
k ⊗ • cst. De plus, diag∗TD

est projectivement cofibrant puisqu’il est isomorphe à cpl∗ηT
′
k◦ (où T ′ est le modèle

cofibrant de A1
Z ⊗ • cst/(A1

Z − oZ)⊗ • cst dans PreShv(SmAf/Z,M) que l’on a fixé au
début du paragraphe 1.3.3 ; on rappelle aussi que T = a∗T ′). En particulier, on a
clairement r∗diag∗TD ≃ r∗cpl∗ηT

′ ≃ T qc.
On munit la catégorie PreShv(SmAfnd/k,M) de sa structure projective B1-locale

obtenue par localisation de Bousfield de la structure projective Nis-locale suivant la
classe des morphismes B1

U ⊗ A → U ⊗ A avec U un k-affinöıde lisse et A ∈ Ob(M).
Comme diag∗T est cofibrant, on peut munir SpectΣdiag∗T (PreShv(SmAfnd/k,M))
d’une structure de modèles projective B1-locale stable. La catégorie homotopique de
cette catégorie de modèles est équivalente à RigSHM(k). En effet, on a une suite
d’équivalences de Quillen à gauche

(1.93) SpectΣdiag∗T (PreShv(SmAfnd/k,M))

r∗
!!

SpectΣT qc(PreShv(SmRig/k,M))

T an ⊗T qc −
!!

SpectΣT an(PreShv(SmRig/k,M)).

On dispose d’un foncteur entre catégories de spectres

diag∗ : SpectΣT
(
PreShv(Sm/D ,M)

)
(1.94)

−→ SpectΣdiag∗T

(
PreShv(SmAfnd/k,M)

)
.

Ce foncteur préserve clairement les équivalences faibles entre préfaisceaux niveau par
niveau. Étant donné que les équivalences A1-locales stables entre objets stablement
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A1-fibrants sont des équivalences faibles de préfaisceaux niveau par niveau, on déduit
l’existence d’un foncteur dérivé à droite (voir [3, Proposition 4.1.22])

Rdiag∗ : SHM(D) ≃ HoA1−st

(
SpectΣT (PreShv(Sm/D ,M))

)

−→ Ho
(
SpectΣdiag∗T (PreShv(SmAfnd/k,M))

)
.

On peut maintenant énoncer le théorème suivant.

Théorème 1.3.37. — L’image de la composition de

SHM(k)
u∗η

!! SHM(Dη)
i∗i∗j∗

!! SHM(D)
Rdiag∗

!!(1.95)

Ho
(
SpectΣdiag∗T (PreShv(SmAfnd/k,M))

)

est contenue dans la sous-catégorie des objets stablement B1-locaux.

La sous-catégorie pleine des objets stablement B1-locaux de

Ho
(
SpectΣdiag∗T

(
PreShv(SmAfnd/k,M)

))

est canoniquement équivalente à RigSHM(k) via la suite (1.93) d’équivalences de
Quillen. Le théorème 1.3.37 fournit donc un foncteur L : SHM(k)→ RigSHM(k).

Soit E = (En)n∈N ∈ Ob(SpectΣT (PreShv(Sm/k,M))) un T -spectre symétrique
projectivement cofibrant. Par le lemme 1.3.36, on a un isomorphisme r∗Rig

∗E ≃
diag∗ηu

∗
ηE de r∗T an = diag∗ηTDη -spectres symétriques. En utilisant le morphisme

évident diag∗TD → diag∗ηTDη , on peut considérer r∗Rig
∗E ≃ diag∗ηu

∗
ηE comme un

isomorphisme de diag∗TD -spectres symétriques. D’autre part, on a un morphisme de
T -spectres symétriques dans SHM(D)

Rj∗u
∗
ηE −→ Ri∗Li

∗Rj∗u
∗
ηE.

On peut alors considérer la composition de

(1.96) r∗Rig
∗E ≃ diag∗ηu

∗
ηE −→ Rdiag∗Rj∗u

∗
ηE −→ Rdiag∗Ri∗Li

∗Rj∗u
∗
ηE.

C’est une flèche de Ho(SpectΣdiag∗T (PreShv(SmAfnd/k,M))).

Théorème 1.3.38. — Pour tout T -spectre symétrique projectivement cofibrant E,
la composition de (1.96) est une équivalence B1-locale stable.

Remarque 1.3.39. — Le dernier membre de (1.96) est stablement B1-local par
le théorème 1.3.37. Ainsi, le théorème 1.3.38 affirme que (1.96) fournit un rem-
placement stablement B1-local de Rig∗E. On en déduit un isomorphisme naturel

θ : Rig∗E
∼
!! LE dans RigSHM(k). Ceci montre que le foncteur Rig∗ est canoni-

quement isomorphe à L.

La preuve du théorème 1.3.37 sera donnée dans ce paragraphe. La preuve du théo-
rème 1.3.38 nécessite malheureusement beaucoup plus de préliminaires et ne sera
donnée qu’à la fin de la section 1.4. Montrons d’abord comment démontrer la scho-
lie 1.3.26 en admettant les théorèmes 1.3.37 et 1.3.38.
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Démonstration de la scholie 1.3.26. — On divise la preuve en plusieurs étapes. Dans
la première, on montre que F est une équivalence de catégories.

Étape 1 : Rappelons que pour montrer que F est une équivalence de catégories il
restait à voir que les homomorphismes (1.76) étaient inversibles pour s divisant r
(voir le lemme 1.3.33).

Soit Sus0T (Q
gm
s (Y, g) ⊗ Bcst) −→ E = (En)n∈N une cofibration projective stable-

ment A1-triviale avec E stablement A1-fibrant dans SpectΣT (PreShv(Sm/Gmk̃,M)).
Soit Rig∗π∗E → F = (Fn)n∈N une cofibration projective stablement B1-triviale avec
F stablement B1-fibrant dans SpectΣT an(PreShv(SmRig/k,M)). La flèche (1.76) s’ob-
tient en appliquant π0(A,−) à la composition de

E0(Q
gm
r (X, f)) −→ Rig∗π∗E0

(
Qan

r (X, f)
)
−→ F0

(
Qan

r (X, f)
)
.(1.97)

Il suffit donc de montrer que la composition de (1.97) est une équivalence faible
(dans M). Étant donné que F0 est B1-fibrant, la flèche

(1.98) F0

(
Qan

r (X, f)
) w.e.

!! F0

(
Qrig

r (X, f)
)

est une équivalence faible par le théorème 1.3.11. Il suffira donc de prouver que la
composition de

E0

(
Qgm

r (X, f)
)
−→ Rig∗π∗E0

(
Qan

r (X, f)
)

(1.99)

−→ F0

(
Qan

r (X, f)
)
−→ F0

(
Qrig

r (X, f)
)

est une équivalence faible. En utilisant le carré commutatif évident

Rig∗π∗E0(Qan
r (X, f)) !!

""

F0

(
Qan

r (X, f)
)

""

Rig∗π∗E0

(
Qrig

r (X, f)
)

!! F0

(
Qrig

r (X, f)
)
,

on est ramené à considérer la composition de

E0

(
Qgm

r (X, f)
)
−→ Rig∗π∗E0

(
Qan

r (X, f)
)

(1.100)

−→ Rig∗π∗E0

(
Qrig

r (X, f)
)
−→ F0

(
Qrig

r (X, f)
)
.

Par les théorèmes 1.3.37 et 1.3.38, la dernière flèche dans (1.100) est isomorphe
dans Ho(M) à la composition de

(1.101) Rig∗π∗E0

(
Qrig

r (X, f)
)
≃ (uQrig

r (X,f))
∗
ηπ

∗E0

(
Dη(Qrig

r (X, f))
)

""[
Rj∗(uQrig

r (X,f))
∗
ηπ

∗E
]

0

(
D(Qrig

r (X, f))
)

""[
Ri∗Li∗Rj∗(uQrig

r (X,f))
∗
ηπ

∗E
]

0
(D(Qrig

r (X, f))).
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Le schéma D(Qrig
r (X, f)) est le spectre de la k◦-algèbre

(Γ(X,O)⊗k̃k
◦)[V ]

(V r−fπ) //(π). On le

notera Dr(X, f). On pose aussi Dr(X, f) = Dη(Qrig
r (X, f)) = Dr(X, f)[1/π]. On

vérifie immédiatement que Dσ(Qrig
r (X, f)) = X. On a un carré commutatif à carrés

cartésiens

Dr(X, f)
j

!!

cη
""

Dr(X, f)

c
""

X
i

##

Qgm
r (X, f)

j
!! Q̄gm

r (X, f) X.
i

##

La flèche c du milieu correspond donc au spectre du morphisme de complétion en
l’idéal de l’immersion i. Par le corollaire 1.A.5, on sait que le 2-morphisme canonique
i∗j∗ = c∗σi

∗j∗ → i∗j∗c∗η est inversible. (Bien entendu, cσ est l’identité de X.) Le
diagramme

(1.102) E0(Qgm
r (X, f)) !!

(1)

""

$$

Rig∗π∗E0(Qan
r (X, f)) !! Rig∗π∗E0(Qrig

r (X, f))

(uQrig
r (X,f))

∗
ηπ

∗E0(Dr(X, f))

""

∼
%%

[
Li∗Rj∗

(
(E)|Qgm

r (X,f)

)]
0
(X)

∼
!!
[
Li∗Rj∗

(
(E)|Dr(X,f)

)]
0
(X)

est clairement commutatif. (Ci-dessus, (E)|† désigne l’image inverse de E par un mor-
phisme † → Gmk̃.) Or, la flèche (1) dans le diagramme (1.102) est une équivalence
faible. En effet, d’après la proposition 1.3.34, elle induit un isomorphisme après ap-
plication de π0(A,−) pour tout A ∈ E. Ceci permet de conclure.

Étape 2 : On passe à la seconde partie de la scholie 1.3.26. Rappelons que SmAf/k̃

désigne la sous-catégorie pleine de Sm/k̃ formée des schémas affines. On note Q :

SmAf/k̃ → Sm/k◦ le diagramme de k◦-schémas qui à X associe Qsch(X). On pose

alors Qη = Q ×k◦ k et Qσ = Q ×k◦ k̃. On dispose également d’un foncteur q :

SmAf/k̃ → SmAfnd/k qui à un k̃-schéma affine et lisse X associe le k-affinöıde
Qrig(X). On a alors un diagramme commutatif dans DiaSch à carrés cartésiens (à nil-
immersions près)

Dη ◦ q
j

!!

cη
""

wη

&&

D ◦ q
c
""

Dσ ◦ q
i

##

Qη

j
!!

vη
""

Q

v
""

Qσ
i

##

vσ
""

k◦
j

!! k k̃.
i

##

Par le corollaire 1.A.5, on déduit un 2-isomorphisme i∗j∗ ≃ i∗j∗c∗η. Par le théorème
de changement de base par un morphisme lisse, on a également un 2-isomorphisme
v∗σi

∗j∗ ≃ i∗j∗v∗η. On déduit que le 2-morphisme canonique suivant est inversible :

v∗σi
∗j∗ −→ i∗j∗w

∗
η.
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Appelons ∆ : SmAf/k̃ → Sm/Qσ le foncteur diagonal qui à un k̃-schéma
affine X associe (X,X). On note ∆∗, le foncteur qui à un préfaisceau sur
Sm/Qσ associe sa composition à gauche avec ∆. On obtient alors, pour E dans
SpectΣT (PreShv(Sm/k,M)), des isomorphismes naturels dans la catégorie homoto-
pique

χ(E) = Li∗Rj∗(E) ≃ R∆∗v∗σLi
∗Rj∗(E)

≃ R∆∗Li∗Rj∗Lw
∗
η(E) ≃ Rq∗Rdiag∗σLi

∗Rj∗Lu
∗
η(E)

≃ Rq∗Rdiag∗Ri∗Li
∗Rj∗Lu

∗
η(E) = Rq∗L(E).

(Ci-dessus, q∗ est le foncteur de composition à gauche avec q.) Par les théorèmes 1.3.37
et 1.3.38, le spectre L(E) est canoniquement isomorphe à Rig∗E ∈ RigSHM(k) (voir
la remarque 1.3.39). Pour conclure, il suffit donc de montrer que Rq∗ cöıncide avec le

foncteur q∗ modulo l’équivalence de catégories QUSHM(k̃) ≃ RigSHM(k). Il faut
donc exhiber un isomorphisme entre les compositions de

QUSHM(k̃)
Rig∗π∗

!! RigSHM(k)
Rq∗

!! SHM(k̃) et QUSHM(k̃)
q∗

!! SHM(k̃).

Soit E un T -spectre symétrique projectivement cofibrant et stablement B1-fibrant de
SpectΣT (PreShv(Sm/Gmk̃,M)) qui appartient à QUSHM(k̃). Soit Rig∗π∗E → F
une cofibration stablement B1-triviale avec F un T an-spectre symétrique stablement
B1-fibrant. Pour X un k̃-schéma affine, on considère la composition de

En(Q
gm(X)) −→ Rig∗π∗En(Q

an(X)) −→ Fn(Q
an(X)) −→ Fn(Q

rig(X)).

Ces flèches, s’organisent en un morphisme de T -spectres symétriques q∗E→ q∗F. On
obtient ainsi une transformation naturelle

Rq∗ −→ Rq∗Rig∗π∗.

Il reste à montrer que cette transformation naturelle est inversible. Pour cela , on lui
applique la famille conservative des foncteurs homSHM(k̃)(Sus

p
T (X ⊗ Acst),−) pour

X ∈ Ob(Sm/k̃), p ∈ N et A ∈ E. On retrouve alors l’application

homSHM(Gmk̃)

(
SuspT (Q

gm(X)⊗Acst),E
)

""

homRigSHM(k)

(
F(SuspT (Q

gm(X)⊗Acst)),F
)

""

homRigSHM(k)

(
(SuspT an(Qrig(X)⊗Acst)),F

)
.

Le résultat découle maintenant du fait que F est une équivalence de catégories et du
théorème 1.3.11.

Étape 3 : Il nous reste à traiter la composition de (1.70). Rappelons brièvement la
construction du foncteur Ψπ. On dispose d’un diagramme de Gmk̃-schémas lisses R
indexé par ∆×N× (où ∆ est la catégorie des ensembles ordonnés n = {0 ≤ · · · ≤ n},
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pour n ∈ N, et N× est l’ensemble des entiers non nuls ordonné par l’opposée de la
relation de divisibilité). Pour la définition précise de R, on renvoie le lecteur à [3,
Définition 3.5.3]. Pour (n, r) ∈ Ob(∆× N×) le Gmk̃-schéma R(n, r) est donné par

Gmk̃ ×k̃ (Gmk̃)
n

pr1
!! Gmk̃

(−)r
!! Gmk̃.

C’est donc le Gmk̃-schéma Qgm
r (Gm

n
k̃
, 1). On note (θR, p∆×N×) la projection de R sur

Gmk̃ et (θR
π , p∆×N×) son changement de base suivant π : Spec(k)→ Gmk̃.

Étant donné un T -spectre symétrique E ∈ Ob(SpectΣT (PreShv(Sm/k,M))), on a
par définition (voir [3, Définition 3.5.6])

(1.103)
Ψπ(E) = L(p∆×N×)♯Li∗Rj∗R(θR

π )∗(θR
π )∗(p∆×N×)∗E

≃ L(p∆×N×)♯Li∗Rj∗[(R(θR
π )∗• )⊗ (p∆×N×)∗E].

L’isomorphisme (1.103), provient du fait que les objets Sus0T ((R(n, r)×Gmk̃
k)⊗ • cst)

sont fortement dualisables (par le lemme 1.3.29).
On peut voir [(R(θR

π )∗• )⊗ (p∆×N×)∗E] comme un objet de

SpectΣT (PreShv(Sm/k,M′))

avec M′ = HOM((∆ × N×)op,M). D’après la seconde étape de la preuve, on déduit
des isomorphismes naturels

(1.104)
Ψπ(E) ≃ L(p∆×N×)♯Rq∗RRig∗[(R(θR

π )∗• )⊗ (p∆×N×)∗E]
≃ L(p∆×N×)♯Rq∗

(
(RRig∗(R(θR

π )∗• ))⊗ (RRig∗(p∆×N×)∗E)
)
.

Par le corollaire 1.A.4, on a un isomorphisme π∗(R(θR)∗• ) ≃ R(θR
π )∗• . Comme R est

un quasi-inverse à Rig∗π∗, on déduit un isomorphisme

RRig∗
(
R(θR

π )∗•
)
≃ R(θR)∗• .

On a donc des isomorphismes naturels

(1.105)
Ψπ(E) ≃ L(p∆×N×)♯Rq∗

(
(R(θR)∗• )⊗ (RRig∗(p∆×N×)∗E)

)

≃ L(p∆×N×)♯Rq∗
(
(R(θR)∗• )⊗ ((p∆×N×)∗RRig∗E)

)
.

Pour conclure, il reste à construire un isomorphisme entre

1∗ : QUSHM(k̃) −→ SHM(k̃)

et le foncteur

Ψqu(−) = (p∆×N×)♯q∗
(
((θR)∗• )⊗ (p∆×N×)∗(−)

)
: QUSHM(k̃) −→ SHM(k̃).

(Remarquons en passant que Ψqu est isomorphe à la restriction de

Ψid : SHM(Gmk̃) −→ SHM(k̃)
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à la sous-catégorie QUSHM(k̃).) En utilisant le 2-morphisme q∗ → q∗1∗1∗ ≃ 1∗, on
déduit un 2-morphisme

Ψqu −→ (p∆×N×)♯1
∗ (((θR)∗• )⊗ (p∆×N×)∗(−)

)
(1.106)

∼
!! (p∆×N×)♯

(
(1∗(θR)∗• )⊗ (p∆×N×)∗1∗(−)

)
.

On forme le carré cartésien de diagrammes de schémas

R1
!!

(α, p∆×N×)
""

R

""

Spec(k̃)
1

!! Gmk̃.

Le morphisme de changement de base nous donne alors une flèche

1∗(θR)∗• −→ α∗• .

D’autre part, on vérifie facilement que les morphismes

(1, . . . , 1) : Spec(k̃) −→ Gm
n+1

k̃
≃ R(n, r)

fournissent un morphisme de ∆× N×-diagrammes de k̃-schémas

u :
(
Spec(k),∆× N×) −→ (R1,∆× N×).

On obtient alors une flèche α∗• → α∗u∗u∗• ≃ • et donc en fin de compte une flèche
1∗(θR)∗• → • . En composant avec (1.106), on obtient la transformation naturelle

(1.107) σ : Ψqu −→ (p∆×N×)♯
(
(p∆×N×)∗1∗(−)

)
≃ 1∗.

On montrera que σ est inversible dans une quatrième étape.

Étape 4 : Montrons d’abord que σ est inversible lorsqu’on l’applique à q∗. Le mor-
phisme d’unité • → (θR)∗• , induit une transformation naturelle

q∗ ≃ (p∆×N×)♯q∗(p∆×N×)∗ −→ (p∆×N×)♯q∗
((
(θR)∗•

)
⊗ (p∆×N×)∗(−)

)
.

Il est clair que le morphisme • → 1∗(θR)∗• est une section au morphisme
1∗(θR)∗• → • qu’on a utilisé pour construire σ. Ainsi, la composition de

q∗ −→ Ψqu σ
!! 1∗

est le morphisme évident q∗ → 1∗. Ceci montre que la composition de

id −→ q∗q
∗ −→ Ψquq∗ −→ 1∗q∗ ≃ id

est l’identité du foncteur identité. Le résultat découle alors du fait que la composition
de id→ q∗q∗ → Ψquq∗ est inversible (voir [3, Lemme 3.5.10]).

Passons au cas général. Soit r ∈ N× et notons er : Gmk̃ → Gmk̃ l’élévation à la
puissance r. On dispose d’un isomorphisme de diagrammes de Gmk̃-schémas entre

(er ◦ θR, p∆×N×) : R −→ Gmk̃

er
!! Gmk̃ et R ◦ (id∆ ×mr)
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avec mr : N× → N× la multiplication par r. Par [3, Proposition 3.5.9], on dispose
d’un isomorphisme Ψqu ◦ e∗r ≃ Ψqu. On vérifie facilement que le carré

(1.108) Ψqu ∼
!!

""

Ψqu ◦ e∗r

""

1∗ 1 ≃ 1∗e∗r

est commutatif.

Il est maintenant aisé de montrer que (1.107) est inversible. Il suffit en effet d’évaluer

sur les générateurs de QUSHM(k̃). Soit E = SuspT (Q
gm
r (X, f) ⊗ Acst). Par le carré

commutatif (1.108), on peut remplacer E par

e∗rE = SuspT
(
Qgm(X[W ]/(W r − f))⊗Acst

)
.

Cet objet est égal à q∗SuspT ((X[W ]/(W r − f)) ⊗ Acst). Or, on a montré que σq∗ est
inversible. D’où le résultat. c.q.f.d.

Dans le reste de ce paragraphe, on se propose de montrer le théorème 1.3.37. Pour
cela, nous aurons besoin d’un critère de Nis-localité en géométrie rigide. Si X est une
k-variété rigide, on note Etaf/X la sous-catégorie pleine des X-variétés rigides étales
qui sont affinöıdes (en tant que k-variétés rigides). De même, si X est un k◦-schéma
formel, on note Etaf/X la sous-catégorie pleine des X-schémas formels étales et affines
sur k◦.

Lemme 1.3.40. — Soit X un k-affinöıde normal et soit F un préfaisceau sur Etaf/X
à valeurs dans M. Pour que F soit Nis-local, il suffit que la propriété (P) ci-dessous
soit satisfaite pour tout U ∈ Ob(Etaf/X), et tout modèle U ∈ Mdl(U) essentiel et
projectif sur Spf(Γ(U,O◦)).

(P) : Le morphisme évident F (U) −→ RΓNis(U, F|U) est une équivalence faible.

Ci-dessus, F|U est l’image directe de F suivant le prémorphisme de sites

(Etaf/X,Nis) −→ (Etaf/U,Nis)

donné par le foncteur « fibre générique ».

Démonstration. — On pose X0 = Spf(Γ(X,O◦)). On note M la catégorie dont les ob-
jets sont les X0-schémas formels essentiels U tels que Uη est étale sur X. On munit M
de la topologie de Nisnevich (sur les schémas formels). On dispose d’un foncteur
α : M→ Etqc/X qui à U associe Uη. Ce foncteur est continu et induit un prémor-
phisme de sites

α : (Etqc/X,Nis) −→ (M,Nis).

Remarquons que α est en fait un morphisme de sites. En effet, M possède les limites
projectives finies. Elles sont obtenues en prenant le schéma formel essentiel associé à la
limite projective calculée dans la catégorie des X0-schémas formels. De plus α envoie
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ces limites projectives finies sur des limites projectives finies de X-variétés rigides
étales.

Étant donné un préfaisceau H sur M on montre facilement qu’on a

(1.109) [α∗H](U) = Colim
U∈Mdles(U)

H(U)

avec, rappelons-le, Mdles(U) la catégorie cofiltrante des modèles essentiels de U . En
particulier, on voit que le morphisme de counité α∗α∗ → id est inversible.

Soit G un préfaisceau sur Etqc/X à valeurs dans M. On choisit une cofibration
projective Nis-triviale α∗G → H avec H projectivement Nis-fibrant. Considérons
alors le morphisme

(1.110) G ≃ α∗α∗G −→ α∗H.

On a les propriétés suivantes :

(i) le morphisme (1.110) est une équivalence Nis-locale,

(ii) α∗H est projectivement Nis-fibrant.

Le point (i) découle du fait que α∗ est un foncteur de Quillen à gauche pour les
structures Nis-locales. Il préserve donc les cofibrations projectives Nis-triviales.

Montrons (ii). Par (1.109) et la stabilité des objets fibrants de M par colimites
filtrantes, on sait que α∗H est projectivement fibrant. Il reste à voir qu’il est Nis-local.
Soit U une X-variété étale quasi-compacte et U un modèle formel de U (au-dessus
de X0). Étant donné un préfaisceau † sur Etqc/X (resp. M) on note †|U sa restriction
à Et/U. De la formule (1.109), on déduit immédiatement

(1.111) (α∗H)|U = Colim
U′→U∈Mdles(U)/U

(U′/U)∗H|U′

avec (U′/U)∗ le foncteur image directe induit par le morphisme de k◦-schémas for-
mels U′ → U. Étant donné que les images directes, préservent les objets projective-
ment Nis-fibrants, on déduit que (U′/U)∗H|U′ est projectivement Nis-fibrant. Il vient
que (α∗H)|U est Nis-fibrant, puisque la classe des préfaisceaux projectivement Nis-
fibrants est stable par colimites filtrantes. En particulier, (α∗H)|U vérifie la propriété
de Brown-Gersten. Ceci étant vrai pour tout U ∈ Ob(Etqc/X) et tout modèle es-
sentiel U de U , il s’ensuit que α∗H vérifie la propriété de Brown-Gersten (pour les
carrés Nisnevich de variétés rigides). Le préfaisceau α∗H est donc Nis-fibrant par le
corollaire 1.2.32.

On applique la discussion précédente à G = a∗F avec

a : (Etqc/X,Nis) −→ (Etaf/X,Nis)

l’équivalence de sites donnée par l’inclusion évidente. On dispose d’un morphisme
évident f : F → a∗α∗H. Par (ii) ci-dessus, il suffira de montrer que f est une équiva-
lence faible de préfaisceaux. Par (1.109), on est ramené à montrer que le morphisme

F (U) −→ Colim
U∈Mdles(U)

H(U)
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est une équivalence faible pour tout U = Spm(A) ∈ Ob(Etaf/X). On peut même se
restreindre aux U qui sont dans la sous-catégorie cofiltrante Mdl′es(U) ⊂ Mdles(U) for-
mée des modèles projectifs sur Spf(Γ(U,O◦)). Par construction, H|U est un remplace-
ment projectivement Nis-fibrant de G|U. On a donc un isomorphisme RΓNis(U, F|U) ≃
H(U) dans Ho(M). Par la propriété (P), on déduit que pour tout U ∈ Mdl′es(U), la
flèche F (U)→ H(U) est une équivalence faible. Le résultat découle alors de la stabilité
des équivalences faibles de M par colimites filtrantes. c.q.f.d.

Voici une formulation plus détaillée du théorème 1.3.37.

Théorème 1.3.41. — Soit E un objet projectivement cofibrant de

SpectΣT
(
PreShv(Sm/k)

)
.

Le diag∗T -spectre symétrique F = Rdiag∗Ri∗Li∗Rj∗u∗ηE vérifie les propriétés suivantes
(avec p ∈ N) :
(i) Fp est projectivement Nis-fibrant en tant qu’objet de PreShv(SmAfnd/k,M),

(ii) le morphisme Fp → hom(B1
k,Fp) est une équivalence faible de préfaisceaux,

(iii) l’adjoint du morphisme d’assemblage Fp → Hom(diag∗T,Fp+1) est une équiva-
lence faible de préfaisceaux.

Démonstration. — On divise la preuve en trois parties. On démontre successivement
les propriétés (i), (iii) et (ii).

Étape 1 : Par construction, le diag∗T -spectre F est projectivement fibrant niveau par
niveau. Ainsi, pour montrer que Fp est Nis-fibrant, il reste à voir qu’il est Nis-local.
Par le lemme 1.3.40, il suffit de montrer que le morphisme

(1.112) Fp(X) −→ RΓNis

(
X, (Fp)|X

)

est une équivalence faible pour tout k-affinöıde lisse X = Spm(A) et tout modèle
essentiel X ∈ Mdles(X) projectif sur Spf(A◦). Il existe un Spec(A◦)-schéma projectif
e : P → Spec(A◦) tel que X est la complétion formelle de P en sa fibre spéciale.

Notons comme avant Etaf/P la catégorie des P -schémas étales affines sur k◦. La
complétion formelle induit un foncteur Etaf/P → Etaf/X qui est clairement continu.
On note cP : (Etaf/X,Nis) → (Etaf/P,Nis) le morphisme de sites ainsi obtenu. Via
l’équivalence de catégories Etaf/X ≃ Etaf/Xσ, ce morphisme de sites correspond au
morphisme de sites Etaf/Pσ → Etaf/P induit par l’immersion fermée Pσ ↪→ P . On en
déduit que (cP )∗ préserve les équivalences Nis-locales entre les t∅-faisceaux. (Rappe-
lons qu’un préfaisceau † sur Etaf/X est dit un t∅-faisceau si †(∅) ≃ ∗ ; voir le début de
[3, §4.5.3].) Pour une preuve de cela, le lecteur trouvera tous les ingrédients nécessaires
dans la preuve de la proposition 1.4.18 ci-dessous. Puisque Fp(∅) est contractile, on
est ainsi ramené à montrer que la composition de

(1.113) Fp(X) −→ Γ
(
X, (Fp)|X

)
≃ Γ

(
P, (cP )∗((Fp)|X)

)
−→ RΓNis

(
P, (cP )∗((Fp)|X)

)
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est une équivalence faible. Pour cela, on va d’abord construire un isomorphisme

(1.114)
(
[Ri∗Li

∗Rj∗(f
∗
ηE)]p

)
|Etaf/P

≃ (cP )∗((Fp)|X)

avec f : P → Spec(k◦) la projection structurale.
On note δ : Etaf/P → SmAfnd/k le foncteur qui à Y/P associe (Y//π)η et on

considère le diagramme de schémas D◦δ indexé par Etaf/P . On note diagP : Etaf/P →
Sm/D ◦ δ le foncteur diagonal qui à (Y/P ) associe (Spec(Γ(Y,O)//π), (Y//π)η). Par
construction, on a un isomorphisme

(cP )∗
(
(Fp)|X

)
≃ Rdiag∗P [δ

∗Ri∗Li
∗Rj∗u

∗
ηE]p

où δ∗ désigne le foncteur « image inverse » suivant le morphisme de diagrammes de
schémas δ : D ◦ δ → D . (Comme avant, nous avons noté diag∗P le foncteur « image
directe » suivant diagP .) Notons I : Etaf/P → Sch/k◦ le diagramme de schémas
qui à U/P associe U et notons diagI : I → Sm/I le foncteur diagonal. On a un
diagramme commutatif à carrés cartésiens (à nil-immersions près)

Dη ◦ δ
j

!!

cη
""

D ◦ δ
c
""

Dσ ◦ δ
i

##

Iη

j
!!

v
""

I

v
""

Iσ
i

##

vσ
""

Pη

j
!!

fη
""

P

f
""

Pσ
i

##

fσ
""

Spec(k)
j

!! Spec(k◦) Spec(k̃)
i

##

où c correspond au spectre du morphisme de complétion formelle en l’idéal (π). On
déduit du corollaire 1.A.5, un 2-isomorphisme i∗j∗ = c∗σi

∗j∗ ≃ i∗j∗c∗η. On a alors la
châıne d’isomorphismes dans SHM(D ◦ δ) :

δ∗Ri∗Li
∗Rj∗u

∗
ηE ≃ Ri∗Li

∗Rj∗c
∗
ηv

∗
ηf

∗
ηE ≃ Lc∗Ri∗Li

∗Rj∗v
∗
ηf

∗
ηE.

Par ailleurs, il est immédiat que Rdiag∗P [−]p = Rdiag∗I [Rc∗(−)]p. (Ici encore, nous
avons noté diag∗I le foncteur « image directe » suivant diagI .) De plus, on a les
2-isomorphismes canoniques Rc∗Lc∗Ri∗ ≃ Ri∗R(cσ)∗Lc∗σ = Ri∗. Il s’ensuit un isomor-
phisme canonique

Rdiag∗P [δ
∗Ri∗Li

∗Rj∗u
∗
ηE]p ≃ Rdiag∗I [Ri∗Li

∗Rj∗v
∗
ηf

∗
ηE]p.

Or, on a les identifications évidentes

Rdiag∗I [Ri∗Li
∗Rj∗v

∗
ηf

∗
ηE]p ≃ Rdiag∗I [v∗Ri∗Li

∗Rj∗f
∗
ηE]p = ([Ri∗Li

∗Rj∗f
∗
ηE]p)|Etaf/P .

D’où l’isomorphisme (1.114) recherché. Modulo cet isomorphisme, la composition
de (1.113) s’identifie au morphisme évident

Fp(X) =
(
[Ri∗Li

∗Rj∗(g
∗
ηE)]p

)
(Spec(A◦)) −→ RΓNis

(
P,

(
[Ri∗Li

∗Rj∗(f
∗
ηE)]p

)
|Etaf/P

)
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(où l’on a noté g le morphisme structural du k◦-schéma Spec(A◦)). Pour terminer, il
est donc suffisant de montrer que le 2-morphisme

i∗i
∗j∗g

∗
η −→ e∗i∗i

∗j∗f
∗
η

est inversible (avec e la projection de P sur Spec(A◦)). Ceci découle du théorème de
changement de base pour le morphisme projectif e (voir [2, Corollaire 1.7.18]) et du
fait que eη est un isomorphisme.

Étape 2 : Montrons que le morphisme

Fp −→ RHom(diag∗TD ,Fp+1)

est une équivalence faible de préfaisceaux. Soit G = Ri∗Li∗Rj∗u∗ηE de sorte que
Rdiag∗G = F. On peut supposer que G est injectivement fibrant niveau par niveau.
On a un diagramme commutatif

Fp
!! Hom(diag∗T,Fp+1) Hom

( B1
k ⊗ • cst

∂B1
k ⊗ • cst

,Fp+1

)w.e
""

diag∗Gp
w.e.

!! diag∗Hom(T,Gp+1)

(1)

##

diag∗Hom
( A1

D ⊗ • cst
(A1 − o)D ⊗ • cst

,Gp+1

)
.

w.e
""

(1′)
##

Il suffit donc de montrer que (1′) est une équivalence faible. Ceci revient à dire que
pour tout k-affinöıde lisse Spm(A) et tout B ∈ E, l’application

π0

( (A1
Spec(A◦), Spm(A))⊗Bcst

((A1 − o)Spec(A◦), Spm(A))⊗Bcst
,Gp+1

)
−→ π0

( B1
A ⊗Bcst

∂B1
A ⊗Bcst

,Fp+1

)

est bijective. En calculant le membre de droite, on se retrouve avec l’application

π0

( (A1
Spec(A◦), Spm(A))⊗Bcst

((A1 − o)Spec(A◦), Spm(A))⊗Bcst
,Gp+1

)

−→ π0

( (Spec(A◦{T}), Spm(A{T}))⊗Bcst

(Spec(A◦{T, T−1}), Spm(A{T, T−1}))⊗Bcst
,Gp+1

)
.

Il sera donc plus général de montrer que si Y = Spec(R) est un k̃-schéma affine et
lisse, l’application

π0

(
(Spec(A◦ ⊗k̃ R), Spm(A))⊗Bcst,Gp+1

)
(1.115)

−→ π0

(
(Spec(A◦ ⊗k̃ R//(π)), Spf(A◦ ⊗k̃ R//(π))η)⊗Bcst,Gp+1

)

est bijective. On forme pour cela le diagramme commutatif

Spec(A◦ ⊗k̃ R//(π))[1/π]
j

!!

cη
$$

Spec(A◦ ⊗k̃ R//(π))

c
$$

Spec(Ã⊗k̃ R)
i

""

Spec(A◦ ⊗k̃ R)[1/π]
j

!! Spec(A◦ ⊗k̃ R) Spec(Ã⊗k̃ R).
i

""
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La flèche (1.115) s’écrit alors

homSHM(Spec(A◦⊗k̃R))(Bcst,Ri∗Li∗Rj∗E|Spec(A◦⊗k̃R)[1/π])

!!

homSHM(Spec(A◦⊗k̃R//(π)))(Bcst,Ri∗Li∗Rj∗c∗ηE|Spec(A◦⊗k̃R)[1/π]).

Le résultat découle maintenant du 2-isomorphisme i∗j∗ = c∗σi
∗j∗ ≃ i∗j∗c∗η (voir le

corollaire 1.A.5).

Étape 3 : Il reste à montrer que les Fp sont B1-locaux, i.e., que

(1.116) Fp −→ hom(B1
k,Fp)

est une équivalence faible de préfaisceaux. Soit G comme dans l’étape précédente de
sorte que Fp = diag∗Gp. L’évaluation en un k-affinöıde X = Spm(A) du morphisme
(1.116) est

Gp(Spec(A
◦), X) −→ Gp(Spec(A

◦{T}), X{T}).
On peut factoriser cette flèche de la manière suivante

Gp(Spec(A◦), X)
(1)

"" Gp(Spec(A◦[T ]), X)
(2)

"" Gp(Spec(A◦{T}), X{T}).

La flèche (1) est une équivalence faible du fait que Gp est A1-fibrant. Soit B ∈ E.
Remarquons que si on applique π0(B,−) à la flèche (2) ci-dessus on retrouve (1.115)

dans le cas R = k̃[T ]. On a montré dans l’étape précédente que (1.115) était bijective
pour tout B ∈ E. Il en découle que (2) est une équivalence faible. Ceci achève la
preuve du théorème 1.3.41. c.q.f.d.

1.4. Le 2-foncteur homotopique stable RigSH(−)

Dans cette section nous allons construire un 2-foncteur RigSHM(−) à valeurs
dans les catégories triangulées. Ce 2-foncteur est défini sur des k◦-schémas rigides
(voir la définition 1.4.1 ci-dessous). Sa restriction aux k◦-schémas quasi-projectifs
est un 2-foncteur homotopique stable (au sens de [2, Définition 1.4.1]) et on peut
donc lui appliquer les résultats de [2, 3]. En particulier, nous utiliserons un résultat
fondamental sur les systèmes de spécialisation [3, Théorème 3.3.45] pour établir le
théorème 1.3.38 (et terminer ainsi la preuve de la scholie 1.3.26).

1.4.1. Les k◦-schémas rigides. — Comme avant, k désignera un corps valué com-
plet. On supposera que la valuation de k est non triviale et on fixe un élément non
nul π ∈ k∨.

Définition 1.4.1. — Un k◦-schéma rigide est un triplet X = (X,X, j) avec X une
k-variété rigide, X un k◦-schéma formel de type fini et j : Xη → X une immersion
ouverte. On omettra souvent l’immersion j et on notera simplement X = (X,X).
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Un morphisme X = (X,X) → X ′ = (X ′,X′) de k◦-schémas rigides est un couple
(X ′ → X,X′ → X) formé d’un morphisme de k-variétés rigides et d’un morphisme
de k◦-schémas formels tel que le carré

X′
η

j′
!!

""

X ′

""

Xη

j
!! X

commute. On note SchRig/k◦ la catégorie des k◦-schémas rigides.

Remarque 1.4.2. — On dipose de deux foncteurs d’oubli de SchRig/k◦ dans
VarRig/k et SchF/k◦. Le premier, (−)η : SchRig/k◦ → VarRig/k, sera appelé le fonc-
teur fibre générique. Le second, (−)//π : SchRig/k◦ → SchF/k◦, sera appelé le fonc-
teur de complétion formelle. Étant donné un k◦-schéma rigide X = (X,X), on a donc
X = Xη et X = X//π, ainsi qu’une immersion ouverte naturelle jX : (X//π)η → Xη.

La catégorie SchRig/k◦ admet les limites finies et les foncteurs d’oubli y com-
mutent. On notera †1 ×̂†2 †3 le produit fibré dans la catégorie des k◦-schémas rigides.

Étant donné un k◦-schéma rigide X, on appelle X-schéma rigide un morphisme de
SchRig/k◦ de but X. On note SchRig/X la catégorie des X-schémas rigides.

Exemple 1.4.3. — Voici des exemples fondamentaux de k◦-schémas rigides.

1) Étant donné un k◦-schémas formel X, le triplet (Xη,X, idXη ) est un k◦-schéma
rigide que l’on note encore X. On obtient ainsi un foncteur SchF/k◦ → SchRig/k◦ qui
est pleinement fidèle.

2) Étant donné une k-variété rigide X, le triplet (X,∅,∅) est un k◦-schéma rigide
que l’on note encore X. On obtient ainsi un foncteur VarRig/k → SchRig/k◦ qui est
pleinement fidèle.

3) Soit X = Spf(A◦) un k◦-schéma formel affine. Étant donné un A◦-schéma de
type fini X, on définit le X-schéma rigide Xan par le triplet ((X[1/π])an, X//π, jX)
avec jX l’immersion ouverte canonique de la proposition 1.1.31. On obtient ainsi un
foncteur Rig : Schtf/A◦ → SchRig/X. Notons que Xan//π = X//π.

Un morphisme X ′ → X de k◦-schémas rigides est dit lisse (resp. étale, une im-
mersion ouverte) si les deux morphismes X ′

η → Xη et X ′//π → X//π sont lisses

(resp. étales, des immersions ouvertes). Étant donné un k◦-schéma rigide X, on note
SmRig/X la sous-catégorie pleine de SchRig/X formée des X-schémas rigides lisses.
On note de même Et/X la sous-catégorie pleine des X-schémas rigides étales. Il est
immédiat que les trois foncteurs de l’exemple 1.4.3 préservent les morphismes lisses
et étales.
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128 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

Définition 1.4.4. — Soit X un k◦-schéma rigide. Une famille R = (U i → X)i∈I

de morphismes étales est un recouvrement Nisnevich si les familles ((U i)η → Xη)i∈I

et (U i//π → X//π)i∈I sont des recouvrements Nisnevich.

Un exemple simple mais important de recouvrements Nisnevich d’un k◦-schéma
rigide X = (X,Xη) est donné par les immersions ouvertes (X,∅)→X et (Xη,X)→X.

La classe des recouvrements Nisnevich de k◦-schémas rigides définit une prétopolo-
gie sur les catégories Et/X, SmRig/X, SchRig/X, etc. Les topologies associées seront
appelées les topologies de Nisnevich et seront désignées par « Nis ».

Définition 1.4.5. — Un morphisme i : Z → X de k◦-schémas rigides est une
immersion fermée s’il vérifie les conditions suivantes :

1) iη : Zη → Xη est une immersion fermée de variétés rigides,

2) i//π : Z//π → X//π est une immersion fermée de schémas formels,

3) le morphisme évident (Z//π)η → Zη ∩ (X//π)η est un isomorphisme.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dira par abus de language que Z est un
sous-k◦-schéma rigide fermé de X.

La troisième condition ci-dessus affirme simplement que le carré de variétés rigides

(Z//π)η
(i//π)η

!!

jZ
""

(X//π)η

jX
""

Zη

iη
!! Xη

est cartésien.

Remarque 1.4.6. — 1) Si X est un k◦-schéma formel, il y a une bijection entre
les sous-k◦-schémas formels fermés de X et les sous-k◦-schémas rigides fermés de
(Xη,X) donnée par l’association Z! (Zη,Z). De même, si X est une k-variété rigide,
l’association Z ! (Z,∅) définit une bijection entre les sous-k-variétés rigides fermées
de X et les sous-k◦-schémas rigides fermés de (X,∅). Enfin, une immersion fermée de
k◦-schémas de type fini i : Z → X induit une immersion fermée de k◦-schémas rigides
ian : Zan → Xan.

2) Étant donnée une immersion fermée de k◦-schémas rigides i : Z → X, le couple
(Xη − Zη,X//π − Z//π) est naturellement un k◦-schéma rigide que l’on notera X −
Z et qu’on appellera le complémentaire de Z dans X. On dispose également d’une
immersion ouverte j : X − Z → X.

1.4.2. La construction des dérivateurs RigSH(−) et FSH(−). — On appelle
Dia la catégorie des catégories essentiellement petites. On considèrera uniquement la
structure de 1-catégorie sur Dia, i.e., on n’utilisera pas les transformations naturelles
entre 1-morphismes de Dia. La définition suivante est l’analogue de [2, Définition2.4.4]
pour les k◦-schémas rigides (resp. formels).
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Définition 1.4.7. — On appelle diagramme de k◦-schémas rigides (resp. formels),
un foncteur covariant F : I → SchRig/k◦ (resp. F : I → SchF/k◦) de source une
catégorie essentiellement petite.

Un 1-morphisme (G , J) → (F , I) (resp. (G , J) → (F , I)) entre diagrammes de
k◦-schémas rigides (resp. formels) est la donnée d’un foncteur α : J → I et d’une
transformation naturelle f : G → F ◦ α (resp. f : G → F ◦ α). En d’autres termes,
c’est une face

I

J

SchRig/k◦

!!

α
""

G

##

F

⑧⑧⑧⑧!!
f (

resp.

I

J

SchF/k◦

!!

α
""

G

##

F

⑧⑧⑧⑧!!
f )

dans la 2-catégorie des catégories. On appelle DiaSchRig/k◦ (resp. DiaSchF/k◦) la
catégorie dont les objets sont les diagrammes de k◦-schémas rigides (resp. formels) et
les morphismes comme ci-dessus.

Remarque 1.4.8. — On peut définir les 2-morphismes entre 1-morphismes de dia-
grammes de k◦-schémas rigides (resp. formels) comme dans [2, Définition 2.4.4]. Tou-
tefois, nous aurons à considérer uniquement les structures de 1-catégorie sur les 2-
catégories DiaSchRig/k◦ et DiaSchF/k◦.

Étant donné un diagramme de k◦-schémas rigides (resp. formels) (F , I) (resp.
(F , I)), on note SmRig/(F , I) (resp. SmF/(F , I)) la catégorie dont les objets sont
les couples (U, i) (resp. (U, i)) avec i ∈ Ob(I) et U (resp. U) un F (i)-schéma rigide
lisse (resp. F (i)-schéma formel lisse). Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, on
notera aussi SmRig/F (resp. SmF/F ) cette catégorie.

On suppose donnée une catégorie cocomplète C. Soit (f,α) un morphisme de dia-
grammes de k◦-schémas rigides (resp. formels) comme dans la définition 1.4.7. Ce
morphisme se factorise en un morphisme « géométrique » suivi par un morphisme
« catégorique » :

(G , J)
f

$$ (F ◦ α, J) α
$$ (F , I) (resp. (G , J)

f
$$ (F ◦ α, J) α

$$ (F , I)) ;

voir [2, Remarque 2.4.7]. On définit un foncteur

(f,α)∗ : PreShv
(
SmRig/(F , I),C

)
−→ PreShv(SmRig/(G , J),C)

(resp. (f,α)∗ : PreShv
(
SmF/(F , I),C

)
−→ PreShv(SmF/(G , J),C))

par le foncteur composé f∗ ◦ α∗ où
– f∗ est le foncteur « image inverse » suivant le foncteur de changement de base
donné par (U/F (α(j)), j)! (U ×F (α(j)) G (j)/G (j), j), et

– α∗ est le foncteur « image directe » suivant le foncteur de changement d’indice
donné par (U/F (α(j)), j)! (U/F (α(j)),α(j)).
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(On fait de même dans le cas respé.) On a la proposition suivante qui se démontre de
la même façon que [3, Propositions 4.5.3 et 4.5.4].

Proposition 1.4.9. — 1) L’association (f,α) ! (f,α)∗ s’étend naturellement en
un 2-foncteur

PreShv(SmRig/(−),C) : DiaSchRig/k◦ −→ Cat.

Il en est de même dans le cas respé.
2) Si (f,α) est lisse argument par argument, le foncteur (f,α)∗ admet un adjoint

à gauche que l’on note (f,α)♯. Lorsque C est complète, (f,α)∗ admet un adjoint à
droite que l’on note (f,α)∗.

Soit F un diagramme de k◦-schémas rigides. En appliquant le foncteur (−)//π, on
déduit un diagramme de k◦-schémas formels F //π. Le foncteur (−)//π induit alors un
foncteur cpl : SmRig/F → SmF/(F //π). D’autre part, on dispose d’un plongement
pleinement fidèle P : SmF/(F //π)→ SmRig/F qui consiste à regarder un k◦-schéma
formel comme un k◦-schéma rigide de la manière évidente (voir l’exemple 1.4.3). On
vérifie immédiatement qu’on obtient ainsi un couple de foncteurs adjoints (P, cpl).

On note (cpl∗, cpl∗) et (P
∗,P∗) les couples de foncteurs adjoints « image inverse » et

« image directe » sur les préfaisceaux induits par cpl et P. On a alors une adjonction
(P∗, cpl∗) et donc un isomorphisme canonique cpl∗ ≃ P∗. Le lemme ci-dessous est
facile et sa preuve sera laissée au lecteur.

Lemme 1.4.10. — Soit (f,α) : (G , J) → (F , I) un morphisme de diagrammes de
k◦-schémas rigides. On note (f̂ ,α) : (G //π, J) → (F //π, I) le morphisme obtenu en
appliquant le foncteur cpl. On a alors un carré commutatif à un 2-isomorphisme près

PreShv(SmRig/(F , I),C)
cpl∗

P∗
!!

(f,α)∗
""

PreShv(SmF/(F //π, I),C)

(f̂ ,α)∗
""

PreShv(SmRig/(G , J),C)
cpl∗

P∗
!! PreShv(SmF/(G //π, J),C).

Soit (B′,K) un diagramme de k◦-schémas formels affines. On note (B,K) le dia-
gramme de k◦-schémas donné par l ∈ K ! Spec(Γ(B′(l),O)). Soit (F , I) un dia-
gramme de k◦-schémas muni d’un morphisme de diagrammes (p, γ) : (F , I)→ (B,K)
tel que p(i) est de type fini pour tout i ∈ Ob(I). On dira simplement que (F , I) est
de type fini sur (B,K) (ou encore sur (B′,K)).

En appliquant le foncteur d’analytification, on obtient un diagramme de k◦-schémas
rigides (F an, I) et un foncteur Rig : Sm/F → SmRig/F an. On note Rig∗ le foncteur
« image inverse » sur les préfaisceaux suivant ce foncteur. En appliquant le foncteur de
complétion formelle, on obtient un diagramme (F//π, I) et un foncteur cpl : Sm/F →
SmF/(F//π). On note cpl∗ le foncteur « image inverse » sur les préfaisceaux suivant ce
foncteur. On a un isomorphisme canonique cpl ≃ cpl◦Rig induisant les isomorphismes
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cpl∗ ≃ cpl∗ ◦Rig∗ ≃ P∗ ◦Rig∗. Notons le lemme suivant dont la preuve est laissée au
lecteur.

Lemme 1.4.11. — Soit (f,α) : (G , J) → (F , I) un morphisme de diagrammes de
schémas de type fini au-dessus de (B,K). On note (fan,α) : (G an, J) → (F an, I) le
morphisme obtenu en appliquant le foncteur Rig. On a alors un carré commutatif à
un 2-isomorphisme près

PreShv(Sm/(F , I),C)
Rig∗

!!

(f,α)∗
""

PreShv(SmRig/(F an, I),C)

(fan,α)∗
""

PreShv(Sm/(G , J),C)
Rig∗

!! PreShv(SmRig/(G an, J),C).

On peut munir la catégorie PreShv(SmRig/F ,M) (resp. PreShv(SmF/F ,M))
de trois structures de modèles (voir [3, Définitions 4.4.15 et 4.5.8]) :

(i) la structure projective (W,Cofproj,Fibproj), où les fibrations sont données ar-
gument par argument,

(ii) la structure injective (W,Cof inj,Fibinj), où les cofibrations sont données argu-
ment par argument,

(iii) la structure semi-projective (W,Cof s-pr,Fibs-pr), où les cofibrations sont
les flèches qui deviennent des cofibrations projectives après restriction à
SmRig/F (i) (resp. SmF/F (i)) pour tout i ∈ Ob(I).

Munissons la catégorie SmRig/F (resp. SmF/F ) de sa topologie de Nisnevich. On
peut localiser les trois structures de modèles ci-dessus relativement aux équivalences
Nis-locales (voir [3, Définition 4.4.33]). On obtient alors les trois structures Nis-
locales :

(i) la structure projective Nis-locale (WNis,Cofproj,Fibproj-Nis),

(ii) la structure injective Nis-locale (WNis,Cof inj,Fibinj-Nis),

(iii) la structure semi-projective Nis-locale (WNis,Cof s-pr,Fibs-pr-Nis).

Notons B1
k◦ le k◦-schéma rigide (Spm(k{t}), Spf(k◦{t})) et B1

X
= B1

k◦ ×̂k◦ X pour tout

k◦-schéma rigide X. La généralisation évidente de la proposition 1.3.1, montre qu’on
peut localiser ces trois structures suivant la classe B des morphismes (B1

U
, i)⊗Acst →

(U, i) ⊗ Acst (resp. (B1
U, i) ⊗ Acst → (U, i) ⊗ Acst) avec i ∈ Ob(I), U (resp. U) un

F (i)-schéma rigide lisse (resp. F (i)-schéma formel lisse) et A ∈ Ob(M). On obtient
ainsi les trois structures de modèles :

(i) la structure projective B1-locale (WB1 ,Cofproj,Fibproj-B1),

(ii) la structure injective B1-locale (WB1 ,Cof inj,Fibinj-B1),

(iii) la structure semi-projective B1-locale (WB1 ,Cof s-pr,Fibs-pr−B1).

Définition 1.4.12. — La catégorie homotopique des trois structures B1-locales ci-
dessus, sera notée RigSHeff

M(F ) (resp. FSHeff
M(F )). C’est la catégorie homotopique
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effective des schémas rigides (resp. formels) au-dessus de F (resp. F ) à coefficients
dans M. Voici les cas les plus importants :

– Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement
RigSHeff(F ) (resp. FSHeff(F )) la catégorie ainsi définie.

– Lorsque M est la catégorie des complexes de Λ-modules pour un anneau Λ, on
notera RigDAeff(F ,Λ) (resp. FDAeff(F ,Λ)) la catégorie ainsi définie.

On a le théorème suivant dont la preuve est la même que celle de [3, Théorème
4.5.14].

Théorème 1.4.13. — Soit (f,α) un 1-morphisme de diagrammes de k◦-schémas
rigides (resp. formels).

1) On a, relativement aux trois structures semi-projectives, deux adjonctions de
Quillen :

– ((f,α)∗, (f,α)∗),
– (f♯, f∗) lorsque f est cartésien et lisse argument par argument.

2) On a, relativement aux trois structures projectives, trois adjonctions de Quillen :
– (f∗, f∗),
– (α♯,α∗),
– ((f,α)♯, (f,α)∗) lorsque (f,α) est lisse argument par argument.

3) Enfin, (α∗,α∗) est une adjonction de Quillen relativement aux trois structures
injectives.

Démonstration. — On commence par les structures Nis-locales. Le cas des structures
projectives découle immédiatement de [3, Théorème 4.4.60]. L’assertion concernant
la structure injective est claire puisque α∗ préserve les cofibrations injectives et les
cofibrations injectives Nis-triviales. On se concentre donc sur les structures semi-
projectives. Le foncteur (f,α)∗ préserve les cofibrations semi-projectives et les cofi-
brations semi-projectives Nis-triviales. En effet, il suffit de vérifier cela dans le cas
où I et J sont la catégorie finale. Le résultat découle alors du cas projectif. Le même
raisonnement s’applique au foncteur f♯. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter
la preuve de [3, Théorème 4.5.10].

Pour terminer, il reste à vérifier que nos foncteurs de Quillen à gauche passent à
la B1-localisation, i.e., qu’ils envoient les flèches de B sur des équivalences B1-locales.
Ceci se démontre exactement comme dans la preuve de [3, Théorème 4.5.14]. c.q.f.d.

On a également le résultat ci-dessous dont la preuve est laissée au lecteur.

Proposition 1.4.14. — 1) Soit F un diagramme de k◦-schémas rigides. Les fonc-
teurs

cpl∗ : PreShv(SmRig/F ,M) −→ PreShv
(
SmF/(F //π),M

)

P∗ : PreShv
(
SmF/(F //π),M

)
−→ PreShv(SmRig/F ,M)
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sont de Quillen à gauche relativement aux trois structures projectives et semi-
projectives.

2) Soit F un diagramme de k◦-schémas de type fini au-dessus d’un diagramme de
k◦-schémas formels affines. Le foncteur

Rig∗ : PreShv(Sm/F ,M) −→ PreShv(SmRig/F an,M)

est de Quillen à gauche relativement aux trois structures projectives et semi-
projectives.

Dans le paragraphe 1.3.3, nous avons fixé un remplacement projectivement cofi-
brant T de (A1

Z ⊗ • cst)/((A1
Z − oZ) ⊗ • cst) dans PreShv(Sm/Z,M). On note T an

(resp. T for) l’image inverse de T par la composition des foncteurs images inverses

PreShv(Sm/Z,M) −→ PreShv(Sm/k◦,M)

Rig∗
!! PreShv(SmRig/k◦,M) −→ PreShv(SmRig/F ,M)

(resp. PreShv(Sm/Z,M) −→ PreShv(Sm/k◦,M)

[−//π]∗
!! PreShv(SmF/k◦,M) −→ PreShv(SmF/F ,M)).

Alors, T an (resp. T for) est un remplacement semi-projectivement cofibrant de
((A1

k◦)an ⊗ • cst)/((A1
k◦ − ok◦)an ⊗ • cst) (resp. (B1

k◦ ⊗ • cst)/(∂B1
k◦ ⊗ • cst)). En effet, le

préfaisceau A1
Z ⊗ • cst/(A1

Z − oZ)⊗ • cst est faiblement équivalent à la cofibre homo-
topique de (A1

Z − oZ) ⊗ • cst → A1
Z ⊗ • cst puisque ce morphisme est une cofibration

injective.

On pose, pour un diagramme de k◦-schémas rigides (resp. formels) F (resp. F ),

M(F ) = SpectΣT an

(
PreShv(SmRig/F ,M)

)

(
resp. M(F ) = SpectΣT for

(
PreShv(SmF/F ,M)

))
.

Bien que l’objet T an (resp. T for) est seulement semi-projectivement cofibrant, le fonc-
teur T an ⊗− (resp. T for ⊗−) est un foncteur de Quillen à gauche pour les structures
projectives (voir [3, Lemme 4.5.20]). On peut alors munir M(F ) (resp. M(F )) de sa
structure de modèles projective stable déduite de l’une de ses structures B1-locales.
On obtient ainsi trois structures de modèles sur M(F ) (resp. M(F )) :

(i) la structure projective B1-locale stable (WB1-st,Cofproj,Fibproj-B1-st),

(ii) la structure injective B1-locale stable (WB1-st,Cof inj,Fibinj-B1-st),

(iii) la structure semi-projective B1-locale stable (WB1-st,Cof s-pr,Fibs-pr-B1-st).

Définition 1.4.15. — La catégorie homotopique des trois structures B1-locales stables
ci-dessus sera notée RigSHM(F ) (resp. FSHM(F )). C’est la catégorie homotopique
stable des schémas rigides (resp. formels) au-dessus de F (resp. F ) à coefficients dans
M. Voici les cas les plus importants :

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

139

139



134 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

– Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement
RigSH(F ) (resp. FSH(F )) la catégorie ainsi définie.

– Lorsque M est la catégorie des complexes de Λ-modules pour un anneau commu-
tatif Λ, on notera RigDA(F ,Λ) (resp. FDA(F ,Λ)) la catégorie ainsi définie.

Le résultat ci-dessous découle du théorème 1.4.13 et de [3, Lemme 4.3.34]. No-
tons toutefois que pour le cas des opérations f♯, on utilise la formule de projection
f♯(f∗T ⊗−) ≃ T ⊗ f♯ pour étendre le foncteur f♯ aux catégories des spectres.

Théorème 1.4.16. — Soit (f,α) un 1-morphisme de diagrammes de k◦-schémas
rigides (resp. formels).

1) On a, relativement aux structures projectives stables déduites des structures
semi-projectives B1-locales sur les catégories de préfaisceaux, deux adjonctions de
Quillen :

– ((f,α)∗, (f,α)∗),
– (f♯, f∗) lorsque f est cartésien et lisse argument par argument.
2) On a, relativement aux structures projectives stables déduites des structures

semi-projectives B1-locales sur les catégories de préfaisceaux, trois adjonctions de
Quillen :

– (f∗, f∗),
– (α♯,α∗),
– ((f,α)♯, (f,α)∗) lorsque (f,α) est lisse argument par argument.

3) Enfin, (α∗,α∗) est une adjonction de Quillen relativement aux structures pro-
jectives stables déduites des structures injectives B1-locales sur les catégories de pré-
faisceaux.

La première partie de la proposition 1.4.9, montre que M(−) s’étend naturellement
en un 2-foncteur contravariant qui à (f,α) associe (f,α)∗. Par le théorème 1.4.16, on
obtient ainsi deux 2-foncteurs contravariants

RigSHM : DiaSchRig/k◦ −→ TR et FSHM : DiaSchF/k◦ −→ TR.

De plus, pour tout morphisme de diagrammes de k◦-schémas rigides (resp. formels)
(f,α), le foncteur (f,α)∗ possède un adjoint à droite (f,α)∗. Lorsque f est lisse
argument par argument, (f,α)∗ possède aussi un adjoint à gauche (f,α)♯. On déduit
de la proposition 1.4.14 le résultat suivant.

Proposition 1.4.17. — 1) Soit F un diagramme de k◦-schémas rigides. Les fonc-
teurs

cpl∗ : SpectΣT an

(
PreShv(SmRig/F ,M)

)
−→ SpectΣT for

(
PreShv(SmF/(F //π),M)

)

P∗ : SpectΣT for

(
PreShv(SmF/(F //π),M)

)
−→ SpectΣT an

(
PreShv(SmRig/F ,M)

)
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sont de Quillen à gauche relativement aux structures projectives stables déduites des
structures projectives et semi-projectives B1-locales.

2) Soit F un diagramme de k◦-schémas de type fini au-dessus d’un diagramme de
k◦-schémas formels affines. Le foncteur

Rig∗ : SpectΣT
(
PreShv(Sm/F ,M)

)
−→ SpectΣT an

(
PreShv(SmRig/F an,M)

)

est de Quillen à gauche relativement aux structures projectives stables déduites des
structures projectives et semi-projectives B1-locales.

On déduit de la proposition précédente des foncteurs

Rig∗ : SHM(F ) −→ RigSHM(F an),

cpl∗ : RigSHM(F ) −→ FSHM(F //π),(1.117)

P∗ : FSHM(F //π) −→ RigSHM(F ).

On a encore un isomorphisme naturel cpl∗ ≃ P∗ et des carrés commutatifs à 2-
isomorphisme près
(1.118)

RigSHM(F , I)
cpl∗

!!

(f,α)∗
""

FSHM(F //π, I)

(f̂ ,α)∗
""

RigSHM(G , J)
cpl∗

!! FSHM(G //π, J)

SHM(F , I)
Rig∗

!!

(f,α)∗
""

RigSHM(F an, I)

(fan,α)∗
""

SHM(G , J)
Rig∗

!! RigSHM(G an, J).

1.4.3. L’axiome de localité pour RigSH(−) et FSH(−). — Étant donné un
k◦-schéma rigide X (resp. formel X), on note t∅ la topologie sur SmRig/X (resp.
SmF/X) engendrée par le crible∅→ ∅/X (resp.∅→ ∅/X) avec ∅ le préfaisceau vide
et ∅/X (resp. ∅/X) le préfaisceau représenté par le schéma rigide (resp. formel) vide.
Un préfaisceau F sur SmRig/X (resp. SmF/X) à valeurs dans une catégorie complète
et cocomplète C est un t∅-faisceau si et seulement si F (∅/X) (resp. F (∅/X)) est un
objet final. Le t∅-faisceau at∅F associé à un préfaisceau F est donné par

at∅F (U/X) =

{
F (U/X) si U/X ̸≃ ∅/X,

∗ si U/X ≃ ∅/X.

(La formule analogue est également vraie dans le cas respé.) Lorsque C est pointée,
l’inclusion

Shvt∅(SmRig/X,C) ⊂ PreShv(SmRig/X,C)

(resp. Shvt∅(SmF/X,C) ⊂ PreShv(SmF/X,C))

admet un adjoint à droite b. Il est donné par bF (U/X) = F (U/X)×F (∅/X) ∗. (Il en
est de même dans le cas respé.)

Proposition 1.4.18. — Soit i : Z → X une immersion fermée de k◦-schémas ri-
gides. Le foncteur i∗ : Shvt∅(SmRig/Z,M)→ Shvt∅(SmRig/X,M) est de Quillen à
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gauche relativement aux structures injectives Nis-locales et B1-locales. L’énoncé ana-
logue pour les immersions fermées de k◦-schémas formels est également vrai.

Démonstration. — Le foncteur

i∗ : PreShv(SmRig/Z,M) −→ PreShv(SmRig/X,M)

admet un adjoint à droite i! qui à un préfaisceauH sur SmRig/X associe le préfaisceau
i!H donné par

i!H : (V → Z) ∈ SmRig/Z ! Lim
U ×̂X Z→V ∈(SmRig/X)/V

H(U).

On en déduit que le foncteur

i∗ : Shvt∅(SmRig/Z,M) −→ Shvt∅(SmRig/X,M)

admet un adjoint à droite donné par b ◦ i! ◦ inc. On le notera encore i!.
Les cofibrations de la structure injective sur Shvt∅(−,M) sont les t∅-faisceautisées

des cofibrations injectives de préfaisceaux. C’est donc exactement les morphismes de
t∅-faisceaux H → K tels que H(U)→ K(U) est une cofibration pour tout X-schéma
rigide lisse U . De même, un morphisme de t∅-faisceaux f : H → K est une équivalence
faible si et seulement si f(U) est une équivalence faible pour tout X-schéma rigide U .

On déduit immédiatement que le foncteur

i∗ : Shvt∅(SmRig/Z,M) −→ Shvt∅(SmRig/X,M)

préserve les cofibrations et les équivalences faibles de la structure (W,Cof inj,Fibinj).
C’est donc bien un foncteur de Quillen à gauche.

Montrons que i∗ envoie les équivalences Nis-locales sur des équivalences Nis-locales.
Soit u : H → K une équivalence Nis-locale de Shvt∅(SmRig/Z,M). Soient n ∈ Z et
A ∈ E. On a un carré commutatif

i∗Π0(A[−n], H) !! i∗Π0(A[−n],K)

Π0(A[−n], i∗H) !! Π0(A[−n], i∗K).

Il faut donc prouver que aNisi∗Π0(A[−n], H) → aNisi∗Π0(A[−n],K) est inversible.
Le résulat découle immédiatement de la commutation aNis ◦ i∗ ≃ i∗ ◦ aNis pour les
t∅-faisceaux d’ensembles (voir le lemme 1.4.19 ci-dessous).

Pour montrer que i∗ préserve les équivalences B1-locales, il suffit de montrer que
Li∗ envoie les flèches de la forme B1

V
⊗ Acst → V ⊗ Acst (avec A ∈ Ob(M) et V un

Z-schéma rigide lisse) sur des équivalences B1-locales. Par la discussion précédente,
on sait que i∗ se dérive trivialement. Il faut donc montrer que

p : i∗(B1
V
⊗Acst) −→ i∗(V ⊗Acst)

est une équivalence B1-locale. La flèche p admet une section s (induite par le zéro
de B1

k◦). Il suffit donc de montrer que l’identité de i∗(B1
V
⊗Acst) est B1-homotope à la
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flèche induite par s ◦ p. On obtient une telle homotopie en prenant la composition de

B1
X
⊗ i∗(B1

V
⊗Acst) −→ i∗(B1

Z
)⊗ i∗(B1

V
⊗Acst)

= i∗((B1
Z
×̂Z B1

Z
×̂Z V )⊗Acst)

m
!! i∗((B1

Z
×̂Z V )⊗Acst)

avec m la flèche induite par la multiplication du k◦-schéma rigide en anneau B1
k◦ .

Le cas des k◦-schémas formels se traite de la même manière. c.q.f.d.

Lemme 1.4.19. — Soit i : Z → X (resp. i : Z → X) une immersion fermée de
k◦-schémas rigides (resp. formels). La transformation naturelle aNis ◦ i∗ → i∗ ◦ aNis

est inversible lorsqu’elle est évaluée sur les t∅-faisceaux d’ensembles.

Démonstration. — On traite seulement le cas non respé. Soient F un préfaisceau
d’ensembles sur SmRig/Z et U un X-schéma rigide lisse. On a (avec les notations de
[1, Exposé II, §3])

L(i∗F )(U) = Colim
(Ui→U)i∈CovNis(U)

Eq
(∏

i

F (U i ×̂X Z) !!
!!

∏

i,j

F ((U i ×̂U U j) ×̂X Z)
)

où la colimite est prise celon la catégorie cofiltrante CovNis(U) des familles (U i → U)i
de morphismes étales qui sont couvrantes pour la topologie de Nisnevich.

Le foncteur évident CovNis(U) → CovNis(U ×̂X Z) qui à une famille (U i → U)i
associe la famille (U i ×̂X Z → U ×̂Z U)i est cofinal dès que U ×̂X Z est non vide(11).
En effet, soit (V j → U ×̂X Z)j une famille couvrante pour la topologie de Nisne-
vich (l’ensemble indexant est donc non vide). Quitte à raffiner la famille en ques-
tion, on peut supposer qu’il existe pour tout j un U -schéma rigide étale U j tel que
V j = U j ×̂X Z. (En effet, vu le recouvrement U = Uη ∪ U//π, il suffit de traiter le
cas des k-variétés rigides et celui des k◦-schémas formels. Le cas des k-variétés ri-
gides quasi-compactes découle du cas des k◦-schémas formels. Le cas des k◦-schémas
formels découle du cas classique des k̃-schémas grâce à la proposition 1.2.6.) La
famille (U j → U)j

∐
{(U − U ×̂X Z) → U} est alors un recouvrement Nisnevich

de U dont la restriction à U ×̂X Z raffine notre recouvrement de départ (puisque
∅ = (U−U ×̂X Z) ×̂X Z → Z se factorise par tous les V j et qu’il y en a au moins un).

Ainsi, lorsque U ×̂X Z est non vide, L(i∗F )(U) est isomorphe à

Colim
(V j→U ×̂X Z)i∈Cov(U ×̂X Z)

Eq
(∏

i

F (V i)
!!
!!

∏

i,j

F (V i ×̂U ×̂X Z V j)
)
= LF (U ×̂X Z).

De plus, pour F un t∅-faisceau, on a évidement L(i∗F )(U) = ∗ lorsque U ×̂X Z ≃ ∅/Z.
On obtient donc un isomorphisme de préfaisceaux L(i∗F ) ≃ i∗(LF ). Puisque aNis =
L ◦ L, on en déduit un isomorphisme de faisceaux Nisnevich aNis(i∗F ) ≃ i∗(aNisF ).
On laisse au lecteur le soin de vérifier que cet isomorphisme cöıncide avec la
transformation naturelle de l’énoncé. c.q.f.d.

(11) Lorsque U est non vide et que U ×̂X Z est vide, ce foncteur est bien entendu non cofinal !
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On suppose donné un diagramme dans SchRig/k◦ (resp. SchF/k◦)

U
j

!! X
i

"" Z (resp. U
j

!! X
i

"" Z)

avec i une immersion fermée et j l’immersion ouverte complémentaire (voir la re-
marque 1.4.6). Soit F un t∅-faisceau sur SmRig/X (resp. SmF/X) à valeurs dans M.
Le carré de t∅-faisceaux

(1.119)

j♯j∗F !!

##

F

##

∗ !! i∗i∗F

commute. En effet, toute flèche de j♯j∗F vers i∗i∗F est nulle puisqu’elle correspond
par adjonction à une flèche vers j∗i∗i∗F = ∗. (On utilise ici l’hypothèse que F est un
t∅-faisceau.) On a le théorème crucial suivant.

Théorème 1.4.20. — Soit F un t∅-faisceau projectivement cofibrant. Le
carré (1.119) est homotopiquement cocartésien relativement à la structure de modèles
B1-locale.

Il s’agit d’adapter la preuve de [30, §3.2, Theorem 2.21]. On suivera toutefois le
traitement dans [3, §4.5.3]. On se ramène par l’analogue de [3, Lemme 4.5.37] au cas
F = at∅(X

′⊗Acst) (resp. F = at∅(X
′⊗Acst)) avec X ′ (resp. X′) un X-schéma rigide

lisse (resp. X-schéma formel lisse). En adaptant [3, Lemme 4.5.41] au cas des schémas
rigides (resp. formels), on se ramène à montrer que le carré commutatif

U ′ ⊗Acst
!!

##

X ′ ⊗Acst

##

U ⊗Acst
!! (i∗Z ′)⊗Acst

(resp. U′ ⊗Acst
!!

##

X′ ⊗Acst

##

U⊗Acst
!! (i∗Z′)⊗Acst)

est homotopiquement cocartésien. En d’autres termes, il faut montrer que le mor-
phisme

[
X ′

∐

U ′

U
]
⊗Acst −→ (i∗Z

′)⊗Acst

(
resp.

[
X′

∐

U′

U
]
⊗Acst −→ (i∗Z

′)⊗Acst

)

est une équivalence B1-locale. En utilisant [3, Corollaire 4.5.40], on se ramène à prou-
ver la proposition suivante.

Proposition 1.4.21. — 1) Soit X ′ un X-schéma rigide lisse et s : Z → X ′ une
section partielle définie sur le fermé Z. On note TX′,s le préfaisceau d’ensembles sur

SmRig/X défini par

TX′,s(P ) =

{
homX(P ,X ′)×homZ(P ×̂X Z,X′ ×̂X Z) ∗ si P ×̂X Z ̸= ∅,

∗ si P ×̂X Z = ∅.
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Ci-dessus, l’ensemble homZ(P ×̂X Z,X ′ ×̂X Z) est pointé par la composition de

P ×̂X Z −→ Z
s

!! X ′ ×̂X Z.

Alors, la flèche TX′,s ⊗Acst → X ⊗Acst est une équivalence B1-locale.

2) Soit X′ un X-schéma formel lisse et s : Z → X′ une section partielle définie
sur Z. On note TX′,s le préfaisceau d’ensembles sur SmF/X défini par

TX′,s(P) =

{
homX(P,X′)×homZ(P ×̂X Z,X′ ×̂X Z) ∗ si P ×̂X Z ̸= ∅,

∗ si P ×̂X Z = ∅.

Ci-dessus, l’ensemble homZ(P ×̂X Z,X′ ×̂X Z) est pointé par la composition de

P ×̂X Z −→ Z
s

!! X′ ×̂X Z.

Alors, la flèche TX′,s ⊗Acst → X⊗Acst est une équivalence B1-locale.

Démonstration. — On traite uniquement le cas des k◦-schémas rigides. Le cas des
k◦-schémas formels est plus simple. On procède en trois étapes.

Étape 1 : Soit (ui : Xi → X)i∈I un recouvrement Nisnevich du k◦-schéma rigide X.
On noteX ′

i, Zi, si, etc. les objets obtenus par changement de base deX ′, Z, s, etc. sui-
vant ui. Le préfaisceau u∗

i TX′,s s’identifie canoniquement à TX′
i,si

. Par le lemme 1.4.22

ci-dessous, il suffit de démontrer la proposition pour chaque Xi. On peut donc sup-
poser les conditions ci-dessous satisfaites.

(i) X et Z sont tous les deux des k◦-schémas formels affines ou des k-affinöıdes
(modulo les plongements pleinement fidèles de l’exemple 1.4.3).

(ii) Lorsque Z est un k◦-schéma formel affine, s : Z → X ′ admet un voisinage
qui est un k◦-schéma formel affine. De plus, le faisceau normal de l’immersion
s : Z → X ′ ×̂X Z est libre.

(iii) Lorsque Z est un k-affinöıde, s : Z → X ′ admet un voisinage qui est un k-
affinöıde. De plus, le faisceau normal de l’immersion s : Z → X ′ ×̂X Z est libre.

En effet, en utilisant le recouvrement canonique X = Xη ∪X//π on se ramène immé-
diatement au cas où X est un k◦-schéma formel affine ou un k-affinöıde. Pour déduire
(i) on utilise la remarque 1.4.6. Les assertions (ii) et (iii) sont également faciles.

Étape 2 : Soient X ′′ → X ′ un morphisme étale et s, s′ des sections partielles définies
sur Z rendant commutatif le triangle

Z
s′

!!

s ""

X ′′

##

X ′.
On en déduit un morphisme de préfaisceaux

(1.120) TX′′,s′ −→ TX′,s.

On montrera qu’il induit un isomorphisme sur les faisceaux Nisnevich associés. Soit
Y un X-schéma rigide lisse. Tout recouvrement Nisnevich R de Y se raffine par
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un recouvrement R1
∐

R2 avec R1 un recouvrement Nisnevich de la k-variété rigide
Y η = Y et R2 un recouvrement Nisnevich du k◦-schéma formel Y //π = Y. Il suffit
donc de montrer qu’après faisceautisation, les restrictions de (1.120) suivant les in-
clusions évidentes Et/Y ⊂ Et/Y ⊂ SmRig/X et Et/Y ⊂ Et/Y ⊂ SmRig/X sont des
isomorphismes. On traite les cas de Et/Y et Et/Y séparément.

Cas 1 : On suppose que Y = (Y,∅) avec Y un k-affinöıde. On note X = Xη

et Z = Zη. On montrera que la restriction de (1.120) à Ouv(Y ) devient inversible
après faisceautisation pour la topologie des recouvrements admissibles. Il suffit alors
de vérifier que les fibres de (1.120) sont inversibles en tous les points p ∈ P(Y ), i.e.,
que l’application

(1.121) Colim
V ∈Flt(p)

TX′′,s′(V ) !! Colim
V ∈Flt(p)

TX′,s(V )

est bijective. Lorsque p /∈ P(Y ×̂X Z), il existe V ∈ Flt(p) tel que V ×̂X Z = ∅. Dans
ce cas, les deux membres de (1.121) sont des singletons.

Supposons donc que p ∈ P(Y ×̂X Z). Soit X ′
0 un voisinage ouvert de s dans X ′.

Pour tout V ∈ Flt(p) et a ∈ TX′,s(V ), il existe V0 ∈ Flt(p) contenu dans V tel que
a|V0

∈ TX′
0,s

(V0). Il vient que ColimV ∈Flt(p) TX′,s(V ) ≃ ColimV ∈Flt(p) TX′
0,s

(V ). La

même discussion s’applique àX ′′. On peut donc remplacerX ′′ etX ′ par des voisinages
ouverts de s et s′. En particulier, on peut supposer qu’ils sont des k-affinöıdes qu’on
notera X ′ et X ′′ respectivement. Étant donné que X ′′ → X ′ est étale, on peut trouver
un voisinage ouvert X ′′

0 de s′ tel que X ′′
0 → X ′ est une immersion ouverte (par le

corollaire 1.1.56). Ceci nous ramène au cas trivial où X ′′ = X ′.
Cas 2 : On suppose que Y = (Yη,Y) avec Y un k◦-schéma formel affine. On note

X = X//π et Z = Z//π. Il suffit de vérifier que les fibres de la restriction de (1.120)
au petit site Nisnevich (Et/Y,Nis) sont inversibles pour tout y ∈ Yσ. Fixons donc un
point y ∈ Yσ. Il s’agit de montrer que l’application

(1.122) Colim
y→V→Y

TX′′,s′(V)
!! Colim
y→V→Y

TX′,s(V)

est bijective (avec V parcourant les voisinages étales de y ∈ Y). Lorsque y ̸∈ Yσ×Xσ Zσ

les deux membres ci-dessus sont des singletons. On supposera donc dans la suite que
y ∈ Yσ ×Xσ Zσ.

On définit une application inverse à (1.122) de la manière suivante. Soit f : V→ X ′

un morphisme de X-schémas rigides tel que le triangle

V ×̂X Z
f ×̂X Z

!!

""

X ′ ×̂X Z

Z s

##
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commute. Le carré ci-dessous est aussi commutatif :

V ×̂X Z !!

""

V

""

Z !! X ′′ !! X ′.

Ceci donne une section partielle V×̂XZ→V×̂X′X ′′ du morphisme étale V×̂X′X ′′→V.
Ainsi, le Y-schéma formel V′ = (V ×̂X′ X ′′)//π est naturellement un voisinage étale
de y. (On utilise ici l’hypothèse y ∈ Yσ ×Xσ Zσ.) On note f ′ : V′ → X ′′ le morphisme
évident. On vérifie aisément que l’association f ! f ′ est un inverse à droite et à
gauche de (1.122).

Étape 3 : Par l’étape précédente, on peut remplacer X ′ par un voisinage Nisnevich
de s. En utilisant la première étape, on peut alors supposer que X ′ est un k◦-schéma
formel affine (resp. un k-affinöıde) selon le type de Z. Toujours par la première étape,
le faisceau normal Ns de l’immersion s : Z → X ′ ×̂X Z est libre. Soient a1, . . . , an ∈
Γ(X ′,O) des éléments qui appartiennent à l’idéal de l’immersion Z → X ′ et dont les
classes dans Γ(Z,Ns) forment une base de Ns. (Dans le cas respé, on multiplie les ai
par une puissance convenable de π de sorte que |ai|∞ ≤ 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n.) On
peut alors considèrer le morphisme (a1, . . . , an) : X ′ → Bn

k◦ ×̂k◦ X. Ce morphisme est
étale au voisinage de la section s. Par la seconde étape, on peut donc supposer que
X ′ = Bn

X
et que s est la section nulle au-dessus de Z. On conclut alors comme dans

l’étape 3 de la preuve de [3, Proposition 4.5.42]. c.q.f.d.

Le lemme suivant a été utilisé dans la preuve de la proposition 1.4.21 ci-dessus.

Lemme 1.4.22. — Soient X un k◦-schéma rigide et u : U → X un morphisme lisse
couvrant pour la topologie de Nisnevich. Le foncteur

u∗ : PreShv(SmRig/X,M) −→ PreShv(SmRig/U,M)

préserve et détecte les équivalences B1-locales. L’énoncé correspondant pour les k◦-
schémas formels est également vrai.

Démonstration. — Rappelons que u∗ ≃ (cu)∗ avec cu le foncteur de composition à
gauche par u. Le fait que (cu)∗ préserve les équivalences Nis-locales est clair. Pour
montrer que (cu)∗ détecte les équivalences Nis-locales, il suffit de remarquer que (cu)∗
commute au foncteur de faisceautisation et qu’un morphisme de faisceaux d’ensembles
a : H → K sur SmRig/X est un isomorphisme si et seulement si u∗(a) est un isomor-
phisme (car u est couvrante).

Soit f : H → K une flèche de PreShv(SmRig/X,M). On suppose que u∗(f)
est une équivalence B1-locale. Comme u∗ est de Quillen à gauche pour la structure
projective B1-locale, on peut supposer que H et K sont fibrants pour la structure
(WB1 ,Cofproj,Fibproj-B1). Comme u∗ est de Quillen à droite relativement à cette
structure, on déduit que u∗(f) est une équivalence B1-locale entre objets B1-fibrants.
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C’est donc une équivalence Nis-locale. Ceci montre que f est aussi une équivalence
Nis-locale. c.q.f.d.

Voici quelques corollaires de la proposition 1.4.21.

Corollaire 1.4.23. — Soit i : Z → X (resp. i : Z → X) une immersion fermée de
k◦-schémas rigides (resp. formels). La counité i∗i∗ → id de l’adjonction

(i∗, i∗) : RigSHeff
M(X) −→ RigSHeff

M(Z)
(
resp. (i∗, i∗) : FSH

eff
M(X) −→ FSHeff

M(Z)
)

est inversible.

Démonstration. — On traite uniquement la cas des k◦-schémas rigides. Les foncteurs
i∗ et i∗ commutent aux sommes infinies (puisqu’ils sont dérivés de foncteurs de Quillen
à gauche). Il suffit donc de montrer que le morphisme de counité est inversible après
évaluation sur les générateurs compacts de RigSHeff

M(Z) fournis par le lemme 1.4.31
ci-dessous . Il s’agit alors de montrer que le morphisme

(1.123) Li∗i∗at∅(Z
′ ⊗Acst) −→ at∅(Z

′ ⊗Acst)

est une équivalence B1-locale pour tout Z ′ quasi-compact et lisse sur Z. La question
est locale sur Z ′. Plus précisément, si (Z ′

i)i∈I est un recouvrement ouvert fini de Z ′

par des k◦-schémas rigides quasi-compacts, il suffira de montrer que (1.123) est une
équivalence B1-locale pour les

⋂
i∈J Zj avec ∅ ̸= J ⊂ I.

Comme en géométrie algébrique, on peut montrer que tout Z-schéma rigide lisse
est localement (pour la topologie usuelle) le « pull-back » d’un X-schéma rigide lisse.
On peut donc supposer qu’il existe un X-schéma rigide lisse X ′ tel que Z ′ = X ′ ×̂X Z.
Par la proposition 1.4.21, i∗at∅(Z

′ ⊗Acst) est B1-équivalent au cône du morphisme

at∅((X
′ ×̂X (X − Z))⊗Acst) −→ at∅(X

′ ⊗Acst).

Étant donné que les deux t∅-faisceaux ci-dessus sont projectivement cofibrants, on
déduit que Li∗i∗at∅(Z

′ ⊗Acst) est isomorphe au cône de

at∅((Z
′ ×̂X (X − Z))⊗Acst) −→ at∅(Z

′ ⊗Acst).

Mais le k◦-schéma rigide Z ′ ×̂X (X−Z) est vide. D’où le résultat recherché. c.q.f.d.

Corollaire 1.4.24. — Soit X un k◦-schéma formel et notons i : Xσ → X l’immersion
fermée de sa fibre spéciale. Alors le foncteur

i∗ : FSHeff
M(X) −→ FSHeff

M(Xσ) = SHeff
M(Xσ)

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Le complémentaire de Xσ dans X est vide. On déduit de la proposi-
tion 1.4.21 que le morphisme d’unité id→ i∗i∗ est inversible. D’autre part, le corollaire
1.4.23 affirme que la counité i∗i∗ → id est inversible. D’où le résultat. c.q.f.d.
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Remarque 1.4.25. — Soit X un k◦-schéma formel. On définit un foncteur P :
SHeff

M(Xσ)→ RigSHeff
M(Xη) par la composition de

SHeff
M(Xσ)

i∗
∼ !! FSHeff

M(X)
j∗ ◦ P∗

!! RigSHeff
M(Xη)

(avec j l’inclusion de Xη dans X vu comme un k◦-schéma rigide). Contrairement à la
composition de

SHeff
M(Xσ)

i∗
!! RigSHeff

M(X)
j∗

!! RigSHeff
M(Xη),

le foncteur P n’est pas nul. De plus, si M est une catégorie de modèles monöıdale et
unitaire, P est monöıdal et unitaire (et, en particulier, envoie • Xσ sur • Xη ) comme il
découle facilement du corollaire 1.4.24.

Dans le reste de ce paragraphe, on établit les analogues stables des résultats
précédents. Soit X (resp. X) un k◦-schéma rigide (resp. formel). Le foncteur at∅ :
PreShv(SmRig/X,M)→ Shvt∅(SmRig/X,M) (resp. at∅ : PreShv(SmF/X,M)→
Shvt∅(SmF/X,M)) est une équivalence de Quillen à gauche relativement aux struc-
tures B1-locales. Il induit donc une équivalence de Quillen à gauche

at∅ : SpectΣT an(PreShv(SmRig/X,M)) −→ SpectΣat∅ (T an)(Shvt∅(SmRig/X,M))

(resp. at∅ : SpectΣT for(PreShv(SmF/X,M)) −→ SpectΣat∅ (T for)(Shvt∅(SmF/X,M))).

Pour une immersion fermée i : Z → X (resp. i : Z → X) on dispose d’une transfor-
mation naturelle

(1.124) T an ⊗ i∗(−) −→ i∗(T
an ⊗−) (resp. T for ⊗ i∗(−) −→ i∗(T

for ⊗−))

qui induit le prolongement

i∗ : SpectΣT an(PreShv(SmRig/Z,M)) −→ SpectΣT an(PreShv(SmRig/X,M))

(resp. i∗ : SpectΣT for(PreShv(SmF/Z,M)) −→ SpectΣT for(PreShv(SmF/X,M))).

Le lecteur vérifiera facilement que (1.124) induit une transformation naturelle

at∅(T
an)⊗ i∗(−) −→ i∗(at∅(T

an)⊗−)(1.125)

(resp. at∅(T
for)⊗ i∗(−) −→ i∗(at∅(T

for)⊗−))

où le produit tensoriel est pris dans la catégorie des t∅-faisceaux. On obtient de plus
un carré commutatif de catégories

SpectΣat∅ (T an)(Shvt∅(SmRig/Z,M))
i∗

!!

! "

""

SpectΣat∅ (T an)(Shvt∅(SmRig/X,M))
! "

""

SpectΣT an(PreShv(SmRig/Z,M))
i∗

!! SpectΣT an(PreShv(SmRig/X,M))
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où les flèches verticales sont les inclusions évidentes (qui sont donc des équivalences de
Quillen à droite). On a également le carré commutatif analogue pour les k◦-schémas
formels. Notons le théorème suivant.

Théorème 1.4.26. — 1) Soit i : Z → X une immersion fermée de k◦-schémas
rigides. Le foncteur

i∗ : SpectΣat∅ (T an)(Shvt∅(SmRig/Z,M))(1.126)

−→ SpectΣat∅ (T an)(Shvt∅(SmRig/X,M))

est de Quillen à gauche relativement aux structures injectives stables sur les
catégories de spectres symétriques déduites des structures injectives B1-locales
(WB1 ,Cof inj,Fibinj−B1) sur les catégories de t∅-faisceaux.

2) Soit i : Z→ X une immersion fermée de k◦-schémas formels. Le foncteur

i∗ : SpectΣat∅ (T for)(Shvt∅(SmF/Z,M))(1.127)

−→ SpectΣat∅ (T for)(Shvt∅(Sm/X,M))

est de Quillen à gauche relativement aux structures injectives stables sur les
catégories de spectres symétriques déduites des structures injectives B1-locales
(WB1 ,Cof inj,Fibinj−B1) sur les catégories de t∅-faisceaux.

Démonstration. — On traite seulement le cas des k◦-schémas rigides. Le foncteur
(1.126) admet un adjoint à droite (voir le lemme 1.4.27 ci-dessous). Le fait que (1.126)
préserve les cofibrations injectives et les cofibrations injectives B1-triviales niveau par
niveau découle de la proposition 1.4.18. Il reste à voir que (1.126) envoie les flèches
de la forme ωp

K (voir [3, §4.3.2]) sur des équivalences B1-locales stables pour tout
K ∈ Ob(Shvt∅(SmRig/Z,M)) injectivement cofibrant et p ∈ N. On dipose d’un
carré commutatif

Susp+1
at∅ (T an),Σ(at∅(T

an)⊗ i∗K)
ωp
i∗K

!!

""

Suspat∅ (T an),Σ(i∗K)

""

i∗Sus
p+1
at∅ (T an),Σ(at∅(T

an)⊗K)
i∗ω

p
K

!! i∗Sus
p
at∅ (T an),Σ(K).

Il suffira de montrer que les flèches verticales sont des équivalences B1-locales niveau
par niveau. On se ramène ainsi à montrer que les morphismes

(1.128) at∅((T
an)⊗r)⊗ i∗K −→ i∗(at∅((T

an)⊗r)⊗K)

sont des équivalences B1-locales. Notons j l’immersion ouverte complémentaire à i.
Le couple de foncteurs (Li∗, j∗) est conservatif par le théorème 1.4.20. Il suffit donc
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de prouver que

j∗
[
at∅((T

an)⊗r)⊗ i∗K
]
−→ j∗

[
i∗(at∅((T

an)⊗r)⊗K)
]
,(1.129)

Li∗
[
at∅((T

an)⊗r)⊗ i∗K
]
−→ Li∗

[
i∗(at∅((T

an)⊗r)⊗K)
]
,

sont inversibles dans RigSHeff
M(−). La flèche de gauche est le morphisme nul entre

objets nuls puisque j∗i∗ = 0 ; elle est donc inversible. Pour la seconde flèche, on
considère le carré commutatif

Li∗[at∅((T
an)⊗r)⊗ i∗K] !!

∼
""

Li∗[i∗(at∅((T
an)⊗r)⊗K)]

""

at∅((T
an)⊗r)⊗ Li∗i∗K !! at∅((T

an)⊗r)⊗K.

Or, la counité de (Li∗, i∗) est inversible par le corollaire 1.4.23. D’où le résultat.
c.q.f.d.

Lemme 1.4.27. — On garde les hypothèses du théorème 1.4.26. Le foncteur (1.126)
(resp. (1.127)) admet un adjoint à droite.

Démonstration. — Soit E un at∅(T
an)-spectre symétrique à valeurs dans la catégorie

Shvt∅(SmRig/X,M). On définit une suite symétrique (Fn)n∈N à valeurs dans la
catégorie Shvt∅(SmRig/Z,M) par

Fn = Eq
( ∏

k∈N
Hom(at∅(T

an)⊗k, i!Ek+n)(1.130)

!!
!!

∏

l∈N
Hom(at∅(T

an)⊗l, i!Hom(at∅(T
an),El+1+n))

)

où l’action de Σn sur Fn est déduite des restrictions des actions de Σm+n sur Em+n

suivant 1× Σn ⊂ Σm × Σn ⊂ Σm+n. L’une des deux flèches dans (1.130) est déduite
par adjonction du morphisme d’assemblage du at∅(T

an)-spectre E et l’autre est la
composition de

Hom
(
at∅(T

an)⊗k, i!(−)
)
≃ Hom

(
at∅(T

an)⊗k−1,Hom(at∅(T
an), i!(−))

)

""

Hom
(
at∅(T

an)⊗k−1, i!Hom(at∅(T
an),−)

)
.

On vérifie facilement qu’en prenant le produit sur les k ∈ N− {0}, la flèche diagonale
déduite des compositions de

Fn → Hom(at∅(T
an)⊗k, i!Ek+n) ≃ Hom(at∅(T

an),Hom(at∅(T
an)⊗k−1, i!Ek−1+1+n))

se factorise par le sous-objet Hom(at∅(T
an),Fn+1). On obtient ainsi un at∅(T

an)-
spectre symétrique F. Le lecteur vérifiera que le foncteur hom(i∗(−),E) est représenté
par F. c.q.f.d.

On déduit maintenant l’axiome de localité pour les catégories RigSHM(−) et
FSHM(−).
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Corollaire 1.4.28. — Soient i : Z → X (resp. i : Z → X) une immersion fermée
de k◦-schémas rigides (resp. formels) et j l’immersion ouverte complémentaire. Le
couple de foncteurs (Li∗, j∗) est conservatif sur RigSHM(X) (resp. FSHM(X)). De
plus, le morphisme de counité Li∗Ri∗ → id est inversible.

Démonstration. — Comme d’habitude, on traite le cas des k◦-schémas rigides et on
laisse au lecteur le soin d’adapter l’argument au cas des schémas formels. Soit E est
un at∅(T

an)-spectre projectivement cofibrant à valeurs dans Shvt∅(SmRig/X,M).
Le carré commutatif

(1.131) j♯j∗E !!

""

E

""

∗ !! i∗i∗E

est homotopiquement cocartésien niveau par niveau. Comme i∗ préserve les équi-
valences B1-locales stables, il se dérive trivialement. On déduit ainsi un 2-triangle
distingué dans RigSHM(X) :

(1.132) Lj♯j
∗ −→ id −→ Ri∗Li

∗ −→ .

Ceci montre que le couple de foncteurs (Li∗, j∗) est conservatif. La seconde assertion
découle de son analogue instable (et du fait que i∗ se dérive trivialement). c.q.f.d.

Corollaire 1.4.29. — Soit X un k◦-schéma formel et notons i : Xσ → X l’immersion
fermée de sa fibre spéciale. Le foncteur

i∗ : FSHM(X) −→ FSHM(Xσ) = SHM(Xσ)

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Le complémentaire de Xσ dans X étant vide, on déduit que le
morphisme d’unité id→ i∗i∗ est inversible. Par le corollaire 1.4.28, la counité i∗i∗ → id
est également inversible. D’où le résultat. c.q.f.d.

Remarque 1.4.30. — Soit X un k◦-schéma formel. Comme dans la remarque 1.4.25,
on définit un foncteur P : SHM(Xσ)→ RigSHM(Xη) par la composition de

SHM(Xσ)
i∗
∼ !! FSHM(X)

j∗ ◦ P∗
!! RigSHM(Xη).

C’est un foncteur monöıdal unitaire (et, en particulier, non nul).

1.4.4. Fin de la vérification des axiomes et quelques compléments. — Dans
ce paragraphe, on démontre quelques résultats utiles pour la preuve du théorème
1.3.38 qui sera donnée dans le paragraphe suivant.

Lemme 1.4.31. — Soit X un k◦-schéma rigide. Alors RigSHM(X) est compacte-
ment engendrée par les objets de la forme SuspT an(U ⊗ Acst) avec p ∈ N, A ∈ E et U
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un X-schéma rigide quasi-compact (i.e., Uη est une k-variété rigide quasi-compacte).
L’énoncé analogue pour la catégorie instable RigSHeff

M(X) est également vrai.

Démonstration. — Notons SmRigqc/X la catégorie des X-schémas rigides lisses et

quasi-compacts. On a une équivalence de sites (SmRig/X,Nis)
∼
!! (SmRigqc/X,Nis).

Remarquons d’autre part qu’un préfaisceau projectivement fibrant F sur SmRigqc/X
est Nis-local si et seulement si ses restrictions à SmRigqc/Xη et SmF/(X//π) sont
Nis-locaux (i.e., vérifient la propriété de Brown-Gersten) et si pour tout X-schéma
rigide lisse U , le carré

F (U) !!

""

F (Uη)

""

F (U//π) !! F ((U//π)η)

est homotopiquement cartésien. On en déduit que les préfaisceaux projectivement
Nis-fibrants sur SmRigqc/X sont stables par colimites filtrantes.

À partir de là, il est facile de se convaincre que la classe des T qc-spectres symétriques
de préfaisceaux sur SmRigqc/X projectivement stablement B1-fibrants est stable par
colimites filtrantes. Ceci montre que les objets SuspT qc(U⊗Acst) (avec p, A et U comme
dans l’énoncé) sont compacts. Par ailleurs, il est facile de voir que ces objets forment
une famille conservative dans

RigSHM(X) ≃ HoB1−st

(
SpectΣT qc(PreShv(SmRigqc/X,M))

)
.

Ceci permet de conclure. c.q.f.d.

Lemme 1.4.32. — Soit un carré cartésien de k◦-schémas rigides

Y ′ g′
!!

f ′
""

X ′

f
""

Y
g

!! X.

On suppose que f est lisse. Alors le 2-morphisme d’échange f ′
♯g

′∗ → g∗f♯ est inversible

(où les opérations sont prises entre les catégories RigSHeff
M(−) ou RigSHM(−)).

Démonstration. — Il suffit de montrer que le morphisme d’échange est inversible après
évaluation sur les générateurs SuspT an((U ′ → X ′) ⊗ Acst) avec U ′ quasi-compact sur
k◦ et lisse sur X ′, p ∈ N, et A ∈ E. Or, on a

f ′
♯g

′∗SuspT an

(
(U ′ → X ′)⊗Acst

)
≃ f ′

♯Sus
p
T an

(
(U ′ ×̂X′ Y ′ → Y ′)⊗Acst

)

≃ SuspT an

(
(U ′ ×̂X′ Y ′ → Y )⊗Acst

)
,

g∗f♯Sus
p
T an

(
(U ′ → X ′)⊗Acst

)
≃ g∗SuspT an

(
(U ′ → X)⊗Acst

)

≃ SuspT an

(
(U ′ ×̂X Y → Y )⊗Acst

)
.
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Le lecteur vérifiera facilement que modulo les isomorphismes ci-dessus, le morphisme
d’échange est induit par l’isomorphisme de transitivité du produit fibré U ′ ×̂X′ Y ′ ≃
U ′ ×̂X Y . c.q.f.d.

Étant donné un schéma S, on notera Schqp/S la catégorie des S-schémas quasi-
projectifs.

Théorème 1.4.33. — Soit X = Spf(A◦) un k◦-schéma formel affine. Le 2-foncteur
contravariant

RigSHM((−)an) : Schqp/A◦ −→ TR

qui à un A◦-schéma quasi-projectif X associe la catégorie triangulée RigSHM(Xan)
est un 2-foncteur homotopique stable au sens de [2, Définition 1.4.1].

Démonstration. — Il s’agit de vérifier les axiomes 1 à 6 de loc. cit.. L’axiome 1 est
trivial. Les axiomes 2 et 4 sont contenus dans le théorème 1.4.16 et le corollaire
1.4.28. L’axiome 3 découle du lemme 1.4.32. Pour les axiomes 5 et 6, le lecteur est
prié d’adapter les preuves de [3, Proposition 4.5.49 et Corollaire 4.5.51]. c.q.f.d.

En particulier, pour f un morphisme de A◦-schémas quasi-projectifs, on dispose
des opérations (fan)! et (fan)!. De même, le théorème de changement de base pour un
morphisme projectif est valable dans RigSHM(−) pour l’analytifié d’un carré carté-
sien de A◦-schémas quasi-projectifs (et dont les flèches verticales sont des morphismes
projectifs).

Définition 1.4.34. — Soit S un schéma, et soient H1 et H2 deux 2-foncteurs ho-
motopiques stables de domaine la catégorie des S-schémas quasi-projectifs. Rappelons
qu’un 1-morphisme de 2-foncteurs Θ : H1 → H2 est la donnée :

(i) pour tout S-schéma quasi-projectif X, d’un foncteur triangulé

ΘX : H1(X) −→ H2(X),

(ii) pour tout morphisme de S-schémas quasi-projectifs f : Y → X, d’un 2-

isomorphisme αf : f∗ ◦ΘX
∼
!! ΘY ◦ f∗ compatible avec les 2-isomorphismes de

connexion de la manière usuelle.

Étant donné Θ comme ci-dessus, on déduit par adjonction, à partir de αf , une trans-
formation naturelle βf : ΘX ◦ f∗ → f∗ ◦ΘY . Lorsque f est lisse on déduit par adjonc-
tion, à partir de α−1

f , une transformation naturelle γf : f♯ ◦ ΘY → ΘX ◦ f♯. On dit
que Θ est un prémorphisme de 2-foncteurs homotopiques stables lorsque les γ? sont
inversibles. On dit que Θ est un morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables si
les β? et les γ? sont inversibles.

Lemme 1.4.35. — Soit Spf(A◦) un k◦-schéma formel affine. La famille des foncteurs

Rig∗ : SHM(X) −→ RigSHM(Xan),

pour X un Spec(A◦)-schéma quasi-projectif, s’étend naturellement en un prémor-
phisme de 2-foncteurs homotopiques stables de SHM(−) vers RigSHM((−)an).
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Démonstration. — Les transformations naturelles (fan)∗Rig∗ ≃ Rig∗f∗ proviennent
des carrés de droite dans (1.118). Montrons que γf est inversible pour f : Y → X

lisse. Étant donné que Rig∗ et f♯ commutent aux sommes infinies, il suffit de montrer
que f♯Rig

∗ → Rig∗f♯ est inversible après évaluation sur les générateurs compacts de
SHM(Y ). Soient donc V un Y -schéma lisse, B ∈ E et p ∈ N. On a

fan
♯ Rig∗SuspT ((V → Y )⊗Bcst) ≃ fan

♯ SuspT an((V an → Y an)⊗Bcst)

≃ SuspT an((V an → Xan)⊗Bcst),

Rig∗f♯Sus
p
T ((V → Y )⊗Bcst) ≃ Rig∗SuspT ((V → X)⊗Bcst)

≃ SuspT an((V an → Xan)⊗Bcst).

On laisse au lecteur le soin de se convaincre que, modulo ces identifications, γf est
l’identité. c.q.f.d.

À présent, nous allons dériver quelques propriétés des prémorphismes de 2-foncteurs
homotopiques stables. On fixe donc un prémorphisme Θ : H1 → H2 comme dans la
définition 1.4.34. Dans la suite, on notera Θ à la place de ΘX lorsque cela n’induit
pas un risque de confusion. Notons le lemme suivant.

Lemme 1.4.36. — Soit i : Z → X une immersion fermée de S-schémas quasi-
projectifs. La transformation naturelle

βi : Θ ◦ i∗ −→ i∗ ◦Θ

est inversible.

Démonstration. — Notons j : U → X l’immersion ouverte complémentaire. Par
l’axiome de localité, il suffit de montrer que i∗βi et j∗βi sont inversibles. Pour le
premier 2-morphisme on utilise le carré commutatif

i∗Θi∗ !!

∼
""

i∗i∗Θ

""

Θi∗i∗ !! Θ

et le fait que la couinté de (i∗, i∗) est inversible. Pour le second 2-morphisme, on
remarque que j∗Θi∗ ≃ Θj∗i∗ ≃ 0 et que j∗i∗Θ ≃ 0. Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Soit M un OX -module localement libre sur un S-schéma quasi-projectif X. On lui
associe l’équivalence de Thom Th(M ) = p♯s∗ avec

p : V(M ) = Spec(
⊕

n∈N
SymnM ) −→ X

la projection du fibré vectoriel associé à M et s sa section nulle. Du lemme 1.4.36, on
déduit un isomorphisme canonique Th(M )◦Θ ≃ Θ◦Th(M ) donné par la composition
de

p♯s∗Θ
β−1
s

∼ !! p♯Θs∗
γp
∼ !! Θp♯s∗.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

155

155



150 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

Étant donné que Th(M ) est une équivalence de quasi-inverse Th−1(M ) = s!p∗ (voir
[2, Théorème 1.5.7]), on a aussi un isomorphisme Th−1(M ) ◦Θ ≃ Θ ◦ Th−1(M ).

Proposition 1.4.37. — Il existe une unique famille de 2-isomorphismes

δf : f! ◦Θ
∼
!! Θ ◦ f!

indexée par les morphismes de S-schémas quasi-projectifs f : Y → X et vérifiant les
propriétés ci-dessous.

1) Les δf sont compatibles à la composition des S-morphismes.

2) Pour une immersion fermée i, on a δi = β−1
i modulo l’identification i! = i∗.

3) Lorsque f est lisse, δf est donnée par la composition de

(1.133) f♯Th
−1(Ωf )Θ

∼
!! f♯ΘTh−1(Ωf )

∼
!! Θf♯Th

−1(Ωf ).

Démonstration. — L’unicité est claire puisque tout morphisme de S-schémas quasi-
projectifs se factorise par une immersion fermée suivie d’un morphisme lisse.

Soit f un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et f = p◦s une factorisation de
f en une immersion fermée suivie d’un morphisme lisse. On a alors un 2-isomorphisme
de connexion f! ≃ p! ◦ s! qui permet de définir δf = (δps!)◦ (p!δs) avec δs et δp comme
dans l’énoncé. Il s’agit de montrer que δf est indépendante de la factorisation f = p◦s.

Soit f = q ◦ t une autre factorisation de f en une immersion fermée suivie d’un
morphisme lisse. On se ramène immédiatement au cas où il existe un diagramme
commutatif

• t
!! •

q
!!

d
""

•

• s
!! •

p
!! •

avec d lisse. Il est facile de voir que (1.133) définit des 2-isomorphismes compatibles
à la composition des morphismes lisses. Il suffit donc de montrer la commutation du
diagramme

d!t!Θ
∼

!!

∼
""

d!Θt!
∼

!! Θd!t!

∼
""

s!Θ
∼

!! Θs!.

On forme le diagramme commutatif

• t′
!!

t

##•

d′
""

s′
!! •

d
""• s

!! •
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ayant son carré cartésien. Par construction, les 2-morphismes δ?, pour ? lisse, et β?′

vérifient une compatibilité pour le morphisme d’échange du type Ex!∗. On est donc
ramené à montrer une compatibilité avec le 2-isomorphisme de pureté (en fait, celui
obtenu par adjonction de l’isomorphisme de pureté de [2, Théorème 1.6.19]). Plus
précisément, nous devons montrer que le carré

Th(Nt′)Θ
Π

!!

""

t′∗d
′
♯Θ

""

ΘTh(Nt′)
Π

!! t′∗d
′
♯Θ

est commutatif. Pour vérifier cela, le lecteur peut s’inspirer de la preuve de [2, Théo-
rème 2.3.31]. c.q.f.d.

Lemme 1.4.38. — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs

Y ′ g′
!!

f ′
""

X ′

f
""

Y
g

!! X.
On a un diagramme commutatif

g∗f!Θ
∼

!!

∼
""

g∗Θf!
∼

!! Θg∗f!

∼
""

f ′
! g

′∗Θ
∼

!! f ′
!Θg′∗ !! Θf ′

! g
′∗.

Démonstration. — On se ramène à traiter le cas où f est une immersion fermée et
celui où f est un morphisme lisse. La commutation du diagramme est facile dans ces
deux cas. c.q.f.d.

Corollaire 1.4.39. — Soit f un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On a un
diagramme commutatif

f! ◦Θ
∼

!!

""

Θ ◦ f!

""

f∗ ◦Θ Θ ◦ f∗##

où les 2-morphismes verticaux sont donnés par [2, Définition 1.7.1]. En particulier,
lorsque f est projectif, βf est inversible.

Démonstration. — En effet, la définition des 2-morphismes f! → f∗ ne fait apparâıtre
que des 2-isomorphismes de connexion et des 2-morphismes d’échange de type Ex∗!
obtenus par adjonction à partir des Ex∗

! . La commutation du diagramme de l’énoncé
découle alors du lemme 1.4.38. Les détails sont laissés au lecteur. Pour la dernière
assertion, on utilise le fait que f! → f∗ est un 2-isomorphisme pour f projectif (par
[2, Théorème 1.7.17]). c.q.f.d.
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Le corollaire 1.4.39 est suffisant pour les besoins de la preuve du théorème 1.3.38.
Toutefois, nous n’avons pas résisté à inclure le résultat suivant, qui ne sera pas utilisé
dans la suite.

Théorème 1.4.40. — On suppose que k est de caractéristique nulle. Soit A une
k-algèbre affinöıde. Le prémorphisme

Rig∗ : SHct
M(−) −→ RigSHM((−)an)

est un morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables sur Schqp/A. (Ci-dessus,
SHct

M(−) ⊂ SHM(−) désigne la sous-catégorie des objets compacts, appelés aussi
constructibles dans [2, 3].)

Ainsi, en se restreignant aux objets compacts, les foncteurs Rig∗ commutent aux
quatre opérations f∗, f∗, f! et f ! pour f un morphisme de A-schémas quasi-projectifs.

Démonstration. — On sait que Rig∗ est un prémorphisme de 2-foncteurs homotopiques
stables. Par le corollaire 1.4.39, il reste à montrer que, pour j : U → X une immersion
ouverte, βj devient inversible après restriction aux objets compacts. Notons i : Y → X
l’immersion fermée complémentaire.

On obtient par adjonction à partir de β−1
i un 2-morphisme ξi : Rig∗ ◦ i! →

(ian)! ◦Rig∗. Pour que βj soit inversible, il suffirait que ξi soit inversible. En effet, de
l’axiome de localité, on déduit que la paire (i!, j∗) est conservative. Comme la counité

j∗j∗
∼
!! id est inversible, on voit que le 2-morphisme j∗βj est inversible. D’autre part,

on a (ian)!jan∗ Rig∗ = 0 et, si ξi était inversible, (ian)!Rig
∗j∗ ≃ Rig∗i!j∗ = 0, i.e., i!βj

serait le morphisme nul entre les 1-morphismes nuls (et en particulier inversible).
Puisqu’on se restreint aux objets compacts, il suffit de montrer que ξi est inversible

lorsqu’on l’évalue sur des générateurs compacts de SHM(X). Comme k est supposé de
caractéristique nulle, on dispose de la résolution des singularités pour les A-schémas
de type fini (A étant excellent). Par [2, Proposition 2.2.27], la catégorie SHM(X) est
donc compactement engendrée par les objets de la forme g∗(Sus

p
T (Bcst)) avec p ∈ N,

B ∈ E et g : X ′ → X un A-morphisme vérifiant les propriétés suivantes :
– g est projectif,
– X ′ est régulier et connexe,
– g−1(Z) est soit X ′ tout entier, soit un diviseur à croisements normaux.

Fixons g, B et p comme ci-dessus. On forme le carré cartésien

Y ′ i′
!!

g′

""

X ′

g
""

Y
i

!! X.
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On a un diagramme commutatif exprimant la compatibilité de ξ? et β? avec l’isomor-
phisme d’échange de type Ex!

∗ :

Rig∗g′∗i
′! ∼

!!

∼βg′

""

Rig∗i!g∗
ξi

!! (ian)!Rig∗g∗

∼ βg
""

g′an∗ Rig∗i′!
ξi′

!! g′an∗ (i′an)!Rig∗
∼

!! (ian)!gan∗ Rig∗.

Ainsi, il suffit de montrer que ξi′ évalué en l’objet SuspT (Bcst) ∈ Ob(SHM(X ′)) est
inversible. En d’autres termes, on peut supposer que Y ⊂ X est un diviseur à croise-
ments normaux (le cas Y = X étant trivial) et qu’on cherche à montrer que

Rig∗i!SuspT (Bcst) −→ (ian)!Rig∗SuspT (Bcst)

est inversible. Par une récurrence sur le nombre de composantes irréductibles de Y ,
on se ramène au cas où Y est un sous-schéma régulier. D’autre part, la question étant
locale pour la topologie de Nisnevich sur le schéma X, on peut supposer qu’il existe
un carré cartésien

Y
i

!!

q

""

X

p
""

o
o

!! Ad
k

avec o la section nulle et p un morphisme régulier. En utilisant le corollaire 1.A.4 (et
le triangle de localité reliant i! et j∗) on déduit que i!SuspT (Bcst) = i!p∗SuspT (Bcst) ≃
q∗o!SuspT (Bcst). De même, on a (ian)!SuspT an(Bcst) ≃ (qan)∗(oan)!SuspT an(Bcst). On est
donc ramené au cas où i est la section nulle d’un fibré vectoriel sur k. On retrouve
alors l’isomorphisme de commutation avec l’équivalence de Thom inverse Th−1(k⊕d).
D’où le résultat.

Pour terminer, il reste à montrer que Rig∗ commute aux opérations f !. On déduit
par adjonction de δf un 2-morphisme ξf : Rig∗f ! → (fan)!Rig∗. Remarquons que
pour une immersion fermée i, on retrouve bien le ξi ci-dessus. Pour vérifier que ξf est
inversible, on factorise f par une immersion fermée suivie d’un morphisme lisse. On
vient de traiter le cas des immersions fermées. Lorsque f est lisse, on utilise la formule
f ! = Th(Ωf ) ◦ f∗ et on vérifie que ξf est la composition de αf et l’isomorphisme de
commutation avec l’équivalence de Thom inverse. c.q.f.d.
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1.4.5. Démonstration du théorème 1.3.38. — Soit (F , I) un diagramme de
k◦-schémas rigides. On a le diagramme suivant à carrés cartésiens

(F η, I)
j

!!

(fη, pI)
""

(F , I)

(f, pI)
""

(F σ, I)
i

##

(fσ, pI)
""

Spm(k) !! Spf(k◦) Spec(k̃).##

On définit un foncteur composé

(1.134) χf : RigSHM(F η)
j∗

!! RigSHM(F )
i∗

!! RigSHM(F σ) = SHM(F σ).

Étant donné un diagramme commutatif à carrés cartésiens

(G η, J)
j

!!

(gη,α)
""

(G , J)

(g,α)
""

(G σ, J)
i

##

(gσ,α)
""

(F η, I)
j

!!

(fη, pI)
""

(F , I)

(f, pI)
""

(F σ, I)
i

##

(fσ, pI)
""

Spm(k) !! Spf(k◦) Spec(k̃),##

on déduit une transformation naturelle αg : g∗σχf → χf◦gg
∗
σ. Les α? vérifient une

compatibilité évidente avec la composition des morphismes de diagrammes de k◦-
schémas rigides comme dans [3, Définition 3.1.1]. Lorsque g est lisse argument par
argument, αg est inversible par le théorème de changement de base par un morphisme
lisse (qui découle du lemme 1.4.32). Par adjonction, on dispose aussi d’un morphisme
βg : χfgη∗ → gσ∗χg◦f . On a la proposition suivante.

Proposition 1.4.41. — Soit Spf(A◦) un k◦-schéma formel affine. Alors χ définit
un système de spécialisation au sens de [3, Définition 3.1.1] de base

η = Spec(A◦[1/π])
j

!! B = Spec(A◦)
i

## σ = Spec(Ã)

dans le 2-foncteur homotopique stable RigSHM((−)an) : Schqp/A◦ → TR. De même,
χ ◦ Rig∗ définit un système de spécialisation sur SHM(−) restreint aux A◦-schémas
quasi-projectifs.

Démonstration. — En effet, χ est le système de spécialisation canonique de base
(B, j, i) (voir [3, Exemple 3.1.4]). Pour χ◦Rig∗, on utilise le corollaire 1.4.39 (appliqué
à Θ = Rig∗). c.q.f.d.

Le lemme ci-dessous est évident.

Lemme 1.4.42. — Soit (F , I) un diagramme de k◦-schémas de type fini au-dessus
d’un diagramme de k◦-schémas formels affines. Notons (f, pI) la projection de (F , I)
sur Spec(k◦). On a alors une transformation naturelle χf → χfan ◦Rig∗ de foncteurs
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entre SHM(Fη) et SHM(Fσ). La famille de ces transformations naturelles pour les
k◦-schémas quasi-projectifs définit un morphisme de systèmes de spécialisation.

On note également le résultat suivant qui servira plus tard.

Lemme 1.4.43. — Soit X un k◦-schéma rigide de morphisme structural f : X →
Spf(k◦). Alors, le foncteur

χf : RigSHM(Xη) −→ SHM(Xσ)

commute aux sommes infinies.

Démonstration. — Il suffit de montrer que j∗ : RigSHM(Xη) → RigSHM(X) com-
mute aux sommes infinies. Il revient au même de montrer que son adjoint à gauche
j∗ : RigSHM(X) → RigSHM(Xη) préserve les objets compacts. Or, d’après le
lemme 1.4.31, RigSHM(X) est compactement engendrée par les objets de la forme
SuspT an(U ⊗Acst) avec p ∈ N, A ∈ E et U un X-schéma rigide quasi-compact (i.e., tel
que Uη est une k-variété rigide quasi-compacte). L’image d’un tel générateur par j∗

est donnée par SuspT an((U ×̂X Xη)⊗Acst). Le résultat découle maintenant du fait que
U ×̂X Xη ≃ Uη est une k-variété rigide quasi-compacte. c.q.f.d.

Dans le reste de ce paragraphe, nous allons démontrer le théorème 1.3.38. Rappelons
d’abord son énoncé. Soit D le diagramme de k◦-schémas indexé par la catégorie des k-
affinöıdes lisses et qui à Spm(A) associe Spec(A◦). On forme le diagramme commutatif
à carrés cartésiens

Dη

j
!!

uη
""

D

u
""

Dσ
i

##

uσ
""

k
j

!! k◦ k̃.
i

##

Étant donné un objet projectivement cofibrant E de SpectΣT (PreShv(Sm/k,M)), le
théorème 1.3.38 affirme que dans la catégorie

Ho(SpectΣdiag∗T (PreShv(SmAfnd/k,M))),

le morphisme naturel

(1.135) r∗Rig
∗E −→ Rdiag∗Ri∗Li

∗Rj∗u
∗
ηE = Rdiag∗i∗χuu

∗
ηE

est une équivalence B1-locale stable, du moins lorsque k = k̃((π)) avec k̃ de carac-
téristique nulle ; on mentionnera explicitement l’endroit où cette hypothèse servira.
(Rappelons que r : SmAfnd/k ↪→ SmRig/k est l’inclusion évidente.)

On dispose d’un foncteur Rig : Sm/D → SmRig/Dan induit par le foncteur d’ana-
lytification. Remarquons que Dan est simplement le diagramme de k◦-schémas rigides
qui à X = Spm(A) associe Spf(A◦) considéré comme un k◦-schéma rigide. On dispose
d’un foncteur Rig∗ : SHM(D) → RigSHM(Dan) et d’une transformation naturelle
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χu → χuan ◦ Rig∗ (par le lemme 1.4.42). Considérons la composition de

r∗Rig
∗E −→ Rdiag∗i∗χuu

∗
ηE(1.136)

−→ Rdiag∗i∗χuanRig∗u∗ηE ≃ Rdiag∗i∗χuan(uanη )∗Rig∗E.

On a la proposition suivante.

Proposition 1.4.44. — La composition de (1.136) est une équivalence B1-locale
stable. De plus, le diag∗T -spectre Rdiag∗i∗χuan(uanη )∗Rig∗E est stablement B1-local

(en tant qu’objet de Ho(SpectΣdiag∗T (PreShv(SmAfnd/k,M)))).

Démonstration. — On dispose d’un carré commutatif

r∗Rig
∗E !!

""

Rdiag∗i∗χuu∗ηE

""

Rdiag∗i∗χuan(uanη )∗Rig∗E
∼

!! Rdiag∗i∗χuanRig∗u∗ηE.

Il sera donc plus général de montrer que la composition de

(1.137) r∗F ≃ diag∗η(u
an
η )∗F −→ Rdiag∗Rian∗ L(ian)∗Rjan∗ (uanη )∗F

est une équivalence B1-locale stable de but stablement B1-local pour tout objet pro-
jectivement cofibrant F de SpectΣT an(PreShv(SmRig/k,M)). (Dans (1.137), diag
désigne le foncteur SmAfnd/k → SmRig/Dan qui à X = Spm(A) associe le couple
(Spf(A◦), Spm(A)) où Spf(A◦) est considéré comme un k◦-schéma rigide.)

On ne restreint pas la généralité en supposant que F est stablement B1-local.
Sous cette hypothèse, nous allons montrer que (1.137) est un isomorphisme dans
Ho(SpectΣdiag∗T (PreShv(SmAfnd/k,M))) ce qui entrâınera simultanément les deux
propriétés à démontrer.

Du corollaire 1.4.29, on déduit facilement que le foncteur ian∗ (ian)∗ est isomorphe à
cpl∗cpl

∗ ≃ cpl∗P∗. On a donc un isomorphisme

Rdiag∗Rcpl∗RP∗Rj
an
∗ (uanη )∗F ≃ Rdiag∗Rian∗ L(ian)∗Rjan∗ (uanη )∗F.

Comme Dan
η est lisse argument par argument sur k, (uanη )∗F est encore stablement

B1-local. De plus, pour un k-affinöıde lisse X = Spm(A), on a :

[diag∗cpl∗P∗j
an
∗ (uanη )∗F]p(X) = [cpl∗P∗j

an
∗ (uanη )∗F]p(Spf(A

◦), X)

= [P∗j
an
∗ (uanη )∗F]p(Spf(A

◦), X)

= [jan∗ (uanη )∗F]p(Spf(A
◦), X)

= [(uanη )∗F]p(X,X) = Fp(X).

On vérifie facilement que modulo ces identifications, le morphisme (1.137) est l’iden-
tité. c.q.f.d.

Lemme 1.4.45. — On suppose ici que k = k̃((π)) avec k̃ de caractéristique nulle.
Pour montrer le théorème 1.3.38, il suffit de montrer que le morphisme de systèmes
de spécialisation χ→ χ ◦ Rig∗ dans SHM(−) : Schqp/k◦ → TR est inversible.
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Démonstration. — On suppose que le morphisme de systèmes de spécialisation de
l’énoncé est inversible et on démontre le théorème 1.3.38. Par la proposition 1.4.44, il
reste à voir que le morphisme

Rdiag∗Ri∗Li
∗Rj∗u

∗
ηE −→ Rdiag∗Rian∗ L(ian)∗Rjan∗ Rig∗u∗ηE(1.138)

est une équivalence B1-locale stable. On montrera plus précisément que c’est une
équivalence faible de préfaisceaux niveau par niveau. La source de (1.138) est stable-
ment B1-fibrante par le théorème 1.3.37. Il en est de même du but de (1.138) par la
proposition 1.4.44. Par le théorème 1.2.36, il suffira donc de montrer que

[Rdiag∗Ri∗Li
∗Rj∗u

∗
ηE]p(Q

rig
r (X, f))

−→ [Rdiag∗Rian∗ L(ian)∗Rjan∗ Rig∗u∗ηE]p(Q
rig
r (X, f))

est une équivalence faible pour tout k̃-schéma lisse X, f ∈ Γ(X,O×), r ∈ N− {0} et
p ∈ N. Il est donc plus général de montrer que la transformation naturelle évidente

SHM(Dη(Qrig
r (X, f)))

j∗
!!

⇓Rig∗

""

SHM(D(Qrig
r (X, f)))

i∗
!! SHM(X)

RigSHM(Qrig
r (X, f))

jan∗
!! RigSHM(Dan(Qrig

r (X, f)))
(ian)∗

!! RigSHM(X)

devient inversible lorsqu’on l’applique au foncteur (uη(Qrig
r (X, f)))∗. Reprenons les

notations 1.3.10 et formons les diagrammes commutatifs à carrés cartésiens (à nil-
immersions près)

Dη(Qrig
r (X, f))

j
!!

cη
""

D(Qrig
r (X, f))

c
""

X
i

##

Qgeo
r (X, f)

j
!!

hη
""

Qsch
r (X, f)

h
""

X
i

##

hσ
""

k
j

!! k◦ k̃,
i

##

Qrig
r (X, f)

jan
!!

c′η
""

Qfor
r (X, f)

c′
""

X
ian

##

Qan
r (X, f)

jan
!!

han
η

""

(Qsch
r (X, f))an

han
""

X
ian

##

hσ
""

k
jan

!! k◦ k̃.
ian

##

Par le corollaire 1.A.5, on dispose d’un 2-isomorphisme χh = c∗σ χh ≃ χh◦c c∗η.
De même, puisque c′ est une immersion ouverte, on dispose d’un 2-isomorphisme
χhan = c′∗σ χhan ≃ χhan◦c′ c

′∗
η . On voit donc qu’il suffit de montrer que la transformation
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naturelle évidente

SHM(Qgeo
r (X, f))

j∗
!!

Rig∗

""

SHM(Qsch
r (X, f))

i∗
!!

⇓

SHM(X)

RigSHM(Qan
r (X, f))

jan∗
!! RigSHM((Qsch

r (X, f))an)
(ian)∗

!! RigSHM(X)

est inversible. Le lemme est démontré. c.q.f.d.

On garde l’hypothèse k = k̃((π)) avec k̃ de caractéristique nulle. Remarquons que
les systèmes de spécialisation χ et χ ◦ Rig∗ commutent aux sommes infinies. (Pour
χ ◦ Rig∗, on utilise le lemme 1.4.43 et le fait que Rig∗ est un adjoint à gauche.)
Ainsi, d’après [3, Théorème 3.3.45], pour vérifier que le morphisme de systèmes de
spécialisation χ→ χ◦Rig∗ dans SHM(−) : Schqp/k◦ → TR est inversible, il suffit de le

vérifier après évaluation en Sus0T (Bcst) ∈ SHM(Qsch
r (k̃[U,U−1], U)η) pour r ∈ N−{0}

et B ∈ E. On vérifiera ceci dans le lemme ci-dessous et son corollaire. Vu le lemme
1.4.45, cela terminera la preuve du théorème 1.3.38.

Lemme 1.4.46. — On suppose que k = k̃((π)) avec k̃ de caractéristique nulle. Soient

X un k̃-schéma affine et lisse, f ∈ Γ(X,O×) et r ∈ N−{0}. Considérons le diagramme
à carrés cartésiens (à nil-immersions près)

Qgeo
r (X, f)

j
!!

hη

""

Qsch
r (X, f)

h
""

X
i

##

hσ
""

k
j

!! k◦ k̃.
i

##

Alors, pour tout p ∈ N et B ∈ E, le morphisme suivant est inversible dans Ho(M) :

[
χhSus

0
T (Bcst)

]
p
(X) −→

[
χhanSus0T an(Bcst)

]
p
(X).

Démonstration. — On reprend notre diagramme de k◦-schémas D et son analy-
tifié Dan. Par la proposition 1.4.44, la composition de

r∗Rig
∗Sus0T (Bcst) −→ Rdiag∗Ri∗Li

∗Rj∗u
∗
ηSus

0
T (Bcst)(1.139)

−→ Rdiag∗Rian∗ L(ian)∗Rjan∗ (uanη )∗Sus0T (Bcst)

est une équivalence B1-locale stable. Soit A ∈ E et posons

M = SuspT an(Qrig
r (X, f)⊗Acst).
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En utilisant les 2-isomorphismes χh = c∗σ χh ≃ χh◦c c∗η et χhan = c′∗σ χhan ≃ χhan◦c′ c
′∗
η

(voir la preuve du Lemme 1.4.45), on a les identifications :

homRigSHM(k)(M,Rdiag∗Ri∗Li
∗Rj∗u

∗
ηSus

0
T (Bcst))

≃ homHo(M)(A, [χhSus
0
T (Bcst)]p(X)),

homRigSHM(k)(M,Rdiag∗Rian∗ L(ian)∗Rjan∗ (uanη )∗Sus0T an(Bcst))

≃ homHo(M)(A, [χhanSus0T an(Bcst)]p(X)).

Ainsi, en appliquant homRigSHM(k)(M,−) à (1.139), on obtient une suite de mor-
phismes dans Ho(M) :

(1.140)

homRigSHM(k)

(
M, Sus0T an(Bcst)

)

!!

homHo(M)

(
A, [χhSus

0
T (Bcst)]p(X)

)

!!

homHo(M)

(
A, [χhanSus0T an(Bcst)]p(X)

)

dont la composition est un isomorphisme. Pour terminer, il suffit de montrer que le
morphisme

homRigSHM(k)

(
M, Sus0T an(Bcst)

)
−→ homHo(M)

(
A, [χhSus

0
T (Bcst)]p(X)

)

admet une section. Or, la composition de

homSHM(Gmk̃)
(SuspT (Q

gm
r (X, f)⊗Acst), Sus

0
T (Bcst))

!!

homRigSHM(k)(M, Sus0T an(Bcst))

!!

homHo(M)(A, [χhSus
0
T (Bcst)]p(X))

s’identifie au morphisme de la proposition 1.3.34 qui est donc un isomorphisme.
(Strictement parlant, il faut travailler un peu plus pour conclure. D’abord, il faut
utiliser le type de réduction faite juste avant le lemme 1.3.33 pour se convaincre
que la proposition 1.3.34 reste vraie si on remplace « Qgm

r (X, f) ⊗ Acst » par
« SuspT (Q

gm
r (X, f)⊗Acst) ». Ensuite il faut utiliser le corollaire 1.A.5 pour faire le

lien entre le système de spécialisation canonique sur A1
k̃
(utilisé dans la proposition

1.3.34) et le système de spécialisation canonique sur Spec(k◦) (utilisé dans l’énoncé
du lemme que nous sommes entrain de démontrer). Ces détails seront laissés au
lecteur.) c.q.f.d.

Corollaire 1.4.47. — On garde les hypothèses et les notations du lemme 1.4.46.
Alors, le morphisme canonique χhSus

0
T (Bcst)→ χhanSus0T an(Bcst) est inversible.
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Démonstration. — Il suffit de montrer que le morphisme

(1.141) [χhSus
0
T (Bcst)]p(Y ) −→ [χhanSus0T an(Bcst)]p(Y )

est inversible pour tout p ∈ N et tout X-schéma affine et lisse Y . Appelons

g : Qsch
r (Y, f) −→ Qsch

r (X, f)

le morphisme déduit du morphisme structural du X-schéma Y . Puisque g est lisse, le
morphisme (1.141) s’identifie à

[χh◦gSus
0
T (Bcst)]p(Y ) −→ [χ(h◦g)anSus

0
T an(Bcst)]p(Y ).

On peut maintenant appliquer le lemme 1.4.46 pour conclure. c.q.f.d.

1.A. Appendice : complément sur les opérations de Grothendieck dans le
monde motivique

Le but de cet appendice est d’étendre certaines propriétés des opérations f∗ pour
des morphismes f qui ne sont pas supposés de type fini. On fixe une catégorie de
coefficients M (voir la définition 1.2.31).

Étant donné un schéma X, la catégorie SHeff
M(X) est la catégorie homotopique

de PreShv(Sm/X,M) munie de sa structure projective A1-locale. Rappelons que la
structure A1-locale est obtenue en localisant la structure Nis-locale suivant les flèches
A1

U ⊗Acst → U ⊗Acst avec A ∈ E et U un X-schéma lisse (voir [3, Définition 4.5.12]).
De même lorsque M est monöıdale symétrique, la catégorie SHM(X) est la catégorie
homotopique de SpectΣT (PreShv(Sm/X,M)) munie de sa structure projective A1-
locale stable (voir [3, Définition 4.5.21]). Étant donné un morphisme de schémas
f : Y → X on dispose de deux adjonctions de Quillen (voir [3, Théorèmes 4.5.14 et
4.5.23])

(f∗, f∗) : PreShv(Sm/X,M) −→ PreShv(Sm/Y,M),

(f∗, f∗) : Spect
Σ
T (PreShv(Sm/X,M)) −→ SpectΣT (PreShv(Sm/Y,M))

qui induisent des couples de foncteurs adjoints (Lf∗,Rf∗) de SHeff
M(X) et SHM(X)

vers SHeff
M(Y ) et SHM(Y ) respectivement. Pour les énoncés portant uniquement sur

les catégories homotopiques, on notera simplement f∗ et f∗ à la place de Lf∗ et Rf∗.
Contrairement aux opérations f♯, f! et f !, les foncteurs f∗ et f∗ existent sans hypo-
thèse de finitude (ou de lissité) sur le morphisme de schémas f . Les résultats de cet
appendice reposent sur la proposition suivante.

Proposition 1.A.1. — Soient I une petite catégorie cofiltrante et (Xi)i∈I un pro-
objet dans la catégorie des schémas. On suppose que les Xi sont noethériens, de di-
mension de Krull finie et que les morphismes fj→i : Xj → Xi sont affines pour toutes
les flèches j → i dans I. En particulier, la limite projective X = Limi∈IXi existe dans
la catégorie des schémas. On supposera alors que X est noethérien, de dimension de
Krull finie et on notera f∞→i : X → Xi le morphisme canonique pour i ∈ I.
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Soient i0 ∈ I, et M et N deux objets de SHM(Xi0). Lorsque M est compact,
l’homomorphisme

Colim
j∈I/i0

homSHM(Xj)(f
∗
j→i0M, f∗

j→i0N) −→ homSHM(X)(f
∗
∞→i0M, f∗

∞→i0N)

est bijectif. L’énoncé correspondant pour les catégories effectives SHeff
M(−) est égale-

ment vrai.

Démonstration. — On traite uniquement le cas stable (le cas effectif étant plus simple).
Le foncteur d’oubli I/i0 → I est cofinal de sorte que X = Limj∈I/i0Xj . Ainsi, on peut
remplacer I par I/i0 et supposer que I possède un objet final o ∈ I, et queM etN sont
dans SHM(Xo). Étant donné que M est compact et que les colimites filtrantes sont
exactes dans la catégorie des groupes abéliens, on se ramène immédiatement au cas
où M = SuspT (Yo⊗Acst) avec Yo un Xo-schéma lisse, p ∈ N et A ∈ E. On choisit enfin
un T -spectre symétrique projectivement cofibrant N = (Nn)n∈N qui représente N ,
i.e., qui lui est isomorphe dans la catégorie homotopique. On divise l’argument en
plusieurs parties.

Partie A : On peut considérer le pro-schéma (Xi)i∈I comme un diagramme de
schémas (X̃, I) (où l’on pose X̃(i) = Xi). On note π : (X̃, I) → Xo la projec-
tion évidente. On a alors un π∗T -spectre symétrique π∗N qui est un objet de
SpectΣT (PreShv(Sm/(X̃, I),M)). Pour i ∈ I, on a i∗(π∗N) = f∗

i→oN (où l’on note

par i le morphisme de diagrammes de schémas Xi → (X̃, I) qui est l’identité sur Xi).
On choisit maintenant une cofibration projective stablement A1-triviale π∗N→ R

avecR stablement A1-fibrant. Pour tout i ∈ I, le morphisme évident f∗
i→oN→ i∗R est

une cofibration stablement A1-triviale et i∗R est stablement A1-fibrant. En particulier,
on a des isomorphismes

homSHM(Xi)(f
∗
i→oM, f∗

i→oN) ≃ π0(Sus
p
T ((Yo ×Xo Xi)⊗Acst), i

∗R)(1.142)

≃ π0(A, i∗Rp(Yo ×Xo Xi)).

D’autre part, pour une flèche j → i dans I, on a un morphisme de spectres
f∗
j→ii

∗R→ j∗R. C’est une équivalence A1-locale stable comme il découle immédia-
tement de la propriété « 2 de 3 » appliquée à

f∗
j→oN

w.e.
!!

w.e.

""

f∗
j→ii

∗R !! j∗R.

(Pour voir que f∗
j→oN = f∗

j→if
∗
i→oN→ f∗

j→ii
∗R est une équivalence A1-locale stable,

on utilise le fait que f∗
j→i est un foncteur de Quillen à gauche et qu’il préserve donc
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les équivalences A1-locales stables entre T -spectres symétriques projectivement cofi-
brants.) Pour toute flèche j → i dans I, on dispose d’un carré commutatif

(1.143) homSHM(Xi)(f
∗
i→oM, f∗

i→oN) !!
∼

""

##

π0(A, i∗Rp(Yo ×Xo Xi))

##

homSHM(Xj)(f
∗
j→oM, f∗

j→oN) !!
∼

"" π0(A, j∗Rp(Yo ×Xo Xj)).

Partie B : Considérons maintenant le T -spectre symétrique R̂ = Colimi∈I f∗
∞→ii

∗R.

Montrons que le morphisme évident f∗
∞→oN→ R̂ est une équivalence A1-locale stable.

On sait que le morphisme f∗
∞→oN → f∗

∞→ii
∗R est une cofibration stablement A1-

triviale puisque f∗
∞→i est un foncteur de Quillen à gauche. Il suffit donc de montrer

que le foncteur

Colim
I

: HOM(I,SpectΣT (PreShv(Sm/X,M))) −→ SpectΣT (PreShv(Sm/X,M))

préserve les équivalences A1-locales stables. Étant donné que dans M, une colimite
filtrante d’équivalences faibles est une équivalence faible (voir la définition 1.2.31), on
déduit immédiatement que ColimI préserve les équivalences faibles de préfaisceaux
niveau par niveau. Il suffit donc de montrer que ColimI préserve les équivalences A1-
locales stables entre objets projectivement cofibrants. Ceci découle du fait que ColimI

est un foncteur de Quillen à gauche (lorsque HOM(I,SpectΣT (PreShv(Sm/X,M)))
est munie de sa structure projective déduite de la structure projective A1-locale
stable).

Partie C : Dans les trois parties qui suivent, on montrera que R̂ est un T -spectre
projectivement stablement A1-fibrant. Pour ce faire, nous aurons besoin de la formule
(1.144) ci-dessous qui sera démontrée dans cette partie.

Soient p ∈ N et Z un X-schéma lisse. Il existe (voir le lemme 1.A.2 ci-dessous)
i ∈ I et Zi un Xi-schéma lisse tels que Z = Zi ×Xi X. On a par définition,

R̂p(Z) = Colim
j∈I, Z→U ∈Z\(Sm/Xj)

Rp(U, j).

Étant donné un morphisme de Xj-schémas a : Z → U , il existe l ∈ I et une factori-
sation

Z ""

a

$$

Zi ×Xi Xl
"" U.

Il vient que le foncteur qui associe à j ∈ I/i le couple (j, Z → Zi ×Xi Xj) est cofinal.
On en déduit la formule

(1.144) R̂p(Z) = Colim
j∈I/i

j∗Rp(Zj→i)

avec Zj→i = Zi ×Xi Xj .

Partie D : Ici on vérifie que les préfaisceaux R̂p sont projectivement Nis-fibrants.

MÉMOIRES DE LA SMF 140/141

168

168
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Étant donné que les objets fibrants de M sont stables par colimites filtrantes, la
formule (1.144) montre que les préfaisceaux R̂p sont projectivement fibrants. Il reste
donc à montrer qu’ils sont Nis-locaux. Comme X est noethérien de dimension de Krull
finie, il suffira de vérifier la propriété de Brown-Gersten pour R̂p. Soit Z = Zi ×Xi X
un X-schéma lisse comme ci-dessus. Soit

V ′ !!

""

Z ′

""

V !! Z

un carré Nisnevich. Par le lemme 1.A.2 ci-dessous, quitte à raffiner l’indice i, on
peut supposer que ce carré provient par changement de base suivant f∞→i d’un carré
Nisnevich

V ′
i

!!

""

Z ′
i

""

Vi
!! Zi.

Les carrés

j∗Rp(Zj→i) !!

""

j∗Rp(Z ′
j→i)

""

j∗Rp(Vj→i) !! j∗Rp(V ′
j→i)

sont homotopiquement cartésiens pour tout j ∈ I/i. Or, dans une catégorie de co-
efficients, une colimite filtrante de carrés homotopiquement cartésiens est un carré
homotopiquement cartésien. La formule (1.144) montre alors que le carré

R̂p(Z) !!

""

R̂p(Z ′)

""

R̂p(V ) !! R̂p(V ′)

est homotopiquement cartésien.

Partie E : Vérifions que R̂p est A1-local. Soit Z = Zi×Xi X un X-schéma lisse. Pour
tout j ∈ I/i, on a une équivalence faible j∗Rp(Zj→i) → j∗Rp(A1

Zj→i
). En utilisant

(1.144) et la stabilité des équivalences faibles par colimites filtrantes, on déduit que
R̂p(Z)→ R̂p(A1

Z) est une équivalence faible.

Pour terminer la preuve que R̂ est projectivement stablement A1-fibrant, il reste
à vérifier que R̂ est un ΩT -spectre. Soit Z = Zi ×Xi X un X-schéma lisse. Pour tout
j ∈ I/i, le morphisme

(1.145) j∗Rp(Zj→i) −→ Hom(T, j∗Rp+1)(Zj→i)

est une équivalence faible. Par le choix de T , on a un triangle distingué dans Ho(M) :

Hom(T, j∗Rp+1)(Zj→i) −→ j∗Rp+1(A1
Zj→i

) −→ j∗Rp+1(A1
Zj→i

− oZj→i) −→ .
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En passant à la colimite et en utilisant (1.144), on trouve le triangle distingué

Colim
j∈I/i

Hom(T, j∗Rp+1)(Zj→i) −→ R̂p+1(A1
Z) −→ R̂p+1(A1

Z − oZ) −→ .

On a donc un isomorphisme canonique

Colim
j∈I/i

Hom(T, j∗Rp+1)(Zj→i) ≃ Hom(T, R̂p+1)(Z).

Ainsi, en passant à la colimite dans (1.145), on trouve que R̂p(Z)→ Hom(T, R̂p)(Z)
est une équivalence faible.

Partie F : Il est maintenant aisé de prouver la proposition. En effet, puisque R̂ est
projectivement stablement A1-fibrant, on a

homSHM(X)(f
∗
∞→oM, f∗

∞→oN) ≃ π0(Sus
p
T ((Yo ×Xo X)⊗Acst), R̂)

≃ π0(A, R̂p(Yo ×Xo X)).

Mais par (1.144), on a

π0(A, R̂p(Yo ×Xo X)) ≃ Colim
i∈I

π0(A, i∗Rp(Yo ×Xo Xi)).

Par (1.142), le i-ème terme de la colimite ci-dessus s’identifie à

homSHM(Xi)(f
∗
i→oM, f∗

i→oN).

La proposition est démontrée. c.q.f.d.

Lemme 1.A.2. — Soit (Xi)i∈I un pro-schéma avec Xi quasi-compacts et les mor-
phismes de transitions fj→i : Xj → Xi affines pour toute flèche j → i dans I. Notons
X = Limi∈IXi. Soit Y un X-schéma de présentation finie. Il existe alors i ∈ I et
un Xi-schéma de présentation finie Yi tels que Y ≃ Yi ×Xi X. De plus, si Y est lisse
(resp. étale), on peut trouver j ∈ I/i tel que Yi ×Xi Xj est lisse (resp. étale).
Démonstration. — La première assertion est démontrée dans [19, Théorème
8.8.2]. Montrons la seconde assertion (on traitera uniquement le cas non re-
spé). On peut supposer que les Xi sont affines. Étant donné un recouvrement
Zariski de Y , on peut supposer qu’il provient d’un recouvrement Zariski de Yi

(quitte à raffiner l’indice i). Ainsi, la question est locale et on peut supposer que
Y = (X[t1, . . . , tn, s]/P (s))[1/P ′(s)] avec P un polynôme unitaire à coefficients
dans Γ(X,OX)[t1, . . . , tn]. Quitte à raffiner i, on peut supposer que P provient d’un
polynôme Pi à coefficients dans Γ(Xi,OXi)[t1, . . . , tn]. Par [19, Théorème 8.8.2] on
peut supposer que Yi = (Xi[t1, . . . , tn, s]/Pi(s))[1/P ′

i (s)] (quitte à raffiner i). Le
lemme est démontré. c.q.f.d.

On dérive maintenant quelques corollaires utiles de la proposition 1.A.1.

Corollaire 1.A.3. — Gardons les notations de la proposition 1.A.1. Soit M un objet
compact de SHM(X) (resp. SHeff

M(X)). Il existe alors i ∈ I et un objet compact M0 de
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1.A. COMPLÉMENT SUR LES OPÉRATIONS DE GROTHENDIECK 165

SHM(Xi) (resp. SH
eff
M(Xi)) tels que M soit isomorphe à f∗

∞→iM0. De plus, la sous-
catégorie SHct

M(X) (resp. SHeff, ct
M (X)) des objets compacts (appelés aussi construc-

tibles dans [2, 3]) est équivalente à la 2-colimite des SHct
M(Xi) (resp. SH

eff, ct
M (Xi)).

Démonstration. — La seconde assertion découle formellement de la première et de
la proposition 1.A.1. On montrera donc uniquement la première assertion et on se
restreint au cas stable. Tout objet compact M est un facteur direct d’un objet obtenu
à partir de l’objet nul par une succession finie de cônes de morphismes

SuspT (Y ⊗Acst) −→ †.

On raisonnera alors par récurrence sur le nombre d’étapes nécessaires. On peut donc
supposer que M est le cône d’un morphisme

(1.146) SuspT (Y ⊗Acst) −→ f∗
∞→iN.

Par le lemme 1.A.2, on peut supposer que Y = Yi ×Xi X (quitte à raffiner i). Par
la proposition 1.A.1, on peut supposer que (1.146) provient par application de f∗

∞→i

d’un morphisme

SuspT (Yi ⊗Acst) −→ N.

On prend alors pour M0 le cône de ce morphisme. c.q.f.d.

Corollaire 1.A.4. — Soit un carré cartésien

Y ′

f ′
!!

g′
"" X ′

f
!!

Y
g

"" X

de schémas noethériens de dimension de Krull finie. On suppose que g est régu-
lier. Alors le morphisme de changement de base g∗f∗ → f ′

∗g
′∗ (entre opérations sur

SHM(−) ou SHeff
M(−)) est inversible.

Démonstration. — On traite uniquement le cas stable. Par localité pour la topologie
de Zariski, on se ramène au cas où Y et X sont affines. Étant donné que SHM(Y )
est compactement engendrée, il suffit de montrer que pour tout M ∈ Ob(SHM(Y ))
compact et tout N ∈ Ob(SHM(X ′)), l’homomorphisme suivant est inversible :

homSHM(Y )(M, g∗f∗N) −→ homSHM(Y )(M, f ′
∗g

′∗N)(1.147)

≃ homSHM(Y ′)(f
′∗M, g′∗N).

Par le théorème de Popescu (voir [34, 35]), Y est la limite projective cofiltrante
de X-schémas affines et lisses : Y = Limi∈IYi. On forme les carrés cartésiens

Y ′
i

f ′
i
!!

g′i
"" X ′

f
!!

Yi

gi
"" X.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

171

171



166 CHAPITRE 1. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES I

Étant donné que M est compact, il existe (par le corollaire 1.A.3) i0 ∈ I et M0 ∈
Ob(SHct

M(Yi0)) tels que M ≃ g∗∞→i0M0 (où l’on note g∞→i : X → Xi le morphisme
évident). Par la proposition 1.A.1, on peut identifier l’homomorphisme (1.147) avec

Colim
j∈I/i0

homSHM(Yj)(g
∗
j→i0M0, g

∗
j f∗N) −→ Colim

j∈I/i0
homSHM(Yj)(g

∗
j→i0M0, f

′
j∗g

′∗
j N).

En effet, on a un carré commutatif

Colim
j∈I/i0

homSHM(Y ′
j )
(f ′∗

j g∗j→i0M0, g′∗j N)
∼

!!

∼
""

homSHM(Y ′)(f
′∗M, g′∗N)

∼
""

Colim
j∈I/i0

homSHM(Y ′
j )
(g∗j→i0M0, f ′

j∗g
′∗
j N) !! homSHM(Y ′)(M, f ′

∗g
′∗N)

avec les flèches verticales inversibles. Le résultat découle maintenant du théorème de
changement de base par un morphisme lisse. c.q.f.d.

Un cas particulier du corollaire ci-dessus a été utilisé à plusieurs reprises dans ce
chapitre.

Corollaire 1.A.5. — Soient k un corps et π une indéterminée. On note B =
Spec(k[π]), η = Spec(k[π,π−1]) ⊂ B et σ = B − η = Spec(k). Soient A une k[π]-
algèbre de type fini et Â = A//(π) son complété π-adique. On note X = Spec(A) et
X̂ = Spec(Â). On forme le diagramme commutatif à carrés cartésiens

X̂η

ȷ̂
!!

cη
""

X̂

c
""

X̂σ
ı̂

##

Xη

j
!!

fη
""

X

f
""

Xσ
i

##

fσ
""

η !! B σ.##

On note f̂ = f ◦ c. On pose χf = i∗j∗ et χf̂ = ı̂∗ȷ̂∗ (voir [3, Exemple 3.1.4]). Alors,
le morphisme de changement de base

χf −→ χf̂ c
∗
η

est inversible.

On peut utiliser les résultats précédents pour étendre le formalisme des cycles
évanescents au cas où la base est un anneau de valuation discrète, complet et d’égale
caractéristique nulle.

Soient k̃ un corps de caractéristique nulle, k◦ = k̃[[π]] et k = k̃((π)). Soit f : X → A1
k̃

un morphisme de schémas (non nécessairement de type fini). Dans [3, Définition 3.5.6]
nous avons défini les foncteurs « motif proche » Ψf lorsque f est quasi-projectif. Cette
définition admet encore un sens pour f quelconque. On la rappelle brièvement ici ; voir
aussi l’étape 3 de la preuve de la scholie 1.3.26 donnée dans le paragraphe 1.3.4. On
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dispose d’un diagramme de k̃-schémas (R,∆× N×) (avec N× ordonné par l’opposée
de la relation de divisibilité) et d’un morphisme (θR, p∆×N×) : R → Gmk̃. On note
Rf le « pull-back » de R suivant fη : Xη → Gmk̃ et (θR

f , p∆×N×) sa projection sur Xη.
On a alors

Ψf (−) = Lp∆×N×Li∗Rj∗R(θ
R
f )∗(θ

R
f )∗(p∆×N×)∗(−).

On a le résultat suivant.

Proposition 1.A.6. — Soit f : X = Spec(A) → A1
k̃
un A1

k̃
-schéma affine de type

fini. On note Â = A//(π) et X̂ = Spec(Â). On forme le diagramme à carrés cartésiens

X̂η

ȷ̂
!!

cη
""

X̂

c
""

Xσ
ı̂

##

Xη

j
!! X Xσ.

i
##

On pose aussi f̂ = f ◦ c. Alors le morphisme Ψf → Ψf̂ c
∗
η est inversible.

Démonstration. — On décompose le morphisme en question en une composition de
morphismes d’échange. Le résultat découle alors immédiatement du corollaire 1.A.4.

c.q.f.d.

Remarque 1.A.7. — On notera Ψπ : SHM(k) → SHM(k̃) le foncteur « motif
proche » déduit du morphisme π : Spec(k◦)→ A1

k. On a par la proposition ci-dessus

Ψπ• ≃ • et plus généralement Ψπ1/n• ≃ • ⊕n. À partir de là, on peut reprendre les
arguments de [3, Section 3.5] et montrer que Ψπ préserve les objets compacts, qu’il est
monöıdal et qu’il commute à la dualité. On ne reprendra pas ici l’étude menée dans
loc. cit. étant donné que ces propriétés résultent immédiatement de la scholie 1.3.26.
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CHAPITRE 2

MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES II :
ÉTUDE COHOMOLOGIQUE DES PRÉFAISCEAUX AVEC
TRANSFERTS, SURCONVERGENTS ET INVARIANTS

PAR HOMOTOPIE

Introduction. — Dans ce chapitre, on verra que la théorie des préfaisceaux avec
transferts invariants par homotopie de Voevodsky admet un analogue tout aussi riche
en géométrie rigide. Après quelques rappels de géométrie rigide, notamment autour
de la notion de surconvergence, on définit les correspondances finies entre variétés
rigides lisses et on introduit les préfaisceaux avec transferts. Un paragraphe est ensuite
consacré à la notion de fibre d’un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie.
Cette notion est propre à la géométrie rigide et jouera un rôle technique important
dans la preuve du résultat principal du chapitre.

Suivant l’approche de Voevodsky en géométrie algébrique, on fait le lien entre les
groupes de correspondances finies à valeurs dans une courbe lisse et le groupe de Picard
relatif de cette même courbe. Ceci nous permettra de construire des correspondances
finies définies à homotopie près fort utiles dans l’étude cohomologique des préfaisceaux
avec transferts surconvergents et invariants par homotopie. En effet, dans la quatrième
section de ce chapitre, ces correspondances finies seront utilisées pour montrer que la
restriction d’un tel préfaisceau au petit site des ouverts de B1

k est un faisceau acyclique
pour la topologie des recouvrements admissibles. La preuve de ce résultat est en partie
inspirée de la preuve du résultat correspondant en géométrie algébrique. Toutefois,
étant donné que la topologie de la boule de Tate B1

k est plus complexe que celle de la
droite affine A1

k, la preuve est nécessairement plus compliquée. Notons également que
l’hypothèse de surconvergence est cruciale et même nécessaire pour la validité dudit
résultat.

Dans le paragraphe 2.4.2, on démontre le résultat principal de ce chapitre, à sa-
voir l’invariance par homotopie de la cohomologie d’un préfaisceau avec transferts
surconvergent et invariant par homotopie. Ici, notre approche diverge nettement de
celle de Voevodsky. On utilisera uniquement des propriétés spéciales à la topologie des
recouvrements admissibles ainsi que les résultats techniques du paragraphe 2.2.5 pour
ramener le problème à l’acyclicité au-dessus des boules de Tate. Notons également
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170 CHAPITRE 2. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES II

que notre résultat principal est valable pour des préfaisceaux avec transferts surcon-
vergents et invariants par homotopie sur les variétés rigides lisses au-dessus d’une
base lisse quelconque. Ceci est curieux puisqu’en géométrie algébrique on construit
facilement des exemples de préfaisceaux avec transferts invariants par homotopie sur
les schémas lisses au-dessus d’une courbe lisse mais dont la cohomologie n’est pas
invariante par homotopie.

Dans la dernière section, on introduit la catégorie triangulée RigDMeff(k) des mo-
tifs des variétés rigides. Cette catégorie est le cadre naturel pour les objets considérés
dans ce chapitre. On montrera en effet que les faisceaux avec transferts surconver-
gents et invariants par homotopie sont les objets du cœur d’une t-structure naturelle
sur RigDMeff(k). On utilisera également notre résultat principal pour identifier cer-
tains groupes de morphismes dans cette catégorie avec l’homologie de certains com-
plexes de cycles à la Suslin. On établira également un théorème de simplification à
la Voevodsky. On termine ce chapitre par une variante avec transferts de la première
partie de la scholie 1.3.26 du chapitre précédent.

2.1. Rappels et compléments de géométrie rigide (suite)

Dans cette section, on rassemble quelques résultats de géométrie rigide qui nous
seront utiles dans la suite du chapitre. On commence d’abord par une description des
domaines affinöıdes de la droite affine et on donne un critère pour que la cohomologie
d’un tel domaine à valeurs dans un faisceau soit nulle en degrés strictement positifs.
On rappelle ensuite la notion de surconvergence qui jouera un rôle crucial dans la
suite.

2.1.1. Domaines de la droite affine et leur cohomologie. — Soit k un corps
valué complet de valuation non triviale et fixons un élément non nul π ∈ k∨. On
cherche à décrire les ouverts quasi-compacts de (A1

k)
an. Supposons d’abord que k

est algébriquement clos. L’ensemble des points fermés de (A1
k)

an s’identifie alors à
l’ensemble A1(k) = k des points k-rationnels. Cet ensemble est naturellement un
espace métrique complet, la distance entre deux éléments a, b ∈ k étant |a − b|.
Pour λ ∈ |k×|, on notera

B1
k(a,λ) =

{
b ∈ k ; |a− b| ≤ λ

}
et B1

k(a,λ)
◦ =

{
b ∈ k ; |a− b| < λ

}
.

Ce sont des ouverts admissibles de (A1
k)

an ; on les munit des structures de k-variété
rigide déduites de celle de (A1

k)
an. Notons que B1

k(a,λ) est en fait un k-affinöıde. Plus
généralement, étant donnés o, x1, . . . , xm ∈ k et R, r1, . . . , rm ∈ |k×|, l’ensemble

{
z ∈ k ; |o− z| ≤ R , |x1 − z| ≥ r1 , . . . , |xm − z| ≥ rm

}
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est l’ensemble des points k-rationnels d’un ouvert de (A1
k)

an qu’on notera

(2.1) B1
k(o,R)−

m⋃

i=1

B1
k(xi, ri)

◦.

On a le résultat facile suivant.

Lemme 2.1.1. — L’ouvert (2.1) est un domaine affinöıde. S’il est non vide, alors il
est connexe et, quitte à modifier les centres o, x1, . . . , xm et les rayons R, r1, . . . , rm,
on peut supposer qu’on a les conditions suivantes :

(i) ri ≤ |o− xi| ≤ R,

(ii) |xi − xj | ≥ max(ri, rj) pour i ̸= j.

Ces conditions entrâınent que B1
k(xi, ri)◦ ∩ B1

k(xj , rj)◦ = ∅ pour i ̸= j. Ceci justifie
l’écriture

(2.2) B1
k(o,R)−

m∐

i=1

B1
k(xi, ri)

◦

au lieu de (2.1).

Démonstration. — Si l’ouvert affinöıde (2.1) est non vide, on peut supposer qu’il
contient le centre o de la boule de Tate B1

k(o,R). On a alors ri ≤ |xi − o| pour tout
1 ≤ i ≤ m.

On peut bien sûr se débarasser dans (2.1) des i tels que

B1
k(xi, ri)

◦ ∩ B1
k(o,R) = ∅.

D’après l’inégalité triangulaire ultramétrique, on peut donc supposer que B1
k(xi, ri)◦ ⊂

B1
k(o,R) pour tout 1 ≤ i ≤ m, ce qui équivaut aux inégalités |o− xi| ≤ R.
Si B1

k(xi, ri)◦∩B1
k(xj , rj)◦ ̸= ∅, alors l’une des deux boules contient l’autre d’après

l’inégalité triangulaire ultramétrique. On peut donc supposer que

B1
k(xi, ri)

◦ ∩ B1
k(xj , rj)

◦ = ∅ si i ̸= j,

ce qui équivaut aux inégalités |xi − xj | ≥ max(ri, rj).
Il nous reste à montrer que l’ouvert (2.1) est un domaine affinöıde connexe. On

note D cet ouvert et on suppose que les conditions (i) et (ii) sont satisfaites.
Montrons d’abord que D est affinöıde. Quitte à faire un changement de variable

affine, on peut supposer que o = 0 et R = 1. Soient a1, . . . , am ∈ k× tels que |ai| = ri.
Alors, on a D = Spm(A) où

A =
k{t, u1, . . . , um}

(u1(t− x1)− a1, . . . , um(t− xm)− am)
.

Montrons à présent que D est connexe. On raisonne par récurrence sur l’entier
m. Lorsque m = 0, il n’y a rien à démontrer. Supposons donc que m ≥ 1. Quitte à
renuméroter les boules B1

k(xi, ri)◦, on peut supposer que :
– r1 = min(r1, . . . , rm),

– |x1 − xi| = r1, pour 2 ≤ i ≤ s, et |x1 − xj | > r1, pour s+ 1 ≤ j ≤ m.
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D’après (ii), on a donc aussi r1 = · · · = rs. On pose x = x1 et r = r1. Remarquons
d’abord que le domaine

D ∩ B1
k(x, r) = B1

k(x, r)−
s∐

i=1

B1
k(xi, r)

◦

est connexe. En effet, en choisissant a ∈ k×, avec |a| = r, et en posant ei = a−1(xi−x),
on dispose d’un isomorphisme D ∩ B1

k(x, r) ≃ Spm(B) avec

B =
k{t, u1, . . . , us}

(u1(t− e1)− 1, . . . , us(t− es)− 1)
·

Or, la k-algèbre affinöıde B admet bonne réduction et sa k̃-algèbre résiduelle est
intègre. Ceci entrâıne que B est intègre comme souhaité.

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, supposons que D = D1
∐

D2 et mon-
trons que D1 ou D2 est vide. Puisque D∩B1

k(x, r) est connexe, on peut supposer que
D2 ∩ B1

k(x, r) = ∅. Ainsi, D ∪ B1
k(x, r) = (D1 ∪ B1

k(x, r))
∐

D2. Par ailleurs, on a

D ∪ B1
k(x, r) = B1

k(o,R)−
m∐

j=s+1

B1
k(xj , rj)

◦.

L’hypothèse de récurrence entrâıne que le domaine D∪B1
k(x, r) est connexe. Il s’ensuit

que D2 = ∅. c.q.f.d.

Le résultat suivant est proposé en exercice dans [18]. Pour la commodité du lecteur
on inclut une preuve ici.

Proposition 2.1.2. — On suppose que k est algébriquement clos. Tout ouvert quasi-
compact et connexe (en particulier non vide) de (A1

k)
an est de la forme (2.1).

Démonstration. — On appellera provisoirement ouvert standard un ouvert de (A1
k)

an

qui peut s’écrire comme une union finie et disjointe d’ouverts de la forme (2.1). Il
s’agit donc de montrer que tout ouvert quasi-compact de (A1

k)
an est standard. On

procède en plusieurs étapes.

Étape 1 : On démontre ici que la classe des ouverts standards est stable par intersec-
tions et unions finies.

SoientD etD′ deux ouverts standards. On peut supposer queD etD′ sont connexes
(et donc non vides). On peut alors écrire

(2.3) D = B1
k(o,R)−

m⋃

i=1

B1
k(xi, ri)

◦ et D′ = B1
k(o

′, R′)−
n⋃

j=1

B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦.

Lorsque D ∩ D′ = ∅, il n’y a rien à montrer. Sinon, on a B1
k(o,R) ⊂ B1

k(o
′, R′)

ou B1
k(o

′, R′) ⊂ B1
k(o,R). Par symétrie, on peut supposer que B1

k(o,R) ⊂ B1
k(o

′, R′).
Il vient que

D ∩D′ = B1
k(o,R)−

( m⋃

i=1

B1
k(xi, ri)

◦
)
∪
( n⋃

j=1

B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦
)
.

D’où le résultat pour D ∩D′.
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Pour traiter le cas de D ∪D′, on introduit l’ensemble J des entiers 1 ≤ j ≤ n tels
que B1

k(x
′
j , r

′
j)

◦ ∩ B1
k(o,R) ̸= ∅. Si j ∈ J , on a

B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦ ⊂ B1
k(o,R) ou B1

k(o,R) ⊂ B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦.

La seconde alternative est impossible puisque D ∩D′ ̸= ∅. On a donc B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦ ⊂
B1
k(o,R) pour tout j ∈ J . Il s’ensuit que

D ∪D′ = B1
k(o

′, R′)−
( ⋃

1≤j≤n
j ̸∈J

B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦
)
∪
( ⋃

1≤i≤m
j∈J

B1
k(xi, ri)

◦ ∩ B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦
)
.

La stabilité par unions découle alors du fait que si B1
k(xi, ri)◦ ∩B1

k(x
′
j , r

′
j)

◦ ̸= ∅, on a
forcément B1

k(xi, ri)◦ ⊂ B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦ ou B1
k(x

′
j , r

′
j)

◦ ⊂ B1
k(xi, ri)◦.

Étape 2 : Soient D un ouvert standard et f ∈ Γ(D,O). Alors D(1|f) et D(f |1) sont
des ouverts standards.

On peut supposer que D = B1
k(o,R)−

∐m
i=1 B1

k(xi, ri)◦ comme dans le lemme 2.1.1.
Si g ∈ Γ(D,O) avec |g|∞ < 1, on a D(1|f + g) = D(1|f) et D(f + g|1) = D(f |1). Or,
le sous-anneau k[t, 1

t−x1
, . . . , 1

t−xm
] ⊂ Γ(D,O) est dense. On peut donc supposer que

f appartient à ce sous-anneau. Comme k est algébriquement clos, on peut écrire

f(t) = u
s∏

i=1

(t− ai)
ni

avec u ∈ k×, ai ∈ k et ni ∈ Z ; de plus, on a ai ∈ {x1, . . . , xm} si ni < 0. On
raisonne par récurrence sur s. On peut supposer que les ni sont tous non nuls et
que ai ̸= aj si i ̸= j. Lorsque s = 1, le résultat est vrai. En effet si n1 > 0, on a
D(1|f) = D∩B1

k(a1, |u|−1/n1) et D(f |1) = D−B1
k(a1, |u|−1/n1)◦. De même si n1 < 0,

on a D(f |1) = D ∩ B1
k(a1, |u|−1/n1) et D(1|f) = D − B1

k(a1, |u|−1/n1)◦.
Supposons maintenant que s ≥ 2 et notons λ = |a1 − a2| > 0. On considère les

trois ouverts affinöıdes :
– U0 = {z ; |o− z| ≤ R, |a1 − z| ≥ λ, |a2 − z| ≥ λ},
– U1 = {z ; |o− z| ≤ R, |a1 − z| = λ},
– U2 = {z ; |o− z| ≤ R, |a2 − z| = λ}.

Ce sont clairement des ouverts standards de (A1
k)

an. On a de plus U0 ∪ U1 ∪ U2 =
B1
k(o,R). En effet, soit z ∈ B1

k(o,R). Si |a1 − z| > λ alors |a2 − z| = |a1 − z| > λ et
z ∈ U0. Si |a1− z| = λ alors z ∈ U1. Enfin, si |a1− z| < λ alors |a2− z| = λ et z ∈ U2.

Par la première étape, il suffit de montrer que D(1|f) ∩ Ui et D(f |1) ∩ Ui sont
standards pour 0 ≤ i ≤ 2. Notons Di = D ∩ Ui. On remarque alors que, sur D0, f a
partout la même norme que

g0(t) = u(t− a1)
n1+n2

s∏

i=3

(t− ai)
ni .

En effet, pour t ∈ U0(k) on a |t − a1| = |t − a2|. On déduit que D(1|f) ∩ U0 et
D(f |1) ∩ U0 sont standards par l’hypothèse de récurrence.
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De même, sur D1, f a partout la même norme que

g1(t) = u1

s∏

i=2

(t− ai)
ni

avec u1 un scalaire de norme λn1 |u|. On déduit que D(1|f) ∩ U1 et D(f |1) ∩ U1 sont
standards par l’hypothèse de récurrence. Le cas de D(1|f)∩U2 et D(f |1)∩U2 s’obtient
par symétrie.

Étape 3 : On termine ici la preuve.
Tout ouvert quasi-compact de A1

k est contenu dans une boule de Tate B1
k(o,R) avec

R suffisamment grand. En faisant un changement de variable affine, on peut supposer
que o = 0 et R = 1. Les domaines de B1

k = B1
k(o, 1) sont des unions finies de domaines

rationnels. Par la première étape, il suffit de montrer que

DB1
k
(f0|f1, . . . , fn)

est un ouvert standard pour f0, . . . , fn ∈ k{t} engendrant k{t} en tant qu’idéal.
Par hypothèse, on peut trouver g0, . . . , gn ∈ k{t} tels que

(2.4)
n∑

i=0

figi = 1.

Notons M = maxi(|gi|∞) et m = 1
2M

−1. On déduit de (2.4) que maxi |fi(x)| > m
pour tout x ∈ B1

k(k). Considérons le recouvrement

B1
k = DB1

k
(m|f0) ∪DB1

k
(f0|m).

On a DB1
k
(f0|f1, . . . , fn) ∩ DB1

k
(m|f0) = ∅ puisqu’un point x dans cette intersection

vérifiera les inégalités contradictoires m ≥ |f0(x)| ≥ |fi(x)|, pour 1 ≤ i ≤ n, et
maxi |fi(x)| > m. Notons D = DB1

k
(f0|m). C’est un ouvert standard sur lequel f0 est

inversible. On a alors

DB1
k
(f0|f1, . . . , fn) = DD(f0|f1, . . . , fn) = DD(1|f−1

0 f1, . . . , f
−1
0 fn) =

n⋂

i=1

DD(1|f−1
0 fi).

Par la seconde étape, on sait que chacun des DD(1|f−1
0 fi) est un ouvert standard. Par

la première étape, une intersection finie d’ouverts standards est un ouvert standard.
La proposition est démontrée. c.q.f.d.

Revenons maintenant au cas général où k n’est plus supposé algébriquement clos.
Pour o, x1, . . . , xm ∈ A1(k) et R, r1, . . . , rm ∈

√
|k×|, on dispose encore des domaines

affinöıdes

(2.5) B1
k(o,R)−

m⋃

i=1

B1
k(xi, ri)

◦.

Le lemme 2.1.1 reste vrai pour k non nécessairement algébriquement clos. Toute-
fois, les domaines (2.5) ne suffisent plus pour décrire tous les ouverts quasi-compacts
de (A1

k)
an. On a tout de même le résultat suivant.
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Corollaire 2.1.3. — Soit D ⊂ (A1
k)

an un ouvert quasi-compact et connexe. Il existe
une extension finie galoisienne (et donc séparable) l/k telle que

(2.6) D ⊗̂k l =
∐

α∈I

(
B1
l (oα, R)−

∐

β∈Jα

B1
l (xβ , rβ)

◦
)

avec oα, xβ ∈ A1(l) et R, rβ ∈
√

|k×| vérifiant :
(i) |oα − oα′ | > R pour α ̸= α′,

(ii) rβ ≤ |oα − xβ | ≤ R pour β ∈ Jα,

(iii) |xβ − xβ′ | ≥ max(rβ , rβ′) pour β ̸= β′.

De plus, le groupe de Galois de l/k permute transitivement les boules de Tate
B1
l (oα, R).

Démonstration. — Notons k̄ la complétion d’une clôture algébrique de k. Par la pro-
position 2.1.2 et le lemme 2.1.1, on peut écrire

(2.7) D ⊗̂k k̄ =
∐

α∈I

(
B1
k̄(oα, Rα)−

∐

β∈Jα

B1
k̄(xβ , rβ)

◦
)

avec rβ ≤ |oα − xβ | ≤ Rα pour tout α ∈ I et β ∈ Jα. On peut aussi supposer que la
condition (iii) de l’énoncé est satisfaite.

La clôture séparable de k est dense dans k̄. On peut donc supposer que les oα et
les xβ ont leurs coordonnées dans une extension finie séparable et galoisienne l/k. On
en déduit que

(2.8) D ⊗̂k l =
∐

α∈I

(
B1
l (oα, Rα)−

∐

β∈Jα

B1
l (xβ , rβ)

◦
)
.

(En effet, les domaines de (A1
l )

an sont déterminés par leurs points fermés, et donc
aussi par leurs points k̄-rationnels.) Puisque D est connexe, le groupe de Galois de
l/k permute transitivement les composantes connexes de D ⊗̂k l. Il s’ensuit que les Rα

sont tous égaux ; on note R leur valeur commune. La propriété (i) est maintenant
immédiate. c.q.f.d.

Le corollaire 2.1.3 décrit tous les ouverts quasi-compacts de (A1
k)

an. En effet, par
descente galoisienne, se donner un ouvert quasi-compact D ⊂ (A1

k)
an revient à se

donner un ouvert quasi-compact D′ ⊂ (A1
l )

an invariant par l’action de Gal(l/k) (avec
l/k une extension galoisienne).

Définition 2.1.4. — 1) Soit D ⊂ (A1
k)

an un ouvert quasi-compact. On dit que D est
localement convexe s’il existe une extension finie séparable l/k telle que

D ⊗̂k l =
∐

α∈I

B1
l (oα, Rα).

On dit que D est convexe s’il est localement convexe et si l’ensemble I est un singleton
(ce qui revient à demander que D est géométriquement connexe).
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2) Soit D ⊂ (A1
k)

an un ouvert quasi-compact et connexe, et soit l/k une extension
finie séparable telle que

D ⊗̂k l =
∐

α∈I

(
B1
l (oα, R)−

∐

β∈Jα

B1
l (xβ , rβ)

◦
)

avec les centres et les rayons vérifiant les conditions (i) à (iii) du corollaire 2.1.3.
L’enveloppe localement convexe de D, notée D♮, est l’unique ouvert quasi-compact
de (A1

k)
an tel que

D♮ ⊗̂k l =
∐

α∈I

B1
l (oα, Rα).

Il est clair que D♮ est convexe si et seulement si D est géométriquement connexe.
Lorsque D n’est plus supposé connexe, on pose D♮ =

⋃
i D

♮
i où (Di)i est la famille

des composantes connexes de D. Par construction, D♮ est le plus petit ouvert locale-
ment convexe contenant D. (On fera attention que le nombre de composantes connexes
de D♮ peut être strictement inférieur à celui de D. De même, la caractérisation de la
convexité donnée ci-dessus n’est plus valable quand D n’est pas connexe.)

Lorsque k est d’égale caractéristique nulle, on a la description plus précise suivante
des ouverts quasi-compacts de (A1

k)
an.

Proposition 2.1.5. — Supposons que k est d’égale caractéristique nulle et soit
D ⊂ (A1

k)
an un ouvert quasi-compact.

1) Supposons que D est connexe et localement convexe. Alors, il existe un point
fermé o ∈ D et une rétraction D → o = Spm(k(o)). De plus, le morphisme

D −→ (A1
k(o))

an = (A1
k)

an ×̂k o,

déduit de cette rétraction, identifie D avec une boule de Tate B1
k(o)(o

′, R) pour un

certain R ∈
√
|k×| et avec o′ = (o, o) ∈ (A1

k)
an ×̂k o.

En particulier, si D est convexe (i.e., géométriquement connexe et localement
convexe), alors D = B1

k(o,R) pour un certain R ∈
√
|k×| et o ∈ D(k).

2) Supposons que D est géométriquement connexe et soit o ∈ D♮(k) un point k-
rationnel (dont l’existence est assurée par la première partie de l’énoncé). Il existe
une extension finie galoisienne l/k de groupe de Galois G telle que

D ⊗̂k l = B1
l (o,R)−

∐

i∈I

B1
l (xi, ri)

◦

avec xi ∈ A1(l), R, ri ∈
√
|k×| vérifiant les conditions suivantes :

(a) |o− xi| ≤ R et(1) ri ≤ R,
(b) |xi − xj | ≥ max(ri, rj) si i ̸= j,
(c) l’action de G sur l = A1(l) stabilise l’ensemble {xi ; i ∈ I}.

(1) En général, il n’est pas possible de choisir le point o ∈ D♮(k) dans D(k) car ce dernier peut être

vide. (C’est par exemple le cas pour ∂B1
k(o, |π|

1
2 ) avec k = k̃((π)).) Ainsi, en général, on ne peut pas

supposer les inégalités ri ≤ |o− xi|.
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Démonstration. — 1) On démontre d’abord la première partie de l’énoncé. Par le
corollaire 2.1.3 et puisque D est localement convexe, on peut trouver une extension
finie séparable l1/k telle que

D ⊗̂k l1 =
∐

α∈I

B1
l1(oα, R)

avec |oα−oα′ | > R pour α ̸= α′. On peut également supposer que l1/k est galoisienne
de groupe de Galois G1 permutant transitivement les boules B1

l1
(oα, R). Pour α ∈ I,

on notera StabG1(α) le stabilisateur de α dans G1. On fixe δ ∈ I et on pose

o′δ =
1

|StabG1(δ)|
∑

g∈StabG1(δ)

g · oδ.

Alors o′δ ∈ B1
l1
(oδ, R) comme on déduit des inégalités

|o′δ − oδ| =
∣∣∣∣

1

|StabG1(δ)|
∑

g∈StabG1(δ)

g · oδ − oδ

∣∣∣∣ ≤ max
g∈StabG1(δ)

|g · oδ − oδ| ≤ R.

La première inégalité ci-dessus utilise le fait que la norme d’un nombre rationnel non
nul est égale à 1 lorsque k est d’égale caractéristique nulle.

Il est maintenant facile d’obtenir la première partie de la proposition. Notons

l = l
StabG1(δ)
1 le sous-corps des invariants par StabG1(δ). Par construction, o′δ est un

point l-rationnel de D. La composition de

B1
l (o

′
δ, R) ↪−→ (A1

l )
an −→ (A1

k)
an

est l’inclusion d’un domaine quasi-compact ; plus précisément, elle est isomorphe à
l’inclusion D ↪→ (A1

k)
an. Pour vérifier cela, on peut étendre les scalaires à l’exten-

sion l1/k. On retrouve alors le morphisme
∐

σ:l→l1

B1
l1(σ(o

′
δ), R) =

∐

g∈G1/StabG1(δ)

B1
l1(g · o

′
δ, R) =

∐

α

B1
l1(oα, R)→ (A1

l1)
an.

Étant donné que |oα − oα′ | > R si α ̸= α′, notre morphisme est bien une inclusion ;
c’est même l’inclusion de D ⊗̂k l1 dans (A1

l1
)an.

2) On passe maintenant à la preuve de la seconde partie de l’énoncé. Il existe une
extension finie galoisienne l/k de groupe de Galois G telle que

(2.9) D ⊗̂k l = B1
l (o,R)−

∐

i∈I

B1
l (xi, ri)

◦

avec R, ri ∈
√
|k×| et xi ∈ A1(l) = l vérifiant les conditions du corollaire 2.1.3 (sauf,

peut-être, les inégalités ri ≤ |o − xi|). Autrement dit, les conditions (a) et (b) de
l’énoncé sont vérifiées. Il reste à expliquer comment modifier les centres xi pour avoir
la propriété (c).
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L’action de G sur A1
l stabilise la partie

∐
i∈I B1

l (xi, ri)◦. Ainsi, pour g ∈ G et i ∈ I,
il existe (un unique) g(i) ∈ I tel que |g ·xi−xg(i)| < rg(i). On obtient ainsi une action
de G sur l’ensemble I. On a aussi ri = rg(i) pour tout i ∈ I.

On choisit un sous-ensemble E ⊂ I tel que I =
∐

e∈E G · e (i.e., on choisit un
élément dans chaque orbite de G agissant sur I). Pour e ∈ E, on pose

x′
e =

1

|StabG(e)|
∑

g∈StabG(e)

g · xe.

On a alors (puisque k est d’égale caractéristique nulle)

|x′
e − xe| =

∣∣∣∣
1

|StabG(e)|
∑

g∈StabG(e)

(g · xe − xe)

∣∣∣∣ ≤ max
g∈StabG(e)

|g · xe − xe| < re,

ce qui montre que x′
e ∈ B1

l (xe, re)◦.
Pour i ∈ I, il existe un unique e ∈ E et un élément g ∈ G tel que i = g · e. Alors

x′
i = g · x′

e est indépendant du choix de g et |x′
i− xi| < ri. On peut maintenant écrire

X ⊗̂k l = B1
l (o,R)−

∐

i∈I

B1
l (x

′
i, ri)

◦.

Par construction, G stabilise l’ensemble {x′
i ; i ∈ I}. La proposition est démontrée.

c.q.f.d.

Remarque 2.1.6. — Lorsque la caractéristique résiduelle de k est positive, la conclu-
sion de la proposition 2.1.5 est fausse en général. En effet, on peut construire un ouvert
affinöıde Y ⊂ (A1

k)
an sans points k-rationnels tel que Y ⊗̂k l ≃ B1

k(z,R) pour une cer-
taine extension galoisienne l/k. Voici un exemple simple. On prend k = Q3 et l/k un
corps de décomposition du polynôme d’Eisenstein P = X3 + 3X + 3. Si ξ ∈ l est une
racine de P , alors il existe un ouvert quasi-compact Y ⊂ (A1

k)
an tel que

Y ⊗̂k l = B1
l (ξ, |3|

1
2 ).

En effet, si ξ′ ̸= ξ est une autre racine de P , alors |ξ′ − ξ| = |3| 12 . Par ailleurs, on a
B1
l (ξ, |3|

1
2 ) ∩ A1(k) = ∅. En effet, on a |ξ| = |3| 13 de sorte que pour tout x ∈ A1(k),

|x − ξ| est soit égal à |3| 13 , soit égal à |3|n avec n ≤ 0. Dans les deux cas, on a
bien(2) |x− ξ| > |3| 12 .

Dans la suite de ce paragraphe, on étudiera la cohomologie de Čech des ouverts
quasi-compacts de (A1

k)
an. On rappelle d’abord quelques notions classiques.

Définition 2.1.7. — Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur une catégorie C

admettant des produits fibrés. Soit R = (Ui → X)i∈I une famille de flèches dans C.

(2) Pour la commodité du lecteur, on donne le calcul des normes utilisées. Notons ξ, ξ′ et ξ′′ les

racines de P . On a clairement |ξ| = |ξ′| = |ξ′′| = |3|
1
3 . D’autre part, α′ = ξ′ − ξ et α′′ = ξ′′ − ξ sont

les racines du polynôme du second degré X−1 · P (X + ξ) = X2 + 3ξ · X + 3ξ2 + 3. Si |α′| > |α′′|,
alors nécessairement |α′| = |3ξ| = |3|

4
3 . Il s’ensuit que |α′| · |α′′| < |3|

8
3 ce qui contredit l’égalité

|α′| · |α′′| = |3ξ2 + 3| = |3|. On a donc |α′| ≤ |α′′| . Par symétrie, il s’ensuit que |α′| = |α′′| = |3|
1
2 .
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On dit que F est acyclique pour R (ou simplement R-acyclique) si l’augmentation
évidente F (X)→ C•

F (R), avec C•
F (R) le complexe de Čech

[
· · · −→ 0 −→

∏

i∈I

F (Ui) −→
∏

i1,i2∈I

F (Ui1 ×X Ui2)

−→ · · · −→
∏

i1,...,in∈I

F (Ui1 ×X · · ·×X Uin) −→ · · ·
]
,

est un quasi-isomorphisme. (Ci-dessus, «
∏

i∈I F (Ui) » est placé en degré zéro.)

Autrement dit, F est R-acyclique si et seulement si C•
F (R) est acyclique sauf en

degré zéro et son groupe de cohomologie en degré zéro est isomorphe à F (X).
Il est facile de voir que tout préfaisceau F est R-acyclique si l’une des flèches

Ui → X admet une section (on dira dans ce cas que la famille R est scindée). Les
deux lemmes suivants sont bien connus.

Lemme 2.1.8. — Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur une catégorie C

admettant des produits fibrés. Soient R = (Ui → X)i∈I et P = (Vj → X)j∈J deux
familles de morphismes dans C. Supposons que F est

1) P-acyclique,

2) (P ×X (Ui1 ×X · · ·×X Uin))-acyclique pour tout i1, . . . , in ∈ I (avec n ≥ 1),

3) (R ×X (Vj1 ×X · · ·×X Vjn))-acyclique pour tout j1, . . . , jn ∈ J (avec n ≥ 1).

Alors, F est également R-acyclique.

Démonstration. — De la deuxième condition, on déduit une suite exacte de complexes
de groupes abéliens

0 −→ C•
F (R) −→

∏

j1∈J

C•
F (R ×X Vj1)

−→ · · · −→
∏

j1,...,jn∈J

C•
F (R ×X (Vj1 ×X · · ·×X Vjn)) −→ · · · .

Étant donné que F est (R ×X (Vj1 ×X · · ·×X Vjn))-acyclique, on obtient un isomor-
phisme, dans la catégorie dérivée des groupes abéliens, entre C•

F (R) et C•
F (P) ≃ F .

D’où le résultat. c.q.f.d.

Lemme 2.1.9. — Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur une catégorie C

admettant des produits fibrés. Soit R = (Ui → X)i∈I une famille de flèches dans C

telle que :
– I est un ensemble fini totalement ordonné,
– pour i ∈ I, le morphisme diagonal Ui → Ui ×X Ui est inversible.
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Alors le complexe de Čech C•
F (R) est quasi-isomorphe à son quotient borné C ′•

F (R)
donné par
[
· · · −→ 0 −→

∏

i∈I

F (Ui) −→
∏

i<j∈I

F (Ui ×X Uj)

−→ · · · −→
∏

i1<i2<···<in∈I

F (Ui1 ×X · · ·×X Uin) −→ · · ·
]
.

Démonstration. — Ce lemme se démontre par la même méthode que le lemme pré-
cédent. Lorsque l’un des constituants de R ×X V est un isomorphisme, le complexe
C ′•

F (R ×X V ) est quasi-isomorphe à F (V ). On en déduit que

0 −→ C•
F (R) −→

∏

i∈I

C•
F (R ×X Ui) −→

∏

i<j∈I

C•
F

(
R ×X (Ui ×X Uj)

)
−→ · · ·

est une suite exacte de complexes. De même, les complexes

C•
F

(
R ×X (Ui1 ×X · · ·×X Uin)

)

sont quasi-isomorphes à F (Ui1 ×X · · · ×X Uin), si n ≥ 1. Ceci permet de conclure.
c.q.f.d.

Étant donnée une k-variété rigide X, on notera Ouvqc(X) l’ensemble ordonné des
ouverts quasi-compacts de X munie de la topologie des recouvrements admissibles,
qu’on notera « ad ». Sauf mention explicite du contraire, un faisceau sur Ouvqc(X)
sera toujours un faisceau pour la topologie des recouvrements admissibles.

Proposition 2.1.10. — Soient X une k-variété rigide et F un préfaisceau de groupes
abéliens sur Ouvqc(X). On suppose les deux conditions suivantes :

(i) F (∅) = 0,

(ii) pour U et V des ouverts quasi-compacts de X,

0 −→ F (U ∪ V ) −→ F (U)⊕ F (V ) −→ F (U ∩ V ) −→ 0

est une suite exacte courte.

Alors F est un faisceau et Hi
ad(U,F ) = 0 pour tout U ∈ Ouvqc(X) et i > 0.

Démonstration. — Si on considère F comme un objet de la catégorie des préfais-
ceaux sur Ouvqc(X) à valeurs dans la catégorie des complexes de groupes abéliens, la
condition (ii) se traduit en disant que F envoie un carré

U ∩ V !!

""

U

""

V !! U ∪ V

sur un carré homotopiquement cartésien. Ainsi, F vérifie la propriété de Brown-
Gersten (voir définition 1.2.29) relativement à la topologie des recouvrements ad-
missibles sur Ouvqc(X). Les preuves du théorème 1.2.30 et du corollaire 1.2.32 s’ap-
pliquent littéralement au cas de la topologie des recouvrements admissibles. On en
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déduit que le préfaisceau F est projectivement ad-fibrant. En d’autres termes, F est
un faisceau et Hi

ad(U,F ) = 0 pour U ∈ Ouvqc(X) et i > 0 comme souhaité. c.q.f.d.

On revient maintenant au cas de la variété rigide (A1
k)

an. Nous allons décrire deux
types de recouvrements admissibles qui interviendront dans le critère d’annulation
de la cohomologie des ouverts quasi-compacts de (A1

k)
an (voir le théorème 2.1.12 ci-

dessous).
Soit W ⊂ (A1

k)
an un ouvert quasi-compact connexe et soit l/k une extension galoi-

sienne de groupe de Galois G telle que

W ⊗̂k l =
∐

α∈I

(
B1
l (oα, R)−

∐

β∈Jα

B1
l (xβ , rβ)

◦
)

avec R, rβ ∈
√
|k×| et oα, xβ ∈ A1(l) comme dans le corollaire 2.1.3. On relaxera

toutefois l’hypothèse sur les oα en supposant seulement que |oα − xβ | ≤ R pour
β ∈ Jα. En particulier, on n’exclut pas la possibilité d’avoir oα = xβ pour un certain
β ∈ Jα. On dira que l/k est une extension trivialisante pour W .

On note J =
∐

α∈I Jα. Comme G permute les boules fermées B1
l (oα, R) et les

boules ouvertes B1
l (xβ , rβ)◦, on déduit une action de G sur les ensembles I et J . La

connexité de W entrâıne que l’action de G sur I est transitive. Pour α ∈ I et g ∈ G,
on a g · Jα = Jg·α. En particulier, le cardinal de Jα est indépendant de α ∈ I ; on
le notera t(W ). Les boules ouvertes B1

l (xβ , rβ)◦ seront appelées les trous de W (au-
dessus de l/k). Elles sont au nombre de t(W ) · |I| (qui est indépendant de l’extension
galoisienne trivialisante l/k).

Recouvrements du premier type : On fixe un point z0 ∈ W (l). Soit ϵ ∈
√

|k×| tel que
ϵ < |z0 − xβ | pour β ∈ J et ϵ < |z0 − g · z0| pour g ∈ G avec z0 ̸= g · z0. Les deux
ouverts affinöıdes de (A1

l )
an

∐

z∈G·z0

B1
l (z, ϵ) et

∐

α∈I

(
B1
l (oα, R)−

( ∐

z∈G·z0∩B1
l (oα,R)

B1
l (z, ϵ)

◦
))

sont invariants par G et définissent par descente galoisienne des ouverts affinöıdes
D1(z0, ϵ) et D2(z0, ϵ) de (A1

k)
an. On pose Wi(z0, ϵ) = W ∩ Di(z0, ϵ). (Bien entendu,

on a W1(z0, ϵ) = D1(z0, ϵ) car D1(z0, ϵ) ⊂W .) Le recouvrement admissible RI
W,z0,ϵ

=
(Wi(z0, ϵ) ↪→W )i=1,2 est appelé un recouvrement du premier type de W .

Recouvrements du deuxième type : On suppose ici que t(W ) ≥ 1. On fixe γ ∈ J et
λ ∈

√
|k×| tels que rγ < λ < R et |xγ − xβ | ≠ λ pour tout β ∈ J . On note encore

J(γ) l’orbite galoisienne de γ et Jα(γ) son intersection avec Jα.
Les ouverts affinöıdes de (A1

l )
an

⋃

β∈J(γ)

B1
l (xβ ,λ) et

∐

α∈I

(
B1
l (oα, R)−

⋃

β∈Jα(γ)

B1
l (xβ ,λ)

◦
)

sont stables par G et définissent par descente galoisienne des ouverts affinöıdes
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D1(γ,λ) et D2(γ,λ) de (A1
k)

an. On note alors Wi(γ,λ) = W ∩ Di(γ,λ). Le recou-
vrement admissible RII

W,γ,λ = (Wi(γ,λ) ↪→ W )i=1,2 est appelé un recouvrement du
deuxième type de W .

Pour énoncer concisément notre critère (i.e., le théorème 2.1.12 ci-dessous), nous
introduisons une propriété.

Définition 2.1.11. — On dit qu’un préfaisceau F sur Ouvqc((A1
k)

an) satisfait
l’ invariance combinatoire s’il vérifie la propriété suivante.

– Soient W ⊂ W ′ deux ouverts quasi-compacts connexes de (A1
k)

an tels que, pour
une extension finie séparable l/k trivialisante pour W et W ′, on a

W ⊗̂k l =
∐

α∈I

(
B1
l (oα, R)−

∐

β∈Jα

B1
l (xβ , rβ)

◦
)
,

W ′ ⊗̂k l =
∐

α∈I

(
B1
l (oα, R

′)−
∐

β∈Jα

B1
l (xβ , r

′
β)

◦
)
,

avec r′β ≤ rβ ≤ R ≤ R′, |oα− oα′ | > R′ pour α ̸= α′ et |xβ −xβ′ | ≥ max(rβ , rβ′)
pour β ̸= β′. Alors, le morphisme F (W ′)→ F (W ) est un isomorphisme.

Théorème 2.1.12. — Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur Ouvqc((A1
k)

an).
On suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) F (∅) = 0 et F (D1∪D2) ≃ F (D1)⊕F (D2) pour D1, D2 ∈ Ouvqc((A1
k)

an) avec
D1 ∩D2 = ∅,

(b) F est acyclique pour les recouvrements du type I et II comme ci-dessus,

(c) F satisfait l’invariance combinatoire.

Alors, F est un faisceau pour la topologie des recouvrements admissibles et
Hi

ad(D,F ) = 0 pour tout ouvert quasi-compact D ⊂ (A1
k)

an et i > 0.

Démonstration. — Soit F un préfaisceau de groupes abéliens vérifiant (a), (b) et (c).
Nous allons montrer qu’il vérifie aussi les propriétés (i) et (ii) de la proposition 2.1.10
ce qui permettra de conclure. La propriété (i) découle de (a). Seule la propriété (ii)
demande une preuve. Étant donnés deux ouverts quasi-compacts U et V de (A1

k)
an,

on notera MV(U, V ) le complexe de Mayer-Vietoris

0 −→ F (U ∪ V ) −→ F (U)⊕ F (V ) −→ F (U ∩ V ) −→ 0.

Il s’agit de montrer que MV(U, V ) est acyclique, ce qui revient à dire que F est
acyclique pour le recouvrement (U ↪→ U ∪ V, V ↪→ U ∪ V ). On procède en plusieurs
étapes.

Étape 1 : Le but de cette étape est de se ramener au cas où U , V et U ∪ V sont
connexes.

On démontre d’abord un résultat préliminaire :

Supposons que U = U1
∐

U2
∐

. . .
∐

Un. Pour que MV(U, V ) soit acyclique, il suffit
que les complexes MV(Ui, Ui+1 ∪ · · · ∪ Un ∪ V ) soient acycliques pour tout 1 ≤ i ≤ n.
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Par récurrence, on se ramène immédiatement au cas où n = 2. On suppose donc
que les complexes MV(U1, U2 ∪ V ) et MV(U2, V ) sont acycliques et on cherche à
montrer que MV(U1

∐
U2, V ) est acyclique. On dispose d’un morphisme de complexes

MV(U1, U2 ∪ V )→ MV(U1
∐

U2, V ) :

0 !! F (U1 ∪ U2 ∪ V ) !! F (U1)⊕ F (U2 ∪ V ) !!

""

F (U1 ∩ V ) !!

""

0

0 !! F (U1 ∪ U2 ∪ V ) !! F (U1)⊕ F (U2)⊕ F (V ) !! F (U1 ∩ V )⊕ F (U2 ∩ V ) !! 0.

Puisque MV(U2, V ) est acyclique, la flèche verticale au milieu est injective et son
conoyau est isomorphe à F (U2 ∩ V ) qui est aussi isomorphe au conoyau de la flèche
verticale à droite. Le morphisme MV(U1, U2∪V )→ MV(U1

∐
U2, V ) est donc injectif

et son conoyau est acyclique. L’acyclicité de MV(U1, U2∪V ) entrâıne maintenant celle
de MV(U1

∐
U2, V ).

Grâce au résultat ci-dessus, on peut supposer que U est connexe. Écrivons V =∐r+s
i=1 Vi, avec Vi les composantes connexes de V , et tel que Vi ∩ U ̸= ∅ lorsque

1 ≤ i ≤ s et Vi ∩ U = ∅ lorsque s + 1 ≤ i ≤ s + r. Par (a), on a MV(U, V ) =
MV(U,

∐s
i=1 Vi)⊕MV(∅,

∐s+r
i=s+1 Vi). Il suffit donc de considérer le cas où toutes les

composantes connexes de V rencontrent U . En utilisant une deuxième fois le résultat
ci-dessus (et en remarquant que Vi+1∪· · ·∪Vs∪U est connexe pour tout 1 ≤ i ≤ s), on
se ramène au cas où V est lui aussi supposé connexe. Enfin, si U ∩ V = ∅, MV(U, V )
est acyclique par (a). On peut donc supposer que U ∩ V ̸= ∅ et donc que U ∪ V est
connexe.

Étape 2 : À partir de maintenant, on suppose que U , V et U ∪ V sont connexes. Le
but de cette étape est d’introduire quelques notations.

Soit l/k une extension galoisienne de groupe de Galois G telle que

U ⊗̂k l =
∐

a∈A

(
B1
l (ua, R)−

∐

b∈Ba

B1
l (xb, rb)

◦
)
,

V ⊗̂k l =
∐

c∈C

(
B1
l (vc, S)−

∐

e∈Ec

B1
l (ye, se)

◦
)
.

Comme d’habitude, on suppose que |ua − xb| ≤ R et rb ≤ R pour b ∈ Ba, et que
|ub−ub′ | ≥ max(rb, rb′) si b ̸= b′. On suppose de même les conditions correspondantes
pour V . Le groupe G opère sur les ensembles A, C, B =

∐
a∈A Ba et E =

∐
c∈C Ec.

Les actions sur A et C sont transitives car U et V sont connexes.
Par symétrie, on peut supposer que R ≥ S. Comme U ∩V est non vide, on voit que

chaque boule B1
l (vc, S) est incluse dans une unique boule B1

l (ua, R). Ceci fournit une
application G-équivariante C → A (qui est donc forcément surjective). Pour a ∈ A, on
note Ca la fibre de cette application en a de sorte que C =

∐
a∈A Ca. Les hypothèses
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R ≥ S et U ∩ V ̸= ∅ entrâınent que

(U ∪ V ) ⊗̂k l =
∐

a∈A

(
B1
l (ua, R)−

∐

h∈Ha

B1
l (zh,mh)

◦
)
.

Notons que pour h ∈ H =
∐

a∈A Ha, il existe un unique b ∈ B tel que B1
l (zh,mh)◦ est

contenue dans B1
l (xb, rb)◦. Ceci fournit une application G-équivariante θ : H → B. De

même, notons H ′ ⊂ H l’ensemble des h tels que B1
l (zh,mh)◦ ⊂

∐
c∈C B1

l (vc, S). Alors,
pour tout h ∈ H ′, il existe un unique e ∈ E tel que B1

l (zh,mh)◦ est contenue dans
B1
l (ye, se)

◦. Ceci fournit une application G-équivariante θ′ : H ′ → E. Remarquons
aussi qu’on dispose d’une décomposition H ′ =

∐
c∈C H ′

c (telle que h ∈ H ′
c si et

seulement si B1
l (zh,mh)◦ ⊂ B1

l (vc, S)) et que Ha ∩H ′ =
∐

c∈Ca
H ′

c.

Étape 3 : Dans cette étape, on se ramène au cas où θ et θ′ sont surjectives, i.e., pour
tout b ∈ B (resp. e ∈ E) il existe au moins un indice h ∈ H tel que B1

l (zh,mh)◦ est
contenue dans B1

l (xb, rb)◦ (resp. B1
l (ye, se)

◦).
Pour fixer les idées, on se concentre sur le cas de θ. On procède de la manière

suivante. Soit b0 ∈ B tel que B1
l (xb0 , rb0)

◦ ne contient aucune des boules ouvertes
B1
l (zh,mh)◦. Il vient que B1

l (xb0 , rb0)
◦ ⊂ (U∪V ) ⊗̂k l et donc forcément B1

l (xb0 , rb0)
◦ ⊂

V ⊗̂k l. Soit ϵ ∈
√

|k×| suffisamment petit. Considérons le recouvrement de U ∪V par
les ouverts affinöıdes D1 et D2 définis par

D1 ⊗̂k l =
∐

b∈G·b0

B1
l (xb, ϵ) et D2 ⊗̂k l = (U ∪ V ) ⊗̂k l −

∐

b∈G·b0

B1
l (xb, ϵ)

◦.

C’est un recouvrement de U ∪ V du premier type. On sait donc que MV(D1, D2)
est acyclique. Remarquons d’autre part que D1 ∩ U = ∅, D1 ⊂ V et U ⊂ D2. En
utilisant le lemme 2.1.8, on voit que l’acyclicité de MV(U, V ) découle de l’acyclicité de
MV(U ∩D2, V ∩D2) et MV(V ∩D1, V ∩D2). Pour le second complexe, on remarque
que

V = (V ∩D1) ∪ (V ∩D2)

est lui aussi un recouvrement du premier type. Ceci nous ramène donc à traiter le
cas de U ′ = U ∩D2 et V ′ = V ∩D2. En itérant cette construction pour U et V , on
obtient la propriété recherchée.

Étape 4 : À partir de maintenant, on suppose qu’on a des surjections θ : H !! !! B et
θ′ : H ′ !! !! E. Lorsque H = B = ∅, on a V ⊂ U et il n’y a rien à montrer dans ce
cas. De même, on peut écarter le cas H ′ = E = ∅ qui entrâıne également que V ⊂ U .

À partir de maintenant, on raisonne par récurrence sur le cardinal des Ha.

Lorsque Ha est un singleton, Ba est aussi un singleton et H ≃ B ≃ A. Comme
G opère transitivement sur A, il opère aussi transitivement sur H. Puisque H ′ ⊂ H
est non vide et stable par l’action de G, on a forcément H ′ = H. La relation Ha =
Ha ∩H ′ =

∐
c∈Ca

H ′
c montre que Ca et H ′

c sont aussi des singletons. La surjectivité
de θ′ entrâıne que les Ec sont aussi des singletons. Il vient que H = H ′ ≃ E ≃ C ≃ A.
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Quitte à changer les positions des centres ua, on peut donc écrire

U ⊗̂k l =
∐

a∈A

(B1
l (ua, R)− B1

l (ua, r)
◦) , V ⊗̂k l =

∐

a∈A

(B1
l (ua, S)− B1

l (ua, s)
◦) ,

(U ∪ V ) ⊗̂k l =
∐

a∈A

(B1
l (ua, R)− B1

l (ua,min(r, s))◦),

(U ∩ V ) ⊗̂k l =
∐

a∈A

(B1
l (ua, S)− B1

l (ua,max(r, s))◦).

(Ci-dessus, on utilise la connexité de U ∪ V pour voir que S ≥ r.) Puisque F satisfait
l’invariance combinatoire, on déduit que toutes les flèches dans le carré

F (U ∪ V ) !!

""

F (V )

""

F (U) !! F (U ∩ V )

sont inversibles ce qui entrâıne que F est acyclique pour le recouvrement ouvert
(U ↪→ U ∪ V, V ↪→ U ∪ V ).

Étape 5 : À partir de maintenant, on suppose que Ha possède au moins deux éléments
(et H ′ ̸= ∅). Quitte à modifier les centres xb et ye, on peut supposer que

{xb ; b ∈ B} ∪ {ye ; e ∈ E} ⊂ {zh ; h ∈ H}.

Dans cette étape, on suppose qu’il existe h0, h1, h2 ∈ Ha tels que 0 < |zh0 − zh1 | <
|zh0 − zh2 | ≤ R et on explique comment conclure que F est acyclique pour le recou-
vrement (U ↪→ U ∪ V, V ↪→ U ∪ V ) en utilisant l’hypothèse de récurrence.

On fixe λ ∈
√

|k×| tel que |zh0 − zh1 | < λ < |zh0 − zh2 | et λ différent de tous
les |zh′ − zh′′ | avec h′, h′′ ∈ Ha. Ainsi, λ est aussi différent de tous les |xb − xb′ | et
|ye − ye′ |. On considère les ouverts quasi-compacts D1 et D2 tels que

D1 ⊗̂k l =
⋃

h∈G·h0

B1
l (zh,λ) et D2 ⊗̂k l =

∐

a∈A

(
B1
l (ua, R)−

⋃

h∈G·h0∩Ha

B1
l (zh,λ)

◦
)
.

Les recouvrements (Di ∩ U ↪→ U)i=1,2 et (Di ∩ (U ∪ V ) ↪→ (U ∪ V ))i=1,2 sont du
deuxième type. Par la condition (b) de l’énoncé, F est acyclique pour ces deux recou-
vrements. Montrons que F est acyclique pour le recouvrement (Di ∩ V ↪→ V )i=1,2.
Si D1 ∩ V = ∅ ou si V ⊂ D1, il n’y a rien à démontrer. On peut donc supposer que
∅ ̸= D1 ∩V ̸= V . Ceci entrâıne que la boule B1

l (zh0 ,λ) est strictement contenue dans
l’une des boules B1

l (vc0 , S) (et en particulier h0 ∈ H ′). Il est alors facile de voir que
dans ce cas, le recouvrement (Di ∩ V ↪→ V )i=1,2 est du deuxième type. On utilise de
nouveau la condition (b) de l’énoncé pour conclure. Le même raisonnement s’applique
pour montrer que F est acyclique pour le recouvrement (Di ∩ U ∩ V ↪→ U ∩ V )i=1,2.

D’après la discussion précédente et le lemme 2.1.8, pour montrer que F est acyclique
pour le recouvrement (U ↪→ U∪V, V ↪→ U∪V ), il suffira de montrer qu’il est acyclique
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pour les trois recouvrements suivants :

D1 = (D1 ∩ U) ∪ (D1 ∩ V ),

D2 = (D2 ∩ U) ∪ (D2 ∩ V ),(2.10)

D1 ∩D2 = (D1 ∩D2 ∩ U) ∪ (D1 ∩D2 ∩ V ).

On commence par le dernier recouvrement. Comme λ est différent de tous les
|zh′ − zh′′ |, on a les deux alternatives suivantes :

(
B1
l (zh0 ,λ)− B1

l (zh0 ,λ)
◦) ⊂

(
U ⊗̂k l

)
ou

(
B1
l (zh0 ,λ)− B1

l (zh0 ,λ)
◦)∩

(
U ⊗̂k l

)
= ∅.

De même, on a les deux alternatives suivantes (la première ne pouvant se produire
que si h0 ∈ H ′) :

(
B1
l (zh0 ,λ)− B1

l (zh0 ,λ)
◦) ⊂

(
V ⊗̂k l

)
ou

(
B1
l (zh0 ,λ)− B1

l (zh0 ,λ)
◦)∩

(
V ⊗̂k l

)
= ∅.

On en déduit que le dernier recouvrement de (2.10) est scindé (i.e., contient un iso-
morphisme). Pour les deux premiers, recouvrements de (2.10), on remarque que :

– les composantes connexes de (Di ∩ (U ∪V )) ⊗̂k l possèdent strictement moins de
trous que celles de (U ∩ V ) ⊗̂k l,

– si Di ∩U (resp. Di ∩ V ) est non vide, alors il est connexe et chacun de ses trous
contient au moins un trou de Di ∩ (U ∪ V ).

On peut donc appliquer la récurrence sur le cardinal des Ha pour conclure.

Étape 6 : Pour terminer, il nous reste à traiter le cas où la valeur de |zh − zh′ | est
indépendante de h ̸= h′ dans Ha. On a alors les trois cas de figure :

1) les applications θ : H → B et θ′ : H ′ → E sont bijectives ;

2) l’application θ : H → B est bijective, H ′ = H et E est un singleton ;

3) B est un singleton, H = H ′ et l’application θ′ : H → E est bijective.

Puisque F vérifie l’invariance combinatoire, les flèches du carré

F (U ∪ V ) !!

""

F (V )

""

F (U) !! F (U ∩ V )

vérifient respectivement :

1) les flèches verticales sont inversibles ;

2) les flèches verticales sont inversibles ;

3) les flèches horizontales sont inversibles.

Dans les trois cas, F est acyclique pour le recouvrement (U ↪→ U ∪ V , V ↪→ U ∪ V ).
Ceci achève la preuve du théorème. c.q.f.d.
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2.1.2. Préfaisceaux et faisceaux surconvergents. — Soit k un corps valué com-
plet de valuation non triviale et soit π ∈ k∨ un élément non nul. Dans ce paragraphe,
on étudie la notion de surconvergence en géométrie rigide. On rappelle que toutes
nos variétés rigides sont implicitement supposées séparées (bien que, souvent, cette
hypothèse est superflue ou peut être remplacée par l’hypothèse de quasi-séparabilité).
On renvoie au paragraphe 1.1.5 pour les généralités sur les points en géométrie rigide.

Proposition 2.1.13. — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et U, V ⊂ X
des ouverts quasi-compacts de X. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe un ouvert quasi-compact W ⊂ X tel que X = V ∪W et U ∩W = ∅.

(ii) Il existe des modèles formels X, U et V de X, U et V tels que :
– U et V sont des ouverts Zariski de X,
– Vσ contient l’adhérence de Uσ dans Xσ.

(iii) L’adhérence de P(U) dans P(X) est contenue dans P(V ).

(iv) Pour tout p ∈ P(U), l’adhérence de p dans P(X) est contenue dans P(V ).

Lorsque l’une des quatre conditions ci-dessus est satisfaite (et donc les trois autres
aussi ), nous dirons que U est dans l’intérieur de V relativement à X et on écrit
U !X V .

Démonstration. — On montre d’abord l’équivalence (i) ⇔ (ii). Soient X, U et V des
modèles formels comme dans (ii). L’ouvert quasi-compact W = [X− (Uσ)]η convient
alors pour (i). Réciproquement, soit W comme dans (i). Soit X un modèle plat suffi-
samment fin de sorte que U , V et W soient les fibres génériques d’ouverts Zariski U,
V et W de X. Alors, U ∩W = ∅ puisqu’il est plat sur k◦ et que sa fibre générique est
vide. Il vient que (Uσ) ∩W = ∅. Comme X = V ∪W, on a forcément (Uσ) ⊂ V.

Montrons l’implication (ii) ⇒ (iii). Soient X, U et V comme dans (ii). Pour X′ plus
fin que X, notons U′ = X′ ×̂X U et V′ = X′ ×̂X V . On a alors (U′

σ) ⊂ V′
σ. En passant

à la limite suivant les X′ plus fins que X, on obtient que P(U) ⊂ P(V ).
L’implication (iii)⇒ (iv) est claire. Pour terminer, il reste à montrer que (iv)⇒ (ii).

Soit X un modèle suffisamment fin de sorte que U et V soient les fibres génériques
d’ouverts U, V ⊂ X. On supposera aussi que X est plat sur k◦. Soient g1, . . . , gn
les points génériques de Uσ. L’application P(U) → Uσ est surjective. On peut donc
trouver des points g̃i ∈ P(U) qui s’envoient sur les gi. La condition (iv) entrâıne que
{g̃i} ⊂ P(V ). Il vient que l’image de {g̃i}→ Xσ, qui n’est autre que {gi}, est contenue
dans Vσ. Comme (Uσ) =

⋃
i {gi}, on a la propriété (ii). c.q.f.d.

La condition (iii) ci-dessus garde un sens sans l’hypothèse de quasi-compacité surX,
U ou V . On l’utilisera alors comme définition de la relation d’intériorité « U !X V »
lorsque la k-variété rigide X et ses ouverts admissibles U, V ⊂ X ne sont pas tous
supposés quasi-compacts. On regroupe quelques propriétés de permanence dans le
lemme suivant.
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Lemme 2.1.14. — Soient U et V deux ouverts admissibles d’une k-variété rigide X.

1) Supposons que U !X V . Alors, pour tout morphisme de k-variétés rigides
Y → X, on a U ×̂X Y !Y V ×̂X Y .

2) Soient (Xi)i∈I un recouvrement admissible de X. Si U ×̂X Xi !Xi V ×̂X Xi,
pour tout i ∈ I, alors U !X V .

3) Soient U ′ et V ′ deux autres ouverts admissibles de X. Supposons que U !X V
et U ′ !X V ′. Alors, on a aussi U ∩ U ′ !X V ∩ V ′ et U ∪ U ′ !X V ∪ V ′.

Démonstration. — La première assertion découle des inclusions

P(U ×̂X Y ) ⊂ (P(Y )→ P(X))−1(P(U)) ⊂ (P(Y )→ P(X))−1(P(V )) = P(V ×̂X Y ).

La seconde assertion découle du fait que la famille (P(Xi))i∈I est un recouvrement
ouvert de P(X). La troisième assertion découle des inclusions

P(U ∩ U ′) = P(U) ∩ P(U ′) ⊂ P(U) ∩ P(U ′) ⊂ P(V ) ∩ P(V ′) = P(V ∩ V ′),

et les inclusions analogues où « ∩ » est remplacé par « ∪ ». c.q.f.d.

Proposition 2.1.15. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soient U et
V deux ouverts quasi-compacts de X tels que U ∩ V = ∅. Il existe alors un ouvert
quasi-compact U ′ de X tel que U !X U ′ et U ′ ∩ V = ∅.

Démonstration. — Soit X un modèle formel suffisamment fin de X de sorte que U
et V sont les fibres génériques de sous-schémas formels ouverts U et V de X avec
U ∩ V = ∅. Alors Z = (Uσ) ∩ (Vσ) est un sous-schéma fermé de Xσ partout de
codimension supérieure ou égale à 1 dans (Uσ) et (Vσ).

Soient I et J des idéaux de type fini ayant pour cosupport (Uσ) et (Vσ) respecti-

vement. Soit X′ l’éclaté de I +J dans X. Étant donné que le centre de l’éclatement
est disjoint de U et V, ces derniers sont naturellement des ouverts de X′ qu’on no-
tera U′ et V′. Les adhérences (U′

σ) et (V
′
σ) s’identifient aux transformés purs de (Uσ)

et (Vσ). Par le lemme 1.1.34, (U′
σ) ∩ (V′

σ) = ∅. L’ouvert U ′ = [X′ − (V′
σ)]η convient

donc. c.q.f.d.

La proposition suivante illustre la relation d’intériorité dans le cas concret des
ouverts rationnels.

Proposition 2.1.16. — Soient X un k-affinöıde, U un ouvert quasi-compact
de X et f0, . . . , fn ∈ Γ(X,O) engendrant Γ(X,O) comme idéal. Pour que
DX(f0|f1, . . . , fn) !X U , il faut et il suffit qu’il existe λ ∈

√
|k×|, avec λ > 1,

tel que(3) DX(λf0|f1, . . . , fn) ⊂ U . En particulier, on a

(2.11) DX(f0|f1, . . . , fn) !X DX(λf0|f1, . . . , fn).

(3) Bien entendu, le produit « λf0 » n’est pas défini. La notation abusive DX(λf0|f1, . . . , fn) désigne
l’ensemble des x ∈ X tel que λ|f0(x)| ≥ |fi(x)| pour tout 1 ≤ i ≤ n.
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Démonstration. — On montre d’abord (2.11). Soit ϵ ∈
√
|k×| suffisamment pe-

tit de sorte que λϵ < maxi=0,...,n |fi(x)| pour tout x ∈ X. Alors, DX(ϵ|f0) ∩
DX(λf0|f1, . . . , fn) = ∅. Par le lemme 2.1.14, il suffit donc de vérifier que

DX(f0|f1, . . . , fn) !DX(f0|ϵ) DX(λf0|f1, . . . , fn).

On peut ainsi supposer que f0 est inversible sur X. On pose gi = f−1
0 fi. Il s’agit alors

de montrer que

DX(1|g1, . . . , gn) =
n⋂

i=1

DX(1|gi) !X DX(λ|g1, . . . , gn) =
n⋂

i=1

DX(λ|gi).

En utilisant la troisième assertion du lemme 2.1.14, on se ramène à montrer que
DX(1|g) !X DX(λ|g) pour g ∈ Γ(X,O). Or, X = DX(λ|g) ∪ DX(g|λ) et DX(g|λ) ∩
DX(1|g) = ∅. D’où le résultat.

On suppose maintenant que DX(f0|f1, . . . , fn) !X U . Soit W ⊂ X un ouvert
quasi-compact tel que X = W ∪ U et W ∩ DX(f0|f1, . . . , fn) = ∅. Il existe alors
λ ∈

√
|k×|, avec λ > 1, tel que maxi=1,...,n |fi(x)| > λ|f0(x)| pour tout x ∈ W . Il

vient que W ∩DX(λf0|f1, . . . , fn) = ∅. On a alors forcément DX(λf0|f1, . . . , fn) ⊂ U .
c.q.f.d.

Corollaire 2.1.17. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte, et soient U et W
deux ouverts quasi-compacts de X tels que U !X W . Il existe alors un ouvert quasi-
compact V de X tel que U !X V et V !X W .

Démonstration. — La question est locale sur X. On peut donc supposer que X est
un k-affinöıde. De même, si U =

⋃
i∈I Ui est un recouvrement admissible fini et

Ui !X Vi !X W , alors U !X
⋃

i∈I Vi !X W . On peut donc supposer que U est
un domaine rationnel de X. Le résultat découle maintenant de la proposition 2.1.16.

c.q.f.d.

Corollaire 2.1.18. — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte, U ⊂ X un
ouvert quasi-compact et q ∈ M(X) un point maximal. On suppose que q ̸∈ M(U). Il
existe alors un ouvert quasi-compact V de X tel que U !X V et q ̸∈M(V ).

Démonstration. — La question est locale en X et U . On peut donc supposer que
X est un k-affinöıde et U = DX(f0|f1, . . . , fn) avec f0, . . . , fn engendrant Γ(X,O)
en tant qu’idéal. D’après la proposition 1.1.37, dire que q ̸∈ M(U) revient à dire
que, pour au moins un indice 1 ≤ i ≤ n, on a ∥f0∥q < ∥fi∥q. Ceci montre que
q ̸∈ M(DX(λf0|f1, . . . , fn)) pour λ ∈

√
|k×| ∩ ]1,+∞[ suffisamment proche de 1.

Le résultat découle maintenant de la proposition 2.1.16. c.q.f.d.

Corollaire 2.1.19. — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte, q ∈M(X) un
point maximal et V un ouvert quasi-compact de X tel que {q} ⊂ P(V ). Il existe un
ouvert quasi-compact U de X tel que U !X V et {q} ⊂ P(U).
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Démonstration. — En effet, comme {q} ⊂ P(V ), il existe un ouvert quasi-compact
W de X tel que X = V ∪W et q ̸∈ P(W ). Par le corollaire 2.1.18, on peut trouver
W !X W ′ tel que q ̸∈ P(W ′). Il existe donc un ouvert quasi-compact U ′ de X tel que
U ′ ∪W ′ = X et U ′ ∩W = ∅. On a donc q ∈ U ′ et U ′ !X V . Par le corollaire 2.1.17,
on peut trouver U ′ !X U !X V . Comme q ∈ P(U ′), on a {q} ⊂ P(U). c.q.f.d.

Étant donnés une k-variété rigide X et un ouvert quasi-compact U ∈ Ouvqc(X),
on note VX(U) le sous-ensemble des V ∈ Ouvqc(X) tels que U !X V . S’il est non
vide (par exemple, si la k-variété rigide X est elle-même quasi-compacte), l’ensemble
VX(U), ordonné par l’inclusion, est cofiltrant puisqu’il est stable par intersections
finies.

Définition 2.1.20. — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et F un pré-
faisceau sur Ouvqc(X) (à valeurs dans une catégorie complète et cocomplète C). On
dit que F est surconvergent lorsque le morphisme évident

Colim
V ∈VX(U)

F (V )→ F (U)

est inversible pour tout U ∈ Ouvqc(X). Si de plus F est un faisceau pour la topologie
des recouvrements admissibles, on parlera alors de faisceaux surconvergents.

On notera OPreShv(Ouvqc(X),C) (resp. OShvad(Ouvqc(X),C)) la sous-
catégorie pleine des préfaisceaux (resp. faisceaux) surconvergents à valeurs dans C.

Lorsque la k-variété rigideX n’est plus supposée quasi-compacte, nous dirons qu’un
préfaisceau F sur Ouvqc(X) est surconvergent si la restriction de F à Ouvqc(U) est un
préfaisceau surconvergent pour tout U ∈ Ouvqc(X) (au sens de la définition 2.1.20).
Le lemme ci-dessous assure qu’on retrouve la notion de surconvergence de départ
lorsque la variété X est quasi-compacte.

Lemme 2.1.21. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et soit F un pré-
faisceau surconvergent sur Ouvqc(X) (au sens de la définition 2.1.20). Soit Y ⊂ X
un ouvert quasi-compact de X. Alors, la restriction F|Y de F à Ouvqc(Y ) est un
préfaisceau surconvergent.

Démonstration. — Soit U un ouvert quasi-compact de Y . Puisque F est surconvergent,
on a

Colim
V ∈VY (U)

F (V ) ≃ Colim
V ∈VY (U)

Colim
W∈VX(V )

F (W ).

Si V ∈ VY (U) et W ∈ VX(V ) alors W ∈ VX(U). Réciproquement, soit W ∈ VX(U).
Par le corollaire 2.1.17, il existe un ouvert W0 ∈ VX(U) avec W0 !X W . Alors
W0 ∩ Y ∈ VY (U) et W0 ∩ Y !X W . Il vient que

Colim
V ∈VY (U)

Colim
W∈VX(V )

F (W ) ≃ Colim
W∈VX(U)

F (W ) = F (U).

Le lemme est démontré. c.q.f.d.
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On aura également besoin d’une notion de surconvergence plus faible mais plus
facile à vérifier en pratique. Étant donnée une k-variété rigide, on note Ouvaf(X) le
sous-ensemble de Ouvqc(X) formé des ouverts affinöıdes.

Définition 2.1.22. — Soit X une k-variété rigide et soit F un préfaisceau sur
Ouvaf(X). On dit que F est faiblement surconvergent si pour tout U ∈ Ouvaf(X) et
toute suite d’éléments f0, f1, . . . , fn engendrant Γ(U,O) comme idéal, le morphisme
naturel

Colim
λ∈
√

|k×|, λ>1
F (DU (λf0|f1, . . . , fn)) −→ F (DU (f0|f1, . . . , fn))

est inversible.
Un préfaisceau F sur Ouvqc(X) est dit faiblement surconvergent si sa restriction

à Ouvaf(X) est un préfaisceau faiblement surconvergent.

De la proposition 2.1.16, on déduit qu’un préfaisceau surconvergent sur Ouvqc(X)
est un préfaisceau faiblement surconvergent. Cette implication est stricte en géné-
ral. Toutefois, on montrera plus loin qu’un faisceau faiblement surconvergent sur
Ouvqc(X) est automatiquement surconvergent (voir la proposition 2.1.29 ci-dessous).

Proposition 2.1.23. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit C une
catégorie complète, cocomplète et où les colimites filtrantes sont exactes. L’inclusion
de OPreShv(Ouvqc(X),C) dans PreShv(Ouvqc(X),C) admet un adjoint à droite

ovX : PreShv(Ouvqc(X),C) −→ OPreShv(Ouvqc(X),C)

qui à un préfaisceau F associe le préfaisceau surconvergent ovX(F ) donné par

(2.12) ovX(F )(U) = Colim
V ∈VX(U)

F (V ) pour U ∈ Ouvqc(X).

De plus, le foncteur ovX est exact.

Démonstration. — Il est clair que (2.12) définit un préfaisceau sur Ouvqc(X). En effet,
si U ′ ⊂ U , on a une inclusion VX(U) ⊂ VX(U ′) qui fournit le morphisme de restriction
ovX(F )(U)→ ovX(F )(U ′).

Montrons que ov(F ) est surconvergent. Soit U un ouvert quasi-compact de X. On a

Colim
V ∈VX(U)

ovX(F )(V ) = Colim
V ∈VX(U)

Colim
W∈VX(V )

F (W ).

Par le corollaire 2.1.17, pour tout W ∈ VX(U) il existe V ∈ VX(U) tel que W ∈
VX(V ). Il vient que

Colim
V ∈VX(U)

Colim
W∈VX(V )

F (W ) ≃ Colim
W∈VX(U)

F (W ) = ovX(F )(U).

Le fait que ovX est exact est clair puisque sa définition ne fait apparâıtre que des
colimites filtrantes. Il reste à montrer que ovX est l’adjoint à droite de l’inclusion évi-
dente inc. Pour un préfaisceau F sur Ouvqc(X) et U ∈ Ouvqc(X), on dispose de flèches
naturelles ovX(F )(U) = ColimV ∈VX(U) F (V ) → F (U) qui fournissent un morphisme
de préfaisceaux ovX(F )→ F et donc une transformation naturelle δ : inc ◦ ovX → id.
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D’autre part, si G est un préfaisceau surconvergent sur Ouvqc(X), on a ovX(G) = G,
ce qui fournit une transformation naturelle inversible η : id ≃ ovX ◦ inc. Le lecteur vé-
rifiera immédiatement que η et δ définissent un couple de foncteurs adjoints (inc, ovX).
La proposition est démontrée. c.q.f.d.

Pour étudier le foncteur ovX , on aura besoin de quelques résultats de cofinalité
pour les ensembles ordonnés VX(U).

Lemme 2.1.24. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit (Ui)i∈I une
famille finie d’ouverts quasi-compacts. Alors, l’application

∏

i∈I

VX(Ui) −→ VX

(⋃

i∈I

Ui

)
,

qui à (Vi)i∈I associe
⋃

i∈I Vi, est cofinale.

Démonstration. — C’est évident puisque l’application en question est surjective. En
effet, si V ∈ VX(

⋃
i∈I Ui) alors V ∈ VX(Ui) pour tout i ∈ I. c.q.f.d.

Lemme 2.1.25. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit (Ui)i∈I une
famille finie d’ouverts quasi-compacts. Alors, l’application

∏

i∈I

VX(Ui) −→ VX

(⋂

i∈I

Ui

)
,

qui à (Vi)i∈I associe
⋂

i∈I Vi, est cofinale.

Démonstration. — Par récurrence on se ramène au cas où I = {1, 2}. Soit U1∩U2 !X

V et choisissons W ∈ Ouvqc(X) tel que W ∩ (U1 ∩ U2) = ∅ et W ∪ V = X. Comme
(W ∩U1)∩(W ∩U2) = ∅, il existe par la proposition 2.1.15 des ouverts quasi-compacts
V ′
i ⊂ W tels que (W ∩ Ui) !W V ′

i et V ′
1 ∩ V ′

2 = ∅. On pose alors Vi = V ′
i ∪ V . On a

bien Vi ∈ VX(Ui) et V1 ∩ V2 = V . c.q.f.d.

Lemme 2.1.26. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte, et soient Y , U , Q
des ouverts quasi-compacts de X. On suppose que Q ⊂ Y et Y ∩ U !Y Q. Il existe
alors un ouvert quasi-compact W dans X tel que U !X W et Y ∩W ⊂ Q. En d’autres
termes, l’application VX(U)→ VY (Y ∩U), qui à U !X W associe Y ∩U !Y Y ∩W ,
est cofinale.

Démonstration. — Soit N un ouvert quasi-compact de Y tel que Y = N ∪ Q et
N ∩ (Y ∩ U) = ∅. Comme N ⊂ Y , on a également N ∩ U = ∅. Par la proposition
2.1.15, il existe W ∈ VX(U) tel que N ∩W = ∅. On a forcément Y ∩W ⊂ Q. Le
lemme est démontré. c.q.f.d.

Proposition 2.1.27. — Soit f : X ′ → X un morphisme de k-variétés rigides
quasi-compactes. Soit U un ouvert quasi-compact de X et notons U ′ = X ′ ×̂X U .
L’application évidente VX(U) → VX′(U ′), qui à U !X V associe U ′ !X′ X ′ ×̂X V ,
est cofinale.
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Démonstration. — Soit (X ′
i)i∈I un recouvrement fini par des ouverts quasi-compacts

de X ′. On note fi : X ′
i → X la restriction de f à X ′

i et U ′
i = U ′ ∩X ′

i. Étant donné
V ′ ∈ VX′(U ′), on note V ′

i = V ′∩X ′
i ∈ VX′

i
(U ′

i). Supposons le lemme démontré pour fi.

Il existe alors Vi ∈ VX(U) tels que f−1
i (Vi) ⊂ V ′

i . Alors V =
⋂

i∈I Vi convient pour f .
On peut donc supposer que X ′ est un k-affinöıde et que f(X ′) est contenu dans un

ouvert affinöıde W ⊂ X. Il suffit de traiter le cas X ′ →W . En effet, la conclusion du
lemme est stable par composition des morphismes de variétés rigides quasi-compactes
et le cas des immersions ouvertes est traité dans le lemme 2.1.26. Autrement dit, on
peut supposer que X est aussi un k-affinöıde.

Pour terminer, remarquons que la propriété à démontrer est locale en U ,
i.e., qu’il suffit de la vérifier pour les ouverts d’un recouvrement admissible
par des ouverts quasi-compacts de U . (Ceci découle immédiatement du lemme
2.1.24 appliqué à l’ouvert U ′ de X ′.) Puisqu’on s’est ramené à traiter le cas où
X est un k-affinöıde, on peut donc supposer que U = DX(f0|f1, . . . , fn) avec
f0, . . . , fn engendrant Γ(X,O) comme idéal. Le résultat découle alors du fait que
X ′ ×̂X DX(λf0|f1, . . . , fn) ≃ DX′(λf0|f1, . . . , fn) et de la proposition 2.1.16 appliquée
au k-affinöıde X ′. c.q.f.d.

Proposition 2.1.28. — Soit X une k-variété rigide et soit F un faisceau sur
Ouvqc(X) à valeurs dans une catégorie C complète, cocomplète et où les colimites
filtrantes sont exactes. On suppose qu’il existe un recouvrement admissible (Xi)i∈I de
X tel que la restriction F|Xi

de F à Ouvqc(Xi) est un faisceau surconvergent. Alors F
est un faisceau surconvergent.

Démonstration. — On peut supposer que X est quasi-compacte et que les ouverts Xi

sont quasi-compacts. On peut aussi supposer que I est fini. Soit U un ouvert quasi-
compact de X et montrons que le morphisme évident

Colim
V ∈VX(U)

F (V ) −→ F (U)

est inversible. Comme F est un faisceau, la flèche ci-dessus s’identifie à

Colim
V ∈VX(U)

Eq
(∏

i∈I

F (V ∩Xi)
!!
!!

∏

i,j∈I

F (V ∩Xi ∩Xj)
)

−→ Eq
(∏

i∈I

F (U ∩Xi)
!!
!!

∏

i,j∈I

F (U ∩Xi ∩Xj)
)
.

Étant donné que les colimites filtrantes sont exactes dans C, il suffit de montrer que

Colim
V ∈VX(U)

F (V ∩Xi) −→ F (U ∩Xi) et Colim
V ∈VX(U)

F (V ∩Xi∩Xj) −→ F (U ∩Xi∩Xj)

sont inversibles. Par le lemme 2.1.26, les flèches ci-dessus s’identifient à

Colim
Q∈VXi (U∩Xi)

F (Q) −→ F (U ∩Xi) et Colim
R∈VXi∩Xj (U∩Xi∩Xj)

F (R) −→ F (U ∩Xi∩Xj).
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Ces flèches sont inversibles puisque F|Xi
et F|Xi∩Xj

sont des faisceaux surconvergents.
c.q.f.d.

Proposition 2.1.29. — Soit X une k-variété rigide. On considère des préfaisceaux
sur Ouvqc(X) à valeurs dans une catégorie C complète, cocomplète et où les colimites
filtrantes sont exactes.

1) Supposons que X est quasi-compacte. Alors, le foncteur ovX préserve les fais-
ceaux.

2) Supposons que C possède une famille de foncteurs C → Ens coreprésentables,
qui commutent aux colimites filtrantes et qui détectent les isomorphismes. Soit F est
un préfaisceau faiblement surconvergent sur Ouvqc(X). Alors, le faisceau aad(F ) est
surconvergent.

Démonstration. — 1) Supposons que F est un faisceau et montrons que ovX(F ) est
encore un faisceau. Soit (Ui)i∈I un recouvrement admissible de U ∈ Ouvqc(X) (avec I
un ensemble fini). Il s’agit de montrer que le morphisme évident

(2.13) ov(F )(U) −→ Eq
(∏

i∈I

ov(F )(Ui)
!!
!!

∏

i,j∈I

ov(F )(Ui ∩ Uj)
)

est inversible.
Par le lemme 2.1.24, on a

ov(F )(U) = Colim
(Vi)i∈I∈

∏
i∈I VX(Ui)

F (
⋃

i∈I

Vi).

De même, par le lemme 2.1.25, on a

ov(F )(Ui ∩ Uj) = Colim
(Vi,Vj)∈VX(Ui)×VX(Uj)

F (Vi ∩ Vj).

Comme les colimites filtrantes sont exactes dans C, la flèche (2.13) s’identifie à

Colim
(Vi)i∈I∈

∏
i∈I VX(Ui)

F (
⋃

i∈I

Vi)

−→ Colim
(Vi)i∈I∈

∏
i∈I VX(Ui)

Eq
(∏

i∈I

F (Vi)
!!
!!

∏

i,j∈I

F (Vi ∩ Vj)
)
.

Comme F est un faisceau, F (
⋃

i Vi) est isomorphe à l’égalisateur de la double flèche∏
i F (Vi)

!!
!!

∏
i,j F (Vi ∩ Vj). Ceci démontre la première partie de la proposition.

2) Supposons maintenant que F est un préfaisceau faiblement surconvergent et
montrons que le faisceau associé aad(F ) est surconvergent. Par la proposition 2.1.28,
on peut supposer que la k-variété rigide X est un k-affinöıde (et en particulier quasi-
compacte). L’hypothèse sur C nous ramène au cas des préfaisceaux d’ensembles. On
divisera la preuve en trois étapes.

Étape 1 : Il suffira de montrer que le morphisme évident

(2.14) ovX(aad(F )) −→ aad(F )
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est inversible. (En effet, la source de ce morphisme est surconvergente.) Or, par la
première partie de la démonstration, ovX(aad(F )) est encore un faisceau. Il suffit
donc de vérifier que (2.14) induit des isomorphismes sur les fibres en tout p ∈ P(X).

Fixons p ∈ P(X). Par la construction du foncteur ovX (voir la proposition 2.1.23),
on a

ovX(aad(F ))p = Colim
U∈Flt(p)

ov(aad(F ))(U) ≃ Colim
U∈Flt(p)

Colim
V ∈VX(U)

aad(F )(V ).

Notons q ∈ M(X) l’unique point maximal tel que p ∈ {q}. Pour un ouvert quasi-
compact V de X, les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe U ∈ Flt(p) tel que U !X V ;

(ii) {q} ⊂ P(V ).

(L’implication (i)⇒ (ii) est claire puisque q ∈ P(U) et que P(U) ⊂ P(V ) ; la réciproque
est assurée par le corollaire 2.1.19.) Il s’ensuit une bijection naturelle

(2.15) Colim
{q}⊂P(V )

aad(F )(V )
∼
!! ovX(aad(F ))p.

Étape 2 : On garde les notations de l’étape précédente. Ici, on montrera que l’appli-
cation évidente

(2.16) Colim
{q}⊂P(V )

F (V ) −→ Colim
{q}⊂P(V )

aad(F )(V )

est bijective.
Montrons d’abord que (2.16) est injective. Les colimites dans (2.16) sont indexées

par les voisinages quasi-compacts de {q}, i.e., les ouverts quasi-compacts V ⊂ X tels
que {q} ⊂ P(V ). Étant donné un tel V , quitte à le rétrécir, on peut le supposer
affinöıde. (En effet, si U = DX(f0|f1, . . . , fn) est un domaine rationnel de X avec
q ∈ P(U) et si λ ∈

√
|k×| avec λ > 1, on a {q} ⊂ P(V ) avec V = DX(λf0|f1, . . . , fn).

De plus, cette construction fournit un système cofiltrant de voisinages affinöıdes
de {q}.) Soient maintenant a1, a2 ∈ F (V ) deux sections de F au-dessus d’un voi-
sinage affinöıde V de {q}. On suppose que les images de a1 et a2 dans le but de
(2.16) cöıncident. Il s’ensuit que a1 et a2 ont même image dans Fp. On peut donc
trouver un ouvert quasi-compact V0 ⊂ V , avec q ∈ P(V0), tel que (a1)|V0

= (a2)|V0
.

Quitte à rétrécir V0, on peut supposer que c’est un domaine rationnel de V . Comme
F est supposé faiblement surconvergent, il existe V0 !V V1 tel que (a1)|V1

= (a2)|V1
.

Puisque {q} ⊂ P(V ), on a aussi {q} ⊂ P(V1). Mais alors, a1 et a2 ont la même image
dans la source de (2.16). Ceci démontre l’injectivité.

Pour la surjectivité de (2.16), on fixe une section c ∈ aad(F )(V ) au-dessus d’un
ouvert affinöıde V de X tel que {q} ⊂ P(V ). On peut trouver un domaine rationnel
V0 ⊂ V tel que q ∈ P(V0) et c|V0

est l’image par F → aad(F ) d’une section d ∈ F (V0).
Comme F est faiblement surconvergent, on peut trouver V0 !V V1 et une section
e ∈ F (V1) telle que e|V0

= d. Ainsi, quitte à remplacer V par V1, on peut supposer
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196 CHAPITRE 2. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES II

qu’il existe une section e ∈ F (V ) telle que c|V0
est l’image de e|V0

par F → aad(F ).

Soit r ∈ {q} et montrons que c et l’image de e dans aad(F ) sont égales au voisinage
de r ; ceci terminera la preuve de la surjectivité. Il existe un ouvert affinöıde W de V
tel que r ∈ P(W ) et c|W est l’image d’une section f ∈ F (W ). Comme c et l’image
de e dans aad(F ) cöıncident au voisinage de q, il existe un domaine rationnel W0

de W tel que q ∈ P(W0) et f|W0
= e|W0

. Par la faible surconvergence de F , il existe
W0 !W W1 tel que cette égalité a lieu sur W1. L’égalité f|W1

= e|W1
montre que c|W1

est égale à l’image de e|W1
dans aad(F ). Or, on a bien r ∈ P(W1) puisque P(W1)

contient l’adhérence de q dans P(W ). On a donc montré que c et l’image de e dans
aad(F ) sont égales au voisinage de r.

Étape 3 : Par l’étape précédente et la bijection (2.15), on déduit une bijection naturelle

(2.17) Colim
{q}⊂P(V )

F (V ) −→ ovX(aad(F ))p.

De plus, le carré suivant

Colim{q}⊂P(V ) F (V )
∼

!!

""

ovX(aad(F ))p

""

ColimU∈Flt(p) F (U)
∼

!! aad(F )p

commute. Il nous reste donc à montrer que l’application évidente

(2.18) Colim
{q}⊂P(V )

F (V ) −→ Colim
U∈Flt(p)

F (U)

est bijective. En raisonnant comme dans la première étape de la preuve de la se-
conde partie de l’énoncé (avec F au lieu de aad(F )), on voit que la source de (2.18)
s’identifie à

Colim
U∈Flt(p)

Colim
V ∈VX(U)

F (V ).

Comme F est faiblement surconvergent, l’application (2.18) est bien bijective. La
proposition est démontrée. c.q.f.d.

La preuve précédente met en évidence une propriété importante des faisceaux sur-
convergents que l’on dégage dans le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.30. — Les faisceaux et les préfaisceaux sont supposés à valeurs dans
une catégorie C vérifiant l’hypothèse de la seconde partie de la proposition 2.1.29. Soit
X une k-variété rigide et soit f : F → G un morphisme de préfaisceaux faiblement
surconvergents sur Ouvqc(X). Pour que le morphisme aad(f) : aad(F )→ aad(G) soit
inversible, il faut et il suffit que le morphisme fp : Fp → Gp soit inversible pour tout
point maximal p ∈M(X).

Démonstration. — On peut supposer que C est la catégorie des ensembles. On ne res-
treint pas la généralité en supposant que X est un k-affinöıde. Soit p ∈ P(X) et notons
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q ∈ M(X) le point maximal tel que p ∈ {q}. Nous allons construire, pour F faible-
ment surconvergent, une bijection naturelle Fp ≃ Fq. Ceci entrâınera immédiatement
le lemme.

En effet, on a une châıne d’isomorphismes naturels (en F faiblement surcon-
vergent) :

Fq = Colim
U∈Flt(q)

F (U) ≃ Colim
U∈Flt(q)

Colim
V ∈VX(U)

F (V ) ≃ Colim
{q}⊂P(V )

F (V )

≃ Colim
U∈Flt(p)

Colim
V ∈VX(U)

F (V ) ≃ Colim
U∈Flt(p)

F (U) = Fp.

Ci-dessus, nous avons utilisé l’équivalence (i)⇔ (ii) de la première étape de la preuve
de la seconde partie de la proposition 2.1.29 pour obtenir les deuxième et troisième
isomorphismes. Pour les premier et dernier isomorphismes, nous avons utilisé la sur-
convergence faible de F , le fait que les domaines rationnels sont cofiltrants dans Flt(q)
et Flt(p), et la proposition 2.1.16. c.q.f.d.

Voici un autre corollaire important de la proposition 2.1.29.

Proposition 2.1.31. — Supposons que C vérifie l’hypothèse de la seconde par-
tie de la proposition 2.1.29 et soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Alors,
OShvad(Ouvqc(X),C) est complète et cocomplète, et le foncteur d’inclusion

OShvad

(
Ouvqc(X),C

)
↪−→ Shvad

(
Ouvqc(X),C

)

commute aux limites finies et colimites quelconques. De même, le foncteur

ovX : Shvad

(
Ouvqc(X),C

)
−→ OShvad

(
Ouvqc(X),C

)

commute aux limites et colimites quelconques.

Démonstration. — Soit (Fi)i∈I un système projectif de faisceaux surconvergents. Alors
LimiFi est un faisceau. Par la proposition 2.1.29, ovXLimiFi est un faisceau sur-
convergent. Il est facile de voir qu’il représente la limite projective de (Fi)i∈I dans
OShvad(Ouvqc(X),C).

De même, soit (Fi)i∈I est un système inductif de faisceaux surconvergents. Alors,
la colimite des Fi dans la catégorie des préfaisceaux est un préfaisceau surconvergent.
Par la proposition 2.1.29, aad Colimi Fi est un faisceau surconvergent. Il représente
clairement la colimite de (Fi)i∈I dans OShvad(Ouvqc(X),C).

Pour les autres assertions, on utilise les descriptions ci-dessus des limites et coli-
mites dans OShvad(Ouvqc(X),C), le fait que ovX est un adjoint à droite à l’inclusion
évidente et le fait qu’une limite finie de préfaisceaux surconvergents et un préfaisceau
surconvergent. c.q.f.d.

Pour la suite, on aura besoin d’une version homotopique de la notion de surcon-
vergence que l’on introduit dans le lemme ci-dessous.
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Lemme 2.1.32. — Soit X une k-variété rigide et soit F un préfaisceau sur Ouvqc(X)
à valeurs dans une catégorie de coefficients M (voir la définition 1.2.31). Les deux
conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout A ∈ E, le préfaisceau d’ensembles U ! homHo(M)(A,F (U)) est sur-
convergent.

(ii) Pour tout Y ∈ Ouvqc(X) et U ∈ Ouvqc(Y ), le morphisme

Colim
V ∈VY (U)

F (V ) −→ F (U)

est une équivalence faible.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, nous dirons que F est homotopiquement sur-
convergent.

Démonstration. — L’implication (ii) ⇒ (i) découle du fait que homHo(M)(A,−) com-
mute aux colimites filtrantes pour A ∈ E. Pour l’implication réciproque, on utilise
en plus le fait que la famille

(
homHo(M)(A,−)

)
A∈E

est conservative sur Ho(M).
c.q.f.d.

Soit X une k-variété rigide. On dit qu’un préfaisceau F sur Etqc/X est surcon-
vergent (resp. faiblement surconvergent, homotopiquement surconvergent) si la res-
triction de F à Ouvqc(U) possède cette propriété pour tout U ∈ Etqc/X. On a le
résultat suivant.

Proposition 2.1.33. — Soit X une k-variété rigide.

1) Soit F un préfaisceau sur Etqc/X à valeurs dans une catégorie C complète,
cocomplète et où les colimites filtrantes sont exactes. On suppose que F est surcon-
vergent et qu’il est un faisceau pour la topologie des recouvrements admissibles. Alors,
F est aussi un faisceau pour la topologie de Nisnevich.

2) Soit F un préfaisceau sur Etqc/X à valeurs dans une catégorie de coefficients M.
On suppose que F est homotopiquement surconvergent et qu’il vérifie la propriété de
Brown-Gersten pour la topologie des recouvrements admissibles. Alors, F vérifie aussi
la propriété de Brown-Gersten pour la topologie de Nisnevich.

Démonstration. — On ne restreint pas la généralité en supposant que la k-variété
rigide X est quasi-compacte. Supposons donné un carré Nisnevich dans Etqc/X

(2.19) V ′ !!

""

Y ′

e
""

V
j

!! Y

avec e étale, j une immersion ouverte et Y ′ − V ′ ≃ Y − V . Nous allons montrer
que F transforme ce carré en un carré cartésien (resp. homotopiquement cartésien)
dans la situation de la première (resp. deuxième) partie de l’énoncé. Ceci permettra de
conclure en utilisant la proposition 1.2.26 (resp. par la définition même de la propriété
de Brown-Gersten).
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Étant donné W ∈ VY (V ), on forme le carré cartésien

(2.20) W ′ !!

""

Y ′

e
""

W !! Y.

Puisque F est surconvergent (resp. homotopiquement surconvergent), les morphismes

Colim
W∈VY (V )

F (W ) −→ F (V ) et Colim
W∈VY (V )

F (W ′) −→ F (V ′)

sont des isomorphismes (resp. des équivalences faibles). (Pour le deuxième morphisme,
on utilise la proposition 2.1.27.) Il suffit donc de vérifier que F envoie le carré (2.20) sur
un carré cartésien dans C (resp. homotopiquement cartésien dans M). (On utilise pour
cela l’hypothèse que les colimites filtrantes sont exactes (et préservent les équivalences
faibles dans le cas respé).)

Comme V !Y W , on peut trouver un ouvert quasi-compact U dans Y tel que
W ∪ U = Y et V ∩ U = ∅. En particulier, U ′ = Y ′ ×̂Y U ≃ U . Ainsi, le recou-
vrement admissible (W ↪→ Y, U ↪→ Y ) est plus fin que le recouvrement Nisnevich
(W ↪→ Y , Y ′ → Y ). On se ramène alors à montrer que F transforme les carrés

U ∩W !!

""

U

""

W !! Y

et U ′ ∩W ′ !!

""

U ′

""

W ′ !! Y ′

en des carrés cartésiens (resp. homotopiquement cartésiens). Le résultat découle main-
tenant de l’hypothèse que F est un faisceau (resp. vérifie la propriété de Brown-
Gersten) pour la topologie des recouvrements admissibles. c.q.f.d.

Lemme 2.1.34. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et soit F un préfais-
ceau sur Ouvqc(X) à valeurs dans une catégorie de coefficients M. On suppose que F
vérifie la propriété de Brown-Gersten pour la topologie des recouvrements admissibles.
Alors, il est en de même de ovX(F ).

Démonstration. — Soient U et V des ouverts quasi-compacts deX. Il s’agit de montrer
que le carré

ovX(F )(U ∪ V ) !!

""

ovX(F )(U)

""

ovX(F )(V ) !! ovX(F )(U ∩ V )

est homotopiquement cartésien. Par les lemmes 2.1.24 et 2.1.25, ce carré est la colimite
filtrante suivant (U ′, V ′) ∈ VX(U)× VX(V ) des carrés

F (U ′ ∪ V ′) !!

""

F (U ′)

""

F (V ′) !! F (U ′ ∩ V ′).
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Le résultat découle maintenant du fait que les colimites filtrantes dans M sont exactes
et préservent les équivalences faibles (et donc les carrés homotopiquement cartésiens).

c.q.f.d.

On retient le résultat suivant.

Proposition 2.1.35. — Soit X une k-variété rigide.
1) Soit F un complexe de préfaisceaux de groupes abéliens sur Ouvqc(X). On sup-

pose que F est faiblement surconvergent. Alors, les préfaisceaux d’hypercohomologie
Hi

ad(−, F ) sont surconvergents pour tout i ∈ Z.
2) Soit F un complexe de préfaisceaux de groupes abéliens sur Etqc/X. On suppose

que F est faiblement surconvergent. Le morphisme évident Hi
ad(U,F ) → Hi

Nis(U,F )
est inversible pour tout i ∈ Z et U ∈ Etqc/X.

Démonstration. — Dans la suite, on suppose que la k-variété rigide X est quasi-
compacte, ce qui ne restreint pas la généralité.

1) Puisque Hi
ad(−, F ) ≃ Hi

ad(−, aad(F )) et grâce à la proposition 2.1.29, il suffit
de traiter le cas où F est un complexe de faisceaux surconvergents. Soit F → I un
quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux avec I projectivement fibrant (voir [3,
Définition 4.4.40 et Corollaire 4.4.42]). En particulier, I vérifie la propriété de Brown-
Gersten pour la topologie des recouvrements admissibles. Par la proposition 2.1.31,
le foncteur ovX est exact sur les faisceaux. Il s’ensuit que

F ≃ ovX(F ) −→ ovX(I)

est encore un quasi-isomorphisme de faisceaux. Par le lemme 2.1.34, ovX(I) vérifie
encore la propriété de Brown-Gersten pour la topologie des recouvrements admis-
sibles. On a donc des isomorphismes Hi

ad(U,F ) ≃ Hi(Γ(U, ovX(I))), ce qui permet de
conclure. Remarquons au passage que notre argument entrâıne aussi que le morphisme
ovX(I)→ I est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux.

2) Comme ci-dessus, on peut supposer que F est un complexe de faisceaux sur-
convergents sur le site (Etqc/X, ad). Soit F → I un quasi-isomorphisme de com-
plexes de faisceaux avec I projectivement fibrant (voir [3, Définition 4.4.40 et Co-
rollaire 4.4.42]). En particulier, I vérifie la propriété de Brown-Gersten pour la to-
pologie des recouvrements admissibles. Par la première partie de la preuve, I est
homotopiquement surconvergent. On en déduit, grâce à la proposition 2.1.33, que
F vérifie la propriété de Brown-Gersten pour les carrés Nisnevich. Il s’ensuit que
Hi

Nis(U,F ) ≃ Hi(Γ(U, I)) ≃ Hi
ad(U,F ). La proposition est prouvée. c.q.f.d.
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2.2. Correspondances finies et préfaisceaux avec transferts en géométrie
rigide

On fixe un corps valué complet k dont la valuation n’est pas supposée non triviale.
Les conventions générales du début de la section 1.2 sont en vigueur. Dans cette sec-
tion, on étend la notion de correspondance finie, bien connue en géométrie algébrique
(voir [46]), au cadre de la géométrie rigide.

2.2.1. Faisceaux fh et multiplicités d’intersection. — En géométrie algé-
brique, les correspondances finies apparaissent naturellement en considérant la topolo-
gie fh comme le montre l’article de Suslin-Voevodsky [41](4). Ce point de vue facilite
la vérification de certaines propriétés, notamment l’associativité de la composition des
correspondances finies. De plus, il fournit beaucoup d’exemples de préfaisceaux avec
transferts. Ainsi, nous avons choisi d’introduire les correspondances finies en géomé-
trie rigide via les faisceaux fh. Nous suivrons de près l’article [41] en l’adaptant à la
géométrie rigide. Rappelons que Afnd/k désigne la catégorie des k-affinöıdes.

Définition 2.2.1. — La topologie fh sur Afnd/k est la topologie associée à la pré-
topologie formée des familles (fi : Yi → X)i∈I telles que l’ensemble I est fini, et le
morphisme

⋃
i fi :

∐
i∈I Yi → X est fini et surjectif.

Étant donné un k-affinöıde X, le morphisme de normalisation X ′ → X est un
recouvrement fh. Grâce à [1, Exposé III, Théorème 4.1], on a donc une équivalence
de sites

(Afnd/k, fh) −→ (NorAfnd/k, fh),

où NorAfnd/k ⊂ Afnd/k est la sous-catégorie pleine des k-affinöıdes normaux munie
de la topologie induite de la topologie fh sur Afnd/k ; cette topologie induite est
encore notée « fh ».

On fera attention que la topologie fh sur NorAfnd/k ne provient pas d’une prétopo-
logie car les morphismes finis et surjectifs ne sont pas quarrables dans NorAfnd/k. Un
sous-préfaisceau H du préfaisceau représenté par X ∈ Ob(NorAfnd/k) est un crible
couvrant pour la topologie fh si et seulement si, pour tout F ∈ Ob(Shvfh(Afnd/k)),
l’application

homPreShv(NorAfnd/k)(X, inc∗(F )) −→ homPreShv(NorAfnd/k)(H, inc∗(F ))

est bijective (avec inc : NorAfnd/k ↪→ Afnd/k le foncteur d’inclusion). La définition
suivante est l’extension aux k-affinöıdes de [41, Definition 5.5].

Définition 2.2.2. — Un morphisme de k-affinöıdes

f : Y = Spm(B) −→ X = Spm(A)

(4) Dans loc. cit., les auteurs montrent qu’un faisceau pour la topologie qfh admet naturellement des

transferts. Toutefois, leur argument n’utilise que les propriétés d’une topologie moins fine, à savoir,

la topologie fh engendrée par les familles surjectives de morphismes finis.
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est un revêtement pseudo-galoisien si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) X et Y sont intègres, et f est fini et surjectif ;

(ii) l’extension finie Frac(A) ⊂ Frac(B) est pseudo-galoisienne de groupe de Ga-
lois G ;

(iii) le sous-annneau B ⊂ Frac(B) est invariant par l’action de G.

Il est clair que sous les conditions (i) et (ii) de la définition 2.2.2, la condition
(iii) équivaut à ce que le morphisme de groupes Aut(Y/X)op → G soit inversible. La
condition (iii) est automatique lorsque le k-affinöıde Y est normal.

Lemme 2.2.3. — Soit f : Y → X un revêtement pseudo-galoisien de k-affinöıdes.
Lorsque X est normal, on a les propriétés suivantes.

1) Pour toute extension finie l/k et tout point l-rationnel x ∈ X(l), l’action de
Aut(Y/X) sur les points fermés de Y ×̂Xx est transitive.

2) Plus généralement, si X ′ → X est un morphisme de k-affinöıdes avec X ′ in-
tègre, le groupe Aut(Y/X) permute transitivement les composantes irréductibles de
Y ′ = Y ×̂X X ′. De plus, si Y ′

0 est une composante irréductible de Y ′ (considérée
comme un k-affinöıde réduit), le morphisme Y ′

0 → X ′ est un revêtement pseudo-
galoisien.

Démonstration. — Pour démontrer la première partie du lemme, on peut supposer
que k est algébriquement clos (quitte à le remplacer par la complétion d’une clôture
algébrique). Ceci permettra d’identifier les points fermés aux points k-rationnels. On
pose A = Γ(X,O) et B = Γ(Y,O). Alors B est une A-algèbre finie munie d’une
action de G = Aut(Y/X)op = Gal(Frac(B)/Frac(A)). La A-algèbre BG est finie et
l’extension Frac(A) ⊂ Frac(BG) est purement inséparable. Comme l’anneau A est
normal, la A-algèbre BG est radicielle. Or, le morphisme Spec(BG) → Spec(A) est
fini et surjectif. C’est donc un homéomorphisme universel. En particulier, les idéaux
premiers de A sont en bijection avec ceux de BG. Par ailleurs, d’après [13, Chapitre V,
§2, n◦ 2, Théorème 2], si p est un idéal premier deBG, le groupeG opère transitivement
sur l’ensemble des idéaux premiers q ⊂ B tels que p = q∩BG. En se restreignant aux
idéaux premiers maximaux, on obtient la première partie du lemme.

On passe à la seconde partie du lemme. On montre d’abord que G permute tran-
sitivement les composantes irréductibles de Y ′. Pour cela, on fixe une composante
irréductible Y ′

1 de Y ′ qui domine X ′. (Il y en a au moins une car Y ′ → X ′ est sur-
jectif.) Soit Y ′

2 une autre composante irréductible de Y ′, distincte de Y ′
1 . Nous allons

montrer que Y ′
2 est l’image de Y ′

1 par un élément de G (ce qui suffit pour conclure).
Soit y2 un point fermé de Y ′

2 appartenant au lieu régulier de Y ′
red. Comme Y ′

1 se sur-
jecte sur X ′, on peut trouver un point fermé y1 de Y ′

1 admettant la même image que y2
dans X ′. Par la première partie du lemme, il existe σ ∈ Aut(Y/X) tel que σ(y2) = y1.
En particulier, y1 appartient aussi au lieu régulier de Y ′

red. Comme y1 ∈ Y ′
1 ∩ σ(Y ′

2),
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on a forcément Y ′
1 = σ(Y ′

2). En effet, l’intersection de deux composantes irréductibles
distinctes ne peut pas contenir de points réguliers.

Il reste à voir que f ′
0 : Y ′

0 → X ′ est un revêtement pseudo-galoisien. Notons
f ′ : Y ′ → X ′ le morphisme naturel. Notons aussi G0 = StabG(Y ′

0) le stabilisateur
dans G de la composante irréductible Y ′

0 . Posons A′ = Γ(X ′,O), B′ = Γ(Y ′,O) et
B′

0 = Γ(Y ′
0 ,O). Il existe un ouvert non vide U ⊂ Spec(A′) au-dessus duquel Spec(B′)

est la somme disjointe de ses composantes irréductibles. Si x ∈ U(l) est un point
l-rationnel de U , avec l/k une extension finie, les composantes irréductibles de Y ′

induisent une partition de Y ′ ×̂X′ x. D’après la première partie du lemme, on déduit
que G0 agit transitivement sur les points fermés de Y ′

0 ×̂X′ x. Ceci entrâıne que le
morphisme Spec(B′G0

0 ) → Spec(A′) est radiciel (alias universellement injectif, pure-
ment inséparable) au-dessus de U . L’extension Frac(A′) ⊂ Frac(B′

0) est donc pseudo-
galoisienne de groupe de Galois G0. c.q.f.d.

On en déduit la proposition suivante.

Proposition 2.2.4. — Soit F un faisceau fh sur Afnd/k (resp. NorAfnd/k) à
valeurs dans une catégorie complète et cocomplète C. Soit f : Y → X un revêtement
pseudo-galoisien de k-affinöıdes avec X normal (resp. avec X et Y normaux). Alors,

le morphisme évident F (X)
∼
!! F (Y )Aut(Y/X) est inversible.

Démonstration. — Un faisceau fh sur NorAfnd/k est la restriction d’un faisceau fh

sur Afnd/k, vue l’équivalence de catégories Shvfh(Afnd/k)
∼
!! Shvfh(NorAfnd/k).

Il suffit donc de traiter le cas non respé.
Considérons la famille des morphismes (id, g) : Y → Y ×̂X Y , indexée par g ∈

Aut(Y/X). Le morphisme
⋃

g∈Aut(Y/X)

(id, g) :
∐

g∈Aut(Y/X)

Y −→ Y ×̂X Y

est fini. Il est aussi surjectif (sur les points fermés) d’après le lemme 2.2.3. La famille
((id, g) : Y → Y ×̂X Y )g∈Aut(Y/X) est donc un recouvrement fh. Il vient que le
morphisme F (Y ×̂X Y ) →

∏
g∈Aut(Y/X) F (Y ) est un monomorphisme. On en déduit

que la suite

F (X) −→ F (Y ) !!
!!

∏

g∈Aut(Y/X)

F (Y )

est exacte. D’où le résultat. c.q.f.d.

Lorsqu’on se restreint aux k-affinöıdes normaux, on obtient la caractérisation sui-
vante des faisceaux fh.

Corollaire 2.2.5. — Soit F un préfaisceau d’ensembles sur NorAfnd/k. Alors, F
est un faisceau fh si et seulement si il vérifie les deux conditions suivantes.

(i) F (∅/k) = ∗ et l’application évidente F (X1
∐

X2)→ F (X1)×F (X2) est bijective
(pour tous k-affinöıdes normaux X1 et X2).
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(ii) Si f : Y → X est un revêtement pseudo-galoisien de k-affinöıdes avec X et Y
normaux, l’application évidente F (X)→ F (Y )Aut(Y/X) est bijective.

Démonstration. — Les conditions sont nécessaires par la proposition 2.2.4. Montrons
qu’elles suffisent. On note inc : NorAfnd/k ↪→ Afnd/k le foncteur d’inclusion. Soit
F un préfaisceau sur NorAfnd/k vérifiant les conditions (i) et (ii) de l’énoncé. On
montrera que le morphisme canonique F → inc∗afhinc

∗(F ) est inversible (où l’on
note inc∗ le foncteur « image inverse » sur les préfaisceaux suivant le foncteur inc), ce
qui permet de conclure.

Soit X un k-affinöıde normal et connexe (donc non vide). Il faut montrer que
l’application

(2.21) F (X) −→ Colim
X′→X fini et surjectif

Eq
(
inc∗(F )sep(X

′) !!
!! inc∗(F )sep(X

′ ×̂X X ′)
)

est inversible (avec inc∗(F )sep le préfaisceau séparé associé au préfaisceau inc∗(F )).
En effet, la condition (i) entrâıne que le membre de droite dans (2.21) est l’ensemble
des sections au-dessus de X du faisceau associé au préfaisceau séparé inc∗(F )sep (voir
[1, Exposé II, §3]). Or, tout morphisme fini et surjectif X ′ → X se raffine par un
revêtement pseudo-galoisien de X de source un k-affinöıde normal. On peut donc se
restreindre dans (2.21) aux X ′ → X qui sont des revêtements pseudo-galoisiens de
source normale. En reprenant le raisonnement dans la preuve de la proposition 2.2.4,
on voit que pour X ′ → X un revêtement pseudo-galoisien, l’égalisateur dans (2.21) est
simplement (inc∗(F )sep(X ′))Aut(X′/X). Ainsi, grâce à la condition (ii), on terminera
la preuve du corollaire en montrant que, pour X ′ un k-affinöıde normal, l’application
évidente F (X ′)→ inc∗(F )sep(X ′) est bijective.

L’application évidente F (X ′) → inc∗(F )(X ′) est bijective. En effet, c’est
le cas pour F représentable, et cette propriété est stable par colimites ar-
bitraires. Il reste à voir que l’application inc∗(F )(X ′) → inc∗(F )sep(X ′) est
injective (la surjectivité étant claire). Il faut donc montrer que l’application
F (X ′) = inc∗(F )(X ′) →

∏
i∈I inc

∗(F )(Y ′
i ) est injective pour toute famille

(fi : Y ′
i → X ′)i∈I couvrante pour la topologie fh. Or, on peut raffiner une

telle famille par un revêtement pseudo-galoisien Y ′ → X ′ avec Y ′ normal. On se
ramène alors à montrer que l’application F (X ′)→ F (Y ′) est injective, ce qui découle
de la condition (ii) de l’énoncé. c.q.f.d.

Remarque 2.2.6. — Soit F un préfaisceau sur Afnd/k et notons Fsep le préfaisceau
séparé pour la topologie fh associé à F . La preuve du corollaire 2.2.5 montre que

afh(F )(X) = Colim
Y→X pseudo-galoisien

Fsep(Y )Aut(Y/X)

pour tout k-affinöıde normal et connexe X. De plus, on peut se restreindre dans la
colimite ci-dessus aux revêtements pseudo-galoisiens de X de source normale. Ce fait
servira dans la preuve de la proposition 2.2.7 ci-dessous.
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Soit V une k-variété rigide. On note Z ⊗ V le préfaisceau sur Afnd/k qui à un k-
affinoide X associe le Z-module Z⊗ homk(X,V ) librement engendré par les éléments
de homk(X,V ). On note alors Zfh(V ) le faisceau fh associé à Z⊗ V .

Proposition 2.2.7. — Soit V une k-variété rigide. Pour X un k-affinöıde normal,
le groupe Zfh(V )(X) = Γ(X,Zfh(V )) est naturellement isomorphe au Z-module li-
brement engendré par l’ensemble des sous-variétés rigides intègres Z ⊂ X ×̂k V telles
que la projection évidente Z → X est finie et surjective au-dessus d’une composante
connexe de X.

Démonstration. — Il est facile de voir que (Z ⊗ V )(Y ) ≃ (Z ⊗ V )sep(Y ) pour
tout k-affinöıde intègre Y . Soit X un k-affinöıde normal et connexe. D’après la
remarque 2.2.6, on a :

Zfh(V )(X) = Colim
Y→X pseudo-galoisien

(
Z⊗ homk(Y, V )

)Aut(Y/X)
.

On note homk(Y, V )/Aut(Y/X) l’ensemble des orbites de l’action de Aut(Y/X) sur
homk(Y, V ). On vérifie aisément que l’application

Z⊗
(homk(Y, V )

Aut(Y/X)

)
−→

(
Z⊗ homk(Y, V )

)Aut(Y/X)
,

qui à une orbite O ∈ homk(Y, V )/Aut(Y/X) associe la somme
∑

f∈O f , est bijective.
On obtient donc

Zfh(V )(X) = Colim
Y→X pseudo-galoisien

Z⊗
(homk(Y, V )

Aut(Y/X)

)

= Z⊗
(

Colim
Y→X pseudo-galoisien

homk(Y, V )

Aut(Y/X)

)
.

On note sv0(X,V ) l’ensemble des sous-variétés rigides de X ×̂k V qui sont intègres,
finies et surjectives sur X. (Rappelons que X est supposé connexe.) Étant donné un
revêtement pseudo-galoisien c : Y → X et un morphisme f : Y → V , on note
Z(c, f) ⊂ X ×̂k V l’image du morphisme fini(5) (c, f) : Y → X ×̂k V . C’est un élément
de sv0(X,V ). Si σ ∈ Aut(Y/X), on a Z(c, f◦σ) = Z(c, f). Ainsi, l’application Z(−,−) :
homk(Y, V )→ sv0(X,V ) se factorise par homk(Y, V )/Aut(Y,X). On obtient ainsi une
application

Colim
Y→X pseudo-galoisien

homk(Y, V )

Aut(Y/X)
−→ sv0(X,V ).

Nous allons montrer que cette application est bijective, ce qui terminera la preuve de
la proposition.

On montre d’abord la surjectivité. Soit Z ⊂ X ×̂k V une sous-variété rigide intègre,
finie et surjective sur X. Soit Y → X un revêtement pseudo-galoisien qui domine le

(5) On rappelle que toutes nos variétés rigides sont supposées séparées. Le fait que V soit séparée est

utilisé ici pour assurer la finitude du morphisme (c, f).
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morphisme Z → X. On dispose donc d’un diagramme commutatif

Y

!! !!
❍❍

❍❍
❍❍

❍ f

""

c

!!

Z ##

$$

V

X.

On a alors Z = Z(c, f).
Pour l’injectivité, on considère des revêtements pseudo-galoisiens ci : Yi → X

et des morphismes de k-variétés rigides fi : Yi → V (pour i ∈ {1, 2}). On sup-
pose que Z(c1, f1) = Z(c2, f2). On peut trouver un revêtement pseudo-galoisien
c : Y → X qui domine c1 et c2. Soient d1 : Y → Y1 et d2 : Y → Y2 des
morphismes de X-affinöıdes. Étant donné que fi et fi ◦ di ont même classe dans
ColimX′/X homk(X ′, V )/Aut(X ′/X), on peut supposer que Y1 = Y2 = Y . On pose
Z = Z(c, f1) = Z(c, f2), et on note ei : Y → Z l’unique morphisme fini et surjectif
qui factorise (c, fi). Puique Frac(Γ(Z,O)) est une extension finie de Frac(Γ(X,O)),
l’action de Aut(Y/X) sur homX(Y, Z) est transitive. Il existe donc σ ∈ Aut(Y,X) tel
que e2 = e1 ◦ σ. Il s’ensuit que f2 = f1 ◦ σ. Ceci montre que f1 et f2 ont même classe
dans homk(Y, V )/Aut(Y/X). L’injectivité est démontrée. c.q.f.d.

Dans la suite du paragraphe, il sera pratique d’utiliser la notation suivante.

Notation 2.2.8. — Si X est un k-affinöıde intègre, on pose k(X) = Frac(Γ(X,O)).

Étant donnée une extension finie de corps L/K, on note [L : K]sep et [L : K]isp
le degré et l’indice de la sous-extension séparable maximale de L/K. Ainsi, on a
[L : K] = [L : K]sep · [L : K]isp.

Proposition 2.2.9. — Soit F un faisceau fh de groupes abéliens sur Afnd/k. Soit
f : Y → X un morphisme fini et surjectif entre k-affinöıdes intègres. On suppose
que X est normal et on choisit un revêtement pseudo-galoisien g : R → X tel que
homX(R, Y ) est non vide. (Par exemple, on peut prendre pour R le normalisé de X
dans la clôture pseudo-galoisienne de l’extension k(Y )/k(X).) Étant donné a ∈ F (Y ),
on note Trf (a) ou encore TrY/X(a) l’unique élément de F (X) dont la restriction à
F (R) est donnée par

(2.22)
(
[k(Y ) : k(X)]isp

∑

σ∈homX(R,Y )

F (σ)(a)
)
∈ F (R)Aut(R/X).

L’élément Trf (a) est alors indépendant du choix du revêtement pseudo-galoisien g.
On obtient ainsi un morphisme canonique de groupes abéliens Trf : F (Y ) → F (X)
qu’on appelle le morphisme trace.

Démonstration. — Seule l’indépendance du choix de g nécessite une démonstration.
Soit h : P → X un deuxième revêtement pseudo-galoisien avec homX(P, Y ) ̸= ∅.
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On se ramène immédiatement au cas homX(P,R) ̸= ∅ et on fixe t : P → R un X-
morphisme. Notons provisoirement Trgf (a) et Tr

h
f (a) les traces de a calculées à l’aide

de g et h respectivement. Étant donné que les morphismes F (X) → F (R) et F (t) :
F (R) → F (P ) sont injectifs, il suffit de montrer l’égalité (Trgf (a))|P = (Trhf (a))|P
dans F (P ). Il s’agit donc de comparer les éléments

F (t)
(
[k(Y ) : k(X)]isp

∑

σ∈homX(R,Y )

F (σ)(a)
)

et
(
[k(Y ) : k(X)]isp

∑

σ∈homX(P,Y )

F (σ)(a)
)
.

Le résultat découle maintenant du fait que (−) ◦ t : homX(R, Y ) → homX(P, Y ) est
une application bijective. c.q.f.d.

Soit f : Y → X un morphisme fini et surjectif de k-affinöıdes intègres. Soit
g : R → X un revêtement pseudo-galoisien tel que homX(R, Y ) ̸= ∅. Soit s :
X ′ → X un morphisme quelconque de k-affinöıdes avec X ′ intègre. Supposons de
plus que X et X ′ sont normaux. Par le lemme 2.2.3, le groupe Aut(R/X) agit tran-
sitivement sur les composantes irréductibles de R′ = R ×̂X X ′. On en fixe une,
R′

0 ⊂ R′, et on note g′0 : R′
0 → X ′ le morphisme évident. C’est un revêtement

pseudo-galoisien. L’ensemble des composantes irréductible de R′ est naturellement
paramétré par Aut(R/X)/StabAut(R/X)(R

′
0) via σStabAut(R/X)(R

′
0) ! σ(R′

0). On
note {Y ′

i , i ∈ I} l’ensemble des composantes irréductibles de Y ′ = Y ×̂X X ′. Pour
i ∈ I, le morphisme f ′

i : Y ′
i → X ′ est fini et surjectif car Y ′

i est l’image d’une com-
posante irréductible de R′ (qui est nécessairement finie et surjective sur X ′ par le
lemme 2.2.3).

Considérons le carré commutatif

R′
0

t′0
!!

g′0
""

R

g
""

X ′ s
!! X.

Soit F un faisceau fh de groupes abéliens sur Afnd/k. Pour a ∈ F (Y ), on a les égalités

F (g′0)F (s)Trf (a) = F (t′0)F (g)Trf (a)(2.23)

= [k(Y ) : k(X)]isp F (t′0)
∑

σ∈homX(R,Y )

F (σ)(a)

= [k(Y ) : k(X)]isp
∑

σ∈homX(R,Y )

F (σt′0)(a).

Considérons l’application

m : homX(R, Y ) −→
∐

i∈I

homX′(R′
0, Y

′
i )
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qui à σ ∈ homX(R, Y ) associe l’unique morphisme R′
0 → Y ′

i(σ) rendant commutatif le
carré

R′
0

t′0
!!

""

R

σ
""

Y ′
i(σ)

s′i(σ)
!! Y.

Cette application est surjective. Ses fibres forment une partition de homX(R, Y ). La
dernière expression dans (2.23) se réécrit

[
k(Y ) : k(X)

]
isp

∑

i∈I

∑

σ′
i∈homX′ (R′

0,Y
′
i )

∑

σ∈m−1(σ′
i)

F (σt′0)(a)(2.24)

=
[
k(Y ) : k(X)

]
isp

∑

i∈I

∑

σ′
i∈homX′ (R′

0,Y
′
i )

∣∣m−1(σ′
i)
∣∣F (σ′

i)F (s′i)(a).

Le lemme suivant calcule les cardinaux des fibres de l’application m.

Lemme 2.2.10. — Notons l le nombre des composantes irréductibles de R′. Pour
i ∈ I, choisissons un X-morphisme R → Y et notons li le nombre des composantes
irréductibles de R′ dont l’image par le X ′-morphisme R′ → Y ′, obtenu par changement
de base du X-morphisme R → Y , est Y ′

i . (Le nombre li ne dépend pas du choix du
X-morphisme R→ Y.)

Soit σ′
i : R

′
0 → Y ′

i un X ′-morphisme. Alors, on a

(2.25)
∣∣m−1(σ′

i)
∣∣ = [k(Y ) : k(X)]sep · li

[k(Y ′
i ) : k(X

′)]sep · l ·

En particulier, |m−1(σ′
i)| ne dépend que de i.

Démonstration. — Le groupe StabAut(R/X)(R
′
0) agit sur les ensembles

homX(R, Y ) et
∐

i∈I

homX′(R′
0, Y

′
i )

par composition à gauche et le morphisme m est StabAut(R/X)(R
′
0)-équivariant. De

plus, l’action de StabAut(R/X)(R
′
0) sur homX′(R′

0, Y
′
i ) est transitive. On en déduit que

les fibres des éléments de homX′(R′
0, Y

′
i ) ont le même cardinal qu’on notera mi. On

a clairement

mi =
| hom(i)

X (R, Y )|
| homX′(R′

0, Y
′
i )|

où hom(i)
X (R, Y ) = m−1 (homX′(R′

0, Y
′
i )) est l’ensemble des σ ∈ homX(R, Y ) tels que

σ(R′
0) = Y ′

i .
On fixe un X-morphisme σ : R → Y tel que σ(R′

0) = Y ′
i . Notons H ⊂ Aut(R/X)

le sous-ensemble des τ tels que σ(τ(R′
0)) = Y ′

i . On a bien sûr StabAut(R/X)(R
′
0) ⊂ H

et H est stable par multiplication à droite (i.e., composition à gauche) par les élé-
ments de StabAut(R/X)(R

′
0). Le quotient H/StabAut(R/X)(R

′
0) s’identifie à l’ensemble

MÉMOIRES DE LA SMF 140/141

214

214
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de composantes irréductibles de R′ qui s’envoient sur Y ′
i par σ via l’association

τStabAut(R/X)(R
′
0)! τ(R′

0). On a donc

li =
|H|

|StabAut(R/X)(R′
0)|

.

Par ailleurs, H est stable par multiplication à gauche par le sous-groupe Aut(R/Y ) ⊂
Aut(R/X) (où R est considéré comme un Y -affinöıde via le morphisme σ). De plus,
on a une bijection σ ◦H ≃ Aut(R/Y )\H. Il s’ensuit que σ ◦H ⊂ homX(R, Y ) est de
cardinal

|H|
|Aut(R/Y )| =

|StabAut(R/X)(R
′
0)| · li

|Aut(R/Y )| =
|Aut(R/X)| · li
|Aut(R/Y )| · l =

[k(Y ) : k(X)]sep · li
l

.

Étant donné que Aut(R/X) agit transitivement sur homX(R, Y ), on voit que

hom(i)
X (R, Y ) = σ ◦H. On déduit en fin de compte que

mi =
[k(Y ) : k(X)]sep · li
[k(Y ′

i ) : k(X
′)]sep · l .

Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Grâce au lemme 2.2.10, la dernière expression dans (2.24) peut s’écrire

[k(Y ) : k(X)]isp
∑

i∈I

[k(Y ) : k(X)]sep · li
[k(Y ′

i ) : k(X
′)]sep · l

∑

σ′
i∈homX′ (R′

0,Y
′
i )

F (σ′
i)F (s′i)(a)

=
∑

i∈I

[k(Y ) : k(X)]isp · [k(Y ) : k(X)]sep · li
[k(Y ′

i ) : k(X
′)]isp · [k(Y ′

i ) : k(X
′)]sep · l

(
[k(Y ′

i ) : k(X
′)]isp

×
∑

σ′
i∈homX′ (R′

0,Y
′
i )

F (σ′
i)F (s′i)(a)

)

=
∑

i∈I

[k(Y ) : k(X)] · li
[k(Y ′

i ) : k(X
′)] · l

(
[k(Y ′

i ) : k(X
′)]isp

∑

σ′
i∈homX′ (R′

0,Y
′
i )

F (σ′
i)F (s′i)(a)

)

= F (g′0)
∑

i∈I

[k(Y ) : k(X)] · li
[k(Y ′

i ) : k(X
′)] · l · TrY

′
i /X

′(F (s′i)(a)).

On fera attention que les coefficients

ni =
[k(Y ) : k(X)] · li
[k(Y ′

i ) : k(X
′)] · l

sont a priori dans Z[1/p] avec p l’exposant caractéristique de k. Ainsi, l’égalité ci-
dessus n’a de sens qu’après multiplication par le p.p.c.m. des dénominateurs des repé-
sentants irréductibles des rationnels ni. Étant donné que F (g′0) est injectif, on obtient
le résultat suivant.
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Théorème 2.2.11. — Supposons donné un carré cartésien de k-affinöıdes

Y ′

f ′
!!

s′
"" Y

f
!!

X ′ s
"" X

avec f fini et surjectif, Y intègre, et X et X ′ normaux et connexes. On note {Y ′
i , i ∈ I}

l’ensemble des composantes irréductibles de Y ′, et f ′
i et s′i les restrictions de f ′ et

s′ à Y ′
i . Il existe alors une unique famille (ni)i∈I ∈ (Z[1/p])I telle que, pour tout

faisceau fh de groupes abéliens F , on a

prF (s) ◦ Trf =
∑

i∈I

(prni)Trf ′
i
◦ F (s′i)

avec r ∈ N le plus petit entier tel que les prni sont tous dans Z.

Démonstration. — L’existence est claire par le calcul précédent. Pour l’unicité, on
prend F = Zfh(Y ) et l’élément idY ∈ Zfh(Y )(Y ). On a alors

pr(TrY/X(idY ))|X′ =
∑

i∈I

(prni)TrY ′
i /X

′(s′i).

Il suffit alors de montrer que les éléments TrY ′
i /X

′
i
(s′i) sont linéairement indépendants

dans Zfh(Y )(X ′). Modulo l’identification de la proposition 2.2.7, TrY ′
i /X

′
i
(s′i) est un

multiple non nul de Y ′
i vue comme sous-variété rigide de X ′ ×̂k Y . Mais Zfh(Y )(X ′)

est librement engendré par les sous-variétés rigides de X ′ ×̂k Y intègres, finies et sur-
jectives sur X ′. c.q.f.d.

Définition 2.2.12. — Le nombre ni défini ci-dessus est appelé la multiplicité galoi-
sienne de la composante Y ′

i . On le notera aussi n(Y ′
i ), nf (Y ′

i ) ou nY/X(Y ′
i ) selon le

contexte.

Corollaire 2.2.13. — On suppose donné un diagramme commutatif de k-affinöıdes
à carrés cartésiens

Y ′′ ""

f ′′
!!

Y ′ ""

f ′
!!

Y

f
!!

X ′′ "" X ′ "" X

avec Y intègre, X, X ′ et X ′′ normaux et connexes. Soit Y ′′
0 une composante irré-

ductible de Y ′′. On note {Y ′
i ; i ∈ I0} l’ensemble des composantes irréductibles de Y ′

telles que Y ′′
0 ⊂ Y ′

i ×̂X′ X ′′. On a alors l’égalité

nY/X(Y ′′
0 ) =

∑

i∈I0

nY/X(Y ′
i )nY ′

i /X
′(Y ′′

0 ).

Démonstration. — Ceci découle immédiatement de l’unicité dans le théorème 2.2.11.
c.q.f.d.
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Lorsque X est lisse, les multiplicités galoisiennes cöıncident avec les multiplicités
de Serre (voir [39]). Plus précisément, on a le résultat suivant.

Proposition 2.2.14. — On garde les notations et les hypothèses du théorème 2.2.11.
On suppose de plus que le k-affinöıde X est lisse. Notons A = Γ(X,O), B = Γ(Y,O),
A′ = Γ(X ′,O), B′ = Γ(Y ′,O) et pi ⊂ B′ l’idéal premier (minimal) définissant Y ′

i .
On a alors la formule

(2.26) nY/X(Y ′
i ) =

∞∑

r=0

(−1)r lgB′
pi

(
TorAr (A

′, B)⊗B′ B′
pi

)
.

En particulier, nY/X(Y ′
i ) est un entier (strictement positif ).

Démonstration. — On note provisoirement n′
i = n′

Y/X(Y ′
i ) les nombres donnés par le

membre de droite dans l’égalité (2.26). On procède en deux étapes.

Étape 1 : Le but de cette étape est de se ramener au cas où Y ′ est irréductible. Soit t :
X ′′ → X ′ un morphisme dominant de k-affinöıdes avec X ′′ intègre et k(X ′) ⊂ k(X ′′)
une extension séparable mais non nécessairement algébrique (c’est le cas, par exemple,
si X ′′ est un ouvert affinöıde connexe de X ′). Reprenons les notations du corollaire
2.2.13. L’ensemble I0 est un singleton ; il correspond en effet à l’unique composante
irréductible Y ′

0 de Y ′ dominée par le morphisme Y ′′
0 → Y ′. (On utilise ici le fait

que le morphisme Y ′′ → Y ′ est dominant.) Le corollaire 2.2.13 fournit donc l’égalité
nY/X(Y ′′

0 ) = nY/X(Y ′
0). Par ailleurs, il est immédiat que n′

Y/X(Y ′′
0 ) = n′

Y/X(Y ′
0). Il

suffit donc de montrer la proposition en remplaçant X ′ par X ′′. En prenant pour
X ′′ un X ′-affinöıde étale suffisamment fin, on peut supposer que X ′ est régulier et
que Y ′ est une somme disjointe de ses composantes irréductibles qui sont régulières et
purement inséparables au-dessus de X ′. On peut aussi supposer qu’il existe un carré
cartésien

X ′ !! E

e
""

X ′ !! X

tel que :
– E est un k-affinöıde connexe et e est un morphisme étale,
– E ×̂X Y est une somme disjointe

∐
i∈I Fi telle que (Fi ×̂E X ′)red = X ′

i.
En utilisant une deuxième fois le corollaire 2.2.13, on se ramène à traiter le cas du
carré cartésien (à nil-immersion près)

Y ′
i

!!

""

Fi

""

X ′ !! E.

On peut donc supposer que I est un singleton.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

217

217
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Étape 2 : Par l’étape précédente, on peut supposer que Y ′ est irréductible. Avec les
notations du lemme 2.2.10, on a donc li = l et la multiplicité galoisienne de Y ′ est
simplement

n(Y ′) =
[k(Y ) : k(X)]

[k(Y ′) : k(X ′)]
.

Soit P• → B une résolution projective duA-module de type finiB. Comme l’anneau
A est régulier, on peut supposer que le complexe P• est borné. La caractéristique
d’Euler-Poincaré de P•⊗A l, avec l un corps muni d’un morphisme A→ l, ne dépend
que de B. En prenant l = k(A) et l = k(A′), on obtient les égalités

[
k(Y ) : k(X)

]
=

∞∑

r=0

(−1)r lgk(A′)

(
TorAr (A

′, B)⊗B′ B′
p

)
=

[
k(Y ′) : k(X ′)

]
n′(Y ′)

avec p le nilradical de B′. La proposition est démontrée. c.q.f.d.

On aura besoin de généraliser le théorème 2.2.11 à des changements de base par
des morphismes d’affinöıdes définis sur des corps valués complets différents. Notons
Afnd//k la catégorie dont les objets sont les couples (X,K) avec K/k une extension
de corps valués complets et X un K-affinöıde. Un morphisme (Y, L) → (X,K) est
la donnée d’un morphisme isométrique d’extensions K ↪→ L et d’un morphisme de
L-affinöıdes Y → X ⊗̂K L. Cette catégorie est munie de la topologie fh de la manière
évidente ; un préfaisceau F sur Afnd//k est un faisceau fh si la restriction de F à
Afnd/K est un faisceau fh pour toute extension de corps valués complets K/k. En
particulier, on dispose de morphismes traces pour les faisceaux fh de groupes abéliens.

Théorème 2.2.15. — Supposons donné un carré cartésien dans Afnd//k

(Y ′, L)

f ′
!!

s′
"" (Y,K)

f
!!

(X ′, L)
s

"" (X,K)

avec f fini et surjectif, Y intègre, et X et X ′ normaux et connexes. On note {Y ′
i , i ∈ I}

l’ensemble des composantes irréductibles de Y ′, et f ′
i et s′i les restrictions de f ′ et

s′ à Y ′
i . Il existe alors une unique famille (ni)i∈I ∈ (Z[1/p])I telle que, pour tout

faisceau fh de groupes abéliens F sur Afnd//k, on a

prF (s) ◦ Trf =
∑

i∈I

(prni)Trf ′
i
◦ F (s′i)

avec r ∈ N le plus petit entier tel que les prni sont tous dans Z.
Le nombre ni est appelé la multiplicité galoisienne de la composante Y ′

i et on le
notera n(Y ′

i ) (ou nY/X(Y ′
i )). Ces multiplicités galoisiennes vérifient une formule d’as-

sociativité comme dans le corollaire 2.2.13. De plus, si X est régulier, les ni sont des
entiers naturels qui sont donnés par la formule de Serre comme dans la proposi-
tion 2.2.14.
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Démonstration. — La preuve du théorème 2.2.11 se transporte sans modifications au
cas des faisceaux fh sur Afnd//k. Il en est de même de la preuve du corollaire 2.2.13
et de la proposition 2.2.14. c.q.f.d.

2.2.2. Correspondances finies et préfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/k.
— Soit V une k-variété rigide. Étant donné un k-affinöıde normal et connexe X, on
note Ztr(V )(X) ⊂ Zfh(V )(X) le sous-groupe engendré par les éléments de la forme
Trf (a) avec f : X ′ → X un morphisme fini surjectif, X ′ un k-affinöıde intègre et
a ∈ homk(X ′, V ). Lorsque X est normal mais non nécessairement connexe, on pose
Ztr(V )(X) =

⊕
i∈I Ztr(V )(Xi) où (Xi)i∈I est la famille des composantes connexes

de X. Notons Z(f, a) l’image dans X ×̂k V du morphisme fini (f, a) : X ′ → X ×̂k V .
Par la définition du morphisme trace (voir la proposition 2.2.9) et modulo l’identifi-
cation fournie par la proposition 2.2.7, on a

Trf (a) =
[
k(X ′) : k(Z(f, a))

]
·
[
k(Z(f, a)) : k(X)

]
isp

Z(f, a).

Il s’ensuit que Ztr(V )(X)⊗Z Z[1/p] = Zfh(V )(X)⊗Z Z[1/p] avec p l’exposant carac-
téristique de k. On en déduit aussi le résultat suivant.

Lemme 2.2.16. — Soit X un k-affinöıde normal. Le groupe Ztr(V )(X) est librement
engendré par les éléments TrX′/X(a) avec X ′ une sous-variété fermée de X ×̂k V ,
intègre, finie et surjective sur une composante connexe de X, et a : X ′ → V la
restriction à X ′ de la projection pr2 : X ×̂k V → V .

Soit Y → X un morphisme de k-affinöıdes avec X lisse. Par la proposition
2.2.14, le morphisme de restriction Zfh(V )(X)→ Zfh(V )(Y ) envoie Ztr(V )(X) dans
Ztr(V )(Y ). On obtient ainsi un préfaisceau Ztr(V ) sur la catégorie SmAfnd/k qui est
un sous-préfaisceau de la restriction de Zfh(V ) à SmAfnd/k.

Remarque 2.2.17. — Par la proposition 2.2.7 et le lemme 2.2.16, les groupes
Zfh(V )(X) et Ztr(V )(X) sont abstraitement isomorphes puisqu’ils admettent des
bases en bijection. Toutefois, si la caractéristique de k est non nulle, cet isomorphisme
est différent de l’inclusion évidente et il n’est pas fonctoriel en X lisse.

On considère la catégorie Shvfh(Afnd/k,Z) des faisceaux fh de Z-modules. On
note Zfh(Afnd/k) la sous-catégorie pleine de Shvfh(Afnd/k,Z) ayant pour objets
les Zfh(X) pour X un k-affinöıde.

Lemme 2.2.18. — On obtient une sous-catégorie de Zfh(Afnd/k) en prenant pour
objets les Zfh(X) avec X des k-affinöıdes lisses et pour flèches de Zfh(X) vers Zfh(Y )
les éléments du sous-groupe Ztr(Y )(X) ⊂ Zfh(Y )(X).

Démonstration. — Il s’agit de montrer que les sous-groupes Ztr(Y )(X) ⊂ Zfh(Y )(X) =
hom(Zfh(X),Zfh(Y )) sont stables par composition. On prend trois k-affinöıdes lisses
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et connexes X, Y et Z. On considère un diagramme de k-affinöıdes

X ′

a !!
▲▲▲

▲▲▲
▲▲

f
""

Y ′

g
"" b !!

❑❑❑
❑❑❑

❑❑

X Y Z

avec X ′ et Y ′ intègres, et f et g finis et surjectifs. Il s’agit de montrer que l’élément
Trg(b) ◦ Trf (a) est dans Ztr(Z)(X). On peut pour cela supposer que X ′ et Y ′ sont
normaux.

On a Trg(b) ◦ Trf (a) = Trf (a∗Trg(b)), où a∗ désigne le morphisme de restriction
suivant a sur les préfaisceaux. Par le théorème 2.2.11 et la proposition 2.2.14, a∗Trg(b)
est une combinaison linéaire à coefficients entiers de Trgi(b◦ai) où (Ti)i∈I est la famille
des composantes irréductibles de X ′ ×̂Y Y ′, gi la projection de Ti sur X ′ et ai celle
de Ti sur Y ′. Le résultat découle maintenant de la formule Trf ◦Trgi = Trf◦gi qui est
facile à vérifier. c.q.f.d.

Définition 2.2.19. — On note AfndCor(k) la sous-catégorie (non pleine si la
caractéristique de k est non nulle) de Zfh(Afnd/k) ayant pour objets les Zfh(X) avec
X des k-affinöıdes lisses et pour flèches de Zfh(X) vers Zfh(Y ) les éléments du sous-
groupe Ztr(Y )(X) ⊂ Zfh(Y )(X). Pour X un k-affinöıde lisse, on notera Ztr(X) (au
lieu de Zfh(X)) l’objet correspondant dans AfndCor(k).

La catégorie AfndCor(k) est clairement additive. La somme directe est donnée
par Ztr(X) ⊕ Ztr(Y ) = Ztr(X

∐
Y ). C’est aussi une catégorie monöıdale symétrique

et unitaire pour le produit tensoriel défini par Ztr(X)⊗ Ztr(Y ) = Ztr(X ×̂k Y ).
Étant donnée une catégorie abélienne A, on notera AfndPST(k,A) la catégorie

des foncteurs additifs contravariants de AfndCor(k) à valeurs dans A. Les objets
de cette catégorie seront appelés des préfaisceaux avec transfers sur SmAfnd/k à
valeurs dans A. Lorsque A est la catégorie des groupes abéliens on écrit simplement
AfndPST(k).

Notation 2.2.20. — Soient X un k-affinöıde lisse et V une k-variété rigide. À partir
de maintenant, on utilisera le lemme 2.2.16 pour identifier le groupe Ztr(V )(X) avec
le groupe Cor(X,V ) librement engendré par l’ensemble des sous-variétés intègres
de X ×̂k V finies et surjectives sur une composante connexe de X. Les éléments de
Cor(X,V ) sont appelés les correspondances finies de X dans V .

Soit Z ⊂ X ×̂k V une sous-variété fermée réduite telle que toute composante ir-
réductible de Z est finie et surjective sur une composante connexe de X. Alors Z
définit une correspondance finie [Z] ∈ Cor(X,V ) égale à la somme des composantes
irréductibles de Z.

Une correspondance finie élémentaire de X dans V est un élément [Z] ∈ Cor(X,V )
comme ci-dessus avec Z irréductible. Les correspondances finies élémentaires forment
une base du Z-module Cor(X,V ). Une correspondance finie est dite effective si elle
peut s’écrire comme une combinaison linéaire à coefficients dans N de correspondances
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finies élémentaires. On note Cor+(X,V ) le monöıde des correspondances finies effec-
tives de X dans V .

Remarque 2.2.21. — La catégorie AfndCor(k) admet la description plus concrète
suivante. Les objets deAfndCor(k) sont les k-affinöıdes lissesX qu’on notera Ztr(X),
et même simplement X si le contexte s’y prête. Pour X et Y deux k-affinöıdes
lisses, le groupe de morphismes homAfndCor(k)(Ztr(X),Ztr(Y )) est le groupe abé-
lien Cor(X,Y ) librement engendré par les sous-affinöıdes intègres de X ×̂k Y qui
sont finis et surjectifs sur une composante connexe de X. La composition est donnée
par la formule de Serre. La construction de AfndCor(k) comme une sous-catégorie
de Zfh(Afnd/k) nous dispense de la vérification de l’associativité de la composition.

Proposition 2.2.22. — Soit l/k une extension de corps valués complets. Le foncteur
« image inverse » suivant le morphisme de sites (Afnd/l, fh)→ (Afnd/k, fh) fournit
un foncteur Zfh(Afnd/k)→ Zfh(Afnd/l) qui se restreint en un foncteur

(2.27) AfndCor(k) −→ AfndCor(l).

De plus, si l’extension l/k est algébrique et purement inséparable et si les degrés sur k
des éléments de l sont uniformément bornés, alors le foncteur (2.27) induit une équi-
valence de catégories

AfndCor(k)[1/p]
∼
!! AfndCor(l)[1/p]

avec p l’exposant caractéristique de k.

Démonstration. — Cette proposition est un cas particulier de la proposition 2.2.37. Ici,
on démontre seulement la première partie de l’énoncé qui servira à justifier la première
partie de la proposition 2.2.37. La seconde partie de l’énoncé sera démontrée, dans un
cas plus général, dans la preuve de la proposition 2.2.37.

Il est clair que le foncteur « image inverse » envoie les objets de AfndCor(k)
dans ceux de AfndCor(l) ; en effet le foncteur −⊗̂k l préserve la lissité. Considérons
maintenant une flèche Trf (a) dans AfndCor(k) avec f : X ′ → X fini surjectif,
X ′ intègre et a : X ′ → Y . Soient Z une composante connexe de X ⊗̂k l et Z ′ =
Z ⊗̂X X ′. Notons {Z ′

i; i ∈ I} l’ensemble des composantes irréductibles de Z ′. Par le
théorème 2.2.15, l’image de Trf (a) dans

homZfh(Afnd/l)

(
Zfh(Z),Zfh(Y ⊗̂k l)) = homZfh(Afnd//k)(Zfh(Z, l),Zfh(Y, k))

est donnée par
∑

i∈I nX′/X(Z ′
i) · TrZ′

i/Z
(a ◦ (Z ′

i → X ′)). Comme X est régulier, les
nX′/X(Z ′

i) sont des entiers. La proposition est démontrée. c.q.f.d.

Proposition 2.2.23. — Soit V une k-variété rigide. Le préfaisceau Ztr(V ), défini
sur SmAfnd/k, est un faisceau pour la topologie étale.

Démonstration. — Rappelons que la topologie étale sur SmAfnd/k est engendrée
par la prétopologie formée des familles finies de morphismes étales de k-affinöıdes
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(fi : Ui → X)i∈I telles que
⋃

i fi :
∐

i∈I Ui → X est surjectif (sur les points fermés).
On procède en plusieurs étapes.

Étape 1 : Ici on montre que le préfaisceau Ztr(V ) est séparé pour la topologie étale.
Puisque Ztr(V ) transforme les coproduits finis en sommes directes, il suffit de montrer
que le morphisme Ztr(V )(X) → Ztr(V )(U) est injectif pour tout morphisme étale
u : U → X entre k-affinöıdes lisses et connexes. (On ne demande pas que u soit
surjectif ; la connexité de U et X entrâıne que u est dominant, ce qui sera suffisant
pour l’injectivité de Ztr(V )(X)→ Ztr(V )(U).)

Soit a ∈ Ztr(V )(X) = Cor(X,V ) une correspondance finie. Écrivons a = a+ − a−
avec a+ et a− des correspondances finies effectives de support Z+ et Z− n’ayant au-
cune composante irréductible en commun. (Rappelons que le support d’une correspon-
dance finie est l’union des sous-variétés fermées intègres de X ×̂k V qui apparaissent
avec des coefficients non nuls lorsqu’on écrit cette correspondance finie dans la base
des correspondances finies élémentaires.)

Supposons que la correspondance finie a est non nulle et montrons que a ◦ u
est non nulle. Pour fixer les idées, supposons que a+ est non nulle, i.e., que Z+

est non vide. Puisque u : U → X est dominant et étale, la sous-variété fermée
(u × idV )−1(Z+) ⊂ U ×̂k V , qui est isomorphe au k-affinöıde U ×̂X Z+, est non
vide et n’a aucune composante irréductible en commun avec la sous-variété fermée
(u× idV )−1(Z−) ⊂ U ×̂k V . Comme (u× idV )−1(Z±) est le support de a± ◦u, on voit
que a+ ◦ u ̸= a− ◦ u, ce qui permet de conclure.

Étape 2 : Soit u : U → X un morphisme étale surjectif entre k-affinöıdes lisses.
On se donne une correspondance finie b ∈ Cor(U, V ) telle que b ◦ pr1 = b ◦ pr2 où
pri : U ×̂X U → U , pour i ∈ {1, 2}, sont les deux projections évidentes. On cherche à
montrer qu’il existe une correspondance finie a ∈ Cor(X,V ) telle que b = a ◦ u.

Le but de cette étape est de se ramener au cas où tous les coefficients non nuls qui
apparaissent dans l’écriture de b dans la base des correspondances finies élémentaires
sont égaux à 1. En effet, on peut écrire

b =
∑

n∈Z−{0}

n ·
∑

α∈An

[Tα]

avec A =
∐

n∈Z−{0} An un ensemble fini d’indices, Tα ⊂ U ×̂k V des sous-variétés
fermées, intègres, finies et surjectives sur une composante connexe de U et tel que
Tα ̸= Tβ pour α ̸= β dans A.

Pour i ∈ {1, 2}, notons (T i
α,s)s∈Si

α
la famille des composantes irréductibles de

l’image inverse de Tα par le morphisme étale

pri × idV : (U ×̂X U) ×̂k V −→ U ×̂k V.
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Il est clair que T i
α,s ̸= T i

β,t si (α, s) ̸= (β, t). (Bien entendu, α, β ∈ A, s ∈ Si
α et

t ∈ Si
β .) Or, l’égalité b ◦ pr1 = b ◦ pr2 équivaut à

∑

n∈Z−{0}

n ·
∑

α∈An

∑

s∈S1
α

[T 1
α,s] =

∑

n∈Z−{0}

n ·
∑

α∈An

∑

s∈S2
α

[T 2
α,s].

(En effet, les multiplicités galoisiennes n(T i
α,s) sont égales à 1 car le morphisme pri

est étale.) Ceci entrâıne que
∑

α∈An

∑

s∈S1
α

[T 1
α,s] =

∑

α∈An

∑

s∈S2
α

[T 2
α,s]

pour tout n ∈ Z − {0}. Autrement dit, les correspondances finies bn =
∑

α∈An
[Tα]

vérifient aussi bn ◦ pr1 = bn ◦ pr2. Ceci permet d’obtenir la réduction souhaitée.

Étape 3 : On suppose maintenant que la correspondance finie b est réduite, i.e., qu’elle
s’écrit b =

∑
α∈A[Tα] avec Tα ̸= Tβ si α ̸= β dans A. Notons T le support de b, i.e., T =⋃

α∈A Tα, que l’on munit de sa structure de sous-variété fermée réduite de U ×̂k V ;
ainsi b est la correspondance finie [T ] associée à la sous-variété fermée réduite T .
Puisque le morphisme pri × idV est étale, la k-variété rigide T ×̂U, pri (U ×̂X U) est
aussi réduite. De plus, elle s’identifie canoniquement à la sous-variété fermée réduite
(pri× idV )−1(T ) de (U ×̂X U) ×̂k V qui est aussi le support de la correspondance finie
b ◦ pri. Ainsi, l’égalité b ◦ pr1 = b ◦ pr2 entrâıne l’égalité des sous-variétés fermées de
(U ×̂X U) ×̂k V :

T ×̂U, pr1 (U ×̂X U) = T ×̂U, pr2 (U ×̂X U).

Par la descente fidèlement plate en géométrie rigide [9, Theorem 3.1] (appliquée à
l’idéal de définition de la sous-variété fermée T ⊂ U ×̂k V ), il existe une sous-variété
fermée Z ⊂ X ×̂k V telle que Z ×̂X U = T . Puisque le morphisme u est étale et
surjectif, Z est réduite et toutes ses composantes irréductibles sont finies et surjectives
sur une composante connexe de X. Clairement, la correspondance finie a = [Z] vérifie
b = a ◦ u. c.q.f.d.

Remarque 2.2.24. — On a une équivalence de catégories

Shvét(SmRig/k) ≃ Shvét(SmAfnd/k).

Grâce à la proposition 2.2.23, on peut donc prolonger d’une manière unique Ztr(V )
en un faisceau étale sur SmRig/k. On note encore Ztr(V ) ce prolongement.

L’énoncé ci-dessous devient faux si on y remplace la topologie de Nisnevich par la
topologie des recouvrements admissibles(6).

(6) L’énoncé en question reste vrai si on y remplace la topologie de Nisnevich par la topologie étale.

On ne démontrera pas cette variante car on n’en aura pas besoin. Toutefois, notons à l’intention du

lecteur intéressé qu’il est possible d’adapter la preuve de la propositon 2.2.25 au cas de la topologie

étale.
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Proposition 2.2.25. — Soient V une k-variété rigide et (Vi → V )i∈I un recouvre-
ment Nisnevich de V par des morphismes étales. Alors, le complexe de Čech

· · · −→
⊕

(i1,...,in)∈In

Ztr(Vi1 ×̂V · · · ×̂V Vin) −→ · · · −→
⊕

i∈I

Ztr(Vi) −→ Ztr(V ) −→ 0

est acyclique en tant que complexe de faisceaux pour la topologie de Nisnevich (i.e.,
en tant que complexe dans la catégorie abélienne ShvNis(SmAfnd/k)).

Démonstration. — Puisque Ztr(−) transforme un coproduit de k-variétés rigides en
une somme directe de faisceaux Nisnevich, il suffit de traiter le cas d’un recouvrement
Nisnevich constitué par un seul morphisme étale V ′ → V . Dans ce cas, le complexe
qui nous intéresse s’écrit plus simplement

· · · −→ Ztr( !̂
n

V V ′) −→ · · ·→ Ztr(V
′) −→ Ztr(V ) −→ 0.

D’après la proposition 1.2.15, il s’agit de montrer que le complexe de groupes abéliens

· · · −→ Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Ztr( !̂
n

V V ′)(U)(2.28)

−→ · · · −→ Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Ztr(V
′)(U) −→ Colim

(U,u)∈FltNis(x)
Ztr(V )(U) −→ 0

est acyclique pour tout k-affinöıde lisse X et tout point x ∈ P(X). On rappelle que
FltNis(x) est la catégorie dont les objets sont les couples (U, u) où U est dans (Et/X)br
et u ∈ P(U) est un point au-dessus de x tel que le morphisme k◦(x) ↪→ k◦(u) induit

un isomorphisme k̃(x) ≃ k̃(u) (voir la définition 1.2.14). On divise la preuve en trois
parties.

Partie A : Soit (U, u) ∈ FltNis(x). Étant donnés une k-variété rigide W et un point
w ∈ P(W ), on note Zw

tr(W )(U) le sous-groupe de Ztr(W )(U) engendré par les sous-
variétés (d, g) : T ↪→ U ×̂k W intègres, finies et surjectives sur une composante connexe
de U et telles que, pour tout t ∈ d−1(u), on a g(t) = w. Lorsque U est connexe, on a
une inclusion

⊕
w∈P(W ) Zw

tr(W )(U) ⊂ Ztr(W )(U). Dans cette partie on montre qu’en
passant à la colimite on obtient un isomorphisme

(2.29)
⊕

w∈P(W )

Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Zw
tr(W )(U) ≃ Colim

(U,u)∈FltNis(x)
Ztr(W )(U).

Les colimites filtrantes préservent les inclusions ; il reste donc à démontrer la sur-
jectivité dans (2.29). On ne restreint pas la généralité en considérant seulement la
classe (dans le membre de droite de (2.29)) d’une correspondance finie élémentaire
[Z] ∈ Cor(X,W ). (Bien entendu, (c, f) : Z ↪→ X ×̂k W est une sous-variété intègre,
finie et surjective au-dessus d’une composante connexe de X.)

Notons c−1(x) = {zj ; j ∈ J} l’ensemble des points de P(Z) au-dessus de x. C’est
un ensemble fini : son cardinal est majoré par le degré générique de c : Z → X (car
le k-affinöıde X est lisse et donc normal). L’anneau

Q = Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Γ(U,O◦)
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est local hensélien. (En effet, il cöıncide aussi avec la colimite des hensélisés de Γ(U,O◦)

en l’idéal premier égal au noyau du morphisme Γ(U,O◦)→ k̃(u).) De plus, l’anneau

R = Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Γ(U ×̂X Z,O◦)

est entier sur Q. Il se décompose donc en un produit direct fini d’anneaux locaux
henséliens R =

∏
j∈J Rj tel que, pour j ∈ J , il existe un triangle commutatif

Γ(Z,O◦) !!

""

k̃(zj).

Rj

##

Il s’ensuit que pour (U, u) suffisamment fin dans FltNis(x), T = Z ×̂X U se décom-
pose en une somme disjointe T =

∐
j∈J Tj telle que :

– si dj : Tj → U est la projection évidente, (dj)−1(u) est réduit à un seul point
tj ∈ P(Tj) ;

– (Tj , tj) ∈ FltNis(zj).
Notons wj l’image de zj par le morphisme f : Z → W ; c’est aussi l’image de tj par
le morphisme gj : Tj → W . Considérons l’immersion fermée (dj , gj) : Tj ↪→ U ×̂k W .
On a clairement [Tj ] ∈ Zwj

tr (W )(U) et [Z] ◦ (U → X) =
∑

j∈J [Tj ]. Ceci permet de
conclure.

Partie B : Gardons les notations de la partie A. Pour (W ′, w′) ∈ FltNis(w), on dispose
d’un morphisme canonique Zw′

tr (W
′)(U)→ Zw

tr(W )(U). Dans cette partie, on montre
qu’en passant à la colimite on obtient un isomorphisme

Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Zw′

tr (W
′)(U) ≃ Colim

(U,u)∈FltNis(x)
Zw
tr(W )(U).

On ne restreint pas la généralité en remplaçant W et W ′ par des voisinages ouverts
de w et w′. Ainsi, on peut supposer que W et W ′ sont des k-affinöıdes. On fixe un
morphisme étale W′ →W de k◦-schémas formels essentiels induisant W ′ →W . (Ceci
est possible puisque W ′ est dans (Et/W )br.)

On expliquera seulement comment construire l’image inverse de la classe d’une
correspondance finie élémentaire [Z] ∈ Zw

tr(W )(X). (Comme dans la partie A de la
preuve, (c, f) : Z ↪→ X ×̂k W est une sous-variété intègre, finie et surjective au-dessus
d’une composante connexe de X.)

On reprend les anneaux Q et R =
∏

j∈J Rj de la partie A de la preuve. Pour j ∈ J ,
on a un triangle commutatif

Γ(W,O) !!

""

k̃(w) !! k̃(zj)

Rj

$$
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où la flèche verticale est déduite de f : Z →W . Puisque le k◦/(π)-schéma W′/(π) est

un voisinage Nisnevich du point Spec(k̃(w))→W/(π), le morphisme Γ(W,O)/(π)→
R/(π) se factorise d’une manière unique par un morphisme Γ(W′,O)/(π) → R/(π).
Puisque les k◦/(π)-algèbres Γ(W,O)/(π) et Γ(W′,O)/(π) sont de présentation finie,
pour (U, u) ∈ FltNis(x) suffisamment fin, le morphisme Γ(W′,O)/(π) −→ R/(π) pro-
vient d’un morphisme de Γ(W,O)/(π)-algèbres

Γ(W′,O)/(π)→ Γ(U ×̂XZ,O◦)/(π).

Puisque Γ(W′,O)/(π) est étale sur Γ(W,O)/(π), le morphisme ci-dessus s’étend d’une
manière unique en un morphisme de Γ(W,O)-algèbres formelles

Γ(W′,O) −→ Γ(U ×̂XZ,O◦)

grâce à [20, Théorème 18.1.2]. Ainsi, en posant T = U ×̂XZ, on a construit un
morphisme g′ : T → W ′. L’immersion fermée (d, g′) : T ↪→ U ×̂k W ′ fournit une
correspondance finie [T ] telle que (W ′ → W ) ◦ [T ] = [Z] ◦ (U → X). Ceci permet de
conclure.

Partie C : Pour v ∈ P(V ) et n ∈ N, posons

An(V, v) =
⊕

v′∈P( !̂n
V V ′)/v

Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Zv′

tr ( !̂
n

V V ′)(U)

avec P( !̂
n

V V ′)/v l’ensemble des points de !̂
n

V V ′ au-dessus de v. (Lorsque n = 0,
cet ensemble est réduit à {v}.) D’après la partie A de la preuve, le complexe (2.28)
s’identifie à

⊕
v∈P(V ) A•(V, v). Il suffit donc de montrer que chaque complexe A•(V, v)

est acyclique.
On fixe v ∈ P(V ). Soit (W,w) ∈ FltNis(v) et notons W ′ = W ×̂V V ′. Les applica-

tions évidentes

P( !̂
n

W W ′)/w −→ P( !̂
n

V V ′)/v

sont bijectives. De plus, pour w′ ∈ P( !̂
n

W W ′)/w d’image v′ ∈ P( !̂
n

V V ′)/v, on a

( !̂
n

W W ′, w′) ∈ FltNis(v′). D’après la partie B de la preuve, le morphisme

Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Zw′

tr ( !̂
n

W W ′)(U) −→ Colim
(U,u)∈FltNis(x)

Zv′

tr ( !̂
n

V V ′)(U)

est donc un isomorphisme. Ceci montre que A•(W,w) ≃ A•(V, v) et il est donc suffi-
sant de traiter le cas du morphisme W ′ →W et du point w ∈ P(W ). Or, en prenant
(W,w) ∈ FltNis(v) suffisamment fin, on peut supposer que le morphisme W ′ → W
admet une section. L’acyclicité de A•(W,w) est immédiate dans ce cas. c.q.f.d.

Corollaire 2.2.26. — Soit F un préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/k (i.e.,
un objet de AfndPST(k)). Il existe alors une unique structure de préfaisceau avec
transferts sur le faisceau Nisnevich aNis(F ) associé à F telle que le morphisme évident
F → aNis(F ) est un morphisme de préfaisceaux avec transferts.
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Démonstration. — L’unicité est facile et sera laissée au lecteur. Soit F un préfaisceau
avec transferts sur SmAfnd/k. On note comme de coutume Fsep (resp. aNis(F )) le
préfaisceau séparé (resp. le faisceau) associé à F relativement à la topologie de Nisne-
vich. Ces préfaisceaux sont additifs ; nous allons munir les sections de Fsep et aNis(F )
d’une action naturelle des correspondances finies. On divise la preuve en deux étapes.

Étape 1 : On montre d’abord que Fsep admet des transferts. Il suffit pour cela de
montrer que le noyau de F → Fsep est un sous-préfaisceau avec transferts de F , i.e.,
stable par l’action des correpondances finies.

Soit f : U → V une correspondance finie entre deux k-affinöıdes lisses et soit
a ∈ F (V ) une section qui devient nulle dans Fsep(a). Il s’agit de montrer que f∗(a)
est nulle dans Fsep(U). Soit (Vj → V )j∈J un recouvrement Nisnevich fini de V par
des k-affinöıdes tel que a|Vj

= 0 pour tout j ∈ J . Par la proposition 2.2.25, il existe
un recouvrement Nisnevich fini (Ui → U)i∈I de U par des k-affinöıdes, et des corres-
pondances finies fij : Ui → Vj telles que le carré

∐
i∈I Ui

!!

∑
i,j fij

""
∐

j∈J Vj

!!

U
f

"" V

commute. Pour i ∈ I, on a f∗(a)|Ui
=

∑
j∈J f∗

ij(a|Vj
) = 0. D’où le résultat.

Étape 2 : On traite maintenant le cas qui nous intéresse, i.e., celui de aNis(F ). Pour
cela, nous allons donner une deuxième construction du faisceau associé à F qui sera
automatiquement un préfaisceau avec transferts.

Soient U un k-affinöıde lisse et R = (Ui → U)i∈I un recouvrement Nisnevich de U
par des k-affinöıdes. À un tel recouvrement, on associe un morphisme de préfaisceaux
avec transferts :

aR : S(R) = Coker
( ⊕

(i,j)∈I2

Ztr(Ui ×̂U Uj)→
⊕

i∈I

Ztr(Ui)
)
−→ Ztr(U) = B(R).

Étant donné un préfaisceau avec transferts F , on note Φ(F ) le préfaisceau séparé
associé à la somme amalgamée

⊕
R; S(R)→F S(R) ""

⊕
R aR

!!

F

⊕
R; S(R)→F B(R).

On dipose d’un morphisme évident de préfaisceaux avec transferts F → Φ(F ). On
note alors Φ∞(F ) la colimite de la N-suite

F −→ Φ(F ) −→ Φ2(F ) −→ · · · −→ Φn(F ) −→ · · · .
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Comme S(R) est un préfaisceau avec transferts de présentation finie, le préfaisceau
avec transferts Φ∞(F ) possède la propriété de relèvement à droite par rapport aux
morphismes aR. De plus, il est séparé puisqu’une colimite filtrante de préfaisceaux
séparés est un préfaisceau séparé. On a donc montré que Φ(F ) est un faisceau pour
la topologie de Nisnevich. Pour voir que Φ(F ) est bien le faisceau associé à F , il suffit
de montrer que aR induit des isomorphismes sur les faisceaux Nisnevich associés ce
qui découle de la proposition 2.2.25. c.q.f.d.

Définition 2.2.27. — La sous-catégorie pleine de AfndPST(k) formée des pré-
faisceaux avec transferts F dont la restriction à SmAfnd/k est un faisceau pour la
topologie de Nisnevich sera notée AfndStrNis(k). Les objets de cette catégorie seront
appelés les faisceaux Nisnevich avec transferts.

Lorsque V est une k-variété rigide séparée, la proposition 2.2.23 montre que Ztr(V )
est un objet de AfndStrNis(k). Le corollaire 2.2.26 montre que l’inclusion évidente
AfndStrNis(k) ↪→ AfndPST(k) possède un adjoint à gauche

atrNis : AfndPST(k) −→ AfndStrNis(k).

2.2.3. Préfaisceaux avec transferts sur SmRig/k et compléments. — D’après
la remarque 2.2.24, le préfaisceau Ztr(Y ), pour Y une k-variété rigide, admet une ex-
tension naturelle à SmRig/k. Le résultat suivant donne une interprétation du groupe
des sections de Ztr(Y ) au-dessus d’une k-variété rigide lisse (non nécessairement affi-
nöıde).

Proposition 2.2.28. — Soient X et Y deux k-variétés rigides, et supposons que X
est lisse. Alors le groupe Ztr(Y )(X) s’identifie au groupe

homAfndPST(k)

(
Ztr(X),Ztr(Y )

)
.

Démonstration. — Lorsque X est un k-affinöıde, l’assertion découle du lemme de
Yoneda. Soit (Xi)i∈I un recouvrement de X par des ouverts affinöıdes. Comme X
est supposée séparée (c’est par convention le cas pour toutes nos k-variétés rigides),
Xi∩Xj est un ouvert affinöıde pour tout (i, j) ∈ I2. Par la proposition 2.2.25, Ztr(X)
s’identifie au conoyau de

⊕

i,j∈I

Ztr(Xi ∩Xj) −→
⊕

i∈I

Ztr(Xi)

dans la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts. Par la proposition 2.2.23,
Ztr(Y ) est un faisceau Nisnevich avec transferts. Le groupe

homAfndPST(k)

(
Ztr(X),Ztr(Y )

)

s’identifie alors à l’égalisateur de la double flèche
∏

i∈I

homAfndPST(k)

(
Ztr(Xi),Ztr(Y )

)
!!
!!

∏

i,j∈I

homAfndPST(k)

(
Ztr(Xi ∩Xj),Ztr(Y )

)
.
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Cette double flèche n’est autre que
∏

i∈I

Ztr(Y )(Xi)
!!
!!

∏

i,j∈I

Ztr(Y )(Xi ∩Xj).

Il suffit d’utiliser une deuxième fois la proposition 2.2.23 pour conclure. c.q.f.d.

Définition 2.2.29. — La catégorie RigCor(k) est la sous-catégorie pleine de
AfndPST(k) dont les objets sont les Ztr(X) avec X une k-variété rigide lisse.
Pour X et Y deux k-variétés rigides lisses, les morphismes de Ztr(X) dans Ztr(Y )
sont les éléments du groupe Ztr(Y )(X) qui sera aussi noté Cor(X,Y ). La catégorie
RigCor(k) est additive et monöıdale symétrique. En fait, elle admet les sommes
directs au plus dénombrables(7) et le produit tensoriel y commute.

Étant donnée une catégorie abélienne A admettant les produits directs au plus
dénombrables, on note RigPST(k,A) la catégorie des foncteurs contravariants de
RigCor(k) à valeurs dans A qui transforment les sommes directes au plus dénom-
brables en produits directs. Les objets de cette catégorie seront appelés des préfaisceaux
avec transfers sur SmRig/k à valeurs dans A. Lorsque A est la catégorie des groupes
abéliens on écrit simplement RigPST(k).

Remarque 2.2.30. — Soit F un préfaisceau sur SmRig/k à valeurs dans une ca-
tégorie admettant les produits directs au plus dénombrables. Dire que F transforme
les coproduits directs au plus dénombrables en produits directs revient à dire que F
est un faisceau pour la topologie engendrée par les familles (Xj ↪→

∐
i∈I Xi)j∈I , où

(Xi)i∈I est une famille au plus dénombrable d’objets de SmRig/k. En particulier, on
dispose d’un foncteur « faisceau associé » qui transforme un préfaisceau quelconque
sur SmRig/k en un préfaisceau transformant les coproduits directs au plus dénom-
brables en produits directs. En utilisant ceci, on montre facilement que la catégorie
RigPST(k,A) est abélienne. De plus, elle est de Grothendieck si A l’est.

Remarque 2.2.31. — La sous-catégorie pleine de RigPST(k) formée des préfais-
ceaux avec transferts dont la restriction à SmRig/k est un faisceau pour la topologie de
Nisnevich, est notée RigStrNis(k). Cette catégorie est équivalente à AfndStrNis(k).
On a le diagramme de catégories

SmAfnd/k !!

""

AfndCor(k) !!

""

AfndPST(k)

""

!! AfndStrNis(k)
##

""

SmRig/k !! RigCor(k) !! RigPST(k)

$$

!! RigStrNis(k).
##

∼
$$

Lorsque X est un k-affinöıde lisse, le lemme 2.2.16 (voir aussi la notation 2.2.20)
fournit une description des groupes de correspondances finies Cor(X,Y ) en termes

(7) On rappelle que, par convention, nos k-variétés rigides admettent des recouvrements admissibles

au plus dénombrables par des ouverts affinöıdes. Ceci n’exclut pas les variétés rigides possédant un

nombre infini dénombrable de composantes connexes.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

229

229



224 CHAPITRE 2. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES II

de sous-variétés fermées de X ×̂k Y . Une description similaire est encore valable pour
toute k-variété rigide lisse ayant un nombre fini de composantes connexes. C’est l’objet
de la proposition 2.2.35 ci-dessous. Pour énoncer cette proposition, nous aurons besoin
de la définition suivante.

Définition 2.2.32. — Soit f : Z → X un morphisme fini de k-variétés rigides. On
dit que f est équidimensionnel (de dimension relative nulle), ou que Z est équidi-
mensionnelle sur X, si pour tout morphisme U → X, avec U un k-affinöıde intègre,
toute composante irréductible du k-affinöıde Z ×̂X U est surjective sur U .

Remarque 2.2.33. — Lorsque la k-variété rigide X est normale et affinöıde, on sait
(grâce au lemme 2.2.3) qu’un morphisme fini f : Y → X est équidimensionnel si et
seulement si chaque composante irréductible de Y est surjective sur une composante
connexe de X. Il est plausible que ceci reste vrai pour toute k-variété rigide normale,
mais nous n’avons pas tenté de le prouver.

Lemme 2.2.34. — Soient X et Y deux k-variétés rigides, et supposons que X est
lisse. Soit α ∈ Cor(X,Y ) une correspondance finie. Il existe alors une unique sous-
variété fermée et réduite Z ⊂ X ×̂k Y telle que, pour tout ouvert affinöıde U ⊂ X, le
support de la correspondance finie α ◦ (U ↪→ X) est égal à Z ×̂X U . De plus, la sous-
variété Z est finie et équidimensionnelle sur X ; elle est appelée le support de α.

Démonstration. — Pour chaque ouvert affinöıde U ⊂ X, notons ZU ⊂ U ×̂k Y le
support de la correspondance finie α ◦ (U ↪→ X). Il est clair que ZU∩V = ZU ∩ ZV .
Les sous-variétés réduites ZU se recollent donc en une sous-variété fermée et réduite
Z ⊂ X ×̂kY qui est clairement finie sur X.

Pour montrer que Z est équidimensionnel au-dessus de X, on se donne un mor-
phisme W → X, avec W un k-affinöıde intègre, et on cherche à montrer que toutes les
composantes irréductibles de Z ×̂X W sont surjectives sur W . La question est locale
(pour la topologie des récouvrements admissibles) sur W . On peut donc supposer
que W se factorise par un ouvert affinöıde U ⊂ X. Ceci permet de remplacer X par U
et α par α ◦ (U ↪→ X). Le résultat recherché est alors clair (voir la remarque 2.2.33).

c.q.f.d.

Pour la notion d’irréductibilité pour les k-variétés rigides non nécessairement affi-
nöıdes, on renvoie le lecteur à [15].

Proposition 2.2.35. — Soient X et Y deux k-variétés rigides, et supposons que X
est lisse et admet un nombre fini de composantes connexes. Alors

Cor(X,Y ) = Ztr(Y )(X)

est canoniquement isomorphe au Z-module librement engendré par les sous-variétés
rigides fermées, réduites et irréductibles Z ⊂ X ×̂k Y , qui sont finies et équidimen-
sionnelles sur X.
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Démonstration. — Fixons la k-variété rigide lisse X et considérons le préfaisceau F
sur Ouv(X) défini de la manière suivante. Pour U ⊂ X un ouvert admissible connexe,
F (U) est le Z-module librement engendré par les sous-variétés rigides fermées, ré-
duites et irréductibles Z ⊂ U ×̂k Y , qui sont finies et équidimensionnelles sur U . Pour
U ⊂ X un ouvert admissible non nécessairement connexe, F (U) est le produit direct∏

i∈I F (Ui), où (Ui)i∈I est la famille des composantes connexes de U . Si V ⊂ U ⊂ X
sont des ouverts admissibles connexes, le morphisme F (U)→ F (V ) envoie le généra-
teur Z ⊂ U ×̂k Y sur la somme des composantes irréductibles de Z ×̂U V ⊂ V ×̂k Y .
(Ceci a un sens car la variété rigide Z ×̂U V possède un nombre fini de composantes
irréductibles ; ce nombre est en effet majoré par le degré générique du morphisme
fini et surjectif Z → U .) Il est immédiat de voir que ceci définit bien un préfaisceau
sur Ouv(X). De plus, il est clair que la restriction de F à Ouvaf(X) cöıncide avec
la restriction de Cor(−, Y ). Par l’unicité de l’extension à (Ouv(X), ad) d’un fais-
ceau sur (Ouvaf(X), ad), il est donc suffisant de vérifier que F est un faisceau pour
la topologie des recouvrements admissibles. La preuve de cela repose sur les mêmes
arguments utilisés dans la preuve de la proposition 2.2.23. On laisse les détails au
lecteur. c.q.f.d.

Dans le reste du paragraphe, nous allons étendre au cas relatif une partie des
notions introduites au paragraphe 2.2.2. Soit B une k-variété rigide, et soient X et Y
deux B-variétés rigides. On suppose queX et Y sont lisses sur k. On noteCorB(X,Y )
le sous-groupe de Cor(X,Y ) formé des correspondances finies α dont le support est
contenu dans X ×̂B Y (qui est un fermé de X ×̂k Y ). Étant donnée une troisième
B-variété rigide Z lisse sur k, la composition des correspondances finies

Cor(X,Y )⊗Cor(Y, Z) −→ Cor(X,Z)

envoie CorB(X,Y ) ⊗ CorB(Y, Z) dans CorB(X,Z). En effet, étant données deux
correspondances finies α : X → Y et β : Y → Z de support T ⊂ X ×̂B Y et
S ⊂ Y ×̂B Z, le support de β ◦ α est contenu dans l’image de T ×̂Y S dans X ×̂k Z.
Or, le morphisme T ×̂Y S → X ×̂k Z se factorise comme suit :

T ×̂Y S −→ (X ×̂B Y ) ×̂Y (Y ×̂B Z) ≃ X ×̂B Y ×̂B Z −→ X ×̂B Z ↪−→ X ×̂k Z.

On peut donc faire la définition suivante.

Définition 2.2.36. — Soit B une k-variété rigide. On note RigCor′(B) (resp.
AfndCor′(B)) la catégorie ayant pour objets les B-variétés rigides (resp. les B-
affinöıdes(8)) qui sont lisses sur k et où les groupes de morphismes sont donnés par
CorB(−,−). Lorsque B est lisse, on note aussi RigCor(B) (resp. AfndCor(B))

(8) Par « B-affinöıde » on entend un k-affinöıde X muni d’un morphisme de k-variétés rigides f :

X → B. À ne pas confondre avec la notion (moins restrictive sous l’hypothèse que B est séparée)

de morphisme affinöıde qui demande plutôt que f−1(U) soit un ouvert affinöıde pour tout ouvert

affinöıde U ⊂ B.
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la sous-catégorie pleine de RigCor′(B) (resp. AfndCor′(B)) formée des B-variétés
rigides lisses.

Pour une référence future, on note le résultat suivant (qu’on n’a pas cherché à
énoncer dans une généralité maximale).

Proposition 2.2.37. — Soit l/k une extension de corps valués complets. Soit e :
(D, l) → (B, k) un morphisme dans Afnd//k avec B et D des affinöıdes lisses sur k
et l. Alors, il existe un foncteur

(2.30) D ×̂B − : AfndCor(B) −→ AfndCor(D)

rendant commutatif le carré

SmAfnd/B
D ×̂B −

!!

""

SmAfnd/D

""

AfndCor(B)
D ×̂B −

!! AfndCor(D).

De plus, si l’extension l/k est algébrique et purement inséparable, si les degrés sur k
des éléments de l sont uniformément bornés, et si le morphisme e : D → B ⊗̂k l est
fini, surjectif et radiciel, alors le foncteur

(2.31) D ×̂B − : AfndCor(B)[1/p] −→ AfndCor(D)[1/p]

est une équivalence de catégories (avec p l’exposant caractéristique de k).

Démonstration. — Notons B′ = B ⊗̂k l. Le foncteur en question se factorise :

AfndCor(B)
−⊗̂k l

!! AfndCor(B′)
−⊗̂B′ D

!! AfndCor(D).

Le premier foncteur est celui défini dans la proposition 2.2.22. (Plus précisément, il
s’agit de la variante relative de ce foncteur qui s’en déduit facilement). Le second
foncteur envoie une correspondance finie a ∈ CorB′(X,Y ), avec X et Y des B′-
affinöıdes lisses, sur la correspondance finie a◦(D ×̂B′ X → X) modulo l’identification

CorD(D ×̂B′ X,D ×̂B′ Y ) ≃ CorB′(D ×̂B′ X,Y ).

On se concentre maintenant sur la dernière partie de l’énoncé. Ainsi, dans la suite,
l/k sera supposée purement inséparable, et e : D → B′ sera supposé fini, surjectif et
radiciel. On suppose aussi que les degrés sur k des éléments de l sont uniformément
bornés, i.e., qu’il existe une puissance q de p telle que aq ∈ k pour tout a ∈ l. Ceci
entrâıne que fq ∈ Γ(†,O) pour tout f ∈ Γ(† ⊗̂k l,O) pour tout k-affinöıde †. (En
effet, il suffit de vérifier cela pour une boule de Tate, ce qui est alors immédiat.) En
particulier, le Spec(Γ(†,O))-schéma Spec(Γ(† ⊗̂k l,O)) est entier, surjectif et radiciel.

Montrons d’abord que le foncteur (2.31) est pleinement fidèle. Il s’agit de montrer
que le morphisme de groupes

(2.32) CorB(X,Y )[1/p] −→ CorD(Z, T )[1/p]
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est un isomorphisme avec Z = X ×̂B D et T = Y ×̂B D. Le morphisme de schémas

Spec(Γ(Z ×̂D T,O)) −→ Spec(Γ(X ×̂B Y,O))

est entier, surjectif et radiciel. Il induit donc une bijection entre les ensembles des
fermés irréductibles finis et surjectifs sur les premiers facteurs dans Z ×̂D T etX ×̂B Y .
Les bases canoniques des deux Z[1/p]-modules CorB(X,Y )[1/p] et CorD(Z, T )[1/p],
i.e., celles données par les correspondances finies élémentaires, sont donc en bijection.
Dans ces bases, l’homomorphisme (2.32) est donné par une matrice diagonale (infinie) ;
les entiers qui apparaissent sur la diagonale sont des multiplicités galoisiennes qui,
dans le cas présent, sont des puissances de p. Ceci permet de conclure.

Il reste à voir que le foncteur (2.31) est essentiellement surjectif. Quitte à rempla-
cer q par une puissance plus grande de p, on peut supposer que le q-ième morphisme
de Frobenius absolu de Γ(B,O) se factorise par Γ(B,O) → Γ(D,O). Il existe donc
un morphisme f : (B, k) → (D, l) dans Afnd//k tel que e ◦ f : (B, k) → (B, k)
est le q-ième morphisme de Frobenius absolu(9), i.e., correspond à l’élévation à la
puissance q dans Γ(B,O) et k. D’après la pleine fidélité pour le foncteur induit par
f : (B, k)→ (D, l), il est suffisant de montrer que le foncteur

B ×̂Frobq, B − : AfndCor(B)[1/p] −→ AfndCor(B)[1/p],

induit par le morphisme Frobq : (B, k) → (B, k), est essentiellement surjectif. Or,
pour X un B-affinöıde lisse, le Frobenius relatif X → B ×̂Frobq, B X est inversible
dans AfndCor(B)[1/p]. Ceci permet de conclure. c.q.f.d.

Soit B une k-variété rigide lisse. On fixe une sous-catégorie pleine V ⊂ SmRig/B
stable par coproduits finis et par passage aux composantes connexes. On note Cor(V )
la sous-catégorie pleine de RigCor(B) dont les objets sont ceux de V . C’est une sous-
catégorie additive.

Définition 2.2.38. — Un préfaisceau avec transferts F sur V à valeurs dans une
catégorie abélienne A admettant les produits directs pertinents est un foncteur

F : Cor(V )op −→ A

qui transforme les coproduits directs de V en produits directs. (En particulier, un tel
F est additif.) La catégorie des préfaisceaux avec transferts sur V à valeurs dans A

est notée PreStr(V ,A). Lorsque A est la catégorie des groupes abéliens, on notera
simplement PreStr(V ).

On reservera la notation RigPST(B,A) (resp. AfndPST(B,A)) pour la catégorie
PreStr(SmRig/B,A) (resp. PreStr(SmAfnd/B,A)). (Bien entendu, « A » sera omis

(9) On fera attention que le « k » dans le morphisme (B, k) → (D, l) désigne réellement l’extension

de k donnée par Frobq : k ↪→ k ; pour que ceci soit une extension de corps valués complets, il faut

remplacer la norme dans le second k par la racine q-ième de la norme orignelle de k. On laissera ce

genre de subtilité aux soins du lecteur.
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de la notation lorsque A est la catégorie des groupes abéliens.) On a le lemme facile
suivant.

Lemme 2.2.39. — La catégorie PreStr(V ,A) est abélienne. Elle est de Grothen-
dieck lorsque A l’est.

2.2.4. Préfaisceaux avec transferts B1-invariants : propriétés élémentaires.
— Soit B une k-variété rigide. Suivant [46], on fait la définition suivante.

Définition 2.2.40. — Soient X et Y deux B-variétés rigides lisses sur k, et soient
α, β ∈ CorB(X,Y ) des correspondances finies. On dit que α est B1-homotope (ou
simplement homotope) à β s’il existe γ ∈ CorB(B1

X , Y ) telle que α = γ ◦ s0 et
β = γ ◦ s1 avec s0, s1 : X → B1

X les sections nulle et unité. La correspondance finie γ
est appelée une homotopie de α à β. On écrira α ∼B1 β lorsque α est B1-homotope
à β.

On a le lemme facile suivant.

Lemme 2.2.41. — La relation de B1-homotopie est une relation d’équivalence com-
patible à l’addition et à la composition des correspondances finies.

Démonstration. — On garde les notations de la définition 2.2.40. On a clairement
α ∼B1 α. En effet, il suffit de prendre γ = p ◦ α avec p : B1

X → X la projection
évidente. Si γ est une homotopie de α à β, on obtient une homotopie de β à α en
prenant γ ◦ τ avec τ : B1

X → B1
X un endomorphisme qui échange les sections nulle et

unité (par exemple l’involution de X{t} qui envoie t sur 1 − t). Enfin, si γ est une
homotopie de α vers β et ψ une homotopie de β vers δ, on obtient une homotopie de
α vers δ en prenant γ+ψ−β ◦p. La compatibilité avec l’addition des correspondances
finies et leur composition est claire. c.q.f.d.

Définition 2.2.42. — Pour X et Y deux B-variétés rigides lisses sur k, le
quotient CorB(X,Y )/∼B1 sera noté π0CorB(X,Y ). C’est le groupe des corres-
pondances finies à homotopie près. La catégorie obtenue de RigCor(B) (resp.
AfndCor(B), RigCor′(B) et AfndCor′(B)) par passage au quotient par la relation
de B1-homotopie sera notée π0RigCor(B) (resp. π0AfndCor(B), etc.).

On peut également définir des groupes supérieurs de correspondances finies
πiCorB(X,Y ) en utilisant le k-affinöıde cosimplicial ∆•

rig donné en degré n ∈ N par

∆n
rig = Spm

(
k{t0, . . . , tn}
(1−

∑n
i=0 ti)

)
.

Définition 2.2.43. — Soient X et Y deux B-variétés rigides lisses sur k. On
note CorB(X,Y ) le complexe associé au groupe simplicial CorB(∆•

rig ×̂k X,Y ). Les
groupes d’homologie Hi(CorB(X,Y )) seront notés πiCorB(X,Y ).

Il est clair que le π0Cor(−,−) de la définition 2.2.42 est le même que celui
de la définition 2.2.43. Le produit direct de groupes abéliens étant exact, on a
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πiCorB(
∐

α∈I Xα, Y ) =
∏

α∈I πiCorB(Xα, Y ) pour toute famille au plus dénom-
brable (Xα)α∈I de k-variétés rigides lisses.

La proposition ci-dessous est un cas particulier de la proposition 2.2.52 où l’on
prend K le préfaisceau Ztr(Y ) = Cor(−, Y ) placé en degré zéro.

Proposition 2.2.44. — Soient X et Y des B-variétés rigides lisses sur k. Pour tout
i ∈ N, le morphisme

πiCorB(X,Y ) −→ πiCorB(B1
X , Y ),

induit par la projection évidente B1
X → X, est inversible.

Dans la suite, on fixe une sous-catégorie pleine V ⊂ SmRig/B stable par coproduits
finis et par passage aux composantes connexes. On suppose de plus que V contient la
boule de Tate B1

B et qu’elle est stable par produits directs finis (i.e., produits fibrés
au-dessus de B).

Définition 2.2.45. — Soit F un préfaisceau avec transferts sur V à valeurs dans
une catégorie abélienne A (admettant les produits directs pertinents). On dit que F
est invariant par homotopie (ou simplement B1-invariant) si pour tout X ∈ Ob(V ),
le morphisme

F (X) −→ F (B1
X),

induit par la projection évidente B1
X → X, est inversible. On notera PreStrB1(V ,A)

la sous-catégorie pleine de PreStr(V ,A) dont les objets sont les préfaisceaux avec
transferts invariants par homotopie. (Comme d’habitude, « A » sera omis de la nota-
tion lorsque A est la catégorie des groupes abéliens.)

La définition 2.2.45 garde un sens pour des préfaisceaux sans transferts sur V . On
parlera alors de préfaisceaux invariants par homotopie (ou simplement B1-invariants).
Tous les résultats démontrés dans la suite de ce paragraphe sont encore valables pour
les préfaisceaux de groupes abéliens sur V .

Proposition 2.2.46. — Pour une k-variété rigide X ∈ Ob(V ), notons s0 et s1 les
sections nulle et unité de la boule de Tate relative p : B1

X → X. Soit F un préfaisceau
avec transferts sur V à valeurs dans une catégorie abélienne A. Les deux conditions
ci-dessous sont équivalentes.

(i) F est invariant par homotopie.

(ii) Pour tout X ∈ Ob(V ), les deux flèches F (s0), F (s1) : F (B1
X) → F (X) sont

égales.

Démonstration. — Les deux flèches F (s0) et F (s1) sont des sections de la flèche F (p).
Lorsque F est invariant par homotopie, F (p) est inversible et F (s0) = F (p)−1 =
F (s1). Ceci prouve l’implication (i)⇒ (ii).
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Pour montrer l’implication réciproque, on utilsera la structure d’objet en anneau
sur B1

k. Notons en effet

µ : B1
k ×̂k B1

k −→ B1
k

la multiplication de B1
k. Pour X ∈ Ob(V ), considérons le diagramme commutatif

B1
k ×̂k X

s1
!!

id

""

B1
k ×̂k B1

k ×̂k X
µ

## B1
k ×̂k X.

B1
k ×̂k X

s0
$$

s0 ◦ p

%%

La condition (ii) appliquée à la variété rigide B1
k ×̂k X montre que l’identité de

F (B1
k ×̂k X) est égale à F (s0 ◦ p) = F (p) ◦ F (s0). Étant donné que p ◦ s0 = idX , on

trouve que F (s0) est un inverse à droite et à gauche de F (p). c.q.f.d.

Soit F un préfaisceau avec transferts sur V à valeurs dans une catégorie abé-
lienne A. Pour une variété rigide X dans V , on notera hom(X,F ) le préfaisceau avec
transferts sur V défini par

hom(X,F )(U) = F (X ×̂B U)

pour tout U ∈ Ob(V ). Pour f : X → Y un morphisme de variétés rigides dans V , on
notera

f∗ : hom(Y, F ) −→ hom(X,F )

le morphisme de préfaisceaux avec transferts déduit de f .

Définition 2.2.47. — Soit F un préfaisceau avec transferts sur V à valeurs dans
une catégorie abélienne A (admettant les produits directs pertinents). On pose

hB1

0 (F ) = Coker
(
s∗0 − s∗1 : hom(B1

B , F )→ F
)
.

On obtient ainsi un endofoncteur hB1

0 de PreStr(V ,A). Le préfaisceau avec transferts

hB1

0 (F ) est appelé, vu le corollaire 2.2.48 ci-dessous, le préfaisceau avec transferts B1-
invariant associé à F .

Corollaire 2.2.48. — On garde les hypothèses et notations de la définition 2.2.47.
Le préfaisceau avec transferts hB1

0 (F ) est B1-invariant. De plus, le foncteur

hB1

0 (−) : PreStr(V ,A) −→ PreStrB1(V ,A)

est un adjoint à gauche du foncteur d’inclusion.

Démonstration. — L’invariance par homotopie de hB1

0 (F ) est un cas particulier de la
proposition 2.2.52 où l’on prend n = 0 et K le préfaisceau F placé en degré zéro. On
peut aussi l’obtenir directement en vérifiant la condition (ii) de la proposition 2.2.46

pour hB1

0 (F ). Le reste de l’énoncé est laissé au lecteur. c.q.f.d.
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On notera π0Cor(V ) la sous-catégorie pleine de π0RigCor(B) admettant Ob(V )
pour objets.

Proposition 2.2.49. — Soit F un préfaisceau avec transferts sur V à valeurs dans
une catégorie abélienne A (admettant les produits directs pertinents). Les deux condi-
tions suivantes sont équivalentes.

(i) F est invariant par homotopie.

(ii) Le foncteur F se factorise à travers π0Cor(V ), i.e., il existe un foncteur additif
F ′ : π0Cor(V )op → A et un isomorphisme F ≃ F ′ ◦ (Cor(V )! π0Cor(V )).

Ainsi, PreStrB1(V ) est canoniquement isomorphe à la catégorie

HOM⊕(π0Cor(V )op,A
)

des foncteurs contravariants de π0Cor(V ) dans A qui transforme les coproduits directs
de V en produits directs.

Démonstration. — Supposons que F est invariant par homotopie et montrons que
l’action des correspondances finies

CorB(X,Y ) −→ homA(F (Y ), F (X))

se factorise par π0CorB(X,Y ) pour X et Y dans V . Soient α, β ∈ CorB(X,Y ) et
γ ∈ CorB(B1

X , Y ) une homotopie de α à β. On a alors les égalités

F (α) = F (γ ◦ s0) = F (s0) ◦ F (γ) = F (s1) ◦ F (γ) = F (γ ◦ s1) = F (β).

D’où l’implication (i) ⇒ (ii).
Réciproquement, supposons que F se factorise par π0Cor(V ). Soit U une B-variété

rigide dans V . Il suffit, compte tenu de la proposition 2.2.46, de montrer que F (s0) =
F (s1) avec s0, s1 : U → B1

U les sections nulle et unité. Mais, les deux correspondances
finies s0, s1 ∈ CorB(U,B1

U ) sont homotopes ; une homotopie est donnée par l’identité
de B1

U . c.q.f.d.

La définition ci-dessous généralise la construction du préfaisceau B1-invariant aux
complexes de préfaisceaux.

Définition 2.2.50. — Soit K = K• un complexe de préfaisceaux avec transferts
sur V à valeurs dans une catégorie abélienne A (admettant les coproduits directs et
produits directs pertinents). Le complexe simple associé à l’objet simplicial en complexe

hom(∆•
rig,K) sera noté SingB1

• (K). C’est le complexe de châınes rigides à valeurs
dans K.

Remarque 2.2.51. — Soit n ∈ ∆ " K•(n) un objet simplicial à valeurs dans la
catégorie des complexes d’une catégorie abélienne admettant des coproduits dénom-
brables. Le complexe simple S(K) associé à K•(−) est le complexe simple associé au

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

237

237
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bicomplexe K•• obtenu en prenant la somme alternée des faces simpliciales. Ainsi,
on a :

S(K)n =
⊕

(r,s)∈Z×N
r+s=n

Kr(s).

En particulier, le foncteur S(−) commute aux colimites.

Proposition 2.2.52. — Soit K = K• un complexe de préfaisceaux avec transferts sur
V à valeurs dans une catégorie abélienne A (admettant les coproduits directs et pro-

duits directs pertinents). Pour tout n ∈ N, le préfaisceau d’homologie Hn(SingB1

(K))
est invariant par homotopie.

Démonstration. — La preuve de l’énoncé correspondant en géométrie algébrique (voir
par exemple [46]) s’étend sans changement au cadre de la géométrie rigide. On la
reprend pour la commodité du lecteur. On montrera que les deux morphismes d’objets
simpliciaux

(2.33) s∗0, s
∗
1 : hom

(
B1
k, hom(∆•

rig,K)
)
−→ hom(∆•

rig,K)

sont simplicialement homotopes. Ceci suffit par la proposition 2.2.46. On peut réécrire
les deux morphismes (2.33)

(2.34) s∗0, s
∗
1 : hom(B1

k ×̂k ∆
•
rig,K) −→ hom(∆•

rig,K).

Il suffit donc de montrer que les deux morphismes de k-affinöıdes cosimpliciaux

(2.35) s0, s1 : ∆•
rig −→ B1

k ×̂k ∆
•
rig

sont cosimplicialement cohomotopes. Pour cela, on identifiera B1
k avec ∆1

rig. Une telle
cohomotopie est la donnée pour tout a : n → 1 d’un morphisme h(a) : ∆n

rig →
∆1

rig ×∆n
rig tel que :

– h(0 : n→ 1) = s0 et h(1 : n→ 1) = s1,
– pour c : m→ n, le carré suivant commute :

∆m
rig

h(a ◦ c)
!!

c
""

∆1
rig ×̂k ∆m

rig

id× c
""

∆n
rig

h(a)
!! ∆1

rig ×̂k ∆n
rig.

On construira un tel h avec h(a) des applications affines. Par le lemme 2.2.53 ci-
dessous, une application affine h(a) : ∆n

rig → ∆1
rig ×̂k ∆n

rig est uniquement déterminée
par les images des n + 1 sommets de ∆n

rig. Les sommets de ∆n
rig sont les images des

morphismes∆rig(e : 0→ n), pour 0 ≤ e ≤ n. On prendra alors pour h(a) l’application
affine qui à l’image de ∆rig(e : 0→ n) associe l’image de

∆0
rig

(∆rig(a ◦ e),∆rig(e))
!! ∆1

rig ×̂k ∆
n
rig.

Il est clair que h définit une cohomotopie. c.q.f.d.
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Un k-affinöıde X muni d’une action simplement transitive de Bm
k (considéré comme

un k-affinöıde en groupe pour la loi d’addition) est appelé un espace affine rigide. Le
choix d’un point de X définit un isomorphisme X ≃ Bm

k . Étant donnés deux espaces
affines rigides (X,Bm

k ) et (Y,Bn
k ), on appelle application affine (à ne pas confondre avec

« morphisme affine ») la donnée d’un morphisme de B1
k-modules l : Bm

k → Bn
k et d’un

morphisme Bm
k -équivariant f : X → Y . On vérifie facilement que l est uniquement

déterminé par f . On dira donc que f est un morphisme affine, s’il existe l comme
ci-dessus.

Lemme 2.2.53. — Soient (X,Bm
k ) et (Y,Bn

k ) deux espaces affines rigides. On suppose
donnés des points k-rationnels x0, . . . , xm de X et y0, . . . , ym de Y . On suppose que
la famille (−−→x0xi)1≤i≤m est une base du k◦-module libre Bm

k (k) = (k◦)m. Il existe alors
une unique application affine f : X → Y telle que f(xi) = yi pour 0 ≤ i ≤ m.

Démonstration. — La preuve est laissée au lecteur. c.q.f.d.

2.2.5. Fibres d’un préfaisceau avec transferts B1-invariant. — Soit F un
préfaisceau avec transferts invariant par homotopie au-dessus d’une k-variété rigide
lisse B. Soit p ∈M(B) un point maximal. Si l’extension k̂(p)/k(p) est séparable (voir

ci-dessous pour la signification de k̂(p)) ou si la multiplication par l’exposant caracté-
ristique de k est inversible dans F , nous construirons un préfaisceau avec transferts Fp̂

sur une sous-catégorie pleine des k̂(p)-affinöıdes lisses (voir le théorème 2.2.69). Le
préfaisceau Fp̂ sera appelé la fibre de F en p ; son existence dépend crucialement
de l’invariance par homotopie de F . Toutefois, les transferts ne joueront qu’un rôle
accessoire dans la construction de Fp̂ (voir notamment la remarque 2.2.59) ; ils n’inter-
viennent que pour inverser les morphismes finis, surjectifs et radiciels qui apparâıtront
dans la preuve du théorème 2.2.58 lorsque l’extension k̂(p)/k(p) n’est pas séparable.
En particulier, si k est de caractéristique nulle, le théorème 2.2.69 admet une va-
riante pour les préfaisceaux de groupes abéliens sans transferts ; il en est de même du
lemme 2.2.71.

Définition 2.2.54. — Soit B une k-variété rigide lisse et soit p ∈ P(B) un point
de B. On appelle AfndCor(B, p) (resp. SmAfnd/(B, p)) la 2-colimite des catégories
AfndCor(U) (resp. SmAfnd/U) suivant U ∈ Flt′(p). (On rappelle que Flt′(p) est
le sous-ensemble de Flt(p) formé des voisinages affinöıdes de p.) Concrètement, les
objets de cette catégorie sont des couples (X,U) avec U ∈ Flt′(p) et X un U -affinöıde
lisse. Un tel objet sera simplement noté Ztr(X/U) (resp. X/U). Étant donnés deux
tels objets Ztr(X/U) et Ztr(Y/V ) (resp. (X/U) et (Y/V )), on a

homAfndCor(B,p)

(
Ztr(X/U),Ztr(Y/V )

)
= Colim

W∈Flt′(p)
W⊂U∩V

CorW (X ×̂U W,Y ×̂V W )

(
resp. homSmAfnd/(B,p)(X/U, Y/V ) = Colim

W∈Flt′(p)
W⊂U∩V

homSmAfnd/W (X ×̂U W,Y ×̂V W )
)
.
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On notera simplement CorB,p(X/U, Y/V ) le groupe ci-dessus. Un foncteur additif

F : AfndCor(B, p)op −→ Ab

(avec Ab la catégorie des groupes abéliens) est appelé un préfaisceau avec transferts
sur SmAfnd/(B, p). Ces préfaisceaux avec transferts forment une catégorie abélienne
qu’on notera AfndPST(B, p).

Remarque 2.2.55. — Gardons les notations de la définition précédente et supposons
que la k-variété rigide B est affinöıde (ce qui ne restreint pas la généralité). Alors,
l’identité de X induit un isomorphisme entre X/U et X/B dans SmAfnd/(B, p).
Ainsi, dans la suite on identifiera SmAfnd/(B, p) et AfndCor(B, p) avec leurs sous-
catégories pleines formées des objets de la forme X/B. Par ailleurs, si X/B et Y/B
sont deux objets de SmAfnd/(B, p), on dispose d’un isomorphisme évident

CorB,p(X/B, Y/B) = Colim
W∈Flt(p)

CorB(X ×̂B W,Y ).

En effet, on a une identification

CorW (X ×̂B W,Y ×̂B W ) = CorB(X ×̂B W,Y )

qui découle du fait que (X ×̂B W ) ×̂W (Y ×̂B W ) = (X ×̂B W ) ×̂B Y .

Le résultat suivant est une évidence. Il admet bien entendu une version sans trans-
ferts.

Lemme 2.2.56. — Soit B un k-affinöıde lisse et soit p ∈ P(B). Soit F un préfaiceau
avec transferts sur SmAfnd/B. On définit un préfaisceau avec transferts F(B,p) sur
SmAfnd/(B, p) en posant

F(B,p)(X/B) = Colim
U∈Flt′(p)

F (X ×̂B U)

pour X un B-affinöıde lisse. Le préfaisceau avec transferts F(B,p) est appelé la préfibre
de F en p.

SoientX/B et Y/B des B-affinöıdes lisses. On définit π0CorB,p(X/B, Y/B) comme
étant le coégalisateur de la double flèche

CorB,p(B1
X/B, Y/B)

s∗0
!!

s∗1
!! CorB,p(X/B, Y/B).

(Bien entendu, s∗0 et s∗1 sont les morphismes induits par les sections nulle et unité.)
On a des identifications évidentes

π0CorB,p(X/B, Y/B) = Colim
U∈Flt(p)

π0CorU (X ×̂B U, Y ×̂B U)

= Colim
U∈Flt(p)

π0CorB(X ×̂B U, Y ).

De plus, les éléments de π0CorB,p(−,−) sont les flèches de la catégorie additive
π0AfndCor(B, p) égale à la 2-colimite des π0AfndCor(U) suivant U ∈ Flt′(p).
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Le groupe π0CorB,p(X/B, Y/B) est le premier groupe d’homologie du complexe
CorB,p(X/B, Y/B) associé au groupe simplicialCorB,p(∆•

rig ×̂k X/B, Y/B). Le i-ème
groupe d’homologie du complexe CorB,p(X/B, Y/B) est noté πiCorB,p(X/B, Y/B).
Il est clair que CorB,p(X/B, Y/B) (resp. πiCorB,p(X/B, Y/B)) est la colimite des
CorB(X ×̂B U, Y ) (resp. πiCorB(X ×̂B U, Y )) suivant U ∈ Flt(p).

Par la proposition 1.1.35, on dispose d’une valuation naturelle ∥.∥p sur le corps

résiduel k(p) = OB,p/mp. On note k̂(p) le complété de k(p) pour cette norme et

p̂ = Spm(k̂(p)). On dispose d’un foncteur de changement de base

SmAfnd/(B, p) −→ SmAfnd/p̂

qui à X/B associe le k̂(p)-affinöıde lisse Xp̂ = X ×̂B p̂ (égal par définition au spectre

maximal de la k̂(p)-algèbre affinöıde Γ(X,O) ⊗̂Γ(B,O) k̂(p)). Ce foncteur s’étend aux
catégories des correspondances finies comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.2.57. — Pour tout k-affinöıde B et tout point p ∈ P(B), il existe un
foncteur

φB,p : AfndCor(B, p) −→ AfndCor(p̂)

qui envoie Ztr(X/B) sur Ztr(Xp̂) et qui rend commutatif le carré

SmAfnd/(B, p) !!

! "

""

SmAfnd/p̂! "

""

AfndCor(B, p)
φB,p

!! AfndCor(p̂).

Les foncteurs φB,p sont caractérisés par les deux propriétés suivantes.

(i) Soit k ⊂ k′ une extension de corps valués complets. Notons B′ = B ×̂k k′ et soit
p′ ∈ P(B′) au-dessus de p. Alors le carré

AfndCor(B, p)
φB,p

!!

""

AfndCor(p̂)

""

AfndCor(B′, p′)
φB′,p′

!! AfndCor(p̂′)

commute modulo les isomorphismes d’associativité du produit fibré (les foncteurs
verticaux étant ceux déduits de la proposition 2.2.22).

(ii) Soit D → B un morphisme de k-affinöıdes lisses et soit q ∈ P(D) au-dessus
de p. Alors le carré

AfndCor(B, p)
φB,p

!!

""

AfndCor(p̂)

""

AfndCor(D, q)
φD,q

!! AfndCor(q̂)

commute modulo les isomorphismes d’associativité du produit fibré (les foncteurs
verticaux étant ceux déduits des propositions 2.2.22 et 2.2.37).
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Démonstration. — En utilisant la propriété (i) avec k′ = k̂(p), on peut ramener la
construction du foncteur φB,p au cas où p est un point fermé. Dans ce cas, le foncteur
φB,p est déterminé par la propriété (ii). c.q.f.d.

De la proposition précédente, on déduit un morphisme de complexes

(2.36) CorB,p(X/B, Y/B) −→ Corp̂(Xp̂ , Yp̂)

pour X/B et Y/B dans SmAfnd/(B, p). Dans la suite, il sera commode de fixer un
sous-anneau Λ ⊂ Q et de considérer le morphisme de complexes de Λ-modules :

(2.37) CorB,p(X/B, Y/B)⊗ Λ −→ Corp̂(Xp̂ , Yp̂)⊗ Λ.

(On ne perdra rien à supposer que Λ = Z ou Λ = Z[1/ec(k)] avec ec(k) l’exposant
caractéristique(10) de k.) Le résultat principal de ce paragraphe affirme que (2.37) est
un quasi-isomorphisme si p est un point maximal (et si certaines conditions techniques
sont satisfaites).

Théorème 2.2.58. — Soit B un k-affinöıde lisse et soit p ∈M(B) un point maximal.
Soient X/B et Y/B deux B-affinöıdes lisses. On suppose qu’il existe des morphismes
étales de B-affinöıdes X → Bm

B et Y → Bn
B. On suppose aussi que l’une des deux

alternatives suivantes est satisfaite :
– les extensions k(p)/k et k̂(p)/k(p) sont séparables ;
– l’exposant caractéristique de k est inversible dans Λ.

Alors, le morphisme de complexes (2.37) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. — On divise la preuve en deux parties. Dans la première, on se ramène
au cas où mB,p = 0. Ce cas sera traité dans la deuxième partie.

Partie A : Réduction au cas où mB,p = 0.

Puisque l’anneau local OB,p est noethérien, son idéal maximal mB,p est de type
fini. Il est donc engendré par des germes d’éléments de Γ(U,O) pour un U ∈ Flt(p)
suffisamment petit. Quitte à remplacer B par un voisinage affinöıde de p, on peut donc
supposer qu’il existe des éléments a1, . . . , ar ∈ Γ(B,O) tels que mB,p =

∑r
i=1 ai ·OB,p.

Le sous-affinöıde fermé et réduit C = B/
√
(a1, . . . , an) contient alors un unique point

maximal q ∈ M(C) au-dessus de p. De plus, on a mC,q = 0. (Bien entendu, en
identifiant M(C) à un sous-ensemble de M(B), on a p = q ; on a préféré noter q le
point p vu comme élément de M(C) pour plus de clarté.)

Puisque C est réduit, son lieu non régulier Cnr ⊂ C est un sous-affinöıde fermé par-
tout de codimension non nulle. (En effet, l’anneau Γ(C,O) est excellent d’après [28].)
La propriété mC,q = 0 entrâıne alors que q ̸∈ Cnr. Ainsi, quitte à remplacer une nou-
velle fois B par un voisinage affinöıde de p, on peut supposer que C est régulier et

(10) Dans ce paragraphe, on évitera de noter p l’exposant caractéristique de k pour ne pas le confondre

avec le point p ∈ P(B).
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intègre. On veut se ramener au cas où C est lisse sur k ; pour cela, on distingue deux
cas.

– Supposons d’abord que l’extension k(q)/k est séparable. Puisque mC,q = 0,
k(C)/k est une sous-extension de k(q)/k. Il s’ensuit que l’extension k(C)/k est
séparable, ce qui entrâıne que C est génériquement lisse sur k. Le même raison-
nement utilisé ci-dessus (avec le lieu singulier à la place du lieu non régulier)
permet alors de supposer que C est lisse sur k.

– Supposons maintenant que l’exposant caractéristique de k est inversible dans Λ.
(C’est le cas, par hypothèse, lorsque l’extension k(q)/k est inséparable.)

On peut trouver une extension finie purement inséparable k′/k telle que
(C ⊗̂k k′)red est génériquement lisse. (L’existence de k′/k découle du fait que
k(C)/k contient une sous-extension séparable d’indice fini que l’on peut obtenir
en appliquant le lemme de normalisation de Noether en géométrie rigide.) Le
même raisonnement utilisé ci-dessus (avec le lieu singulier à la place du lieu non
régulier) permet alors de supposer que (C ⊗̂k k′)red est lisse sur k. Par ailleurs,
d’après la proposition 2.2.37, il suffit de montrer que le morphisme

CorB′,p′(X ′/B′, Y ′/B′)⊗ Λ −→ Corp̂′(X ′
p̂′ , Y ′

p̂′)⊗ Λ,

avec †′ = † ⊗̂k k′ et p′ ∈ M(B′) l’unique point au-dessus de p, est un quasi-
isomorphisme. Ceci nous ramène au cas où C est lisse sur k.

À ce stade, nous disposons d’un sous-affinöıde fermé C ⊂ B, lisse sur k, et d’un
point q ∈M(C) au-dessus de p avec mC,q = 0. Quitte à remplacer une nouvelle fois B
par un voisinage affinöıde de p, on peut trouver un carré cartésien

C !!

""

B

""

Bc
k

!! Bc
k ×̂k Bd

k

où les flèches verticales sont étales et la flèche horizontale inférieure est déduite de la
section nulle de Bd

k.
Par le lemme 2.2.60 ci-dessous, il existe ϵ ∈ |k×| et un carré cartésien

C ×̂k Bd
k(o, ϵ)

jϵ
!!

""

B

""

Bc
k ×̂k Bd

k(o, ϵ)
!! Bc

k ×̂k Bd
k.

D’autre part, grâce à la condition sur les B-affinöıdes X et Y , on dispose de carrés
commutatifs

X !!

""

B

""

Bm+c
k ×̂k Bd

k
!! Bc

k ×̂k Bd
k

Y !!

""

B

""

Bn+c
k ×̂k Bd !! Bc

k ×̂k Bd
k
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où les morphismes verticaux sont étales. On note X0 = X ×̂B C et Y0 = Y ×̂B C. En
utilisant la propriété de fonctorialité dans le lemme 2.2.60 ci-dessous, on obtient deux
carrés cartésiens

X0 ×̂k Bd
k(o, ϵ)

!!

""

X

""

C ×̂k Bd
k(o, ϵ)

!! B

Y0 ×̂k Bd
k(o, ϵ)

!!

""

Y

""

C ×̂k Bd
k(o, ϵ)

!! B.

Étant donné qu’on peut remplacer B par n’importe quel voisinage affinöıde de p,
on se ramène grâce à la discussion précédente à traiter le cas où B = Bd

C , X = Bd
X0

,
Y = Bd

Y0
, et p = o × q avec o le zéro de Bd

k et q ∈ M(C) un point maximal vérifiant
mC,q = 0. On a dans ce cas un isomorphisme

CorB,p(X,Y ) ≃ Colim
V ∈Flt(q)

Colim
λ∈|k×|

CorBd
C(o,λ)

(
Bd
X0 ×̂C V (o,λ),B

d
Y0
(o,λ)

)
.

En effet, le lemme 2.2.61 ci-dessous affirme que les ouverts de la forme Bd
V (o,λ),

avec V ∈ Flt(q) et λ ∈ |k×|, forment un sous-ensemble cofinal de Flt(p). Le mor-
phisme (2.36) se factorise de la manière suivante :

Colim
V ∈Flt(q)

Colim
λ∈|k×|

CorBd
C(o,λ)

(
Bd
X0 ×̂C V (o,λ),B

d
Y0
(o,λ)

)
−→ Colim

V ∈Flt(q)
CorC(X0 ×̂C V, Y0)

−→ Corq̂
(
(X0)q̂ , (Y0)q̂

)
.

Pour se ramener au cas mB,p = 0 (remarquer que X0/C et Y0/C vérifient l’hypo-
thèse technique de l’énoncé), il est donc suffisant de montrer que les morphismes de
complexes

(2.38) CorBd
C(o,λ)

(
Bd
X0 ×̂C V (o,λ),B

d
Y0
(o,λ)

)
−→ CorC(X0 ×̂C V, Y0)

sont des quasi-isomorphismes pour tout V ∈ Flt(q) et λ ∈ |k×|. Remarquons pour
cela que

CorBd
C(o,λ)(Bd

X0 ×̂C V (o,λ),B
d
Y0
(o,λ)) = CorC(Bd

X0 ×̂C V (o,λ), Y0)

≃ CorC(Bd
X0 ×̂C V , Y0)

(la dernière identification provient du fait que λ ∈ |k×|). De plus, modulo ces identi-
fications, le morphisme (2.38) est celui induit par la section nulle de Bd

k. Le résultat
découle maintenant de la proposition 2.2.44.

Partie B : Le cas où mB,p = 0.

À partir de maintenant, on travaille sous l’hypothèse supplémentaire que mB,p = 0 ;
puisque B est lisse, l’extension k(p)/k est séparable. (Le morphisme étale X → Bm

B

qui a servi dans la partie A de la preuve ne jouera plus aucun rôle dans la suite. Nous
aurons besoin toutefois du morphisme étale Y → Bn

B pour construire une immersion
ouverte Y ↪→ P an ci-dessous.)
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On note A = Γ(B,O) et D = Γ(Y,O). Le morphisme étale Y → Bn
B correspond à

un morphisme étale de k-algèbres affinöıdes A{τ1, . . . , τn}→ D. Par le lemme 1.1.52,
il existe une présentation

D ≃ A{τ1, . . . , τn+r}
(f1, . . . , fr)

avec fj ∈ A[τ1, . . . , τn+r] pour 1 ≤ j ≤ r. On pose

E =
A[τ1, . . . , τn+r]

(f1, . . . , fr)
et P = Spec(E).

Alors P est un A-schéma affine de type fini et il existe une immersion ouverte ca-
nonique Y ↪→ P an. (Dans la suite dans la preuve, le morphisme étale Y → Bn

B ne
servira plus ; nous utiliserons uniquement l’immersion ouverte de Y dans l’analytifié
du A-schéma de type fini P .)

Pour un anneau L et un entier n ∈ N, rappelons que ∆n
L désigne le schéma

Spec(L[t0, . . . , tn]/(1−
∑n

i=0 ti)). Introduisons quelques notations supplémentaires.

– On pose

Cn = Γ(∆n
rig ×̂k X,O) =

Γ(X,O){t0, . . . , tn}
(1−

∑n
i=0 ti)

,

Ĉn = Γ
(
(∆n

rig ×̂k X)p̂ ,O
)
=

Γ(Xp̂ ,O){t0, . . . , tn}
(1−

∑n
i=0 ti)

.

Les anneaux Cn et Ĉn sont des algèbres affinöıdes sur k et k̂(p) respectivement.
D’après le lemme 2.2.62 ci-dessous, la O(∆n

k̂(p)
)-algèbre Ĉn est régulière. Grâce

au théorème de Popescu [34, 35] (voir aussi [40]), Ĉn est une colimite filtrante

de O(∆n
L)-algèbres lisses de type fini avec L ⊂ k̂(p) des sous-A-algèbres de type

fini. L’hypothèse mB,p = 0 assure que Spec(L) → Spec(A) est dominant. Ainsi,

quitte à raffiner L (dans l’ensemble des sous-A-algèbres de type fini de k̂(p)), on
peut supposer qu’il existe un B-affinöıde fini, surjectif et radiciel B′ = Spm(A′)
tel que la A′-algèbre (L ⊗A A′)red est lisse. (Bien entendu, lorsque l’extension

k̂(p)/k(p) est séparable, on peut prendre B′ = B, i.e., on peut supposer que la
A-algèbre L est lisse.)

– Identifions Y à son image par l’immersion ouverte Y ↪→ P an. Étant donné un
B-affinöıde lisse Q, on notera CorYB(Q,P ) le sous-groupe(11) de

CorSpec(A)

(
Spec(Γ(Q,O)), P

)

librement engendré par les correspondances finies élémentaires [Z] avec Z ⊂
Spec(Γ(Q,O)) ×Spec(A) P intègre, fini et surjectif sur une composante connexe
de Spec(Γ(Q,O)), et vérifiant la condition supplémentaire suivante :

(11) Il s’agit du groupe de correspondances finies algébriques au-dessus de Spec(A) entre les A-

schémas Spec(Γ(Q,O)) et P .
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la A-algèbre Γ(Z,O) est affinöıde puisqu’elle est finie sur Γ(Q,O). On note
Zan le B-affinöıde Spm(Γ(Z,O)). Par la proposition 1.1.21, le morphisme
de A-schémas Z → P équivaut à la donnée d’un morphisme de B-variétés
rigides Zan → P an. Alors, [Z] est dansCorYB(Q,P ) si et seulement si l’image
de Zan dans P an est contenue dans Y .

Il est clair que l’association [Z]! [Zan] fournit un isomorphisme

(2.39) CorYB(Q,P ) ≃ CorB(Q,Y ).

– Étant donné un k̂(p)-affinöıde lisse R, on notera CorYB(R,P ) le sous-groupe de

CorSpec(A)

(
Spec(Γ(R,O)), P

)

librement engendré par les correspondances finies élémentaires [Z] avec Z ⊂
Spec(Γ(R,O)) ×Spec(A) P intègre, fini et surjectif sur une composante connexe
de Spec(Γ(R,O)), et vérifiant la condition supplémentaire suivante :

la k̂(p)-algèbre Γ(Z,O) est affinöıde puisqu’elle est finie sur Γ(R,O). On

note Zan le k̂(p)-affinöıde Spm(Γ(Z,O)). Par la proposition 1.1.21, le mor-

phisme de A-schémas Z → P équivaut à la donnée d’un morphisme de k̂(p)-

variétés rigides Zan → P an ⊗̂k k̂(p). Alors, [Z] est dans CorYB(R,P ) si et

seulement si l’image de Zan dans P an ⊗̂k k̂(p) est contenue dans Y ⊗̂k k̂(p).

Il est clair que l’association [Z]! [Zan] fournit un isomorphisme

(2.40) CorYB(R,P ) ≃ Corp̂(R, Yp̂).

Les isomorphismes (2.39) et (2.40) sont naturels en Q et R (où pour CorYB(−, P )
on utilise le « pull-back » des cycles relatifs suivant des morphismes entre schémas
noethériens réguliers). Avec ces notations, on doit prouver que

(2.41) Colim
W∈Flt′(p)

CorYB
(
(∆•

rig ×̂k X) ×̂B W,P
)
−→ CorYB

(
(∆•

rig ×̂k X)p̂ , P
)

est un quasi-isomorphisme (après application de −⊗Λ). On divise la preuve en deux
sous-parties : dans la première on traite la surjectivité en homologie et dans la seconde
on traite l’injectivité. Étant donné que les preuves de la surjectivité et de l’injectivité
se ressemblent, nous donnerons beaucoup plus de détails dans la première sous-partie
que dans la seconde.

Sous-partie B.1 : On montre ici que (2.41) induit des morphismes surjectifs en homo-
logie. Soit n ∈ N un entier naturel et soit α ∈ CorYB((∆

n
rig ×̂k X)p̂ , P )⊗Λ une corres-

pondance finie (à coefficients dans Λ) définissant un cycle dans le complexe normalisé
associé au groupe simplicial CorYB((∆

•
rig ×̂k X)p̂ , P ) ⊗ Λ, i.e., telle que α ◦ dn,i = 0

pour tout 0 ≤ i ≤ n, avec

dn,i : (∆
n−1
rig ×̂k X)p̂ ↪−→ (∆n

rig ×̂k X)p̂
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l’inclusion de la face d’équation ti = 0. Nous allons construire successivement des
correspondances finies, α′, α′′ et α′′′ et nous montrerons que α′′′ fournit un antécédent
à α. L’argument étant long, on le divise en trois étapes.

Étape B.1.1 : Puisque P est un A-schéma de type fini, il existe par le théorème de
Popescu [34, 35] une sous-A-algèbre de type fini L ⊂ k̂(p), un ∆n

L-schéma affine et

lisse H̃0, un morphisme de ∆n
L-schémas Spec(Ĉn)→ H̃0, et une correspondance finie

α̃′
0 ∈ CorSpec(A)(H̃0, P )⊗ Λ telle que α est égale à la composition de

Spec(Ĉn) −→ H̃0

α̃′
0
!! P.

Quitte à raffiner L et H̃0, on peut supposer aussi que α̃′
0 ◦ (H̃0/(ti) ↪→ H̃0) = 0 pour

0 ≤ i ≤ n.
Quitte à raffiner L, on peut supposer qu’il existe un B-affinöıde fini, surjectif et

radiciel B′ = Spm(A′) tel que la A′-algèbre (L ⊗A A′)red est lisse. Soit q une puis-
sance de l’exposant caractéristique de k telle que le q-ième morphisme de Frobenius
absolu de A se factorise par le morphisme A → A′. Par le choix de A′, la A-algèbre
(L⊗A,Frobq A)red est lisse. Il s’ensuit aussitôt que le ∆n

A-schéma

H0 = (H̃0 ×∆n
A,Frobq ∆

n
A)red

est également lisse. (Ci-dessus, le changement de base est suivant le q-ième morphisme
de Frobenius absolu de ∆n

A qui se factorise par le morphisme

id∆n × Frobq : ∆n × Spec(A) −→ ∆n × Spec(A).
)

Par ailleurs, le q-ième morphisme de Frobenius absolu de H̃0 fournit un morphisme de
∆n

A-schémas H̃0 → H0. Ce dernier morphisme étant fini, surjectif et radiciel, il admet

un inverse γ ∈ Cor∆n
A
(H0, H̃0)⊗ Λ. On pose alors α′

0 = α̃′
0 ◦ γ.

On a ainsi trouvé un ∆n
A-schéma affine et lisse H0, un morphisme de ∆n

A-schémas

Spec(Ĉn)→ H0, et une correspondance finie α′
0 ∈ CorSpec(A)(H0, P )⊗Λ telle que α

est égale à la composition de

Spec(Ĉn) −→ H0

α′
0
!! P.

De plus, on a α′
0 ◦ (H0/(ti) ↪→ H0) = 0 pour 0 ≤ i ≤ n.

Pour la suite, on pose H = H0 ×∆n
A
Spec(Cn) et on note α′ la composition de α′

0

avec la projection H → H0. On dispose également d’un morphisme canonique de
Cn-schémas Spec(Ĉn)→ H et la composition de

Spec(Ĉn) −→ H
α′

!! P

est égale à α. Bien entendu, on a encore α′ ◦ (H/(ti) ↪→ H) = 0 pour 0 ≤ i ≤ n.

Étape B.1.2 : Notons Z ′ ⊂ H ×Spec(A) P le support de α′. C’est un schéma réduit,
fini et surjectif sur H. On pose

Z = (Spec(Ĉn)×H Z ′)red.
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Alors Γ(Z,O) est une Ĉn-algèbre affinöıde finie et Zan = Spm(Γ(Z,O)) est le support
de la correspondance finie α de (∆n

rig ×̂k X)p̂ dans (P an)p̂ . Par construction, on a un
carré cartésien (à nil-immersion près)

Zan !!

""

(Z ′an)p̂

""

(∆n
rig ×̂k X)p̂ Spm(Ĉn) !! (Han)p̂ .

La flèche horizontale inférieure est une section au morphisme (Han)p̂ → (∆n
rig ×̂k X)p̂

déduit du morphisme évidentHan → ∆n
rig ×̂k X. En particulier, les flèches horizontales

dans le carré ci-dessus sont des immersions fermées.
Puisque α est dans CorYB((∆

n
rig ×̂k X)p̂ , P ), le morphisme Zan → (P an)p̂ se facto-

rise par l’ouvert affinöıde Yp̂ . On a donc un carré commutatif

Zan !!

""

(Z ′an)p̂

""

Yp̂
!! (P an)p̂ .

Ainsi, Zan est contenu dans (Z ′an ×̂P an Y )p̂ . Puisque Zan est un affinöıde (et donc
quasi-compact) et que la k-variété rigide Z ′an ×̂P an Y peut s’écrire comme une
union croissante d’une suite d’ouverts affinöıdes, on peut trouver un ouvert affinöıde
R ⊂ Z ′an tel que :

– l’image de R par le morphisme Z ′an → P an est contenue dans Y ⊂ P an ;
– Rp̂ contient le fermé Zan ↪→ (Z ′an)p̂ .

On définit alors un sous-ensemble T ⊂ Han en posant T = (Z ′an → Han)⊙(R) avec les
notations du lemme 2.2.63 ci-dessous. (Le lemme en question suppose qu’on travaille
avec des k-affinöıdes ; on se ramène à ce cas en remplaçant Han par un ouvert affinöıde
dont l’image inverse par Z ′an → Han contient R.) Toujours d’après le lemme 2.2.63
ci-dessus, T est un ouvert affinöıde et Tp̂ contient le fermé (∆n

rig ×̂k X)p̂ ↪→ (Han)p̂ .
(En effet, l’image inverse de ce fermé par (Z ′an)p̂ → (Han)p̂ est égale à Zan qui est
bien contenu dans Rp̂ .) On note alors α′′ la composition de α′ avec Spec(Γ(T,O))→
H. Par construction, α′′ est un élément de CorYB(T, P ) = CorB(T, Y ). De plus les
compositions de α′′ avec les inclusions T/(ti) ↪→ T sont nulles pour 0 ≤ i ≤ n.

Étape B.1.3 : À ce stade, nous avons construit un ∆n
rig ×̂k X-affinöıde lisse T , muni

d’une section

s : (∆n
rig ×̂k X)p̂ −→ Tp̂

définie après extension des scalaires à k̂(p), ainsi qu’une correspondance finie α′′ ∈
CorB(T, Y ) ⊗ Λ telle que (α′′)p̂ ◦ s = α et α′′ ◦ (T/(ti) ↪→ T ) = 0 pour 0 ≤ i ≤
n. Par le lemme 2.2.64 ci-dessous, on peut supposer que T = Bd

k ×̂k (∆n
rig ×̂k X) =

∆n
rig ×̂k Bd

X (quitte à remplacer B par un voisinage affinöıde de p). Dans ce cas, on peut

considérer α′′ comme un cycle dans le complexeCorB(Bd
X , Y )⊗Λ. Appelons π : Bd

X →
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X la projection évidente. D’après la proposition 2.2.44, il existe une correspondance
finie α′′′ ∈ CorB(∆n

rig ×̂k X,Y ) ⊗ Λ, qui est un cycle dans le complexe normalisé
associé au groupe simplicial CorB(∆•

rig ×̂k X,Y )⊗Λ, et telle que α′′ est homologue à

α′′′ ◦π. Soit β ∈ CorB(∆
n+1
rig ×̂k Bd

X , Y )⊗Λ une homologie entre α′′ et α′′′ ◦π. Ainsi,
β vérifie β ◦ dn+1,0 = α′′ − α′′′ ◦ π et β ◦ dn+1,i = 0 pour 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Appelons

h : (∆n+1
rig ×̂k X)p̂ −→ (∆n+1

rig ×̂k Bd
X)p̂

le morphisme obtenu du morphisme de (∆n
rig ×̂kX)p̂-affinöıdes s : (∆n

rig ×̂k X)p̂ →
Tp̂ = (∆n

rig ×̂k Bd
X)p̂ par changement de base suivant le morphisme de dégénérescence

(∆n+1
rig ×̂kX)p̂ → (∆n

rig ×̂kX)p̂ correspondant à

(t0, . . . , tn+1)! (t0 + t1, t2, . . . , tn+1).

On a donc un carré cartésien

(∆n+1
rig ×̂k X)p̂

h
!!

""

(∆n+1
rig ×̂k Bd

X)p̂

""

(∆n
rig ×̂k X)p̂

s
!! (∆n

rig ×̂k Bd
X)p̂

et h est un morphisme de (∆n+1
rig ×̂kX)p̂-affinöıdes. En particulier, pour 0 ≤ i ≤ n+1,

on dispose de carrés cartésiens

(∆n
rig ×̂k X)p̂

hi
!!

dn+1,i
""

(∆n
rig ×̂k Bd

X)p̂

dn+1,i
""

(∆n+1
rig ×̂k X)p̂

h
!! (∆n+1

rig ×̂k Bd
X)p̂ .

De plus, h0 = s de sorte que h◦dn+1,0 = dn+1,0 ◦s. (Cette égalité est aussi vraie pour
i = 1, mais nous n’en aurons pas besoin.) Ainsi, la correspondance finie (β)p̂ ◦ h ∈
Corp̂((∆

n+1
rig ×̂k X)p̂ , Yp̂)⊗ Λ vérifie les identités suivantes

(β)p̂ ◦ h ◦ dn+1,i =

{
(α′′)p̂ ◦ s− (α′′′)p̂ ◦ πp̂ ◦ s si i = 0,

0 si 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Puisque α = (α′′)p̂ ◦ s et que s est une section à la projection

πp̂ : (∆n
rig ×̂k Bd

X)p̂ −→ (∆n
rig ×̂k X)p̂ ,

la correspondance finie (β)p̂ ◦h fournit une homologie entre α et (α′′′)p̂ . Ceci termine
la preuve de la surjectivité.

Sous-partie B.2 : On montre maintenant que (2.41) induit des morphismes injectifs
en homologie. Soit n ∈ N un entier naturel et soit α ∈ CorYB(∆

n
rig ×̂k X,P ) ⊗ Λ une

correspondance finie définissant un cycle dans le complexe normalisé associé au groupe
simplicial CorYB(∆

•
rig ×̂k X,P )⊗Λ, i.e., telle que α◦dn,i = 0 pour tout 0 ≤ i ≤ n. On
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suppose qu’il existe une correspondance finie β ∈ CorYB((∆
n+1
rig ×̂k X)p̂ , P ) ⊗ Λ telle

que β ◦ dn+1,0 = αp̂ et β ◦ dn+1,i = 0 pour 1 ≤ i ≤ n+ 1.
Puisque P est un A-schéma de type fini, on peut appliquer le théorème de Popescu

[34, 35] et le raisonnement de l’étape B.1.1 pour obtenir un Cn+1-schéma affine,
lisse et de type fini H, muni d’un morphisme de Cn+1-schémas Spec(Ĉn+1) → H,
et une correspondance finie β′ ∈ CorSpec(A)(H,P ) ⊗ Λ telle que β est égale à la
composition de

Spec(Ĉn+1) −→ H
β′

!! P.

En raffinant L et H̃0 (voir le début de l’étape B.1.1), on peut aussi garantir que
β′ ◦ (H/(t0) ↪→ H) = α ◦ (H/(t0) → Spec(Cn)) et β′ ◦ (H/(ti) ↪→ H) = 0 pour
1 ≤ i ≤ n+ 1.

En raisonnant comme dans l’étape B.1.2, on peut construire un ouvert affinöıde
T ⊂ Han tel que Tp̂ contient le fermé (∆n+1

rig ×̂k X)p̂ ↪→ (Han)p̂ et tel que la restriction
de (β′)an à T se factorise par Y . On note β′′ ∈ CorB(T, Y ) ⊗ Λ la correspondance
finie ainsi obtenue. Par construction, on a

(2.42) β′′ ◦ (T/(t0) ↪→ T ) = α ◦ (T/(t0) −→ ∆n
rig ×̂k X)

et β′′ ◦ (T/(ti) ↪→ T ) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n+ 1.
D’après le lemme 2.2.64 ci-dessus, on peut supposer que T = Bd

k ×̂k (∆
n+1
rig ×̂k X) =

∆n+1
rig ×̂k Bd

X (quitte à remplacer B par un voisiage affinöıde de p). Notons s0 la section

nulle de Bd
X et posons β′′′ = β′′ ◦s0. Alors β′′′ ◦dn+1,i = 0 pour 1 ≤ i ≤ n+1. D’autre

part, la relation (2.42) entrâıne que β′′′◦dn+1,0 = α. Ceci montre que α est homologue
à zéro. Le théorème est démontré. c.q.f.d.

Remarque 2.2.59. — Dans le cas où les extensions k(p)/k et k̂(p)/k(p) sont sépa-
rables (ce qui est automatique si k est de caractéristique nulle), la preuve du théorème
2.2.58 fonctionne encore en remplaçant partout « correspondances finies » par « com-
binaisons linéaires de morphismes ». Ainsi, le morphisme de groupes simpliciaux

Z⊗ homAfnd/(B,p)(∆
•
rig ×̂k X/B, Y/B) −→ Z⊗ homAfnd/p̂(∆

•
rig ×̂k Xp̂ , Yp̂)

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés (en supposant bien
entendu que X et Y admettent des morphismes étales vers des boules de Tate rela-
tives).

Dans la preuve du théorème 2.2.58, nous avons utilisé quelques lemmes de géométrie
rigide. Il s’agit des lemmes 2.2.60, 2.2.61, 2.2.62, 2.2.63 et 2.2.64 ci-dessous (que nous
avons ordonnés par ordre d’utilisation).

Lemme 2.2.60. — Soient U et V des k-variétés rigides quasi-compactes. On suppose
donné un morphisme étale e : V → U ×̂k Bn

k . On note o le centre de Bn
k , Z = V ×̂Bn

k
o

et e0 : Z → U le morphisme évident. Pour ϵ ∈ |k×| suffisamment petit, il existe un
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unique morphisme jϵ : Z ×̂k Bn
k (o, ϵ)→ V rendant commutatif le carré

(2.43) Z ×̂k Bn
k (o, ϵ)

jϵ
!!

e0 × id
""

V

e
""

U ×̂k Bn
k (o, ϵ)

!! U ×̂k Bn
k

et tel que (jϵ)|Z ×̂k o : Z → V est l’inclusion évidente de Z dans V . De plus, le
morphisme jϵ est une immersion ouverte et le carré ci-dessus est cartésien.

Le morphisme jϵ est fonctoriel au sens suivant. Supposons donné un carré com-
mutatif

V ′ g
!!

e′
""

V

e
""

U ′ ×̂k Bn
k

f × id
!! U ×̂k Bn

k

avec e et e′ étales. Notons j′ϵ : Z
′ ×̂k Bn

k (o, ϵ)→ V ′ le morphisme associé à e′ comme
ci-dessus. Alors, le carré suivant commute

(2.44) Z ′ ×̂k Bn
k (o, ϵ)

g0 × id
!!

j′ϵ
""

Z ×̂k Bn
k (o, ϵ)

jϵ
""

V ′ g
!! V.

Démonstration. — On construit d’abord le morphisme jϵ. On pose W = V ×̂U Z.
On a un morphisme diagonal Z →W . Le diagramme

Z

""## $$

V W%% !! Z ×̂k Bn
k

commute et ses flèches horizontales sont étales. Par le corollaire 1.1.56 et le
lemme 2.2.61 ci-dessous, il existe pour ϵ ∈ |k×| suffisamment petit un morphisme
Z ×̂k Bn

k (o, ϵ)→W rendant commutatif le diagramme

W

""

Z !!

&&

Z ×̂k Bn
k (o, ϵ)

!!

''

Z ×̂k Bn
k .

Considérons la composition de

jϵ : Z ×̂k Bn
k (o, ϵ) −→W −→ V.

Par construction, le diagramme suivant commute :
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W

!!""

Z ×̂k Bn
k (o, ϵ)

##

e0 × id
""

$$

Z ×̂k Bn
k

e0 × id
""

V.

e%%

U ×̂k Bn
k (o, ϵ)

## U ×̂k Bn
k

Il vient que jϵ rend commutatif le carré (2.43).
Remarquons à présent que jϵ est un morphisme de U ×̂k Bn

k -variétés rigides étales.
Or, un tel morphisme est uniquement déterminé par son changement de base suivant
l’inclusion U ×̂k o ↪→ U ×̂k Bn car Z ×̂k o rencontre toutes les composantes connexes de
Z ×̂k Bn

k (o, ϵ). Ainsi, la condition que (jϵ)|Z ×̂k o est l’inclusion évidente force l’unicité
du morphisme jϵ.

Montrons maintenant que jϵ est une immersion ouverte (quitte peut-être à prendre
un ϵ plus petit). Étant donné que le triangle

Z ×̂k Bn
k (o, ϵ)

""

Z ##

&&

V

commute et que le morphisme vertical est étale, une deuxième application du corol-
laire 1.1.56 montre qu’il existe un voisinage quasi-compact Q ⊂ Z ×̂k Bn

k (o, ϵ) de Z
tel que la composition de

Q −→ Z ×̂k Bn
k (o, ϵ) −→ V

est une immersion ouverte. Par le lemme 2.2.61 ci-dessous, on peut trouver 0 < ϵ′ < ϵ,
avec ϵ′ ∈ |k×|, tel que Z ×̂k Bn

k (o, ϵ
′) est contenu dans Q. D’où le résultat.

On montre maintenant que (2.43) est cartésien (quitte peut-être à prendre un ϵ
plus petit). On dispose d’une immersion ouverte Z ×̂k Bn

k (o, ϵ) ↪→ V ×̂Bn
k
Bn
k (o, ϵ). Or,

la famille des V ×̂Bn
k
Bn
k (o, ϵ) est cofinale parmi les voisinages ouverts de Z dans V .

On peut donc trouver 0 < ϵ′ < ϵ, avec ϵ′ ∈ |k×|, tel que V ×̂Bn
k
Bn
k (o, ϵ

′) est contenu
dans jϵ(Z ×̂k Bn

k (o, ϵ)). On a alors nécessairement Z ×̂k Bn
k (o, ϵ

′) ≃ V ×̂Bn
k
Bn
k (o, ϵ

′).
Pour terminer, il reste à voir que le carré (2.44) commute. Comme (2.43) est car-

tésien, la fonctorialité du produit fibré fournit un morphisme a : Z ′ ×̂k Bn
k (o, ϵ) →

Z ×̂k Bn
k (o, ϵ) faisant commuter le diagramme

U ′ ×̂k Bn
k (o, ϵ)

""

Z ′ ×̂k Bn
k (o, ϵ)

##''

a
""

V ′

""

U ×̂k Bn
k (o, ϵ) Z ×̂k Bn

k (o, ϵ)
##'' V.

Comme Z ′ ×̂k Bn
k (o, ϵ) et Z ×̂k Bn

k (o, ϵ) sont étales sur U
′ ×̂k Bn

k (o, ϵ) et U ×̂k Bn
k (o, ϵ)

respectivement, il existe au plus un morphisme a induisant le morphisme g0 : Z ′ → Z.
Comme g0× id convient, on a forcément a = g0× id. Ceci termine la preuve du lemme.

c.q.f.d.

MÉMOIRES DE LA SMF 140/141

252

252



2.2. CORRESPONDANCES FINIES ET PRÉFAISCEAUX AVEC TRANSFERTS 247

Lemme 2.2.61. — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit U ⊂ X ×̂k Bn
k

un ouvert quasi-compact et notons Z = U∩(X ×̂k o) ⊂ X. Pour ϵ ∈ |k×| suffisamment
petit, on a Z ×̂k Bn

k (o, ϵ) ⊂ U .

Démonstration. — La question est locale en X et U . On peut donc supposer que X
est un k-affinöıde et que U est un domaine rationnel DBn

X
(f0|f1, . . . , fr) défini par des

éléments f0, . . . , fr engendrant Γ(X,O){t1, . . . , tn} en tant qu’idéal. Écrivons, pour
0 ≤ i ≤ r,

fi =
∑

ν=(ν1,...,νn)∈Nn

fν
i t

ν1
1 · · · tνn

n

avec fν
i ∈ Γ(X,O). On fixe M ∈ |k×| tel que |fν

i |∞ < M pour tout i et ν comme
ci-dessus, et ϵ1 ∈ |k×| tel que ϵ1 ≤ max0≤i≤n |fi(x)| pour tout x ∈ Bn

X .

Montrons que ϵ convient dès que ϵ < min(1, ϵ1/M). On note f0
i = f (0,...,0)

i pour
simplifier. Pour tout x ∈ X ×̂k Bn

k (o, ϵ), on a les inégalités
∣∣fi(x)− f0

i (x)
∣∣ < ϵ1, ϵ1 ≤ max

0≤i≤n

∣∣fi(x)
∣∣ et ϵ1 ≤ max

0≤i≤n

∣∣f0
i (x)

∣∣.

(La deuxième inégalité est mise pour mémoire ; la troisième inégalité s’obtient à partir
de la deuxième en se restreignant aux points de X ×̂k o.) On en déduit aussitôt que

DBn
X(o,ϵ)(f0|f1, . . . , fn) = DBn

X(o,ϵ)(f
0
0 |f0

1 , . . . , f
0
n) = DX(f0

0 |f0
1 , . . . , f

0
n) ×̂k Bn

k (o, ϵ).

Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Lemme 2.2.62. — Soit A une k-algèbre affinöıde. Alors, la A[t1, . . . , tn]-algèbre
A{t1, . . . , tn} est régulière. En particulier, si le k-affinöıde Spm(A) est lisse, l’anneau
A{t1, . . . , tn} est aussi régulier au-dessus de k[t1, . . . , tn].

Démonstration. — Les anneaux A et A{t1, . . . , tn} sont excellents d’après [28]. Il
en est de même de A[t1, . . . , tn]. Or, pour tout point fermé z ∈ Spec(A{t1, . . . , tn})
d’image y ∈ Spec(A[t1, . . . , tn]), le morphisme induit sur les complétions (relativement
aux idéaux maximaux) des anneaux locaux en y et z est inversible. Ceci montre
que la A[t1, . . . , tn]-algèbre A{t1, . . . , tn} est régulière. La dernière assertion découle
immédiatement du fait que la k-algèbre A est régulière lorsque le k-affinöıde Spm(A)
est lisse. c.q.f.d.

Lemme 2.2.63. — Soit f : Y → X un morphisme de k-affinöıdes et soit V ⊂ Y un
ouvert quasi-compact. Considérons le sous-ensemble f⊙(V ) ⊂ X donné par :

f⊙(V ) = {x ∈ X; f−1(x) ⊂ V }.

(a) Supposons que X est normal et que toute composante irréductible de Y est
finie et surjective sur une composante connexe de X (en particulier, f est fini).
Alors f⊙(V ) est un ouvert quasi-compact de X. De plus, pour p ∈ P(X), on a
l’équivalence p ∈ P(f⊙(V )) ⇔ f−1(p) ⊂ P(V ). Enfin, si V est affinöıde, il en
est de même de f⊙(V ).
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(b) Supposons donné un carré cartésien de k-affinöıdes

Y ′ g′
!!

f ′
""

Y

f
""

X ′ g
!! X.

Alors f ′
⊙(g

′−1(V )) = g−1(f⊙(V )).

(c) Supposons que les conditions de la partie (a) sont satisfaites. Alors, la forma-
tion de f⊙V est compatible aux extensions de corps valués complets k′/k. Plus
précisément, on a (f ⊗̂k k′)⊙(V ⊗̂k k′) = f⊙(V ) ⊗̂k k′.

Démonstration. — La partie (b) de l’énoncé est immédiate. En effet, pour x′ ∈ X ′,
on a f−1(g(x′)) = g′(f ′−1(x′)) de sorte que f−1(g(x′)) ⊂ V si et seulement si
f ′−1(x′) ⊂ g′−1(V ). Autrement dit, g(x′) ∈ f⊙(V ) si et seulement si x′ ∈ f ′

⊙(g
′−1(V )).

Remarquons aussi que (c) découle de (a) et plus précisément de l’équivalence p ∈
M(f⊙(V )) ⇔ f−1(p) ⊂ M(V ). (Interpréter les points fermés de X ×̂k k′ et Y ×̂k k′

comme des points maximaux de X et Y .)
On se concentre maintenant sur la partie (a) de l’énoncé. Si (ei : Yi → Y )i∈I est

une famille de morphismes de k-affinöıdes avec
∐

i∈I Yi → Y surjectif, on a

f⊙(V ) =
⋂

i∈I

(f ◦ ei)⊙
(
e−1
i (V )

)
.

En prenant un recouvrement fh bien choisi, on se ramène à démontrer (a) dans le cas
où X est connexe, Y normal et connexe, et f : Y → X un revêtement pseudo-galoisien
de groupe de Galois G. Puisque le morphisme Y/G → X est radiciel, il induit une
bijection entre les ouverts quasi-compacts de Y/G et ceux de X ; cette bijection et
son inverse préservent les ouverts affinöıdes. Ainsi, on peut remplacer X par Y/G et
supposer que X = Y/G.

Soient X et Y des modèles formels essentiels deX et Y . Quitte à raffiner ces modèles
on peut supposer les propriétés suivantes.

– Le morphisme f provient d’un morphisme fini de k◦-schémas formels f̃ : Y→ X.
– Il existe un ouvert V ⊂ Y tel que Vη = V .
– L’action de G sur Y s’étend en une action sur Y.
– Le groupe G agit transitivement sur les fibres du morphisme f̃σ : Yσ → Xσ.

Seule la dernière propriété demande un argument ; expliquons comment on peut la
garantir. Considérons OY comme un faisceau quasi-cohérent de OX-algèbres finies.
Considérons le sous-faisceau quasi-cohérent (OY)G ⊂ OY. Il s’écrit comme une union
filtrante de sous-OX-algèbres finies. En passant aux spectres formels, on obtient ainsi
un système projectif de X-schémas formels finis (Xi)i∈I tel que (OY)G = Colimi∈I OXi .
Il s’ensuit que G agit transitivement sur les fibres du morphisme

Yσ −→ Limi∈I(Xi)σ.
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(Pour vérifier cela, on peut supposer que X est affine ; il suffit alors d’appliquer [13,

Chapitre V, §2, n◦ 2, Théorème 2] à Γ(Y,O) pour conclure.) Puisque Yσ est un k̃-
schéma de type fini, il existe un indice i ∈ I tel que G agit transitivement sur les
fibres du morphisme Yσ → (Xi)σ. De plus, il est clair que Xi est encore un modèle
formel de X. Ceci permet de conclure.

Revenons à la preuve de (a). On note T = Yσ − Vσ, Z = f̃σ(T ) et U = X − Z.
Nous allons vérifier que U = Uη cöıncide avec f⊙(V ). Ceci montrera que f⊙(V ) est
un ouvert quasi-compact. Pour x ∈ X, on a une inclusion

red(f−1(x)) ⊂ f−1
σ

(
red(x)

)
.

(Rappelons que red(x) est l’image du morphisme canonique Spf(k◦(x)) → X et
de même pour les points fermés de Y .) Or G agit transitivement sur l’ensemble
f−1
σ (red(x)) d’après le choix des modèles formels et l’ensemble red(f−1(x)) est non
vide car f est surjectif. L’inclusion ci-dessus est donc une égalité : red(f−1(x)) =
f−1
σ (red(x)). On en déduit les équivalences

f−1(x) ⊂ V ⇔ red
(
f−1(x)

)
⊂ Vσ ⇔ f−1

σ

(
red(x)

)
⊂ Vσ ⇔ red(x) ∈ Uσ ⇔ x ∈ U.

Ceci permet de conclure.
Remarquons aussi que les équivalences ci-dessus sont encore valables pour tout

point p ∈ P(X) (avec red(p) l’image du morphisme Spec(k̃(p)) → Xσ et de même
pour les points dans P(Y )). Ceci permet d’obtenir l’équivalence f−1(p) ⊂ P(V ) ⇔
p ∈ P(f⊙(V )).

Pour terminer la preuve du lemme, il reste à voir que f⊙(V ) est affinöıde si V
est affinöıde (toujours sous l’hypothèse que f est un revêtement pseudo-galoisien tel
que X = Y/G). Puisque G agit transitivement sur les fibres du morphisme f (par le
lemme 2.2.3), on a

f−1f⊙(V ) =
⋂

g∈G

g−1(V ).

En particulier, l’ouvert W = f−1f⊙(V ) est un affinöıde. Puisque f⊙(V ) = W/G,
ceci montre que f⊙(V ) est isomorphe au spectre maximal de la k-algèbre affinöıde
Γ(W,O)G. c.q.f.d.

Lemme 2.2.64. — Soit B un k-affinöıde lisse et soit p ∈ M(B) un point maximal
tel que mB,p = 0. Soient X un B-affinöıde lisse et T un X-affinöıde lisse. On suppose
que T admet une section s : Xp̂ → Tp̂ au-dessus de p̂ :

Xp̂
s

!! Tp̂
!! Xp̂ .
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Il existe alors U ∈ Flt′(p) et des diagrammes commutatifs

Bn
X ×̂B U

r
!!

""

T

##

X

Bn
Xp̂

rp̂
## $$

Xp̂
s

!!

s′
%%

Tp̂
!! Xp̂

avec r lisse et où les morphismes non nommés sont les morphismes évidents.

Démonstration. — Le OT -module ΩT/X est un facteur direct d’un OT -module libre
car T est un X-affinöıde lisse. Il existe donc un Γ(T,O)-module projectif N tel que

ΩT/X ⊕N ≃ On
T ,

avec N le OT -module cohérent associé à N . Quitte à remplacer le couple (T, s) par
(T1, 0 ◦ s) avec T1 un voisinage affinöıde de la section nulle de l’analytifié du fibré
vectoriel Spec(

⊕∞
i=1 Sym

iN), on peut supposer que ΩT/X est libre de rang n.
Choisissons une présentation Γ(X,O){t1, . . . , tn+m} !! !! Γ(T,O) et notons I son

noyau. On a une suite exacte courte de Γ(T,O)-modules projectifs

0 −→ I/I2 −→
n+m⊕

i=1

Γ(T,O) · dti
θ

!! Γ(T,ΩT/X) −→ 0.

Comme ΩT/X est libre, il existe une famille (ωj)j=1,...,n dans
⊕n+m

i=1 Γ(T,O) · dti dont
l’image par θ forme une base de ΩT/X . Écrivons

ωj =
n+m∑

i=1

fijdti , fij ∈ Γ(T,O).

Soient f̄ij ∈ Γ(Xp̂ ,O) les restrictions des fij à Xp̂ suivant la section s. Pour tout
réel ϵ > 0, on choisit gϵij ∈ ColimU∈Flt′(p) Γ(X ×̂B U,O) tel que |gϵij − f̄ij |∞ ≤ ϵ
(où | · |∞ désigne la norme infinie relativement à Xp̂ et où l’on note par le même
symbole un élément de ColimU∈Flt′(p) Γ(X ×̂B U,O) et son image dans Γ(Xp̂ ,O)).
L’existence des gϵij est assurée par le fait que l’image de ColimU∈Flt′(p) Γ(X ×̂B U,O)

dans Γ(Xp̂ ,O) est dense. On choisit enfin Uϵ ∈ Flt′(p) tel que les gϵij soient définis sur
X ×̂B Uϵ.

On considère l’élément ωϵ
j =

∑n+m
i=1 gϵijdti ∈

⊕n+m
i=1 Γ(X ×̂B Uϵ,O) · dti et on note

encore ωϵ
j l’image de cet élément dans

⊕n+m
i=1 Γ(T ×̂B Uϵ,O)·dti. Puisque (θ(ωj))1≤j≤n

est une base de ΩT/X , il existe une unique matrice Mϵ ∈ Matn,n(Γ(T ×̂B Uϵ,O)) telle

que Mϵ(θ(ωj)) = θ(ωϵ
j) pour 1 ≤ j ≤ n. Pour η ∈

√
|k×|, on considère le domaine

rationnel Tϵ,η = DT ×̂B Uϵ
(det(Mϵ)|η), de T ×̂B Uϵ. Clairement, Mϵ est inversible au-

dessus de Tϵ,η, ce qui revient à dire que (θ(ωϵ
j))1≤j≤n forme une base de ΩT/X au-

dessus de Tϵ,η. Par ailleurs, pour ϵ et η suffisament petits, la section s se factorise à
travers (Tϵ,η)p̂ . En effet, en notant M̄ϵ l’image de Mϵ dans Matn,n(Γ(Xp̂ ,O)), on a
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clairement :

idn = Lim
ϵ→0+

M̄ϵ.

Ainsi, on peut trouver ϵ suffisamment petit de sorte que |det(M̄ϵ)− 1|∞ < 1. Avec un
tel ϵ, le couple (ϵ, η) convient dès que η < 1.

À présent, on remplace X et T par X ×̂B Uϵ et Tϵ,η (avec ϵ et η suffisamment petit).
On dispose alors :

– d’un morphisme de Γ(X,O)-algèbres affinöıdes

Γ(X,O){t1, . . . , tn+m}→ Γ(T,O)

qui n’est plus a priori surjectif,

– d’éléments ω′
j =

∑n+m
i=1 g′ijdti ∈

⊕n+m
i=1 Γ(X,O) ·dti (les ωϵ

i considérés ci-dessus)
tels que (θ(ω′

j))1≤j≤n est une base de ΩT/X .

Quitte à multiplier les ω′
j par un élément non nul de k de norme suffisamment petite,

on peut supposer que |g′ij |∞ ≤ 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n+m et 1 ≤ j ≤ n (où la norme
infinie | . |∞ est relativement à X).

Considérons le morphisme de Γ(X,O)-algèbres affinöıdes

Γ(X,O){t1, . . . , tn} −→ Γ(X,O){t1, . . . , tn+m}

donné par l’association tj !
∑n+m

i=1 g′ijti pour 1 ≤ j ≤ n. D’après ce qui précède, la
composition de

Γ(X,O){t1, . . . , tn} −→ Γ(X,O){t1, . . . , tn+m} −→ Γ(T,O)

envoie (dtj)1≤j≤n sur une base de ΩT/X . Ainsi, le X-morphisme e : T → Bn
X =

X{t1, . . . , tn}, déduit de la composition des morphismes de k-algèbres ci-dessus, est
étale. (On utilise ici la variante analytique rigide de [20, Corollaire 17.11.3].)

Considérons maintenant le morphisme ep̂ ◦ s : Xp̂ → Bn
Xp̂

. On note aj ∈ Γ(Xp̂ ,O)
la restriction de tj suivant le morphisme ep̂ ◦ s. Par le corollaire 1.1.56, il existe, pour
λ ∈ |k×| suffisamment petit, un relèvement t :

Xp̂
s

!!

(a1, . . . , an)
""

Tp̂

ep̂
""

B1
Xp̂

(a1,λ) ×̂Xp̂
. . . ×̂Xp̂

B1
Xp̂

(an,λ)
! "

!!

t
##

Bn
Xp̂

.

Quitte à remplacer X par X ×̂B U avec U ∈ Flt′(p) suffisamment petit, on peut
trouver b1, . . . , bn ∈ Γ(X,O) tels que |bj − aj |∞ < λ pour tout 1 ≤ j ≤ n (où
| · |∞ est la norme infinie relativement à Xp̂). Il est alors clair que B1

Xp̂
(ai,λ) =

B1
Xp̂

(bi,λ) = (B1
X(bi,λ))p̂ . On applique maintenant le lemme 2.2.65 ci-dessous

au morphisme étale obtenu par changement de base de e suivant l’inclusion
B1
X(b1,λ) ×̂X . . . ×̂X B1

X(bn,λ) ↪→ Bn
X . Il s’ensuit que, quitte à remplacer X par

X×̂BU avec U ∈ Flt′(p) suffisamment petit, il existe un morphisme s′ faisant
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commuter le triangle T

e
!!

B1
X(b1,λ) ×̂X . . . ×̂X B1

X(bn,λ)
! "

""

s′ ##

Bn
X

et tel que s′p̂ = t. Ceci termine la preuve du lemme. c.q.f.d.

Lemme 2.2.65. — Soit B un k-affinöıde lisse et soit p ∈M(B) un point maximal tel
que mB,p = 0. Soit e : E → X un morphisme étale de B-affinöıdes lisses. On suppose
que ep̂ admet une section t. Il existe alors U ∈ Flt′(p) et une section s à e ×̂B U telle
que sp̂ = t.

Démonstration. — Par le théorème 1.1.49, on peut trouver une présentation

E =
X{t1, . . . , tn}
(f1, . . . , fn)

avec Jac(f1, . . . , fn) = det

(
∂(f1, . . . , fn)

∂(t1, . . . , tn)

)
inversible sur E. Le morphisme t corres-

pond à un morphisme de Γ(Xp̂ ,O)-algèbres affinöıdes

δ :
Γ(Xp̂ ,O){t1, . . . , tn}

(f1, . . . , fn)
−→ Γ(Xp̂ ,O).

Pour ϵ > 0, on choisit Uϵ ∈ Flt′(p) et aϵi ∈ Γ(X ×̂B Uϵ,O) avec |(aϵi)|Xp̂
−δ(ti)|∞ ≤ ϵ

(où |·|∞ désigne la norme infinie relativement àXp̂). En particulier, on a |(aϵi)|Xp̂
|∞ ≤ 1

dès que ϵ ≤ 1. Par le lemme 2.2.66 ci-dessous, il existe alors W ∈ Flt′(p) suffisamment
petit et contenu dans Uϵ tel que |(aϵi)|X ×̂B W |∞ ≤ 1. Par ailleurs, quitte à raffiner ϵ
et W , on peut rendre les normes

∣∣fi(aϵ1, . . . , aϵn)|X ×̂B W

∣∣
∞ ∈ R>0

aussi petites que l’on veut. Par la première partie de la preuve du lemme 1.1.52, on
sait alors que la suite récurrente de Newton appliquée à (aϵ1, . . . , a

ϵ
n) converge dans

Γ(X ×̂B W,O) vers une solution au système d’équations (fi(t1, . . . , tn) = 0)1≤i≤n. Il
est également facile de se convaincre que la limite de cette suite dans Γ(Xp̂ ,O) n’est
autre que (δ(t1), . . . , δ(tn)). Ceci termine la preuve du lemme. c.q.f.d.

Le lemme qui suit est l’unique endroit où l’hypothèse que p est maximal est expli-
citement utilisée (et d’une manière cruciale) dans la preuve du théorème 2.2.58. Bien
entendu, cette hypothèse est essentielle pour la validité dudit théorème. En effet, sa
preuve repose sur le lemme 2.2.64 qui dépend du lemme 2.2.65 qui à son tour dépend
du lemme 2.2.66.

Lemme 2.2.66. — Soit B un k-affinöıde et soit p ∈ M(B) un point maximal. (On
ne fait pas d’hypothèse sur mB,p.) Soit X une B-variété rigide lisse et quasi-compacte,
et soit f ∈ Γ(X,O). On suppose que |f|Xp̂

|∞ ≤ 1. Alors, il existe W ∈ Flt′(p) tel que
|f|X ×̂B W |∞ ≤ 1.
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Démonstration. — L’hypothèse de lissité sur la B-variété rigide X est probablement
superflue. Toutefois, elle permettra de simplifier la démonstration. Elle sera utilisée
pour traiter la cas où |f|Xp̂

|∞ < 1. En effet, dans ce cas on a DX(f |1)p̂ = ∅. Comme
X est lisse (plat aurait suffit) sur B, l’image de DX(f |1) dans B est un ouvert quasi-
compact U tel que p ̸∈ P(U). Comme p est maximal, on peut trouver W ∈ Flt′(p) tel
que W ∩ U = ∅ (voir le corollaire 1.1.38). On a alors X ×̂B W ∩ DX(f |1) = ∅. Ceci
montre que f est de norme strictement plus petite que 1 en tout point de X ×̂B W .

Revenons au cas général. Soit B un modèle formel essentiel de B et X un modèle
formel essentiel de X au-dessus de B. La question étant locale en X et B, on peut
supposer que X et B sont des k◦-schémas formels affines. Rappelons que k(p) contient
un anneau de valuation k◦(p) donné par

k◦(p) =
(

Colim
U/B,Uη∈Flt′(p)

Γ(U,O)
)
/mp.

Considérons la k◦(p)-algèbre

R =
(

Colim
U/B,Uη∈Flt′(p)

Γ((X ×̂B U),O)
)
/mp.

Étant donné que p est maximal, le lemme 1.1.36 affirme que k◦(p) est l’anneau de

valuation de la norme ∥ ·∥p. Il vient que l’anneau de valuation du corps k̂(p) est le

complété formel k◦(p)//(π) = k̂
◦
(p). On déduit immédiatement que Xp̂ = Spf(R//(π))

est un modèle formel du k̂(p)-affinöıde Xp̂ .
Rappelons que par hypothèse, |f|X p̂ |∞ = 1. On déduit du lemme 1.1.28 que f est

entier sur Γ(Xp̂ ,O). Il existe donc une relation

fn + an−1f
n−1 + · · ·+ a0 = 0

avec ai ∈ R//(π) = Γ(Xp̂ ,O). On munit la k̂(p)-algèbre affinöıde (R//(π))[1/π] de la
norme |·| déduite de la norme adique de R//(π). Soit N ∈ N tel que |πNf i| < 1 pour
0 ≤ i ≤ n− 1. On peut trouver bi ∈ R, ci ∈ R//(π) tel que ai = bi+πNci. Il vient que

∣∣(fn + bn−1f
n−1 + · · ·+ b0)|Xp̂

∣∣ =
∣∣cn−1π

Nfn−1
|Xp̂

+ · · ·+ c0π
N
∣∣ < 1.

Par la discussion du début de la preuve, on peut trouver un B-schéma formel affine W,
tel que W = Wη est dans Flt′(p), et des relèvements b′i ∈ Γ(X ×̂B W,O) des bi telles
que la norme infinie de fn+b′n−1f

n−1+· · ·+b′0 relativement àX ×̂B W est strictement
inférieure à 1. Il vient que fn + b′n−1f

n−1 + · · ·+ b′0 est entier sur Γ(X ×̂B W,O) (par
le lemme 1.1.28) et donc f est entier sur Γ(X ×̂B W,O). Ceci entrâıne que f est de
norme plus petite que 1 en tout point fermé x de X ×̂B W . (En effet, f(x) est dans
k◦(x) puisqu’il est entier sur k◦(x) et que ce dernier est normal.) c.q.f.d.

Pour énoncer le prochain résultat, nous aurons besoin d’introduire quelques nota-
tions.

Notation 2.2.67. — Étant donné un B-affinöıde lisse, on notera SmAfnd♭/B (resp.
AfndCor♭(B)) la sous-catégorie pleine de SmAfnd/B (resp. AfndCor(B)) formée
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des B-affinöıdes X tels que toute composante connexe X0 de X admet un mor-
phisme étale X0 → Bm0

B (avec m0 la dimension relative de X0). On définit alors

SmAfnd♭/(B, p) (resp. AfndCor♭(B, p)) par passage à la 2-colimite suivant Flt′(p) ;
c’est une catégorie pleine de SmAfnd/(B, p) (resp. AfndCor(B, p)).

Le théorème 2.2.58 admet la conséquence suivante.

Corollaire 2.2.68. — Soit B un k-affinöıde lisse et soit p ∈M(B) un point maximal.
On suppose que l’une des deux alternatives suivantes est satisfaite :

– les extensions k(p)/k et k̂(p)/k(p) sont séparables ;
– l’exposant caractéristique de k est inversible dans Λ.

Alors, le foncteur

π0φB,p ⊗ Λ : π0AfndCor♭(B, p)⊗ Λ −→ π0AfndCor♭
(
k̂(p)

)
⊗ Λ

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — Le théorème 2.2.58 montre que ce foncteur est pleinement fidèle.
Montrons qu’il est essentiellement surjectif. Soit Y un k̂(p)-affinöıde admettant un
morphisme étale e : Y → Bn

k̂(p)
. Par le lemme 1.1.52 on peut supposer que

Y = Spm
( k̂(p){t1, . . . , tn+r}

(f1, . . . , fr)

)

avec f1, . . . , fr dans k(p)[t1, . . . , tn+r] et Jac(f1, . . . , fr) = det
( ∂(f1,...,fr)
∂(tn+1,...,tn+r)

)
inver-

sible dans Γ(Y,O). Pour 1 ≤ i ≤ r, on fixe un relèvement gi ∈ OB,p[t1, . . . , tn+r] de fi.
Soit U ∈ Flt′(p) un ouvert affinöıde sur lequel tous les gi sont définis. On pose alors

X = U{t1, . . . , tn+r}/(g1, . . . , gr).

Par construction, on a Y = Xp̂ . Notons h la classe de Jac(g1, . . . , gr) =

det
( ∂(g1,...,gr)
∂(tn+1,...,tn+r)

)
dans Γ(X,O). L’image de h dans Γ(Y,O) est inversible. Il

existe donc λ ∈ |k×| telle que |h(y)| ≥ λ pour tout y ∈ Y ; posons X ′ = DX(h|λ).
Il s’ensuit que X ′

p̂ = Y . De plus, le morphisme X ′ → B{t1, . . . , tn} est étale ce qui

entrâıne que X ′ est dans SmAfnd♭/B. Le corollaire est démontré. c.q.f.d.

Mise à part la dernière assertion, le théorème suivant est une conséquence immé-
diate du corollaire 2.2.68.

Théorème 2.2.69. — Soit B un k-affinöıde lisse et soit p ∈M(B) un point maximal.
Soit F un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie sur SmAfnd♭/B. On
suppose que l’une des deux alternatives suivantes est satisfaite :

– les extensions k(p)/k et k̂(p)/k(p) sont séparables ;
– la multiplication par l’exposant caractéristique de k est inversible dans F .

Alors, il existe un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie Fp̂ sur

SmAfnd♭/k̂(p) et un isomorphisme naturel

F(B,p) ≃ Fp̂ ◦ φB,p,
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où φB,p : AfndCor♭(B, p) → AfndCor♭(k̂(p)) est le foncteur de la proposition
2.2.57.

De plus, le préfaisceau Fp̂ est caractérisé par la propriété universelle suivante. Pour

tout préfaisceau avec transferts invariant par homotopie G sur SmAfnd♭/k̂(p) (qui

satisfait à la seconde alternative ci-dessus si l’une des extensions k(p)/k ou k̂(p)/k(p)
est inséparable), on a hom(Fp̂ , G) = hom(F(B,p), G ◦ φB,p).

Démonstration. — Comme le préfaisceau avec transferts F(B,p) est invariant par ho-

motopie, c’est un foncteur contravariant et additif de π0AfndCor♭(B, p) dans la ca-
tégorie des groupes abéliens. Vu l’alternative sur F , on peut supposer que F(B,p)

s’étend à π0AfndCor♭(B, p) ⊗ Λ pour un anneau Λ comme ci-dessus. Par le co-
rollaire 2.2.68, π0φB,p ⊗ Λ est une équivalence de catégories. On définit alors Fp̂ =
F(B,p) ◦(π0φB,p⊗Λ)−1 avec (π0φB,p⊗Λ)−1 un quasi-inverse à π0φB,p⊗Λ. L’existence
d’un isomorphisme F(B,p) ≃ Fp̂ ◦ φB,p naturel en F est claire.

Le fait que π0φB,p ⊗ Λ est une équivalence de catégories entrâıne que l’as-
sociation (φB,p)∗ : G ! G ◦ φB,p définit une équivalence de catégories(12) de

PreStrB
1

(SmAfnd♭/(B, p),Λ) dans PreStrB
1

(SmAfnd♭/k̂(p),Λ). Ceci entrâıne en
particulier la propriété universelle de Fp̂ . c.q.f.d.

Définition 2.2.70. — Avec les notations et les hypothèses du théorème 2.2.69, le
préfaisceau avec transferts Fp̂ est appelé la fibre de F en p ∈M(B).

On termine avec un résultat technique qui jouera un rôle important dans l’étude
cohomologique des préfaisceaux avec transferts invariants par homotopie effectuée
dans la section 2.4. La version Nisnevich de ce résultat est encore vraie, mais nous
n’en aurons pas besoin.

Lemme 2.2.71. — Soit B un k-affinöıde lisse et soit p ∈M(B) un point maximal.
Soient F un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie sur SmAfnd♭/B et
X un B-affinöıde lisse dans SmAfnd♭/B. On suppose que l’une des deux alternatives
suivantes est satisfaite :

– les extensions k(p)/k et k̂(p)/k(p) sont séparables ;
– la multiplication par l’exposant caractéristique de k est inversible dans F .

Alors, pour tout i ∈ N, il existe un isomorphisme canonique

Colim
U∈Flt′(p)

Hi
ad(X ×̂B U,F ) ≃ Hi

ad(Xp̂ , Fp̂).

Démonstration. — La topologie des recouvrements admissibles devient quasi-
compacte quand on la restreint aux k-variétés rigides quasi-compactes. Grâce

(12) La notation PreStrB
1
(−,Λ) désigne la catégorie des préfaisceaux avec transferts invariants par

homotopie à valeurs vers la catégorie des Λ-modules.
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à [1, Exposé VII, Théorème 5.7], on en déduit que le morphisme évident

Colim
U∈Flt′(p)

Hi
ad(X ×̂B U,F ) −→ Colim

U∈Flt′(p)
Hi

ad(X ×̂B U,F(B,p))

est inversible. (Ci-dessus, on voit F(B,p) comme un préfaisceau sur le petit site des
ouverts affinöıdes de X ×̂B U en posant F(B,p)(Y ) = F(B,p)(Y/B).) Il s’agit donc de
construire un isomorphisme naturel

Colim
U∈Flt′(p)

Hi
ad(X ×̂B U,F(B,p)) ≃ Hi

ad(Xp̂ , Fp̂).

Rappelons que
φB,p : SmAfnd♭/(B, p) −→ SmAfnd♭/k̂(p)

est le foncteur qui à X/B associe Xp̂ . On note (φB,p)∗ le foncteur image directe sur
les préfaisceaux. Par le théorème 2.2.69, on a F(B,P ) ≃ (φB,p)∗Fp̂ . Il est donc plus
général de montrer que le morphisme évident

Hi
ad(X ×̂B U, (φB,p)∗G) −→ Hi

ad(Xp̂ , G)

est inversible pour tout t∅-faisceau de groupes abéliens G sur SmAfnd♭/k̂(p). Rap-
pelons que la topologie t∅ est la topologie engendrée par le recouvrement vide de la
variété rigide vide ; un t∅-faisceau G est simplement un préfaisceau tel que G(∅) = 0.

Quitte à remplacer X par X ×̂B U , on peut supposer que U = B. Le problème
dépend uniquement des petits sites des domaines rationnels de X et Xp̂ . Notons donc

φ : Rat(X) −→ Rat(Xp̂)

le foncteur qui à un domaine rationnel Y ⊂ X associe Yp̂ . Il est plus général de
montrer que le morphisme canonique

Hi
ad(X,φ∗G) −→ Hi

ad(Xp̂ , G)

est inversible pour tout t∅-faisceau de groupes abéliensG sur Rat(Xp̂). SoitG→ I une
équivalence ad-locale avec I un complexe projectivement ad-fibrant de préfaisceaux
de groupes abéliens sur Rat(Xp̂). On peut supposer que I est un t∅-faisceau quitte à

le remplacer par son t∅-faisceau associé. On a Hi
ad(Xp̂ , G) = Hi(I(Xp̂)). Étant donné

que φ définit un morphisme de sites

φ :
(
Rat(Xp̂), ad

)
−→ (Rat(X), ad),

le foncteur φ∗ est un foncteur de Quillen à droite relativement aux structures pro-
jectives ad-locales (voir par exemple [3, Théorème 4.4.50]). Il vient que φ∗(I) est un
complexe projectivement ad-fibrant de t∅-faisceaux. Pour conclure, il reste à voir que
le morphisme

φ∗(G) −→ φ∗(I)

est encore une équivalence ad-locale. Pour cela, il suffira de montrer que φ∗ commute
aux foncteurs de faisceautisation restreints aux t∅-faisceaux, i.e., que le morphisme
évident

aadφ∗(E) −→ φ∗aad(E)
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est inversible pour tout t∅-faisceau E sur Rat(Xp̂). Rappelons (voir [1, Exposé II,
§3]) que le foncteur aad s’obtient comme le carré d’un foncteur L, i.e., aad = L ◦ L. Il
est donc suffisant de montrer que le morphisme canonique

(2.45) L
(
φ∗(E)

)
−→ φ∗

(
L(E)

)

est un isomorphisme.
Soit Y ⊂ X un ouvert rationnel. Montrons que (2.45) induit un isomorphisme sur

les sections au-dessus de Y . Supposons d’abord que Yp̂ = ∅. On a alors φ∗(E)(Y ) =
E(∅) = 0 car E est un t∅-faisceau. Ceci étant également vrai pour tout ouvert affi-
nöıde de Y , il vient que L(φ∗(E))(Y ) = 0. De même, on a φ∗(L(E))(Y ) = L(E)(∅) = 0
car L(E) est séparé pour la topologie des recouvrements admissibles. Le résultat est
donc clair dans ce cas.

Supposons maintenant que Yp̂ ̸= ∅. On montre d’abord que tout recouvrement
admissible de Yp̂ se raffine par la fibre en p̂ d’un recouvrement admissible de Y .
Tout recouvrement admissible de Yp̂ se raffine par un recouvrement standard R =
(DYp̂

(fi|f1, . . . , fn))1≤i≤n avec f1, . . . , fn engendrant Γ(Yp̂ ,O) en tant qu’idéal. On
peut remplacer les fonctions fi par des fonctions gi sans changer le recouvrement R
si les normes infinies |fi − gi|∞ sont suffisamment petites. Étant donné que l’image
du morphisme

Colim
U∈Flt′(p)

Γ(Y ×̂B U,O) −→ Γ(Yp̂ ,O)

est dense, on peut supposer que les fi sont les images dans Γ(Yp̂ ,O) de f̃i ∈
Γ(Y ×̂B U,O) avec U ∈ Flt′(p) un domaine rationnel. Quitte à raffiner U , on peut
même supposer que f̃1, . . . , f̃n engendrent Γ(Y ×̂B U,O) en tant qu’idéal. Soient
V1, . . . , Vr des domaines rationnels de B tels que p ̸∈ P(Vj) et B = U ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vr.
Notons R′ le recouvrement de Y par les ouverts

DY ×̂B U (f̃i|f̃1, . . . , f̃n) pour 1 ≤ i ≤ n et Y ×̂B Vj pour 1 ≤ j ≤ r.

Il est clair que R′
p̂ raffine R. En effet, pour 1 ≤ j ≤ r, on a (Y ×̂B Vj)p̂ = ∅ et la

flèche ∅ → Yp̂ se factorise par toutes les flèches de R (et il y en a au moins une
puisque Yp̂ est non vide).

La discussion précédente et la construction explicite du foncteur L fournissent
un isomorphisme L(φ∗(E))(Y ) ≃ φ∗(L(E)(Y )). Pour plus de détails, le lecteur peut
consulter la preuve du lemme 1.4.19. c.q.f.d.

2.3. Invariance par homotopie et groupe de Picard relatif

On fixe un corps valué complet k dont la valuation n’est pas supposée non triviale.
(Comme d’habitude, sauf mention explicite du contraire, les énoncés restent valables
dans le cas où la valuation de k est triviale ; toutefois, dans les preuves, on supposera
implicitement que la valuation est non triviale et on laisse au lecteur le soin de dégager
l’argument dans le cas de la valuation triviale.)
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Étant données une k-variété rigide B, et deux B-variétés rigides X et Y lisses sur k,
nous avons défini dans la section précédente le groupe CorB(X,Y ). On s’intéresse
dans cette section au cas où B est un k-affinöıde lisse et Y une B-courbe affinöıde
admettant une bonne compactification. Comme en géométrie algébrique (voir [46]), on
verra dans cette situation que π0CorB(X,Y ) admet une description faisant intervenir
des fibrés en droites munis d’une trivialisation à l’infini.

2.3.1. Groupe de Picard relatif et correspondances finies à homotopie près.
— Soit B un k-affinöıde. Dans la suite, l’expression « B-schéma » sera synonyme de
« Spec(Γ(B,O))-schéma ». Si X est un B-schéma et si B′ → B est un morphisme de
k-affinöıdes, on note X×BB′ le B′-schéma donné par X×Spec(Γ(B,O))Spec(Γ(B

′,O)).
Nous aurons besoin d’introduire la propriété suivante.

Définition 2.3.1. — Soient B un k-affinöıde et X un B-schéma de type fini. Soit
U ⊂ Xan un ouvert affinöıde. On dit que U est un ouvert presque rationnel s’il existe
un ouvert Zariski affine X0 ⊂ X tel que Xan

0 contient U et Γ(X0,O) → Γ(U,O) est
d’image dense.

Le lemme suivant fournit quelques propriétés de permanence des domaines presque
rationnels.

Lemme 2.3.2. — Soient B un k-affinöıde, X un B-schéma de type fini (séparé) et
U, U ′ ⊂ Xan deux ouverts affinöıdes presque rationnels. Alors U ∩ U ′ est également
presque rationnel. De même, si B′ → B est un morphisme de k-affinöıdes, U ×̂B B′

est un ouvert presque rationnel de (X ×B B′)an = Xan ×̂B B′.

Démonstration. — Si X0, X ′
0 ⊂ X sont des ouverts Zariski vérifiant les propriétés

requises pour U et U ′, alors X0 ∩ X ′
0 vérifie les propriétés requises pour U ∩ U ′. La

seconde assertion est tout aussi facile. c.q.f.d.

Étant donné un schéma noethérien S, on appelle S-courbe un S-schéma plat dont
les fibres sont des schémas partout de dimension 1. De même, étant donnée une k-
variété rigide B, on appelle B-courbe rigide une B-variété rigide plate dont les fibres
sont partout de dimension 1.

Définition 2.3.3. — Soient B un k-affinöıde lisse et X une B-courbe affinöıde lisse
(sur B). Une immersion ouverte j : X → Xan avec X un B-schéma projectif et
réduit est une bonne compactification de X si l’image de j est dense pour la topologie
de Zariski (i.e., il n’existe pas de sous-schémas fermés stricts de X dont l’analytifié
contient l’image de j) et s’il existe un ouvert affinöıde presque rationnel U de Xan

tel que Xan = j(X) ∪ U . On dira aussi, par abus de langage, que X est une bonne
compactification de X.

On pensera à l’ouvert U de la définition précédente comme étant un voisinage
affinöıde de Xan−j(X) (munie de sa structure de sous-variété rigide ouverte de Xan).
On a le lemme suivant.
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Lemme 2.3.4. — Soient B un k-affinöıde lisse, X une B-courbe lisse et X une
bonne compactification de X.

1) Soit b ∈ B un point fermé. Alors Xb est partout de dimension 1 et Ub ⊂ Xan
b

est dense pour la topologie de Zariski.

2) Supposons donné un morphisme de k-affinöıdes B′ → B avec B′ lisse sur k.
Alors, le B′-schéma projectif X ′ = (X ×B B′)red est une bonne compactification de la
B′-courbe lisse X ′ = X ×̂B B′.

Démonstration. — La variété rigide Xan
b est recouverte par deux ouverts affinöıdes

Xb et Ub. Soit P une composante irréductible de Xb. Comme X est Zariski dense
dans Xan, le B-schéma X est génériquement une courbe. Par la semi-continuité de
la dimension des fibres (et plus précisément [19, Lemme 13.1.1]), P est de dimension
supérieure ou égale à 1. Il s’ensuit que P an ∩Xb ̸= ∅. (En effet, dans le cas contraire,
on aurait P an ⊂ Ub ce qui entrâınerait que P an est un k(b)-affinöıde. Or, ceci est
impossible puisque P est projectif de dimension non nulle.) De plus, comme Xb∩P an

est un ouvert affinöıde non vide de P an, il s’ensuit que Xb ∩ P an est Zariski dense
dans P qui est alors de dimension 1. Ceci démontre la première partie du lemme.

La seconde partie du lemme est maintenant claire. En effet, X ′ ⊂ X ′an est Zariski
dense, puisqu’il est Zariski dense dans les fibres. Soit U un voisinage affinöıde presque
rationnel de Xan −X. Alors U ′ = U ×̂B B′ est un voisinage affinöıde de X ′an −X ′.
Il est aussi presque rationnel par la deuxième assertion du lemme 2.3.2. c.q.f.d.

Définition 2.3.5. — Soient B un k-affinöıde lisse, X une B-courbe affinöıde lisse
et X une bonne compactification de X. On définit un groupöıde PICX(X) de la ma-
nière suivante. Les objets de PICX(X) sont les triplets (L , U, t) avec L un OX-
module inversible, U ⊂ Xan un voisinage affinöıde presque rationnel de Xan −X et

t : OU
∼
!! L|U une trivialisation. Une flèche (L , U, t) → (L ′, U ′, t′) est un isomor-

phisme L
∼
!! L ′ tel que, pour un voisinage presque rationnel suffisamment petit U ′′

de Xan −X contenu dans U ∩ U ′, le carré de modules cohérents

OU ′′

t|U ′′

∼ !! L|U ′′

∼
""

OU ′′

t′|U ′′

∼ !! L ′
|U ′′

commute. La catégorie PICX(X) est naturellement une catégorie monöıdale symmé-
trique et unitaire pour le produit tensoriel

(2.46) (L , U, t)⊗ (L ′, U ′, t′) = (L ⊗L ′, U ∩ U ′, t|U∩U ′ ⊗ t′|U∩U ′).

Le triplet (OX , U, id), avec U n’importe quel voisinage affinöıde presque rationnel de
Xan−X, est un objet unité pour ce produit tensoriel. On appellera PICX(X) le grou-
pöıde de Picard relatif (à X) de X.
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Définition 2.3.6. — Gardons les hypothèses de la définition précédente. On
appelle PicX(X) l’ensemble des composantes connexes (ou encore des classes
d’isomorphismes) du groupöıde PICX(X). Le produit tensoriel (2.46) définit une
structure de groupe commutatif sur PicX(X). Le groupe ainsi obtenu est appelé le
groupe de Picard relatif (à X) de X.

Nous aurons besoin de dégager quelques propriétés de fonctorialité des groupes de
Picard relatifs.

Supposons donné un morphisme de k-affinöıdes e : B′ → B avec B′ lisse. La
B′-courbe lisse X ′ = X ×̂B B′ admet une bonne compactification donnée par X ′ =
(X ×B B′)red. On définit un foncteur e∗ : PICX(X) → PICX′(X ′) en associant à
(L , U, t) le triplet

(
L ′ = L ⊗OX

OX′ , U ′ = (U ×̂B B′)red, t
′ = t|U ′

)
.

Ce foncteur est monöıdal symmétrique et unitaire. Il induit donc un morphisme de
groupes abéliens

e∗ : PicX(X) −→ PicX′(X ′).

On vérifie immédiatement que l’association B′ ! PicX′(X ′) définit un foncteur
contravariant (i.e., un préfaisceau) sur la catégorie des B-affinöıdes lisses sur k.

D’autre part, soit Y ⊂ Xan un ouvert affinöıde lisse sur B et contenant X. On note
j : X ↪→ Y l’inclusion évidente. Alors, Y est aussi une B-courbe affinöıde lisse et X
est une bonne compactification de Y . Tout objet (L , U, t) de PICX(X) est aussi un
objet de PICX(Y ). On déduit alors un morphisme évident

j∗ : PicX(X) −→ PicX(Y ).

Remarquons enfin, que pour B′ comme ci-dessus, on a un diagramme commutatif

PicX(X)
j∗

!!

e∗
""

PicX(Y )

e∗
""

PicX′(X ′)
j′∗

!! PicX′(Y ′)

avec Y ′ = Y ×̂B B′ et j′ le changement de base de j suivant e.

Définition 2.3.7. — Soient B un k-affinöıde lisse, X une B-courbe affinöıde lisse

et X une bonne compactification de X. On définit le groupe PicB
1

X
(X) comme étant le

coégalisateur de la double flèche

PicX×BB1
B
(X ×̂B B1

B)
s∗1

!!

s∗0
!! PicX(X),

avec s0 et s1 les sections nulle et unité de B1
B. Le groupe PicB

1

X
(X) est le groupe de

Picard relatif rendu B1-invariant de X.
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Soit Y ⊂ Xan un ouvert affinöıde lisse sur B et contenant X, et notons j : X ↪→ Y
l’inclusion évidente. Il est clair que le morphisme j∗ sur les groupes de Picard relatifs
induit un morphisme

j∗ : PicB
1

X
(X) −→ PicB

1

X
(Y )

sur les groupes de Picard relatifs rendus B1-invariants. L’étape suivante consiste à
établir un lien entre les groupes de Picard relatifs et les groupes de correspondances
finies. On a la proposition suivante.

Proposition 2.3.8. — Soient B un k-affinöıde lisse, X une B-courbe affinöıde lisse
et X une bonne compactification de X. Il existe un unique morphisme de groupes
abéliens

(2.47) cℓ : CorB(B,X) −→ PicX(X)

tel que, pour Z ⊂ X = B ×̂B X une correspondance finie élémentaire (i.e., un sous-
affinöıde intègre, fermé, fini et surjectif sur une composante connexe de B), cℓ([Z])
est la classe de (I , U, t) où :

1) U est un voisinage affinöıde presque rationnel de Xan−X ne rencontrant pas Z,

2) I ⊂ OX est un idéal inversible vérifiant I|X = I (Z) (avec I (Z) l’idéal de
définition de Z) et I|U = OU ,

3) t est l’inverse de l’identification I|U = OU (induite par l’inclusion de l’idéal I
dans OX).

Démonstration. — L’unicité de cℓ est claire. En effet, si (I ′, U ′, t′) est un autre triplet
vérifiant les conditions de l’énoncé, alors I = I ′ puisque ces deux idéaux cöıncident
sur les ouverts affinöıdes X et U ∩U ′ qui forment un recouvrement admissible de Xan.
De plus, les trivialisations t et t′ sont clairement égales sur U ∩ U ′.

Montrons l’existence d’un tel morphisme. Étant donné que CorB(B,X) est libre-
ment engendré par les correspondances finies élémentaires Z ⊂ X, il suffit de montrer
l’existence d’un triplet (I , U, t) vérifiant les conditions de l’énoncé. Comme Z est
fini sur B, c’est l’analytifié du B-schéma fini Zalg = Spec(Γ(Z,O)). Il s’ensuit que la
composition de

Z −→ X
j

!! Xan

est l’analytifiée d’un unique morphisme de B-schémas Zalg → X (voir la proposi-
tion 1.1.21) ; ce morphisme est une immersion fermée. On identifiera alors Zalg à un
sous-schéma fermé de X. Notons I (Zalg) ⊂ OX l’idéal de définition de Zalg. Étant
donné que Zalg est de codimension 1 et contenu dans le lieu régulier de X, on déduit
que I (Zalg) ⊂ OX est un idéal inversible. On a clairement, I (Zalg)|X = I (Z). Pour

terminer, il reste à construire un voisinage affinöıde presque rationnel U de Xan −X
ne rencontrant pas Z. En effet, on prendra alors (I (Zalg), U, 1) avec 1 la section unité
de Γ(U,I (Zalg)) = Γ(U,O). On construira l’ouvert U dans la proposition ci-dessous.

c.q.f.d.
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Proposition 2.3.9. — Soient B un k-affinöıde lisse, X une B-courbe affinöıde lisse
et X une bonne compactification de X. Soit Z ⊂ X = B ×̂B X une correspondance
finie élémentaire de B dans X. Il existe alors un voisinage affinöıde presque rationnel
U de Xan −X tel que U ∩ Z = ∅.

Démonstration. — Soit V n’importe quel voisinage affinöıde presque rationnel de
Xan −X ; il en existe puisque X est une bonne compactification de X. Notons A =
Γ(V,O) et I ⊂ A l’idéal de définition du fermé V ∩ Z. L’idéal I est inversible car
V ∩ Z est contenu dans le lieu lisse de V . Considérons la A-algèbre de type fini F =⋃

r∈N I−r ⊂ Frac(A). (Précisons que Frac(−) désigne la localisation d’un anneau par
rapport à l’ensemble de ses éléments réguliers.) Il est clair que Spec(F ) = Spec(A)−
Spec(A/I) est un ouvert affine de Spec(A). De plus, Spec(F )an = V −(V ∩Z) contient
Xan−X et est disjoint de Z. Toutefois, Spec(F )an n’est pas un affinöıde (à moins que
V ∩ Z ne soit vide).

Soient a1, . . . , an des générateurs de l’idéal fractionnaire I−1 ⊂ Frac(A). Pour α ∈
|k×|, on définit une norme sur F en posant pour x ∈ F

|x|α = min
{

max
(e1,...,en)∈Nn

|me1...en |∞ αe1+···+en ;(2.48)

x =
∑

(e1,...,en)∈Nn

me1...ena
e1
1 · · · aenn

}
,

où le minimum est pris sur toutes les représentations de x comme polynôme en
(a1, . . . , an) à coefficients dans A. (Ci-dessus, la norme infinie est relativement à V .)
On note Fα le complétion de F par rapport à la norme | . |α. Il est clair que Fα est
une k-algèbre affinöıde ; elle admet une présentation A{α−1t1, . . . ,α−1tn} !! !! Fα qui
envoie ti sur ai. De plus, la norme | · |α sur Fα est simplement la norme résiduelle
déduite de cette présentation (lorsqu’on munit A{α−1t1, . . . ,α−1tn} de la norme de
Gauss déduite de la norme infinie sur A).

Étant donné que Spec(F )an ∩Z = ∅, on a aussi Spm(Fα)∩Z = ∅. Pour terminer,
il reste à vérifier les deux points suivants.

1) Le k-affinöıde Spm(Fα) est un domaine presque rationnel de Xan.

2) Pour α suffisament grand, Spm(Fα) est un voisinage de Xan−X = V −(V ∩X).

Pour voir que Spm(Fα) est un domaine presque rationnel, on choisit Y ⊂ X un
ouvert Zariski affine tel que V ⊂ Y an et Γ(Y,O) dense dans Γ(V,O). Avec les nota-
tions de la preuve de la proposition 2.3.8, l’idéal J = Γ(Y,I (Zalg)) est inversible et
JΓ(V,O) = I. On pose X0 = Spec(

⋃∞
r=0 J

−r) ; c’est un ouvert affine de Y dont l’ana-
lytifié contient Spm(Fα). De plus, il est clair que

⋃∞
r=0 J

−r est dense dans
⋃∞

r=0 I
−r

qui, à son tour, est dense dans Fα.
Pour vérifier la deuxième propriété, à savoir que Spm(Fα) contient V − (V ∩ X)

pour α suffisamment grand, on peut raisonner localement sur V . Autrement dit, il
suffit de montrer que Spm(Fα) ∩ W contient W − (W ∩ X) (pour α suffisamment
grand) pour des ouverts affinöıdes W ⊂ V formant un recouvrement admissible
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de V . On peut supposer que l’idéal I est principal au-dessus de l’ouvert W . On
dispose donc d’un générateur c ∈ I−1Γ(W,O) de l’idéal fractionnaire I−1Γ(W,O).
Soient bi ∈ Γ(W,O) les éléments tels que ai = bic. Les bi engendrent Γ(W,O)
comme idéal. Puisque W =

⋃n
i=1(DW (bi|b1, . . . , bn))1≤i≤n, on peut remplacer W par

l’un des DW (bi|b1, . . . , bn) et supposer, quitte à réindexer les générateurs de I, que
|b1(w)| ≥ |bi(w)| pour tout w ∈W . Il s’ensuit que b1 est inversible et que |bi/b1|∞ ≤ 1
(où la norme infinie est relativement à W ).

On pose A′ = Γ(W,O), I ′ = IA′ et F ′ =
⋃

r∈N I ′−r. On dispose d’une norme |.|α
sur A′ définie comme dans (2.48) avec la seule différence que le minimum est pris sur
sur toutes les représentations de x comme polynôme en (a1, . . . , an) à coefficients dans
A′ (au lieu de A). Par construction, la complétion F ′

α de F ′ par rapport à la norme |.|α
est la k-algèbre affinöıde Fα ⊗̂A A′ dont le spectre maximal est Spm(Fα) ∩W .

Considérons un élément x =
∑

(e1,...,en)∈Nn me1...ena
e1
1 · · · aenn de F ′. Vu que

ai = bic = (bib
−1
1 )a1, on peut écrire

x =
∑

(e1,...,en)∈Nn

me1...en

( bi
b1

)ei
ae1+···+en
1 =

∑

e∈N

( ∑

e1+···+en=e

me1...en

( bi
b1

)ei)
ae1.

Puisque |bi/b1|∞ ≤ 1, on trouve que
∣∣∣

∑

e1+···+en=e

me1...en

( bi
b1

)ei ∣∣∣
∞
≤ max

e1+···+en=e
|me1...en |∞.

Il s’ensuit aussitôt que le minimum dans (2.48) est atteint sur le sous-ensemble des
représentations de x comme polynôme en a1 à coefficients dans A′. Autrement dit, on
a

|x|α = min
{
max
e∈N

|me|∞αe ; x =
∑

e∈N
mea

e
1

}
.

On déduit aussitôt que F ′
α ≃ A′{α−1t}/(ft − 1) avec f = a−1

1 , un générateur de
l’idéal I ′. Autrement dit, on a Spm(Fα) ∩W = DW (f |α−1).

Rappelons que nous devons montrer que Spm(Fα) ∩ W contient W − (W ∩ X)
pour α suffisamment grand. D’après le calcul précédent, ceci équivaut à dire que
DW (f |α−1) contient W − (W ∩ X). Vu que W = DW (f |α−1) ∪ DW (α−1|f), il est
donc suffisant de montrer que DW (α−1|f) ⊂W ∩X pour α suffisamment grand. Or,
on a W/(f) ⊂W ∩X car W/(f) = W ∩ Z et Z ⊂ X. On peut maintenant appliquer
le lemme 2.3.10 ci-dessous pour conclure. c.q.f.d.

Lemme 2.3.10. — Soient X = Spm(A) un k-affinöıde, a ∈ A et U ⊂ Spm(A)
un ouvert admissible contenant Z = Spm(A/(a)). Alors, pour ϵ ∈ |k×| suffisamment
petit, on a DX(ϵ|a) ⊂ U .

Démonstration. — La question est locale sur X dans le sens que, si (Xα)α∈I est un
recouvrement admissible de X par des ouverts affinöıdes (avec I un ensemble fini), il
suffit de démontrer le lemme pour les Uα = U ∩Xα et Zα = Z ∩Xα. En effet, si on
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trouve des ϵα ∈ |k×| tels que DXα(ϵα|a) ⊂ Uα, alors ϵ = minα∈I(ϵα) convient pour X.
Ce principe sera utilisé à plusieurs reprises dans la preuve.

Puisque Z est quasi-compact (car affinöıde), on ne restreint pas la généralité en sup-
posant que l’ouvert U est quasi-compact. On peut alors écrire U comme une réunion
finie de domaines rationnels de X

(2.49) U =
n⋃

i=1

DX(f (i)
0 |f (i)

1 , . . . , f (i)
m )

avec (f (i)
0 , . . . , f (i)

m ) des systèmes de générateurs de A en tant qu’idéal. (Le fait qu’on
puisse supposer m indépendant de i est clair : en effet, on ne change par un domaine
rationnel en répétant l’un des générateurs utilisés pour le définir.) On raisonnera par
récurrence sur l’entier n. Il n’y a rien à démontrer lorsque n = 0 car, dans ce cas,
U = Z = ∅. On peut donc supposer que n ≥ 1. On divise l’argument en deux étapes.

Étape 1 : Le but de cette étape est de se ramener au cas où les domaines rationnels qui
apparaissent dans (2.49) ont une forme très simple. Plus précisément, on se ramènera

au cas où m = 1 et f (i)
0 = 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Soit η ∈ |k×| tel que 0 < η < minx∈X(max0≤j≤m |f (1)
j (x)|) et considérons le

recouvrement admissible X = DX(η|f (1)
0 ) ∪DX(f (1)

0 |η). On a clairement

DX(η|f (1)
0 ) ∩DX(f (1)

0 |f (1)
1 , . . . , f (1)

m ) = ∅.

Il vient que DX(η|f (1)
0 )∩U est une réunion de n−1 domaines rationnels. Grâce à l’hy-

pothèse de récurrence il suffit de traiter le cas de DX(f (1)
0 |η). Ainsi, en remplaçant X

par DX(f (1)
0 |η), on peut supposer que f (1)

0 est inversible. Le même raisonnement per-

met de supposer que tous les f (i)
0 sont inversibles. Posons g(i)j = f (i)

j /f (i)
0 . On a alors

U =
n⋃

i=1

DX(1|g(i)1 , . . . , g(i)m ) =
n⋃

i=1

( m⋂

j=1

DX(1|g(i)j )
)
.

Vérifions l’égalité

(2.50)
⋂

τ :[[1,n]]→[[1,m]]

( n⋃

i=1

DX(1|g(i)τ(i))
)
=

n⋃

i=1

( m⋂

j=1

DX(1|g(i)j )
)
.

En effet, soit x un point fermé de X qui n’est pas dans l’ouvert à droite dans (2.50).
Ceci revient à dire que pour tout 1 ≤ i ≤ n, il existe un entier 1 ≤ ei ≤ m tel

que x ̸∈ DX(1|g(i)ei ). On considère alors l’application τ0 : [[1, n]] → [[1,m]] donnée par

τ0(i) = ei. Par construction, x n’est pas dans
⋃n

i=1 DX(1|g(i)τ0(i)
). Il n’est donc pas

non plus dans l’ouvert à gauche dans (2.50). Réciproquement, soit x un point fermé
de X qui n’est pas dans l’ouvert à gauche dans (2.50). Il existe donc une application

τ1 : [[1, n]] → [[1,m]] telle que x ̸∈ DX(1|g(i)τ1(i)
) pour tout 1 ≤ i ≤ n. On a donc aussi

x ̸∈
⋂m

j=1 DX(1|g(i)j ) pour tout 1 ≤ i ≤ n. Ceci montre que x n’est pas dans l’ouvert
à droite dans (2.50).
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D’après ce qui précède, on a

U =
⋂

τ :[[1,n]]→[[1,m]]

( n⋃

i=1

DX(1|g(i)τ(i))
)
.

Pour démontrer le lemme, il est clairement suffisant de traiter séparément chacun des

ouverts Uτ =
⋃n

i=1 DX(1|g(i)τ(i)). Ceci nous ramène au cas où U =
⋃n

i=1 DX(1|g(i)),
avec g(i) ∈ A, comme souhaité.

Étape 2 : Ici, on termine la preuve en supposant que U =
⋃n

i=1 DX(1|gi), avec gi ∈ A.
En considérant le recouvrement admissible X = DX(1|g1)∩DX(g1|1) et en remar-

quant que U ∩ DX(1|g1) = DX(1|g1), on voit qu’on peut remplacer X par DX(g1|1)
ce qui permet de supposer que |g1(x)| ≥ 1 pour tout x ∈ X. En répétant ceci pour les
autres gi, on peut aussi supposer que |gi(x)| ≥ 1 pour tout x ∈ X et tout 1 ≤ i ≤ n.
Il s’ensuit que gi est inversible et que son inverse hi = g−1

i est dans A◦. On a donc

U =
⋃n

i=1DX(hi|1) =
⋃n

i=1{x ∈ X; |hi(x)| = 1}.

Considérons à présent le recouvrement admissible (DX(hi|h1, . . . , hn))1≤i≤n de X.

Étant donné que

DX(hi|h1, . . . , hn) ∩ U = {x ∈ X; |hi(x)| = 1} = DX(hi|1),

on se ramène à supposer que U = DX(h|1) avec h ∈ A◦ inversible dans A. (En
particulier, on s’est ramené à un cas particulier du cas n = 1 de la récurrence.)

Notons h̄ la classe de h dans A/(a). Puisque Z ⊂ U , on a |h̄(z)| = 1 pour tout z ∈ Z.
Il s’ensuit que h̄−1 ∈ (A/(a))◦. On peut supposer que a ∈ A◦ quitte à remplacer X
par DX(1|a). Le morphisme évident A◦/(a) → (A/(a))◦ est alors entier (comme il
découle facilement du lemme 1.1.28). En particulier, h̄−1 ∈ (A/(a))◦ satisfait à une
équation polynomiale à coefficients dans A◦/(a). Il existe donc un polynôme unitaire
P ∈ A◦/(a)[T ] tel que P (h̄−1) = 0. Soit P ∈ A◦[T ] un polynôme unitaire qui relève P .
Il s’ensuit que P (h−1) = al avec l ∈ A. Quitte à remplacer X par DX(ϵ|a) avec
0 < ϵ < |l|−1

∞ , on peut supposer que |al|∞ ≤ 1. Il s’ensuit que P (h−1) ∈ A◦. Étant
donné que A◦ est normal dans A, on déduit que h−1 ∈ A◦. Dans ce cas, X = U et la
conclusion du lemme est claire. c.q.f.d.

On a la propriété suivante de naturalité du morphisme cℓ défini dans la proposi-
tion 2.3.8.

Lemme 2.3.11. — Soit e : B′ → B un morphisme de k-affinöıdes lisses sur k. On
note X ′ = X ×̂B B′ munie de sa bonne compactification X ′ = (X ×B B′)red. Alors le
diagramme suivant est commutatif.

CorB(B,X)
cℓ

!!

− ◦ e
""

PicX(X)

e∗
""

CorB(B′, X) CorB′(B′, X ′)
cℓ

!! PicX′(X ′).
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Démonstration. — Soit Z ⊂ X = B ×̂B X une correspondance finie élémentaire et
montrons que les images de [Z] par les deux compositions possibles dans le carré ci-
dessus cöıncident. Soit (I , U, t) un triplet associé à [Z] comme dans l’énoncé de la
proposition 2.3.8. Alors, l’image de [Z] par la composition de

CorB(B,X)
cℓ

!! PicX(X) −→ PicX′(X ′)

est la classe d’isomorphisme de (I ′, U ′, t′) avec I ′ = I ⊗OX
OX′ , U ′ = (U ×̂B B′)red

et t′ la trivialisation évidente donnée par l’inverse de l’égalité I ′
|U ′ = OU ′ . Remarquons

aussi que I ′ est naturellement un idéal inversible de OX′ . En effet, le morphisme
évident

I ⊗OX
OX′ −→ OX′

est non nul au-dessus d’un ouvert dense de X ′ car Zalg est partout de codimension
non nulle dans les fibres du B-schéma X (où Zalg = Spec(Γ(Z,O)) est l’unique sous-
schéma fermé de X tel que (Zalg)an = Z ; voir la preuve de la proposition 2.3.8). Le
morphisme ci-dessus est donc injectif.

Par ailleurs, l’image de [Z] par le morphisme CorB(B,X) → CorB(B′, X) est
donnée par la formule de Serre. Notons (Z ′

α)α∈I la famille des composantes irréduc-
tibles (munies de leurs structures de k-affinöıdes intègres) de Z ′ = Z ×̂B B′ (qui n’est
pas nécessairement réduit). On pose A = Γ(B,O), A′ = Γ(B′,O), E = Γ(Z,O) et
E′ = Γ(Z ′,O). (Remarquons que E′ = A′ ⊗A E = A′ ⊗̂A E.) On note pα ⊂ E′ l’idéal
premier minimal qui définit Z ′

α. D’après la proposition 2.2.14, on a :

(2.51) [Z] ◦ e =
∑

α∈I

( ∞∑

i=0

(−1)ilgE′
pα

TorAi (A
′, E)⊗E′ E′

pα

)
[Z ′

α].

Notons C = Γ(X,O) et J = Γ(X,I ) ⊂ C l’idéal de définition du sous-k-affinöıde
fermé Z ⊂ X. De même, notons C ′ = Γ(X ′,O) et J ′ = Γ(X ′,I ′) ≃ JC ′ l’idéal de
définition du sous-k-affinöıde fermé Z ′ ⊂ X ′. En appliquant A′⊗A− à la suite exacte
courte

0 −→ J −→ C −→ E −→ 0,

on obtient une suite exacte longue

· · · −→ TorA1 (A
′, E) −→ J ′ −→ C ′ −→ E′ −→ 0.

Étant donné que J et C sont des A-modules plats (car X = Spm(C) est lisse sur
B = Spm(A) et J est un idéal inversible de C), on a TorAi (A

′, J) = TorAi (A
′, C) = 0

pour i > 0. On en déduit que TorAi (A
′, E) = 0 pour i > 0 (lorsque i = 1, on utilise le

fait que le morphisme J ′ = A′ ⊗A J → C ′ = A′ ⊗A C est injectif). La formule (2.51)
se simplifie alors pour donner

(2.52) [Z] ◦ e =
∑

α∈I

(lgE′
pα

E′
pα
)[Z ′

α].
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Étant donné que Z ′∩U ′ = ∅, on déduit que Z ′
α∩U ′ = ∅. Ainsi U ′ est un voisinage

affinöıde presque rationnel deX ′an−X ′ qui ne rencontre pas Z ′
α. Il s’ensuit que l’image

de [Z] par la composition de

CorB(B,X) −→ CorB′(B′, X ′) −→ PicX′(X ′)

est donnée par la somme
∑

α∈I

(
lgE′

pα
E′

pα

)
[(I ′

α, U
′, t′α)]

avec I ′
α ⊂ OX′ un idéal inversible, dont la restriction à X ′ est l’idéal de définition de

Z ′
α et qui vérifie (I ′

α)|U ′ = OU ′ ; la trivialisation t′α est alors l’inverse de cette égalité.
Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’on a l’égalité des idéaux inversibles

I ′ =
⊗

α∈I

(I ′
α)

µα avec µα = lgE′
pα

E′
pα
.

On peut vérifier cette égalité après restriction à X ′ puisque tous les idéaux ci-dessus
sont à cosupport dans X ′. Cette égalité se déduit alors de la décomposition J ′ =⋂

α(J
′
α)

µα de idéal divisoriel J ′ en produit d’idéaux premiers de codimension 1 dans
l’anneau régulier C ′. (Bien entendu, J ′

α est l’idéal de définition du fermé intègre Z ′
α ⊂

X ′.) Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Du lemme 2.3.11, on déduit un morphisme naturel cℓ : π0CorB(B,X)→ PicB
1

X
(X)

induit par le morphisme de double flèches

CorB1
B
(B1

B , X ×̂B B1
B)

s∗0
!!

s∗1
!!

cℓ
""

CorB(B,X)

cℓ
""

PicX×BB1
B
(X ×̂B B1

B)
s∗0

!!

s∗1
!!
PicX(X).

Le théorème suivant est le résultat principal de ce paragraphe.

Théorème 2.3.12. — Soient B un k-affinöıde lisse, X une B-courbe affinöıde lisse
et X une bonne compactification de X. L’homomorphisme

cℓ : π0CorB(B,X) −→ PicB
1

X (X)

est un isomorphisme.

Démonstration. — On procède en quatre étapes.

Étape 1 : Dans cette étape et la prochaine, nous allons définir un morphisme
PicX(X)→ π0CorB(B,X). Pour cela, on fixe un objet (L , U, t) de PICX(X).

Soit V un ouvert affine de X tel que U ⊂ V an et Γ(V,O) ⊂ Γ(U,O) est dense. Un
tel ouvert existe puisque U est un ouvert presque rationnel de Xan. Soit (g1, . . . , gn) ∈
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Γ(V,L )n un système de générateurs du OV -module L|V et munissons Γ(U,L ) de la
norme résiduelle ∥.∥ déduite de la norme infinie sur Γ(U,O) via la présentation

(g1, . . . , gn) : Γ(U,O)⊕n !! !! Γ(U,L ).

Par définition, on a

∥h∥ = inf
{

max
i=1,...,n

|ai|∞ ; h =
n∑

i=1

aigi
}

pour h ∈ Γ(U,L ).

Pour voir que ∥.∥ est une norme (et pas seulement une semi-norme), considérons
h ∈ Γ(U,L ) − {0} et fixons un point fermé x ∈ U avec h(x) ̸= 0. On pose η =
maxi=1,...,n |gi(x)/h(x)|. (Puisque L est localement libre de rang 1, Lx = L ⊗OX

k(x)
est un k(x)-espace vectoriel de dimension 1. Les vecteurs gi(x), h(x) ∈ Lx sont donc
colinéaires et, par définition, gi(x)/h(x) ∈ k(x) est le facteur de colinéarité.) Puisque
les gi engendrent Γ(U,L ), on a η > 0. De plus, on a nécessairement ∥h∥ ≥ η−1.
En effet, dans le cas contraire on aurait |ai(x)| < η−1, pour tout 1 ≤ i ≤ n, ce qui
contredirait l’égalité 1 =

∑n
i=1 ai(x)(gi(x)/h(x)).

Le morphisme Γ(V,L )→ Γ(U,L ) est d’image dense (relativement à la norme ∥.∥).
La trivialisation t correspond à un générateur t ∈ Γ(U,L ) de L|U . On pose m =
maxi=1,...,n |gi/t|∞, où gi/t est l’unique élément de Γ(U,O) tel que gi = (gi/t)t. Soit
s ∈ Γ(V,L ) tel que ∥t − s∥ < m−1. Alors s est un générateur de L|U . En effet, on
peut écrire t− s =

∑n
i=1 aigi avec m|ai|∞ < 1. Pour tout x ∈ U , on a donc

∣∣∣
t− s

t
(x)

∣∣∣ ≤
∣∣∣
t− s

t

∣∣∣
∞

=
∣∣∣

n∑

i=1

ai
(gi
t

)∣∣∣
∞
≤ max

i=1,...,n

(
|ai|∞

)
m < 1,

ce qui entrâıne que
∣∣∣
s

t
(x)

∣∣∣ ≥ 1−
∣∣∣
t− s

t
(x)

∣∣∣ ≥ 1−
∣∣∣
t− s

t

∣∣∣
∞

> 0,

montrant bien que s/t est un élément inversible de Γ(U,O).

Notons V0 ⊂ V le plus grand ouvert Zariski au-dessus duquel s est inversible.
Comme L|V est un OV -module inversible, V0 est encore affine. La discussion précé-
dente montre que V an

0 contient U . On définit une correspondance finie Cycl(s) de la
manière suivante. Soit (Zi)i∈I la famille des composantes irréductibles du B-schéma
X − V0. Puisque X est un B-schéma propre, il en est de même des B-schémas Zi.
Par ailleurs, les fermés Zan

i ⊂ Xan sont contenus dans l’ouvert affinöıde X, ce qui
entrâıne que les B-schémas Zi sont aussi affines. Ce sont donc des B-schémas finis.
Enfin, la dimension de chaque Zi est égale à celle de la composante connexe de B au-
dessus de laquelle il se trouve. (En effet, Spec(Γ(X,O)) est un schéma affine régulier
et les Zi s’identifient aux composantes irréductibles du complémentaire de l’ouvert
affine Spec(Γ(X,O))×X V0. Or, il est bien connu que le complémentaire d’un ouvert
affine dense dans un schéma affine régulier est partout de codimension 1. L’assertion
recherchée découle maintenant du fait que X est une B-courbe affinöıde.) Il s’ensuit
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que les schémas Zi, qui sont intègres et finis sur B, sont aussi surjectifs sur une com-
posante connexe de B. Ils déterminent donc des correspondances finies élémentaires
dans X = B ×̂B X. On pose maintenant

Cycl(s) =
∑

i∈I

ni[Z
an
i ] ∈ CorB(B,X)

avec ni l’ordre du pôle de s au point générique de Zi. Plus précisément, si (πZi = 0) est
une équation locale de Zi, l’entier relatif ni est tel que πni

Zi
s s’étend en un générateur

de L au voisinage du point générique de Zi.

Étape 2 : On garde les notations de l’étape précédente. Vérifions maintenant que la
classe de Cycl(s) dans π0CorB(B,X) ne dépend pas du choix de l’approximation
s ∈ Γ(V,L ) de la trivialisation t ∈ Γ(U,L ). En effet, soit s′ ∈ Γ(V,L ) une autre
section telle que ∥s′ − t∥ < m−1. Notons τ la coordonnée de B1

k et considérons la
section τs′ + (1 − τ)s ∈ Γ(V ×B B1

B ,L ). (Par abus de notation, on note encore
L le OX×BB1

B
-module obtenu de L par « pull-back ».) Clairement, on a encore

∥(τs′ + (1 − τ)s) − t∥ < m−1. En raisonnant comme dans l’étape précédente, on
obtient que ∣∣∣

τs′ + (1− τ)s

t
(x)

∣∣∣ > 0

pour tout x ∈ U ×̂B B1
B . On peut donc considérer la correspondance finie

Cycl(τs′ − (τ − 1)s) ∈ CorB1
B
(B1

B , X ×̂B B1).

Cette correspondance finie fournit une homotopie de Cycl(s) à Cycl(s′). En effet,
d’après la preuve du lemme 2.3.11, la formule de Serre pour les « pull-back » des
correspondances finies de CorB1

B
(B1

B , X ×̂B B1
B) suivant les sections nulle et unité

s0, s1 : B1
B → B ne fait intervenir que les multiplicités géométriques (i.e., les longueurs

des anneaux locaux aux points génériques des composantes irréductibles du « pull-
back » schématique). Le résultat découle alors immédiatement de la définition des
correspondances finies Cycl(−) en terme des pôles et des zéros de sections de modules
inversibles.

L’indépendance de Cycl(s) ∈ π0CorB(B,X) du choix de V et du système de géné-
rateurs (g1, . . . , gn) est claire. (En effet, un autre système de générateurs induira une
norme équivalente sur Γ(U,L ).) On a donc associé à un objet (L , U, t) de PICX(X)
une classe canonique dans π0CorB(B,X) que l’on notera Cycl(L , U, t). Cette classe
ne dépend que de la classe d’isomorphisme de l’objet (L , U, t). On a de plus la relation

Cycl
(
(L , U, t)⊗ (L ′, U ′, t′)

)
= Cycl

(
L ⊗L ′, U ∩ U ′, tU∩U ′ ⊗ t′U∩U ′)(2.53)

= Cycl(L , U, t) + Cycl(L ′, U ′, t′).

En effet, on peut supposer que U = U ′. Gardons les notations de la construction de
Cycl(L , U, t) = Cycl(s) et choisissons un système de générateurs

(g′1, . . . , g
′
n′) ∈ Γ(V,L ′)n

′
.
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Notons ∥.∥′ (resp. ∥.∥′′) la norme résiduelle sur Γ(U,L ′) (resp. Γ(U,L ⊗ L ′)) dé-
duite du système de générateurs (g′i′)1≤i′≤n′ (resp. du système (gi ⊗ g′i′)1≤i≤n, 1≤i′≤n′).
Posons

m′ = max
i′=1,...,n′

|g′i′/t|∞ et m′′ = max
i=1,...,n; i′=1,...,n′

∣∣(gi/t)(g′i′/t′)
∣∣
∞.

On note M = max(∥t∥, ∥t′∥′). On choisit des sections s et s′ dans Γ(V,L ) et Γ(V,L ′)
telles que max(∥t− s∥, ∥t′ − s′∥′) < min(m−1,m′−1,M−1m′′−1). Alors
∥∥t⊗t′−s⊗s′

∥∥′′ =
∥∥(t−s)⊗t′+s⊗(t′−s′)

∥∥′′ ≤ max
(
∥t−s∥·∥t′∥′, ∥s∥·∥t′−s′∥′

)
< m′′−1.

On peut donc approximer t⊗ t′ par s⊗ s′. Or, on a clairement la relation

Cycl(s⊗ s′) = Cycl(s) + Cycl(s′).

D’où l’égalité (2.53). Ceci montre que Cycl induit un homomorphisme de groupes
abéliens

(2.54) Cycl : PicX(X) −→ π0CorB(B,X).

Étape 3 : Le morphisme (2.54) est un morphisme de préfaisceaux sur les B-affinöıdes
lisses sur k. Plus précisément, si e : B′ → B est un morphisme de k-affinöıdes avec B′

lisse sur k, on a un diagramme commutatif

PicX(X) !!

e∗
""

π0CorB(B,X)

− ◦ e
""

PicX′(X ′) !! π0CorB′(B′, X ′) π0CorB(B′, X ′)

(où l’on a utilisé les notations du lemme 2.3.11). En effet, soient (L , U, t) un objet de
PICX(X) et V ⊂ X un ouvert Zariski tel que U ⊂ V an et Γ(V,O) ⊂ Γ(U,O) est dense.
On a Cycl(L , U, t) = Cycl(s) avec s ∈ Γ(V,L ) une approximation suffisamment
bonne de t ∈ Γ(U,L ) relativement à la norme résiduelle sur Γ(U,L ) induite par un
système de générateurs (g1, . . . , gn) avec gi ∈ Γ(V,L ) (voir la première étape). Notons
U ′ = (U ×̂B B′)red, V ′ = (V ×B B′)red et L ′ = L ⊗OX̄

OX̄′ , le « pull-back » de L
à X ′. Le morphisme Γ(U,L )→ Γ(U ′,L ′) est contractant si l’on munit Γ(U ′,L ′) de
la norme résiduelle induite par le système de générateurs (g′1, . . . , g

′
n) avec g′i l’image

de gi dans Γ(V ′,L ′). On peut donc supposer que Cycl(L ′, U ′, t′) = Cycl(s′) où s′ est
l’image de s dans Γ(V ′,L ′). Il s’agit alors de montrer l’égalité Cycl(s) ◦ e = Cycl(s′)
entre cycles sur X ′.

On a vu au cours de la preuve du lemme 2.3.11 que la formule de Serre pour les
« pull-back » des correspondances finies de CorB(B,X) ne fait intervenir que les mul-
tiplicités géométriques (i.e., les longueurs des anneaux locaux aux points génériques
des composantes irréductibles du « pull-back » schématique). Le résultat découle alors
immédiatement de la définition de Cycl(s) et Cycl(s′) en terme des pôles et des zéros
de sections s et s′.
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Étape 4 : Grâce à l’étape précédente, le morphisme PicX(X) → π0CorB(B,X),
construit dans les deux premières étapes, se factorise d’une manière unique par un
morphisme

PicB
1

X
(X) −→ π0CorB(B,X).

(On utilise pour cela que l’association B′ ! π0CorB′(B′, X ×̂B B′) est un préfaisceau
invariant par homotopie.) Pour conclure, on montrera que le morphisme ci-dessus
fournit un inverse à gauche et à droite du morphisme cℓ de l’énoncé.

Soit Z ⊂ X = B ×̂B X une correspondance finie élémentaire. L’élément cℓ([Z]) est
donné par un triplet (I , U, t) comme dans la proposition 2.3.8. Dans ce cas, t provient
d’un voisinage Zariski affine de Xan −X. Par construction, l’élément Cycl(cℓ([Z])) ∈
π0CorB(B,X) est donc donné par la classe de Cycl(t) = [Z] ∈ CorB(B,X).

Réciproquement, partons d’un objet (L , U, t) de PICX(X). Soit s ∈ Γ(V,L )
comme dans la première étape de la preuve. On a clairement cℓ(Cycl(s)) = (L , U, s).

Il s’agit donc de montrer que (L , U, t) = (L , U, s) dans PicB
1

X
(X). Avec les nota-

tion de la deuxième étape, considérons la section τs + (1 − τ)t ∈ Γ(U ×̂B B1
B ,L ).

D’après la première étape, on peut choisir s suffisamment proche de t de sorte que
|(t− s)/t|∞ < 1. Dans ce cas, on a pour x ∈ U ×̂B B1

B ,

∣∣∣
τs+ (1− τ)t

t
(x)

∣∣∣ > 0.

On conclut que τs+(1− τ)t est une trivialisation du « pull-back » de L à U ×̂B B1
B .

On dispose donc d’un triplet
(
L , U ×̂B B1

B , τs+ (1− τ)t
)

qui fournit une homotopie de (L , U, t) à (L , U, s). Ceci termine la preuve du théo-
rème. c.q.f.d.

2.3.2. Construction de correspondances finies à homotopie près. — Dans
ce paragraphe, on utilisera l’isomorphisme du théorème 2.3.12 pour construire des
correspondances finies à homotopie près entre ouverts affinöıdes de (P1

k)
an. On dispose

de trois points canoniques de P1
k, à savoir 0 = [1 : 0], 1 = [1, 1] et ∞ = [0 : 1]. On

identifie A1
k = Spec(k[t]) avec P1

k − {∞} de la manière usuelle.
Soient V ⊂ X ⊂ (P1

k)
an des ouverts quasi-compacts. Lorsque V est contenu dans

l’intérieur de X relativement à (P1
k)

an, on écrira simplement V " X au lieu de
V "(P1

k)
an X (voir la proposition 2.1.13). On aura besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3.13. — Tous les ouverts quasi-compacts stricts de (P1
k)

an sont des ouverts
affinöıdes presque rationnels.

Démonstration. — Soit U un ouvert quasi-compact strict de (P1
k)

an. On montrera
que U est affinöıde et presque rationnel en deux étapes.
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Étape 1 : Soit l/k une extension finie galoisienne de groupe de Galois G. On suppose
que l’ouvert U ⊗̂k l de (P1

l )
an est affinöıde et presque rationnel. Nous allons montrer

qu’il en est de même de l’ouvert U .
Le fait que U est affinöıde est clair puisque U s’identifie à (U ⊗̂k l)/G qui est

donné par le spectre maximal de la k-algèbre affinöıde Γ(U ⊗̂k l,O)G. Il reste donc à
montrer que U est presque rationnel. Pour cela, on se donne un ouvert affine V ′

1 ⊂ P1
l

tel que V ′an
1 contient U ⊗̂k l et Γ(V ′

1 ,O) → Γ(U ⊗̂k l,O) est d’image dense. On pose
V ′ =

⋂
g∈G gV ′

1 . On a encore une inclusion U ⊗̂k l ⊂ V ′an et Γ(V ′,O)→ Γ(U ⊗̂k l,O)
est d’image dense. Comme V ′ est invariant par l’action de G, il existe un ouvert affine
V ⊂ P1

k tel que V ′ = V ⊗̂k l. On a clairement U ⊂ V an. Nous allons montrer que
Γ(V,O)→ Γ(U,O) est d’image dense.

Soit f ∈ Γ(U,O). Comme l/k est une extension séparable, le morphisme trace

tr : Γ(U ⊗̂k l,O) −→ Γ(U,O),

qui à a ∈ Γ(U ⊗̂k l,O) associe
∑

g∈G a ◦ g−1, est surjectif. On peut donc trouver

a ∈ Γ(U ⊗̂k l,O) tel que f =
∑

g∈G a ◦ g−1. Pour ϵ > 0, soit aϵ ∈ Γ(V ⊗̂k l,O) tel

que |a − aϵ|∞ ≤ ϵ. On pose fϵ =
∑

g∈G aϵ ◦ g−1 ∈ Γ(V,O). L’inégalité triangulaire
ultramétrique nous donne |f−fϵ|∞ ≤ ϵ. Ceci montre que l’image de Γ(V,O) est dense
dans Γ(U,O).

Étape 2 : Par l’étape précédente, on peut remplacer U par U ⊗̂k l pour n’importe
quelle extension finie séparable l/k. Comme U est un ouvert quasi-compact et strict,
il existe des points fermés dans (P1

k)
an−U à corps résiduel séparable sur k. (En effet,

toute k-variété rigide lisse non vide, en l’occurrence l’ouvert admissible (P1
k)

an −U ⊂
(P1

k)
an, possède des points fermés à corps résiduel séparable sur k.) Quitte à étendre

les scalaires suivant une extension séparable l/k suffisamment grande, on peut donc
supposer que (P1

k)
an − U contient des points k-rationnels. Quitte à remplacer U par

son image par un automorphisme de P1
k, on peut même supposer que∞ ∈ (P1

k)
an−U ,

ce qui revient à dire que U ⊂ (A1
k)

an. Grâce au corollaire 2.1.3, on peut alors supposer
(quitte à étendre les scalaires encore une fois) que

U =
∐

α∈I

(
B1
k(oα, Rα)−

( ∐

β∈Jα

B1
k(xβ , rβ)

◦
))

où les oα et xβ sont dans A1(k) = k et vérifient |oα − xβ | ≤ Rα, si β ∈ Jα, et
|xβ − xβ′ | ≥ max(rβ , rβ′), si β ̸= β′ dans Jα. Ceci montre en particulier que U est
affinöıde.

Pour démontrer que U est presque rationnel, nous raisonnons par récurrence sur le
nombre de composantes connexes de U , i.e., sur le cardinal de I. On divise l’argument
en sous-étapes.

Sous-étape 2.1 : On traite ici le cas où U est connexe. Dans ce cas, on a :

U = B1
k(o,R)−

( ∐

β∈J

B1
k(xβ , rβ)

◦
)
.
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On peut alors écrire U =
⋂

β∈J Uβ avec Uβ = B1
k(o,R) − B1

k(xβ , rβ)◦. Or, chacun
des Uβ est presque rationnel. En effet, il est contenu dans l’analytifié de l’ouvert
Zariski A1

k − {xβ} et la k-algèbre k[t, (t− xβ)−1] est dense dans Γ(Uβ ,O). Le résultat
recherché découle maintenant du lemme 2.3.2.

Sous-étape 2.2 : À partir de maintenant on suppose que U possède au moins deux
composantes connexes, i.e., que card(I) ≥ 2. Le but de cette sous-étape est de se
ramener au cas où l’enveloppe localement convexe U ♮ (avec U vu comme ouvert
quasi-compact de (A1

k)
an) admet, elle aussi, au moins deux composantes connexes.

(Pour la notion de convexité, voir la définition 2.1.4.)
On suppose donc que U ♮ est connexe et on explique comment modifier U afin de

rendre U ♮ non connexe. Il est facile de voir que U ♮ est connexe si et seulement si il existe
ᾱ ∈ I tel que B1

k(oα, Rα) ⊂ B1
k(oᾱ, Rᾱ) pour tout α ∈ I. Notons I ′ = I − {ᾱ}. Alors,

pour tout α ∈ I ′, il existe un unique βα ∈ Jᾱ tel que B1
k(oα, Rα) ⊂ B1

k(xβα , rβα)
◦.

À présent, fixons un indice β̄ ∈ Jᾱ tel que l’ensemble

I ′′ = {α ∈ I ′; B1
k(oα, Rα) ⊂ B1

k(xβ̄ , rβ̄)
◦}

est non vide. (Un tel β̄ existe car I ′ est non vide.) Puisque l’ouvert B1
k(xβ̄ , rβ̄)

◦ n’est
pas quasi-compact, l’inclusion

⋃
α∈I′′ B1

k(oα, Rα) ⊂ B1
k(xβ̄ , rβ̄)

◦ est nécessairement
stricte. Quitte à étendre les scalaires une nouvelle fois et ensuite appliquer une trans-
lation à U , on peut supposer que le zéro o ∈ (A1

k)
an appartient à

B1
k(xβ̄ , rβ̄)

◦ −
⋃

α∈I′′

B1
k(oα, Rα).

Considérons l’inversion τ sur A1
k−o = Gmk, i.e., l’automorphisme donné sur les points

k-rationnels par τ(x) = x−1. Remarquons que o ̸∈ U . On peut donc appliquer τ à U et
obtenir un nouvel ouvert quasi-compact τ(U) de (A1

k− o)an. Nous allons montrer que
l’enveloppe localement convexe de τ(U) n’est pas connexe. Cela établira la réduction
recherchée.

Remarquons que B1
k(oᾱ, Rᾱ) − B1

k(xβ̄ , rβ̄)
◦ = B1

k(o,Rᾱ) − B1
k(o, rβ̄)

◦. Ainsi, on a
l’égalité

τ(B1
k(oᾱ, Rᾱ)− B1

k(xβ̄ , rβ̄)
◦) = B1

k(o, r
−1
β̄

)− B1
k(o,R

−1
ᾱ )◦.

De plus, pour α ̸∈ I ′′, τ envoie l’ouvert B1
k(oα, Rα)−

∐
β∈Jα

B1
k(xβ , rβ)◦ sur un ouvert

contenu dans la couronne B1
k(o, r

−1
β̄

) − B1
k(o,R

−1
ᾱ )◦. Pour conclure, il suffit donc de

montrer que τ envoie chaque boule B1
k(oα, Rα), avec α ∈ I ′′, sur une boule contenue

dans le complémentaire de la boule B1
k(o, r

−1
β̄

). Or, il est facile de vérifier que

τ(B1
k(oα, Rα)) = B1

k

(
o−1
α ,

Rα

|oα|2
)
.

Le résultat découle maintenant des inégalités Rα < |oα| < rβ̄ . (La première in-
égalité traduit le fait que o ̸∈ B1

k(oα, Rα) et la seconde inégalité traduit l’inclusion
B1
k(oα, Rα) ⊂ B1

k(xβ̄ , rβ̄)
◦.)
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Sous-étape 2.3 : Grâce à la sous-étape 2.2, il suffit de traiter le cas où U ♮ possède au
moins deux composantes connexes. Il existe un sous-ensemble I+ ⊂ I tel que

U ♮ =
∐

α∈I+

B1
k(oα, Rα).

Les éléments de I+ correspondent aux boules maximales (pour l’inclusion) parmi les
B1
k(oα, Rα).
Soit o un point quelconque de A1(k) (par exemple le zéro de la droite affine) et soit

R ∈ |k×| suffisamment grand de sorte que U ♮ soit contenu dans B1
k(o,R). On pose

W =
(
B1
k(o,R)−

∐

α∈I+, β∈Jα

B1
k(xβ , rβ)

◦
)∐( ∐

α∈I−I+

B1
k(oα, Rα)−

( ∐

β∈Jα

B1
k(xβ , rβ)

◦
))

.

Il est immédiat que U = U ♮∩W . Grâce au lemme 2.3.2, il est donc suffisant de montrer
que U ♮ et W sont presque rationnels. Or, il est clair que W possède strictement moins
de composantes connexes que U ; il est donc presque rationnel par l’hypothèse de
récurrence. Pour terminer, il reste à traiter le cas où U est localement convexe, ce qui
sera fait dans la sous-étape suivante.

Sous-étape 2.4 : Cette sous-étape est indépendante des trois précédentes. Ici, on traite
le cas où U = U ♮, i.e., U =

∐
α∈I B1

k(oα, Rα). Pour montrer que U est presque
rationnel, on vérifiera une propriété plus précise. En effet, on montrera que k[t] est
dense dans Γ(U,O). On raisonne par récurrence sur le cardinal de I. (Il s’agit là d’une
nouvelle récurrence, indépendante de la récurrence précédente.)

Lorsque I est un singleton, il n’y a rien à montrer. On suppose donc que I contient
au moins deux éléments. On note m = minα ̸=α′ |oα − oα′ | et on fixe un couple
(γ, γ′) ∈ I2 qui réalise ce minimum.

On pose U ′ = U∪B1
k(oγ ,m). L’ouvert U ′ est encore localement convexe et il contient

strictement moins de composantes connexes que U . Par l’hypothèse de récurrence,
k[t] ⊂ Γ(U ′,O) est dense. Remarquons que U ′

0 = B1
k(oγ ,m) est une composante

connexe de U ′ ; c’est la composante connexe qui contient oγ . On pose U ′
1 = U ′ − U ′

0.
On a la décomposition suivante

Γ(U ′,O) = Γ(U ′
0,O)× Γ(U ′

1,O).

Notons aussi Ui = U ′
i ∩ U pour i ∈ {0, 1}. On a de même

Γ(U,O) = Γ(U0,O)× Γ(U1,O).

Étant donné que U ′
1 = U1 et que k[t] est dense dans Γ(U,O), on obtient le résultat

recherché si on montre que Γ(U ′
0,O) est dense dans Γ(U0,O). Puisque k[t] est dense

dans Γ(U ′
0,O), il revient au même de montrer que k[t] est dense dans Γ(U0,O).

Lorsque l’ouvert U0 est strictement inclus dans U , on peut utiliser l’hypothèse de
récurrence pour conclure. On peut donc supposer que U = U0. Autrement dit, il nous
reste à traiter le cas où |oα − oα′ | = m pour tout α ̸= α′. Soit λ ∈

√
|k×| tel que
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Rα < λ < m pour tout α ∈ I. On pose T =
∐

α∈I B1
k(oα,λ). Alors T est le domaine

rationnel de B1
k(o,R), avec R ≥ m, défini par l’inéquation

∣∣∣
∏

α∈I

(t− oα)
∣∣∣ ≤ λm|I|−1.

L’anneau Γ(T,O) s’identifie alors à la k-algèbre affinöıde

k{R−1t, (λm|I|−1)−1z}
z −

∏
α∈I(t− oα)

.

Il s’ensuit que k[t] ≃ k[t, z]/(z−
∏

α∈I(t−oα)) est dense dans Γ(T,O). Pour terminer,
il suffit de remarquer que Γ(T,O) =

∏
α Γ(B1

k(oα,λ),O) est dense dans Γ(U,O) =∏
α Γ(B1

k(oα, Rα),O) puisque, pour chaque α ∈ I, le sous-anneau Γ(B1
k(oα,λ),O) est

dense dans Γ(B1
k(oα, Rα),O). Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Définition 2.3.14. — Soient X0 ⊂ X ⊂ (P1
k)

an des ouverts affinöıdes. On dit que
l’ouvert affinöıde X0 est large dans X, et on écrit X0 ! X, s’il existe un ouvert
affinöıde V " X tel que X = X0 ∪ V .

Proposition 2.3.15. — Soit X ⊂ (P1
k)

an un ouvert affinöıde et soit X0 ! X
un ouvert affinöıde large dans X. On suppose qu’il existe un 0-cycle dans P1

k de
degré 1 et à support disjoint de X. Alors, l’inclusion X0 ↪→ X admet une section
dans π0RigCor(k)

X !! X0

""

X.

Plus précisément, soit V " X tel que X = X0∪V et notons I (∆) l’idéal de définition
du graphe ∆ ⊂ X ×̂k (P1

k)
an de l’inclusion X ↪→ (P1

k)
an. Alors, une trivialisation de

I (∆) au-dessus de X ×̂k V détermine une telle section.

Démonstration. — D’après le lemme 2.3.13, tout ouvert quasi-compact strict de (P1
k)

an

est affinöıde et presque rationnel. Il vient que P1
k est une bonne compactification de

tous ses ouverts stricts non vides. Notons j l’inclusion de X0 dans X. On dispose d’un
diagramme commutatif de groupes abéliens

π0Cor(X,X0)

j ◦ −
""

π0CorX(X,X ×̂k X0) ∼
cℓ

!!

j ◦ −
""

PicB
1

X×kP1
k
(X ×̂k X0)

j∗
""

π0Cor(X,X) π0CorX(X,X ×̂k X) ∼
cℓ

!! PicB
1

X×kP1
k
(X ×̂k X).

Il s’agit de construire une correspondance finie α ∈ π0CorX(X,X ×̂k X0) telle que

j ◦α = [idX ]. Il suffit pour cela de construire β ∈ PicB
1

X×kP1
k
(X ×̂k X0) tel que j∗(β) =

cℓ[idX ]. On fera cela en deux étapes.

Étape 1 : Soit U ⊂ (P1
k)

an un ouvert affinöıde tel que (P1
k)

an = X∪U et V ∩U = ∅. (Un
tel U existe car V " X.) Dans cette étape, nous allons construire un voisinage affinöıde
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U ′ ⊂ X ×̂k U de X ×̂k ((P1
k)

an −X) ne rencontrant pas la diagonale ∆ ⊂ X ×̂k X et
tel que X ×̂k V

∐
U ′ est presque rationnel.

On note Z = (X ×̂k U) ∩ ∆. Rappelons que l’idéal de définition de la diago-
nale de P1

k ×k P1
k est isomorphe, en tant que OP1

k×kP1
k
-module, au produit extérieur

OP1
k
(−1) !k OP1

k
(−1). Puisque X (resp. U) est un ouvert strict, une puissance suffi-

samment divisible de la restriction de OP1
k
(−1) à X (resp. U) est libre. (En effet, on

peut écrire (OP1
k
(−1))⊗ [k(x):k] ≃ I (x) avec x un point fermé de P1

k qui n’appartient
pas à X (resp. U) et I (x) son idéal de définition.) Il s’ensuit qu’une puissance suf-
fisamment divisible de I (Z) est un idéal principal. Il existe donc g ∈ Γ(X ×̂k U,O)
tel que Z = ((X ×̂k U)/(g))red. D’après le lemme 2.3.10, pour ϵ ∈ |k×| suffisamment
petit, on a DX ×̂k U (ϵ|g) ⊂ X ×̂k (X ∩ U). Il s’ensuit que U ′ = DX ×̂k U (g|ϵ) est un
voisinage affinöıde de X ×̂k ((P1

k)
an−X) ne rencontrant pas la diagonale ∆ ⊂ X ×̂k X.

Il reste à voir que X ×̂k V
∐

U ′ est presque rationnel. D’après le lemme 2.3.13, on
sait que X ×̂k (V

∐
U) est presque rationnel. On peut donc trouver un ouvert Zariski

affine W ⊂ X ×k P1
k avec W an contenant X ×̂k (V

∐
U) et tel que le morphisme

Γ(W,O) → Γ(X ×̂k (V
∐

U),O) est d’image dense. En particulier, on peut trouver
h ∈ Γ(W,O) tel que |h|X ×̂k V − 1|∞ < 1 et |h|X ×̂k U − g|∞ < ϵ. On a alors

X ×̂k V
∐

U ′ = DX ×̂k (V
∐

U)(h|ϵ).

(Bien entendu, pour que l’égalité ci-dessus soit vraie, il faut que ϵ < 1.) Ceci montre
que l’analytifié de l’ouvert affine W ′ = W [1/h] contient X ×̂k V

∐
U ′ et que le mor-

phisme Γ(W ′,O)→ Γ(X ×̂k V
∐

U ′,O) est d’image dense.

Étape 2 : Puisque X ×̂k V
∐

U ′ est presque rationnel, il en est de même de U ′.
De plus, U ′ ne rencontre pas la diagonale ∆ ⊂ X ×̂k X. Il s’ensuit que cℓ[idX ] est
représentée par le triplet (I (∆), U ′, 1) (voir la proposition 2.3.8).

Étant donnée une trivialisation t : OX ×̂k V
∼
!! I (∆)|X ×̂k V , on peut considérer

l’objet

(I (∆), X ×̂k V
∐

U ′, t
∐

1)

de PICX×kP1
k
(X ×̂k X0). La classe β de cet objet conviendra clairement. Ainsi, pour

conclure, il reste à justifier l’existence de telles trivialisations. Il suffit pour cela de
voir que l’idéal I (∆)|X ×̂k X est principal.

Comme dans l’étape précédente, on utilise le fait que l’idéal de définition de la
diagonale de P1

k×kP1
k est isomorphe, en tant que OP1

k×kP1
k
-module, au produit extérieur

OP1
k
(−1) !k OP1

k
(−1). Il est donc suffisant de montrer que la restriction de OP1

k
(−1)

à X est libre. Ceci découle de la condition que P1
k admet un 0-cycle de degré 1 et

à support disjoint de X. En effet, si
∑r

s=1 ns[xs] est un 0-cycle dans P1
k tel que∑r

s=1 ns[k(xs) : k] = 1, on a
⊗r

s=1 I (xs)ns ≃ OP1
k
(−1) (où, bien entendu, I (xs) est

l’idéal de définition du point fermé xs). c.q.f.d.

Le théorème suivant est l’analogue rigide de [29, Lemma 22.4].
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Théorème 2.3.16. — Soit X ⊂ (P1
k)

an un ouvert affinöıde tel que P1
k possède un

0-cycle de degré 1 et à support disjoint de X. Soient X0, Y ⊂ X des ouverts affinöıdes
tels que X = X0 ∪ Y . On pose Y0 = X0 ∩ Y . On suppose que X0 ! X et Y0 ! Y .
Alors le complexe de Mayer-Vietoris

(2.55) Y0 −→ X0 ⊕ Y −→ X

est contractile dans π0RigCor(k).

Démonstration. — La preuve consiste à construire une homotopie entre l’identité et
le morphisme nul. Cette homotopie aura la forme

Y0

(−i1
i2

)
!! X0 ⊕ Y

(j1 j2)
!!

(p b)

""!!
!!
!!
!!
!!
!

X

(
a

0

)
""""
""
""
""
""
""

Y0 (−i1
i2

) !! X0 ⊕ Y
(j1 j2)

!! X

avec i1, i2, j1 et j2 les inclusions évidentes, et a, b et p des correspondances finies à
homotopie près qui seront définies ci-dessous. Les relations à vérifier sont (en notations
matricielles) les suivantes :

( j1 j2 )
( a
0

)
= 1 ,

( a
0

) (
j1 j2

)
+
(−i1

i2

) (
p b

)
=

( 1 0
0 1

)
et

(
p b

) (−i1
i2

)
= 1.

Elles s’écrivent respectivement

j1 ◦ a = 1 ,

(
a ◦ j1 − i1 ◦ p a ◦ j2 − i1 ◦ b

i2 ◦ p i2 ◦ b

)
=

(
1 0
0 1

)
et − p ◦ i1 + b ◦ i2 = 1.

On prendra pour a la section à j1 construite dans la proposition 2.3.15. Rappelons
la construction de a. Soit W " X un ouvert affinöıde tel que X = X0 ∪W . Fixons
U ⊂ (P1

k)
an un ouvert affinöıde tel que (P1

k)
an = X ∪ U et W ∩ U = ∅. Soit U ′ ⊂

X ×̂k U un voisinage affinöıde de X ×̂k ((P1
k)

an −X) ne rencontrant pas la diagonale
∆ ⊂ X ×̂k X et tel que X ×̂k W

∐
U ′ est presque rationnel. (L’existence d’un tel U ′ a

été démontrée dans la première étape de la preuve de la proposition 2.3.15.) Soit enfin

t : OX ×̂k W
∼
!! I (∆)|X ×̂k W une trivialisation locale de l’idéal I (∆) du graphe de

l’inclusion X ↪→ (P1
k)

an. On pose alors

a = cℓ−1
(
I (∆), X ×̂k W

∐
U ′, t

∐
1
)

∈ π0CorX(X,X ×̂k X0).

Remarquons que Y − Y0 = X − X0 ⊂ W . Par hypothèse, on a Y0 ! Y . Ainsi,
quitte à rétrécir W , on peut également supposer que W " Y . Fixons V ⊂ (P1

k)
an un

ouvert affinöıde tel que (P1
k)

an = Y ∪V et W ∩V = ∅. Soit V ′ ⊂ Y ×̂k V un voisinage
affinöıde de Y ×̂k ((P1

k)
an−Y ) ne rencontrant pas la diagonale ∆ ⊂ Y ×̂k Y et tel que
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Y ×̂k W
∐

V ′ est presque rationnel. (L’existence d’un tel V ′ a été démontrée dans la
première étape de la preuve de la proposition 2.3.15.) On pose alors

b = cℓ−1
(
I (∆)|Y ×̂k (P1

k)
an , Y ×̂k W

∐
V ′, t|Y ×̂k W

∐
1
)
∈ π0CorY (Y, Y ×̂k Y0).

Pour ces choix de a et b, le carré

Y

j2
!!

b
"" Y0

i1
!!

X
a

"" X0

commute. En effet, les deux compositions possibles dans ce carré sont données par

cℓ−1
(
I (∆)|Y ×̂k (P1

k)
an , Y ×̂k W

∐
Y ×̂X U ′, t|Y ×̂k W

∐
1
)
∈ π0CorY (Y, Y ×̂k X0).

On a donc les relations j1 ◦ a = 1, i2 ◦ b = 1 et a ◦ j2 − i1 ◦ b = 0. Il nous reste à
construire une correspondance finie p telle que

i2 ◦ p = 0 , i1 ◦ p = a ◦ j1 − 1 et p ◦ i1 = b ◦ i2 − 1.

Les deux dernières relations se traduisent par la commutation du diagramme suivant

(2.56) Y0
b ◦ i2 − 1

""

i1
!!

Y0

i1
!!

X0 a ◦ j1 − 1
""

p

##

X0.

Pour construire un tel p, on calculera d’abord les images des correspondances finies
a◦j1−1 et b◦i2−1 dans les groupes de Picard relatifs rendus invariants par homotopie.
On a

cℓ(a ◦ j1) =
(
I (∆)|X0 ×̂k (P1

k)
an , X0 ×̂k W

∐
X0 ×̂X U ′, t|X0 ×̂k W

∐
1
)

∈ PicB
1

X0×kP1
k
(X0, X0 ×̂k X0).

Soit W ′ ⊂ X0 ×̂k W un voisinage affinöıde de X0 ×̂k (X −X0) ne rencontrant pas la
diagonale ∆ ⊂ X0 ×̂k X0 et tel que W ′ ∐ X0 ×̂k V est presque rationnel. (L’existence
d’un tel W ′ a été démontrée dans la première étape de la preuve de la proposition
2.3.15.) Remarquons que la stabilité par intersection et changement de base entrâıne
que les ouverts W ′ ∐ X0 ×̂X U ′ et Y0 ×̂Y W ′ ∐ Y0 ×̂Y V ′ sont également presque ra-
tionnels. (Pour le premier ouvert, on a supposé que U ⊂ V ce qui est clairement
loisible.) Alors I (∆) admet une trivialisation canonique au-dessus de W ′ et on peut
voir t|W ′ comme une fonction inversible sur W ′. On obtient donc

cℓ(a ◦ j1 − 1) =
(
O,W ′

∐
X0 ×̂X U ′, t|W ′

∐
1
)
=

(
O,W ′

∐
X0 ×̂k U, t|W ′

∐
1
)
.
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Un calcul similaire montre que

cℓ(b ◦ i2 − 1) =
(
O, Y0 ×̂X0 W

′
∐

Y0 ×̂Y V ′, t|Y0 ×̂X0 W ′

∐
1
)

=
(
O, Y0 ×̂X0 W

′
∐

Y0 ×̂k V, t|Y0 ×̂X0 W ′

∐
1
)
.

On prendra alors pour p la correspondance finie cℓ−1(O,W ′ ∐X0 ×̂k V, t|W ′
∐

1). La
commutation du diagramme (2.56) est claire ainsi que la relation i2 ◦p = 0. c.q.f.d.

Proposition 2.3.17. — Soient X ⊂ (P1
k)

an un ouvert quasi-compact strict. On
suppose donnés des sous-affinöıdes

Z ⊂ B′ ⊂ B ⊂ X

tels que les conditions suivantes sont satisfaites.
– Le sous-affinöıde Z est étale au-dessus de Spm(k). (En particulier, il est fermé

dans X, réduit et de dimension nulle.) Les sous-affinöıdes B et B′ sont ou-
verts, quasi-compacts et contenus dans l’intérieur de X (ce qui revient à dire
que B ! X).

– Il existe une rétraction q : B → Z (à l’inclusion évidente) qui fait de B et B′

des boules de Tate relatives au-dessus de Z. On note alors B◦ ⊂ B et B′◦ ⊂ B′

les plus grandes boules ouvertes relatives de centre Z.
– Si k est d’égale caractéristique nulle, alors P1

k possède un 0-cycle de degré 1 et
à support disjoint de X −B◦. Si la caractéristique résiduelle de k est non nulle,
alors P1

k possède un point k-rationnel n’appartenant pas à X.
Alors, l’inclusion X −B◦ ↪→ X −B′◦ induit un isomorphisme dans π0RigCor(k).

Démonstration. — On divise la preuve en plusieurs parties. Dans la partie A, on
utilisera la théorème 2.3.16 pour se ramener au cas où X est contenu dans (A1

k)
an. La

preuve dans ce cas occupe les parties B, C et D.

Partie A : Le but de cette partie est de se ramener au cas où X ⊂ (A1
k)

an. Montrons
que l’une (au moins) des hypothèses suivantes est nécessairement satisfaite :

(a) (P1
k)

an −X possède des points k-rationnels,

(b) X −B possède des points k-rationnels,

(c) Z possède au moins deux points k-rationnels.

Lorsque la caractéristique résiduelle de k est non nulle, l’hypothèse (a) a été imposée
dans l’énoncé. On peut donc supposer que k est d’égale caractérsitique nulle. Sup-
posons que ni l’hypothèse (a) ni l’hypothèse (b) n’est vérifiée. Alors, tous les points
k-rationnels de P1

k sont dans B. En fait, on a mieux : tous les points k-rationnels
de P1

k sont dans q−1(Z(k)) qui est une somme disjointe de boules de Tate centrées
en les points k-rationnels de Z. Pour montrer que l’hypothèse (c) est vérifiée, il suffit
alors de montrer qu’il faut au moins deux boules de Tate pour contenir tous les points
k-rationnels de P1

k. Voici un argument : soit B0 ⊂ P1
k une boule de Tate et montrons
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que l’ouvert admissible P1
k −B0 possède au moins un point k-rationnel. On peut sup-

poser que ∞ ∈ B0 car sinon il n’y a rien à démontrer. Il s’ensuit que P1
k − B0 est

contenu dans (A1
k)

an. De plus, il existe une extension finie galoisienne l/k telle que
(P1

k −B0) ⊗̂k l est une boule de Tate ouverte, i.e., (P1
k −B0) ⊗̂k l ≃ B1

l (z0,λ)
◦. On vé-

rifie alors, comme dans la preuve de la proposition 2.1.5, que [l : k]−1
∑

g∈Gal(l/k) g ·z0
est encore dans B1

l (z0,λ)
◦ et qu’il descend en un point k-rationnel de P1

k−B0. (Notons
que cet argument requiert que k est d’égale caractéristique nulle.)

Rappelons que le but dans cette partie consiste à se ramener au cas X ⊂ (A1
k)

an. Si
l’hypothèse (a) est satisfaite, on peut (sans altérer le contenu de l’énoncé) remplacerX
par son image par un automorphisme de P1

k pour avoir∞ ̸∈ X comme souhaité. Dans
la suite, nous allons montrer comment ramener la proposition sous l’hypothèse (b)
ou (c) à la proposition sous l’hypothèse (a).

On traite d’abord le cas de figure (b). Supposons donc que X−B possède un point
k-rationnel. Quitte à remplacer X par son image par un automorphisme de P1

k, on
peut supposer que o ∈ X − B, avec o le zéro de A1

k. Pour ϵ ∈ |k×| suffisamment
petit, on a B1

k(o, ϵ) ! X − B◦ et B ! X − B1
k(o, ϵ)

◦. Notons X0 = X − B1
k(o, ϵ

′)◦ et
Y = B1

k(o, ϵ) avec 0 < ϵ′ < ϵ suffisamment petits. Alors, les conditions d’application
du théorème 2.3.16 sont satisfaites pour les recouvrements

X −B◦ = (X0 −B◦) ∪ Y et X −B′◦ = (X0 −B′◦) ∪ Y.

(Noter que le complémentaire de X − B′◦ possède, lui aussi, un 0-cycle de degré 1.
En effet, le p.g.c.d. des degrés des points fermés de B◦ est égal au p.g.c.d. des degrés
des points de Z qui est aussi égal au p.g.c.d. des degrés des points fermés de B′◦.)
En posant Y0 = Cr1k(o, ϵ′, ϵ) = B1

k(o, ϵ)−B1
k(o, ϵ

′)◦, on a donc un morphisme de suites
exactes scindées dans π0RigCor(k) :

0 !! Y0
!! (X0 −B◦)⊕ Y !!

""

X −B◦ !!

""

0

0 !! Y0
!! (X0 −B′◦)⊕ Y !! X −B′◦ !! 0.

Ceci montre qu’il est suffisant de démontrer la proposition dans le cas de X0 (i.e., que
X0−B◦ ↪→ X0−B′◦ induit un isomorphisme dans RigCor(k)). Or, par construction,
on a o ̸∈ X0 et on peut travailler sous l’hypothèse (a).

On passe maintenant au cas de figure (c). Supposons donc Z(k) contient au moins
deux éléments. Quitte à remplacer X par son image par un automorphisme de P1

k, on
peut supposer que o ∈ Z, avec o le zéro de A1

k. La composante connexe de B (resp. B′)
contenant o est une boule de Tate B1

k(o, u) (resp. B1
k(o, u

′)). On pose B1 = B−B1
k(o, u)

et B′
1 = B′ − B1

k(o, u
′). On peut alors factoriser l’inclusion X −B◦ ↪→ X −B′◦ de la

manière suivante
(
X − B1

k(o, u)
◦)−B◦

1 ↪−→
(
X − B1

k(o, u)
◦)−B′◦

1 ↪−→
(
X − B1

k(o, u
′)◦

)
−B′◦

1 .
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Il est donc suffisant de montrer que chacune des inclusions ci-dessus induit un iso-
morphisme dans π0RigCor(k). Or, la première inclusion est du même type que celle
considérée dans l’énoncé. De plus, le complémentaire de X − B1

k(o, u)
◦ dans (P1

k)
an

possède un point k-rationnel, à savoir o. L’hypothèse (a) est donc satisfaite dans
ce cas.

À présent, il reste à traiter l’inclusion

Q0 = (X − B1
k(o, u)

◦)−B′◦
1 ↪−→ Q′

0 =
(
X − B1

k(o, u
′)◦

)
−B′◦

1 .

On pose

Q = Q0 ∪ B1
k(o, u) = Q′

0 ∪ B1
k(o, u

′) = X −B′◦
1 .

De l’hypothèse B ! X, on déduit que B1
k(o, u) ! Q. On peut donc trouver v ∈

√
|k×|,

avec v > u, tel que B1
k(o, v) ! Q. Remarquons que B1

k(o, v) ∩ Q0 = Cr1k(o, u, v) et
B1
k(o, v) ∩ Q′

0 = Cr1k(o, u′, v). Les recouvrements Q = Q0 ∪ B1
k(o, v) = Q′

0 ∪ B1
k(o, v)

vérifient les conditions d’application du théorème 2.3.16. (Le fait que Z(k) − o soit
non vide assure que le complémentaire de Q possède un point k-rationnel et supporte
donc un 0-cycle de degré 1.) Il s’ensuit un morphisme de suites exactes scindées

0 !! Cr1k(o, u, v) !!

""

Q0 ⊕ B1
k(o, v)

!!

""

Q !! 0

0 !! Cr1k(o, u′, v) !! Q′
0 ⊕ B1

k(o, v)
!! Q !! 0.

Il est donc suffisant de montrer que la première flèche verticale induit un isomorphisme
dans π0RigCor(k). Or, l’inclusion Cr1k(o, u, v) ↪→ Cr1k(o, u′, v) est du même type que
celle considérée dans l’énoncé avec X = B1

k(o, v), B = B1
k(o, u) et B

′ = B1
k(o, u

′). Ceci
permet de conclure.

À partir de maintenant, on suppose que X ⊂ (A1
k)

an. Dans le reste de la preuve,
l/k désignera une extension finie séparable qui contient une extension galoisienne
engendrée par les corps résiduels des points de Z. Pour une telle extension l/k, on
peut écrire

B ⊗̂k l =
∐

z∈Z(l)

B1
l (z, rz) et B′ ⊗̂k l =

∐

z∈Z(l)

B1
l (z, r

′
z),

avec rz, r′z ∈
√
|k×|. Bien évidement, on a aussi :

B◦ ⊗̂k l =
∐

z∈Z(l)

B1
l (z, rz)

◦ et B′◦ ⊗̂k l =
∐

z∈Z(l)

B1
l (z, r

′
z)

◦.

Partie B : Soit U un voisinage quasi-compact de (P1
k)

an − X disjoint de B. (Un tel
ouvert U existe car B ! X.) On a alors :

X ∪ U = (X −B◦) ∪
(
B
∐

U
)
= (X −B′◦) ∪

(
B′

∐
U
)
= (P1

k)
an.
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D’après le lemme 2.3.13, les ouverts U , B
∐

U et B′ ∐U sont affinöıdes et presque
rationnels. (En particulier, P1

k est une bonne compactification deX,X−B◦ etX−B′◦,
mais on le savait déjà.)

Notons j : X − B◦ ↪→ X − B′◦ l’inclusion évidente. Il s’agit de construire une
correspondance finie

α ∈ Cor(X −B′◦, X −B◦) = CorX−B′◦
(
X −B′◦, (X −B′◦) ×̂k (X −B◦)

)

qui soit un inverse à j à homotopie près. On dispose d’un diagramme commutatif

π0CorX−B◦(X−B◦, (X−B◦)×̂k(X−B◦)) ∼
cℓ

!! PicB
1

(X−B◦)×kP1k
((X−B◦)×̂k(X−B◦))

π0CorX−B′◦(X−B′◦, (X−B′◦)×̂k(X−B◦)) ∼
cℓ

!!

j ◦ −
""

j∗
##

PicB
1

(X−B′◦)×kP1k
((X−B′◦)×̂k(X−B◦))

j∗
""

j∗
##

π0CorX−B′◦(X−B′◦, (X−B′◦)×̂k(X−B′◦)) ∼
cℓ
!! PicB

1

(X−B′◦)×kP1k
((X−B′◦)×̂k(X−B′◦)).

Les homomorphismes cℓ sont inversibles par le théorème 2.3.12. Dire que α est un
inverse à j à homotopie près revient à dire que j∗(α) = [idX−B◦ ] et j ◦α = [idX−B′◦ ].
Il suffit alors de construire

β ∈ PicB
1

(X−B′◦)×kP1
k

(
(X −B′◦) ×̂k (X −B◦)

)

tel que j∗(β) = cℓ[idX−B◦ ] et j∗(β) = cℓ[idX−B′◦ ].

Partie C : Pour B′′ ∈ {B,B′}, nous allons décrire un représentant de l’image de
l’identité de X − B′′◦ par cℓ. (Dans cette partie, tous les objets construits seront
désignés avec un «′′» puisqu’ils seront relatifs à B′′ ; dans la partie D ci-dessous, nous
spécialiserons aux cas B′′ = B′ et B′′ = B en remplaçant le «′′» par «′» ou par rien.)

On note ∆ la diagonale de P1
k×kP1

k et I ⊂ OP1
k×kP1

k
son idéal de définition. Comme

dans la première étape de la preuve de la proposition 2.3.15, on construit un ouvert
affinöıde V ⊂ X ×̂k U contenant X ×̂k ((P1

k)
an −X), disjoint de ∆an ∩ (X ×̂k (P1

k)
an)

et tel que V
∐

X ×̂k B′′ ⊂ X ×̂k (P1
k)

an est presque rationnel. (Remarquons que si V
convient pour B, il convient aussi pour B′ de sorte qu’on peut choisir V indépendam-
ment du choix de B′′.) On note

W ′′ = (X −B′′◦) ×̂X V =
(
(X −B′′◦) ×̂k (P1

k)
an
)
∩ V.

Considérons le domaine affinöıde E′′ ⊂ (X −B′′◦) ×̂k B′′ donné par

E′′(l) =
∐

z∈Z(l)

{
(x1, x2); |x1 − x2| = |x1 − z| et |x2 − z| ≤ r′′z

}

pour toute extension finie l/k (comme ci-dessus) avec x1 un point l-rationnel de
X−B′′◦ et x2 un point l-rationnel de B′′. Remarquons que l’égalité |x1−x2| = |x1−z|
entrâıne l’inégalité |x1−x2| ≥ r′′z . (En effet, |x1−z| ≥ r′′z car x1 appartient à X−B′′◦.)
Ceci montre que E′′ ne rencontre pas la diagonale ∆.
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Vérifions à présent que E′′ contient (X − B′′◦) ×̂k B′′◦. Un point l-rationnel de
(X −B′′◦) ×̂k B′′◦ est un couple (x1, x2) vérifiant |x1 − z| ≥ r′′z pour tout z ∈ Z(l) et
|x2 − z| < r′′z pour au moins un z ∈ Z(l). Or si |x2 − z0| < r′′z0 , avec z0 ∈ Z(l), on a
|x1 − z0| > |x2 − z0| ce qui entrâıne |x1 − x2| = |x1 − z0| comme souhaité.

Ainsi, W ′′ ∐E′′ est un voisinage affinöıde de (X − B′′◦) ×̂k ((P1
k)

an − (X − B′′◦))
ne rencontrant pas ∆. Par ailleurs, remarquons que l’ouvert E′′ ⊂ (X − B′′◦) ×̂k B′′

cöıncide avec le domaine rationnel D(X−B′′◦) ×̂k B′′(g|1) où g ∈ Γ((X−B′′◦) ×̂k B′′,O)

est la fonction qui vaut t1−t2
t1−z sur (X −B′′◦) ×̂k B1

l (z, r
′′
z ) pour tout z ∈ Z(l). (Ici, on

a noté t1 et t2 les coordonnées canoniques de X − B′′◦ et B′′.) En utilisant le fait
que W ′′ ∐(X −B′′◦) ×̂k B′′ est presque rationnel, on montre que W ′′ ∐E′′ est aussi
presque rationnel en raisonnant comme dans la première étape de la preuve de la
proposition 2.3.15. Ainsi, on peut représenter l’élément cℓ[idX−B′′◦ ] par le triplet

(2.57)
(
I|(X−B′′◦)×kP1

k
,W ′′

∐
E′′, 1

)

avec 1 ∈ Γ(W ′′ ∐E′′,I ) = Γ(W ′′ ∐E′′,O) la section unité.

Partie D : Nous allons déformer à homotopie près le représentant (2.57) de
cℓ[idX−B′′◦ ]. On considère pour cela le triplet

(2.58)
(
I|B1

k ×̂k (X−B′′◦)×kP1
k
, (B1

k ×̂k W
′′)

∐
Ẽ′′, 1

∐
s
)

avec Ẽ′′ ⊂ B1
k ×̂k E′′ le domaine affinöıde défini par

Ẽ′′(l) =
∐

z∈Z(l)

{
(x0, x1, x2); |x1 − z − x0(x2 − z)| = |x1 − z| et |x2 − z| ≤ r′′z

}
.

(Ci-dessus, x0 et (x1, x2) sont des points l-rationnels de B1
k et E′′ respectivement.)

Notons t0, t1 et t2 les coordonnées canoniques de B1
k, X − B′′◦ et B′′. On prendra

pour s ∈ Γ(Ẽ′′,O) l’unique section dont l’image dans Γ(Ẽ′′ ×̂k l,O) est donnée par
( t1 − t2
t1 − z − t0(t2 − z)

)

z∈Z(l)
.

La section s est bien définie sur Ẽ′′ puisque |x1 − z − x0(x2 − z)| = |x1 − z| et que
|x1 − z| ≥ r′′z pour x1 dans X − B′′◦. Il est également clair que s est un générateur
de I|Ẽ′′ = OẼ′′ , i.e., que s est inversible sur Ẽ′′. Vérifions que Ẽ′′ est un voisinage

affinöıde de B1
k ×̂k (X−B′′◦) ×̂k B′′◦. Un point l-rationnel de B1

k ×̂k (X−B′′◦) ×̂k B′′◦

est un triplet (x0, x1, x2) vérifiant |x0| ≤ 1, |x1 − z| ≥ r′′z pour tout z ∈ Z(l) et
|x2 − z| < r′′z pour au moins un z ∈ Z(l). Or si |x2 − z0| < r′′z0 , avec z0 ∈ Z(l), on a
|x1 − z0| > |x2 − z0| ≥ |x0(x2 − z)| ce qui entrâıne |x1 − z0 − x0(x2 − z0)| = |x1 − z0|
comme souhaité.

Il reste à montrer que l’ouvert (B1
k ×̂k W ′′)

∐
Ẽ′′ est presque rationnel. Or,

l’ouvert Ẽ′′ ⊂ B1
k ×̂kE′′ cöıncide avec le domaine rationnel DB1

k ×̂kE′′(h|1) où

h ∈ Γ(B1
k ×̂kE′′,O) est la fonction qui vaut t1−z−t0(t2−z)

t1−z sur B1
l ×̂l(E′′ ×̂Z z)

pour tout z ∈ Z(l). Sachant que W ′′ ∐E′′ est presque rationnel, on déduit que
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(B1
k ×̂k W ′′)

∐
Ẽ′′ est aussi presque rationnel en raisonnant comme dans la première

étape de la preuve de la proposition 2.3.15.
En spécialisant en x0 = 0 et x0 = 1, on voit que (2.58) fournit une homotopie

entre (2.57) et

(2.59)
(
I|(X−B′′◦)×kP1

k
,W ′′

∐
E′′, 1

∐
g
)

avec g ∈ Γ(E′′,O) la fonction dont l’image dans Γ(E′′ ⊗̂k l,O) est donnée par
( t1 − t2
t1 − z

)

z∈Z(l)
.

On considère maintenant la classe β du triplet
(
I|X−B′◦×kP1

k
,W ′

∐
F, 1

∐
g
)

avec F = (X −B′)◦ ×̂k B. Il s’agit bien d’un objet de

PIC(X−B′◦)×kP1
k

(
(X −B′◦) ×̂k (X −B◦)

)

puisque g est un générateur de I|F . On a en fin de compte les égalités suivantes :

j∗(β) = j∗
(
I|(X−B′◦)×kP1

k
,W ′

∐
F, 1

∐
g
)

=
(
I|(X−B◦)×kP1

k
,W

∐
E, 1

∐
g
)
= cℓ[idX−B◦ ],

j∗(β) = j∗
(
I|(X−B′◦)×kP1

k
,W ′

∐
F, 1

∐
g
)

=
(
I|(X−B′◦)×kP1

k
,W ′

∐
E′, 1

∐
g
)
= cℓ[idX−B′◦ ],

dans les groupes de Picard relatifs rendus B1-invariants. c.q.f.d.

2.4. Cohomologie Nisnevich d’un préfaisceau avec transferts, surcon-
vergent et B1-invariant

Dans cette section, on démontre le théorème principal de ce chapitre, i.e., l’inva-
riance par homotopie des préfaisceaux de cohomologie d’un préfaisceau avec transferts,
faiblement surconvergent et invariant par homotopie. Malheureusement, lorsque la ca-
ractéristique résiduelle de k est non nulle, on aura à supposer que ce préfaisceau est
à valeurs dans les Q-espaces vectoriels ; nous ignorons si cette hypothèse est néces-
saire pour la validité du théorème. Dans toute cette section, k désigne un corps valué
complet de valuation non triviale.

2.4.1. Étude de la restriction au petit site de la boule de Tate. — Précisons
la notion de faible surconvergence pour les préfaisceaux sur des grands sites.

Définition 2.4.1. — Soit B une k-variété rigide lisse et soit V ⊂ SmAfnd/B une
sous-catégorie pleine stable par passage aux ouverts affinöıdes. Soit F un préfaisceau
sur V . On dit que F est faiblement surconvergent s’il vérifie la propriété suivante.
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Pour tout B-affinöıde X dans V et tout f0, f1, . . . , fn engendrant Γ(X,O) comme
idéal, le morphisme évident

(2.60) Colim
λ∈
√

|k×|, λ>1
F (DX(λf0|f1, . . . , fn))→ F (DX(f0|f1, . . . , fn))

est inversible. En d’autres termes, un préfaisceau faiblement surconvergent sur V est
simplement un préfaisceau dont les restrictions aux petits sites Ouvaf(X) des ouverts
affinöıdes de X, pour X ∈ Ob(V ), sont des préfaisceaux faiblement surconvergents
(au sens de la définition 2.1.22).

Dans ce paragraphe, on fixe une sous-catégorie pleine V ⊂ SmAfnd/k stable par
produits et coproduits directs finis ainsi que par passage aux ouverts affinöıdes. On
suppose aussi que V contient la boule unité de Tate et les spectres des extensions
finies et séparables de k. Rappelons que Cor(V ) désigne la sous-catégorie pleine de
RigCor(k) telle que Ob(Cor(V )) = Ob(V ). Le lecteur ne perdra rien à supposer
que V est égale à SmAfnd/k ou SmAfnd♭/k (voir la notation 2.2.67). Le but de ce
paragraphe est d’établir le résultat suivant.

Théorème 2.4.2. — Soit F un préfaisceau avec transferts, faiblement surconvergent
et invariant par homotopie sur V . On suppose que l’une des deux hypothèses suivantes
est satisfaite :

(A) k est d’égale caractéristique nulle,

(B) F est un préfaisceau de Q-espaces vectoriels.

Alors, la restriction de F au petit site des ouverts quasi-compacts(13) de (A1
k)

an est un
faisceau acyclique. En d’autres termes, pour X un ouvert quasi-compact de (A1

k)
an,

on a H0
ad(X,F ) = F (X) et Hi

ad(X,F ) = 0 pour i > 0.

La preuve de ce théorème occupera tout le paragraphe. La condition (B) sera
utilisée via le lemme suivant.

Lemme 2.4.3. — Soit F un préfaisceau avec transferts sur V à valeurs dans la
catégorie des Q-espaces vectoriels. Soit l/k une extension finie galoisienne de groupe
de Galois G. Pour tout X ∈ Ob(V ), le morphisme évident

(2.61) F (X) −→ F (X ⊗̂k l)
G

est inversible.

Démonstration. — Notons p : X ⊗̂k l → X et r = [(p, id) : X ⊗̂k l ↪→ X ×̂k (X ⊗̂k l)]
la transposée du graphe de p vue comme une correspondance finie de X dans X ⊗̂k l.
On a alors p◦r = |G| · idX et r◦p =

∑
g∈G g (avec G agissant sur X ⊗̂k l via son action

(13) On rappelle qu’un ouvert quasi-compact de (A1
k)

an est automatiquement affinöıde.
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sur l). Notons a la restriction de F (r) : F (X ⊗̂k l)→ F (X) à F (X ⊗̂k l)G. D’après la
discussion précédente, il est clair que

1

|G| · a : F (X ⊗̂k l)
G → F (X)

est un inverse à droite et à gauche de (2.61). c.q.f.d.

Nous allons démontrer le théorème 2.4.2 en appliquant le théorème 2.1.12 à la
restriction de F à Ouvqc((A1

k)
an). La condition (a) du théorème 2.1.12 étant clairement

satisfaite, il reste à montrer que cette restriction est acyclique pour les recouvrements
du type I et II, et qu’elle satisfait l’invariance combinatoire (au sens de la défini-
tion 2.1.11).

Nous allons d’abord nous occuper de l’invariance combinatoire.

Proposition 2.4.4. — On reprend les hypothèses du théorème 2.4.2. Alors, la
restriction de F à Ouvqc((A1

k)
an) satisfait l’invariance combinatoire. Autrement dit,

étant donnés deux ouverts quasi-compacts connexes X ⊂ X ′ ⊂ (A1
k)

an, le morphisme
F (X ′)→ F (X) est un isomorphisme s’il existe une extension finie séparable l/k telle
que

X ⊗̂k l =
∐

α∈I

(
B1
l (oα, R)−

∐

β∈Jα

B1
l (zβ , rβ)

◦
)
,

X ′ ⊗̂k l =
∐

α∈I

(
B1
l (oα, R

′)−
∐

β∈Jα

B1
l (zβ , r

′
β)

◦
)
,

avec r′β ≤ rβ ≤ R ≤ R′, |oα − oα′ | > R′ pour α ̸= α′ et |zβ − zβ′ | ≥ max(rβ , rβ′)
pour β ̸= β′.

Démonstration. — Si k′/k désigne le corps des constantes de X ′, on peut considérer X
et X ′ comme des ouverts quasi-compacts de (A1

k′)an. Quitte à remplacer k par k′ et F
par sa restriction aux k′-affinöıdes qui sont dans V , on peut supposer que X ′ est
géométriquement connexe (i.e., reste connexe après tout changement de base suivant
une extension finie séparable de k). L’ensemble I est alors un singleton, ce qui entrâıne
que X est également géométriquement connexe. Dans ce cas, on peut écrire

X ⊗̂k l = B1
l (o,R)−

∐

β∈J

B1
l (zβ , rβ)

◦,

X ′ ⊗̂k l = B1
l (o,R

′)−
∐

β∈J

B1
l (zβ , r

′
β)

◦,

avec r′β ≤ rβ ≤ R ≤ R′ et |zβ − zβ′ | ≥ max(rβ , rβ′) pour β ̸= β′.

Grâce à la proposition 2.1.5 (si k est d’égale caractéristique nulle) et au lemme 2.4.3
(si la caractéristique résiduelle de k est non nulle), on peut supposer que o est un point
k-rationnel et que le groupe G stabilise l’ensemble {zβ ; β ∈ J}. Sous l’hypothèse (A),
on supposera plus précisément que k = l de sorte que G = {1}. On notera Z ⊂ A1

k le
sous-schéma fermé tel que Z ⊗k l = {zβ ; β ∈ J}.
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Pour λ > 1 dans
√
|k×|, on note X(λ) et X ′(λ) les ouverts quasi-compacts

de (A1
k)

an tels que

X(λ) ⊗̂k l = B1
l (o,λR)−

∐

β∈J

B1
l (zβ ,λ

−1rβ)
◦,

X ′(λ) ⊗̂k l = B1
l (o,λR

′)−
∐

β∈J

B1
l (zβ ,λ

−1r′β)
◦.

Puisque F est faiblement surconvergent, les morphismes suivants sont inversibles :

Colim
λ>1

F
(
X(λ)

)
−→ F (X) et Colim

λ>1
F
(
X ′(λ)

)
−→ F (X ′).

Il est donc suffisant de montrer que les morphismes F (X ′(λ)) → F (X(λ)) sont in-
versibles pour λ > 1. Or, ces morphismes sont du même type que ceux considérés
dans l’énoncé. Ainsi, on peut remplacer X et X ′ par X(λ) et X ′(λ), et supposer que
rβ < R, pour β ∈ J , et que |zβ − zβ′ | > max(rβ , rβ′), pour β ̸= β′. Dans ce cas, nous
allons montrer que l’inclusion X ↪→ X ′ induit un isomorphisme dans π0RigCor(k) ;
ceci permettra de conclure puisque F est invariant par homotopie.

Pour montrer que l’inclusion X ↪→ X ′ induit un isomorphisme dans π0RigCor(k)
nous appliquerons la proposition 2.3.17 à deux reprises. Plus précisément, nous rai-
sonnons de la manière suivante. Si J = ∅, il n’y a rien à démontrer puisque les boules
de Tate B1

k(o,R) et B1
k(o,R

′) sont isomorphes à Spm(k) dans π0RigCor(k). On peut
donc supposer que J ̸= ∅.

On note B1 et B◦
1 (resp. B′

1 et B′◦
1 ) les complémentaires dans (P1

k)
an de B1

k(o,R)◦

et B1
k(o,R) (resp. B1

k(o,R
′)◦ et B1

k(o,R
′)). Alors, W1 = X ∪ B1 est un ouvert quasi-

compact strict de (P1
k)

an. (Le fait que W est strict découle du fait que J ̸= ∅.) Les
conditions d’application de la proposition 2.3.17 sont satisfaites pour

{∞} ⊂ B′
1 ⊂ B1 ⊂W1.

(La condition B1 ! W1 découle du fait que rβ < R, pour β ∈ J .) Il s’ensuit que
l’inclusion X = W1 − B◦

1 ↪→ W1 − B′◦
1 induit un isomorphisme dans π0RigCor(k).

Puisque W1 − B′◦
1 ⊂ X ′, on peut donc remplacer X par W1 − B′◦

1 et supposer que
R = R′.

Pour traiter le cas R = R′, on introduit les ouverts B2 et B′
2 tels que

B2 ⊗̂k l =
∐

β∈J

B1
l (zβ , rβ) et B′

2 ⊗̂k l =
∐

β∈J

B1
l (zβ , r

′
β).

(Ci-dessus, on a besoin du fait que |zβ − zβ′ | > max(rβ , rβ′), pour β ̸= β′, afin de
s’assurer que l’union est bien disjointe.) Les conditions d’application de la proposi-
tion 2.3.17 sont satisfaites pour

Z ⊂ B′
2 ⊂ B2 ⊂ B1

k(o,R).
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(La condition B2 ! B1
k(o,R) découle du fait que rβ < R pour tout β ∈ J .) Il s’ensuit

que l’inclusion X = B1
k(o,R) − B◦

2 ↪→ X ′ = B1
k(o,R) − B′◦

2 induit un isomorphisme
dans π0RigCor(k) comme souhaité. c.q.f.d.

Pour terminer la preuve du théorème 2.4.2, il reste à traiter l’acyclicité pour les
recouvrements du type I et II. Ceci fera l’objet des lemmes 2.4.5 et 2.4.6 ci-dessous.

Lemme 2.4.5. — On reprend les hypothèses du théorème 2.4.2. Alors, la restriction
de F à Ouvqc((A1

k)
an) est acyclique pour les recouvrements du type I.

Démonstration. — On se donne un ouvert quasi-compact et connexeX ⊂ (A1
k)

an, et on
cherche à montrer que F est acyclique pour tout recouvrement du premier type RI

X,x0,ϵ

de X. Si k′/k désigne le corps des constantes de X, on peut considérer X comme un
ouvert quasi-compact de (A1

k′)an. De plus, le recouvrement RI
X,x0,ϵ

est encore un
recouvrement du premier type de X considéré comme un ouvert quasi-compact de
(A1

k′)an. Ainsi, on peut remplacer k par k′ et F par sa restriction aux k′-affinöıdes qui
sont dans V , et supposer que X est géométriquement connexe. (Cette réduction n’est
pas nécessaire dans la suite, mais permettra de simplifier légèrement les notations.)

On fixe une extension galoisienne l/k suffisamment grande de sorte que

X ⊗̂k l = B1
l (o,R)−

∐

β∈J

B1
l (zβ , rβ)

◦

avec rβ ≤ R et |zβ − zβ′ | ≥ max(rβ , rβ′) pour β ̸= β′. Soit x0 ∈ X(l) un point l-
rationnel et soit ϵ ∈

√
|k×| tel que ϵ < |x0 − zβ |, pour tout β ∈ J , et ϵ < |x0 − g · x0|,

pour tout g ∈ G avec x0 ̸= g · x0. On note D1(x0, ϵ) et D2(x0, ϵ) les ouverts quasi-
compacts de (A1

k)
an tels que

D1(x0, ϵ) ⊗̂k l =
∐

x∈G·x0

B1
l (x, ϵ) et D2(x0, ϵ) ⊗̂k l = B1

l (o,R)−
∐

x∈G·x0

B1
l (x, ϵ)

◦.

Avec ces notations, on a RI
X,x0,ϵ

= (D1(x0, ϵ) ↪→ X, D2(x0, ϵ) ∩X ↪→ X). Puisque F
est faiblement surconvergent, la suite de Mayer-Vietoris

0 −→ F (X) −→ F
(
D1(x0, ϵ)

)
⊕F

(
D2(x0, ϵ)∩X

)
−→ F

(
D1(x0, ϵ)∩D2(x0, ϵ)

)
−→ 0,

associée au recouvrement RI
X,x0,ϵ

, cöıncide avec la colimite, suivant λ ∈
√

|k×|, avec
λ > 1, des suites de Mayer-Vietoris

0 −→ F (X) −→ F
(
D1(x0,λϵ)

)
⊕ F (D2(x0,λ

−1ϵ) ∩X)

−→ F
(
D1(x0,λϵ) ∩D2(x0,λ

−1ϵ)
)
−→ 0,

associées aux recouvrements (D1(x0,λϵ) ↪→ X, D2(x0,λ−1ϵ) ∩X ↪→ X). Dans cette
colimite, on se restreint aux λ suffisamment proches de 1 afin que les λϵ soient encore
strictement inférieurs aux normes |x0−zβ |, pour β ∈ J et |x0−g ·x0|, pour g ·x0 ̸= x0.
Dans ce cas, il est clair que les conditions d’application du théorème 2.3.16 sont
satisfaites avec X0 = D2(x0,λ−1ϵ) ∩ X et Y = D1(x0,λϵ). Puisque F est invariant
par homotopie, ceci permet de conclure. c.q.f.d.
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Lemme 2.4.6. — On reprend les hypothèses du théorème 2.4.2. Alors, la restriction
de F à Ouvqc((A1

k)
an) est acyclique pour les recouvrements du type II.

Démonstration. — On se donne un ouvert quasi-compact et connexe X ⊂ (A1
k)

an, et
on cherche à montrer que F est acyclique pour tout recouvrement du deuxième type
RII

X,γ,λ de X. Si k′/k désigne le corps des constantes de X, on peut considérer X

comme un ouvert quasi-compact de (A1
k′)an. De plus, le recouvrement RII

X,γ,λ est
encore un recouvrement du deuxième type de X considéré comme un ouvert quasi-
compact de (A1

k′)an. Ainsi, on peut remplacer k par k′ et F par sa restriction aux
k′-affinöıdes qui sont dans V , et supposer que X est géométriquement connexe. (Cette
réduction n’est pas nécessaire dans la suite, mais permettra de simplifier légèrement
les notations.) Dans ce cas, il existe une extension galoisienne l/k telle que

X ⊗̂k l = B1
l (o,R)−

∐

β∈J

B1
l (zβ , rβ)

◦

avec rβ ≤ R et |zβ − zβ′ | ≥ max(rβ , rβ′) pour β ̸= β′. On suppose que J est non
vide (car sinon, X n’admet pas de recouvrement du deuxième type). On fixe γ ∈ J
et λ ∈

√
|k×| tel que rγ < λ < R et |xγ − xβ | ̸= λ pour tout β ∈ J . On note D1(γ,λ)

et D2(γ,λ) les ouverts quasi-compacts de (A1
k)

an tels que

D1(γ,λ) ⊗̂k l =
⋃

β∈G·γ
B1
l (zβ ,λ) et D2(γ,λ) = B1

l (o,R)−
⋃

β∈G·γ
B1
l (zβ ,λ)

◦.

On doit montrer que F est acyclique pour le recouvrement

RII
X,λ,γ = (X ∩Di(γ,λ) ↪→ X)i=1,2.

Pour i ∈ {1, 2}, on pose Xi(γ,λ) = X ∩Di(γ,λ).
On se donne des éléments µ,λ′, µ′ ∈

√
|k×| tels que µ < λ < λ′ < µ′ et µ′ − µ

suffisamment petit de sorte que les propriétés suivantes sont satisfaites :
– rγ < µ et |xγ − xβ | ̸∈ {µ,λ,λ′, µ′},
– |xγ − xβ | < µ⇔ |xγ − xβ | < µ′ pour tout β ∈ J .

Ces propriétés entrâınent que les inclusions X1(γ, ρ) ↪→ X1(γ, ρ′) et X2(γ, ρ′) ↪→
X2(γ, ρ), pour ρ ≤ ρ′ avec ρ, ρ′ ∈ {µ,λ,λ′, µ′}, vérifient les mêmes conditions que
les inclusions W ↪→ W ′ considérées dans la définition 2.1.11. Or, d’après la propo-
sition 2.4.4, F satisfait l’invariance combinatoire. Les morphismes de restriction du
préfaisceau F fournissent donc des isomorphismes

(2.62) F
(
X1(γ, ρ

′)
) ∼

!! F
(
X1(γ, ρ)

)
et F

(
X2(γ, ρ)

) ∼
!! F

(
X2(γ, ρ

′)
)
.

On pose C(γ, ρ, ρ′) = D1(γ, ρ′)∩D2(γ, ρ) pour ρ, ρ′ ∈ {µ,λ,λ′, µ′} vérifiant ρ ≤ ρ′.
Clairement, on a C(γ, ρ, ρ′) ! X et C(γ, ρ, ρ′) = X1(γ, ρ′) ∩X2(γ, ρ). En appliquant
une deuxième fois la proposition 2.4.4, on obtient des isomorphismes

(2.63) F
(
C(γ, ρ1, ρ

′
1)
) ∼

!! F
(
C(γ, ρ2, ρ

′
2)
)

pour tout ρ1 ≤ ρ2 ≤ ρ′2 ≤ ρ′1 avec ρ1, ρ′1, ρ2, ρ
′
2 ∈ {µ,λ,λ′, µ′}.
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À présent, on considère les ouverts quasi-compacts

X0 = X ∩
(
D1(γ,λ)

∐
D2(γ,λ

′)
)
= X1(γ,λ)

∐
X2(γ,λ

′) et Y = C(γ, µ, µ′).

L’intersection Y0 = X0 ∩ Y est donnée par

Y0 = C(γ, µ,λ)
∐

C(γ,λ′, µ′).

On a X0 ! X et Y0 ! Y (car on a X = X0 ∪ C(γ,λ,λ′) et Y = Y0 ∪ C(γ,λ,λ′) alors
que C(γ,λ,λ′) " Y ). D’après le théorème 2.3.16, on a donc une suite exacte scindée
dans π0RigCor(k) :

0→ C(γ, µ,λ)⊕ C(γ,λ′, µ′)
A

!! C(γ, µ, µ′)⊕X1(γ,λ)⊕X2(γ,λ
′)

B
!! X → 0

avec

A =

⎛

⎝
ι ι

−ι 0
0 −ι

⎞

⎠ et B =
(
ι ι ι

)

où le symbole « ι » désigne les inclusions évidentes. Grâce aux isomorphismes (2.62)
et (2.63), il s’ensuit que F transforme

0→ C(γ, µ, µ′)⊕ C(γ, µ, µ′)
A′

!! C(γ, µ, µ′)⊕X1(γ, µ
′)⊕X2(γ, µ)

B′
!! X → 0

en une suite exacte (de groupes abéliens). Ci-dessus, on a noté A′ et B′ les matrices

A′ =

⎛

⎝
id id
−ι 0
0 −ι

⎞

⎠ et B′ =
(
ι ι ι

)
.

Or, on dispose d’un diagramme commutatif

0 !! C(γ, µ, µ′)⊕ C(γ, µ, µ′)
A′

!!

E
""

C(γ, µ, µ′)⊕X1(γ, µ′)⊕X2(γ, µ)
B′

!!

E′
""

X !! 0

0 !! C(γ, µ, µ′) C(γ, µ, µ′) !! 0 !! 0

avec

E =

(
id
id

)
et E′ =

(
id 0 0

)
.

D’après la discussion précédente, on obtient un morphisme de suites exactes en appli-
quant F au diagramme ci-dessus. Les flèches E et E′ étant des épimorphismes scindés,
il s’ensuit que F transforme la suite

0 −→ C(γ, µ, µ′)
A′′

!! X1(γ, µ
′)⊕X2(γ, µ)

B′′
!! X −→ 0,

obtenue en prenant les noyaux des flèches verticales dans le diagramme ci-dessus, en
une suite exacte (de groupes abéliens). Ci-dessus, on a noté A′′ et B′′ les matrices

A′′ =

(
ι
−ι′

)
et B′′ =

(
ι ι

)
.
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En utilisant une deuxième fois les isomorphismes (2.62) et (2.63), on déduit que F
transforme

0 −→ C(γ,λ,λ) !! X1(γ,λ)⊕X2(γ,λ) !! X −→ 0

en une suite exacte (de groupes abéliens). c.q.f.d.

2.4.2. Invariance par homotopie de la cohomologie et applications. — Pré-
cisons la notion de surconvergence pour les préfaisceaux sur des grands sites.

Définition 2.4.7. — Soit B une k-variété rigide lisse et soit V ⊂ SmRig/B une
sous-catégorie pleine stable par passage aux ouverts quasi-compacts. Soit F un pré-
faisceau sur V . On dit que F est surconvergent si les restrictions de F aux petits sites
Ouvqc(X) des ouverts quasi-compacts de X, pour X ∈ Ob(V ), sont des préfaisceaux
surconvergents (au sens de la définition 2.1.20).

Remarque 2.4.8. — Soit B une k-variété rigide et soit F un préfaisceau de groupes
abéliens sur SmAfnd/B. Soit F ′ une extension de F en un préfaisceau sur SmRig/B.
(Une telle extension existe toujours ; par exemple, on pourra prendre celle donnée par

F ′(X) = Colim
X→U∈X\(SmAfnd/B)

F (U),

pour toute B-variété rigide lisse X.) Le faisceau aad(F ′) (resp. aNis(F ′)) associé à
F ′ ne dépend que de F (et pas du choix de l’extension). Il en est donc de même des
groupes de cohomologie Hi

ad(X,F ′) (resp. Hi
Nis(X,F ′)), pour i ∈ N et X ∈ SmRig/B ;

on les notera alors Hi
ad(X,F ) (resp. Hi

Nis(X,F )). Ainsi, les préfaisceaux de cohomo-
logie Hi

ad(−, F ) (resp. Hi
Nis(−, F )), définis à l’origine sur SmAfnd/B, admettent des

extensions canoniques à SmRig/B ; ces extensions seront encore notées Hi
ad(−, F )

(resp. Hi
Nis(−, F )).

Dans ce paragraphe, on démontre le théorème suivant qui est l’analogue en géomé-
trie rigide d’un théorème bien connu de Voevodsky (voir [29, Theorem 13.8]).

Théorème 2.4.9. — Soit B une k-variété rigide lisse, et soit F un préfaisceau avec
transferts sur SmAfnd/B faiblement surconvergent et invariant par homotopie. On
suppose que l’une des deux hypothèses suivantes est satisfaite :

(A) k est d’égale caractéristique nulle,

(B) F est un préfaisceau de Q-espaces vectoriels.

Alors, pour tout i ∈ N, Hi
ad(−, F ) est un préfaisceau avec transferts sur SmRig/k,

surconvergent et invariant par homotopie. De plus, le morphisme évident

Hi
ad(−, F ) −→ Hi

Nis(−, F )

est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit F ′ une extension de F à SmRig/B. Alors, le préfaisceau F ′

est faiblement surconvergent. La proposition 2.1.35 affirme que les préfaisceaux
Hi

ad(−, F ) = Hi
ad(−, F ′) sont surconvergents. Cette même proposition montre aussi
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que Hi
ad(−, F ) → Hi

Nis(−, F ) est un isomorphisme après restriction à SmRigqc/B.
Or, une B-variété rigide lisse X peut s’écrire comme un réunion filtrante d’une suite
(Xn)n∈N de sous-variétés ouvertes quasi-compactes. (Il s’agit là d’une des conventions
que nous avons adoptées à partir de la section 1.2.) Le résultat découle alors du
morphisme des suites exactes de Milnor(14)

0 !! R1Limn∈N Hi−1
ad (Xn, F ) !!

""

Hi
ad(X,F ) !!

""

Limn∈N Hi
ad(Xn, F ) !!

""

0

0 !! R1Limn∈N Hi−1
Nis (Xn, F ) !! Hi

Nis(X,F ) !! Limn∈N Hi
Nis(Xn, F ) !! 0.

Par ailleurs, le corollaire 2.5.14 (qui sera démontré dans le paragraphe 2.5.1 ci-dessous)
et le fait que aNis(F ) est un faisceau avec transferts sur SmRig/B (ce qui découle
du corollaire 2.2.26) entrâınent que Hi

Nis(−, F ) est naturellement un préfaisceau avec
transferts sur SmRig/B. Pour terminer, il reste à montrer que Hi

ad(−, F ) est invariant
par homotopie, ce qui est bien entendu le contenu essentiel du théorème.

Soit X une B-variété rigide lisse et montrons que le morphisme

(2.64) Hi
ad(X,F ) −→ Hi

ad(B1
X , F )

est inversible. La projection évidente p : B1
X → X induit un morphisme de sites

p :
(
Ouvqc(B1

X), ad
)
−→

(
Ouvqc(X), ad

)

qui à un ouvert affinöıde U de X associe p−1(U) = B1
U . Notons F ′

|X et F ′
|B1

X
les

restrictions de F ′ à Ouvqc(X) et Ouvqc(B1
X). Soit F ′

|B1
X
→ I un remplacement pro-

jectivement ad-fibrant, i.e., une équivalence ad-locale avec I un complexe de pré-
faisceaux projectivement ad-fibrant. Puisque p∗ est un foncteur de Quillen à droite
relativement aux structures projectives ad-locales, le complexe p∗(I) est encore projec-
tivement ad-fibrant. Pour montrer que (2.64) est inversible, il suffira donc de montrer
que le morphisme de complexes de préfaisceaux sur (Ouvaf(X), ad)

(2.65) F|X −→ p∗(I)

est une équivalence ad-locale. Rappelons que cela signifie que (2.65) induit des iso-
morphismes sur les faisceaux associés aux préfaisceaux de cohomologie.

On sait que les préfaisceaux de cohomologie Hi(I) = Hi
ad(−, F )|B1

X
sont sur-

convergents sur Ouvqc(B1
X). Il s’ensuit que les Hi(p∗(I)) sont aussi surconvergents

sur Ouvqc(X). Or, rappelons-le, F ′
|X est faiblement surconvergent. D’après le co-

rollaire 2.1.30, pour démontrer que (2.65) est une équivalence ad-locale, il suffit de

(14) Il existe un moyen plus savant pour étendre les isomorphismes Hi
ad(X,F )

∼
!! Hi

Nis(X,F ) du

cas des k-variétés rigides quasi-compactes à celui des k-variétés rigides quelconques, et qui n’utilise

pas de la convention que les k-variétés rigides admettent des recouvrements dénombrables par des

affinöıdes. Il suffit en effet de réinterpréter le problème en terme de limites homotopiques.
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démontrer que (2.65) induit des quasi-isomorphismes sur les fibres en les points maxi-
maux de X. On est donc ramené à montrer les propriétés suivantes pour tout point
maximal x ∈M(X) :

(i) Le morphisme ColimU∈Flt(x) H
0
ad(U,F ) → ColimU∈Flt(x) H

0
ad(B1

U , F ) est in-
versible.

(ii) Le groupe ColimU∈Flt(x) H
i
ad(B1

U , F ) est nul pour i > 0.

Quitte à remplacer X par un voisinage de x, on peut supposer que X est affinöıde.
Comme F est invariant par homotopie, le lemme 2.2.71 montre que les conditions (i)
et (ii) sont respectivement équivalentes à :

(i′) Le morphisme H0
ad(x̂, Fx̂)→ H0

ad(B1
x̂ , Fx̂) est inversible.

(ii′) Le groupe Hi
ad(B1

k̂(x)
, Fx̂) est nul pour i > 0.

Ci-dessus, Fx̂ est la fibre en x de la restriction de F à SmAfnd♭/X (voir le théo-
rème 2.2.69). C’est un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie sur

SmAfnd♭/k̂(x). Dans le reste de la preuve, nous vérifierons que Fx̂ est faiblement
surconvergent ; ceci permettra de conclure grâce au théorème 2.4.2.

Soit Z dans SmAfnd♭/k̂(x) et soient f0, . . . , fn ∈ Γ(Z,O) engendrant Γ(Z,O)

en tant qu’idéal. On note I l’intervalle ] 12 ,
3
2 [ ⊂ R. Pour λ ∈

√
|k̂(x)×| ∩ I, le do-

maine rationnel DZ(λf0|f1, . . . , fn) ne change pas en remplaçant les fi par des fonc-
tions gi telles que les normes infinies |fi − gi|∞ sont suffisamment petites. D’après la
preuve du corollaire 2.2.68, on peut trouver un X-affinöıde lisse Y tel que Yx̂ ≃ Z.
Quitte à remplacer Y par Y ×̂X U , avec U ∈ Flt(x) suffisamment petit, on peut
trouver des fonctions f̃0, . . . , f̃n ∈ Γ(Y,O), engendrant Γ(Y,O) en tant qu’idéal,
et telles que les normes infinies |fi − (f̃i)|Z |∞ sont suffisamment petites pour que

DZ(λf0|f1, . . . , fn) = DZ(λf̃0|f̃1, . . . , f̃n) pour tout λ ∈
√
|k̂(x)×| ∩ I. Puisque F est

faiblement surconvergent, on a une châıne d’isomorphismes canoniques :

Fx̂(DZ(f0|f1, . . . , fn)) ≃ Fx̂(DZ(f̃0|f̃1, . . . , f̃n))
≃ Colim

U∈Flt(x)
F (DY ×̂X U (f̃0|f̃1, . . . , f̃n))

≃ Colim
U∈Flt(x)

Colim
λ∈
√

|k×|,λ>1
F (DY ×̂X U (λf̃0|f̃1, . . . , f̃n))

≃ Colim
λ∈
√

|k×|,λ>1
Fx̂(DZ(λf̃0|f̃1, . . . , f̃n))

≃ Colim
λ∈
√

|k̂(x)×|,λ>1

Fx̂(DZ(λf0|f1, . . . , fn)).

Ceci prouve que Fx̂ est faiblement surconvergent. c.q.f.d.

Faisons la définition suivante.

Définition 2.4.10. — Soit B une k-variété rigide lisse. Étant donné un anneau Λ,
considérons la catégorie RigStrNis(B,Λ) des faisceaux Nisnevich avec transferts sur
SmRig/B à valeurs dans la catégorie des Λ-modules.
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On note OStrNis(B,Λ) ⊂ RigStrNis(B,Λ) la sous-catégorie pleine formée des
faisceaux qui sont surconvergents. On note aussi OHStrNis(B,Λ) ⊂ OStrNis(B,Λ) la
sous-catégorie pleine formée des faisceaux qui sont invariants par homotopie. Lorsque
Λ = Z, on note simplement OStrNis(B) et OHStrNis(B) ces catégories.

Il est facile de voir que la catégorie OStrNis(B,Λ) est abélienne, cocomplète
et qu’elle admet les limites finies. Le foncteur d’inclusion OStrNis(B,Λ) ↪→
RigStrNis(B,Λ) commute aux petites colimites et aux limites finies.

Corollaire 2.4.11. — Soit B une k-variété rigide lisse. Supposons que l’une des
deux hypothèses suivantes est satisfaite :

(A) k est d’égale caractéristique nulle,

(B) Λ est une Q-algèbre.

Alors, OHStrNis(B,Λ) est une sous-catégorie abélienne de OStrNis(B,Λ) stable par
sous-objet, quotient et extension. De plus, l’inclusion évidente admet un adjoint à
gauche

atrNis ◦ hB1

0 : OStrNis(B,Λ) −→ OHStrNis(B,Λ)

qui à F associe le faisceau Nisnevich associé à hB1

0 (F ).

Démonstration. — Soit F un objet de OStrNis(B,Λ), i.e., un faisceau Nisnevich avec

transferts surconvergent. Le préfaisceau avec transferts hB1

0 (F ) est encore surcon-
vergent ; il est en plus invariant par homotopie. Par le théorème 2.4.9, le faisceau avec
transferts atrNis(h

B1

0 (F )) est surconvergent et invariant par homotopie. C’est donc un
objet de OHStrNis(B,Λ). De plus, il est clair que cet objet coreprésente la restriction

de homOStrNis(B,Λ)(F,−) à OHStrNis(B,Λ). Ceci montre que atrNis◦hB1

0 est un adjoint
à gauche à l’inclusion évidente.

La propriété d’invariance par homotopie est stable par sous-objet. Il s’ensuit que
OHStrNis(B,Λ) est stable par sous-objets pris dans OStrNis(B,Λ). Pour voir que
OHStrNis(B,Λ) est stable par quotient on utilise encore une fois que atrNis préserve
l’invariance par homotopie pour les préfaisceaux avec transferts surconvergents (i.e.,
le cas i = 0 du théorème 2.4.9). Il reste à vérifier la stabilité par extension. Supposons
donnée une suite exacte courte dans OStrNis(B,Λ)

0 −→ F −→ H −→ G −→ 0

avec F et G invariants par homotopie. Pour une B-variété rigide lisse X, on a une
suite exacte

0 −→ F (X) −→ H(X) −→ G(X) −→ H1
Nis(X,F ).

L’invariance par homotopie pour H découle alors du lemme des cinq et du théorème
2.4.9 qui assure que le préfaisceau H1

Nis(−, F ) est invariant par homotopie. c.q.f.d.

On démontrera plus tard (voir le théorème 2.5.37) que la catégorie abélienne
OHStrNis(k,Λ) est le cœur d’une t-structure sur une catégorie triangulée de motifs
associés aux k-variétés rigides.
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On termine le paragraphe avec un résultat technique qui servira plus tard.

Proposition 2.4.12. — Soit B une k-variété rigide lisse, et soit F un préfaisceau
avec transferts sur SmAfnd/B faiblement surconvergent et invariant par homotopie.
On suppose que l’une des deux hypothèses suivantes est satisfaite :

(A) k est d’égale caractéristique nulle,

(B) F est un préfaisceau de Q-espaces vectoriels.

Soient U1, . . . , Ur ⊂ (A1
k)

an des ouverts affinöıdes et posons U = U1 ×̂k · · · ×̂k Ur.
Alors, le morphisme de préfaisceaux sur SmAfnd/B :

hom(U,F ) = Γ(U ×̂k −, F )→ H0
ad(U ×̂k −, F )

induit un isomorphisme sur les faisceaux associés. De plus, pour tout i ≥ 1, le faisceau
associé à Hi

ad(U ×̂k −, F ) est nul. (Ici, les faisceaux associés sont pris relativement à
la topologie des recouvrements admissibles.)

Démonstration. — Soit X un B-affinöıde lisse et notons p : U ×̂k X → X la projec-
tion sur le second facteur. Il s’agit de montrer que le morphisme de complexes de
préfaisceaux

p∗F|U ×̂k X → Rp∗F|U ×̂k X

est inversible. Ci-dessus, F|U ×̂k X désigne la restriction de F au petit site des ouverts
affinöıdes de U ×̂k X, p∗ est le foncteur « image directe » suivant le morphisme de
sites

p : (Ouvaf(U ×̂k X), ad) −→ (Ouvaf(X), ad)

et Rp∗ est le foncteur dérivé à droite de p∗ relativement aux structures projectives
ad-locales. La projection p est la composition de r projections du même type :

(U1 ×̂k U2 ×̂k · · · ×̂kUr) ×̂k X −→ (U2 ×̂k · · · ×̂kUr) ×̂k X → · · ·→ Ur ×̂k X −→ X.

Une récurrence facile nous ramène au cas où r = 1, i.e., au cas où U est un ouvert
affinöıde de (A1

k)
an.

Pour i ∈ N, on note Gi(−) = (Hi
ad(U ×̂k −, F ))|X la restriction du préfaisceau

Hi
ad(U ×̂k −, F ) à Ouvaf(X). Clairement, Gi est le i-ième préfaisceau de cohomologie

de Rp∗F|U ×̂k X . On doit donc démontrer que

aad(G
i) ≃

{
aad(p∗F|U ×̂k X) si i = 0,

0 si i ≥ 1.

D’après la proposition 2.1.35, on sait que les Gi sont des préfaisceaux faiblement
surconvergents. Il en est de même de p∗F|U ×̂k X . D’après le corollaire 2.1.30, il est
donc suffisant de vérifier que

Colim
†∈Flt(x)

Hi
ad(U ×̂k †, F ) ≃

{
Colim†∈Flt(x) F (U ×̂k †) si i = 0,

0 si i ≥ 1,
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pour tout point maximal x ∈M(X). Par le lemme 2.2.71, Colim†∈Flt(x) H
i
ad(U ×̂k †, F )

s’identifie à Hi
ad(U ×̂k k̂(x), Fx̂) où Fx̂ est la fibre de F en x̂. Or, d’après la preuve

du théorème 2.4.9, on sait que le préfaisceau avec transferts invariant par homoto-
pie Fx̂ est faiblement surconvergent. Le résultat recherché découle maintenant du
théorème 2.4.2. c.q.f.d.

Reprenons les hypothèses du corollaire 2.4.11. La proposition 2.4.12 entrâıne que
l’endofoncteur hom(U,−) de OHStrNis(B,Λ) est exact pour tout ouvert affinöıde
U ⊂ (A1

k)
an. C’est la variante rigide d’un fait bien connu en théorie des motifs à la

Voevodsky.

2.4.3. Exemples de préfaisceaux avec transferts, surconvergents et B1-
invariants. — Nous avons vu que les préfaisceaux avec transferts faiblement
surconvergents et B1-invariants se comportent bien par rapport à la topologie des re-
couvrements admissibles. Ils sont pour cela les analogues rigides des préfaisceaux avec
transferts A1-invariants, objets fondamentaux dans la théorie des motifs triangulés à
la Voevodsky.

Pour obtenir des exemples de préfaisceaux avec transferts faiblement surconver-
gents et B1-invariants, il suffit d’appliquer le foncteur hB1

0 à des préfaisceaux avec
transferts faiblement surconvergents. Malheureusement, il n’est pas facile de construire
des préfaisceaux faiblement surconvergents sur SmAfnd/k ; en effet, étant donnée une
k-variété rigide lisse X, le préfaisceau Ztr(X) n’est jamais faiblement surconvergent
à moins que la dimension de X ne soit nulle(15). Dans ce paragraphe, on démontre
le théorème suivant qui fournit beaucoup d’exemples de préfaisceaux avec transferts
faiblement surconvergents et B1-invariants.

Théorème 2.4.13. — Soit B un k-affinöıde lisse et soit X un B-schéma lisse de
type fini. Alors, le préfaisceau d’homologie Hn SingB1

(Ztr(Xan)) est un préfaisceau
avec transferts sur SmAfnd/B faiblement surconvergent et invariant par homotopie.

(15) Pour voir cela, on peut supposer que X admet un point rationnel x dans une composante connexe

de dimension n > 0 (quitte à remplacer k par une extension finie séparable). Comme X est lisse, le

point x possède un voisinage ouvert isomorphe à Bn
k . Soient f1, . . . , fn ∈ Γ(Bn

k ,O) = k{t1, . . . , tn} des

séries convergentes telles que |fi|∞ < 1 et fi =
∑

ν=(ν1,...,νn)∈Nn a
(i)
ν tν avec (λν1+···+νn |a(i)ν |)ν∈Nn

non bornée pour tout λ > 1. Considérons alors le morphisme φ : Bn
k → X égal à la composition de

Bn
k

(f1, . . . , fn)
!! Bn

k ↪−→ X.

Alors, φ ∈ Ztr(X)(Bn
k ) ne s’étend à aucune boule de rayon strictement plus grand que 1. En effet,

supposons qu’il existe une extension φ′ : Bn
k (o,λ) → X de φ avec λ > 1 dans

√
|k×|. Quitte à

remplacer λ par un scalaire plus proche de 1, on peut supposer que φ′ se factorise par Bn
k (car l’image

de φ est contenue dans l’intérieur de Bn
k ). Il est facile de voir que φ′ est forcément un morphisme (et

pas seulement une correspondance finie). L’existence de φ′ implique que fi ∈ Γ(Bn
k (o,λ),O) ce qui

contredit la seconde condition sur les fi.
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L’assertion que le préfaisceau avec transferts Hn SingB1

(Ztr(Xan)) est B1-invariant
est mise pour mémoire (voir en effet la proposition 2.2.52). On doit seulement démon-
trer que ce préfaisceau est faiblement surconvergent. Pour ce faire, on aura besoin
d’un résultat d’approximation dont la preuve utilise les mêmes techniques que celle
du théorème 2.2.58 ; il s’agit du théorème 2.4.16 ci-dessous. Introduisons d’abord
quelques notations.

Notation 2.4.14. — Soit B = Spm(A) un k-affinöıde lisse. On suppose donné un
sous-anneau A0 ⊂ A vérifiant les conditions suivantes :

– le sous-anneau A0 ⊂ A est dense (lorsqu’on munit A de la norme infinie) ;
– l’anneau A0 est noethérien et régulier ;
– la A0-algèbre A est régulière.

En particulier, d’après le théorème de Popescu [34, 35], A est une colimite filtrante
de A0-algèbres de type fini et lisses.

On pose B0 = Spec(A0) et on note V (B/B0) la catégorie des voisinages étales
affines de B dans B0, i.e., des B0-schémas étales affines munis d’un point à valeurs
dans la A0-algèbre A. L’opposé de l’ensemble ordonné (par l’inclusion) des sous-A0-
algèbres étales de A s’identifie à une sous-catégorie pleine et cofinale de V (B/B0) via
le foncteur « spectre associé ». On considèrera V (B/B0) comme un pro-B0-schéma
étale de la manière évidente.

Plus généralement, pour n ∈ N, on note

A(n)
0 =

A0[t0, . . . , tn]

(1−
∑n

i=0 ti)
et A(n) =

A{t0, . . . , tn}
(1−

∑n
i=0 ti)

.

Ainsi, Spec(A(n)
0 ) = ∆n

B0
et Spm(A(n)) = ∆n

rig,B . On note aussi

V n(B/B0) = V (∆n
rig,B/∆

n
B0

)

la catégorie des voisinages étales affines de ∆n
rig,B dans ∆n

B0
. Comme ci-dessus, on

considèrera V n(B/B0) tantôt comme une catégorie filtrante, tantôt comme un pro-
B0-schéma lisse. En faisant varier n, on obtient un objet cosimplicial V •(B/B0) dans
la catégorie des pro-B0-schémas lisses.

Notation 2.4.15. — Étant donné un A0-schéma de type fini X0, on note
CorB0(V (B/B0), X0) le groupe simplicial donné en degré n par

CorB0(V (B/B0), X0)n = CorB0(V
n(B/B0), X0) = Colim

U∈V n(B/B0)
CorB0(U,X0).

On note aussi CorB0(B,X0) le groupe simplicial donné en degré n par

CorB0(B,X0)n = CorB0

(
Spec(A(n)), X0

)
.

Ce groupe simplicial s’identifie naturellement à CorB(B,Xan) avec X = X0 ⊗A0 A.
On dispose d’un morphisme évident de groupes simpliciaux

(2.66) CorB0(V (B/B0), X0) −→ CorB0(B,X0)
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obtenu par composition à gauche avec le morphisme Spec(A(•))→ V •(B/B0).

On a le théorème suivant.

Théorème 2.4.16. — Le morphisme de complexes (2.66) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. — D’après le lemme 2.2.62, la A(n)
0 -algèbre A(n) est régulière. Par le

théorème de Popescu [34, 35], A(n) est une colimite filtrante de A(n)
0 -algèbres lisses

et de type fini.
La preuve est divisée en deux parties. On y montre respectivement que (2.66) induit

des surjections et des injections sur les groupes d’homologie.

Partie 1 : surjectivité. Soit α ∈ CorB0(Spec(A
(n)), X0) une correspondance fi-

nie définissant un cycle dans le complexe normalisé associé au groupe simplicial
CorB0(B,X0), i.e., α ◦ dn,i = 0, pour 0 ≤ i ≤ n, avec

dn,i : Spec(A
(n−1)) −→ Spec(A(n))

la face correspondante à l’équation ti = 0. Par le théorème de Popescu [34, 35]

(et puisque X0 est un B0-schéma de type fini), il existe une A(n)
0 -algèbre lisse et

de type fini E0, un morphisme de A(n)
0 -algèbres E0 → A(n) et une correspondance

finie α′ ∈ CorB0(Spec(E0), X0) telle que α = α′ ◦ (Spec(A(n)) → Spec(E0)). Quitte
à raffiner E0, on peut supposer que α′ ◦ (Spec(E0/(ti)) ↪→ Spec(E0)) = 0, pour
0 ≤ i ≤ n.

Par le lemme 2.4.17 ci-dessous, il existe une E0-algèbre lisse E′
0 munie d’un

morphisme de E0-algèbres E′
0 → A(n) et d’un morphisme étale de A(n)

0 -algèbres

A(n)
0 [s1, . . . , sr] → E′

0. On pose α′′ = α′ ◦ (Spec(E′
0) → Spec(E0)). On a encore que

α′′ ◦ (Spec(E′
0/(ti)) ↪→ Spec(E′

0)) = 0, pour 0 ≤ i ≤ n.
Pour 1 ≤ j ≤ r, notons fj ∈ A(n) l’image de sj par la composition de

A(n)
0 [s1, . . . , sr]→ E′

0 → A(n). Pour ϵ > 0 choisissons f ϵ
j ∈ A(n)

0 tel que |fj − f ϵ
j |∞ ≤ ϵ

(la norme infinie étant celle de la k-algèbre affinöıde A(n)) ; ceci est possible puisque

l’anneau A(n)
0 est dense dans A(n). Formons un carré cartésien

U ϵ

!!

"" Spec(E′
0)

!!

Spec(A(n)
0 )

(f ϵ
1 , . . . , f

ϵ
r )

"" Spec
(
A(n)

0 [s1, . . . , sr]
)
.

Alors U ϵ est étale sur Spec(A(n)
0 ). Nous affirmons que, pour ϵ suffisamment petit,

U ϵ est naturellement un voisinage étale de ∆n
rig,B dans ∆n

B , i.e., définit un objet
de V n(B/B0).

En effet, notonsE′ = E′
0⊗A(n)

0
A(n). Ainsi, E′ est naturellement uneA(n)[s1, . . . , sr]-

algèbre étale et le morphisme de A(n)
0 -algèbres E′

0 → A(n) (voir ci-dessus) induit un
morphisme de A(n)-algèbres E′ → A(n) tel que la composition de A(n)[s1, . . . , sr] →
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E′ → A(n) envoie sj sur fj . Par le corollaire 1.1.56, il existe, pour ϵ ∈ |k×| suffisam-
ment petit, un diagramme commutatif

Spm(A(n)) !!

(f1, . . . , fr)
""

(
Spec(E′)

)an

""

B1
A(n)(f1, ϵ) ⊗̂A(n) · · · ⊗̂A(n) B1

A(n)(fr, ϵ)
! "

!!

u
##

(
Spec(A(n)[s1, . . . , sr])

)an
.

Pour un tel ϵ, on peut former le triangle commutatif

Spec(E′)an

""

Spm(A(n))
(f ϵ

1 , . . . , f
ϵ
r )

!!

u ◦ (f ϵ
1 , . . . , f

ϵ
r )

##

(
Spec(A(n)[s1, . . . , sr])

)an
.

Le morphisme u ◦ (f ϵ
1 , . . . , f

ϵ
r ) ci-dessus fournit une section au morphisme étale

U ϵ ×
Spec(A(n)

0 )
Spec(A(n)) −→ Spec(A(n)).

Cette section équivaut à la donnée d’un morphisme de Spec(A(n)
0 )-schémas

Spec(A(n)) → U ϵ. Ainsi, comme affirmé ci-dessus, U ϵ est naturellement un voi-

sinage étale affine de ∆n
rig,B = Spm(A(n)) dans ∆n

B0
= Spec(A(n)

0 ).
Notons maintenant αϵ = α′′ ◦ (U ϵ → Spec(E′

0)). La classe de αϵ dans
CorB0(V (B/B0), X0)n est, par construction, un cycle dans le complexe norma-
lisé associé au groupe simplicial CorB0(V (B/B0), X0). Pour terminer, il reste à voir
que l’image de αϵ dans CorB0(B,X0), qu’on notera α′′′, est homologue à α. Pour
cela, il sera utile de noter que

(2.67) αan = (α′′)an ◦ u ◦ (f1, . . . , fr) et (α′′′)an = (α′′)an ◦ u ◦ (f ϵ
1 , . . . , f

ϵ
r ).

Considérons la correspondance finie α̃ donnée par la composition de

∆n
rig,B ×̂k Br

k(o, ϵ) ≃ B1
A(n)(f1, ϵ) ⊗̂A(n) · · · ⊗̂A(n) B1

A(n)(fr, ϵ)

u
!! Spec(E′)an

(α′′)an
!! Xan.

On a les deux sections o = (0, . . . , 0) et s = (f1 − f ϵ
1 , . . . , fr − f ϵ

r ) à la projection
π : ∆n

rig,B ×̂k Br
k(o, ϵ) → ∆n

rig,B . Les égalités (2.67) se traduisent par αan = α̃ ◦ o
et (α′′′)an = α̃ ◦ s. De plus, α̃ est un cycle dans le complexe normalisé associé au
groupe simplicialCorB(Br

B(o, ϵ), X
an). D’après la proposition 2.2.44, α̃ est homologue

à αan ◦ π. Soit β ∈ CorB(∆
n+1
rig,B ×̂k Br

k(o, ϵ), X
an) une homologie entre α̃ et αan ◦ π.

Ainsi, β vérifie β ◦ dn+1,0 = α̃− αan ◦ π et β ◦ dn+1,i = 0 pour 1 ≤ i ≤ n+ 1.
Appelons

h : ∆n+1
rig,B −→ ∆n+1

rig,B ×̂k Br
k(o, ϵ)

le morphisme obtenu du morphisme de∆n
rig,B-affinöıdes s : ∆n

rig,B → ∆n
rig,B ×̂k Br

k(o, ϵ)

par changement de base suivant le morphisme de dégénérescence ∆n+1
rig,B → ∆n

rig,B
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correspondant à

(t0, . . . , tn+1)! (t0 + t1, t2, . . . , tn+1).

On a donc un carré cartésien

∆n+1
rig,B

h
!!

""

∆n+1
rig,B ×̂k Br

k(o, ϵ)

""

∆n
rig,B

s
!! ∆n

rig,B ×̂k Br
k(o, ϵ)

et h est un morphisme de ∆n+1
rig,B-affinöıdes. En particulier, pour tout 0 ≤ i ≤ n + 1,

on dispose de carrés cartésiens

∆n
rig,B

hi
!!

dn+1,i
""

∆n
rig,B ×̂k Br

k(o, ϵ)

dn+1,i
""

∆n+1
rig,B

h
!! ∆n+1

rig,B ×̂k Br
k(o, ϵ).

De plus, h0 = s de sorte que h ◦ dn+1,0 = dn+1,0 ◦ s. (Cette égalité est aussi vraie
pour i = 1, mais nous n’en aurons pas besoin.) Ainsi, la correspondance finie β ◦ h ∈
CorB(∆

n+1
rig,B , X

an) vérifie les identités suivantes

β ◦ h ◦ dn+1,i =

{
α̃ ◦ s− αan ◦ π ◦ s si i = 0,

0 si 1 ≤ i ≤ n+ 1.

Puisque (α′′′)an = α̃ ◦ s et que s est une section à π, la correspondance finie β ◦ h
fournit une homologie entre αan et (α′′′)an. Ceci termine la preuve de la surjectivité
(vu l’identification CorB0(B,X0) ≃ CorB(B,Xan)).

Partie 2 : injectivité. On procède de la même manière que pour la surjectivité. Soit
α ∈ CorB0(U0, X0), avec U0 ∈ V n(B/B0), définissant un cycle dans le complexe
normalisé associé au groupe simplicial CorB0(V (B/B0), X0). On suppose donnée une
correspondance finie β ∈ CorB0(B,X0)n+1 telle que :

(a) β ◦ dn+1,i = 0 pour 1 ≤ i ≤ n+ 1,

(b) β ◦ dn+1,0 = α ◦ (Spec(A(n))→ U0).

On cherche à montrer que l’image de α dans CorB0(V (B/B0), X0) est homologue à
zéro.

Par le théorème de Popescu [34, 35] (et puisque X0 est un B0-schéma de type

fini), il existe une A(n+1)
0 -algèbre lisse et de type fini E0, un morphisme de A(n+1)

0 -
algèbres E0 → A(n+1) et une correspondance finie β′ ∈ CorB0(Spec(E0), X0) telle
que β = β′ ◦ (Spec(A(n+1))→ Spec(E0)). Quitte à raffiner E0, on peut supposer que
le morphisme E0/(t0)→ A(n+1)/(t0) ≃ A(n) factorise le morphisme Γ(U0,O)→ A(n).
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Ainsi, on a un triangle commutatif de A(n)
0 -schémas

Spec(A(n)) !!

""

Spec(E0/(t0))

##

U0.

Quitte à raffiner E0 d’avantage, on peut supposer que

(a′) β′ ◦ (Spec(E0/(ti)) ↪→ Spec(E0)) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n+ 1,

(b′) β′ ◦ (Spec(E0/(t0)) ↪→ Spec(E0)) = α ◦ (Spec(E0/(t0))→ U0).

Par le lemme 2.4.17 ci-dessous, il existe une E0-algèbre lisse E′
0 munie d’un mor-

phisme de E0-algèbres E′
0 → A(n+1) et d’un morphisme étale de A(n+1)

0 -algèbres

A(n+1)
0 [s1, . . . , sr] → E′

0. On pose β′′ = β′ ◦ (Spec(E′
0) → Spec(E0)). On a par

construction :

(a′′) β′′ ◦ (Spec(E′
0/(ti)) ↪→ Spec(E′

0)) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n+ 1,

(b′′) β′′ ◦ (Spec(E′
0/(t0)) ↪→ Spec(E′

0)) = α ◦ (Spec(E′
0/(t0))→ U0).

Notons fi l’image de si par la composition de A(n+1)
0 [s1, . . . , sn] → E′

0 → A(n+1).

Pour ϵ > 0, on choisit f ϵ
i ∈ A(n+1)

0 avec |fi− f ϵ
i |∞ ≤ ϵ (la norme infinie étant celle de

la k-algèbre affinöıde A(n+1)). On forme un carré cartésien

V ϵ

##

!! Spec(E′
0)

##

Spec(A(n+1)
0 )

(f ϵ
1 , . . . , f

ϵ
r )

!! Spec(A(n+1)
0 [s1, . . . , sr]).

Comme dans la première partie de la preuve, on sait que, pour ϵ suffisamment petit,

il existe un morphisme de Spec(A(n+1)
0 )-schémas Spec(A(n+1)) → V ϵ qui fait de V ϵ

un objet de V n+1(B/B0). On affirme que le diagramme

(2.68) Spec(A(n+1)/(t0)) !!

∼
##

V ϵ/(t0) !! Spec
(
E′

0/(t0)
)

##

Spec(A(n)) !! U0

est commutatif. En effet, si f̄j (resp. f̄ ϵ
j ) désigne l’image de fj (resp. f ϵ

j ) dans

A(n+1)/(t0) ≃ A(n) (resp. A(n+1)
0 /(t0) ≃ A(n)

0 ), l’analytifié de la composition de

Spec(A(n)) ≃ Spec
(
A(n+1)/(t0)

)
−→ V ϵ/(t0) −→ Spec

(
E′

0/(t0)
)
−→ U0

est égal à la composition de

Spm(A(n))
(f̄ ϵ

1 , . . . , f̄
ϵ
r )
!! B1

A(n)(f̄1, ϵ) ×̂A(n) · · · ×̂A(n) B1
A(n)(f̄r, ϵ)(2.69)

v/(t0)
!! Spec

(
E′/(t0)

)an −→ Uan,
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avec E′ = E′
0 ⊗A(n+1)

0
A(n+1), U = U0 ×Spec(A(n)

0 )
Spec(A(n)) et

v : B1
A(n+1)(f1, ϵ) ×̂A(n+1) · · · ×̂A(n+1) B1

A(n+1)(fr, ϵ)→ Spec(E′)an

le morphisme de Spm(A(n+1))-variétés rigides fourni par le corollaire 1.1.56 (voir la
première partie de la preuve). Or, la composition de

B1
A(n)(f̄1, ϵ) ×̂A(n) · · · ×̂A(n) B1

A(n)(f̄r, ϵ)
v/(t0)

!! Spec
(
E′/(t0)

)an −→ Uan

est un morphisme de Spm(A(n))-variétés rigides de source géométriquement connexe
et de but étale ; elle se factorise donc par la projection

B1
A(n)(f̄1, ϵ) ×̂A(n) · · · ×̂A(n) B1

A(n)(f̄r, ϵ) −→ Spm(A(n)).

Il s’ensuit aussitôt que la composition de (2.69) cöıncide avec celle de

Spm(A(n))
(f̄1, . . . , f̄r)

!! B1
A(n)(f̄1, ϵ) ×̂A(n) · · · ×̂A(n) B1

A(n)(f̄r, ϵ)

v/(t0)
!! Spec

(
E′/(t0)

)an −→ Uan,

qui n’est autre que l’analytifié du morphisme Spec(A(n)) −→ U0. Ceci montre bien
que (2.68) est commutatif.

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, en considérant V ϵ comme un objet
de V n+1(B/B0), la correspondance finie β′′ ◦ (V ϵ → Spec(E′

0)) ∈ CorB0(V
ϵ, X0)

définit un élément β′′′ ∈ CorB0(V (B/B0), X0)n+1. D’une part, on a β′′′ ◦ dn+1,i = 0,
pour 1 ≤ i ≤ n + 1. D’autre part, l’élément β′′′ ◦ dn+1,0 ∈ CorB0(V (B/B0), X0)n
est l’image de la correspondance finie α ◦ (V ϵ/(t0) → U0) ∈ CorB0(V

ϵ/(t0), X0). Vu
la commutation du diagramme (2.68), il s’ensuit que l’élément β′′′ ◦ dn+1,0 est aussi
égal à l’image de la correspondance finie α ∈ CorB0(U0, X0). Ceci montre que l’image
de α est homologue à zéro comme souhaité. c.q.f.d.

Le lemme suivant est tiré de [35] ; voir aussi le lemme 2.2.64. Pour la commodité
du lecteur, nous reproduisons la preuve.

Lemme 2.4.17. — On suppose donné un triangle commutatif de k-algèbres

E !! A

A0

"" ##

avec A0 une k-algèbre noethérienne, E une A0-algèbre lisse de type fini, A une k-
algèbre affinöıde réduite et A0 → A un morphisme injectif d’image dense (lorsqu’on
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munit A de la norme infinie). Il existe alors une E-algèbre lisse de type fini E′ et un
diagramme commutatif

E′

!!

A0[s1, . . . , sr]

e ""

E ##

$$

A

A0

$$ %%
&&

avec e un morphisme étale.

Démonstration. — En remplaçant E par l’algèbre symétrique d’un E-module projectif,
on se ramène au cas où le E-module des différentielles relatives ΩE/A0

est libre de
rang r. On se donne une présentation p : A0[t1, . . . , tn] ## ## E et on note I = p−1(0)
son noyau. On obtient alors une suite exacte courte de E-modules

0 −→ I/I2 −→
n⊕

i=1

E · dti
θ

## ΩE/A0
−→ 0.

Puisque ΩE/A0
est libre, il existe une matrice (fij)1≤i≤n; 1≤j≤r ∈ En×r telle que

(θ(
∑n

i=1 fijdti))1≤j≤r est une base de ΩE/A0
. On pose ωj =

∑n
i=1 fijdti. Pour tout

réel ϵ > 0, on choisit une matrice (f ϵ
ij)1≤i≤n; 1≤j≤r ∈ (A0)n×r telle que |f ϵ

ij−fij |∞ ≤ ϵ
(où la norme infinie est celle de la k-algèbre affinöıde A et où on a encore noté fij son
image par le morphisme E → A). On pose ωϵ

j =
∑n

i=1 f
ϵ
ijdti.

Soit M ϵ ∈ Matr×r(E) la matrice carrée telle que

M ϵθ(ωj) = θ(ωϵ
j) pour 1 ≤ j ≤ r.

L’image de la matrice M ϵ dans Matr×r(A) tend vers la matrice identité quand ϵ tend
vers zéro. Ainsi, pour ϵ suffisamment petit, l’image de la matrice M ϵ dans Matr×r(A)
est inversible. Pour un tel ϵ, le morphisme E → A se factorise par la A0-algèbre lisse
E[det(M ϵ)−1]. On peut donc remplacer E par E[det(M ϵ)−1] et supposer que M ϵ est
inversible. Autrement dit, (θ(ωϵ

j))1≤j≤r est alors une base de ΩE/A0
.

On considère à présent le morphisme de A0-algèbres A0[s1, . . . , sr]→ A0[t1, . . . , tn]
donné par l’association sj !

∑n
i=1 f

ϵ
ijti, pour 1 ≤ j ≤ r. D’après ce qui précède, la

composition de

A0[s1, . . . , sr] −→ A0[t1, . . . , tn] −→ E

envoie (dsj)1≤j≤r sur une base de ΩE/A0
. Cette composition est donc un morphisme

étale d’après [20, Corollaire 17.11.3]. Ceci termine la preuve du lemme. c.q.f.d.

On termine le paragraphe en montrant comment déduire le théorème 2.4.13 du
théorème 2.4.16. Soit U un B-affinöıde lisse et soient f0, f1, . . . , fn des générateurs de
Γ(U,O) en tant qu’idéal. Il s’agit de montrer que le morphisme

Colim
λ∈
√

|k×|,λ>1
HnSing

B1(
Ztr(X

an)
)
(DU

(
λf0|f1, . . . , fn)

)

−→ HnSing
B1(

Ztr(X
an)

)(
DU (f0|f1, . . . , fn)

)

est inversible.
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On peut remplacer B par U et X par X ×B U , et supposer que U = B. Pour
λ ≥ 1, notons Bλ = DB(λf0|f1, . . . , fn) et Aλ = Γ(Bλ,O). Lorsque λ est suffisamment
proche de 1, toute composante connexe de Bλ rencontre B1 et Aλ s’identifie à une
sous-algèbre dense de A1. Fixons un tel λ0 > 1, et posons A0 = Aλ0 et B0 = Spm(A0).
Dans la suite, on prendra toujours 1 ≤ λ ≤ λ0.

Par le théorème 2.4.16, on a des quasi-isomorphismes

CorB0(V (Bλ/B0), X×BB0)
q.-i.

!! CorBλ(Bλ, X
an ×̂B Bλ) = SingB1

• (Ztr(X
an))(Bλ).

(Pour plus de conformité avec les notations 2.4.14, on aurait dû écrire V (Bλ/Spec(A0))
au lieu de V (Bλ/B0).) Il suffit donc de montrer que le morphisme

(2.70) Colim
λ∈
√

|k×|,λ>1
CorB0(V (Bλ/B0), X ×B B0) −→ CorB0(V (B1/B0), X ×B B0)

est un quasi-isomorphisme. Le lemme ci-dessous montre que (2.70) est même un iso-
morphisme de groupes simpliciaux.

Lemme 2.4.18. — On garde les notations ci-dessus. Soit E un B0-schéma étale.
Supposons donné un morphisme de B0-variétés rigides B1 → Ean. Pour 1 < λ ≤ λ0,
suffisamment proche de 1, il existe un morphisme de B0-variétés rigides Bλ → Ean

faisant commuter le triangle

B1
!!

""

Bλ

##

Ean.

Démonstration. — On peut supposer que E = Spec(A0[t1, . . . , tn]/(P1, . . . , Pn)) avec
Pi ∈ A0[t1, . . . , tn] tel que Jac(P1, . . . , Pn) est inversible sur E. Par hypothèse, on
dispose d’un morphisme de A0-algèbres

θ : A0[t1, . . . , tn]/(P1, . . . , Pn) −→ A1.

Nous allons montrer que si λ est suffisamment proche de 1, alors θ(ti) ∈ Aλ pour tout
1 ≤ i ≤ n. Ceci prouvera le lemme.

Quitte à remplacer les ti par des multiples bien choisis, on peut supposer que
|θ(ti)|∞ < 1 (la norme infinie étant celle de A1). Pour tout ϵ > 0, on peut trouver
λ > 1 et aϵi ∈ (Aλ)◦, pour 1 ≤ i ≤ n, tels que |θ(ti) − aϵi |∞ ≤ ϵ (les normes infinies
étant celle de B1).

En prenant ϵ suffisamment petit et λ suffisamment proche de 1, on peut rendre
les normes |Pi(aϵ1, . . . , a

ϵ
n)|∞, pour 1 ≤ i ≤ n, arbitrairement petites (la norme infinie

étant celle de Bλ). Par la première partie de la preuve du lemme 1.1.52, la suite
récurrente de Newton appliquée à (aϵ1, . . . , a

ϵ
n) converge dans Bλ vers une solution

du système d’équations (Pi(t1, . . . , tn) = 0)1≤i≤n. L’image de cette solution dans B1

cöıncide nécessairement avec la solution (θ(t1), . . . , θ(tn)). On en déduit que θ(ti) ∈
Bλ, pour 1 ≤ i ≤ n, comme souhaité. c.q.f.d.
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2.5. La catégorie RigDM(k) des motifs des variétés rigides

Dans cette section, on introduit les analogues rigides analytiques des catégories des
motifs mixtes DMeff(k) et DM(k) de Voevodsky. Elles seront notées RigDMeff(k)
et RigDM(k) respectivement. La construction de ces catégories est formelle et ne
dépend que des propriétés élémentaires des correspondances finies et des préfaisceaux
avec transferts dévelopées dans la section 2.2. Toutefois, la description des groupes
d’homomorphismes entre certains motifs rigides en termes de complexes de cycles
à la Suslin ou, d’une manière équivalente, la description des modèles B1-locaux de
certains motifs utilise d’une manière essentielle les résultats plus élaborés obtenus
dans la section 2.4.

2.5.1. Construction de RigDM(k) et propriétés élémentaires. — Soit k un
corps valué complet dont la valuation n’est pas supposée non triviale. On fixe un an-
neau commutatif Λ (que l’on appellera parfois l’anneau des coefficients). On commence
par rappeler et étendre au cas Λ-linéaire certains résultats du paragraphe 2.2.2.

Proposition 2.5.1. — Soit B une k-variété rigide lisse. Étant donnée une B-variété
rigide V , on note Λtr(V ) le préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/B qui à un B-
affinöıde lisse U associe le Λ-module CorB(U, V )⊗ Λ.

1) Pour toute B-variété rigide V , le préfaisceau Λtr(V ) est un faisceau étale (et
donc aussi un faisceau Nisnevich) sur SmAfnd/B.

2) Pour toute B-variété rigide V et tout recouvrement Nisnevich (Vi → V )i∈I de V
par des morphismes étales, le complexe de Čech

· · · −→
⊕

(i1,...,in)∈In

Λtr(Vi1 ×̂V · · · ×̂V Vin)(2.71)

−→ · · · −→
⊕

i∈I

Λtr(Vi) −→ Λtr(V ) −→ 0

est acyclique en tant que complexe de faisceaux Nisnevich sur SmAfnd/B.

Démonstration. — On considère d’abord la première assertion. Lorsque B = Spm(k)
et Λ = Z, il s’agit de la proposition 2.2.23. La preuve de ladite proposition s’étend
sans modification au cas général.

De même, la seconde assertion a été démontrée dans le paragraphe 2.2.2 lorsque
B = Spm(k) et Λ = Z ; il s’agit en effet de la proposition 2.2.25. Là encore, la preuve de
ladite proposition s’étend sans modification au cas général. Alternativement, on peut
remarquer que le préfaisceau Ztr(W ), pour W une B-variété rigide, est sans torsion,
i.e., prend ses valeurs dans la catégorie des Z-modules plats. Or, le foncteur − ⊗ Λ
préserve les équivalences Nis-locales entre complexes de préfaisceaux sans torsion.
Ceci permet de déduire l’acyclicité du complexe de l’énoncé à partir de l’acyclicité du
complexe de la proposition 2.2.25 (du moins lorsque B = Spm(k)). c.q.f.d.
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Notation 2.5.2. — On fixe une k-variété rigide lisse B et on considère une sous-
catégorie pleine V ⊂ SmRig/B vérifiant les propriétés suivantes.

(i) La catégorie V contient les classes d’isomorphisme de tous ses objets. Elle est
stable par coproduit direct fini, produit direct fini et passage aux composantes
connexes. (Noter que le produit direct dans SmRig/B est donné par le produit
fibré au-dessus de B.)

(ii) Si X est une B-variété rigide lisse, il existe un recouvrement admissible (Xi)i∈I

de X par des ouverts affinöıdes appartenant à Ob(V ).

(iii) Si X est une B-variété rigide lisse appartenant à Ob(V ) et si U ⊂ X est un
ouvert affinöıde de X, la B-variété rigide U appartient à Ob(V ).

(iv) Si U ⊂ (P1
k)

an est un ouvert quasi-compact strict (et donc nécessairement affi-
nöıde) et si X est une B-variété rigide lisse appartenant à Ob(V ), la B-variété
rigide U ×̂k X appartient à Ob(V ).

Étant donnée une B-variété rigide V , on note encore Λtr(V ) la restriction à V de
l’unique extension de Λtr(V ) (comme défini dans la proposition 2.5.1) en un faisceau
étale avec transferts sur SmRig/B. Ainsi, Λtr(V ) est un faisceau étale avec transferts
de Λ-modules sur V . La proposition 2.2.35, étendue au cas Λ-linéaire, montre que
le Λ-module Λtr(V )(U), lorsque U possède un nombre fini de composantes connexes,
est librement engendré par les sous-variétés rigides fermées, réduites et irréductibles
de U ×̂B V , qui sont finies, surjectives et équidimensionnelles sur une composante
connexe de U . Il s’ensuit que Λtr(V ) = Ztr(V ) ⊗ Λ, où le produit tensoriel est pris
dans la catégorie des préfaisceaux qui transforment les sommes disjointes en produits
directs. Lorsque V appartient à Ob(V ), on en déduit que Λtr(V ) est un objet projectif
de la catégorie des préfaisceaux avec transferts sur V à valeurs dans la catégorie des
Λ-modules.

On appelle PreStr(V ,Λ) la catégorie des préfaisceaux avec transferts de Λ-
modules sur V . De même, on appelle StrNis(V ,Λ) la catégorie des faisceaux
Nisnevich avec transferts de Λ-modules sur V . Les catégories PreStr(V ,Λ) et
StrNis(V ,Λ) sont abéliennes de Grothendieck. (Pour StrNis(V ,Λ), ceci découle du
corollaire 2.5.3 ci-dessous.) De plus, la catégorie StrNis(V ,Λ) est indépendante du
choix de V à équivalence près. En effet, la restriction à V fournit une équivalence de
catégories

StrNis(SmRig/B,Λ) ≃ StrNis(V ,Λ).

Dans la suite et sauf mention du contraire, un préfaisceau avec transferts sera impli-
citement supposé défini sur V et à valeurs dans la catégorie des Λ-modules.

Corollaire 2.5.3. — Soit F un préfaisceau avec transferts (sur V et à valeurs
dans la catégorie des Λ-modules). Il existe une unique structure de préfaisceau avec
transferts sur aNis(F ) tel que le morphisme évident F → aNis(F ) soit un morphisme
de préfaisceaux avec transferts.
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Démonstration. — Lorsque B = Spm(k) et Λ = Z, il s’agit du corollaire 2.2.26. La
preuve dudit corollaire s’étend sans modification au cas des préfaisceaux de Λ-modules
en utilisant la seconde assertion de la propositon 2.5.1 (à la place de la proposition
2.2.25). c.q.f.d.

Remarque 2.5.4. — On dispose d’un foncteur

(2.72) atrNis : PreStr(V ,Λ) −→ StrNis(V ,Λ)

qui à un préfaisceau avec transferts F sur V associe le faisceau Nisnevich aNis(F ) vu
comme un faisceau Nisnevich avec transferts grâce au corollaire 2.5.3. Le foncteur atrNis

est un adjoint à gauche de l’inclusion évidente.

Lemme 2.5.5. — Notons W la classe des quasi-isomorphismes de complexes de
préfaisceaux avec transferts.

1) Notons Fibproj la classe des épimorphismes de complexes de préfaisceaux avec
transferts et Cofproj celle des morphismes ayant la propriété de relèvement à gauche
par rapport aux flèches dans W ∩ Fibproj. Alors, le triplet (W,Cofproj,Fibproj) est
une structure de modèles sur Cpl(PreStr(V ,Λ)) appelée la structure projective.

2) Notons Cof inj la classe des monomorphismes de complexes de préfaisceaux avec
transferts et Fibinj celle des morphismes ayant la propriété de relèvement à droite
par rapport aux flèches dans W∩Cof inj. Alors, le triplet (W,Cof inj,Fibinj) est une
structure de modèles sur Cpl(PreStr(V ,Λ)) appelée la structure injective.

Démonstration. — On peut prouver l’existence de la structure projective sur
PreStr(V ,Λ) en adaptant la preuve de [3, Proposition 4.4.16]. L’existence de la
structure injective découle du théorème de Joyal [27] valable pour toute catégorie
abélienne de Grothendieck. c.q.f.d.

Les catégories de modèles du lemme 2.5.5 sont Quillen équivalentes et présen-
tables par cofibrations au sens de [3, Définition 4.2.39]. La catégorie homotopique
Ho(Cpl(PreStr(V ,Λ))) relativement à ces structures est la catégorie dérivée
D(PreStr(V ,Λ)) de la catégorie abélienne des préfaisceaux avec transferts.

Définition 2.5.6. — Soit F un complexe de préfaisceaux avec transferts. Pour n ∈ Z,
on note Hn(F ) le n-ième préfaisceau d’homologie de F ; c’est un préfaisceau avec
transferts.

1) Un morphisme A → B de complexes de préfaisceaux avec transferts est une
équivalence Nis-locale, si le morphisme atrNis(Hn(A)) → atrNis(Hn(B)) est inversible
pour tout n ∈ Z. On note WNis la classe des équivalences Nis-locales.

2) Un complexe de préfaisceaux avec transferts K est Nis-local si pour toute équi-
valence Nis-locale de préfaisceaux avec transferts A→ B, l’homomorphisme

homD(PreStr(V ,Λ))(B,K) −→ homD(PreStr(V ,Λ))(A,K)
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est bijectif. (Un complexe de préfaisceaux avec transferts est Nis-local si et seulement
si il est projectivement Nis-fibrant ; voir ci-dessous.)

Théorème 2.5.7. — Les localisations de Bousfield des structures de modèles projec-
tive et injective sur la catégorie Cpl(PreStr(V ,Λ)) relativement à la classe des équi-
valences Nis-locales existent. De plus, WNis est exactement la classe des équivalences
faibles de ces structures de modèles localisées qu’on note (WNis,Cofproj,Fibproj-Nis)
et (WNis,Cof inj,Fibinj−Nis) et qu’on appelle les structures projective et injective
Nis-locales.

Démonstration. — Soit α un cardinal suffisamment grand. On supposera que α
est plus grand que le cardinal d’une petite catégorie équivalente à Cor(V ) et que
Cpl(PreStr(V ,Λ)) munie de sa structure injective est α-présentable par cofibra-
tions. On prend alors un cardinal β comme dans [3, Proposition 4.2.41], i.e., qui est
de la forme 2ν et qui est plus grand que le cardinal d’une petite catégorie équivalente
à la sous-catégorie des objets α-accessibles de Cpl(PreStr(V ,Λ)).

On note Rβ la classe des monomorphismes de complexes de préfaisceaux avec
transferts de buts β-accessibles qui sont des équivalences Nis-locales. La classe Rβ est
essentiellement petite. Par le théorème de Hirschhorn [24] (voir aussi [3, Théorème
4.2.71]), les localisations de Bousfield des structures projective et injective suivant Rβ

existent et elles sont Quillen équivalentes. On note WRβ la classe des équivalences
faibles des structures Rβ-localisées ; cette classe est la même que l’ont localise la
structure projective ou la structure injective. Pour démontrer le théorème, il suffit
de vérifier que WRβ = WNis. Dans la suite de la preuve, les flèches dans WRβ sont
provisoirement appelées les équivalences Rβ-locales.

À partir de maintenant, on travaillera exclusivement avec les structures injec-
tives. Montrons d’abord l’inclusion WRβ ⊂WNis. Notons LocRβ le foncteur de Rβ-
localisation (voir [3, Proposition 4.2.72]). Soit f : K → L une équivalence Rβ-locale.
On a un carré commutatif

K
lK

!!

f
""

LocRβ (K)

LocRβ (f)
""

L
lL

!! LocRβ (L),

où LocRβ (f) est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux avec transferts,
et lK et lL appartiennent à Cell(∇∞(Rβ) ∪ (W ∩ Cof inj)) avec les notations de
[3, Définitions 4.2.24 et 4.2.63]. Comme WNis est stable par colimites filtrantes et
WNis∩Cof inj par cochangements de base (alias « push-out »), on déduit que lK et lL
sont dans WNis. Il s’ensuit que f est une équivalence Nis-locale puisque WNis possède
la propriété « 2 de 3 ».

Montrons maintenant l’inclusion WNis ⊂ WRβ . Soit f : K → L une équiva-
lence Nis-locale ; on cherche à montrer que f est une équivalence Rβ-locale. On ne
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restreint pas la généralité en supposant que f est un monomorphisme. (En effet,
tout morphisme de complexes de préfaisceaux avec transferts peut s’écrire comme la
composition d’un monomorphisme suivi d’un quasi-isomorphisme.) On note Sub(f)
l’ensemble des sous-flèches de f (i.e., des sous-objets de la flèche f considérée comme
un objet de la catégorie HOM(1,PreShv(V ,Λ))). On notera SubNis(f) ⊂ Sub(f)
le sous-ensemble des sous-flèches qui sont des équivalences Nis-locales. On désignera
par Subβ(f) et Sub

Nis
β (f) les sous-ensembles de Sub(f) et SubNis(f) formés des sous-

flèches de buts β-accessibles. On peut adapter la preuve de [3, Lemme 4.4.32] pour
montrer que l’inclusion SubNis

β (f) ⊂ Subβ(f) est cofinale. Remarquons que les élé-

ments de SubNis
β (f) sont des équivalences Rβ-locales.

Pour conclure, on choisit une sous-flèche g : K → M de f qui est une équivalence
Rβ-locale et qui est maximale pour cette propriété. Une telle sous-flèche existe par
le lemme de Zorn. Supposons par l’absurde que M ! L. Considérons le diagramme
d’ensembles ordonnés

(2.73) SubNis
β (f)

!!

SubNis
β (g)

!!

Subβ(f) "" Subβ(g)

où les flèches verticales sont les inclusions évidentes et la flèche horizontale associe
à une sous-flèche f0 de f , la sous-flèche g0 = g ∩ f0 de g. Par [3, Lemme 4.2.4], la
limite projective de (2.73) est cofinale dans Subβ(f). On peut donc trouver une sous-
flèche f0 de f de but β-accessible, non contenue dans g et telle que f0 et g0 = f0 ∩ g
sont des équivalences Nis-locales et donc des équivalences Rβ-locales. On déduit que
g′ = g ∪ f0 = g

∐
g0
f0 est également une équivalence Rβ-locale. Ceci contredit la

maximalité de g. D’où le résultat. c.q.f.d.

Les catégories de modèles Nis-locales du théorème 2.5.7 sont présentables par cofi-
brations (cette propriété étant conservée par localisation de Bousfield suivant un en-
semble de flèches). On notera HoNis(Cpl(PreStr(V ,Λ))) la catégorie homotopique
des structures Nis-locales. C’est une catégorie triangulée qui est indépendante (à équi-
valence triangulée près) du choix de V . Ceci découle de la proposition 2.5.9 ci-dessous
et du fait que la catégorie StrNis(V ,Λ) est indépendante (à équivalence près) du choix
de V . Pour formuler ladite proposition, on note le résultat suivant.

Lemme 2.5.8. — Notons W la classe des quasi-isomorphismes de complexes de
faisceaux Nisnevich avec transferts et Cof celle des monomorphismes. Notons Fib
la classe des morphismes ayant la propriété de relèvement à droite par rapport aux
flèches dans W ∩Cof . Alors, le triplet (W,Cof ,Fib) est une structure de modèles
sur Cpl(StrNis(V ,Λ)).

Démonstration. — Ceci découle du théorème de Joyal [27] qui est valable pour toute
catégorie abélienne de Grothendieck. c.q.f.d.
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La catégorie homotopique Ho(Cpl(StrNis(V ,Λ))) est la catégorie dérivée
D(StrNis(V ,Λ)) de la catégorie abélienne des faisceaux Nisnevich avec transferts.

Proposition 2.5.9. — Le foncteur

atrNis : Cpl
(
PreStr(V ,Λ)

)
−→ Cpl

(
StrNis(V ,Λ)

)

est une équivalence de Quillen à gauche lorsqu’on munit Cpl(PreStr(V ,Λ)) de l’une
de ses structures Nis-locales.

Démonstration. — Le foncteur atrNis est exact. Il préserve donc les monomorphismes,
i.e., les cofibrations injectives. D’autre part, atrNis(f) est un quasi-isomorphisme si et
seulement si f est une équivalence Nis-locale. Il s’ensuit que atrNis est un foncteur de
Quillen à gauche, qu’il se dérive trivialement et que son foncteur dérivé LatrNis ≃ atrNis

est conservatif.
Nous devons montrer que le foncteur LatrNis est une équivalence de catégories. Notons

inc l’adjoint à droite du foncteur atrNis. Étant donné que atrNis se dérive trivialement, le
morphisme de counité δ : LatrNis◦Rinc→ id est inversible. D’autre part, si l’on applique
LatrNis au morphisme d’unité η : id → Rinc ◦ LatrNis, on obtient l’inverse de δ appliqué
à LatrNis. Comme le foncteur LatrNis est conservatif, on déduit que le morphisme d’unité
est aussi inversible. La proposition est prouvée. c.q.f.d.

Rappelons (voir la définition 1.2.22) qu’un carré Nisnevich

(2.74) V !!

""

Y
e
""

U
u

!! X

est un carré cartésien de variétés rigides quasi-compactes avec u une immersion ou-
verte, et e un morphisme étale à bonne réduction et induisant un isomorphisme
Y − V ≃ X − U (voir le lemme 1.2.23). La propriété de Brown-Gersten (voir la
définition 1.2.29) garde un sens dans le contexte des préfaisceaux avec transferts.

Définition 2.5.10. — Soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts sur la
catégorie SmRigqc/B des B-variétés rigides lisses et quasi-compactes (au-dessus de k).
On dit que K vérifie la propriété de Brown-Gersten si pour tout carré Nisnevich (2.74)
dans SmRigqc/B, le carré de complexes de Λ-modules

K(X) !!

""

K(U)

""

K(Y ) !! K(V )

est homotopiquement cartésien (et donc aussi homotopiquement cocartésien)(16).

La propriété de Brown-Gersten ne dépend que de la classe d’isomorphisme de K
dans D(PreStr(SmRigqc/B,Λ)). Elle est stable par les produits directs et coproduits
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directs arbitraires. Elle satisfait également à la propriété « 2 de 3 » dans les triangles
distingués. On a le résultat suivant.

Proposition 2.5.11. — Soit a : K → L un morphisme de complexes de préfaisceaux
avec transferts sur SmRigqc/B. Supposons que a est une équivalence Nis-locale, et que
K et L vérifient la propriété de Brown-Gersten. Alors, a est un quasi-isomorphisme
de préfaisceaux avec transferts.

Démonstration. — La proposition découle directement du théorème 1.2.30. c.q.f.d.

Théorème 2.5.12. — Un complexe de préfaisceaux avec transferts sur SmRigqc/B
est Nis-local si et seulement si il vérifie la propriété de Brown-Gersten. En particulier,
la classe des objets Nis-locaux de Cpl(PreStr(SmRigqc/B,Λ)) est stable par colimites
filtrantes.

Démonstration. — SoitK un complexe de préfaisceaux avec transferts sur SmRigqc/B.
Supposons d’abord queK est Nis-local et montrons qu’il vérifie la propriété de Brown-
Gersten. Donnons-nous un carré Nisnevich (2.74) dans SmRigqc/B. Grâce à la seconde
partie de la proposition 2.5.1, le carré de préfaisceaux avec transferts

(2.75) Λtr(V ) !!

""

Λtr(Y )

""

Λtr(U) !! Λtr(X)

est homotopiquement cartésien (et donc aussi homotopiquement cocartésien) relati-
vement à la structure de modèles projective Nis-locale. (En effet, le complexe simple
associé au carré (2.75), vu comme bicomplexe, est quasi-isomorphe au complexe de
Čech (2.71) du recouvrement Nisnevich (U → X,Y → X).) Il s’ensuit que le mor-
phisme de complexes de préfaisceaux avec transferts

(2.76)
[
Λtr(V )→ Λtr(Y )

]
−→

[
Λtr(U)→ Λtr(X)

]

est une équivalence Nis-locale. Comme K est un complexe Nis-local, il s’ensuit que

Cône
(
K(X)→ K(U)

)
−→ Cône

(
K(Y )→ K(V )

)

est un quasi-isomorphisme. D’où le résultat.
On suppose maintenant que K vérifie la propriété de Brown-Gersten. On cherche

à montrer que K est Nis-local. On choisit pour cela une équivalence Nis-locale
f : K → L avec L un complexe de préfaisceaux avec transferts projectivement Nis-
fibrant. Alors L est Nis-local et, d’après l’argument ci-dessus, il vérifie aussi la
propriété de Brown-Gersten. Puisque f est une équivalence Nis-locale, et que K et L
vérifient la propriété de Brown-Gersten, la proposition 2.5.11 entrâıne que f est un

(16) Pour un complexe de préfaisceaux avec transferts K on a toujours K(∅) = 0 par additivité. Il

n’y a donc pas besoin d’imposer une condition de contractibilité au-dessus de la B-variété rigide vide

comme c’était le cas dans la définition 1.2.29.
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quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux. Puisque L est Nis-local, il en est
donc de même de K comme souhaité. c.q.f.d.

On déduit du théorème précédent qu’un complexe de préfaisceaux avec transferts
sur SmRigqc/B est projectivement Nis-fibrant si et seulement si il vérifie la propriété
de Brown-Gersten. Voici deux autres conséquences du théorème 2.5.12.

Corollaire 2.5.13. — Les localisations de Bousfield suivant la classe des
équivalences Nis-locales des structures de modèles projective et injective sur
Cpl(PreStr(SmRigqc/B,Λ)) cöıncident avec les localistions de Bousfield suivant la
classe des morphismes Λtr(Y )/Λtr(V )[n] → Λtr(X)/Λtr(U)[n] (avec n ∈ Z) obtenus
à partir des carrés Nisnevich (2.74) dans SmRigqc/B.

Corollaire 2.5.14. — Soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts sur V .
Pour X dans V et n ∈ Z, le morphisme canonique

(2.77) Hn
Nis(X,K) −→ homHoNis(Cpl(PreStr(V ,Λ)))(Λtr(X),K[n]),

où Hn
Nis(X,K) est le n-ième groupe d’hypercohomologie Nisnevich de X à valeurs

dans K, est un isomorphisme. En particulier, le préfaisceau d’hypercohomologie
Hn

Nis(−,K) est naturellement un préfaisceau avec transferts sur V .

Démonstration. — On peut supposer que V = SmRig/B. En effet, l’hypercohomologie
dépend uniquement du faisceau Nisnevich associé à K et ce dernier s’étend naturel-
lement à SmRig/B. De même, la catégorie homotopique HoNis(Cpl(PreStr(V ,Λ)))
ne dépend pas, à équivalence près, du choix de V .

Soit K → L une équivalence Nis-locale avec L un complexe de préfaisceaux avec
transferts projectivement Nis-fibrant (i.e., Nis-local). Les deux membres de (2.77) ne
changent pas (à isomorphisme près) si on y remplace K par L. On peut donc supposer
que K est Nis-local.

Pour X une B-variété rigide lisse, on note K|X la restriction de K au petit site
(Et/X,Nis). Soit r : K|X → I un équivalence Nis-locale avec I un complexe de
préfaisceaux projectivement Nis-fibrant (i.e., Nis-local) sur le petit site Et/X. Pour
démontrer le lemme, on doit prouver que r est un quasi-isomorphisme de complexes
de préfaisceaux.

Montrons d’abord que la restriction de r : K|X → I à Etqc/X est un quasi-
isomorphisme. Par le théorème 2.5.12, K (ou plutôt sa restriction à SmRigqc/B)
vérifie la propriété de Brown-Gersten. De même, par le corollaire 1.2.32, I (ou plutôt
sa restriction à Etqc/X) vérifie la propriété de Brown-Gersten. Le résultat découle
alors du théorème 1.2.30.

Pour conclure, considérons une X-variété rigide étale Y et montrons que le mor-
phisme K(Y )→ I(Y ) est un quasi-isomorphisme. On peut écrire Y comme une union
croissante d’ouverts quasi-compacts Y =

⋃
r∈N Yr. Les Yr sont donc dans Etqc/X et,

d’après ce qui précède, on sait que les morphismes K(Yr) → I(Yr) sont des quasi-
isomorphismes. Or, on a un isomorphisme canonique dans la catégorie des faisceaux
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Nisnevich avec transferts Λtr(Y ) ≃ Colimr∈N Λtr(Yr). Puisque K est Nis-local, on en
déduit un isomorphisme K(Y ) ≃ HoLimr∈N K(Yr) dans D(Λ). Un argument similaire
fournit un isomorphisme I(Y ) ≃ HoLimr∈N I(Yr). Ceci permet de conclure. c.q.f.d.

La prochaine étape dans la construction des catégories triangulées des motifs ri-
gides consiste à forcer la contractibilité de la boule de Tate ; c’est l’étape de la B1-
localisation.

Définition 2.5.15. — On note

(WB1 ,Cofproj,Fibproj-B1) et (WB1 ,Cof inj,Fibinj−B1)

les structures de modèles projective et injective B1-locales sur Cpl(PreStr(V ,Λ))
obtenues par localisation de Bousfield suivant la classe des morphismes

Λtr(B1
X)[n] −→ Λtr(X)[n],

avec n ∈ Z et X ∈ Ob(V ), à partir des structures Nis-locales du théorème 2.5.7. On
pose

RigDMeff(B,Λ) = Cpl
(
PreStr(SmRig/B,Λ)

)[
(WB1)−1

]
.

C’est la catégorie triangulée des motifs rigides effectifs (au-dessus de B).

La catégorie RigDMeff(B,Λ) est équivalente à la catégorie homotopique
HoB1(Cpl(PreStr(V ,Λ))) des structures de modèles B1-locales sur la catégorie
Cpl(PreStr(V ,Λ)). On dispose également d’une structure de modèles B1-locale
(WB1 ,Cof ,FibB1) sur la catégorie Cpl(StrNis(V ,Λ)) qui est obtenue, à partir de la
structure de modèles du lemme 2.5.8, par localisation de Bousfield suivant la classe
des morphismes Λtr(B1

X)[n] → Λtr(X)[n], avec n ∈ Z et X ∈ Ob(V ), comme dans
la définition 2.5.15. La catégorie homotopique HoB1(Cpl(StrNis(V ,Λ))) de cette
structure de modèles B1-locale est également équivalente à RigDMeff(B,Λ).

Définition 2.5.16. — Le motif effectif d’une B-variété rigide lisse X est le pré-
faisceau avec transferts Λtr(X) placé en degré zéro et considéré comme un objet de
RigDMeff(B,Λ). On le notera Meff(X).

On note le lemme suivant.

Lemme 2.5.17. — Soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts sur V projec-
tivement Nis-fibrant. Alors K est B1-local si et seulement si K(X) → K(B1

X) est un
quasi-isomorphisme pour tout X dans V . En particulier, la classe d’objets projective-
ment B1-fibrants dans Cpl(PreStr(SmRigqc/B,Λ)) est stable par colimite filtrantes.

Démonstration. — La première assertion est une conséquence facile des définitions
(voir notamment [3, Définition 4.2.63]) et du fait que nos catégories homotopiques
sont triangulées. Pour la dernière assertion, on utilise le théorème 2.5.12. c.q.f.d.
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Avant de passer à la dernière étape de la construction des catégories triangulées des
motifs rigides (i.e., l’étape de la stabilisation) faisons une liste de quelques adjonctions
de Quillen utiles. On dispose d’un foncteur « oubli des transferts »

(2.78) otr : PreStr(V ,Λ) −→ PreShv(V ,Λ).

Le résultat suivant est standard.

Lemme 2.5.18. — Le foncteur (2.78) admet un adjoint à gauche

(2.79) atr : PreShv(V ,Λ) −→ PreStr(V ,Λ)

appelé le foncteur « ajout des transferts ». Ce foncteur commute aux colimites arbi-
traires et envoie le préfaisceau X ⊗ Λ sur Λtr(X), pour tout X ∈ Ob(V ).

Démonstration. — Rappelons que X ⊗ Λ est le préfaisceau de Λ-modules qui envoie
U ∈ Ob(V ) sur le Λ-module homB(U,X) ⊗ Λ, i.e., le Λ-module librement engendré
par les B-morphismes de U dans X.

Étant donné un préfaisceau de Λ-modules F sur V , on peut trouver une résolution
projective de la forme

(2.80)
⊕

j∈J

Yj ⊗ Λ
A

!!

⊕

i∈I

Xi ⊗ Λ −→ F −→ 0

avec Xi et Yj des objets de V . La première flèche ci-dessus est donnée par une matrice

A = (aij)i∈I, j∈J ∈
∏

j∈J

⊕

i∈I

hom(Yj , Xi)⊗ Λ.

On peut aussi considérer A comme une matrice dans
∏

j∈J

⊕

i∈I

Cor(Yj , Xi)⊗ Λ.

Ceci permet de former la suite exacte de préfaisceaux avec transferts

(2.81)
⊕

j∈J

Λtr(Yj)
A

!!

⊕

i∈I

Λtr(Xi) −→ G −→ 0.

Étant donné un préfaisceau avec transferts H, on déduit de (2.80) un isomorphisme
(naturel en H)

homPreShv(V ,Λ)

(
F, otr(H)

)
≃ Ker

(∏

i∈I

homPreShv(V ,Λ)

(
Xi ⊗ Λ, otr(H)

)

tA
!!

∏

j∈J

homPreShv(V ,Λ)

(
Yj ⊗ Λ, otr(H)

))
.

Or, pour tout V ∈ Ob(V ) , on a des isomorphismes (naturels en H)

homPreShv(V ,Λ)

(
V ⊗ Λ, otr(H)

)
≃ otr(H)(V ) = H(V ) ≃ homPreStr(V ,Λ)

(
Λtr(V ), H

)
.
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Il s’ensuit donc un isomorphisme (naturel en H)

homPreShv(V ,Λ)

(
F, otr(H)

)
≃ Ker

(∏

i∈I

homPreStr(V ,Λ)

(
Λtr(Xi), H

)

tA
!!

∏

j∈J

homPreStr(V ,Λ)

(
Λtr(Yj), H

))
.

Vu la suite exacte de préfaisceaux avec transferts (2.81), ceci fournit un isomorphisme
(naturel en H)

homPreShv(V ,Λ)

(
F, otr(H)

)
≃ homPreStr(V ,Λ)(G,H).

Ainsi, on a démontré que le foncteur homPreShv(V ,Λ)(F, otr(−)) est coreprésenté par
le préfaisceau avec transferts G. Ceci termine la preuve du lemme. c.q.f.d.

Proposition 2.5.19. — Le foncteur

atr : Cpl
(
PreShv(V ,Λ)

)
−→ Cpl

(
PreStr(V ,Λ)

)

est de Quillen à gauche lorsqu’on munit la source et le but des structures projec-
tives, projectives Nis-locales ou projectives B1-locales. On dispose en particulier d’un
foncteur triangulé

Latr : RigDAeff(B,Λ) −→ RigDMeff(B,Λ)

qu’on notera simplement atr lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

Démonstration. — L’adjonction (atr, otr) est de Quillen relativement aux struc-
tures projectives non localisées. En effet, otr préserve les épimorphismes et les
quasi-isomorphismes puisqu’il est exact.

Montrons que cette adjonction passe à la localisation par les équivalences Nis-
locales. Il suffit pour cela de montrer que otr préserve les objets projectivement Nis-
fibrants, i.e., Nis-locaux. Soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts Nis-local.
Soit u : otr(K) → I une équivalence Nis-locale avec I un complexe de préfaisceaux
Nis-local. Nous allons montrer que u est un quasi-isomorphisme de complexes de
préfaisceaux ce qui permettra de conclure. Soient X ∈ Ob(V ) et i ∈ Z. Par le
corollaire 2.5.14, on dispose d’un isomorphisme naturel Hi(K(X)) ≃ H−i

Nis(X,K).
De même, on a un isomorphisme naturel Hi(I(X)) ≃ H−i

Nis(X, I). (On peut jus-
tifier cet isomorphisme en utilisant [3, Théorème 4.4.50] et le fait que le foncteur
évident (Et/X) ∩ (V /X)→ V est un pseudo-morphisme de sites au sens de [3, Dé-
finition 4.4.49] ; une autre façon consiste à invoquer une version sans transferts du
corollaire 2.5.14.) Vu que H−i

Nis(X,K) ≃ H−i
Nis(X, I), il s’ensuit que le morphisme

Hi(K(X))→ Hi(I(X)) est un isomorphisme. Le morphisme u est donc bien un quasi-
isomorphisme comme souhaité.

Le passage des structures de modèles Nis-locales aux structures de modèles B1-
locales est immédiat et sera laissé au lecteur. c.q.f.d.
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Supposons que B est un k-affinöıde lisse. Rappelons qu’on dispose d’un foncteur
Rig : Sm/B → SmRig/B qui à un B-schéma lisse de type fini X associe la B-variété
rigide Xan. On note également Rig : Cor(B)→ RigCor(B) le foncteur additif qui, à
une B-correspondance finie élémentaire Z ⊂ X ×B Y entre deux B-schémas lisses X
et Y , associe la correspondance finie Zan ⊂ Xan ×̂B Y an. Le carré

Sm/B
Rig

!!

""

SmRig/B

""

Cor(B)
Rig

!! RigCor(B)

est clairement commutatif. Étant donné un préfaisceau avec transferts G sur
SmRig/B, on pose Rig∗(G) = G ◦Rig. Le foncteur Rig∗ possède un adjoint à gauche

(2.82) Rig∗ : PreStr(Sm/B,Λ) −→ PreStr(SmRig/B,Λ).

L’existence de cet adjoint s’obtient par la même méthode que celle de la preuve du
lemme 2.5.18. Le foncteur (2.82) commute aux colimites arbitraires et envoie Λtr(X),
pour X un B-schéma lisse, sur Λtr(Xan). Bien entendu, le foncteur Rig∗ pour les
préfaisceaux sans transferts possède également un adjoint à gauche

(2.83) Rig∗ : PreShv(Sm/B,Λ) −→ PreShv(SmRig/B,Λ)

qui envoie X ⊗ Λ, pour X un B-schéma lisse, sur Xan ⊗ Λ.

Lemme 2.5.20. — Notons inc : AfndCor(B) ↪→ RigCor(B) l’inclusion évidente
et inc∗ le foncteur de composition à gauche par inc. Alors, le foncteur composé

inc∗ ◦ Rig∗ : PreStr(Sm/B,Λ) −→ PreStr(SmAfnd/B,Λ)

est exact.

Démonstration. — Pour X un B-affinöıde lisse, on note L (X) la catégorie des couples
(M,p) où M est un B-schéma affine, de type fini et lisse, et p : X → Man est un
morphisme de B-variétés rigides. La donnée de p équivaut à celle d’un morphisme
de Γ(B,O)-algèbres Γ(M,O) → Γ(X,O). Puisque Γ(X,O) est une Γ(B,O)-algèbre
régulière, le théorème de Popescu [34, 35] affirme que la catégorie L (X) est cofiltrante
et que Γ(X,O) = Colim(M,p)∈L (X) Γ(M,O). On divise la preuve du lemme en trois
étapes.

Étape 1 : Soit F un préfaisceau avec transferts sur Sm/B. On pose

(2.84) θ(F )(X) = Colim
(M,p)∈L (X)

F (M).

Le but de cette étape est de montrer que θ(F ) est naturellement un préfaisceau avec
transferts sur SmAfnd/B.

Supposons donnés une correspondance finie α ∈ CorB(Y,X) entre B-affinöıdes
lisses et un élément a ∈ θ(F )(X). Nous allons définir un élément α∗(a) ∈ θ(F )(Y ).
On suppose que l’élément a est égal à la classe de a0 ∈ F (M0) pour un certain
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(M0, p0) ∈ L (X). En considérant p0 ◦ α comme une B-correspondance algébrique
de Spec(Γ(Y,O)) dans M0 (grâce à la proposition 1.1.21) et en utilisant le fait que
Γ(Y,O) = Colim(N,q)∈L (Y ) Γ(N,O), on voit qu’il existe (N0, q0) ∈ L (Y ) et une
correspondance finie α0 ∈ CorB(N0,M0) faisant commuter le carré

Y
α

!!

q0
""

X

p0
""

Nan
0

αan
0

!! Man
0 .

On vérifie immédiatement que la classe de α∗
0(a0) ∈ F (N0) dans θ(F )(Y ) est indé-

pendante des choix de a0 et α0 ; c’est l’élément α∗(a) recherché. Cette action des
correspondances finies est compatible à la composition et fait de θ(F ) un préfaisceau
avec transferts sur SmAfnd/B.

Étape 2 : Étant donné un préfaisceau avec transferts F sur Sm/B, nous construisons
dans cette étape un morphisme

r : θ(F ) −→ inc∗ ◦ Rig∗(F )

de préfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/B.
Soit X un B-affinöıde lisse et soit a ∈ θ(F )(X) un élément représenté par a0 ∈

F (M0) pour un certain (M0, p0) ∈ L (X). La section a0 ∈ F (M0) détermine une
section aan0 ∈ Rig∗(F )(Man

0 ). (Modulo l’identification

Rig∗(F )(Man
0 ) = Rig∗Rig

∗(F )(M0),

aan0 est l’image de a0 par le morphisme d’unité F → Rig∗Rig
∗(F ).) On pose alors

rX(a) = p∗0(a
an
0 ) ∈ Rig∗(F )(X) ; il est immédiat que rX(a) ne dépend pas du choix

de a0. On obtient ainsi un morphisme de Λ-modules

rX : θ(F )(X) −→ Rig∗(F )(X).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que les morphismes rX , pour X ∈
Ob(SmAfnd/B), sont compatibles à l’action des correspondances finies, i.e.,
qu’ils déterminent un morphisme de préfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/B.
Ce morphisme est alors naturel en F (i.e., fournit une transformation naturelle
r : θ → inc∗ ◦ Rig∗).
Étape 3 : Dans cette étape nous montrons que le morphisme r construit dans l’étape
précédente est inversible. Ceci terminera la preuve du lemme. En effet, θ est un fonc-
teur exact car les catégories L (X) sont cofiltrantes.

Comme θ et inc∗ ◦ Rig∗ commutent aux colimites, il suffit de montrer que r est
inversible pour F = Λtr(Q), avec Q un B-schéma lisse. Or, pour X un B-affinöıde
lisse, le morphisme r : θ(Λtr(Q))(X)→ Λtr(Qan)(X) s’identifie à la composition de

Colim
(M,p)∈L (X)

CorB(M,Q)⊗ Λ ≃ CorB
(
Spec(Γ(X,O)), Q

)
⊗ Λ −→ CorB(X,Qan)⊗ Λ

qui est bijective par la proposition 1.1.21. Ceci termine la preuve du lemme. c.q.f.d.
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Remarque 2.5.21. — La variante du lemme précédent pour les préfaisceaux sans
transferts est également vraie et se démontre de la même manière en identifiant le
foncteur composé inc∗ ◦ Rig∗ avec le foncteur θ défini par la formule (2.84). Les
identifications θ ≃ inc∗ ◦ Rig∗ montrent d’ailleurs que le carré

PreStr(Sm/B,Λ)
otr

!!

inc∗ ◦ Rig∗
""

PreShv(Sm/B,Λ)

inc∗ ◦ Rig∗
""

PreStr(SmAfnd/B,Λ)
otr

!! PreShv(SmAfnd/B,Λ)

commute à un isomorphisme canonique près.

Supposons maintenant que G est un faisceau Nisnevich avec transferts sur
SmRig/B. En utilisant le théorème 1.2.39, on voit que Rig∗G est aussi un faisceau
Nisnevich. On a donc un foncteur

Rig∗ : StrNis(SmRig/B,Λ) −→ StrNis(Sm/B,Λ).

Ce foncteur possède un adjoint à gauche qui à un faisceau Nisnevich avec transferts F
associe le faisceau Nisnevich avec transferts atrNis(Rig

∗(F )). On note encore Rig∗ cet
adjoint (sauf si le contexte ne s’y prête pas). Bien entendu, on dispose également des
variantes sans transferts de ces foncteurs.

Corollaire 2.5.22. — Le foncteur

Rig∗ : StrNis(Sm/B,Λ) −→ StrNis(SmRig/B,Λ)

est exact.

Démonstration. — Comme Rig∗ est un adjoint à gauche, il commute aux colimites. Il
reste à montrer que Rig∗ commute aux limites finies. Modulo l’équivalence de caté-
gories StrNis(SmAfnd/B,Λ) ≃ StrNis(SmRig/B,Λ), le foncteur Rig∗ de l’énoncé est
donné par la composition de

StrNis(Sm/B,Λ) −→ PreStr(Sm/B,Λ)
inc∗ ◦ Rig∗

!! PreStr(SmAfnd/B,Λ)

atrNis
!! StrNis(SmAfnd/B,Λ).

Le premier foncteur commute aux limites puisqu’il est adjoint à droite du fonc-
teur atrNis. Le troisième foncteur est exact puisqu’il en est ainsi du foncteur « faisceau
Nisnevich associé ». Enfin, le foncteur inc∗ ◦Rig∗ est exact par le lemme 2.5.20. D’où
le résultat. c.q.f.d.

Les mêmes considérations permettent de démontrer le résultat suivant qui toutefois
ne servira pas dans la suite et dont la preuve est laissée au lecteur.

Lemme 2.5.23. — Le couple de foncteurs adjoints

(Rig∗,Rig∗) : ShvNis(Sm/B) −→ ShvNis(SmRig/B)
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est un morphisme de topos (i.e., le foncteur Rig∗ est exact).

On continue avec le résultat suivant.

Théorème 2.5.24. — On suppose que B est un k-affinöıde lisse. Le foncteur

(2.85) Rig∗ : Cpl
(
PreStr(Sm/B,Λ)

)
−→ Cpl

(
PreStr(SmRig/B,Λ)

)

est de Quillen à gauche lorsque les catégories ci-dessus sont munies des structures de
modèles suivantes :

1) les structures projectives sur la source et le but,

2) les structures projectives Nis-locales sur la source et le but,

3) la structure projective A1-locale sur la source et la structure projective B1-locale
sur le but.

Dans les cas 2) et 3) ci-dessus on a même mieux : le foncteur Rig∗ préserve les
équivalences Nis-locales et envoie une équivalence A1-locale sur une équivalence B1-
locale. De plus, les variantes sans transferts de ces propriétés sont également vraies.

Démonstration. — Le foncteur Rig∗ est un foncteur de Quillen relativement aux
structures projectives non localisées. En effet, Rig∗ préserve clairement les quasi-
isomorphismes et les surjections entre complexes de préfaisceaux avec transferts.

Pour montrer que Rig∗ est de Quillen à gauche relativement aux structures projec-
tives Nis-locales, il suffit de montrer que le foncteur dérivé à gauche LRig∗ préserve les
équivalences Nis-locales. On montrera mieux : le foncteur (non dérivé) Rig∗ préserve
les équivalences Nis-locales. En effet, soit f : A → B une équivalence Nis-locale de
complexes de préfaisceaux avec transferts sur Sm/B. Pour montrer que Rig∗(f) est
une équivalence Nis-locale, il suffit de vérifier que le morphisme aNis(Rig

∗(f)), qu’on
peut aussi identifier avec l’image de aNis(f) par le foncteur

Rig∗ : Cpl
(
StrNis(Sm/B,Λ)

)
−→ Cpl

(
StrNis(SmRig/B,Λ)

)
,

est un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts. Ceci
découle du corollaire 2.5.22 et du fait que aNis(f) est un quasi-isomorphisme de com-
plexes de faisceaux Nisnevich.

On considère maintenant le cas des structures de modèles A1-locale et B1-locale. Il
reste à vérifier que Rig∗ est de Quillen à gauche relativement à ces structures. En effet,
joint au fait que Rig∗ préserve les équivalences Nis-locales, ceci suffit pour déduire que
Rig∗ transforme une équivalence A1-locale en une équivalence B1-locale. Pour montrer
que Rig∗ est de Quillen à gauche, il suffit de montrer que le foncteur LRig∗ envoie le
morphisme o : Λtr(X)→ Λtr(A1

X) sur une équivalence B1-locale, pour tout B-schéma
lisse X. Les objets Λtr(X) et Λtr(A1

X) étant projectivement cofibrants, il s’agit donc
de montrer que o : Λtr(Xan) → Λtr((A1

X)an) est une équivalence B1-locale. Ceci est
un exercice facile qu’on laisse au lecteur. c.q.f.d.
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D’après le théorème 2.5.24, on dispose d’un couple de foncteurs adjoints

(Rig∗,Rig∗) : DMeff(B,Λ) −→ RigDMeff(B,Λ).

On continue dans la même veine avec la proposition suivante qui découle immédiate-
ment du corollaire 2.5.22.

Proposition 2.5.25. — On suppose que B est un k-affinöıde lisse. Le foncteur

(2.86) Rig∗ : Cpl
(
StrNis(Sm/B,Λ)

)
−→ Cpl

(
StrNis(SmRig/B,Λ)

)

est de Quillen à gauche lorsque les catégories ci-dessus sont munies des structures de
modèles suivantes :

1) les structures injectives sur la source et le but,

2) la structure injective A1-locale sur la source et la structure injective B1-locale
sur le but.

De plus, les variantes sans transferts de ces propriétés sont également vraies.

La catégorie PreStr(V ,Λ) est une catégorie monöıdale symétrique, unitaire et
fermée. Son produit tensoriel est un produit tensoriel de Day. Nous le désignons par
« ⊗tr », ou simplement par « ⊗ » lorsqu’il n’y a pas de confusion possible. Il commute
aux colimites quelconques (en les deux variables). De plus, il existe un isomorphisme

Λtr(X)⊗tr Λtr(Y ) ≃ Λtr(X ×̂B Y )

binaturel en X et Y dans Cor(V )⊗Λ. L’objet unité est donné par le préfaisceau avec
transferts Λtr(B). Notons le lemme suivant.

Lemme 2.5.26. — La catégorie Cpl(PreStr(V ,Λ)) munie de la structure de mo-
dèles (WB1 ,Cofproj,Fibproj-B1) est une catégorie de modèles monöıdale (voir par
exemple [3, Définition 4.1.57]).

On note T qc (ou T qc
B s’il y a besoin) un remplacement projectivement cofibrant

dans Cpl(PreStr(V ,Λ)) du préfaisceau avec transferts

(2.87) Coker
(
s1 : Λtr(B)→ Λtr(∂B1

B)
)

(avec s1 la section unité). Lorsque la B-variété rigide B est dans V , le préfaisceau avec
transferts (2.87) est déjà projectivement cofibrant car il est isomorphe à un facteur
direct de Λtr(∂B1

B). De même, on note T an (ou T an
B s’il y a besoin) un remplacement

projectivement cofibrant dans Cpl(PreStr(V ,Λ)) du préfaisceau avec transferts

(2.88) Coker
(
s1 : Λtr(B)→ Λtr((A1

B)
an − oB)

)

(avec s1 la section unité). Lorsque les B-variétés rigides B et (A1
B)

an−oB sont dans V ,
le préfaisceau avec transferts (2.88) est déjà projectivement cofibrant puisqu’il est
isomorphe à un facteur direct de Λtr((A1

B)
an − oB). On fixe également un morphisme

T qc → T an qui relève le morphisme évident de (2.87) dans (2.88). Bien entendu, le
morphisme T qc → T an est inversible dans HoB1(Cpl(PreStr(V ,Λ))). (Ceci découle
par exemple de la proposition 1.3.4.)
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Dans la suite, on prendra T ∈ {T qc, T an}. On fera attention que le « T » ainsi
défini diffère par une désuspension de la variante avec transferts du « T » donné par
la formule (1.63) et utilisé dans le paragraphe 1.3.3. Bien entendu, cette différence est
accessoire et sans conséquence sur la construction des catégories de motifs stables.

Définition 2.5.27. — On note MT (V ,Λ) la catégorie

SpectΣT
(
Cpl(PreStr

(
V ,Λ)

))

des T -spectres symétriques de complexes de préfaisceaux avec transferts. On munit
MT (V ,Λ) de la structure de modèles projective stable

(WB1−st,Cofproj,Fibproj−B1−st)

déduite de la structure projective B1-locale sur Cpl(PreStr(V ,Λ)). On note

RigDM(B,Λ) = HoB1−st

(
MT an(SmRig/B,Λ)

)
= MT an(SmRig/B,Λ)

[
(WB1−st)

−1
]

où l’on prend pour T an le préfaisceau avec transferts (2.88) (ce qui est possible car ce
dernier est projectivement cofibrant lorsque V = SmRig/B).

La catégorie de modèlesMT (V ,Λ) est encore monöıdale symétrique, unitaire et fer-
mée par [3, Théorème 4.3.76]. Il s’ensuit que RigDM(B,Λ) est une catégorie triangu-
lée monöıdale symétrique, unitaire et fermée. On dispose d’un foncteur de suspension
infinie

Sus0T : Cpl(PreStr(V ,Λ)) −→MT (V ,Λ)

qui à un complexe de préfaisceaux avec transferts K associe le T -spectre symétrique
((T⊗trn)⊗tr K)n∈N. Ce foncteur est de Quillen à gauche relativement aux structures
projectives. Il est également monöıdal symétrique et unitaire. On a donc un foncteur
triangulé monöıdal symétrique et unitaire

Sus0T : RigDMeff(B,Λ) −→ RigDM(B,Λ).

De plus, Sus0T (T ) est un objet inversible dans RigDM(B,Λ) (comme il découle de
[3, Théorème 4.3.38]).

Définition 2.5.28. — Le motif d’une B-variété rigide lisse X est le T -spectre sy-
métrique Sus0T (Λtr(X)) considéré comme un objet de RigDM(B,Λ). On le notera
M(X).

Supposons que la k-variété rigide lisse B est quasi-compacte. Le foncteur
homRigDMeff (B,Λ)(T,−) commute alors au colimites filtrantes dans

Cpl
(
PreStr(SmRig/B,Λ)

)
.

(En effet, T est isomorphe à un facteur direct de Meff(∂B1
B) qui est un objet compact

de RigDMeff(B,Λ).) Par ailleurs, la permutation (123) ∈ Σ3 opère par l’identité
sur T⊗tr3 considéré dans RigDMeff(B,Λ). Ceci découle de la propriété analogue en
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géométrie algébrique et du fait que Rig∗ est un foncteur de Quillen à gauche. Par [3,
Théorème 4.3.79], le foncteur

(−⊗1 Σ) : SpectT
(
Cpl

(
PreStr(SmRig/B,Λ)

))

−→ SpectΣT
(
Cpl

(
PreStr(SmRig/B,Λ)

))

est une équivalence de Quillen à gauche relativement aux structures projectives B1-
locales stables. On peut alors appliquer [3, Théorème 4.3.61] pour obtenir le résultat
suivant.

Proposition 2.5.29. — Supposons que la k-variété rigide lisse B est quasi-compacte.
Soient M et N deux objets de RigDMeff(B,Λ), et supposons que M est un objet
compact. Alors, le morphisme évident

Colim
n∈N

homRigDMeff (B,Λ)(T
⊗n ⊗M,T⊗n ⊗N)

−→ homRigDM(B,Λ)

(
Sus0T (M), Sus0T (N)

)

est inversible.

Grâce à [3, Proposition 4.3.57], on dispose des versions stables des foncteurs de
Quillen à gauche de la proposition 2.5.19 et du théorème 2.5.24. On laissera au lecteur
le soin de lister ces adjonctions de Quillen. En raison de son importance, on note tout
de même le résultat suivant.

Lemme 2.5.30. — Le foncteur Rig∗ : MT (Sm/B,Λ) → MT (SmRig/B,Λ) est de
Quillen à gauche lorsqu’on munit la source de sa structure de modèles projective A1-
locale stable et le but de sa structure de modèles projective B1-locale stable. En parti-
culier, on dispose d’un foncteur triangulé monöıdal symétrique et unitaire

Rig∗ : DM(B,Λ) −→ RigDMNis(B,Λ)

qui envoie le motif d’un B-schéma lisse X sur le motif de la B-variété rigide Xan.

2.5.2. Engendrement par les motifs rigides de variétés algébriques et t-
structure homotopique. — Soit k un corps valué complet dont la valuation est
supposée non triviale. On fixe π ∈ k∨ − {0}. Dans ce paragraphe et le suivant, on
utilisera les résultats de la section 2.4 (et notamment le théorème 2.4.9) pour étudier
les catégories RigDMeff(k,Λ) et RigDM(k,Λ). Plus précisément, on montrera dans
ce paragraphe l’existence d’une t-structure homotopique sur RigDMeff(k,Λ) dont le
cœur est la catégorie OHStrNis(k,Λ) des faisceaux Nisnevich avec transferts, surcon-
vergents et invariants par homotopie (voir la définition 2.4.10). Dans le paragraphe
suivant, on montrera que le foncteur de suspension infinie

Sus0T : RigDMeff(k,Λ) −→ RigDM(k,Λ)

est pleinement fidèle ; c’est la propriété de simplification (alias « cancellation theo-
rem ») bien connue dans la théorie de Voevodsky. Ces applications sont rendues pos-
sibles grâce à un résultat d’engendrement (voir le théorème 2.5.35 ci-dessous) qui
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affirme que les motifs rigides des variétés algébriques forment un système de généra-
teurs compacts de la catégorie RigDMeff(k,Λ).

On renvoie le lecteur à la définition 2.2.50 pour la construction du foncteur
SingB1

(−). On note d’abord le lemme simple suivant.

Lemme 2.5.31. — Soit B une k-variété rigide lisse et soit K un complexe de
préfaisceaux avec transferts sur SmRig/B. Alors, le morphisme évident

K −→ SingB1

(K)

est une équivalence B1-locale.

Démonstration. — L’argument est standard, mais nous l’incluons pour la commodité
du lecteur. Nous utiliserons librement le fait que les colimites filtrantes préservent les
équivalences B1-locales(17). Le complexe K s’écrit canoniquement comme une colimite
filtrante de complexes bornés

K = Colim
n∈N

σ≤n

(
τ≥−n(K)

)
,

avec σ≤n la troncation bête et τ≥−n la troncation canonique. Il suffit donc de traiter
le cas où K est borné. Une récurrence facile, utilisant la propriété « 2 de 3 » dans
les triangles distingués, nous ramène au cas où K = F [0] est un préfaisceau avec
transferts placé en degré zéro.

Le complexe F [0] est quasi-isomorphe au complexe simple F associé à l’objet sim-
plicial constant n ∈ ∆ ! F . Rappelons que Fn = F , pour n ∈ N, et la différentielle
Fn+1 → Fn est le morphisme nul si n est pair et le morphisme identité si n est impair.

Il suffit de montrer que le morphisme canonique F → SingB1

(F ) est une équivalence
B1-locale. Par la stabilité des équivalences B1-locales par les colimites filtrantes, il est
suffisant de montrer que les morphismes σ≤n(F)→ σ≤n(SingB1

(F )) sont des équiva-
lences B1-locales pour tout n ∈ N. Une récurrence sur n, utilisant la propriété « 2
de 3 » dans les triangles distingués, nous ramène en fin de compte à montrer que

F −→ hom(∆n
rig,B , F ) ≃ hom(Bn

B , F )

est une équivalence B1-locale pour tout n ∈ N. Plus précisément, on montrera que p∗ :
F → hom(Bn

B , F ) admet un inverse à B1-homotopie près. Considérons le morphisme

(17) Ceci est un exercice de catégories de modèles. En effet, étant donnée une petite catégorie I, on

dispose d’un foncteur de Quillen à gauche

Colim
I

: HOM(I,Cpl(PreShv(SmRig/B,Λ))) −→ Cpl(PreShv(SmRig/B,Λ))

relativement aux structures projectives B1-locales. En particulier, ColimI préserve les cofibrations

projectives B1-triviales (i.e., qui sont aussi des équivalences B1-locales). Or, toute équivalence B1-

locale se factorise comme une cofibration projective B1-triviale suivie par un quasi-isomorphisme. Par

ailleurs, ColimI préserve les quasi-isomorphismes lorsque I est filtrante. Ceci permet de conclure.
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o∗ : hom(Bn
B , F ) → F induit par la section nulle de Bn

B . Il est clair que o∗ ◦ p∗ = id.
On a par ailleurs une B1-homotopie entre p∗ ◦ o∗ et l’identité. C’est le morphisme

Λtr(B1
B)⊗tr hom(Bn

B , F ) −→ hom(Bn
B , F )

déduit par adjonction du morphisme

m∗ : hom(Bn
B , F ) −→ hom(B1

B ×̂B Bn
B , F ),

induit par l’action par homothétie de B1
B sur Bn

B . Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Voici l’énoncé sur lequel reposeront les résultats clés de ce paragraphe et du suivant.

Théorème 2.5.32. — Supposons que k est d’égale caractéristique nulle ou que Λ
est une Q-algèbre. Soit B un k-affinöıde lisse et soit K un complexe de préfaisceaux
avec transferts sur Sm/B.

1) Le morphisme Rig∗(K) → SingB1

(Rig∗(K)) est une équivalence B1-locale et le

complexe de préfaisceaux avec transferts SingB1

(Rig∗(K)), considéré comme un objet
de la catégorie

HoNis

(
Cpl

(
PreStr(SmRig/B,Λ)

))
≃ D

(
StrNis(SmRig/B,Λ)

)
,

est B1-local (au sens des localisations de Bousfield ; voir [3, Définition 4.2.63]). Au-

trement dit, un remplacement projectivement Nis-fibrant de SingB1

(Rig∗(K)) fournit
un remplacement projectivement B1-fibrant de Rig∗(K).

2) Soient U1, . . . , Ur ⊂ (A1
k)

an des ouverts quasi-compacts (et donc nécessairement
affinöıdes) et posons U = U1 ×̂k · · · ×̂k Ur. Alors, le morphisme

hom
(
U ×̂k B, SingB1(

Rig∗(K)
))
−→ hom

(
U ×̂k B,

(
SingB1(

Rig∗(K)
)
Nis-fib

)
,

où (SingB1

(Rig∗(K)))Nis-fib est un remplacement projectivement Nis-fibrant de

SingB1

(Rig∗(K)), est une équivalence Nis-locale de complexes de préfaisceaux avec
transferts.

Démonstration. — L’assertion que Rig∗(K) → SingB1

(Rig∗(K)) est une équivalence
B1-locale est mise pour mémoire (voir le lemme 2.5.31). On divise la preuve du théo-
rème en trois parties. Les deux premières traitent le cas particulier où K est un
préfaisceau avec transferts représentable par un B-schéma lisse. Dans la troisième
partie, on explique comment obtenir le cas général de ce cas particulier.

Partie A : Ici, on établit la première partie de l’énoncé pour K = Λtr(X)[0], avec X
un B-schéma lisse. Il s’agit dans ce cas de montrer que le complexe de préfaisceaux
avec transferts L = SingB1

(Λtr(Xan)) est B1-local en tant qu’objet de la catégorie
homotopique de la structure de modèles Nis-locale. Puisque nos catégories homoto-
piques sont triangulées, la condition dans [3, Définition 4.2.63] est équivalente, dans
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le cas qui nous intéresse, à la condition que le morphisme

homHoNis(Cpl(PreShv(SmRig/B,Λ)))(Λtr(V ), L[i])

−→ homHoNis(Cpl(PreShv(SmRig/B,Λ)))(Λtr(B1
V ), L[i])

est inversible pour tout B-affinöıde lisse V et tout entier relatif i ∈ Z. D’après le
corollaire 2.5.14, ceci revient à demander que les morphismes

Hi
Nis(V, L) −→ Hi

Nis(B1
V , L)

sont inversibles.
Fixons un k-affinöıde lisse V . Le petit site (Et/V,Nis) est de dimension cohomolo-

gique bornée (voir le corollaire 1.2.21). Ainsi, pour i ∈ Z fixé, le morphisme

Hi
Nis(V, L) −→ Hi

Nis(V, τ≤nL)

est inversible pour n suffisamment grand. (Ceci découle par exemple de [3, Proposition
4.5.58] appliquée à τ≥n+1L.) Il en est de même pour B1

V à la place de V . Il suffit donc
de montrer que les morphismes

Hi
Nis(V, τ≤nL) −→ Hi

Nis(B1
V , τ≤nL)

sont des isomorphismes pour tous les entiers i ∈ Z et n ∈ N. Par une récurrence facile
sur l’entier n ∈ N, on se ramène à montrer que les morphismes

Hi
Nis(V, F ) −→ Hi

Nis(B1
V , F )

sont inversibles pour le préfaisceau avec transferts F = Hn(L) = Hn(SingB1

(Λ(Xan))).
Le résultat découle alors des théorèmes 2.4.9 et 2.4.13.

Partie B : Ici, on établit la deuxième partie de l’énoncé pour K = Λtr(X)[0], avec X

un B-schéma lisse. Comme dans la partie A, on pose L = SingB1

(Λtr(Xan)). On doit
montrer que le morphisme

(2.89) hom(U ×̂k B,L) −→ hom(U ×̂k B,LNis-fib)

est une équivalence Nis-locale (avec LNis-fib un remplacement projectivement Nis-
fibrant de L). Bien entendu, il suffit de montrer que les restrictions de (2.89) aux
petits sites Et/V , avec V un B-affinöıde lisse, sont des équivalences Nis-locales.

Fixons donc un B-affinöıde lisse V et notons p : W = U ×̂k V → V la projection
sur le second facteur. La restriction de (2.89) à Et/V s’identifie au morphisme

(2.90) p∗L|Et/W −→ Rp∗L|Et/W

où Rp∗ est le foncteur dérivé de p∗ relativement aux structures projectives Nis-locales.
On doit montrer que (2.90) est une équivalence Nis-locale.

Le petit site (Et/W,Nis) est de dimension cohomologique bornée (voir le corol-
laire 1.2.21). Ainsi, pour i ∈ Z fixé, le morphisme

Hi(Rp∗L|Et/W ) −→ Hi(Rp∗(τ≤nL)|Et/W )
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est inversible pour n suffisamment grand. (Ceci découle par exemple de [3, Proposi-
tion 4.5.58] appliquée à τ≥n+1L.) La même propriété étant trivialement vraie pour le
morphisme

Hi(p∗L|Et/W ) −→ Hi(p∗(τ≤nL)|Et/W ),

il est donc suffisant de montrer que les morphismes

p∗(τ≤nL)|Et/W −→ Rp∗(τ≤nL)|Et/W

sont des équivalences Nis-locales pour tous les entiers n ∈ N. Par une récurrence facile,
on se ramène à montrer que

(2.91) p∗F|Et/W −→ Rp∗F|Et/W

est une équivalence Nis-locale pour le préfaisceau avec transferts F = Hn(L) =

Hn(SingB1

(Λ(Xan))).
Vu les théorèmes 2.4.9 et 2.4.13, il sera plus général de montrer que (2.91) est

une équivalence Nis-locale pour tout préfaisceau avec transferts F supposé faiblement
surconvergent et invariant par homotopie. D’après la proposition 2.1.35, la cohomo-
logie pour la topologie des recouvrements admissibles et celle pour la topologie de
Nisnevich cöıncident pour un préfaisceau faiblement surconvergent. Il suffit donc de
montrer que

(2.92) p∗F|Ouv(W ) −→ Rp∗F|Ouv(W )

est une équivalence ad-locale où Rp∗ désigne à présent le foncteur dérivé de p∗ relative-
ment aux structures projectives ad-locales. La proposition 2.4.12 permet maintenant
de conclure.

Partie C : Notons T la sous-catégorie pleine de D(PreStr(Sm/B,Λ)) dont les objets
sont les complexes de préfaisceaux avec transferts K qui satisfont la conclusion du
théorème, i.e., qui vérifient les deux conditions suivantes :

– SingB1

Rig∗(K) est B1-local dans HoNis(Cpl(PreStr(SmRig/B,Λ))) ;

– hom(U ×̂k B, SingB1

Rig∗(K)) → hom(U ×̂k B, (SingB1

Rig∗(K))Nis-fib) est une
équivalence Nis-locale.

Montrons d’abord que T est une sous-catégorie triangulée. Pour cela, notons inc :
SmAfnd/B ↪→ SmRig/B l’inclusion évidente et remarquons que les deux conditions
ci-dessus sont équivalentes à leurs variantes obtenues en remplaçant « Rig∗ » par
« inc∗ ◦ Rig∗ » (et « SmRig/B » par « SmAfnd/B »). Le résultat recherché est alors
une conséquence du lemme 2.5.20 qui affirme que le foncteur inc∗ ◦ Rig∗ est exact.

La sous-catégorie T est aussi stable par sommes infinies. En effet, les foncteurs
SingB1

et hom(U ×̂k B,−) commutent aux sommes infinies. Or, la classe des objets B1-
locaux dansHoNis(Cpl(PreStr(SmRig/B,Λ))) est stable par sommes infinies d’après
le lemme 2.5.17 ; la première des conditions ci-dessus est donc stable par sommes infi-
nies. De même, le théorème 2.5.12 entrâıne que le foncteur « remplacement projecti-
vement Nis-fibrant » commute aux sommes infinies (à quasi-isomorphisme près) après
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restriction à SmRigqc/B. Ceci suffit pour montrer que la deuxième des conditions
ci-dessus est stable par sommes infinies.

Par les parties A et B de la preuve, on sait que Λtr(X) ∈ Ob(T) pour tout B-
schéma lisse X. La catégorie triangulée avec sommes infinies D(PreStr(Sm/B,Λ))
étant compactement engendrée par les Λtr(X), pour X ∈ Ob(Sm/B), on déduit de ce
qui précède que T = D(PreStr(Sm/B,Λ)). Le théorème est démontré. c.q.f.d.

On note la conséquence suivante du théorème 2.5.32.

Corollaire 2.5.33. — Soit X un k-schéma lisse et soient U1, . . . , Ur des ouverts
quasi-compacts de (A1

k)
an. On pose U = U1 ×̂k · · · ×̂k Ur. Pour i ∈ N, le Λ-module

(2.93) homRigDMeff (k,Λ)(M
eff(U)[i],Meff(Xan))

est canoniquement isomorphe à Hi(Cor(U,Xan)⊗ Λ).

Démonstration. — En effet, d’après la première partie du théorème 2.5.32, le Λ-module
(2.93) est canoniquement isomorphe à

HiΓ
(
U,

(
SingB1

(Λtr(X
an))

)
Nis-fib

)
= HiΓ

(
k, hom

(
U, (SingB1

(Λtr(X
an)))Nis-fib

))
.

Or, d’après la seconde partie du théorème 2.5.32 et puisque tout recouvrement Nis-
nevich de Spm(k) est scindé, le second membre de l’égalité ci-dessus est isomorphe à

HiΓ
(
k, hom

(
U, SingB1

(Λtr(X
an))

))
= HiΓ

(
U, SingB1(

Λtr(X
an)

))

= Hi

(
Cor(U,Xan)⊗ Λ

)
.

Le corollaire est démontré. c.q.f.d.

Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Rappelons qu’on dit que X admet
bonne réduction si X possède un modèle formel lisse sur k◦. On dit que X admet
potentiellement bonne réduction s’il existe une extension finie séparable l/k telle que
X ⊗̂k l admet bonne réduction en tant que l-variété rigide. On a le théorème suivant.

Théorème 2.5.34. — On suppose que Λ est une Q-algèbre. La catégorie
HoNis(Cpl(PreStr(SmRig/k,Λ))) (et donc aussi RigDMeff(k,Λ)) est compac-
tement engendrée (en tant que catégorie triangulée avec sommes infinies) par les
objets Λtr(X) tels que X est une k-variété rigide quasi-compacte admettant potentiel-
lement bonne réduction.

Démonstration. — La catégorie triangulée avec sommes infinies

HoNis

(
Cpl

(
PreStr(SmRig/k,Λ)

))

est compactement engendrée par les Λtr(U) tels que U est une k-variété rigide quasi-
compacte et lisse. Il s’agit de montrer qu’on peut se restreindre aux k-variétés rigides
quasi-compactes admettant potentiellement bonne réduction. On note provisoirement
T(k) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée par les Λtr(X) tels
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que X est une k-variété rigide quasi-compacte admettant potentiellement bonne ré-
duction. Notre but est de montrer que Λtr(U) ∈ Ob(T(k)) pour toute k-variété rigide
quasi-compacte et lisse U . On divise la preuve de cela en plusieurs étapes.

Étape 1 : On suppose dans cette étape que k est de caractéristique p > 0. Soit k′/k
une extension finie purement inséparable. Par la proposition 2.2.22, le foncteur

−⊗̂k k
′ : AfndCor(k)⊗ Λ −→ AfndCor(k′)⊗ Λ

est une équivalence de catégories. On en déduit une équivalence de catégories trian-
gulées

(
(k′/k)∗, (k′/k)∗

)
: HoNis

(
Cpl

(
PreStr(SmRig/k,Λ)

))

∼
!! HoNis

(
Cpl

(
PreStr(SmRig/k′,Λ)

))
.

Nous allons vérifier que l’équivalence ci-dessus se restreint en une équivalence de
catégories T(k) ≃ T(k′). Seule l’essentielle surjectivité demande une preuve.

Soit X ′ une k′-variété rigide quasi-compacte admettant potentiellement bonne ré-
duction et montrons que Λtr(X ′) est dans l’image de T(k) par (k′/k)∗. (Clairement,
ceci suffit pour conclure.) Par hypothèse, il existe une extension finie séparable l′/k′

telle que Y ′ = X ′ ⊗̂k′ l′ admet bonne réduction en tant que l′-variété rigide. Considé-
rons pourtant Y ′ comme une k′-variété rigide et notons t la transposée du morphisme
évident s : Y ′ → X ′. Alors, on a s ◦ t = [l′ : k′] · idX′ , ce qui montre que Λtr(X ′) est
un facteur direct de Λtr(Y ′). Il suffit donc de montrer que Λtr(Y ′) est dans l’image
de T(k) par le foncteur (k′/k)∗.

Soit l/k la plus grande sous-extension séparable de l′/k. Alors, l’extension l′/l est
totalement inséparable et l′ ≃ l ⊗k k′. Soit q une puissance de p telle que aq ∈ l
pour tout a ∈ l′. Il s’ensuit que aq ∈ l◦ pour tout a ∈ l′◦. Le q-ième morphisme de
Frobenius absolu de Spf(l′◦) admet donc une factorisation

Spf(l′◦) !!

Frobq

""

Spf(l◦)
e

!! Spf(l′◦).

Soit Y′ un modèle formel de Y ′ lisse sur l′◦. On pose Y = Y′ ×̂Spf(l′◦), e Spf(l
◦). C’est

un l◦-schéma formel lisse. Clairement, le l-affinöıde Y = Yη admet bonne réduction. Il
s’ensuit que Y , considéré comme k-affinöıde, admet potentiellement bonne réduction.
On a donc Λtr(Y ) ∈ Ob(T(k)). Par ailleurs, on dispose d’un morphisme

f : Y′ −→ Y ⊗̂l◦ l
′◦ = Y ⊗̂k◦ k′◦

qui est en fait, à identification canonique près, le q-ième morphisme de Frobenius relatif
du l′◦-schéma formel Y′. Ainsi, le morphisme fη : Y ′ → Y ⊗̂k k′ est fini, surjectif et
radiciel. Il induit donc un isomorphisme

Λtr(Y
′)
∼
!! Λtr(Y ⊗̂k k

′) = (k′/k)∗Λtr(Y ).
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Ceci permet de conclure.

Étape 2 : On fixe une k-variété rigide quasi-compacte et lisse U . Notre but est de
prouver que Λtr(U) ∈ Ob(T(k)). On raisonne par induction sur la dimension de U .
Lorsque cette dimension est nulle, il n’y a rien à montrer puisque toute variété rigide
étale sur k admet potentiellement bonne réduction.

Dans cette étape, on démontre un résultat auxiliaire. C’est le suivant : soit V ⊂ U
une sous-variété fermée de U de codimension partout non nulle. Alors, sous l’hypothèse
de récurrence, le préfaisceau avec transferts

Λtr(U/U − V ) = Λtr(U)/Λtr(U − V )

appartient à Ob(T(k)).
Pour démontrer ce résultat auxiliaire, on raisonne par récurrence sur la dimension

de V . Le résultat étant trivialement vrai lorsque V vide, on supposera que V ̸= ∅.
On peut aussi supposer que V est réduite. D’une part, lorsque k est de caractéris-
tique nulle, le lieu singulier de V est partout de codimension non nulle. D’autre part,
lorsque k est de caractéristique p > 0, il existe une extension finie purement insépa-
rable k′/k telle que le lieu singulier de V ′ = (V ⊗̂k k′)red est partout de codimension
non nulle. Or, d’après la première étape de la preuve, il est suffisant de montrer que
Λtr(U ′/U ′ − V ′) ∈ T(k′) avec U ′ = U ⊗̂k k′. Ainsi, dans les deux cas, on peut supposer
que le lieu singulier Vsing ⊂ V est partout de codimension non nulle.

On dispose d’un triangle distingué

Λtr(U − Vsing/U − V ) −→ Λtr(U/U − V ) −→ Λtr(U/U − Vsing)

−→ Λtr(U − Vsing/U − V )[+1].

Par la récurrence sur la dimension de V , on sait que Λtr(U/U − Vsing) est dans T(k).
Il suffira donc de montrer que le préfaisceau avec transferts

F =
Λtr(U − Vsing)

Λtr((U − Vsing)− (V − Vsing))

est dans T(k). Or, on peut écrire la k-variété rigide U − Vsing comme l’union d’une
suite croissante d’ouverts quasi-compacts : U − Vsing =

⋃
n∈N Un (avec, bien entendu,

(Un)n∈N un recouvrement admissible de U). On pose

Vn = Un ∩ V et Fn = Λtr(Un/Un − Vn).

Alors, on dispose d’un morphisme canonique Colimn∈N Fn → F qui est une équiva-
lence Nis-locale. Il est donc suffisant de montrer que les Λtr(Un/Un − Vn) sont dans
Ob(T(k)). Ceci nous ramène à traiter le cas où la sous-variété V est lisse (tout en
conservant la quasi-compacité de U).

Soit (Ui)i∈I un recouvrement admissible fini de U par des ouverts quasi-compacts.
Il est facile de voir, grâce à la proposition 2.5.1, que F est dans la sous-catégorie
triangulée avec sommes infinies engendrée par les préfaisceaux avec transferts
Λtr(UJ/UJ − VJ), avec J ⊂ I fini et non vide, UJ =

⋂
i∈J Ui et VJ = V ∩ UJ . Il est

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

335

335



330 CHAPITRE 2. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES II

donc suffisant de traiter le cas des UJ et VJ . Ainsi, en choisissant un recouvrement
(Ui)i∈I suffisamment fin, on peut supposer que U est un k-affinöıde et qu’il existe un
carré cartésien

V !!

""

U
e
""

Bc
k × o !! Bc+d

k

avec e étale et o la section nulle de Bd
k. Par le lemme 2.2.60, il existe un triangle

commutatif
Bd
V

j
""

V !!

o ##

U
avec j une immersion ouverte. Le morphisme

j : Λtr(Bd
V /Bd

V − V ) −→ Λtr(U/U − V )

est alors une équivalence Nis-locale. Il suffit donc de traiter le cas de U = Bd
V .

Remarquons que Λtr(Bd
V /Bd

V − V ) ≃ Λtr(Bd
k/Bd

k − o) L⊗tr Λtr(V ). De plus, on a
Λtr(V ) ∈ Ob(T(k)) par la récurrence sur la dimension de U . Or, T(k) est stable par le
produit tensoriel dérivé − L⊗tr− car la classe des k-variétés rigides quasi-compactes
admettant potentiellement bonne réduction est stable par produit direct. Il reste donc
à vérifier que Λtr(Bd

k/Bd
k − o) est dans T(k). Comme Bd

k admet bonne réduction, il
nous reste à montrer que Λtr(Bd

k − 0) ∈ Ob(T(k)).
La k-variété rigide Bd

k − o est recouverte par les ouverts Br−1
k ×̂k (B1

k − o) ×̂k Bd−r
k

avec 1 ≤ r ≤ d. Les intersections multiples de ces ouverts sont isomorphes à des
produits de s copies de B1

k et de d− s copies de B1
k − o. On se ramène ainsi à montrer

que Λtr(B1
k − o) ∈ Ob(T(k)). Or, le morphisme évident

Λtr(B1
k/B1

k − o) −→ Λtr

(
(P1

k)
an/(P1

k)
an − o

)

est une équivalence Nis-locale. Mais Λtr((P1
k)

an) ∈ Ob(T(k)) puisque (P1
k)

an admet
bonne réduction. De même Λtr((P1

k)
an − o) ≃ Λtr((A1

k)
an) est dans T(k) puisque le

morphisme évident
Colim
λ∈|k×|

Λtr

(
B1
k(o,λ)

)
−→ Λtr

(
(A1

k)
an
)

est une équivalence Nis-locale et que B1
k(o,λ) ≃ B1

k admet bonne réduction. D’où le
résultat recherché.

Étape 3 : Rappelons une dernière fois qu’on cherche à montrer que Λtr(U) est dans
T(k), avec U une k-variété rigide quasi-compacte et lisse, et qu’on raisonne par récur-
rence sur la dimension de U .

Étant donné un recouvrement admissible (Ui)i∈I de U avec I fini et Ui des ouverts
quasi-compacts, la proposition 2.5.1 montre que Λtr(U) est dans la sous-catégorie
triangulée engendrée par les Λtr(UJ) avec ∅ ̸= J ⊂ I et UJ =

⋂
j∈J Uj . Par le

corollaire 1.1.57, on peut donc supposer qu’il existe un k◦-schéma de présentation
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2.5. LA CATÉGORIE RigDM(k) DES MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES 331

finie X tel que U est un ouvert affinöıde de [X//(π)]η. On peut même supposer que
U = [X//(π)]η. En effet, il existe un idéal de type fini I ⊂ OX contenant une
puissance de π et tel que U est la fibre générique d’un ouvert Zariski U ⊂ X ′//(π)
avec X ′ l’éclatement de I dans X. Il suffit alors de remplacer X par X ′− (X ′

σ −Uσ)
avec X ′

σ = (X ′/(π))red la fibre spéciale réduite du k◦-schéma X ′.
Puisque U est réduit, on peut supposer que X est réduit quitte à le remplacer

par Xred. Quitte à remplacer X par l’adhérence de X[1/π], on peut le supposer plat
sur k◦. (Ainsi, le k◦-schéma formel X//(π) devient un modèle essentiel de U .) On
ne restreint pas la généralité en supposant que U est connexe ; il s’ensuit que Xσ =
(X/(π))red est lui aussi connexe. De même, en remplaçant X par sa composante
connexe contenant Xσ, on peut aussi supposer que X est connexe. Puisque U est
lisse, le lieu singulier (X[1/π])sing de X[1/π] est nécessairement fermé dans X. En
effet, dans le cas contraire, on aurait U ∩ ((X[1/π])sing)an ̸= ∅ (l’intersection étant
prise dans (X[1/π])an) ce qui contredit la lissité de U . Ainsi, quitte à remplacer X
par X − (X[1/π])sing, on peut supposer que X[1/π] est lisse. Résumons la situation :
on doit montrer que Λtr(U) ∈ Ob(T) pour U = [X//(π)]η avec X un k◦-schéma plat,
de présentation finie et tel que les schémas X[1/π] et Xσ sont connexes et le k-schéma
X[1/π] est lisse.

Par [8, Lemma 9.2](18), il existe un carré commutatif de k◦-schémas plats de pré-
sentation finie

Y
e

!!

f
""

X

""

Spec(l◦) !! Spec(k◦)

avec l/k une extension finie et tel que les conditions ci-dessous sont vérifiées.

1) Le schéma Y est intègre et le l-schéma Y [1/π] est lisse.

2) Le morphisme e est projectif et dominant. De plus, il est fini au-dessus d’un
ouvert dense de X.

3) Le morphisme f admet une factorisation

(2.94) Y = Yd

fd−1
!! Yd−1 −→ · · · −→ Y1

f0
!! Y0 = Spec(l◦)

où les morphismes fr : Yr+1 → Yr sont, localement pour la topologie de Zariski
(sur Yr et Yr+1), la composition de deux morphismes de schémas affines

Spec(B)
(⋆)

!! Spec
(
A[u, v]/uv − a

)
−→ Spec(A)

avec (⋆) étale, a ∈ A, et u et v des indéterminées.

(18) Dans l’énoncé de [8, Lemma 9.2], le k◦-schéma X est supposé propre mais cette condition est

superflue. En effet, le cas général se déduit du cas propre en l’appliquant à une compactification

de X.
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Par la première étape de la preuve, il suffit de montrer que Λtr(U ⊗̂k k′) ∈ Ob(T(k′))
avec k′/k une extension finie totalement inséparable. En remplaçant X par X ⊗k◦ k′◦

et Y par (Y ⊗k◦ k′◦)red avec k′/k bien choisie, on peut supposer que l’extension l/k
ci-dessus est séparable. En particulier, [Y//(π)]η est alors une k-variété rigide quasi-
compacte et lisse.

Soit Z ⊂ X un fermé partout de codimension non nulle tel que Y − e−1(Z) est
fini au-dessus de X − Z. On pose T = e−1(Z). Par l’étape précédente, Λtr(U) =
Λtr([X//(π)]η) appartient à Ob(T(k)) si et seulement si Λtr([X//(π)]η − [Z//(π)]η)
appartient à Ob(T(k)). Or, le morphisme

e′ :
[
Y//(π)

]
η
−

[
T//(π)

]
η
−→

[
X//(π)

]
η
−
[
Z//(π)

]
η

est fini surjectif. Il s’ensuit que Λtr([X//(π)]η − [Z//(π)]η) est un facteur direct de
Λtr([Y//(π)]η − [T//(π)]η). (En effet, si te′ est la transposée de e′, on a e′ ◦ te′ =
deg(e′) · id.) Or, toujours par l’étape précédente, Λtr([Y//(π)]η − [T//(π)]η) appartient
à Ob(T(k)) si et seulement si Λtr([Y//(π)]η) appartient à Ob(T(k)).

Pour terminer la démonstration, il nous reste donc à prouver que Λtr([Y//(π)]η) ∈
Ob(T(k)). On raisonne par récurrence sur le cardinal du sous-ensemble S ⊂ [[0, d− 1]]
des entiers s tels que fs n’est pas lisse. Lorsque S est vide, Y est lisse sur l◦ et
la k-variété rigide [Y//(π)]η admet potentiellement bonne réduction ; on a donc bien
Λtr([Y//(π)]η) ∈ Ob(T(k)) dans ce cas. Dans la suite, on suppose que S est non vide.

Notons m = max(S) de sorte que Y = Yd → Ym+1 est lisse. Si (Yi)i∈I est un
recouvrement Zariski de Y , la proposition 2.5.1 montre que Λtr([Y//(π)]η) est dans
la sous-catégorie triangulée engendrée par les Λtr([YJ//(π)]η) avec ∅ ̸= J ⊂ I et
YJ =

⋂
j∈J Yj . On peut donc supposer qu’il existe un triangle commutatif

Y !!

""

Ad−1−m
Ym+1

##

Ym+1

où la flèche horizontale est étale. En remplaçant la suite (2.94) par

Y −→ Ad−1−m
Ym

−→ Ad−2−m
Ym

−→ · · · −→ Ym −→ Ym−1 −→ · · · −→ Y0,

on se ramène au cas où m = d− 1. Autrement dit, on peut supposer que fd−1 : Y =
Yd → Yd−1 est non lisse. En utilisant encore une fois la proposition 2.5.1, on peut
supposer qu’il existe un triangle commutatif

Y !!

fr−1 ""

Yd−1[u, v]/(uv − a)

##

Yd−1
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avec a ∈ Γ(Yd−1,O) et où la flèche horizontale est étale. On peut aussi supposer que Y
et Yd−1 sont affines. On pose

Z = Yd−1/(a) ≃ (Yd−1[u, v]/(uv − a))/(u, v).

Formons le carré cartésien

E !!

""

Y

""

Z !! Yd−1[u, v]/(uv − a).

Alors, E est étale sur Z. Puisque Z et E sont affines, on peut relever les équations
d’une présentation du Z-schéma E avec autant d’équations que d’inconnues pour
obtenir un Yd−1-schéma étale F qui s’insère dans un carré cartésien

E !!

""

F

""

Z !! Yd−1.

On pose alors Y ′ = F [u, v]/(uv − a) et Y ′′ = (Y ×Yd−1 F ) − C où C est le complé-
mentaire de la diagonale dans E ×Z E ≃ E ×Yd−1 F ⊂ Y ×Yd−1 F . On obtient alors
deux carrés Nisnevich

Y ′′ − E

""

!! Y ′′

""

Y − E !! Y,

Y ′′ − E

""

!! Y ′′

""

Y ′ − E !! Y ′.

Étant donné que Y −E, Y ′−E et Y ′′−E sont lisses sur Yd−1, l’hypothèse de récurrence
(sur la cardinalité de S) assure que Λtr([(Y − E)//(π)]η), Λtr([(Y ′ − E)//(π)]η) et
Λtr([(Y ′′ − E)//(π)]η) sont dans T(k). Or, les morphismes

Λtr([Y ′′//(π)]η)

Λtr([(Y ′′ − E)//(π)]η)
−→ Λtr([Y//(π)]η)

Λtr([(Y − E)//(π)]η)
,

Λtr([Y ′′//(π)]η)

Λtr([(Y ′′ − E)//(π)]η)
−→ Λtr([Y ′//(π)]η)

Λtr([(Y ′ − E)//(π)]η)
,

sont des équivalences Nis-locales. On voit donc qu’il suffit de montrer que
Λtr([Y ′//(π)]η) appartient à Ob(T(k)). Ceci fera l’objet de la quatrième étape.

Étape 4 : Grâce à la troisième étape ci-dessus, il nous reste à traiter le cas où U =
P{u, v}/(uv−a) avec P un k-affinöıde lisse et a ∈ Γ(P,O◦). Remarquons que d’après
l’hypothèse de récurrence sur la dimension de U , on sait que Λtr(P ) ∈ Ob(T(k)).

On se ramène d’abord au cas où a est inversible. Pour cela, on note Z = P/(a) et
V = U/(a). Par la deuxième étape de la preuve, il suffit de montrer que Λtr(U − V )
est dans T(k). Soit (Pi)i∈I un recouvrement admissible de P − Z par des ouverts
affinöıdes. En utilisant la proposition 2.5.1 (comme on l’a fait dans la deuxième étape
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de la preuve), on montre que Λtr(U − V ) est dans la sous-catégorie triangulée avec
sommes infinies engendrée par les Λtr(PJ{u, v}/(uv− a)) avec J ⊂ I fini, non vide et
PJ =

⋂
j∈J Pj . D’où la réduction recherchée.

On suppose donc dans la suite que a est inversible. Le k-affinöıde U = P{u, v}/(uv−
a) s’identifie alors au domaine rationnel DP{t}(t|a) ⊂ P{t}. De plus, le morphisme

Λtr(DP{t}(t|a))
Λtr(DP{t}(a|t|a))

−→ Λtr(P{t})
Λtr(DP{t}(a|t))

est une équivalence Nis-locale.
Rappelons que T(k) est stable par le produit tensoriel dérivé. Puisque

Λtr

(
P{t}

)
≃ Λtr(B1

k)⊗tr Λtr(P )

et que B1
k admet bonne réduction, on déduit que Λtr(P{t}) ∈ Ob(T(k)). De même,

vu l’isomorphisme DP{t}(a|t) ≃ P{t} donné sur les fonctions par t ! a−1t, on
a également Λtr(DP{t}(a|t)) ∈ Ob(T(k)). Enfin, on dispose d’un isomorphisme
DP{t}(a|t|a) ≃ DP{t}(1|t|1) = ∂B1

P donné sur les fonctions par t! a−1t. Puisque
∂B1

k admet bonne réduction, on déduit que Λtr(∂B1
P ) ≃ Λtr(∂B1

k)⊗trΛtr(P ) appartient
à Ob(T(k)). Ceci achève la preuve du théorème. c.q.f.d.

Le théorème suivant nous permettra de déduire du théorème 2.5.32 des informations
sur tous les objets de RigDMeff(k).

Théorème 2.5.35. — On suppose que l’une des deux conditions suivantes est satis-
faite :

(a) k est d’égale caractéristique nulle et sa valuation est discrète,

(b) Λ est une Q-algèbre.

Alors, la catégorie RigDMeff(k,Λ) est compactement engendrée (en tant que caté-
gorie triangulée avec sommes infinies) par les motifs Meff(Xan) tels que X est un
k-schéma projectif et lisse.

Démonstration. — Si X est un k-schéma projectif et lisse, la k-variété rigide Xan

est quasi-compacte ce qui entrâıne que le motif Meff(Xan) est un objet compact de
RigDMeff(k,Λ). Il reste à prouver que les motifs Meff(Xan), pour X projectif lisse,
engendrent la catégorie triangulée avec sommes infinies RigDMeff(k,Λ).

Supposons d’abord que k est d’égale caractéristique nulle et que sa valuation est
discrète (i.e., que la condition (a) de l’énoncé est satisfaite). La catégorie triangulée
avec sommes infinies RigDMeff(k,Λ) est alors engendrée par les motifs Meff(Xan)
avecX des k-schémas lisses. Ceci découle immédiatement des théorèmes 1.3.9 et 1.3.11
et de l’existence d’un foncteur triangulé

Latr : RigDAeff(k,Λ) −→ RigDMeff(k,Λ)

qui envoie le motif sans transferts d’une k-variété rigide lisse sur le motif avec trans-
ferts de la même k-variété rigide. Pour obtenir le théorème sous la condition (a),
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il reste à voir qu’on peut se restreindre aux k-schémas X qui sont projectifs. Ceci
découle du fait bien connu que DMeff(k,Λ) est engendrée (en tant que catégorie tri-
angulée avec sommes infinies) par les motifs des k-variétés projectives et lisses (voir
par exemple [29, Definition 14.1]) ; ce fait est d’ailleurs encore valable, sans hypothèse
sur la caractéristique de k, lorsque Λ est une Q-algèbre.

On supposera donc dans le suite que Λ est une Q-algèbre (i.e., on travaillera
sous la condition (b) de l’énoncé). On note provisoirement S(k) ⊂ RigDMeff(k,Λ)
la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée par les Meff(Xan) tels
que X est un k-schéma projectif et lisse. C’est donc aussi la sous-catégorie triangu-
lée avec sommes infinies engendrée par l’image du foncteur Rig∗ : DMeff(k,Λ) →
RigDMeff(k,Λ). Grâce au théorème 2.5.34, il suffit de montrer que Meff(U) est dans
S(k) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse U admettant potentiellement
bonne réduction. On raisonnera par récurrence sur la dimension de U qu’on supposera
connexe.

Soit l/k une extension finie séparable. Étant donné que Λ est une Q-algèbre, Λtr(U)
est un facteur direct de Λtr(U ⊗̂k l). Il suffit donc de montrer que Meff(U ⊗̂k l) ∈
Ob(S(k)). Par ailleurs, le foncteur (l/k)∗ possède un adjoint à gauche

(l/k)♯ : RigDMeff(l,Λ) −→ RigDMeff(k,Λ).

Le foncteur (l/k)♯ envoie le motif effectif d’une l-variété rigide lisse Y sur le motif
de Y vue comme k-variété rigide. On en déduit que ce foncteur envoie S(l) dans S(k).
Il est donc suffisant de montrer que le motif effectif de U ⊗̂k l, vue comme l-variété
rigide, est dans S(l).

De même, soit k′/k une extension finie purement inséparable. On dispose d’un carré
commutatif à un isomorphisme naturel près

DMeff(k,Λ)
Rig∗

!!

(k′/k)∗
""

RigDMeff(k,Λ)

(k′/k)∗
""

DMeff(k′,Λ)
Rig∗

!! RigDMeff(k′,Λ),

où les foncteurs verticaux sont des équivalences de catégories. Étant donné que S(k)
et S(k′) sont engendrées par les images de DMeff(k,Λ) et DMeff(k′,Λ), on déduit
que (k′/k)∗ induit une équivalence de catégories entre S(k) et S(k′). Il suffit donc de
montrer que Meff(U ⊗̂k k′) ∈ Ob(S(k′)).

Par la discussion précédente, il est loisible de remplacer la k-variété rigide U par
la l-variété rigide U ⊗̂k l pour toute extension finie l/k. Ceci servira à plusieurs re-
prises tout au long de la preuve. Comme première application de ce principe, on
peut supposer que U admet bonne réduction et qu’il est géométriquement connexe.
Pour la suite, on fixe U un modèle formel lisse (sur k◦) de U . On divise la preuve de
Meff(U) ∈ Ob(S(k)) en plusieurs étapes. La première étape est une réduction au cas
où la valuation de k est discrète.
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Étape 1 : Étant donné un recouvrement ouvert (Ui)i∈I de U, avec I fini, le mo-
tif Meff(U) est dans la sous-catégorie triangulée de RigDMeff(k,Λ) engendrée par
Meff((UJ )η) avec ∅ ̸= J ⊂ I et UJ =

⋂
j∈J Uj . Il suffit donc de traiter le cas des

(UJ )η, ce qui nous permet de supposer que U est affine et qu’il existe un morphisme
étale de k◦-schémas formels

e : U −→ Spf
(
k◦{t1, . . . , tn}

)

avec n la dimension de U .
Soit k0 ⊂ k un sous-corps fermé de k tel que k◦0 est un anneau de valuation discrète

et k̃0 ≃ k̃. Par [20, Théorème 18.1.2], le morphisme étale eσ : Uσ → Spec(k̃[t1, . . . , tn])
s’étend d’une manière unique en un morphisme étale

e0 : U0 −→ Spf
(
k◦0{t1, . . . , tn}

)
.

De plus, U est canoniquement isomorphe à U0 ⊗̂k◦
0
k◦ (en tant que Spf(k◦{t1, . . . , tn})-

schéma formel).
On dispose d’un foncteur (k/k0)∗ : RigDMeff(k0,Λ)→ RigDMeff(k,Λ) qui envoie

S(k0) dans S(k). Il suffit donc de montrer que Meff((U0)η) est dans S(k0). Ceci nous
ramène au cas où la valuation de k est discrète.

Étape 2 : À partir de maintenant et jusqu’à la fin de la preuve, nous supposerons que
la valuation de k est discrète. Soit Z ⊂ Uσ un sous-schéma fermé, partout de codi-
mension non nulle. Dans cette étape, on montrera (sous l’hypothèse de récurrence sur
la dimension de U) que l’objet Meff(Uη/(U−Z)η) = Λtr(Uη/(U−Z)η) est dans S(k).
On raisonne par récurrence sur la dimension de Z, le résultat étant évident lorsque Z
est vide.

Supposons que Z est non vide. Il existe une extension finie et séparable l/k telle

que l̃/k̃ est purement inséparable et le lieu singulier du l̃-schéma (Z⊗k̃ l̃ )red est partout
de codimension non nulle. Il est facile de voir que le motif Meff(Uη/(U− Z)η) est un
facteur direct de

(l/k)♯(l/k)
∗Meff

( Uη

(U− Z)η

)
= (l/k)♯M

eff
( (U ⊗̂k◦ l◦)η

(U ⊗̂k◦ l◦ − (Z ⊗k̃ l̃ )red)η

)
.

Quitte à faire un changement de base suivant l/k, on peut donc supposer que le lieu
singulier Zsing ⊂ Z est partout de codimension non nulle dans Z. Le triangle distingué

Meff
(
(U− Zsing)η/(U− Z)η

)
−→ Meff

(
(U)η/(U− Z)η

)

−→ Meff
(
(U)η/(U− Zsing)η

)
−→

et l’hypothèse de récurrence sur la dimension de Z nous ramènent au cas où Z est lisse.
Étant donné un recouvrement ouvert fini (Ui)i∈I de U, le motif Meff(Uη/(U − Z)η)
est dans la sous-catégorie triangulée de RigDMeff(k,Λ) engendrée par

Meff
(
(UJ )η/(UJ − ZJ)η

)
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avec ∅ ̸= J ⊂ I, UJ =
⋂

j∈J Uj et ZJ = Z ∩ (UJ )σ. On peut donc supposer qu’il
existe un morphisme étale

e : U −→ Spf
(
k◦{t1, . . . , tn}

)

tel que Z = e−1
σ (Spec(k̃[t1, . . . , tn]/(tn−d+1, . . . , tn))). On pose alors

Z = e−1(Spf(k◦{t1, . . . , tn}/(tn−d+1, . . . , tn))).

On obtient ainsi un carré cartésien de k◦-schémas formels

Z !!

""

U

""

Spf(k◦{t1, . . . , tn−d}) !! Spf(k◦{t1, . . . , tn})

où la flèche horizontale inférieure est l’immersion fermée donnée par le morphisme de
k◦-algèbres qui envoie ti, pour 1 ≤ i ≤ n−d, sur lui-même et ti, pour n−d+1 ≤ i ≤ n,
sur 0.

Soit V1 le produit fibré U ×̂k◦{t1,...,tn−d} Z où l’on considère U comme un
Spf(k◦{t1, . . . , tn−d})-schéma formel via la composition de

U
e

!! Spf(k◦{t1, . . . , tn})
p

!! Spf(k◦{t1, . . . , tn−d})

avec p induit par l’inclusion évidente k◦{t1, . . . , tn−d} ↪→ k◦{t1, . . . , tn}. Le k◦-schéma
formel V1 contient le sous-schéma formel fermé Z ×̂k◦{t1,...,tn−d} Z ≃ ∆

∐
E avec ∆ ≃

Z la diagonale et E son complémentaire. On pose alors V = V1−Eσ. On obtient ainsi
deux carrés Nisnevich de k◦-schémas formels

V− Zσ
!!

""

V

""

U− Zσ
!! U,

V− Zσ
!!

""

V

""

Z ×̂k◦ (Spf(k◦{tn−d+1, . . . , tn})− o) !! Z ×̂k◦ Spf(k◦{tn−d+1, . . . , tn}).

On en déduit un isomorphisme dans RigDMeff(k,Λ)

Meff
( (U)η
(Uη − Z)η

)
≃ Meff(Zη)

L⊗tr Meff
( Bd

k

Bd
k − o

)
.

Or, Meff(Bd
k/Bd

k−o) ≃ Meff((Ad
k)

an/(Ad
k−o)an) est clairement dans S(k). La conclusion

recherchée découle alors de l’hypothèse de récurrence sur la dimension de U et de la
stabilité de S(k) par le produit tensoriel dérivé.

Étape 3 : Rappelons qu’on cherche à démontrer que Meff(Uη) ∈ Ob(S(k)) avec U un
k◦-schéma formel lisse. Une hypothèse qui servira dans cette étape est le fait que U
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est supposé géométriquement connexe (voir la discussion juste avant la première étape
de la preuve).

Comme dans la première étape de la preuve, on peut supposer qu’il existe un
morphisme étale

e : U −→ Spf(k◦{t1, . . . , tn}).
Grâce à [20, Théorème 18.1.2], on peut trouver une présentation

U ≃ Spf
(k◦{t1, . . . , tn, u1, . . . , ur}

(f1, . . . , fr)

)

avec fi ∈ k◦[t1, . . . , tn, u1, . . . , ur] et telle que la matrice jacobienne ∂(f1,...,fr)
∂(u1,...,ur)

est
invesible sur U. On note X0 le plus grand ouvert de

Spec
(k◦[t1, . . . , tn, u1, . . . , ur]

(f1, . . . , fr)

)

qui est étale sur An
k◦ = Spec(k◦[t1, . . . , tn]). On note X le normalisé de X0 dans Pn

k◦

(où X0 est considéré comme un Pn
k◦-schéma via la composition de X0 → An

k◦ ↪→ Pn
k◦).

Par construction, X est un k◦-schéma projectif, normal et U s’identifie à un ouvert du
schéma formel X//(π). Quitte à le remplacer par sa composante connexe contenant U,
on peut supposer X intègre. Puisque U est géométriquement connexe, il s’ensuit
que X[1/π] est également géométriquement connexe. (Puisque le k◦-schéma X est
projectif, ceci entrâıne aussi queXσ est géométriquement connexe, mais nous n’aurons
pas besoin de cela.)

Par le théorème de de Jong [17, Theorem 6.5], on peut trouver :

1) une extension finie l/k,

2) un l◦-schéma projectif et intègre Y à réduction semi-stable de type (1, . . . , 1)
(i.e., localement pour la topologie de Zariski, Y est étale au-dessus de

Spec
(
l◦[t0, . . . , tn]/(t0 · · · tn − θ)

)

avec θ ∈ l∨),

3) un morphisme projectif et dominant f : Y → X qui est fini au-dessus d’un
ouvert dense de X.

Le morphisme f induit un morphisme de l◦-schémas f ′ : Y → X ⊗k◦ l◦. Puisque
X[1/π] est géométriquement connexe, le morphisme f ′ est encore dominant. Ainsi, il
est possible de remplacer k, U et X par l, U ⊗̂k◦ l◦ et X ⊗k◦ l◦ afin de supposer que
l = k. Autrement dit, dans la suite Y sera un k◦-schéma semi-stable de type (1, . . . , 1)
(au-dessus de k◦). Bien entendu, on notera π au lieu de θ l’uniformisante de k◦.

Notons D la composante irréductible de Xσ contenant Uσ. Soit E une composante
irréductible de Yσ telle que D = f(E). Le morphisme E → D est alors dominant et
fini au-dessus d’un ouvert non vide de D. Soit D1 ⊂ D un ouvert non vide tel que
f1 : E1 = f−1(D1)→ D1 est fini. Quitte à rétrécir D1, on peut supposer que D1 ⊂ Uσ

et que E1 est contenu dans l’ouvert de lissité du k◦-schéma Y . Notons E1 et D1 les
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complétés formels de Y et X en les sous-schémas localement fermés E1 et D1. Notons
encore f1 : E1 → D1 le morphisme évident. C’est un morphisme fini et surjectif entre
deux k◦-schémas formels lisses et intègres.

Par la deuxième étape de la preuve, Meff(Uη) ∈ Ob(S(k)) si et seulement
si Meff((D1)η) ∈ Ob(S(k)). D’autre part, Meff((D1)η) est un facteur direct de
Meff((E1)η). (En effet, on a (f1)η ◦ t(f1)η = deg(f1) · id.) Il suffit donc de montrer que
Meff((E1)η) ∈ S(k).

La discussion précédente, nous ramène au cas où U est un ouvert lisse du com-
plété π-adique X//(π) d’un k◦-schéma projectif X à réduction semi-stable de type
(1, . . . , 1). Notons X0 le lieu lisse de X. Alors, U est un ouvert dense d’une com-
posante connexe de X0//(π). Par la deuxième étape de la preuve, il est suffisant de
montrer que Meff([X0//(π)]η) ∈ Ob(S(k)). Dans l’étape qui suit, on montrera que

Meff
( [X//(π)]η
[X0//(π)]η

)
∈ Ob(S(k)).

Ceci terminera la preuve du théorème puisque [X//(π)]η ≃ (X[1/π])an par la propo-
sition 1.1.31.

Étape 4 : Soit X un k◦-schéma formel de dimension n = dim(U) et à réduction semi-
stable de type (1, . . . , 1), i.e., localement pour la topologie de Zariski, X est étale
au-dessus de Spf(k◦{t0, . . . , tn}/(t0 · · · tn − π)). On note X0 le lieu lisse de X. On
montrera dans cette dernière étape que Meff(Xη/X0

η) est dans S(k). On raisonne par
récurrence sur le nombre maximal de branches passant par un point de Xσ. Ce nombre
sera noté s(X). Rappelons que pour x ∈ Xσ, le nombre de branches passants par x est
le plus petit entier 1 ≤ s ≤ n+1 tel que x admet un voisinage ouvert étale au-dessus
de Spf(k◦{t0, . . . , tn}/(t0 · · · ts−1 − π)). L’ouvert X0 est exactement le lieu des points
par lesquels passe une seule branche. Ainsi, lorsque s(X) = 1, on a X = X0 de sorte
qu’il n’y a rien à démontrer. On supposera dans la suite que s(X) ≥ 2.

La question étant locale pour la topologie de Zariski sur X, on peut supposer qu’il
existe un morphisme étale

e : X −→ Spf
(
k◦{t0, . . . , tn}/(t0 · · · td − π)

)

avec d = s(X)− 1 ≥ 1. Notons Z le sous-schéma fermé de Xσ défini par les équations

t0 = · · · = td = 0 ; il est étale au-dessus de Spec(k̃[td+1, . . . , tn]). Par [20, Théorème
18.1.2], Z est donc la fibre spéciale d’un k◦-schéma formel Z qui est étale au-dessus
de Spf(k◦{td+1, . . . , tn}).

La discussion qui suit la preuve du lemme 1.2.37 (dans le cas particulier de la
réduction semi-stable stricte) fournit une équivalence Nis-locale

Λtr

( Xη

(X− Z)η

)
≃ Λtr(Zη)

L⊗tr Λtr

( Spf(k◦{t0, . . . , td}/(t0 · · · td − π))η
(Spf(k◦{t0, . . . , td}/(t0 · · · td − π))− o)η

)
.
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Ceci montre que Meff(Xη/(X−Z)η) est dans S(k). En effet, l’hypothèse de récurrence
sur la dimension de U assure que Meff(Zη) ∈ Ob(S(k)). Il reste donc à voir que

Meff
( Spf(k◦{t0, . . . , td}/(t0 · · · td − π))η
(Spf(k◦{t0, . . . , td}/(t0 · · · td − π))− o)η

)
∈ Ob(S(k)).

Le lemme 1.2.38 (valable pour k non nécessairement d’égale caractéristique nulle)
et l’existence du foncteur triangulé Latr : RigDAeff(k,Λ) → RigDMeff(k,Λ) nous
ramène à montrer que

Meff(Spm
(
k{t1, . . . , tn, t−1

1 , . . . , t−1
s })

)
∈ Ob

(
S(k)

)

pour 0 ≤ s ≤ n. Or, Meff(∂Bs
k ×̂k Bn−s

k ) est isomorphe à Meff(((A1
k − o)s)an). D’où

notre assertion.
Il est maintenant facile de conclure. En effet, on a un triangle distingué dans

RigDMeff(k,Λ) :

Meff
(
(X− Z)η/X

0
η

)
−→ Meff(Xη/X

0
η)

−→ Meff
(
Xη/(X− Z)η

)
−→ Meff

(
(X− Z)η/X

0
η

)
[+1].

Comme Meff(Xη/(X − Z)η) ∈ Ob(S(k)), il suffit de montrer que Meff((X − Z)η/X0
η)

est dans S(k). Or, s(X − Z) = s(X) − 1. L’hypothèse de récurrence sur s(X) permet
donc de conclure. La preuve du théorème est terminée. c.q.f.d.

On déduit du théorème précédent une caractérisation sympathique des objets B1-
locaux dans la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts.

Corollaire 2.5.36. — On garde les hypothèses du théorème 2.5.35. Un complexe
de faisceaux Nisnevich avec transferts K sur SmRig/k est B1-local en tant qu’objet
de D(StrNis(SmRig/k,Λ)) si et seulement si ses faisceaux d’homologie sont surcon-
vergents et invariants par homotopie, i.e., Hn(K) ∈ OHStrNis(k,Λ). En particulier,
RigDMeff(k,Λ) est équivalente à la sous-catégorie pleine de D(StrNis(SmRig/k,Λ))
dont les objets sont les complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts ayant leurs
faisceaux d’homologie surconvergents et invariants par homotopie.

Démonstration. — Montrons d’abord que la condition est suffisante. On suppose donc
que les faisceaux d’homologie de K sont surconvergents et invariants par homotopie,
et on cherche à montrer que K est B1-local. Il suffit de vérifier que les morphismes

Hi
Nis(V,K) −→ Hi

Nis(B1
V ,K)

sont inversibles pour tous les k-affinöıdes V et tous les entiers relatifs i ∈ Z.
Fixons le k-affinöıde V . Comme dans la partie A de la preuve du théorème 2.5.32,

on exploite le fait que les dimensions cohomologiques des petits sites Nisnevich sont
bornées pour se ramener à montrer que les morphismes

Hi
Nis(V, τ≤nK) −→ Hi

Nis(B1
V , τ≤nK)
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sont inversibles pour tout n ∈ N et i ∈ Z. (Bien entendu, τ≤n désigne la troncation
canonique pour les complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts.) Par ailleurs, le
morphisme

Hi
Nis(−, τ≥−mτ≤nK) −→ Hi

Nis(−, τ≤nK)

est inversible dès que m > i. Il est donc suffisant de montrer que les morphismes

Hi
Nis(V, τ≥−mτ≤nK) −→ Hi

Nis(B1
V , τ≥−mτ≤nK)

sont inversibles pour tout m, n ∈ N et i ∈ Z. Une récurrence facile (sur le nombre de
faisceaux d’homologie non nuls) nous ramène en fin de compte à vérifier que les mor-
phismes Hi

Nis(V, F ) → Hi
Nis(B1

V , F ) sont inversibles pour F un faisceau d’homologie
de K. Ceci découle du théorème 2.4.9.

Montrons que la condition est nécessaire. On sait que RigDMeff(k,Λ) est équiva-
lente à la sous-catégorie triangulée TB1 ⊂ D(StrNis(SmRig/k,Λ)) formée des objets
B1-locaux. Notons T′

B1 ⊂ D(StrNis(SmRig/k,Λ)) la sous-catégorie pleine dont les ob-
jets sont les complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts ayant leurs faisceaux
d’homologie surconvergents et invariants par homotopie. D’après ce qui précède, on
sait que T′

B1 ⊂ TB1 . On doit montrer l’inclusion inverse : TB1 ⊂ T′
B1 .

La sous-catégorie T′
B1 est stable par sommes infinies. Elle est aussi une sous-

catégorie triangulée. En effet, elle est clairement stable par les foncteurs de
suspension et cosuspension. Par ailleurs, étant donné un triangle distingué dans
D(StrNis(SmRig/k,Λ))

A′ −→ A −→ A′′ −→ A′[+1]

avec A′ et A′′ dans T′
B1 , l’objet A est aussi dans T′

B1 . Pour montrer cela, on considère
la suite exacte de faisceaux Nisnevich

(2.95) Hn+1(A′′)
a

!! Hn(A′) !! Hn(A) !! Hn(A′′)
b
!! Hn−1(A′)

induite par le triangle distingué ci-dessus. Le faisceau Hn(A) est alors surconvergent
car c’est une extension de deux faisceaux surconvergents, à savoir le conoyau de a
et le noyau de b. Il vient que (2.95) est une suite exacte dans OStrNis(k,Λ). Par le
corollaire 2.4.11, on en déduit que Hn(A) ∈ OHStrNis(k,Λ) comme souhaité.

On note LocB1 le foncteur de B1-localisation (voir [3, Proposition 4.2.72]). Par le
théorème 2.5.35, TB1 est la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée
par les objets de la forme LocB1(Λtr(Xan)), avec X un k-schéma projectif et lisse. Il
est donc suffisant de prouver que LocB1(Λtr(Xan)) ∈ Ob(T′

B1). Par le théorème 2.5.32,
LocB1(Λtr(Xan)) est quasi-isomorphe (en tant que complexe de faisceaux Nisnevich

avec transferts) à SingB1

(Λtr(Xan)). Par le théorème 2.4.13, les faisceaux d’homologie

de SingB1

(Λtr(Xan)) sont surconvergents et invariants par homotopie. Ceci termine
la preuve du corollaire. c.q.f.d.
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Le corollaire précédent entrâıne que la propriété d’être B1-local est préservée par
les foncteurs de troncation relativement à la t-structure usuelle sur la catégorie dérivée
des faisceaux Nisnevich avec transferts. On déduit alors le résultat suivant.

Théorème 2.5.37. — On suppose que l’une des deux conditions suivantes est satis-
faite :

(a) k est d’égale caractéristique nulle et sa valuation est discrète,

(b) Λ est une Q-algèbre.

Il existe une unique t-structure sur RigDMeff(k,Λ) qui rend t-exact le foncteur
(pleinement fidèle) de B1-localisation

LocB1 : RigDMeff(k,Λ) −→ D
(
StrNis(SmRig/k,Λ)

)
.

Cette t-structure sera appelée la t-structure homotopique. Elle est engendrée (au sens
de [2, Définition 2.1.71]) par les motifs Meff(U) avec U des k-affinöıdes lisses. Son
cœur est équivalent à la catégorie OHStrNis(k,Λ) des faisceaux Nisnevich avec trans-
ferts surconvergents et invariants par homotopie.

Démonstration. — Seul l’engendrement de la t-structure homotopique par les Meff(U)
nécessite une preuve. Soit K un complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts B1-
fibrant. Il s’agit de montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(i) K est dans RigDMeff(k,Λ)<0 = RigDMeff(k,Λ) ∩D<0(StrNis(SmRig/k,Λ)).

(ii) homRigDMeff (k,Λ)(M
eff(U)[n],K) = 0 pour tout n ∈ N et tout k-affinöıde lisse U .

Comme K est B1-fibrant, on a

homRigDMeff (k,Λ)

(
Meff(U)[n],K

)
≃ Hn

(
K(U)

)
.

Or, Hn(K) est le faisceau Nisnevich associé au préfaisceau U ! Hn(K(U)). Ceci
montre l’implication (ii) ⇒ (i).

Réciproquement, supposons que la condition (i) est vérifiée. Alors, le morphisme
K → τ≤−1K est un quasi-isomorphisme. Soit τ≤−1K → I une résolution injective
dans la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts. On a alors un isomorphisme
K ≃ I dans D(StrNis(SmRig/k,Λ)) et I est un complexe d’injectifs tel que In = 0
pour n ≥ 0. Comme I est encore B1-fibrant, on a

homRigDMeff (k,Λ)

(
Meff(U)[n],K

)
≃ Hn

(
I(U)

)
= 0

pour n ≥ 0. Ceci montre l’implication (i) ⇒ (ii). c.q.f.d.

2.5.3. Théorème de simplification ou le « cancellation theorem ». — Soit
k un corps valué complet dont la valuation est supposée non triviale. Dans ce para-
graphe, on démontre le théorème de simplification (alias « cancellation theorem »)
dont la version algébrique, due à Voevodsky, est bien connue (voir [45, 46]). On pose
T = Λtr((A1

k − o)an, 1) ; c’est le préfaisceau avec transferts (2.88) que nous avons
noté T an auparavant. Le théorème de simplification s’énonce comme suit.
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Théorème 2.5.38. — On suppose que l’une des deux conditions suivantes est satis-
faite :

(a) k est d’égale caractéristique nulle et sa valuation est discrète,

(b) Λ est une Q-algèbre.

Soient M et N deux objets de RigDMeff(k,Λ). Alors, l’homomorphisme évident

(2.96) homRigDMeff (k,Λ)(M,N) −→ homRigDMeff (k,Λ)(T ⊗tr M,T ⊗tr N)

est bijectif.

On note RHom(−,−) le bifoncteur « hom interne » dans la catégorie monöıdale
symétrique RigDMeff(k,Λ). Il s’agit de la variante dérivée du bifoncteur « hom in-
terne » Hom(−,−) dans la catégorie monöıdale symétrique des préfaisceaux avec
transferts : pour K et L des complexes de préfaisceaux avec transferts, RHom(K,L)
s’identifie à Hom(Kcof, LB1-fib) où Kcof est un remplacement projectivement cofibrant
de K et LB1-fib un remplacement projectivement B1-fibrant de L.

Revenons à la situation du théorème 2.5.38. Par adjonction, on a

homRigDMeff (k,Λ)(T ⊗tr M,T ⊗tr N) ≃ homRigDMeff (k,Λ)

(
M,RHom(T, T ⊗tr N)

)

et, modulo cette identification, le morphisme (2.96) est induit par le morphisme d’unité
N → RHom(T, T ⊗tr N). Grâce au lemme de Yoneda, le théorème 2.5.38 équivaut à
l’énoncé suivant.

Théorème 2.5.39. — On garde les hypothèses du théorème 2.5.38. Pour tout objet
K de RigDMeff(k,Λ), le morphisme d’unité K → RHom(T, T ⊗tr K) est inversible.

Pour démontrer le théorème 2.5.39, nous allons adapter la méthode de [45] à la
géométrie rigide. Étant donné λ ∈

√
|k×| avec λ > 1, on note Crk(λ) l’ouvert affinöıde

de (A1
k − o)an dont les points rationnels à valeurs dans une extension finie l/k sont

les a ∈ l× avec λ−1 ≤ |a| ≤ λ. C’est donc la couronne de grand rayon λ et de petit
rayon λ−1 (que nous avons notée Crk(o,λ−1,λ) auparavant). Pour une k-variété rigide
lisse B, on pose CrB(λ) = Crk(λ) ×̂k B. Comme d’habitude, on note Λtr(CrB(λ), 1)
le conoyau du morphisme Λtr(B) → Λtr(CrB(λ)) induit par la section unité. On
obtiendra le théorème 2.5.39 comme conséquence de la proposition suivante.

Proposition 2.5.40. — Soient B une k-variété rigide lisse, X une B-variété rigide
lisse et λ, ν ∈

√
|k×| avec ν > λ > 1. Considérons le morphisme de préfaisceaux avec

transferts sur SmAfnd/B

(2.97) δ : Λtr(X) −→ Hom
(
Λtr(CrB(λ), 1), Λtr(CrB(ν), 1)⊗tr Λtr(X)

)
,

qui à une correspondance finie α ∈ CorB(U,X)⊗Λ associe le morphisme de préfais-
ceaux avec transferts

ι⊗ α : Λtr

(
CrB(λ), 1

)
⊗tr Λtr(U) −→ Λtr

(
CrB(ν), 1

)
⊗tr Λtr(X)
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avec ι : CrB(λ) ↪→ CrB(ν) l’inclusion évidente. Alors, on obtient un quasi-
isomorphisme de préfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/B en appliquant le

foncteur SingB1

à (2.97).

On obtiendra la proposition 2.5.40 à la suite de plusieurs lemmes. Nous allons
d’abord construire une rétraction au morphisme (2.97). On utilisera pour cela le ré-
sultat suivant.

Lemme 2.5.41. — Soit n ∈ N tel que λn > ν. Considérons le morphisme en :
Crk(λ)→ Crk(λn) d’élévation à la puissance n et notons Gn ⊂ Crk(λ) ×̂k Crk(λn) son
graphe. Soit U un B-affinöıde lisse et soit Z ⊂ CrU (λ) ×̂B CrX(ν) un sous-affinöıde,
intègre, fini et surjectif sur une composante connexe de CrU (λ). Notons

p : CrU (λ) ×̂B CrX(ν) −→ Crk(λ) ×̂k Crk(λn)

le morphisme évident. Alors, toutes les composantes irréductibles de l’intersection
Z ∩ p−1(Gn) sont finies et surjectives sur U .

Démonstration. — On ne restreint pas la généralité en supposant que U est connexe.
Le fermé Gn est défini par l’annulation de la fonction t2 − tn1 avec t1 et t2 les coor-
données de Crk(λ) et Crk(λn) respectivement. Il s’ensuit que Z ∩ p−1(Gn) est par-
tout de dimension supérieure ou égale à dim(U). Il est donc suffisant de montrer
que Z ∩ p−1(Gn) est fini sur U (ce qui entrâınera en particulier qu’il est partout de
dimension égale à dim(U)).

Étant donné que Z est fini sur CrU (λ), on déduit que Z ∩ p−1(Gn) est également
fini sur CrU (λ). Appelons T l’image de Z ∩ p−1(Gn) dans CrU (λ) ; il est suffisant de
montrer que le k-affinöıde T est fini sur U . Remarquons pour cela que

p−1(Gn) = p−1 ((Crk(λ) ×̂k Crk(ν)) ∩Gn)

⊂ p−1(Crk(ν1/n) ×̂k Crk(ν)) = CrU (ν1/n) ×̂B CrX(ν).

Ainsi, on a Z ∩ p−1(Gn) ⊂ CrU (ν1/n) ×̂B CrX(ν), ce qui entrâıne que T est contenu
dans CrU (ν1/n). Puisque T est fermé dans CrU (λ), on peut appliquer le lemme 2.5.42
ci-dessous pour conclure. c.q.f.d.

Lemme 2.5.42. — Soient λ,λ′ ∈
√

|k×| avec 1 < λ′ < λ. Soit U un k-affinöıde et
soit T ⊂ CrU (λ) un sous-affinöıde fermé. On suppose que T est contenu dans CrU (λ′).
Alors, T est fini sur U .

Démonstration. — On identifie Crk(λ) à un ouvert affinöıde de (P1
k)

an de la manière
usuelle. On a un recouvrement admissible

(P1
k)

an = Crk(λ) ∪ B1
k(o,λ

−1) ∪ B1
k(∞,λ−1)

avec o = [1 : 0] et∞ = [0 : 1]. (Ci-dessus, B1
k(∞,λ−1) désigne le complémentaire dans

(P1
k)

an de B1
k(o,λ)

◦.) Remarquons que

Crk(λ′) ∩ (B1
k(o,λ

−1)
∐

B1
k(∞,λ−1)) = ∅.
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Identifions T avec son image dans (P1
U )

an. L’hypothèse de l’énoncé entrâıne que
T ∩ (B1

U (o,λ
−1)

∐
B1
U (∞,λ−1)) = ∅. Il vient que T est un fermé de (P1

U )
an. La pro-

jection T → U est donc l’analytifié d’un morphisme projectif. Comme T est un U -
affinöıde, il est nécessairement fini sur U . c.q.f.d.

Soit Z = Spm(A) un k-affinöıde intègre et soit f ∈ k(A). (On rappelle que k(A)
désigne le corps des fractions rationnelles de A.) On note Div(f) le diviseur asso-
cié à f . C’est une combinaison linéaire de sous-affinöıdes fermés et intègres de Z.
Lorsque f ∈ A, ce diviseur est effectif.

Définition 2.5.43. — Gardons les notations de la proposition 2.5.40. Soit U un
B-affinöıde lisse et soit n ∈ N tel que λn > ν. On définit un homomorphisme

φn : CorB
(
CrU (λ),CrX(ν)

)
−→ CorB(U,X)

en spécifiant les images des correspondances finies élémentaires de la manière sui-
vante. Notons t1 et t2 les coordonnées de Crk(λ) et Crk(ν) respectivement. Soit
Z ⊂ CrU (λ) ×̂B CrX(ν) un sous-affinöıde intègre, fini et surjectif sur une compo-
sante connexe de CrU (λ). Par le lemme 2.5.41, toutes les composantes irréductibles
du support du cycle Div((t2 − tn1 )|Z) sont finies et surjectives sur U . On définit donc
une correspondance finie φn([Z]) ∈ CorB(U,X) en posant

φn

(
[Z]

)
= q∗

(
Div((t2 − tn1 )|Z)

)

avec q : CrU (λ) ×̂B CrX(ν) → U ×̂B X la projection évidente et q∗ l’application
« image directe » des cycles à support propre relativement à U ×̂B X.

Lemme 2.5.44. — Gardons les notations de la définition 2.5.43. Le morphisme φn

définit un morphisme de préfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/B

(2.98) φn : Hom
(
Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν))

)
−→ Λtr(X).

Démonstration. — Il faut vérifier que φn est compatible à l’action des cor-
respondances finies. Soient U , V deux B-affinöıdes lisses, α ∈ CorB(U, V ) et
β ∈ CorB(CrV (λ),CrX(ν)). Il faut prouver l’égalité

φn(β) ◦ α = φn

(
β ◦ (idCrk(λ) ⊗ α)

)
.

On peut supposer que α = [T ] et β = [Z] sont des correspondances finies élémentaires.
On considère le diagramme commutatif

R !!

""

Z

""

!! CrX(ν)

CrT (λ) !!

""

CrV (λ)

CrU (λ)
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où R = Z ×̂CrV (λ) CrT (λ) = Z ×̂V T . Notons (Ri)i∈I la famille des composantes
irréductibles de R et mi la multiplicité de Serre de Ri. Notons f = (t2 − tn1 )|Z et
gi = f|Ri

. Dans le groupe abélien librement engendré par les fermés irréductibles
de R, on a :

(T → V )∗Div(f) =
(
CrT (λ)→ CrV (λ)

)∗
Div(f) =

∑

i∈I

miDiv(gi)

avec (T → V )∗ et (CrT (λ)→ CrV (λ))∗ les « pull-back » des cycles. On en déduit que

φn

(
[Z]

)
◦ [T ] = (R→ U ×̂B X)∗

(
(T → V )∗Div(f)

)

=
∑

i∈I

mi(Ri → U ×̂B X)∗Div(gi) = φn

(
[Z] ◦ [CrT (λ)]

)
.

Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Soit µ ∈
√

|k×| avec µ > 1. On note c la composition de

Crk(µ) −→ Spm(k)
1

!! Crk(µ).

On a clairement c◦c = c, de sorte que c : Λtr(CrY (µ))→ Λtr(CrY (µ)) est un projecteur
dans la catégorie des préfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/B pour toute B-variété
rigide lisse Y . Le préfaisceau avec transferts Λtr(CrY (µ), 1Y ) s’identifie à l’image du
projecteur complémentaire d = id − c : Λtr(CrY (µ)) → Λtr(CrY (µ)). Le projecteur d
se factorise alors de la manière suivante

Λtr

(
CrY (µ)

) a
!! Λtr

(
CrY (µ), 1Y

) b
!! Λtr

(
CrY (µ)

)
.

On notera δ̃ : Λtr(X) → Hom(Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν))) le morphisme évident
déduit de l’unité de l’adjonction et de l’inclusion ι : Crk(λ) ↪→ Crk(ν). Ce morphisme
est lié au morphisme δ de la proposition 2.5.40 par les deux diagrammes commutatifs

Λtr(X)
δ

!!

δ̃
""

Hom(Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν), 1X))

Hom(a, id)
""

Hom(Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν)))
Hom(id, a)

!! Hom(Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν), 1X)),

Λtr(X)
δ

!!

δ̃
""

Hom(Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν), 1X))

Hom(id, b)
""

Hom(Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν)))
Hom(b, id)

!! Hom(Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν))).

On dispose également de deux morphismes canoniques

Hom(a, b) : Hom(Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν), 1X))

−→ Hom(Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν))),

Hom(b, a) : Hom(Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν)))

−→ Hom(Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν), 1X)).
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2.5. LA CATÉGORIE RigDM(k) DES MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES 347

On a les formules

Hom(a, b) = Hom(id, b) ◦Hom(a, id) = Hom(a, id) ◦Hom(id, b),

Hom(b, a) = Hom(id, a) ◦Hom(b, id) = Hom(b, id) ◦Hom(id, a).

De plus, le morphisme composé Hom(b, a) ◦Hom(a, b) est l’identité de

Hom
(
Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν), 1X)

)

alors que le morphisme composé Hom(a, b) ◦Hom(b, a) = Hom(d, d) est un projec-
teur de

Hom
(
Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν))

)

dont l’image est donnée par

Hom
(
Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν), 1X)

)
.

Lemme 2.5.45. — On a les égalités

φn ◦Hom(id, d) ◦ δ̃ = φn ◦Hom(d, id) ◦ δ̃ = φn ◦Hom(d, d) ◦ δ̃ = −id.

Démonstration. — Soit U un B-affinöıde lisse et soit Z ⊂ U ×̂B X un sous-affinöıde
fermé, intègre, fini et surjectif sur U . Il s’agit de calculer la correspondance finie

φn

(
[Graph(ι) ×̂k Z]

)
− φn

(
[Graph(c ◦ ι) ×̂k Z]

)
(2.99)

= φn

(
[Graph(ι) ×̂k Z]

)
− φn

(
[Graph(ι ◦ c) ×̂k Z]

)
.

Notons comme ci-dessus t1 et t2 les coordonnées de Crk(λ) et Crk(λn). La restriction
de (t2 − tn1 ) suivant l’immersion diagonale (id, ι) : Crk(λ) ↪→ Crk(λ) ×̂k Crk(λn) est
égale à t1− tn1 . La restriction de la même fonction suivant (id, ι ◦ c) est égale à 1− tn1 .
Or, Div(t1 − tn1 ) = [Crk(λ)/(t1 − tn1 )]⊗ [Z] et Div(1 − tn1 ) = [Crk(λ)/(1− tn1 )]⊗ [Z].
Il vient que la correspondance finie (2.99) est égale à

(2.100) dimk

(
Γ(Crk(λ),O)/(t1 − tn1 )

)
· [Z]− dimk

(
Γ(Crk(λ),O)/(1− tn1 )

)
· [Z].

D’une part, la dimension (en tant que k-espace vectoriel) de la k-algèbre finie
Γ(Crk(λ),O)/(t1 − tn1 ) est n − 1 car t1 est inversible. D’autre part, la dimension de
la k-algèbre finie Γ(Crk(λ),O)/(1 − tn1 ) est n. On en déduit que (2.100) est égale à
(n− 1) · [Z]− n · [Z] = −[Z]. Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Corollaire 2.5.46. — On a la relation φn ◦Hom(a, b) ◦ δ = −id.

Démonstration. — Ceci découle immédiatement des égalités

Hom(a, b) ◦ δ = Hom(id, b) ◦Hom(a, id) ◦ δ

= Hom(id, b) ◦Hom(id, a) ◦ δ̃ = Hom(id, d) ◦ δ̃

et du lemme 2.5.45. c.q.f.d.
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Vu le corollaire 2.5.46, on prouvera de la proposition 2.5.40, en montrant que le
morphisme de complexes de préfaisceaux avec transferts

SingB1(
δ ◦ φn ◦Hom(a, b)

)

est homotope à −id. Par (la preuve de) la proposition 2.2.52, il suffira de construire
une B1-homotopie (à droite)

Hom
(
Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν), 1X)

)

−→ Hom
(
Λtr(B1

B)⊗tr Λtr(CrB(λ), 1B),Λtr(CrX(ν), 1X)
)

entre δ◦φn◦Hom(a, b) et−id. Étant donné queHom(b, a) (resp.Hom(a, b)) est un épi-
morphisme (resp. monomorphisme) scindé, il suffira de construire une B1-homotopie
(à droite)

h : Hom
(
Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(λ))

)
(2.101)

−→ Hom(Λtr

(
B1
B ×̂B CrB(λ)),Λtr(CrX(λ))

)

entre

Hom(a, b) ◦
(
δ ◦ φn ◦Hom(a, b)

)
◦Hom(b, a) = Hom(id, d) ◦ δ̃ ◦ φn ◦Hom(d, d)

et Hom(a, b) ◦ (−id) ◦Hom(b, a) = −Hom(d, d).

Notons Cr2k(µ) = Crk(µ) ×̂k Crk(µ) et Cr2†(µ) = Cr2k(µ) ×̂k †. Appelons τ la per-

mutation des facteurs de Cr2k(µ). On dispose des projecteurs d′ = d⊗ id et d′′ = id⊗d
de Λtr(Cr2B(µ)) = Λtr(CrB(µ)) ⊗ Λtr(CrB(µ)). On a la relation d′′ = τ ◦ d′ ◦ τ . On
notera aussi r = d′ ◦d′′ = d′′ ◦d′ = d⊗d. On dispose d’un morphisme de préfaisceaux
avec transferts

δ̃′ : Hom
(
Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν))

)
−→ Hom

(
Λtr(Cr2B(λ)),Λtr(Cr2X(ν))

)

qui à une correspondance finie γ ∈ CorB(CrU (λ),CrX(ν)) associe ι ⊗ γ avec ι :
Crk(λ) ↪→ Crk(ν) l’inclusion évidente. On dispose également d’un morphisme de pré-
faisceaux avec transferts

φ′
n : Hom

(
Λtr(Cr2B(λ)),Λtr(Cr2X(ν))

)
−→ Hom

(
Λtr(CrB(λ)),Λtr(CrX(ν))

)

qui à une correspondance finie

γ ∈ CorB
(
Cr2U (λ),Cr2X(ν)

)
= CorB

(
CrCrU (λ)(λ),CrCrX(ν)(ν)

)

associe φn(γ). Le lemme 2.5.45 montre que φ′
n ◦Hom(d′, d′) ◦ δ̃′ = −id. On en déduit

que

φ′
n ◦Hom(r, r) ◦ δ̃′ = φ′

n ◦Hom(d′, d′) ◦Hom(d′′, d′′) ◦ δ̃′
= φ′

n ◦Hom(d′, d′) ◦ δ̃′ ◦Hom(d, d)
= −Hom(d, d).

On a par ailleurs le lemme suivant.
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Lemme 2.5.47. — On a la relation

φ′
n ◦Hom(τ, τ) ◦Hom(r, r) ◦ δ̃′ = Hom(id, d) ◦ δ̃ ◦ φn ◦Hom(d, d).

Démonstration. — Soit U un B-affinöıde lisse et soit α ∈ CorB(CrU (λ),CrX(ν)) une
correspondance finie. On a

Hom(r, r) ◦ δ′(α) = (ι− c ◦ ι)⊗ (α− c ◦ α− α ◦ c+ c ◦ α ◦ c).

Étant données des correspondances finies

γ ∈ Cork
(
Crk(λ),Crk(ν)

)
et β ∈ CorB

(
CrU (λ),CrX(ν)

)
,

on a la formule

φ′
n ◦Hom(τ, τ)(γ ⊗ β) = γ ⊗ φn(β).

Il vient que

φ′
n ◦Hom(τ, τ) ◦Hom(r, r) ◦ δ′(α) = (ι− c ◦ ι)⊗ (φn(α− c ◦ α− α ◦ c+ c ◦ α ◦ c))

= Hom(id, d) ◦ δ̃ ◦ φn ◦Hom(d, d)(α).

Le lemme est démontré. c.q.f.d.

Par la discussion précédente, la proposition 2.5.40 découlera de l’existence d’une
B1-homotopie à droite (2.101) entre

φ′
n ◦Hom(r, r) ◦ δ̃′ et φ′

n ◦Hom(τ, τ) ◦Hom(r, r) ◦ δ̃′.

Étant donné que r ◦ τ = τ ◦ r, il suffit de montrer que Hom(r ◦ τ, r ◦ τ) et Hom(r, r)
sont B1-homotopes. Ceci découlera du lemme ci-dessous.

Lemme 2.5.48. — Les correspondances finies r◦τ et −r dans Cork(Cr2k(µ),Cr2k(µ))
sont B1-homotopes (pour µ > 1 dans

√
|k×|).

Démonstration. — Pour µ′ > µ, l’inclusion ι : Crk(µ) ↪→ Crk(µ′) induit un isomor-
phisme dans π0RigCor(k). Ceci découle de la proposition 2.3.17 qu’on applique aux
inclusions de couronnes

Crk(µ) = Crk(o, µ−1, µ) ↪−→ Crk(o, µ′−1, µ),

Crk(o, µ′−1, µ) ↪−→ Crk(o, µ′−1, µ′) = Crk(µ′).

Il suffit donc de montrer que les correspondances finies suivantes sont B1-homotopes :

r ◦ ι ◦ τ : Cr2k(µ) −→ Cr2k(µ′) et − r ◦ ι : Cr2k(µ) −→ Cr2k(µ′).

Considérons la correspondance finie α : Cr2k(µ) → Cr2k(µ6) donnée sur les points
k-rationnels par

α(x, y) = (x, y) + (y, x)− (xy, 1)− (1, xy).
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On vérifie immédiatement que r◦α = r◦ι+r◦ι◦τ (avec µ′ = µ6). Il est donc suffisant
de montrer que α est B1-homotope à zéro. Pour ce faire, on considère le diagramme
de k-affinöıdes

Crk(µ4) ×̂k B1
k(o, µ

2)[z]

(z2 − sz + p)
u

!!

e
""

Cr2k(µ6)

Cr2k(µ2)
f

!! Crk(µ4) ×̂k B1
k(o, µ

2)

tel que :
– p (pour produit), s (pour somme) et (t1, t2) désignent les coordonnées de Crk(µ4),
B1
k(o, µ

2) et Cr2k(µ6),
– z est une indéterminée,
– e est le morphisme évident,
– f est le morphisme défini par f(x, y) = (xy, x+ y),
– u correspond au morphisme de k-algèbres affinöıdes donné par les associations
t1 ! z et t2 ! s− z = pz−1.

Il est clair que e est fini et surjectif ; on peut donc considérer la correspondance finie
transposée te. Un calcul facile montre que u ◦ te ◦ f est la correspondance finie β :
Cr2k(µ2)→ Cr2k(µ6) donnée par β(x, y) = (x, y)+(y, x). (Autrement dit, β = ι◦(id+τ)
avec ι : Cr2k(µ2) ↪→ Cr2k(µ6) l’inclusion évidente.)

À présent, considérons le morphisme g : Cr2k(µ) → Cr2k(µ2) donné par g(x, y) =
(xy, 1). Puisque la projection Crk(µ4) ×̂k B1

k(o, µ
2) → Crk(µ4) est un isomorphisme

dans π0RigCor(k), on déduit que le carré

Cr2k(µ)
ι

!!

g
""

Cr2k(µ2)

f
""

Cr2k(µ2)
f

!! Crk(µ4) ×̂k B1
k(o, µ

2)

commute à B1-homotopie près. Il s’ensuit que la correspondance finie

β ◦ (ι− g) = u ◦ te ◦ f ◦ (ι− g)

est B1-homotope à zéro. Or, on a clairement α = β ◦ (ι − g). Ceci termine la preuve
du lemme. c.q.f.d.

Expliquons à présent comment déduire le théorème 2.5.39 de la proposition 2.5.40.
L’inclusion évidente Crk(λ) ↪→ (A1

k − o)an induit un isomorphisme

Λtr

(
Crk(λ), 1

)
≃ Λtr

(
(A1

k − o)an, 1
)
= T

dans RigDMeff(k,Λ). Il suffira donc de montrer que le morphisme

(2.102) K −→ RHom
(
Λtr

(
Crk(λ), 1

)
,Λtr

(
(A1

k − o)an, 1
)
L⊗tr K

)
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est inversible. La sous-catégorie pleine de RigDMeff(k,Λ) formée des objets K ren-
dant (2.102) inversible est une sous-catégorie triangulée stable par sommes infinies.
Ainsi, grâce au théorème 2.5.35, il suffit de montrer que (2.102) est inversible pour
K = Λtr(Xan)[0], où X est un k-schéma lisse. Dans ce cas, le morphisme (2.102)
s’écrit

(2.103) Λtr(X
an) −→ Hom

(
Λtr

(
Crk(λ), 1

)
,
(
Λtr((A1

X − oX)an, 1X)
)
B1-fib

)
.

Par la première partie du théorème 2.5.32, un remplacement B1-fibrant de
Λtr((A1

X − oX)an, 1Xan) est donné par un remplacement Nis-fibrant de

SingB1(
Λtr((A1

X − oX)an, 1Xan)
)
.

De plus, par la deuxième partie du théorème 2.5.32, le morphisme

Hom
(
Λtr(Crk(λ), 1), SingB1(

Λtr((A1
X − oX)an, 1Xan)

))

!!

Hom
(
Λtr(Crk(λ), 1),

(
SingB1(

Λtr((A1
X − oX)an, 1Xan)

))
Nis-fib

)

est une équivalence Nis-locale. Il est donc suffisant de prouver que

Λtr(X
an) −→ Hom

(
Λtr(Crk(λ), 1), SingB1(

Λtr((A1
X − oX)an, 1Xan)

))

est une équivalence B1-locale. Or, on dispose d’un carré commutatif

Λtr(Xan) ""

(1)
!!

Hom
(
Λtr(Crk(λ), 1), SingB1(

Λtr((A1
X − oX)an, 1Xan)

))

SingB1

(Λtr(Xan))
(2)

"" SingB1(
Hom

(
Λtr(Crk(λ), 1),Λtr((A1

X − oX)an, 1Xan)
))
.

D’après le lemme 2.5.31, la flèche (1) est une équivalence B1-locale. Par ailleurs, la
flèche (2) est la colimite filtrante, quand ν ∈

√
|k×| tend vers l’infini, des morphismes

SingB1

(Λtr(X
an)) −→ SingB1(

Hom
(
Λtr(Crk(λ), 1),Λtr(CrXan(ν), 1Xan)

))

qui sont des quasi-isomorphismes par la proposition 2.5.40. Ceci termine la preuve du
théorème 2.5.39.

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du théorème de simplification
(i.e., le théorème 2.5.38) et de la proposition 2.5.29.

Corollaire 2.5.49. — On suppose que l’une des deux conditions suivantes est satis-
faite :

(a) k est d’égale caractéristique nulle et sa valuation est discrète,

(b) Λ est une Q-algèbre.

Alors, le foncteur de suspension infinie Sus0T : RigDMeff(k,Λ)→ RigDM(k,Λ) est
pleinement fidèle.
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2.5.4. Description en termes de motifs algébriques. — Soit k un corps valué
complet dont la valuation est supposée non triviale. On fixe π ∈ k∨ − {0}. Dans
ce paragraphe, on identifie, à équivalence près, certaines sous-catégories triangulées
de RigDMeff(k,Λ) avec des sous-catégories triangulées de motifs algébriques relatifs

au-dessus de certains k̃-schémas simples (et plus précisément, des produits de Gmk̃).
Le résultat le plus complet dans cette direction est l’analogue avec transferts de la
première partie de la scholie 1.3.26 (voir le théorème 2.5.51 ci-dessous). Ici encore, la
validité de ce résultat nécessite l’hypothèse que k est d’égale caractéristique nulle et
que sa valuation est discrète. Un résultat partiel, mais valable pour certains corps k
d’égale caractéristique quelconque, sera également établi dans ce paragraphe (voir le
théorème 2.5.57 ci-dessous).

La définition suivante est la variante avec transferts de la définition 1.3.25. En effet,
on peut se restreindre ci-dessous aux entiers n négatifs ; on a alors

M(−)(n)[n] = Sus−n
T (Λtr(−)).

Définition 2.5.50. — Supposons que k̃ est un corps de caractéristique nulle. On ap-
pelle QUDM(k̃,Λ) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de DM(Gmk̃,Λ)

engendrée par les motifs M(Qgm
r (X, f))(n) avec n ∈ Z, r ∈ N− {0}, X un k̃-schéma

lisse et f ∈ Γ(X,O×). (On rappelle que Qgm
r (X, f) est le Gmk̃ = Spec(k̃[T, T−1])-

schéma X[T, T−1, V ]/(V r−fT ) ; voir la notation 1.3.24.) Les objets de QUDM(k̃,Λ)
sont appelés les motifs quasi-unipotents de DM(Gmk̃,Λ).

Voici le premier théorème de ce paragraphe.

Théorème 2.5.51. — Supposons que k = k̃((π)) est le corps des séries de Laurent

en π à coefficients dans un corps de caractéristique nulle k̃. Le foncteur composé

(2.104) F : QUDM(k̃,Λ) ↪−→ DM(Gmk̃,Λ)
π∗

!! DM(k,Λ)
Rig∗

!! RigDM(k,Λ)

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — On prouvera le théorème en se ramenant à la première partie de la
scholie 1.3.26. On utilisera pour cela le couple de foncteurs adjoints (atr, otr) d’ajout
et d’oubli des transferts. Rappelons que DA(S,Λ), pour un schéma noethérien S,
désigne la catégorie homotopique stable des motifs de S-schémas lisses à coefficients
dans la catégorie des complexes de Λ-modules. Rappelons aussi que QUDA(k̃,Λ)
désigne la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de DA(Gmk̃,Λ) engendrée
par les M(Qgm

r (X, f))(−p) ≃ SuspT (Q
gm
r (X, f)⊗ Λ)[p] avec p ∈ N, r ∈ N− {0}, X un

k̃-schéma lisse et f ∈ Γ(X,O×). La scholie 1.3.26 affirme que le foncteur composé

(2.105) F : QUDA(k̃,Λ) ↪−→ DA(Gmk̃,Λ)
π∗

!! DA(k,Λ)
Rig∗

!! RigDA(k,Λ)

est une équivalence de catégories.
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On dispose d’un carré commutatif à un isomorphisme canonique près

QUDA(k̃,Λ)
F

!!

Latr
""

RigDA(k,Λ)

Latr
""

QUDM(k̃,Λ)
F

!! RigDM(k,Λ).

Le foncteur Latr de gauche (resp. de droite) envoie un système de générateurs com-

pacts de QUDA(k̃,Λ) (resp. RigDA(k,Λ)) sur un système de générateurs com-

pacts de QUDM(k̃,Λ) (resp. RigDM(k,Λ)). Comme (2.105) est une équivalence
de catégories, on déduit que (2.104) envoie un système de générateurs compacts

de QUDM(k̃,Λ) sur un système de générateurs compacts de RigDM(k,Λ). Par
le lemme 1.3.32, il est donc suffisant de prouver que l’homomorphisme

homDM(Gmk̃,Λ)(A,B) −→ homRigDM(k,Λ)

(
F(A),F(B)

)

est bijectif pour A = Latr(A0) et B = Latr(B0) avec A0 et B0 des objets compacts de

QUDA(k̃,Λ).

Par le corollaire 1.3.28, tout objet compact K de QUDA(k̃,Λ) admet un dual
fort K∨. Étant donné que Latr et F sont des foncteurs monöıdaux symétriques et
unitaires, Latr(B∨

0 ) est un dual fort de Latr(B0) et F ◦ Latr(B∨
0 ) est un dual fort de

F ◦ Latr(B0). En prenant C0 = A0 ⊗ B∨
0 , on voit qu’il est suffisant de prouver que

l’homomorphisme

homDM(Gmk̃,Λ)(C, • ) −→ homRigDM(k,Λ)

(
F(C),F(• )

)

est bijectif pour tout C = Latr(C0) avec C0 un objet compact de QUDA(k̃,Λ). (Ci-
dessus, on a préféré noter • au lieu de Λ(0) l’objet unité de DM(Gmk̃,Λ).) Pour ce
faire, considérons le diagramme commutatif

homDM(Gmk̃,Λ)(C, • )

∼

""

!! homRigDM(k,Λ)

(
F(C),F(• )

)

homRigDA(k,Λ)

(
F(C0),Rotr(F(• ))

)
∼
##

homDA(Gmk̃,Λ)

(
C0,Rotr(• )

) (a)
!! homRigDA(k,Λ)

(
F(C0),F(Rotr• )

)
.

(b)

##

Les isomorphismes verticaux sont déduits de l’adjonction (Latr,Rotr). L’homomor-
phisme (b) est induit par la transformation naturelle F ◦Rotr → Rotr ◦ F obtenue par
adjonction de l’isomorphisme de commutation F ◦ Latr ≃ Latr ◦ F. Vu que F est la
restriction de LRig∗ ◦ Lπ∗ aux motifs quasi-unipotents au-dessus de Gmk̃, cette trans-
formation naturelle est inversible d’après les propositions 2.5.52 et 2.5.55 ci-dessous.
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Pour terminer, il reste donc à montrer que l’homomorphisme (a) est inver-
sible. Compte tenu de la scholie 1.3.26, il suffit de vérifier que Rotr(• ) est dans

QUDA(k̃,Λ). Or, grâce à la proposition 2.5.52 ci-dessous, on dispose d’une châıne
d’isomorphismes

Rotr(• ) ≃ Rotr ◦ Lq∗(• ) ≃ Lq∗ ◦ Rotr(• )
où q : Gmk̃ → Spec(k̃) est la projection évidente. Ceci permet de conclure puisque

l’image de l’opération Lq∗ : DA(k̃,Λ) → DA(Gmk̃,Λ) est contenue dans la sous-

catégorie QUDA(k̃,Λ). c.q.f.d.

Les propositions 2.5.52 et 2.5.55 ci-dessous ont servi dans la preuve du théorème
précédent.

Proposition 2.5.52. — Soit f : Y → X un morphisme régulier (i.e., plat à fibres
géométriques régulières) entre schémas noethériens réguliers et de dimension de Krull
finie(19). Alors, la transformation naturelle

Lf∗ ◦ Rotr −→ Rotr ◦ Lf∗,

entre foncteurs de DM(X,Λ) dans DA(Y,Λ), est inversible.

Démonstration. — Supposons d’abord que f est de type fini. C’est donc un morphisme
lisse. Les foncteurs Lf∗ admettent alors des adjoints à gauche Lf♯. (Voir [3, Section 4.5]
pour les motifs sans transferts ; le cas des motifs avec transferts se traite de la même
manière.) Le foncteur Lf♯ envoie le motif sans (resp. avec) transferts d’un Y -schéma
lisse Y ′ sur le motif sans (resp. avec) transferts de Y ′ considéré comme un X-schéma
lisse. Ainsi, les foncteurs Lf♯ commutent à l’ajout des transferts, i.e., on a un isomor-
phisme canonique Lf♯ ◦ Latr ≃ Latr ◦ Lf♯. Par adjonction, on obtient un isomorphisme
Lf∗◦Rotr ≃ Rotr◦Lf∗. On vérifie aisément que cet isomorphisme est la transformation
naturelle de l’énoncé (i.e., celle déduite de l’isomorphisme Lf∗ ◦ Latr ≃ Latr ◦ Lf∗).

Revenons au cas général. En utilisant le cas des morphismes lisses et plus préci-
sément celui des immersions ouvertes, on déduit que la question est locale pour la
topologie de Zariski sur X et Y . On peut donc supposer que X et Y sont des schémas
affines. Par le théorème de Popescu [34, 35], Y est la limite d’un système projectif
cofiltrant de X-schémas affines et lisses (Yi)i∈I . Soit K un objet de DM(X,Λ). Pour
montrer que Lf∗ ◦Rotr(K) −→ Rotr ◦Lf∗(K) est un isomorphisme, il suffit de vérifier
que l’homomorphisme

homDA(Y,Λ)

(
A, Lf∗ ◦ Rotr(K)

)
−→ homDA(Y,Λ)

(
A,Rotr ◦ Lf∗(K)

)

(19) L’hypothèse que X et Y sont réguliers est probablement superflue. Nous la supposerons pour

avoir une description explicite des correspondances finies au-dessus de X et Y en termes de sous-

schémas intègres, finis et surjectifs au-dessus d’une composante connexe du schéma source. Cette

description servira implicitement à la fin de la preuve où l’on affirme que la variante avec transferts

de la proposition 1.A.1 est vraie et qu’elle se démontre de la même manière.
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2.5. LA CATÉGORIE RigDM(k) DES MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES 355

est bijectif pour tout objet compact A de DA(Y,Λ). D’après le corollaire 1.A.3, un tel
objet est de la forme A = L(Y → Yi)∗(Ai) pour un indice i ∈ I et un objet compact Ai

de DA(Yi,Λ). Pour j ∈ I/i, on a un carré commutatif

homDA(Yj ,Λ)

(
L(Yj → Yi)∗Ai, L(Yj → X)∗RotrK

)
∼

!!❬❬❬❬❬❬❬
❬❬❬❬❬

""

homDA(Y,Λ)

(
L(Y → Yi)∗Ai, L(Y → X)∗RotrK

)

!!❬❬❬❬❬❬❬
❬❬❬❬❬

homDA(Yj ,Λ)

(
L(Yj → Yi)∗Ai,RotrL(Yj → X)∗K

)

""

homDA(Y,Λ)

(
L(Y → Yi)∗Ai,RotrL(Y → X)∗K

)

où la flèche oblique supérieure est inversible puisque le X-schéma Yj est lisse.

Par la proposition 1.A.1, l’homomorphisme évident

Colimj∈I/i homDA(Yj ,Λ)

(
L(Yj → Yi)∗Ai, L(Yj → X)∗RotrK

)

""

homDA(Y,Λ)

(
L(Y → Yi)∗Ai, L(Y → X)∗RotrK

)

est bijectif. Pour terminer la preuve de la proposition, il est donc suffisant de montrer
que l’homomorphisme

Colimj∈I/i homDA(Yj ,Λ)

(
L(Yj → Yi)∗Ai,RotrL(Yj → X)∗K

)

""

homDA(Y,Λ)

(
L(Y → Yi)∗Ai,RotrL(Y → X)∗K

)

est lui aussi bijectif. Grâce à l’adjonction (Latr,Rotr) cet homomorphisme s’identifie à

Colimj∈I/i homDM(Yj ,Λ)

(
L(Yj → Yi)∗Latr(Ai), L(Yj → X)∗K

)

""

homDM(Y,Λ)

(
L(Y → Yi)∗Latr(Ai), L(Y → X)∗K

)
.

Le résultat recherché découle alors de la variante avec transferts de la proposi-
tion 1.A.1. Cette variante se démontre en adaptant la preuve de ladite proposition.
Les détails sont laissés au lecteur. c.q.f.d.

Pour établir la deuxième proposition qui a servi dans la preuve du théorème 2.5.51
(i.e., la proposition 2.5.55 ci-dessous), nous aurons besoin du lemme 2.5.54 ci-dessous
qui est la version stable du lemme 2.5.53 suivant que nous devons établir au préalable.

Lemme 2.5.53. — On a les résultats suivants :

(a) Le foncteur otr : Cpl(PreStr(Sm/k,Λ)) → Cpl(PreShv(Sm/k,Λ)) préserve
les équivalences A1-locales.
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(b) Le foncteur otr : Cpl(PreStr(SmRig/k,Λ)) → Cpl(PreShv(SmRig/k,Λ))
préserve les équivalences B1-locales.

Démonstration. — On traite uniquement le cas analytique rigide. (L’argument
s’adapte sans difficulté au cas algébrique ; alternativement, on peut considérer le cas
algébrique comme étant le cas particulier où k est muni de la valuation triviale.) On
note WNis et WB1 les classes des équivalences Nis-locales et B1-locales respective-
ment. Il s’agit de montrer que WB1 ⊂ o−1

tr (WB1). Par [3, Proposition 4.2.74], il suffit
de voir que la classe D = o−1

tr (WB1) satisfait aux conditions suivantes :

1) D contient WNis ainsi que les flèches Λtr(B1
X) → Λtr(X) pour tout X ∈

Ob(SmRig/k) ;

2) D vérifie la propriété « 2 de 3 » ;
3) D ∩Cofproj est stable par « push-out » et composition transfinie.

La condition 2) est claire. Pour vérifier 3), on utilise la structure injective B1-locale
sur Cpl(PreShv(SmRig/k,Λ)). Rappelons que la classe Cof inj des cofibrations in-
jectives est la classe des monomorphismes. Puisque les cofibrations projectives sont
en particulier des monomorphismes et puisque otr est exact à gauche, on a

otr(D ∩Cofproj) ⊂WB1 ∩Cof inj.

Or, la classe WB1 ∩Cof inj est stable par « push-out » et composition transfinie (ceci
étant vrai dans toute catégorie de modèles). On obtient maintenant la condition 3) en
remarquant que otr commute aux colimites. Par ailleurs, otr préserve les équivalences
Nis-locales. Ainsi, pour terminer, il reste à vérifier que otr envoie Λtr(B1

X)→ Λtr(X)
sur une équivalence B1-locale. Ceci peut se faire à l’aide d’une B1-homotopie explicite
entre l’identité et l’endomorphisme nul de la boule de Tate relative B1

X . c.q.f.d.

Exceptionnellement, nous noterons ci-dessous T tr le préfaisceau avec transferts
Λtr((A1

k − o), 1) afin de le distinguer de T = ((A1
k − o), 1) ⊗ Λ. L’énoncé ci-dessous

porte sur les spectres non symétriques.

Lemme 2.5.54. — On a les résultats suivants :

(a) Le foncteur

otr : SpectT tr

(
Cpl

(
PreStr(Sm/k,Λ)

))

−→ SpectT
(
Cpl

(
PreShv(Sm/k,Λ)

))

préserve les équivalences A1-locales stables.

(b) Le foncteur

otr : SpectT tr

(
Cpl

(
PreStr(SmRig/k,Λ)

))

−→ SpectT
(
Cpl

(
PreShv(SmRig/k,Λ)

))

préserve les équivalences B1-locales stables.
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Démonstration. — On traite uniquement le cas analytique rigide. Comme pour le
lemme 2.5.53, on utilise [3, Proposition 4.2.74] et la construction de la structure B1-
locale stable comme la localisation de Bousfield de la structure B1-locale instable
(alias niveau par niveau) relativement aux flèches de la forme

Susp+1
T tr

(
Λtr(X)

)
−→ SuspT tr

(
T tr ⊗tr Λtr(X)

)

pour p ∈ N et X une k-variété rigide lisse. Vu que otr présèrve les équivalences B1-
locales niveau par niveau (grâce au lemme 2.5.53), on se ramène à vérifier que

otr
(
Susp+1

T tr (Λtr(X))
)
−→ otr

(
SuspT tr(T

tr ⊗tr Λtr(X))
)

est une équivalence B1-locale stable. Or, ce morphisme est un isomorphisme à partir
du niveau p + 1. (C’est exactement pour cette raison que nous travaillons avec les
spectres non symétriques !) On applique maintenant [3, Lemme 4.3.59] pour conclure.

c.q.f.d.

Proposition 2.5.55. — La transformation naturelle

LRig∗ ◦ Rotr −→ Rotr ◦ LRig∗,

entre foncteurs de DM(k,Λ) dans RigDA(k,Λ), est inversible.

Démonstration. — On peut travailler avec les catégories de spectres non symétriques
(voir la discussion qui précède la proposition 2.5.29). Considérons la face carrée

SpectT tr(Cpl(PreStr(Sm/k,Λ)))
Rig∗

!!

otr
""

SpectT tr(Cpl(PreStr(SmRig/k,Λ)))

otr
""

SpectT (Cpl(PreShv(Sm/k,Λ)))
Rig∗

!!

=⇒

SpectT (Cpl(PreShv(SmRig/k,Λ))).

D’une part, le théorème 2.5.24 entâıne (grâce à la propriété universelle des localisations
de Bousfield) que les foncteurs Rig∗ ci-dessus transforment les équivalences A1-locales
stables en des équivalences B1-locales stables. D’autre part, le lemme 2.5.54 affirme que
le foncteur otr de gauche (resp. de droite) préserve les équivalences A1-locales (resp.
B1-locales) stables. Ainsi, tous les foncteurs du carré ci-dessus se dérivent trivialement.
Il est donc suffisant de montrer que le morphisme

Rig∗ ◦ otr(E) −→ otr ◦ Rig∗(E)

est une équivalence B1-locale stable pour tout T tr-spectre E de complexes de pré-
faisceaux avec transferts sur Sm/k. Or, d’après la remarque 2.5.21, le morphisme en
question est une équivalence Nis-locale niveau par niveau. c.q.f.d.

Pour continuer, on aura besoin d’introduire quelques nouvelles sous-catégories.
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Définition 2.5.56. — 1) On note RigDMeff,br(k,Λ) la sous-catégorie triangulée
avec sommes infinies de RigDMeff(k,Λ) engendrée par les motifs effectifs des k-
affinöıdes lisses admettant bonne réduction. On note aussi RigDMbr(k,Λ) la sous-
catégorie triangulée avec sommes infinies de RigDM(k,Λ) engendrée par les motifs
des k-affinöıdes lisses admettant bonne réduction ainsi que leurs twists de Tate néga-
tifs.

2) On note UnDMeff(k̃,Λ) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de
DMeff(Gn

mk̃,Λ) engendrée par les motifs effectifs des Gn
mk̃-schémas constants, i.e.,

isomorphes à une projection X ×k̃ Gn
mk̃ → Gn

mk̃ avec X un k̃-schéma lisse. On note

aussi UnDM(k̃,Λ) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de DM(Gn
mk̃,Λ)

engendrée par les motifs des Gn
mk̃-schémas constants ainsi que leurs twists de Tate

négatifs.

Voici le deuxième théorème principal de ce paragraphe.

Théorème 2.5.57. — On suppose que les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) k est d’égale caractéristique et |k×| est un groupe abélien libre de rang fini,
(ii) Λ est une Q-algèbre.

On fixe une section k̃ ↪→ k◦ à la surjection évidente et on choisit des éléments
π1, . . . ,πn ∈ k dont les normes |π1|, . . . , |πn| forment une base du Z-module |k×|.
Lorsque la caractéristique de k̃ n’est pas nulle, on suppose que la condition supplé-
mentaire suivante est satisfaite :

(iii) le sous-anneau k̃[π1,π
−1
1 , . . . ,πn,π−1

n ] ⊂ k est dense.

Alors, les foncteurs composés

F : UnDMeff(k̃,Λ) ↪−→ DMeff(Gn
mk̃,Λ)(2.106)

(π1,...,πn)
∗

−−−−−−−→DMeff(k,Λ)
Rig∗

−−−−→RigDMeff(k,Λ),

F : UnDM(k̃,Λ) ↪−→ DM(Gn
mk̃,Λ)(2.107)

(π1,...,πn)
∗

−−−−−−−→DM(k,Λ)
Rig∗

−−−−→RigDM(k,Λ),

sont pleinement fidèles et induisent des équivalences de catégories

UnDMeff(k̃,Λ) ≃ RigDMeff,br(k,Λ) et UnDM(k̃,Λ) ≃ RigDMbr(k,Λ).

La condition (iii) ci-dessus est automatique lorsque la valuation de k est discrète.
La preuve du théorème 2.5.57 occupera l’essentiel du reste de ce paragraphe. Ainsi,
jusqu’à la fin du paragraphe, Λ sera une Q-algèbre.

On note π le n-uplet (π1, . . . ,πn). Soit X un k̃-schéma lisse. Le Gn
mk̃-schéma

X ×k̃ Gn
mk̃ sera noté Qn(X) ; la k-variété rigide quasi-compacte [(X×k̃ k

◦)//(π)]η sera
notée Qrig(X) ; la k-variété rigide (X ×k̃ k)an sera notée Qan(X). On dispose d’une
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immersion ouverte canonique Qrig(X) ↪→ Qan(X). On commence par noter quelques
lemmes simples qui serviront dans la preuve.

Lemme 2.5.58. — La catégorie triangulée avec sommes infinies RigDMeff,br(k,Λ)
est compactement engendrée par les motifs effectifs des k-variétés rigides Qrig(X),

pour X un k̃-schéma lisse. De même, la catégorie triangulée avec sommes infinies
RigDMbr(k,Λ) est compactement engendrée par les motifs des k-variétés rigides

Qrig(X), pour X un k̃-schéma lisse, ainsi que leurs twists de Tate négatifs.

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas effectif. Notons T la sous-catégorie triangu-
lée avec sommes infinies de RigDMeff(k,Λ) engendrée par les Meff(Qrig(X)) pour X

un k̃-schéma lisse. Il est clair que la k-variété rigide quasi-compacte Qrig(X) admet
bonne réduction. On a donc l’inclusion T ⊂ RigDMeff,br(k,Λ). Pour montrer l’in-
clusion réciproque, il faut vérifier que Meff(U) ∈ Ob(T) pour toute k-variété rigide
quasi-compacte à bonne réduction U . Or, une telle k-variété rigide admet un modèle
formel U qui est lisse sur k◦. De plus, si (Ui)i∈I est un recouvrement ouvert fini de U,
Meff(U) appartient à la sous-catégorie triangulée engendrée par les Meff((UJ)η) avec
∅ ̸= J ⊂ I et UJ =

⋂
j∈J Uj . Quitte à remplacer U par l’un des (UJ )η avec (Ui)i∈I

un recouvrement ouvert suffisamment fin, on peut alors supposer qu’il existe un mor-
phisme étale de k◦-schémas formels U → Spf(k◦{t1, . . . , td}). Notons V = Uσ. On

dispose d’un morphisme étale de k̃-schémas V → Spec(k̃[t1, . . . , td]) qui induit un mor-
phisme étale de k◦-schémas formels (V ⊗k̃k

◦)//(π)→ Spf(k◦{t1, . . . , td}). D’après [20,
Théorème 18.1.2], il existe un unique isomorphisme de Spf(k◦{t1, . . . , td})-schémas
formels U ≃ (V ⊗k̃ k

◦)//(π) induisant l’identité sur la fibre spéciale. En particulier, il
existe un isomorphisme de k-variétés rigides U ≃ Qrig(V ), ce qui permet de conclure.

c.q.f.d.

Lemme 2.5.59. — Soit X un k̃-schéma lisse. Le morphisme

Λtr

(
Qrig(X)

)
−→ Λtr

(
Qan(X)

)
,

induit par l’inclusion évidente, est une équivalence B1-locale.

Démonstration. — On dispose de deux foncteurs triangulés θ1, θ2 : DMeff(k̃,Λ) →
RigDMeff(k,Λ) tels que

θ1
(
Λtr(X)

)
= Λtr

(
Qrig(X)

)
et θ2

(
Λtr(X)

)
= Λtr

(
Qan(X)

)

pour tout k̃-schéma lisse X. (On laissera au lecteur le soin de construire ces foncteurs.)
Les immersions ouvertes Qrig(−) ↪→ Qan(−) induisent une transformation naturelle
θ1 → θ2. Il suffit alors de voir que cette transformation naturelle est inversible. Or,
DMeff(k̃,Λ) est compactement engendrée par les motifs des k̃-schémas projectifs et

lisses (puisque Λ est une Q-algèbre). De plus, pour de tels k̃-schémas X, l’immersion
ouverte Qrig(X) ↪→ Qan(X) est un isomorphisme. Ceci permet de conclure. c.q.f.d.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2015

365

365



360 CHAPITRE 2. MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES ANALYTIQUES II

Lemme 2.5.60. — Le foncteur

Sus0T : UnDMeff(k̃,Λ) −→ UnDM(k̃,Λ)

est pleinement fidèle.

Démonstration. — En effet, le foncteur Sus0T : DMeff(k̃,Λ) → DM(k̃,Λ) est plei-
nement fidèle grâce au « cancellation theorem » de Voevodsky [45]. Or, on a des
isomorphismes canoniques

homDMeff (Gn
mk̃,Λ)

(
Meff(Qn(X)),Meff(Qn(Y ))[i]

)

≃ homDMeff (k̃,Λ)

(
Meff(X ×k̃ Gn

mk̃),M
eff(Y )[i]

)
,

homDM(Gn
mk̃,Λ)

(
M(Qn(X)),M(Qn(Y ))[i]

)

≃ homDM(k̃,Λ)

(
M(X ×k̃ Gn

mk̃),M(Y )[i]
)
,

pour tous k̃-schémas lisses X et Y , et tout i ∈ Z. Il s’ensuit que les homomorphismes

homDMeff (Gn
mk̃,Λ)

(
Meff(Qn(X)),Meff(Qn(Y ))[i]

)

−→ homDM(Gn
mk̃,Λ)

(
M(Qn(X)),M(Qn(Y ))[i]

)

sont bijectifs. On en déduit la pleine fidélité de

Sus0T : UnDMeff(k̃,Λ) −→ UnDM(k̃,Λ)

en reprenant le raisonnement utilisé dans la preuve du lemme 1.3.32. c.q.f.d.

Si X est un k̃-schéma lisse, le foncteur F envoie le motif de Qn(X) sur le motif de
Qan(X) qui, par le lemme 2.5.59, est isomorphe au motif de Qrig(X). On en déduit
que (2.106) et (2.107) se factorisent par des foncteurs

F′ : UnDMeff(k,Λ) −→ RigDMeff,br(k,Λ),

F′ : UnDM(k,Λ) −→ RigDMbr(k,Λ).

Il s’agit de montrer que ces foncteurs sont des équivalences de catégories. Les
lemmes 2.5.58 et 2.5.59 montrent que les images des foncteurs F′ engendrent les
catégories triangulées avec sommes infinies RigDMeff,br(k,Λ) et RigDMbr(k,Λ).
Il est donc suffisant de prouver que les foncteurs F′ sont pleinement fidèles. Or, on
dispose d’un carré commutatif à un isomorphisme canonique près

(2.108) UnDMeff(k̃,Λ)
F′

!!

Sus0T
""

RigDMeff,br(k,Λ)

Sus0T
""

UnDM(k̃,Λ)
F′

!! RigDMbr(k,Λ).

Par le corollaire 2.5.49, le foncteur

Sus0T : RigDMeff,br(k,Λ) −→ RigDMbr(k,Λ)
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est pleinement fidèle. Il en est de même du foncteur

Sus0T : UnDMeff(k̃,Λ) −→ UnDM(k̃,Λ)

par le lemme 2.5.60. Il est donc suffisant de traiter le cas stable. Par le lemme 1.3.32,
il est même suffisant de vérifier que l’homomorphisme

homDM(Gn
mk̃,Λ)

(
q∗(A), q∗(B)

)
−→ homRigDM(k,Λ)

(
F(q∗(A)),F(q∗(B))

)
,

avec q : Gn
mk̃ → Spec(k̃) la projection structurale, est bijectif pour tous objets com-

pacts A et B de DM(k̃,Λ). Étant donné que les objets compacts de DM(k̃,Λ) sont
fortement dualisables, on se ramène à montrer que l’homomorphisme

homDM(Gn
mk̃,Λ)(• , q∗C) −→ homRigDM(k,Λ)

(
• ,F(q∗C)

)

est bijectif pour tout objet compact C de DM(k̃,Λ). Or, on peut trouver un entier
r ∈ N tel que le motif C(r) est effectif, i.e., isomorphe à un objet de la forme Sus0T (K)

avec K un objet compact de DMeff(k̃,Λ). Puisque • (r)[r] est un facteur direct du
motif de Gr

mk̃, on déduit (en utilisant une deuxième fois la pleine fidélité des foncteurs
verticaux dans le carré (2.108) ainsi que le lemme 2.5.59) que le théorème 2.5.57
découle de l’énoncé suivant.

Proposition 2.5.61. — Reprenons les hypothèses du théorème 2.5.57. Soit K un
complexe de préfaisceaux avec transferts sur Sm/k̃. Alors, pour tout r ∈ N, l’homo-
morphisme évident

homDMeff (Gn
mk̃,Λ)

(
Meff(Qn(Gr

mk̃)), q
∗(K)

)

−→ homRigDMeff (k,Λ)(M
eff
(
Qrig(Gr

mk̃)),F(q
∗(K))

)

est bijectif.

L’énoncé ci-dessus ne dépend que de la classe d’isomorphisme de K dans
DMeff(k̃,Λ). On peut donc supposer que K est projectivement cofibrant et projecti-
vement A1-fibrant. Vu l’adjonction (q♯, q∗), on déduit alors la châıne d’isomorphismes

homDMeff (Gn
mk̃,Λ)

(
Meff(Qn(Gr

mk̃)), q
∗(K)

)
≃ homDMeff (k̃,Λ)

(
Meff(Qn(Gr

mk̃)),K
)

≃ H0Γ
(
Qn(Gr

mk̃),K
)
.

(Ci-dessus, Qn(Gr
mk̃) est considéré tantôt comme un Gn

mk̃-schéma, tantôt comme un

k̃-schéma.) Par ailleurs, puisque K est projectivement A1-fibrant, le morphisme K →
SingA

1

(K) est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux avec transferts.
En particulier, le morphisme

Γ
(
Qn(Gr

mk̃),K
)
−→ Γ

(
Qn(Gr

mk̃), Sing
A1

(K)
)

est un quasi-isomorphisme. Au total, on obtient un isomorphisme canonique

H0Γ
(
Qn(Gr

mk̃), Sing
A1

(K)
) ∼

!! homDMeff (Gn
mk̃,Λ)

(
Meff(Qn(Gr

mk̃)), q
∗(K)

)
.
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Remarquons par ailleurs que Qrig(Gr
mk̃) = ∂Br

k. Le corollaire 2.5.33 fournit donc un
isomorphisme canonique

H0Γ
(
Qrig(Gr

mk̃), Sing
B1

(Rig∗π∗q∗K)
)

∼
!! homRigDMeff (k,Λ)

(
Meff

(
Qrig(Gr

mk̃)
)
,F(q∗(K))

)
.

Ainsi, la proposition 2.5.61 équivaut à l’énoncé suivant.

Proposition 2.5.62. — Reprenons les hypothèses du théorème 2.5.57. Soit X un
k̃-schéma affine et lisse, et soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts sur
Sm/k̃ projectivement Nis-fibrant. Alors, le morphisme

(2.109) Γ
(
Qn(X), SingA1

(K)
)
−→ Γ

(
Qrig(X), SingB1(

Rig∗π∗q∗(K)
))

est un quasi-isomorphisme.

Nous allons d’abord démontrer la proposition 2.5.62 en admettant la condition (iii)
du théorème 2.5.57. On expliquera plus tard comment se débarasser de cette condition
lorsque k̃ est de caractéristique nulle (voir la proposition 2.5.68 ci-dessous). Ainsi,
jusqu’à l’énoncé de la proposition 2.5.68 ci-dessous, nous supposerons que les trois
conditions (i), (ii) et (iii) du théorème 2.5.57 sont satisfaites.

Pour Y un k̃-schéma affine et lisse, on note V (Qrig(Y )/Qn(Y )) la catégorie co-
filtrante des voisinages étales affines de Qrig(Y ) dans Qn(Y ). (Comparer à la no-
tation 2.4.14 où l’on prend B = Qrig(Y ) et B0 = Qn(Y ).) Ainsi, un objet de
V (Qrig(Y )/Qn(Y )) est un couple (U, j) formé d’un Qn(Y )-schéma affine étale U muni
d’un morphisme de Qan(Y )-variétés rigides j : Qrig(Y )→ (U ×Gn

mk̃
Spec(k))an. Étant

donné un préfaisceau F sur Sm/k̃, on pose

F
(
V
(
Qrig(Y )/Qn(Y )

))
= Colim

(U,j)∈V (Qrig(Y )/Qn(Y ))
F (U).

Comme d’habitude, on note ∆X = ∆•
X le X-schéma cosimplicial donné en degré d

par ∆d
X = X[t0, . . . , td]/(1−

∑d
i=0 ti). Étant donné un complexe de préfaisceaux avec

transferts K, on dispose d’un morphisme évident

(2.110) Tot
(
K
(
V (Qrig(∆X)/Qn(∆X))

))
−→ Tot

((
Rig∗π∗q∗(K)

)
(Qrig(∆X))

)
,

où Tot désigne le « complexe total » associé à un objet simplicial en complexes.

Lemme 2.5.63. — Le morphisme (2.110) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. — Considérons la sous-catégorie pleine T ⊂ D(PreStr(Sm/k,Λ))
dont les objets sont les complexes de préfaisceaux avec transferts K pour les-
quels (2.110) est un quasi-isomorphisme. Grâce au lemme 2.5.20, la propriété
d’appartenir à Ob(T) dépend uniquement de la classe d’isomorphisme de K dans
D(PreStr(Sm/k,Λ)). De plus, il est immédiat que T est stable par suspension,
désuspension, cône et somme infinie ; c’est donc une sous-catégorie triangulée avec
sommes infinies de D(PreStr(Sm/k,Λ)).
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Notre but est de montrer l’égalité T = D(PreStr(Sm/k,Λ)). Or, la catégorie tri-
angulée D(PreStr(Sm/k,Λ)) est compactement engendrée par les objets de la forme

Λtr(W ), avec W un k̃-schéma lisse. D’après ce qui précède, il est suffisant de montrer

que Λtr(W ) ∈ Ob(T) pour tout W ∈ Ob(Sm/k̃). Autrement dit, il est suffisant de
démontrer le lemme pour K = Λtr(W ). Dans ce cas, le morphisme (2.110) s’identifie à

CorQn(X)

(
V
(
Qrig(∆X)/Qn(∆X)

)
, Qn(X ×k̃ W )

)
⊗ Λ

−→ CorQrig(X)

(
Qrig(∆X), Qrig(X) ×̂k Q

an(W )
)
⊗ Λ.

Ce morphisme est un quasi-isomorphisme d’après le théorème 2.4.16 (où l’on prend
Qn(X), Qrig(X) et Qn(X×k̃W ) pour B0, B et X0). En effet, les conditions d’applica-
tion du théorème 2.4.16 sont bien réunies (voir la notation 2.4.14) : d’une part, le sous-
anneau O(Qn(Y )) est dense dans O(Qrig(Y )) puisqu’il en est ainsi du sous-anneau

k̃[π1,π
−1
1 , . . . ,πn,π−1

n ] ⊂ k (c’est la condition (iii) du théorème 2.5.57). D’autre part,
la O(Qn(Y ))-algèbre O(Qrig(Y )) est régulière. Pour voir cela, il suffit de vérifier que

l’extension k̃(π) ⊂ k est séparable. Puisque le Z-module |k×| est librement engendré

par les normes |π1|, . . . , |πn|, pour toute extension finie l/k̃ et toute puissance q de

l’exposant caractéristique de k̃, l’extension (k ⊗k̃ l)(π1/q
1 , . . . ,π1/q

n ) de k est de degré

qn[l : k̃]. Il s’ensuit que le produit tensoriel k ⊗k̃(π) l(π
1/q
1 , . . . ,π1/q

n ) est réduit. Ceci
permet de conclure. c.q.f.d.

Le lemme 2.5.63 montre que la proposition 2.5.62 (sous la condition (iii) du théo-
rème 2.5.57) découle de l’énoncé suivant.

Proposition 2.5.64. — Soit X un k̃-schéma affine et lisse, et soit K un complexe de
préfaisceaux avec transferts sur Sm/k̃ projectivement Nis-fibrant. Alors, le morphisme

(2.111) Tot
(
K(Qn(∆X))

)
−→ Tot

(
K(V

(
Qrig(∆X)/Qn(∆X))

))

est un quasi-isomorphisme.

Pour établir la proposition 2.5.64, nous aurons besoin d’une courte digression. No-
tons IΓ = ln |k×| que l’on considère comme un sous-groupe de type fini de R. Le
n-uplet π = (π1, . . . ,πn) fournit une base (ln |π1|, . . . , ln |πn|) du Z-module libre IΓ
qu’on utilisera pour identifier IΓ à Zn. Pour γ ∈ IΓ, on note πγ l’unique élément
du sous-groupe de k× engendré par les π1, . . . ,πn tel que ln |πγ | = γ. L’association

γ ! πγ s’étend un morphisme de k̃-algèbres k̃[IΓ] → k. Par ailleurs, l’identification

IΓ = Zn fournit une identification k̃[IΓ] = k̃[t1, t
−1
1 , . . . , tn, t−1

n ] ; un élément γ ∈ IΓ
correspond par cette identification à un monôme qu’on notera tγ . Par construction,
le triangle

Spec(k)
π

!!

""

Gn
mk̃

Spec(k̃[IΓ])
est commutatif.
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On pose IΓ+ = IΓ∩R+ (avec R+ l’ensemble des réels positifs) ; c’est un sous-monöıde
de IΓ. On a clairement IΓ+ ∩ (−IΓ+) = {0} et IΓ+ ∪ (−IΓ+) = IΓ. En particulier, on
peut trouver une base du Z-module libre IΓ formées d’éléments de IΓ+. Un sous-
monöıde E ⊂ IΓ+ est dit de type fini s’il est engendré par un nombre fini d’éléments
γ1, . . . , γr ∈ IΓ+, i.e., E = N · γ1 + · · ·+N · γr. On s’intéresse à l’ensemble E des sous-
monöıdes E ⊂ IΓ+ engendrés par une base de IΓ (i.e., pour lesquels il existe une base
(γ1, . . . , γn) de IΓ, formée d’éléments de IΓ+, telle que E = N · γ1 + · · ·+ N · γn). Cet
ensemble est non vide et on l’ordonne par la relation d’inclusion. Le lemme suivant
est classique.

Lemme 2.5.65. — Soit F ⊂ IΓ+ un sous-monöıde de type fini. Il existe alors E ∈ E

tel que F ⊂ E. En particulier, l’ensemble E est filtrant et IΓ+ =
⋃

E∈E E.

Démonstration. — Quitte à élargir F , on peut supposer qu’il contient une base du
Z-module IΓ. On raisonne par récurrence sur le nombre d’éléments qu’il faut rajouter
à une base de IΓ pour engendrer F . Notons r ce nombre ; il existe donc des éléments
δ1, . . . , δn+r ∈ IΓ+ tel que (δ1, . . . , δn) est une base de IΓ et F = N1 ·δ1+ · · ·+N ·δn+r.

Si r = 0, il n’y a rien à démontrer. Lorsque r = 1, on peut appliquer [47, §B, Theo-
rem 1], qui est basé sur l’algorithme de Perron, pour obtenir des éléments γ1, . . . , γn ∈
IΓ+ tels que le sous-monöıde E = N ·γ1+ · · ·+N ·γn contient F = N ·δ1+ · · ·+N ·δn+1.
Puisque F engendre le Z-module IΓ, il en est de même de E. Il s’ensuit que (γ1, . . . , γn)
est une base du Z-module IΓ.

Si r > 1, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à F ′ = N1 · δ1 + · · · + N ·
δn+r−1 pour obtenir un sous-monöıde E′ ⊂ IΓ+ contenant F ′ et engendré par une
base γ′

1, . . . , γ
′
n du Z-module IΓ. On applique ensuite le cas r = 1 de la récurrence au

sous-monöıde E′ + N · γn+r pour conclure. c.q.f.d.

La k̃-algèbre k̃[IΓ+] s’identifie à une sous-algèbre dense de k◦. (On rappelle qu’on
travaille sous la condition (iii) du théorème 2.5.57.) Plus précisément, on a

k̃[IΓ+] ≃ k̃[π1,π
−1
1 , . . . ,πn,π

−1
n ] ∩ k◦.

Par le lemme précédent, Spec(k̃[IΓ+]) est la limite projective filtrante des k̃-schémas

Spec(k̃[E]), pour E ∈ E. Remarquons que, pour E ∈ E, le k̃-schéma Spec(k̃(E)) est
isomorphe non canoniquement à An

k̃
et admet une immersion ouverte canonique

Gn
mk̃ = Spec

(
k̃[IΓ]

)
↪−→ Spec

(
k̃[E]

)

qui en fait une variété torique au sens de [31].

Notation 2.5.66. — Pour E ∈ E, on noteQE = Spec(k̃[E]) etHE le complémentaire

de Qn = Gn
mk̃ dans QE . Étant donné un k̃-schéma lisse Y , on pose QE(Y ) = QE×k̃ Y

et HE(Y ) = HE ×k̃ Y . Ainsi, Qn(Y ) s’identifie à un ouvert dense de QE(Y ) dont le
fermé complémentaire est HE(Y ).
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Soit Y un k̃-schéma affine lisse et soit E ∈ E. On note VE(Y ) la catégorie cofiltrante
des voisinages affines étales deHE(Y ) dans QE(Y ). Nous allons construire un foncteur

(2.112) VE(Y ) −→ V
(
Qrig(Y )/Qn(Y )

)

de la manière suivante. Soit V un voisinage affine étale de HE(Y ) dans QE(Y ). Ainsi,

V est un QE(Y )-schéma affine étale et le k̃-schéma V ×QE HE ≃ V ×QE(Y ) H
E(Y )

admet une décomposition V ×QE HE = C
∐

HE(Y ) ; on note V ′ = V − C. Par
construction, le morphisme de k◦-schémas

V ′ ⊗k̃[E] k
◦ −→ QE(Y )⊗k̃[E] k

◦ ≃ Y ⊗k̃ k◦

est étale et induit un isomorphisme sur les fibres spéciales. Ainsi, en complétant π-
adiquement le morphisme ci-dessus, on obtient un isomorphisme de k◦-schémas for-
mels

(2.113) (V ′ ⊗k̃[E] k
◦)//(π)

∼
!! (Y ⊗k̃ k◦)//(π)

qui induit, par passage aux fibres génériques, un isomorphisme de k-affinöıdes

[(V ′ ⊗k̃[E] k
◦)//(π)]η

∼
!! Qrig(Y ).

L’image de V par le foncteur (2.112) est donnée par le couple (V ×QE Qn, j) où j est
la composition de

(2.114) Qrig(Y ) ≃ [(V ′ ⊗k̃[E] k
◦)//(π)]η ↪−→ (V ′ ⊗k̃[E] k)

an = (V ⊗k̃[E] k)
an

modulo l’identification évidente V ⊗k̃[E] k = (V ×QE Qn)×Qn Spec(k). (On rappelle

que Qn désigne Gn
mk̃ ou, plus canoniquement, Spec(k̃[IΓ]).)

Les foncteurs (2.112), pour E ∈ E, induisent un foncteur

(2.115) Colim
E∈E

VE(Y ) −→ V
(
Qrig(Y )/Qn(Y )

)

où ColimE∈E VE(Y ) est la 2-colimite des VE(Y ), i.e., la catégorie dont les objets sont
les couples (E, V ) avec E ∈ E et V ∈ VE(Y ).

Lemme 2.5.67. — Gardons les notations et les hypothèses ci-dessus. (En particu-
lier, nous supposons que la condition (iii) du théorème 2.5.57 est satisfaite.) Alors, le
foncteur (2.115) est cofinal.

Démonstration. — On fixe un objet (U, j) de V (Qrig(Y )/Qn(Y )). Notre but est de
raffiner (U, j) par un objet dans l’image du foncteur (2.115). On divise la preuve en
deux étapes.

Étape 1 : Étant donné que le Qn(Y )-schéma étale U est affine, on peut trouver une
présentation

U =
Qn(Y )[u1, . . . , um]

(P1, . . . , Pm)
,

avec Pi ∈ Γ(Qn(Y ),O)[u1, . . . , um] pour 1 ≤ i ≤ m, telle que la matrice jacobienne
∂(P1,...,Pm)
∂(u1,...,um) soit inversible sur U . Le morphisme j : Qrig(Y ) → (U ×Qn Spec(k))an
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correspond à une solution (f1, . . . , fm) ∈ Γ(Qrig(Y ),O)m au système d’équations
(Pi(u1, . . . , um) = 0)1≤i≤m. De plus, la matrice

(∂Pi

∂uj
(f1, . . . , fm)

)

1≤i,j≤m

admet un inverse N ∈ Matm×m(Γ(Qrig(Y ),O)). Étant donné que le sous-anneau
Γ(Qn(Y ),O) ⊂ Γ(Qrig(Y ),O) est dense, on peut trouver, pour tout réel ϵ > 0, des
éléments f ϵ

j ∈ Γ(Qn(Y ),O), pour 1 ≤ j ≤ m, tels que :

(i) |fj − f ϵ
j |∞ ≤ ϵ ;

(ii) |Pi(f ϵ
1 , . . . , f

ϵ
m)|∞ ≤ ϵ pour tout 1 ≤ i ≤ m ;

(iii) la matrice
(
∂Pi
∂uj

(f ϵ
1 , . . . , f

ϵ
m)

)
1≤i,j≤m

est inversible dans Matm×m(Γ(Qrig(Y ),O)).

(Ci-dessus et dans le reste de la preuve, | . |∞ désigne la norme infinie relativement
au k-affinöıde Qrig(Y ).) On pose P ϵ

i = Pi(u1 + f ϵ
1 , . . . , um + f ϵ

m). Alors, les P ϵ
i sont

encore dans Γ(Qn(Y ),O)[u1, . . . , um] et on a un isomorphisme

U ≃ Qn(Y )[u1, . . . , um]

(P ϵ
1 , . . . , P

ϵ
m)

.

Des propriétés précédentes, on déduit les variantes suivantes :

(ii′) |P ϵ
i (0, . . . , 0)|∞ ≤ ϵ pour 1 ≤ i ≤ m ;

(iii′) la matrice
(∂P ϵ

i

∂uj
(0, . . . , 0)

)

1≤i,j≤m
est inversible dans Matm×m(Γ(Qrig(Y ),O)).

En utilisant encore une fois le fait que Γ(Qn(Y ),O) ⊂ Γ(Qrig(Y ),O) est un sous-
anneau dense, on peut trouver une matrice N ϵ ∈ Matm×m(Γ(Qn(Y ),O)) telle que

∣∣∣∣
(∂P ϵ

i

∂uj
(0, . . . , 0)

)

i,j
◦N ϵ − idm

∣∣∣∣
∞
≤ ϵ.

(Ci-dessus, la norme infinie d’une matrice est le supremum des normes infinies de ses
coefficients.) On note gϵ = det(N ϵ) et on pose Rϵ

i = P ϵ
i ◦N ϵ. Alors les Rϵ

i sont dans
Γ(Qn(Y ),O)[u1, . . . , um]. Considérons le Qn(Y )-schéma

U ϵ =
Qn(Y )[u1, . . . , um, s]

(Rϵ
1, . . . , R

ϵ
m, sgϵ − 1)

.

Clairement, U ϵ s’identifie à l’ouvert U [(gϵ)−1] de U . Or, gϵ est inversible dans
Γ(Qrig(Y ),O) dès que ϵ < 1. Dans ce cas, le morphisme j se factorise donc à travers
de (U ϵ ×Qn k)an induisant ainsi un morphisme

jϵ : Qrig(Y ) −→ (U ϵ ×Qn k)an.

Le morphisme jϵ correspond à une solution (lϵ1, . . . , l
ϵ
m) ∈ Γ(Qrig(Y ),O)m au système

d’équations (Rϵ
i(u1, . . . , um) = 0)1≤i≤m. Par construction, on a en notation matri-

cielle : (lϵ1, . . . , l
ϵ
m) ◦ tN ϵ = (f1 − f ϵ

1 , . . . , fm − f ϵ
m).

Pour conclure, il suffit de montrer que (U ϵ, jϵ) est dans l’image essentielle de (2.115)
pour ϵ suffisamment petit. Ceci fera l’objet de l’étape suivante.
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Étape 2 : Lorsque ϵ tend vers zéro, le polynôme Rϵ
i tend vers

Pi(u1 + f1, . . . , um + fm) ◦N ≡ ui mod (u1, . . . , um)2

où, rappelons-le, N est l’inverse de la matrice jacobienne évaluée en (f1, . . . , fm). De
même, lorsque ϵ tend vers zéro, la solution (lϵ1, . . . , l

ϵ
m) tend vers le m-uplet nul.

On peut écrire Rϵ
i = ui+Aϵ

i+Bϵ
i avec A

ϵ
i , B

ϵ
i ∈ Γ(Qn(Y ),O)[u1, . . . , um], Aϵ

i affine
(i.e., de degré au plus 1) et Bϵ

i n’ayant que des monômes de degré au moins 2. D’après
ce que l’on vient de dire, les normes infinies des coefficients de Aϵ

i tendent vers zéro et
les normes infinies des coefficients de Bϵ

i restent bornées lorsqu’on fait tendre ϵ vers
zéro. Soit λ > 0 un réel tel que |Bϵ

i |∞ ≤ λ pour ϵ suffisamment petit. (Bien entendu, la
norme infinie d’un polynôme est le supremum des normes infinies de ses coefficients.)
On fixe un entier r tel que |πr

1| < λ−1 et on pose Lϵ
i = π−r

1 Rϵ
i(π

r
1u1, . . . ,πr

1um).
Clairement, les Lϵ

i sont dans Γ(Qn(Y ),O)[u1, . . . , um] et on a encore

U ϵ =
Qn(Y )[u1, . . . , um, s]

(Lϵ
1, . . . , L

ϵ
m, sgϵ − 1)

.

D’après ce qui précède, en prenant ϵ suffisamment petit, on peut s’assurer que les co-
efficients du polynôme Lϵ

i − ui ∈ Γ(Qn(Y ),O)[u1, . . . , um] sont de norme infinie stric-
tement plus petite que 1. On peut aussi s’assurer que la solution (π−r

1 lϵ1, . . . ,π
−r
1 lϵm)

au système d’équations (Lϵ
i(u1, . . . , um) = 0)1≤i≤m appartient à Γ(Qrig(Y ),O◦)m.

Fixons pour le reste de la preuve un réel ϵ avec les propriétés ci-dessus. Ainsi, les
polynômes Lϵ

i , pour 1 ≤ i ≤ m, sont à coefficients dans

Γ(Qn(Y ),O) ∩ Γ(Qrig(Y ),O◦) = Γ(Y,O)⊗k̃ k̃[IΓ+].

Grâce au lemme 2.5.65, on peut donc trouver E1 ∈ E tel que les Lϵ
i sont à coefficients

dans Γ(QE1(Y ),O). Plus précisément, les coefficients du polynôme Lϵ
i−ui sont même

dans l’idéal de Γ(QE1(Y ),O) engendré par les tγ pour γ ∈ E1 − {0}.
Puisque Qrig(Y ) admet bonne réduction, la norme infinie sur Γ(Qrig(Y ),O) est

multiplicative et prend ses valeurs dans IΓ+. On pose αϵ = − ln |gϵ|∞ (qui est donc
un élément de IΓ) et hϵ = παϵ · gϵ. Ainsi, hϵ est un élément de Γ(Qn(Y ),O) de norme
infinie égale à 1. Puisque hϵ est inversible dans Γ(Qrig(Y ),O) et que la norme infinie
relativement à Qrig(Y ) est multiplicative, il s’ensuit que |(hϵ)−1|∞ = 1. Autrement
dit, hϵ est un élément inversible de Γ(Qrig(Y ),O◦). Par ailleurs, hϵ est dans

Γ(Qn(Y ),O) ∩ Γ
(
Qrig(Y ),O◦) = Γ(Y,O)⊗k̃ k̃[IΓ+].

Ainsi, quitte à élargir E1, on peut supposer que hϵ ∈ Γ(QE1(Y ),O). Il s’ensuit alors
que la classe de hϵ dans le quotient Γ(QE1(Y ),O)/(tγ ; γ ∈ E1 − {0}) ≃ Γ(Y,O) est
inversible.

D’après ce qui précède, le QE1(Y )-schéma

V ϵ
1 =

QE1(Y )[u1, . . . , um, s′]

(Lϵ
1, . . . , L

ϵ
m, s′hϵ − 1)
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est un voisinage étale du fermé Y ⊂ QE1(Y ) défini par l’idéal de Γ(QE1(Y ),O) engen-
dré par les tγ pour γ ∈ E1−{0}. (Il est possible que V ϵ

1 ne soit pas un QE1(Y )-schéma
étale ; on a seulement affirmé que V ϵ

1 était étale au-dessus d’un voisinage Zariski de Y
dans QE1(Y ).)

Il est maintenant facile de conclure. En effet, soit (γ1, . . . γn) une base de IΓ qui
engendre le monöıde E1. Quitte à permuter les éléments de cette base, on peut sup-
poser que |πγi | < |πγ1 | pour 2 ≤ i ≤ n. On note alors E le monöıde engendré par la
base (γ1, γ2 − γ1, . . . , γn − γ1) de IΓ. Il vient que le QE(Y )-schéma

V ϵ =
QE(Y )[u1, . . . , um, s′]

(Lϵ
1, . . . , L

ϵ
m, s′hϵ − 1)

est un voisinage étale du fermé HE(Y ) ⊂ QE(Y ) car HE(Y ) est l’image inverse
de Y ⊂ QE1(Y ) par le morphisme QE(Y ) → QE1(Y ). (Remarquons aussi que le
QE(Y )-schéma V ϵ est étale, bien que le QE1(Y )-schéma V ϵ

1 ne l’est pas nécessaire-
ment.) Par construction, on a un isomorphisme canonique de Qn(Y )-schémas étales
U ϵ ≃ V ϵ ×QE Qn. De plus, vu que (π−r

1 lϵ1, . . . ,π
−r
1 lϵm) ∈ Γ(Qrig(Y ),O◦)m et que

hϵ est inversible dans Γ(Qrig(Y ),O◦), le morphisme Γ(U ϵ,O) → Γ(Qrig(Y ),O), in-
duit par jϵ, se restreint en un morphisme Γ(V ϵ,O) → Γ(Qrig(Y ),O◦). Il s’ensuit un
morphisme de k◦-schémas formels

Spf(Γ
(
Qrig(Y ),O◦)

)
−→ (V ϵ ⊗k̃[E] k

◦)//(π)

qui induit l’identité sur la fibre spéciale. Ce morphisme est nécessairement l’inverse
du morphisme (2.113) (avec V ϵ à la place de V ′). Ceci montre que la composition de

Qrig(Y ) ≃
[
(V ϵ ⊗k̃[E] k

◦)//(π)
]
η
↪−→ (V ϵ ⊗k̃[E] k)

an

(construite à l’instar de (2.114)) cöıncide avec jϵ modulo l’isomorphisme évident
V ϵ ⊗k̃[E] k = U ϵ ×Qn Spec(k). Ceci termine la preuve du lemme. c.q.f.d.

Démonstration de la proposition 2.5.64 — À présent, nous sommes en mesure de
prouver la proposition 2.5.64. Ceci terminera la preuve de la proposition 2.5.62, et
donc aussi du théorème 2.5.57, sous la condition (iii) dudit théorème.

Les préfaisceaux sur les k̃-schémas lisses seront étendus aux pro-k̃-schémas lisses de
la manière usuelle. Pour E ∈ E, et Y un k̃-schéma affine et lisse, considérons VE(Y )
comme un pro-schéma étale sur QE(Y ) de la manière évidente (i.e., via le foncteur
d’oubli). Alors, grâce au lemme 2.5.67, on dispose d’un isomorphisme canonique

Colim
E∈E

Tot
(
K(VE(∆X)×QE Qn)

)
≃ Tot

(
K
(
V (Qrig(∆X)/Qn(∆X))

))
.

Il suffit donc de montrer que le morphisme

(2.116) Tot
(
K(Qn(∆X))

)
−→ Tot

(
K(VE(∆X)×QE Qn)

)

est un quasi-isomorphisme pour tout E ∈ E.
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Pour Y un k̃-schéma affine et lisse, on notera V ′
E(Y ) ⊂ VE(Y ) la sous-catégorie

cofiltrante dont les objets sont les voisinages étales V de HE(Y ) dans QE(Y ) tels que
V ×QE HE ≃ HE(Y ). Pour V ∈ V ′

E(Y ), le carré

V ×QE Qn !!

""

V

""

Qn(Y ) !! QE(Y )

est un carré Nisnevich. Puisque K est projectivement Nis-fibrant, il vérifie la propriété
de Brown-Gersten. Le carré

K(QE(Y )) !!

""

K(Qn(Y ))

""

K(V ) !! K(V ×QE Qn)

est donc homotopiquement cartésien et cocartésien. On en déduit aussitôt que le carré

Tot(K(QE(∆X))) !!

""

Tot(K(Qn(∆X)))

""

Tot(K(VE(∆X))) !! Tot(K(VE(∆X)×QE Qn))

est homotopiquement cartésien et cocartésien. Il est donc suffisant de prouver que le
morphisme

(2.117) Tot
(
K
(
QE(∆X)

))
−→ Tot

(
K
(
VE(∆X)

))

est un quasi-isomorphisme pour E ∈ E.
D’après la proposition 2.2.52 et puisque le k̃-schéma QE est (non canoniquement)

isomorphe à An
k̃
, le morphisme évident Tot(K(∆X))→ Tot(K(QE(∆X))), induit par

les projections QE(−) = QE ×k̃ (−)→ (−), est un quasi-isomorphisme. Il suffit donc
de prouver que le morphisme

(2.118) p∗ : Tot
(
K(∆X)

)
−→ Tot

(
K
(
VE(∆X)

))
,

induit par les morphismes composés p : VE(−) → QE(−) → (−), est un quasi-
isomorphisme. Or, on dispose d’une rétraction

(2.119) s∗ : Tot
(
K
(
VE(∆X)

))
−→ Tot

(
K(∆X)

)

induite par les immersions fermées (de pro-schémas) s : (−) ↪→ VE(−) définies par
l’annulation des monômes tγ pour γ ∈ E − {0}. Il suffit donc de montrer que p∗ ◦ s∗
est homotope à l’identité.
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Remarquons pour cela que les sections nulle et unité de A1 induisent deux mor-
phismes

Tot
(
K
(
VE(A1

k̃
×k̃ ∆X)

)) 1∗
!!

0∗
!! Tot

(
K
(
VE(∆X)

))
.

Ces deux morphismes sont simplicialement homotopes comme le montre la proposi-
tion 2.2.52 appliquée au préfaisceau qui à un k̃-schéma affine lisse Y associeK(VE(Y )).
Par ailleurs, on dispose d’une action par homothétie

m : QE ×k̃ A1
k −→ QE ;

si (γ1, . . . , γn) est une base de IΓ qui engendre E et si x désigne la coordonnée de A1
k̃
,

alors m correspond au morphisme de k̃-algèbres k̃[E] → k̃[E][x] donné par l’associa-

tion tγi ! tγi · x, pour 1 ≤ i ≤ n. Si Y est un k̃-schéma affine lisse, le morphisme m
fournit un morphisme de k̃-schémas

m× idY : QE(A1
k̃
×k̃ Y ) −→ QE(Y ).

Ce morphisme envoie HE(A1
k̃
×k̃ Y ) dans HE(Y ). Il induit donc un morphisme de

pro-k̃-schémas

m̃ : VE(A1
k̃
×k̃ Y ) −→ VE(Y )

qui est naturel en Y . On en déduit un morphisme de complexes

m̃∗ : Tot
(
K
(
VE(∆X)

))
−→ Tot

(
K
(
VE(A1

k̃
×k̃ ∆X)

))
.

On vérifie immédiatement que 1∗◦m̃∗ = id alors que 0∗◦m̃∗ = p∗◦s∗. D’où le résultat
recherché. c.q.f.d.

Pour terminer la preuve du théorème 2.5.57, il reste à expliquer comment déduire
la proposition 2.5.62 pour k̃ de caractéristique nulle du cas particulier où

k̃[π1,π
−1
1 , . . . ,πn,π

−1
n ] ⊂ k

est dense. Vu la formulation équivalente donnée dans la proposition 2.5.61, ceci découle
aussitôt du résultat suivant.

Proposition 2.5.68. — On suppose toujours que Λ est une Q-algèbre. Soit l/k une

extension de corps valués complets avec k̃ de caractéristique nulle. On suppose que
cette extension induit des isomorphismes k̃ ≃ l̃ et |k×| ≃ |l×|. Alors, le foncteur

(l/k)∗ : RigDM(k,Λ) −→ RigDM(l,Λ)

est une équivalence de catégories.

Démonstration. — On fixe une section k̃ ↪→ k à l’épimorphisme k◦ !! !! k̃. Remar-
quons d’abord que le foncteur (l/k)∗ envoie un système de générateurs compacts de
RigDM(k,Λ) sur un système de générateurs compacts de RigDM(l,Λ). En effet, le
lemme 2.5.58 entrâıne que RigDM(k,Λ) est compactement engendrée par les motifs
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de la forme (k′/k)♯M(Qrig(X ′))(m) avec m ∈ Z un entier relatif, k′/k une exten-

sion finie contenant une copie de k ⊗k̃ k̃′ et X ′ un k̃′-schéma lisse. (Bien entendu,
Qrig(X ′) = [(X ′ ⊗k̃′ k′◦)//(π)]η.) De même, RigDM(l,Λ) est compactement engen-
drée par les motifs de la forme (l′/l)♯M(Qrig(Y ′))(m) avec m ∈ Z un entier relatif,
l′/l une extension finie contenant une copie de l ⊗l̃ l̃

′ et Y ′ un l̃′-schéma lisse. (Ici,
Qrig(Y ′) = [(Y ′ ⊗l̃′ l

′◦)//(π)]η.) Or, d’après le lemme 2.5.69 ci-dessous, et les isomor-

phismes k̃ ≃ l̃ et |k×| = |l×|, toute extension finie l′/l est de la forme l′ = k′⊗k l pour

une unique extension finie k′/k. De plus, on a l̃′ = k̃′ et, pour X ′ un k̃′-schéma lisse,
on a (l/k)∗M(Qrig(X ′)) = M(Qrig(X ′)). (On fera attention que dans cette égalité
deux variétés rigides sur des corps valués complets différents ont été désignées par le
même symbole « Qrig(X ′) ».) Ceci permet de conclure.

Ainsi, pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que le foncteur (l/k)∗

est pleinement fidèle. En utilisant la dualité et le théorème de simplification comme
dans la discussion qui précède la proposition 2.5.61, on se ramène à montrer que
l’homomorphisme

homRigDMeff (k,Λ)

(
Meff(∂Bd

k),M
)
−→ homRigDMeff (l,Λ)

(
Meff(∂Bd

l ), (l/k)
∗M

)

est bijectif pour tout entier d et tout motif M dans RigDMeff(k,Λ). En raisonnant
comme dans la preuve du lemme 1.3.32 et en utilisant le système de générateurs de
RigDM(k,Λ) fourni par le théorème 2.5.35, on se ramène à montrer que l’homomor-
phisme

homRigDMeff (k,Λ)

(
Meff(∂Bd

k),M
eff(Y an)[r]

)

−→ homRigDMeff (l,Λ)

(
Meff(∂Bd

l ),M
eff(Y an ⊗̂k l)[r]

)

est bijectif pour tout k-schéma lisse et de type fini Y , et tout entier relatif r ∈ Z.
Grâce au corollaire 2.5.33, il suffit de montrer que le morphisme de complexes

(2.120) Cork(∂Bd
k, Y

an)⊗ Λ −→ Corl
(
∂Bd

l , (Y ⊗k l)an
)
⊗ Λ

est un quasi-isomorphisme. Pour ce faire, on procède en plusieurs étapes.

Étape A : On établit ici un résultat général qui servira à plusieurs reprises dans la
suite de la preuve. On suppose donnés :

– une extension de corps valués complets K/k,
– un pro-objet (Uα, kα)α dans SmAfnd//k,
– un système compatible de K-points uα : Spm(K)→ Uα.

(Le lecteur est prié de consulter la discussion qui précède le théorème 2.2.15 pour la
signification de Afnd//k. Notons simplement que chaque couple (Uα, kα) est formé
d’une extension de corps valués complets kα/k et d’un kα-affinöıde lisse Uα.) On note
encore uα ∈M(Uα) le point maximal de Uα déterminé par le morphisme uα ci-dessus.
On suppose les conditions suivantes.

1) L’idéal muα ⊂ OUα,uα est nul. Autrement dit, on a OUα,uα = kα(uα).
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2) Pour tout α et tout V ∈ Flt(uα), il existe un indice β plus fin que α tel que
le morphisme (Uβ , kβ)→ (Uα, kα) se factorise à travers (V, kα). Autrement dit, le
pro-objet (Uα, kα) est isomorphe à (V, kα)α, V ∈Flt(uα).

3) Le morphisme Colimα Γ(Uα,O) = Colimα kα(uα) → K est d’image dense.
(Bien entendu, il est aussi injectif.)

Dans cette étape, nous allons montrer que le morphisme de complexes

(2.121) Colim
α

Cork((∂Bd
Uα

, kα), Y
an) −→ Cork((∂Bd

K ,K), Y an)

est un quasi-isomorphisme. Les complexes ci-dessus sont des complexes de corres-
pondances finies entre des objets de SmAfnd//k. Ainsi, en degré m, le complexe
Cork((∂Bd

Uα
, kα), Y an) est donné par le groupe

Corkα(∆
m
rig, kα

×̂kα ∂Bd
Uα

, Y an ⊗̂k kα).

Une description similaire est également valable pour le complexeCork((∂Bd
K ,K), Y an).

On pose B = ∂Bd
K et B0 = Spec(Colimα Γ(∂Bd

Uα
,O)). Alors, Γ(B0,O) est dense

dans Γ(B,O) et la Γ(B0,O)-algèbre Γ(B,O) est régulière. Le théorème 2.4.16 s’ap-
plique(20) pour fournir un quasi-isomorphisme

Cork(V (B/B0), Y ) −→ Cork((∂Bd
K ,K), Y an).

Précisons que le complexe Cork(V (B/B0), Y ) est donné en degré m par le groupe
Cork(V m(B/B0), Y ) des correspondances finies algébriques de V m(B/B0) dans Y
au-dessus de k avec V m(B/B0) le pro-schéma des voisinages étales affines de ∆m

rig, B

dans ∆m
B0

.
On pose aussi Bα = ∂Bd

Uα
et Bα,0 = Spec(Γ(∂Bd

Uα
,O)). Une deuxième application

du théorème 2.4.16 fournit un quasi-isomorphisme

Cork
(
V (Bα/Bα,0), Y

)
−→ Cork

(
(∂Bd

Uα
, kα), Y

an
)
.

Précisons que le complexe Cork(V (Bα/Bα,0), Y ) est donné en degré m par le groupe
Cork(V m(Bα/Bα,0), Y ) des correspondances finies algébriques de V m(Bα/Bα,0) dans
Y au-dessus de k avec V m(Bα/Bα,0) le pro-schéma des voisinages étales affines de
∆m

rig, Bα
dans ∆m

Bα,0
.

Ainsi, pour démontrer que (2.121) est un quasi-isomorphisme, il suffit de montrer
que le morphisme

(2.122) Colim
α

Cork
(
V (Bα/Bα,0), Y

)
−→ Cork

(
V (B/B0), Y

)

est un quasi-isomorphisme. Or, en adaptant la preuve du lemme 2.4.18, on montre
que tout voisinage étale affine de ∆m

rig, B dans ∆m
B0

provient par « pull-back » d’un

(20) Il est vrai, mais pas tout à fait évident, que B0 est un schéma noethérien. Toutefois, cette

propriété n’est pas strictement nécessaire pour l’application du théorème 2.4.16. En effet, la propriété

que Γ(B0,O) est une limite inductive d’anneaux noethériens au-dessus desquels Γ(B,O) est régulier

suffit pour les besoins de la preuve du théorème 2.4.16.
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voisinage étale affine de ∆m
rig, Bα

dans ∆m
Bα,0

pour un certain α. Ceci montre que le
morphisme (2.122) est un isomorphisme. D’où le résultat recherché.

Étape B : Revenons à la preuve de la propriété que (2.120) est un quasi-isomorphisme.
Le but de cette étape est de se ramener au cas où k est algébriquement clos.

Soient ka une clôture algébrique de k et ka sa complétion. Le groupe de Galois
Gal(ka/k) agit continûment sur le morphisme

(2.123) Colim
k′⊂ka

Cork′
(
∂Bd

k′ , (Y ⊗k k
′)an

)
⊗Λ −→ Colim

k′⊂ka
Corl′

(
∂Bd

l′ , (Y ⊗k l
′)an

)
⊗Λ

où k′ ⊂ ka parcourt l’ensemble des extensions finies de k contenues dans ka et
l′ = l⊗k k′. De plus, on retrouve le morphisme (2.120) en appliquant à (2.123) le fonc-
teur (−)Gal(ka/k) qui est exact sur les représentations continues Λ-linéaires puisque Λ
est une Q-algèbre. Il suffit donc de montrer que le morphisme (2.123) est un quasi-
isomorphisme.

Notons la = l⊗k ka et la = l ⊗̂k ka. (D’après le lemme 2.5.69 ci-dessous, la est une
clôture algébrique de l et la est sa complétion ; ceci justifie notre choix des notations.)
Grâce à l’étape précédente, le morphisme (2.123) s’identifie à quasi-isomorphisme près
au morphisme

Corka

(
∂Bd

ka , (Y ⊗k ka)an
)
⊗ Λ −→ Corla

(
∂Bd

la
, (Y ⊗k la)an

)
⊗ Λ.

Ceci permet de conclure.

Étape C : Dans cette étape, on suppose que k est algébriquement clos. D’après le
lemme 2.5.69 ci-dessous, il en est de même de l.

On peut réaliser l/k comme une colimite filtrante d’extensions de corps valués
complets kα/k qui sont topologiquement engendrées par un nombre fini d’éléments.
D’après l’étape A, le morphisme évident

Colim
α

Corkα

(
∂Bd

kα
, (Y ⊗k kα)

an
)
−→ Corl

(
∂Bd

l , (Y ⊗k l)an
)

est un quasi-isomorphisme. On est donc ramené à traiter le cas où l’extension l/k est
elle-même topologiquement engendrée par un nombre fini d’éléments. On peut alors
trouver une châıne d’inclusions strictes de corps valués complets

k = l0 ! l1 ! · · · ! lr = l

avec li/li−1 topologiquement engendrée par un seul élément pour tout 1 ≤ i ≤ r.
Clairement, on a l̃i−1 ≃ l̃i et |l×i−1| = |l×i |. Puisque k est algébriquement clos, le lemme
2.5.69 ci-dessous entrâıne que tous les li sont algébriquement clos. En particulier,
chaque extension li/li−1 est topologiquement engendrée par un élément transcendant.

Il est suffisant de montrer que les morphismes

Corli−1

(
∂Bd

li−1
, (Y ⊗k li−1)

an
)
⊗ Λ −→ Corli

(
∂Bd

li , (Y ⊗k li)
an
)
⊗ Λ

sont des quasi-isomorphismes. Ainsi, en remplaçant k et l par li−1 et li, on est ramené
en fin de compte à traiter le cas où l’extension l/k est topologiquement engendrée par
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un élément transcendant qu’on note x. Clairement, on peut supposer que l’élément x
est dans l◦ ; il induit donc un morphisme x : Spm(l)→ B1

k. On note encore x ∈M(X)
le point maximal de B1

k déterminé par x. Puisque x ∈ l est transcendant sur k, l’idéal
mx ⊂ OB1

k,x
est nul de sorte que OB1

k,x
= k(x). De plus, puisque x engendre l, on

obtient une identification l ≃ k̂(x).

Rappelons que |k̂(x)×| = |k×| et k̃(x) ≃ k̃. Nous allons utiliser ces deux propriétés
pour montrer que les boules fermées de B1

k appartenant à Flt(x) forment un sous-
ensemble cofinal de Flt(x). En effet, soit U ∈ Flt(x) et montrons qu’il existe une boule
fermée contenue dans U et appartenant à Flt(x). On ne restreint pas la généralité en
supposant que U est connexe. Puisque k est algébriquement clos, on peut écrire

U = B1
k(o,R)−

m∐

i=1

B1
k(zi, ri)

◦ =
m⋂

i=1

(
B1
k(o,R)− B1

k(zi, ri)
◦).

Étant donné qu’une intersection non vide de deux boules dans B1
k est encore une boule,

on est ramené à traiter le cas m = 1. Quitte à appliquer une transformation affine,
on peut même supposer que U = B1

k(o, 1) − B1
k(o, r)

◦. Les propriétés |k̂(x)×| = |k×|
et k̃(x) ≃ k̃ entrâınent l’existence d’un élément y ∈ k tel que |x| = |y| et |x− y| < |x|.
(En effet, soit u ∈ k tel que |u| = |x| et notons a ∈ k̃ ≃ k̃(x) la classe de u−1x ∈ k◦(x).
Alors, l’élément y = u · a, où l’on voit a comme un élément de k grâce à la section
k̃ ↪→ k, convient.) Clairement, la boule B1

k(y, |x − y|) est contenue dans U et elle
appartient à Flt(x).

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, d’après ce qui précède et l’étape A, on
dispose d’un quasi-isomorphisme

Colim
B∈Flt(x)

Cork(∂Bd
k ×̂k B, Y an) −→ Corl

(
∂Bd

l , (Y ⊗k l)an
)

où B ⊂ B1
k parcourt l’ensemble des boules fermées appartenant à Flt(x). Il est alors

suffisant de montrer que les morphismes

Cork(∂Bd
k, Y

an)→ Cork(∂Bd
k ×̂k B, Y an)

sont des quasi-isomorphismes ce qui est assuré par la proposition 2.2.44. c.q.f.d.

Lemme 2.5.69. — Soit k un corps valué d’égale caractéristique nulle. On suppose
que k◦ est hensélien. (C’est le cas par exemple si k est complet pour sa valuation.)

Alors, k est algébriquement clos si et seulement si k̃ est algébriquement clos et le
groupe |k×| est uniquement divisible (i.e., |k×| est un Q-espace vectoriel).

Démonstration. — On suppose que k̃ est algébriquement clos et que |k×| est uni-
quement divisible, et on montre que k est algébriquement clos. (L’autre direction est
facile et sera laissée au lecteur.)

Soit P ∈ k[T ] un polynôme unitaire de degré d ≥ 2. Nous allons montrer que P
n’est pas irréductible, ce qui suffit pour conclure. Quitte à faire un changement de
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variable, on peut supposer que

P (T ) = T d + a2T
d−2 + · · ·+ ad

avec ai ∈ k. Notons µ = maxi=2,...,d( i
√
|ai|). Si tous les ai sont nuls, il n’y a rien

à démontrer ; on peut donc supposer que µ > 0. Puisque |k×| est divisible, on peut
trouver b ∈ k tel que |b| = µ. Quitte à remplacer P par b−dP (bT ), on peut supposer
que P ∈ k◦[T ] et que |ai0 | = 1 pour au moins un entier 2 ≤ i0 ≤ d.

Notons P l’image de P dans k̃[T ]. Puisque k̃ est algébriquement clos, P est le
produit de d polynômes unitaires de degré 1. Montrons que P admet au moins deux
racines distinctes dans k̃. En effet, dans le cas contraire, P serait de la forme (T −α)d.
Or, le coefficient de T d−1 dans P est nul, ce qui entrâıne que α = 0. (C’est ici qu’on

se sert de l’hypothèse que k̃ est de caractéristique nulle.) Ceci est en contradiction
avec la propriété |ai0 | = 1.

Il est maintenant aisé de conclure. D’après ce qui précède, on peut écrire P = Q ·R
avec Q, R ∈ k̃[T ] unitaires, de degré non nul, et premiers entre eux. Puisque k◦ est
hensélien, on peut relever la décomposition P = Q ·R en une décomposition P = Q ·R
avec Q, R ∈ k◦[T ]. D’où le résultat recherché. c.q.f.d.

Remarque 2.5.70. — Lorsque la caractéristique de k est non nulle, nous ignorons
si la condition (iii) du théorème 2.5.57 est nécessaire pour sa validité. Ceci est bien
entendu intimement lié à une hypothétique généralisation de la proposition 2.5.68.
(Si la caractéristique de k̃ est non nulle, on ne peut plus espérer que le foncteur (l/k)∗

de la proposition 2.5.68 soit une équivalence de catégories car les conditions k̃ ≃ l̃
et |k×| = |l×| ne suffisent pas pour assurer que k et l ont des groupes de Galois absolus
isomorphes. Toutefois, on peut encore espérer que le foncteur (l/k)∗ est pleinement
fidèle.)

Remarque 2.5.71. — Le théorème 2.5.57 permet en théorie d’appréhender
les morphismes entre motifs rigides à l’aide de morphismes entre motifs algé-
briques (lorsque les hypothèses de son énoncé sont satisfaites). En effet, soient
A, B ∈ Ob(RigDM(k,Λ)) des motifs rigides compacts. Grâce au théorème 2.5.34,
on peut trouver une extension finie galoisienne l/k telle que (l/k)∗A et (l/k)∗B sont
dans RigDMbr(l,Λ). Or, on dispose d’un isomorphisme canonique

homRigDM(k,Λ)(A,B) ≃ homRigDM(l,Λ)

(
(l/k)∗A, (l/k)∗B

)Gal(l/k)
.

Par ailleurs, le théorème 2.5.57 permet d’identifier homRigDM(l,Λ)((l/k)
∗A, (l/k)∗B)

à un groupe de morphismes dans DM(Gn
m l̃,Λ).

Nous conjecturons que le théorème 2.5.57 admet une version en inégale caractéris-
tique.

Conjecture 2.5.72. — On suppose que Λ est une Q-algèbre. Soit k/Qp une exten-
sion de corps valués complets telle que |k×| est un Z-module libre de rang n. Soient
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π1, . . . ,πn ∈ k∨ tels que |π1|, . . . , |πn| est une base de |k×| et π1 est algébrique sur Qp.
On suppose qu’il existe un sous-corps k0 ⊂ k vérifiant les conditions suivantes :

– la restriction de la valuation de k à k0 est discrète ;

– π1 appartient à k0 (ce qui entrâıne que π1 est une uniformisante de k0) ;

– l’inclusion k0 ⊂ k induit un isomorphisme k̃0 ≃ k̃ ;

– le sous-anneau k0[π2,π
−1
2 , . . . ,πn,π−1

n ] ⊂ k est dense.

Alors, il existe une équivalence de catégories entre UnDM(k̃,Λ) et RigDMbr(k,Λ).

Remarque 2.5.73. — En inégale caractéristique, l’épimorphisme k◦ !! !! k̃ n’admet
pas de section. Ainsi, on ne dispose pas de foncteur évident de UnDM(k̃,Λ) dans
RigDMbr(k,Λ) comme c’était le cas en égale caractéristique. Néanmoins, il est plau-
sible que la thèse de Vezzani [44] fournit un tel foncteur et permet de réduire la
conjecture 2.5.72 à sa variante en égale caractéristique, i.e., au théorème 2.5.57. On
espère que Vezzani (ou quelqu’un d’autre) prendra un jour la peine de vérifier cela.

Définition 2.5.74. — Étant donné un k̃-schéma lisse X et un entier non nul
r ∈ N− {0}, on note Qn

r (X) le Gn
mk̃-schéma dont le morphisme structural est la com-

position de

X ×k̃ Gn
mk̃ −→ Gn

mk̃

er
!! Gn

mk̃

avec er l’élévation à la puissance r dans le tore Gn
mk̃.

Supposons que Λ est une Q-algèbre. On note QUnDMeff(k̃,Λ) la sous-catégorie
triangulée avec sommes infinies de DMeff(Gn

mk̃,Λ) engendrée par les motifs effectifs

des Gn
mk̃-schémas Qn

r (X). On note aussi QUnDM(k̃,Λ) la sous-catégorie triangulée
avec sommes infinies de DM(Gn

mk̃,Λ) engendrée par les motifs des Gn
mk̃-schémas

Qn
r (X) ainsi que leurs twists de Tate négatifs.

On termine avec l’énoncé suivant qui est uniquement valable pour k d’égale carac-
téristique nulle.

Théorème 2.5.75. — On suppose que Λ est une Q-algèbre. On suppose aussi que
k est d’égale caractéristique nulle et que |k×| est un groupe abélien libre de rang

fini. On fixe une section k̃ ↪→ k◦ à la surjection évidente et on choisit des éléments
π1, . . . ,πn ∈ k dont les normes |π1|, . . . , |πn| forment une base du Z-module |k×|.
Alors, les foncteurs composés

F : QUnDMeff(k̃,Λ) ↪−→ DMeff(Gn
mk̃,Λ)(2.124)

(π1, . . . ,πn)∗
!! DMeff(k,Λ)

Rig∗
!! RigDMeff(k,Λ),

F : QUnDM(k̃,Λ) ↪−→ DM(Gn
mk̃,Λ)(2.125)

(π1, . . . ,πn)∗
!! DM(k,Λ)

Rig∗
!! RigDM(k,Λ),

sont des équivalences de catégories.
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2.5. LA CATÉGORIE RigDM(k) DES MOTIFS DES VARIÉTÉS RIGIDES 377

Démonstration. — Pour fixer les idées, on se concentre sur le cas stable. Le foncteur
F est pleinement fidèle. Ceci découle aussitôt du théorème 2.5.57 et de la propriété
suivante : si M est un objet compact de QUnDM(k̃,Λ), alors il existe un entier r tel

que e∗rM est dans UnDM(k̃,Λ).
Il reste à voir que l’image du foncteur F contient un système de générateurs com-

pacts. Or, le théorème 2.5.34, joint au lemme 2.5.69, entrâıne la propriété suivante :
si M est un objet compact de RigDM(k,Λ), il existe une extension finie k′/k, avec

k′ = k[π1/r
1 , . . . ,π1/r

n ] pour un certain r ∈ N − {0}, telle que (k′/k)∗M est dans
RigDMbr(k′,Λ). Vu le carré commutatif

UnDM(k̃,Λ)
F

!!

(er)♯
""

RigDMbr(k′,Λ)

(k′/k)♯
""

QUnDM(k̃,Λ)
F

!! RigDM(k,Λ),

le résultat recherché découle encore une fois du théorème 2.5.57. c.q.f.d.
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Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci., 1966.

[20] , Éléments de géométrie algébrique IV. Étude locale des schémas et des
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moire de la SMF.
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Aes, 25
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F (R), 180
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F (R), 179

D♮, 176
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F(B,p), 234
Fp̂ , 255

Qn, QE , QE(Y ), HE , HE(Y ), 364
Qgeo(X), Qan(X), 90
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Qsch
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B , 320
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B , 320
U !X V , 187
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X ×̂S Y , 21
Xan, avec X un A◦-schéma de type fini, 127
X0 " X, 275
[L : K]sep, [L : K]isp, 206
Afnd//k, 212
Afnd/k, 201
AfndCor′(B), AfndCor(B), 225
AfndCor(B, p), 233
AfndCor(k), 214
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1
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⋃m
i=1 B1

k(xi, ri)◦, 171
B1
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Cor(X,V ), 214
Cor(V ), 227
CorB(X,Y ), 225
CorB,p(X/U, Y/V ), 234

Cr1X(o, g1/q , f1/p), 20
Cr1k(o, r1, r2), 20
Crk(λ), 343
∆•

rig, ∆
n
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Dia, 128
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Flt(p), Flt′(p), 32
FltNis(y), fNis,y(−), 61
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HoNis(PreShv(−,M)), 75
Hom(−,−), 102, 343
Λtr(V ), 305, 306
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Mdl(X), Mdles(X), 26
OHStrNis(B,Λ), 294
OPreShv(Ouvqc(X),C),OShvad(Ouvqc(X),C),

190
OStrNis(B,Λ), 294
Ωf (f morphisme de k-variétés rigides), 38
PICX(X), 259
PicX(X), 260

PicB
1

X
(X), 260

PreShv(−,M), 73
PreStr(V ), PreStr(V ,A), 227
PreStr(V ,Λ) StrNis(V ,Λ), 306

QUDA(k̃,Λ), 105

QUDM(k̃,Λ), 352

QUSHM(k̃), QUSH(k̃), 105
RHom(−,−), 343
RigCor′(B), RigCor(B), 225
RigCor(k), 223
RigDA(F ,Λ), 134
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RigDAeff(F ,Λ), 132
RigDAeff(k,Λ), 85
RigDM(B,Λ), 321
RigDMeff,br(k,Λ), RigDMbr(k,Λ), 358
RigDMeff(B,Λ), 313
RigPST(B), RigPST(B,A), 227
RigPST(k), RigPST(k,A), 223
RigSHeff

M (F ), RigSHeff(F ), 131

RigSHM(F ), RigSH(F ), 133
RigSHM(k), RigSH(k), 101
RigSHeff

M (k), RigSHeff(k), 85
RigStrNis(k), 223
Rig∗, Rig∗, 88, 101, 316
SHM(D), 115
SHeff

M (X), SHM(X), 160
SchRig/k◦, 127
SchRig/X, 127
Schqp/S, 148
Shvfh(Afnd/k,Z), 213

SmRig/(F , I), SmF/(F , I), 129
SmRig/X, Et/X, 41
SmRig/k, SmAfnd/k, 38
SmRig/X, 127
SmRigqc/k, VarRigqc/k, 60
SmAfnd/(B, p), 233

SmAfnd♭/B, 253
SpectΣTan (PreShv(SmRig/k,M)), 101

SpectΣTqc (PreShv(SmRig/k,M)), 102

SpectΣTqc (PreShv(SmRigqc/k,M)), 102
Spm(A), 17

(Spm(A),O), 18
Ouv(Spm(A)), 18
Rat(Spm(A)), 18

StfX,a, St
f
X,a, 53

SuspTan , Sus
p
Tqc , 102

Th(M ), Th−1(M ), 149
Trf (−), TrY/X(−), 206
VarRig/k, Afnd/k, 20
Ztr(V ), 213, 214, 217
Zfh(V ), 205
ad, la topologie des recouvrements admis-

sibles, 180
Q̄gm

r (X, f), 110
homM(F,K), avec F un préfaisceau d’en-

sembles, 73
M(F ), M(F ), 133
MT (V ,Λ), 321
FDA(F ,Λ), 134
FDAeff(F ,Λ), 132
FSHeff

M (F ), FSHeff(F ), 131
FSHM(F ), FSH(F ), 133

QUnDMeff(k̃,Λ), QUnDM(k̃,Λ), 376

UnDMeff(k̃,Λ), UnDM(k̃,Λ), 358
P(−), M(−), 31
Xes, 25
F, 352, 358
F, R, 105
u, uX , uη , (uX)η , uσ , (uX)σ , 112
D : SmAfnd/k → Sch/k◦, 112
Dη : SmAfnd/k → Sch/k, 112

Dσ : SmAfnd/k → Sch/k̃, 112
O◦
X , O∨

X , 19

RII
W,γ,λ, recouvrement du deuxième type, 182

RI
W,z0,ϵ

, recouvrement du premier type, 181

V (B/B0), V n(B/B0), V •(B/B0), 297
V (Qrig(Y )/Qn(Y )), 362
VE(Y ), 365
VX(U), 190
χ, 154
∂B1

X(o, f1/p), 20
∂B1

k, 20
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π0AfndCor(B), π0AfndCor′(B), 228
π0AfndCor(B, p), 234
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π0CorB,p(X/B, Y/B), 234
π0RigCor(B), π0RigCor′(B), 228
πiCorB(X,Y ), 228
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Meff(X), 86, 313

SingB1

• (K), 231
CorB,p(X/B, Y/B), 235
CorB0 (V (B/B0), X0), 297
CorB(X,Y ), 228
hom(X,F ), 230
hom(X,K), avec X une k-variété rigide lisse,

84
G(k̃), 105

hB1

0 (F ), 230

jX : (X//π)η → Xη , avec X un k◦-schéma
rigide, 127

k(X), pour un k-affinöıde intègre X, 206

k(p), k̂(p), 33
n(Y ′

i ), nf (Y ′
i ), nY/X(Y ′

i ), 210
DX(λf0, }f1, . . . , fn)188
DX(f0, f1, . . . , fn)19
LocB1−st, 104
LocB1 , 85
LocNis, 74
MV(U, V ), 182
Ouvqc(X), 180
Ouvaf (X), 191
SmAf/Z, 100
SmAf/k̃, 117
Z(f, a), 213
atrNis, 222, 307
atr, 314
cplη , 101
diag, diagη , diagσ , 112
ovX(−), 191
otr, 314
t(W ), 181
Acyclique pour R (alias R-acyclique), 179
Affinöıde, 19
Algèbre affinöıde, 16
Algèbre de Banach, 16
Bonne compactification (d’une B-courbe

affinöıde), 258
Brown-Gersten (propriété de), 71, 310
Catégorie de coefficients, 72
Catégorie de modèles

structure injective, 131, 307

structure injective B1-locale, 131, 313
structure injective B1-locale stable, 133
structure injective Nis-locale, 131, 308
structure projective, 131, 307
structure projective B1-locale, 85, 131, 313
structure projective B1-locale stable, 101,

133, 321
structure projective Nis-locale, 83, 131, 308
structure semi-projective, 131
structure semi-projective B1-locale, 131
structure semi-projective B1-locale stable,

133
structure semi-projective Nis-locale, 131

Cofibration projective de préfaisceaux, 84

Complétion Â d’un anneau semi-normé A, 15
Complétion formelle π-adique (−)//(π), 26
Complexe de châınes rigides à valeurs dans un

complexe de préfaisceaux, 231
Convexe, localement convexe (ouverts quasi-

compacts de (A1
k)

an), 175
Correspondance finie, 214

élémentaire, 214
effective, 214

Domaine, 17
domaine rationnel, 17

Eclatement admissible, 26
Enveloppe localement convexe (d’un ouvert

quasi-compact de (A1
k)

an), 176

Equivalence B1-locale (alias B1-équivalence
faible), 85

Equivalence Nis-locale, 73, 83, 307
Equivalence de Thom, 149
Equivalences faibles de préfaisceaux, 73, 84
Essentielle (k◦-algèbre), 25
Faiblement surconvergent (préfaisceau sur

Ouvaf(X) ou Ouvqc(X)), 191
Faiblement surconvergent (préfaisceau), 284
Faisceaux Nisnevich avec transferts, 222
Fibration projective B1-locale (alias B1-

fibration projective), 85
Fibration projective Nis-locale (alias Nis-

fibration projective), 84
Fibration projective de préfaisceaux, 84
Fibre en p ∈ M(B) (préfaisceau avec trans-

ferts invariant par homotopie), 255
Fibre générique de Raynaud (−)η , 26
Groupe de Picard relatif, 260
Groupöıde de Picard relatif, 259
Homotope, alias B1-homotope (correspon-

dances finies), 228
Homotopiquement compact (objet d’une ca-

tégorie de modèles stable), 72
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Homotopiquement surconvergent (préfaisceau
sur Ouvqc(X) à valeur dans une catégo-
rie de coefficients), 198

Invariance combinatoire (préfaisceau sur
Ouvqc((A1

k)
an)), 182

Invariant par homotopie (alias B1-invariant),
229

Large (ouvert affinöıde d’un ouvert affinöıde
de (P1

k)
an), 275

Lisse, 38
k-variété rigide lisse, 38
morphisme lisse de k-variétés rigides, 41

Morphisme étale de k-variétés rigides, 41
Morphisme et prémorphisme de 2-foncteurs

homotopiques stables, 148
Morphisme trace, 206
Motif (avec transferts) d’une B-variété rigide

lisse, 321
Motif (sans transferts) d’une k-variété rigide

lisse, 101
Motif effectif (avec transferts) d’une B-variété

rigide lisse, 313
Motif effectif (sans transferts) d’une k-variété

rigide lisse, 86
Motif quasi-unipotent de DM(Gmk̃,Λ), 352
Motif quasi-unipotent de SHM(Gmk̃), 105
Multiplicité galoisienne, 210
Nisnevich

carré Nisnevich, 66, 68
propriété de Nisnevich ponctuelle, 56
recouvrement Nisnevich (k-variétés ri-

gides), 59
recouvrement Nisnevich (k◦-schémas for-

mels), 58
recouvrement Nisnevich (k◦-schémas ri-

gides), 128
recouvrement Nisnevich faible (k-variétés

rigides), 57
recouvrement Nisnevich élémentaire, 68
topologie de Nisnevich, 59

Norme, 14
(semi)-norme infinie, 17, 19
(semi-)norme de Gauss, 15

(semi-)norme multiplicative, valuation, 14
(semi-)norme résiduelle, 14
semi-norme, 14

Ouvert admissible, 18, 19
Points maximaux (d’une variété rigide), 31
Préfaisceau B1-local, 86
Préfaisceau Nis-local, 73
Préfaisceau constant Acst, 75
Préfaisceau projectivement B1-fibrant, 85
Préfaisceau projectivement Nis-fibrant, 84
Préfaisceau projectivement cofibrant, 84
Préfaisceau projectivement fibrant, 84
Préfaisceaux avec transferts, 214, 223, 234
Préfibre en p ∈ P(B) (préfaisceau avec trans-

ferts), 234
Presque rationnel (ouvert affinöıde d’un B-

schéma de type fini), 258
Produit tensoriel complété B1 ⊗̂A B2, 16
Quasi-compacte, quasi-séparée (variété ri-

gide), 21
Recouvrement admissible, 18, 19
Schéma au-dessus d’un k-affinöıde, 258
Schéma rigide (sur k◦), 126
Semi-stable (k◦-schéma formel), 52
Surconvergent (préfaisceau), 291
Surconvergent (préfaisceau, faisceau sur

Ouvqc(X)), 190
Surconvergent, faiblement surconvergent, ho-

motopiquement surconvergent (préfais-
ceau sur Etqc/X), 198

t-structure homotopique, 342
Théorème de simplification (alias « cancella-

tion theorem »), 342
Topologie fh, 201
Topologie t∅ et t∅-faisceau, 123
Topologiquement de type fini, topologique-

ment de présentation finie (k◦-algèbre),
25

Twist de Tate, 104
Uniformisante (d’un corps muni d’une valua-

tion discrète), 14
Variété rigide, 19
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