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LA CONJECTURE LOCALE DE
GROSS-PRASAD POUR LES
REPRESENTATIONS TEMPEREES DES
GROUPES UNITAIRES

Raphaél Beuzart-Plessis

Résumé. — Soient E/F une extension quadratique de corps p-adiques et
G =U(V), H = U(W) les groupes unitaires de deux espaces hermitiens V et W
sur E. Supposons que V contienne W et que le complémentaire orthogonal de W
dans V soit quasi-déployé (ce qui signifie que son groupe unitaire est quasi-
déployé sur F). Pour 7 et ¢ des représentations lisses irréductibles de G(F)
et H(F), les auteurs Gan, Gross et Prasad ont défini une multiplicité m(m, o).
Dans le cas particulier ot W est de codimension 1 dans V, cette multipli-
cité est simplement la dimension de l'espace d’entrelacements Hompr)(, 0).
On énonce et prouve une formule intégrale pour cette multiplicité lorsque 7
et 0 sont tempérées. On déduit alors de cette formule une version faible de
la conjecture locale de Gross-Prasad pour les représentations tempérées des
groupes unitaires. Cet article est la continuation directe d’un travail récent de
Waldspurger concernant les groupes spéciaux orthogonaux.
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Abstract. — Let E/F be a quadratic extension of p-adic fields and let
G=U(V), H = U(W) be unitary groups of two hermitian spaces V and
W over E. Assume that V contains W and that the orthogonal complement
of W in V is an odd-dimensional quasisplit hermitian space (i.e. whose unitary
group is quasisplit over F). For 7 and ¢ smooth irreducible representations
of respectively G(F) and H(F), Gan, Gross and Prasad have defined a multi-
plicity m(m, o). In the particular case where W is of codimension 1 in V, this
multiplicity is just the dimension of the intertwining space Hompr)(m, o).
When 7 and ¢ are tempered, we state and prove an integral formula for
this multiplicity. We then deduce from this formula a weak version of the
local Gross-Prasad conjecture for tempered representations of unitary groups.
This article represents a straight continuation of recent work of Waldspurger
dealing with special orthogonal groups.
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INTRODUCTION

Soient F un corps local non archimédien de caractéristique nulle et E une
extension quadratique de F. Soit (V, k) un espace hermitien de dimension finie
sur E. Supposons donnée une décomposition orthogonale

V=We*De'Z

ou D est une droite et Z est une somme de plans hyperboliques, ce qui si-
gnifie que Z admet une base (v;);=x1,... +r Vérifiant h(v;, v;) = 6; -; pour tous
i,j==1,...,+r. Notons G et H les groupes unitaires de V et W respecti-
vement. Considérons le sous-groupe parabolique P de G des éléments qui

conservent le drapeau de sous-espaces totalement isotropes
Ev, CEv,®Ev,_1 C---CEv, ®---®Ev;.

Soit M la composante de Levi de P des éléments qui conservent les droites Ev;
pouri==1,...,+r. On a un isomorphisme naturel

M ~ (RE/F GLl)r X GQ

ou G estle groupe unitaire de Vo = D®W et Rg,r désigne la restriction des sca-
laires a la Weil. Notons U le radical unipotent de P. Soit £ un caractere de U(F)
invariant par conjugaison par H(F) et qui est générique pour cette propriété
(la définition exacte de & est donnée au chapitre 4). Pour (7, E;) et (0, E;) des
représentations admissibles irréductibles de G(F) et H(F) respectivement, on
définit Homp ¢ (71, 0) comme 1’espace des applications linéaires ¢ : E; — E;
qui vérifient, pour tous e € Ex, h € H(F), u € U(F),

{(r(hu)e) = E(u)a(h)L(e).

On définit la multiplicité m(n, o) comme la dimension de cet espace; elle
ne dépend que des représentations 7 et ¢ et pas des divers choix effectués.
D’apres [1], on a toujours

m(m,o0) < 1.



2 INTRODUCTION

La conjecture de Gross-Prasad telle qu’énoncée dans [16] décrit précisément
les couples (7, 0) appartenant a des L-paquets génériques pour lesquels la
multiplicité m(m, o) vaut 1 en terme des parametres de Langlands de 7 et o.
Il existe une conjecture analogue pour les groupes spéciaux orthogonaux (qui
est en fait la conjecture originelle de Gross-Prasad [18]).

Dans une série de quatre articles (voir [29], [32], [30], [31]), Waldspuger
a récemment démontré la conjecture pour les représentations tempérées des
groupes spéciaux orthogonaux. Cet article est le premier d"une série de trois
ayant pour but d’adapter la preuve de Waldspurger au cas des groupes uni-
taires.

Le résultat principal ici obtenu est une certaine formule intégrale pour la
multiplicité m(m, o) dans le cas olt 7 et 0 sont tempérées (cf. théoreme 1
ci-dessous). Il s’agit de I'analogue pour les groupes unitaires d"une formule
démontrée par Waldspurger dans [29] et [32]. Cette formule n’est malheureu-
sement pas suffisante pour démontrer la conjecture de Gross-Prasad mais afin
d’illustrer la puissance d’une telle formule, on montre a la fin (§18.4) com-
ment en déduire une version affaiblie de la conjecture. La preuve compléte de
la conjecture de Gross-Prasad (dans le cas des représentations tempérées) fait
'objet de 'article [13]. Outre la formule pour la multiplicité, elle s’appuie de
fagon essentielle sur une formule similaire pour certains facteurs epsilon de
paires démontrée dans [12].

Explicitons maintenant le résultat principal de cet article, c’est-a-dire la
formule intégrale pour la multiplicité. On définit un ensemble J de tores
(en général non maximaux) de H. Ce sont les tores T obtenus de la facon
suivante : on a une décomposition orthogonale W = W’ @ W” telle que les
groupes unitaires de W” et W” @ D & Z soient quasi-déployés et T est un tore
maximal anisotrope du groupe unitaire de W’.

Soit 7 un ensemble de représentants de J pour l’action par conjugaison
de H(F). Soit T € J. On définit sur T(F) trois fonctions déterminant

A, D, D6

qui importent peu et pour lesquelles on renvoie au corps de l'article pour
des définitions précises. Plus important, si et 0 sont des représentations
admissibles irréductibles de G(F) et H(F) respectivement, on définit deux
fonctions cr; et ¢, sur T(F) a partir des caracteres 0 et 0, de met 0. Soit t € T(F)
et soit G; le centralisateur connexe de t dans G. D’apres Harish-Chandra, au
voisinage de t le caractére 0, est combinaison linéaire des transformées de
Fourier des intégrales orbitales nilpotentes de g ;(F) (o1 g ; désignel’algébre de
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INTRODUCTION 3

Lie de G;). Plus précisément, il existe des nombres complexes ¢, ¢(t) indexés
par les orbites nilpotentes dans g;(F) et un voisinage w de 0 dans g,;(F) de
sorte que pour toute fonction ¢ € CZ°(w) on ait

| 5, 0 (tXP0)PC0AX = 3 croft) o),
gt

6

ou @ désigne la transformée de Fourier de ¢ et ], estl'intégrale orbitale sur 6.
La somme porte sur I'ensemble des orbites nilpotentes de g;(F). Bien str
les mesures et la transformée de Fourier doivent étre définies précisément,
on renvoie pour cela au corps de l'article. Soit Nilyeg(g¢(F)) I'ensemble des
orbites nilpotentes régulieres. On pose alors

LoeNilieg(o, () Cro(t)
| Nﬂreg(g t(F))l

On définit de méme la fonction c¢,. Posons

mgeom(n/ G) = Z |W(H/ T)|_1

re7 lim f cov(H) e () DH(1)2 DO(1)2 A(H)* 2 dt,
s—0* T(F)

Cn(t) =

ot W(H, T) = Normpr)(T)/ Centyr)(T) et 0¥ est la représentation contra-
grédiente de o. L'expression ci-dessus est bien définie (cf. lemme 5.2.2) : les
intégrales sont convergentes pour Re(s) > 0 et admettent une limite lorsque s
tend vers 0.

Le résultat principal de cet article est le théoréme 17.1.1 dont voici un
énoncé :

THEOREME 1. — Si Tt et 0 sont tempérées, on a
m(m, o) = mgeom(n/ o).

Comme expliqué précédemment, on montre au paragraphe 18.4 comment
déduire du théoréme 1 une version affaiblie de la conjecture de Gross-Prasad.
Explicitons le résultat obtenu. Supposons G et H quasi-déployés et affectons
d’un indice i tout les objets définis jusque la : G;, H;, Vi, W;, etc. 1l existe a
isomorphisme preés un unique espace hermitien V, de méme dimension que V;
mais qui ne lui est pas isomorphe. On définit de méme I’espace hermitien W,.
On a encore une décomposition orthogonale V, = Z @+ D & W,. Notons
G, et H, les groupes unitaires de V, et W, respectivement. Pour 7t et 0 des
représentations irréductibles lisses de G,(F) et H,(F) on définit comme ci-
dessus une multiplicité m(m, o).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2016



4 INTRODUCTION

A la suite du travail monumental d’Arthur [8], la correspondance lo-
cale de Langlands pour les groupes unitaires a été récemment démontrée
par Mok [23] dans le cas quasi-déployé, puis par Kaletha-Minguez-Shin-
White [21] dans le cas général. Cette correspondance satisfait un certain
nombre de propriétés attendues, notamment endoscopiques. On énonce plus
précisément les propriétés dont on a besoin dans le paragraphe 18.1 (elles
sont assez faibles). Les parametres de Langlands pour les groupes G; et G,
sont les mémes.

Soient @ un tel parametre que I'on suppose tempéré et Il;, I, les L-paquets
de représentations tempérées de G;(F) et G,(F) correspondants (on a éven-
tuellement I'l, = @). Soient de méme 1) un parametre de Langlands tempéré
pour les groupes H; et H, et X;, ©,; les L-paquets de représentations tempérées
de H;(F) et H,(F) correspondants. On montre alors le théoreme suivant.

TuEoREME 2. — Il existe un unique couple
(r,0) € (IT; x &) U (T, X Zp)

tel que m(m,0) =1

Décrivons brievement comment on déduit le théoréme 2 du théoréme 1,
I'idée étant issue de l’article [29].

Considérons la somme des multiplicités m(m, o) pour (7, o) parcourant
(IT; x Z;) u (I1; X X,). On veut montrer que cette somme vaut 1. Le théoréme 2
permet d’exprimer la somme sur les (77,0) € IT; X ; comme une somme
d’intégrales sur un ensemble de tores J;. De méme le théoreme 2 exprime
la somme sur les (7, 0) € Il, X £, comme une somme d’intégrales sur un
ensemble de tores J;. On peut regrouper ces tores suivant leurs classes de
conjugaison stable. On a une notion naturelle de transfert entre les tores
de J;, et les tores de J;. Plus précisément on peut transférer une classe de
conjugaison stable de 9, en une classe de conjugaison stable de 7;. Le transfert
estinjectif et presque surjectif : toutes les classes sont atteintes sauf celle du tore
{1} € J;. On peut aussi transférer les différentes fonctions qui apparaissent
dans les intégrales et ce transfert fait apparaitre un signe. Il se trouve que
ce signe vaut —1. Ainsi dans la somme totale que 1'on considere toutes les
intégrales disparaissent sauf une : celle correspondant au tore {1}. Un résultat
de Rodier [24] permet d’exprimer le terme restant en fonction du nombre de
représentations génériques dans les L-paquets I1; et ;. Une des propriétés
importantes des L-paquets tempérés entraine alors que ce terme vaut 1.
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INTRODUCTION 5

La démonstration du théoreme 1 est plus longue et occupe la majeure partie
de I'article (§§ 5—17). Une fois encore la démonstration suit de trés prés celles
de [29] et [32].

Une fonction f € CZ°(G(F)) est dite trés cuspidale si pour tout sous-groupe
parabolique propre P = MU de G on a

V¥Ym € M(F), fu(F)f(mu)du =0

On définit une suite croissante exhaustive (QQx)n>1 de compacts-ouverts de
H(F)U(F)\G(F) et on note k la fonction caractéristique de Qy, pour N > 1.
Posons

]N(delf)

- [ an(@ [ 0w [ fg Mhug) s dudhds.
H(F)U(F)\G(F) H(F) U(F)

C’est 'analogue de I'expression In(6,v, f) de [29] et [32]. Lorsque f est tres
cuspidale, cette expression admet une limite lorsque N tend vers l'infini et
comme dans la formule des traces locale d’Arthur, il y a deux fagons de
calculer cette limite : I'une qualifiée de géométrique, I’autre de spectrale. Le
développement géométrique de la limite fait 1'objet des chapitres 5-10, le
développement spectral fait I'objet du chapitre 16.

Décrivons brievement les formules obtenues. Pour toute fonction f €
CZ(G(F)) tres cuspidale et pour toute représentation lisse irréductible o
de H(F) on pose

Igeom(arf)
= > [W(H, D) lim f cov (B ey (H)DH(£)2 DE(1)? At dt,
Teg s=0" J1(F)

ou J est le méme ensemble de tores que précédemment et ou cy est une
fonction déduite de f a partir de ses intégrales orbitales pondérées (cf. §1.8
et § 5.1 pour sa définition). Le développement géométrique de la limite prend
alors la forme suivante (cf. théoréeme 5.4.1) :

THEOREME 3. — Pour tous f et o comme ci-dessus, on a
lim JN(O,v, f) = Igeom(az f)-
N—-oo
Passons au développement spectral. Pour toute fonction f € C°(G(F)) tres

cuspidale et pour toute représentation lisse irréductible o de H(F), on définit

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2016



6 INTRODUCTION

I'expression
oo )= Y IWH- WO i Y [ g8
LEL (M) Ooe{Ten(L)} ©
m(6,0)=1

Expliquons-en les principaux ingrédients. On a fixé un sous-groupe de Levi
minimal Mpin de G et £(Mmnin) désigne I'ensemble des sous-groupes de Levi
de G contenant Mpn. On a désigné par {Ilei(L)} 'ensemble des orbites de
représentations elliptiques de L(F) sous l’action par torsion du groupe des
caractéres non-ramifiés de L(F) (on renvoie au § 1.6 pour notre définition des
représentations elliptiques). On a fixé une certaine mesure sur chacune de ces
orbites (invariante sous 1’action du groupe des caracteres non-ramifiés) et le
terme | LG (7,.) désigne le caractére pondéré d’Arthur (§ 1.5). Enfin, la condition
m(0, o) = 1signifiequel'ona m(iLG(T), o) = 1 pour presque tout 7 € O (o1 if(’c)
est I'induite unitaire parabolique de 7 a G(F)). Le développement spectral de
la limite prend alors la forme suivante (cf. théoreme 16.1.2) :

TuEOREME 4. — Pour tous f et ¢ comme ci-dessus, on a
I\lllglo ]N(e(fvrf) = ]SpeC(G/ f)

Remarquons que la fonction multiplicité = +— m(m, o) apparait de fagon
explicite dans le développement spectral. C’est un fait crucial pour la dé-
monstration du théoréme 1. La multiplicité apparait lors du développement
spectral au travers d"une description explicite des espaces d’entrelacements
Homy (7, o) pour 7 et 0 tempérées.

Plus précisément, fixons des produits scalaires invariant (., .) sur les espaces
de 7 et 0 (de tels produits scalaires existent car les représentations 7 et o sont
tempérées). On définit alors une forme sesquilinéaire &£, , sur E; ® E, par

Lnoe'®@e’,e®e)=lim (o(h)e’, €)(e’, m(hu)e) E(u) ' dudh,
7 JHEU(F).

ot (U(F)c).»0 est une certaine famille croissante et exhaustive de sous-groupes
ouverts de U(F). On montrera que cette expression a bien un sens : pour
tout ¢ > 0 l'intégrale est absolument convergente; de plus la suite de ces
intégrales se stabilise pour c assez grand. Il est facile de vérifier que si cette
forme est non nulle alors m(m, ) # 0. On aura besoin de la réciproque :
c’est le théoréme 14.3.1. C’est au travers de cette description explicite de
'espace d’entrelacements Hompy (7, 0) que la multiplicité m(m, o) apparait
naturellement du c6té spectral
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INTRODUCTION 7

Comme on I'a déja expliqué, une grande partie de l'article consiste a mon-
trer la double égalité

(1) ]georn(gr f) = ]\1]13’010 In(Osv, f) = ]spec(ar f)

lorsque f est treés cuspidale. Le théoreme 1 se déduit de la formule ci-dessus.
Mais il faut avant cela rendre 1’égalité (1) invariante, c’est-a-dire la transformer
en une égalité entre distributions invariantes. C’est 'objet du théoreme 17.1.2.
On suit pour cela de trés preés le procédé mis en place par Arthur dans [7] pour
sa formule des traces locale. On obtient alors le théoreme 2 en appliquant cette
formule invariante a certains pseudo-coefficients. Signalons tout de suite que
les pseudo-coefficients utilisés ne sont pas des fonctions tres cuspidales mais
seulement des fonctions cuspidales. Néanmoins, le lemme 1.8.1 (qui est en
faitle lemme 2.7 de [32]), permet d’affaiblir la condition sur f pour la formule
invariante : il suffit que f soit cuspidale.

Décrivons a présent brieévement le contenu de cet ouvrage.

Le chapitre 1 rassemble un certain nombre de définitions, notations et résul-
tats qui seront utilisés par la suite. On fixe notamment les choix de mesures qui
apparaissent les plus naturels pour le développement géométrique et pour le
développement spectral. On rappelle aussi quelques propriétés des fonctions
cuspidales et tres cuspidales démontrées dans [29] et [32].

Le chapitre 2 comprend des majorations sur le radical unipotent d"un sous-
groupe parabolique dont on aura besoin dans le chapitre 13.

Le chapitre 3 décrit briévement certains objets associés aux groupes
unitaires : sous-groupes paraboliques, sous-groupes compacts spéciaux,
R-groupes et orbites nilpotentes régulieres.

Le chapitre 4 consiste principalement & définir 1’expression Jx(0, f).

Le chapitre 5 contient les définitions nécessaires a I’énoncé du développe-
ment géométrique (théoreme 5.4.1).

La démonstration du théoreme 5.4.1 fait 'objet des chapitres 6-10.

Le schéma de la preuve est le méme que dans [29]. Au chapitre 6, on
descend le probleme a 1'algebre de Lie, dans le chapitre 7, on transforme
I’expression obtenue grace a une transformée de Fourier. Une fois effectuée
cette transformation, 1’expression obtenue se comporte beaucoup mieux et
on montre au chapitre 8 que Jy(60, f) admet une limite et on calcule cette
limite. Le résultat principal du chapitre g permet de se ramener au cas ol f
n’a pas d’éléments unipotents dans son support. Cela permet au chapitre 10
une preuve par récurrence du théoréme 5.4.1.
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8 INTRODUCTION

On montre dans les chapitres 11—13 des majorations qui seront nécessaires
lors du développement spectral (chapitre 16). Ce sont les analogues des majo-
rations 4.3 (2) a 4.3 (8) de [32]. Nos démonstrations sont cependant de nature
différente. Dans la section 11 on montre une décomposition de Cartan rela-
tive dans le cas r = 0 (inspirée des résultats de [9], [15] et [25]). Alliée aux
majorations du chapitre 2, on obtient une démonstration plus directe des
résultats.

On montre au chapitre 14 que les éléments de Homp (7, 0), pour 7 et o
tempérées, peuvent étre calculés explicitement. Comme on I'a dit, ce résultat
est nécessaire pour faire apparaitre la multiplicité m(m, o) dans le dévelop-
pement spectral. On en donne une démonstration différente de celle de [32]
basée sur I'existence d"une décomposition de Cartan relative ainsi que sur des
éléments directement inspirés du théoreme 6.4.1 de [26].

Au chapitre 15, on montre une certaine propriété de compatibilité entre la
multiplicité m(m, o) et 'induction parabolique.

C’est au chapitre 16 que I'on énonce et démontre le développement spectral.
La démonstration suit de trés pres celle de [32], a tel point que 'on s’est
contenté en général d'indiquer les quelques modifications a apporter.

On donne au chapitre 17 la preuve du théoreme 1. Comme on 1'a dit, on
utilise de fagon essentielle 1'égalité entre les développements géométrique
et spectral. Néanmoins, il est nécessaire d’affaiblir la condition sur f et de
supposer qu’il s’agit seulement d"une fonction cuspidale. Suivant un procédé
d’Arthur, on transforme 'égalité précédente en une égalité entre distributions
invariantes. Le lemme 1.8.1 (qui n’est que le rappel du lemme 2.7 de [32])
permet alors cet affaiblissement sur f.

Dans une derniére partie, le chapitre 18, on montre comment déduire de
notre formule pour la multiplicité une version affaiblie de la conjecture de
Gross-Prasad (théoréme 2 ci-dessus) Apreés quelques brefs rappels sur la cor-
respondance locale de Langlands (§18.1) et quelques lemmes préliminaires
(8§ 18.2-18.3), le résultat est démontré au § 18.4.

Remerciements. — Cet article est une partie de ma thése sous la direction
de Jean-Loup Waldspurger. Qu’il soit chaleureusement remercié pour m’avoir
proposé ce sujet siriche, pour ses indications toujours justes et clairvoyantes et
pour ses relectures attentives des différentes versions préliminaires du présent
article.
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CHAPITRE 1

GROUPES, MESURES, NOTATIONS

1.1. Groupes

Soit F un corps local non archimédien de caractéristique nulle.

On note Or son anneau d’entiers, pr 1'idéal maximal de Of, gr le cardinal
du corps résiduel et on fixe une uniformisante 7r.

On note valr la valuation normalisée par valp(rip) = 1 et |.|r = q;v”lF la
valeur absolue correspondante.
On fixe ¢ un caractere additif de F trivial sur Of et non trivial sur p;l.

Si X est un espace topologique totalement discontinu, nous noterons C¢°(X)
'espace des fonctions localement constantes a support compact de X dans C.

Sauf mention explicite du contraire, tous les groupes et sous-groupes de
cet article seront supposés définis sur F.

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F, g son algebre de Lie.

On note Ag le plus grand tore déployé central de G, a¢ = dim(Ag) et X(G)
le groupe des caractéres algébriques de G définis sur F.

On désignera par G! le sous-groupe des éléments ¢ € G(F) vérifiant

|x(g)lr =1 pour tout x € X(G).

On pose dg = Hom(X(G),R) et dd. = X(G) ® R. On définit 'application
usuelle

Hc:G(F) — dg, (Hs(g), x)=1log(Ix(g)lF)-

On note d¢ r et d c,F les images par Hg de G(F) et Ag(F) respectivement.
Ce sont des réseaux dans s g.
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On définit .sﬂélp (resp. o é/F) comme l'ensemble des A € d. tels que A(C)
appartient a 2nZ pour tout C € dlg r (resp. pour tout C € d g ).
On pose idlf, p = idg/idl(, p.
Enfin, si rg(G) désigne le rang absolu de G, on utilisera la notation
0(G) = dim(G) — rg(G).

Pour ¢ € G(F), on notera X — ¢Xg~! I'action adjointe de g sur g.

On définit G et g ;s comme les ensembles des éléments semi-simples dans G
et g respectivement. On note Greg, g reg les ensembles des éléments réguliers
semi-simples dans G et g respectivement. Pour S une partie de G, on notera
Z:(S) le centralisateur de S dans G et Gs la composante connexe de 1'élément
neutre dans Zs(S).

Si f est une fonction sur G(F) et g € G(F), on définit la fonction
¥ :GE) — G, f(x)=f(g7xg)
et on définit de méme *f si f est une fonction sur g.
Pour x € Ggs(F) et X € g4(F), on pose
D%(x) = | det(ad(x)y/5,)|r, D(X) =|det(ad(X)q/qy)|F-

On appelle sous-groupe de Levi de G un sous-groupe de G qui est une compo-
sante de Levi d'un sous-groupe parabolique de G tout deux définis sur F.

Si M est un sous-groupe de Levi de G, on note F(M), P(M) et L(M)
I'ensemble des sous-groupes paraboliques qui contiennent M (resp. de com-
posante de Levi M, resp. des sous-groupes de Levi qui contiennent M).

Si P est un sous-groupe parabolique de G dont on a fixé une composant de
Levi M, on notera P le sous-groupe parabolique opposé par rapport a M et 5p
le module usuel.

Fixons Pmin = Mmin Umin un sous-groupe parabolique minimal et K un
sous-groupe compact spécial en bonne position par rapport a Mpin.

On appellera sous-groupe parabolique standard (resp. anti-standard) un sous-
groupe parabolique qui contient Py, (resp. qui contient Ppn) et sous-groupe
parabolique semi-standard un sous-groupe parabolique qui contient Mmin.

Soit P est un sous-groupe parabolique semi-standard ; alors P posséde une
unique composante de Levi qui contient Mmin.

Lorsque I'on notera P = MU, on sous-entendra que M est cette composante
de Levi et que U est le radical unipotent de P. On a alors la décomposition
d’Iwasawa

G(F) = M(F)U(F)K

MEMOIRES DE LA SMF 149



1.1. GROUPES 11

et pour ¢ € G(F) on notera

g =mp(g)up(g)kp(g)

une décomposition de ¢ pour laquelle on a mp(g) € M(F), up(g) € U(F) et
kp(g) € K. Lapplication

G(F) — dm, g+ Hum(mp(g))

est bien définie, on la note Hp.
Pour P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard, on notera

WM = NOI'mM(F)(Mmin)/Mmin(F)

le groupe de Weyl de M et W(M) = Normgr)(M)/M(F).

On désignera par I (G) un ensemble de représentants des classes de conju-
gaison par G(F) dans 1’ensemble des tores maximaux de G.

On notera E° la fonction de Harish-Chandra [28] sur G(F).

Cette fonction dépend du choix d’un sous-groupe parabolique minimal
de G et d'un sous-groupe compact spécial en bonne position. Changer de
choix remplace EC par une fonction équivalente. Puisque E© ne sera utilisée
que pour des questions de majorations, ces choix n’importent pas.

Soit p : G — GL(V) une représentation algébrique fidele de G. Fixons une
norme ||.|| sur V. On en déduit une norme, aussi notée ||. ||, sur I'espace des
endomorphismes de V. Pour g € G(F) on pose

o(g) = sup (1,1og (lIgll), log (IIg "))
On a alors, pour tous g, g’ € G(F),

0(gg’) < a(g)+0(g") <20(g)a(g).

Soit b > 0 un réel. On note 1, et 1,<; les fonctions caractéristiques de
I'ensemble des ¢ € G(F) vérifiant o(g) > b et 6(g) < b respectivement. On
adoptera la notation commode mais imprécise suivante : si F1 et F> sont deux
fonctions a valeurs réelles positives dépendant de parameétres x1,...,xy, on
écrira

F1(X1,. .. ,XN) < Fz(X1,. .. ,XN)

pour signifier qu’il existe une constante C > 0 telle que
F1(X],...,XN) < CFz(x1,...,XN)

pour toutes valeurs des parametres x1, ..., xn. On dira alors que F; est essen-
tiellement majorée par F».
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12 CHAPITRE 1. GROUPES, MESURES, NOTATIONS

Soit S(G(F)) l'espace des fonctions de Schwartz-Harish-Chandra sur G(F).
C’est I'espace des fonctions f : G(F) — C qui sont bi-invariantes par un sous-
groupe compact-ouvert de G(F) et qui vérifient pour tout D € R la majoration

If(9)] < E(9)a(g)™ (g€ G(F)).

Soit 7t une représentation admissible de G(F). On notera alors E, un espace
vectoriel sur lequel 7 se réalise. Si m est unitaire, on note (.,.) une forme
hermitienne définie positive G(F)-invariante. Nous dirons que 7 est termpérée
si elle est unitaire, de longueur finie et qu’il existe un réel D tel que pour
tous e, e’ € E,; on ait

(", m(g)e)| < E(g)a(g)”
pour tout ¢ € G(F). Si  est tempérée et si G(F) est muni d’une mesure de

Haar, I'action de C°(G(F)) sur E, s’étend en une action continue de S(G(F)).
Pour tout f € S(G(F)) et tous e, e’ € E; on a alors

(n(fre,e’) = fG  fe ) dg

On fixe jusqu’au § 2.4 inclus un groupe réductif connexe G ainsi qu'un sous-
groupe parabolique minimal Ppin = Mmin Umin et un sous-groupe compact
spécial K de G(F) en bonne position par rapport a Mmin.

1.2. Mesures

Le développement géométrique (théoreme 5.4.1) ne dépend que du choix de
mesures sur certains tores anisotropes et le développement spectral (théoreme
16.1.2) ne dépend que du choix de mesures sur igl; ; ou L est un sous-
groupe de Levi semi-standard de G. Néanmoins, les pfeuves font intervenir
des mesures sur d’autres groupes et les choix naturels varient.

Pour le développement géométrique (chapitres 5-10), on normalisera les
mesures comme suit. Fixons une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
G(F)-invariante (., .) sur g (F). Ceci permet de définir sur g (F) une transformée
de Fourier. Pour f € CZ(g(F)), on pose

F(X)= f F (Y, X))dY,
a(F)

ol dY est la mesure de Haar autoduale sur g(F) c’est-a-dire telle que

F(X) = F(-X).
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De la méme fagon un sous-espace de g(F) pour lequel la restriction de (., .) est
non dégénérée est naturellement muni d'une mesure autoduale. On équipe
les sous-espaces de g(F) pour lesquels la restriction de (.,.) est dégénérée
d’"une mesure de Haar quelconque. Si H est un sous-groupe algébrique de G
on munit H(F) d"une mesure de Haar en relevant celle fixée sur h(F) par I'ex-
ponentielle. Enfin on munira les sous-groupes compacts de G(F) qui ne sont
pas de fagon évidente le groupe des F-points d"un sous-groupe algébrique de
G de la mesure de Haar de masse totale 1.

Soit T € G un tore. On définit une deuxiéme mesure de Haar d.f sur T(F)
de la fagon suivante : si T est déployé, c’est la mesure qui donne au sous-
groupe compact maximal de T(F) la mesure 1; dans le cas général, d.t est
compatible avec la mesure que l'on vient de définir sur Ar(F) et T(F)/At(F)
est de mesure 1 pour d.t.

On note v(T) l'unique réel positif tel que d.t = v(T)dt.

On note Nil(g) ’ensemble des orbites nilpotentes de g (F).

Soit © une telle orbite. Pour X € 0, la forme bilinéaire (Y, Z) — (X, [Y, Z])
sur g (F) se descend en une forme symplectique non dégénérée sur g (F)/g x(F),
c’est-a-dire sur l'espace tangent a © au point X. Ainsi © est muni d"une struc-
ture de variété F analytique symplectique et on en déduit une mesure au-
toduale sur © (qui dépend du caractére ). Cette mesure est invariante par
I'action de G(F).

La normalisation des mesures lors du développement spectral (chapitre 16)
sera la suivante. Rappelons que 1'on a fixé Pyin = MminUmin un sous-groupe
parabolique minimal de G et K un sous-groupe compact spécial en bonne
position par rapport a Apy,,,- On choisit sur K la mesure de Haar de masse
totale 1 et sur G(F) une mesure de Haar quelconque. Pour tout sous-groupe
parabolique semi-standard P = MU de G, on choisit sur U(F) 'unique mesure
de Haar vérifiant

f op(mp(u))du = 1.
Uu(r)

Il existe alors une unique mesure de Haar dm sur M(F) qui vérifie

fG(F)f(g)dg:fM(F) fU(F)fo(muk)dkdudm

pour tout f € C°(G(F)). Et la mesure dm ne dépend pas du choix de P
dans P(M). Les réseaux isly, , etidl ), . sont munis des mesures de comptage.

On munit id),; de la mesure de Haar qui donne a isd;},/i &X,I ¢ la mesure 1
et idl, ; de la mesure quotient.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2016



14 CHAPITRE 1. GROUPES, MESURES, NOTATIONS

On utilisera ainsi la premiere normalisation des mesures pour toutes les
définitions « géométriques » (§ 1.4) et la deuxieme normalisation pour toutes
les définitions « spectrales » (§§ 1.5-1.8).

1.3. Bons voisinages

Soit x € G(F) un élément semi-simple. On reprend la définition de la
notion de bon voisinage de g,(F) donnée dans [29, 3.1]. C’est un voisinage
de 0 dans g,(F) qui est Z¢(x)(F)-invariant, compact modulo conjugaison sur
lequel I’exponentielle est définie et qui vérifie les conditions 1—7 de [29, 3.1].

Soient f une fonction sur G et w un bon voisinage de g,(F). On note f, o, la
fonction sur g ,(F) définie par

f(xexp(X)) siX € w,

0 sinon.

fraa0) = {

1.4. Intégrales orbitales invariantes et pondérées, quasi-caracteres

Pour X € g ¢5(F), on définit pour tout f € C(g(F)) l'intégrale orbitale

Jo(X, ) = DE(X)} f g7 Xg)dg.

Gx(F)\G(F)
D’apres Harish-Chandra, il existe une unique fonction localement intégrable

7:6(F)xg(F)— C

qui est localement constante sur g ;eg(F) X g reg(F) et vérifie la condition sui-
vante : pour toute fonction f € CZ(g(F)) et pour tout X € g ¢.(F), ona

Jo(X, f) = fq N FOO) T, Y)Y,

Soient M un Levi de G et X € m(F) N g ¢(F). Pour Y € g (F), fixons un
ensemble de représentants (Y;)i=1,.  des classes de conjugaison par M(F)
de I'ensemble des éléments de m(F) qui sont conjugués a Y par un élément
de G(F). On a alors l'égalité (cf. la formule 2.6 (5) de [29])

T
(1) 7O, Y)DE()? = 3" TMX, Y) DM(Y)z.

i=1

Pour 6 € Nil(g), on définit I'intégrale orbitale nilpotente

Jo(f) = f@ £(X)dX
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pour tout f € C(g(F)), ot on intégre pour la mesure G(F)-invariante sur ©
fixée en 1.2. On définit la transformée de Fourier de la distribution précédente
par

Jo(f) =Jo(f)
pour tout f € CX(g(F)). D’apres Harish-Chandra, T@ est représentable
par une fonction Y — 7(0,Y) localement intégrable sur g(F) et localement
constante sur g .o(F). Pour A € F*, définissons

FHX) = FAX).
Pour tout A € F*¥,on a
-3 dim(0)
Jo(f*) = A1 Jao ()
Rappelons que A6 = 6 pour tout A € F*2. Par transformée de Fourier, on en
déduit pour tout A € F* et tout Y € g o(F) I'égalité

% dim(0) T

7(0,AY) = |l (10, Y).

Pour toute orbite © € Nil(g), on note I's le germe de Shalika associé a ©.
Pour toute fonction f € C°(g(F)), il existe donc un voisinage w de 0 dans g (F)
de sorte que 'on ait

JoX, )= > To(X)Jo(f)
6€eNil(g)
pour tout X € wNg re(F). Les germes de Shalika vérifient pour toute © € Nil(g)
et tous X € g eg(F), A € F* la condition d’homogénéité

Fo(AX) = 1417 0(0)

Soit M un Levi semi-standard de G. Pour tout ¢ € G(F) la famille
(Hp(g))per(m) est (G, M)-orthogonale positive. D’aprés Arthur [2], on peut
donc lui associer un nombre vp(g). Il faut pour cela avoir fixé une mesure
sur 941(\;4, choix qui a été effectué au § 1.2. La fonction g + vj(g) est invariante
a gauche par M(F) et a droite par K. Remarquons qu’elle ne dépend pas
seulement de M mais aussi du choix du sous-groupe compact spécial K en
bonne position par rapporta M. Pour f € CZ°(G(F)) et x € M(F) N Greg(F), on
définit I'intégrale orbitale pondérée de f en x par

1 -
e, )= [ flg xg)oug)ds.
Gx(FN\G(F)
Un quasi-caractére sur G(F) est une fonction 6 : G(F) — C définie presque
partout, invariante par conjugaison et telle que pour tout x € Gss(F), il existe
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16 CHAPITRE 1. GROUPES, MESURES, NOTATIONS

un bon voisinage w de g,(F) et des coefficients c g(x) pour 6 € Nil(g,)
vérifiant, pour presque tout X € w,

O(xexp(X))= > co0(x)7(0,X).

6€Nil(gy)

1.5. Représentations, induites paraboliques, opérateurs d’entrelacements,
caracteres pondérés

Toutes les représentations sont supposées lisses. On adopte les notations
suivantes : Irr(G), Temp(G), ITo(G) et I1en(G) désignent respectivement 'en-
semble des classes d’isomorphismes de représentations irréductibles, irréduc-
tibles tempérées, irréductibles de la série discrete et irréductibles elliptiques
de G(F).

Si P = MU est un sous-groupe parabolique de G et 7 est une représentation
de M(F) on notera 1'1?(”[) I'induite normalisée de 7 a G. Elle se réalise sur
I'espace Eg,T des fonctions ¢ : G(F) — E; localement constantes qui vérifient

1
p(mug) = op(m)2t(m) f(g)

pour tous m € M(F),u € U(F) et g € G(F), le groupe G(F) agissant par
translation a droite. Pour g € G(F) et f € C°(G(F)), on note ig(’c, g)et ig(’c, 1)
les opérateurs linéaires définis par les actions de g et f sur ElfT.

Pour 7t une représentation de G(F) et A € sﬂ*c ®r C/ i&ﬂé,F, on note 7, la
représentation suivante de G(F) : son espace est le méme que celui de 7 et,
pour tout g € G(F), ona

na(g) = eHc@ N (o).

Soit P = MU un sous-groupe parabolique semi-standard de G et 7 une
représentation de M(F). On note 3{5’;1 'espace des fonctions ¢ : K — E; qui
vérifient

p(muk) = t(m)p(k)
pour tous m € M(F) N K,u € U(F) N K et k € K. Les représentations ig(u)
pour A € o}, ® C se réalisent toutes sur I'espace %gT via l'isomorphisme
qui a une fonction ¢ € Eg” associe sa restriction a K. Si 7 est unitaire, on

munit X I? _ d’un produit scalaire invariant pour la représentation i$(7,) pour
tout A € id}, . par la formule

(e,e') = j;( (e(k), e’(k))dk.
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Pour P, P’ € (M) et A € d}, ®r C, on peut définir des opérateurs d’entre-
lacements
. G G
]P’lP(T/\) : Ep,TA — Ep/,”-
Quand la partie réelle de A est dans un certain cone, on a

(Uprp(22)e)(g) = f (' g). dut

(W (ENUEU(F)
La fonction A + Jp/p(7,) a valeurs dans 'espace des opérateurs K 1? L 3{19,,7
admet un prolongement méromorphe a o}, ® C.
Si 7 est irréductible, pour tout P € (M) l'opérateur

Jpip(T)5p(TA)
est scalaire. On note j(7,) ce scalaire; il ne dépend pas du choix de P.

On peut normaliser les opérateurs d’entrelacements : il existe des facteurs
rpp(72) tels que les opérateurs

Rpp(t2) = rpp(TA) ™ Jprjp(T2)

vérifient les conditions du théoreme 2.1 de [5]. En particulier, ces opérateurs
normalisés ont les propriétés suivantes :

> Pour tous P, P’, P” € (M), on a Rprp/(T2)Rp/p(T1) = Rprp(T2)

> Si 7 est tempérée, les fonctions A — Rp/p(7)) sont holomorphes en tout
point de isd}, et pour A € idl), ;, 'adjoint de Rp/p(72) est Rpjp/(72)

La définition des opérateurs d’entrelacements normalisés s’étend au cas out
T est semi-simple. Soit T une représentation tempérée d’un sous-groupe de
Levi semi-standard M de G. Fixons P € (M) ; pour tout P’ € P(M) et pour
tout A € id}, ., posons

Rp(t,A) = Rppp:(T)Rp/p(T2)

C’est un endomorphisme de ?]{g .- La famille (Rp/(7T, .))presp(m) est une (G, M)-
famille a valeurs opérateurs (voir [2, §7]). On peut donc suivant Arthur lui
associer un opérateur que I'on note R (7).

Le caractére pondéré de la représentation 7 est la distribution f ]](\34(1, )
qui a f € CZ(G(F)) associe la trace de l'opérateur ig('[, f)Rm(T) agissant
sur 3{19,1. Cette distribution ne dépend en fait pas du sous-groupe parabo-
lique P que l'on a fixé (elle dépend en revanche du sous-groupe compact
spécial K que l'on a fixé). Dans le cas ot M = G on notera simplement

0:(f) = Jg(z, f),

c’est le caractére usuel de 7.
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1.6. R-groupes

On utilisera la théorie des R-groupes telle qu’elle est exposée dans [32, 1.5].
Soient M un Levi semi-standard de G et 7 € ITo(M). Pour g € G(F), on définit
la représentation g7 de ¢M(F)g ! par

(gT)(gmg™") = (m)
(g7 agit donc sur le méme espace que 7).

Notons Normgr)(7) 'ensemble des g € G(F) tels que

gM(F)g_1 =M(F) et gr=r.
On pose W(t) = Normgr)(7)/M(F).

Supposons, cela simplifie la théorie, que 7 se prolonge en une représenta-

tion TN de Normgr)(7). Nous verrons (§ 3.1) que cette hypothese est toujours

vérifiée dans le cas des groupes unitaires. Pour tout P € P(M) et w € W(1),
on définit un homomorphisme

Ap(@) i, (@70) — iS(1), e — TN (@)e(w™)

et un endomorphisme
Rp(w, ) : ig(r) — ig(T)
par la formule
Rp(w, 1) = AP(w)Rzu‘1Pw|P(T)'
C’est un opérateur unitaire. Notons W’(7) le sous-groupe des w € W(7) tels
que Rp(w, 7) soit une homothétie. On pose
R(t) =W(1)/W'(7).

On peut toujours relever R(7) en un sous-groupe de W(7) (ce que l'on fera)
de sorte que l'on a

W(t) = W(t) = R(1).
Supposons de plus le groupe R(7) abélien (une fois encore cette hypothése
est toujours vérifiée pour les groupes unitaires, cf. §3.1). On a alors une
décomposition en représentations irréductibles

is(= @ S0

CeR(t)Y
ot R(7)¥ désigne le dual du groupe abélien R(7) et i5(t, () est la sous-
représentation de iI?(T) ou Rp(w, ) agit comme C(w) pour tout w € R(7).
Notons W(M)eg I’ensemble des éléments de W(M) qui agissent sans point

fixe sur ddp1/d . On dira qu'une représentation ilc,;(’c, () comme ci-dessus est

MEMOIRES DE LA SMF 149



1.7. FORMULE DE PLANCHEREL-HARISH-CHANDRA 19

elliptique si R(t) N W(M)reg # . Lorsque cette condition est vérifiée, on a
de plus W’(7) = {1}. On obtient ainsi toutes les représentations irréductibles
elliptiques de G(F).

1.7. Formule de Plancherel-Harish-Chandra

Pour tout M € L(Mmpin), on fixe un élément P € P(L). Notons {I1p(M)}
'ensemble des orbites de I,(M) pour 'action de i s}, ;. Pour chaque orbite O,
fixons un élément 7 de cette orbite. Notons i sl le stabilisateur de 7 dans isf},.
Pour tout A € idl},  on pose

m(ty) = j(ry)~'d(7),

ou d(7) désigne le degré formel de 7. Pour tout f € S(G(F)) et tout g € G(F),
on a alors

fe)= > IWMLWET Y iy sy, 17
M€ (Mmin) Oe{Il(M)}
f m(T/\)Tr(iS(TA,g_l)ig(m,f)) dA.
isty,

C’est la formule de Plancherel-Harish-Chandra et c’est le théoréeme VIII.1.1
de [28].

Soit Ky un sous-groupe compact-ouvert de G(F) tel que f soit bi-invariante
par Ky. Dans la formule précédente, seules interviennent de fagon non nulle

les orbites O pour lesquelles une représentation ig’(’c 1) admet des invariants
non nuls par K. Ces orbites sont en nombre fini.

Fixons P = MU € %(Mmin) et une représentation 7 de M(F) irréductible et
de la série discréte. Pour tout A € i &1}‘\4 p, Notons

A =i (Th).
Soit ¢ une fonction C* sur id),  ete, e’ € %1(3;,1‘ Posons
fonl®)= [ plmm(malge’ e)dn
1

‘dM,F

pour tout ¢ € G(F). Cette fonction appartient a S(G(F)). Identifions tout
élément de W(M) a un représentant dans K N Normgr)(M). Notons €(7)

I'ensemble des couples (w, u) € W(M) x id), ¢ tels que wlt ~ 7. Pour
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(w, u) € €(1), fixons un automorphisme unitaire 7(w, i) de E; tel que, pour
tout m € M(F),

(W, 1) Tu(m) = (@ D) (m) (W, ).
Définissons '’homomorphisme

A(w, u): ‘%gflpw,r — 5761(33,1, (A(w, we)(g) = t(w, w)e(w™g).
Pour A € idl}, ;, définissons I'endomorphisme R(w, u, 1) de ?l{g . par
R(w, u, A) = A(w, 1) Ryy-1peyp(Tasp)-
Il vérifie la relation d’entrelacement
R(w, tt, M) 1a+u(g) = mwr(8) R(w, , A).

Soient eg, ¢, € S{ET. Alors on a 1’égalité (cf. proposition VIL.2 de [28])

W [ fosl@)eh meds
G(F)
= Z o+ w0 A (R(w, w, w1 A)e’, eg) (ef, R(w, u, w1 A)e).
(w,u)€é(1)

On en déduit le point suivant.

(2) Silesupport de ¢ vérifie la condition
Pour tout (w, u) € €(t), u € Supp(¢) entraine u =0,

alors on a (cf. [32, 1.6 (1)]), avec les notations du paragraphe précédent,

|  Feen@e T
= WD) p©) > (Re(w, 1)e’, e0)(ef, Rp(w, Te).

weR(T)
On aura aussi besoin de la formule suivante
(3) Soient g, € CZ € CZ(id), ). Supposons que les supports de ¢ et 1 vérifient
(w™ Supp(y) + 1) N Supp(p) = &
pour tout (w, u) € €(t) — {(Id, 0)}. Alors on a I'égalité

fc - feo,et,0(81882) fer e, 0(8)dg
— [ DT (a2 ) (ma(ger o)A

M,F

pour tous e, e(’], e1, ei € SICS,T et pour tous g1, g2 € G(F).
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Apres une permutation d’intégrales, 1’égalité (3) découle de 1'égalité (1) et
de I'hypothese faite sur Supp(¢p).

1.8. Fonctions cuspidales et trés cuspidales, quasi-caractéres associés

Une fonction f € C°(G(F)) est dite trés cuspidale si elle vérifie

pour tout sous-groupe parabolique propre P = MU de G et tout m € M(F).
On définit de facon analogue la notion de fonction trés cuspidale sur I'algébre
de Lie.

Une fonction f € CZ(G(F)) est dite cuspidale si pour tout sous-groupe de
Levi propre M de G et tout x € M(F) N Greg(F), on a

f f(g7'xg)dg =0.
G (F)\G(F)

Cette condition est équivalente a ce que O (f) = 0 pour toute représentation
de G(F) qui est tempérée et proprement induite. Toute fonction tres cuspidale
est cuspidale. On a le résultat suivant.

LemMmE 1.8.1. — Si f € CZ(G(F)) est une fonction cuspidale, il existe une fonction
trés cuspidale f’ € C2°(G(F)) ayant la propriété suivante : pour toute distribution
invariante D sur CZ°(G(F)), on a D(f”) = 0 si et seulement si D(f) = 0.

DEmonsTtrATION. — C’est le lemme 2.7 de [32]. 1|

Il est possible d’associer a une fonction trés cuspidale f un quasi-caractere
Oy défini a partir des intégrales orbitales pondérées de f. Pour x € G(F),
notons M(x) le centralisateur de Ag, dans G. Soient x € G(F) et y € G(F) tels
que yM(x)y~! soit semi-standard. On pose alors

Of(x) = (—1)aM<x>-“GDG(x)‘%V(Gx)‘lij(x)y_l(yxy'l,f).

Cf. le lemme 5.2 de [29] pour la preuve que cette définition ne dépend pas
du choix de y et les paragraphes suivants pour la preuve qu’il s’agit d'un
quasi-caractere.

Soit f € CZ°(G(F)). Waldspurger [32, §2.4] définit une fonction 16 locale-
ment constante et invariante par conjugaison sur G reg(F). Cette fonction est
définie a partir des intégrales orbitales pondérées invariantes d’Arthur.
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22 CHAPITRE 1. GROUPES, MESURES, NOTATIONS

Pour tout x € Geg(F), la distribution f + 10¢(x) est invariante. D’aprés le
lemme 2.5 de [32], si f est cuspidale, [0 est un quasi-caractere. Si f est tres
cuspidale, on dispose donc de deux quasi-caracteres 6 et [0 construits a
partir de f. Le lemme 2.6 de [32] compare ces deux quasi-caracteres. Avant
de I’énoncer, il faut rappeler un résultat d’Arthur.

Pour Z € dg,r, notons 1x.-7 la fonction caractéristique de I'ensemble des
x € G(F) qui vérifie Hg(x) = Z.

Soit #..(G(F)) I'espace des fonctions f : G(F) — C qui vérifient :

> f est bi-invariante par un sous-groupe compact-ouvert de G(F);

> pour tout Z € d¢ r, la fonction f1y.-7 est a support compact.

Soient L € £(Mmin) et f € CZ(G(F)). Arthur montre qu’il existe une fonc-
tion ¢r(f) € Hac(L(F)) telle que, pour toute représentation 7 € Temp(L) et
tout Z € d r, on ait I'égalité

ey f Ju(ma, flexp (= A(Z))dA = mes(ist] p) Or(PL(f)1r,=z)-

AL
On dira qu'une fonction f € #..(G(F)) est cuspidale si pour tout Z € d r, la
fonction f1p,-z est cuspidale.

Pour f € #ac(G(F)), on définit la fonction 10 par

10f(x) = IGleG:HG(x>(x) pour tout x € Greg(F)

Si f est cuspidale, la fonction 16 est toujours un quasi-caractere. Pour L un
sous-groupe de Levi de G et O un quasi-caractere de L(F), on sait définir un
quasi-caractere induit Indf(@) : c'est I'induction de L a G de la distribution
invariante sur L(F) définie par O (cf. le paragraphe 2.3 de [32]). Le lemme 2.6
de [32] est alors le suivant.

LemuMmE 1.8.2. — Soit f € CZP(G(F)) une fonction trés cuspidale. Alors :
(i) pour tout L € L(Mmin), la fonction ¢r(f) est cuspidale;
(ii) on a I'égalité
_ Ly. G|=1/_1\aL—a G L
0= ). IWH- [WEIT (=1~ Ind f (16},
Leg(Mmin)

L(f))'
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CHAPITRE 2

MAJORATIONS UNIPOTENTES

Soit G un groupe réductif sur F. On conserve les notations déja fixées. En
particuliet, Pmin = MminUmin €st un sous-groupe parabolique minimal et K
est un sous-groupe compact spécial en bonne position par rapport a Mmin.
On notera Amin la composante déployée du centre de Mpin.

2.1. Une premiére majoration

ProposITION 2.1.1. — Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Pour tout
entier d, il existe un entier d’ tel que, pour tout m € M(F),

f ECmu)?o(mu)? du < EM(m)2a(m)?.
U(F)

DEmMoNsTRATION. — On ne nuit pas a la généralité en supposant que P est
anti-standard. On va d’abord montrer que pour tout d € N il existe un entier
d’ € N de sorte que, pour tout m € M(F),

1) f EC(mu)*o(mu)? du < o(m)? EM(m)*65(m).
U(F)

Soit Mrl\r/fl;{ le sous-ensemble de Mmin(F) des éléments en position positive
pour Pnin N M. D’aprés Bruhat-Tits, il existe un sous-groupe compact-ouvert
Ky € M(F) tel que

M(F) = KnMaia K.

11 suffit donc d’établir (1) pour m € Myt

D’apres [28, lemme I1.4.4], il existe un entier D € N tel que

1
EG(mu) < 6pmm(m)% (Spmm(mpmm(lxl))z a(mu)D
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pour tout m € Mmin(F) et pour tout u € Umin(F). Comme on a de plus
o(mu) < o(m)o(u), on en déduit pour tout m € Mmin(F) la majoration

f ES(mu)o(mu)? du < a(m)d+2D6pmm(m)f 0Py (Mpyys (1)) (1) 2P dut.
U(F) U(F)

Grace au lemme II.4.1 de [28], on vérifie aisément que l'intégrale

f o (11 (1)) 0P di
U(F)

est convergente. D’apres le lemme II.1.1 de [28] on a
a(m)"*Pop, . (m) < a(m)*PEM(m)? 55(m)
pour tout m € MY . Cela établit (1).
Pour tout g € G(F),ona E¢(¢~1) = E%(g) et 6(g™") = 0(g). On a donc aussi
le majoration

f EC(um)?o(um)? du < o(m)* EM(m)? 6p(m)
U(F)

pour tout m € M(F). Aprés le changement de variable u > mum™!, on obtient

la majoration de 1’énoncé. a

2.2. Intégrales a parametres

Dans la suite on aura besoin du lemme suivant.
LemME 2.2.1. — Soient (X, o, ) un espace mesuré et U C C un ouvert. Soit encore
f : X x U — C une fonction vérifiant les conditions suivantes :

1) Pour tout z € U la fonction t — f(t,z) est mesurable.

2) Pour tout t € X la fonction z — f(t,z) est holomorphe sur U.

3) Il existe un sous-ensemble discret E de U tel que pour tout compact K C U —E
il existe gx € LY(X) de sorte que pour tout (t,z) € X X K on ait

| f(t,2)| < gk(t).

Alors la fonction U — C, z = fx f(t,z)dt est partout définie par une intégrale
absolument convergente et est holomorphe.

DEmonsTRATION. — Par un théoreme classique d’intégrale a parametre la fonc-
tion z f « f(t,z)dt est définie par une intégrale absolument convergente
et est holomorphe sur U — E. Soit zg € E et r > 0 de sorte que B(zg,r) ¢ U
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et B(zo, ¥) N E = {zo}. On applique la partie 3) a K = S(zo, r) = {z;|z — 20| = 1},
ce qui fournit une fonction gx € L!(X). Par le principe du maximum, on a
|f(t,2)| <sup|f(t,z)| < gk(t)
zeK
pour tout (¢,z) € X X B(zo, r). Toujours par un théoreme d’intégrale a pa-
rametre, on en déduit que z - fx f(t,z)dt est absolument convergente et
holomorphe sur l'intérieur de B(zo, r). Le raisonnement étant valable pour
tout zg € E, le résultat s’ensuit. 1|

2.3. Fonctionnelles de Jacquet

Introduisons 'ensemble ¥ des racines de Amin dans G, Xt I'ensemble des
racines dans Ppin et A la base correspondante. Soit P = MU un sous-groupe
parabolique standard ; on notera alors X(P) I'ensemble des racines de Amin
dans U et A(P) = A N X(P). Lapplication P +— A(P) est une bijection entre
les sous-groupes paraboliques standards et les sous-ensembles de A. On dési-
gnera par A}, la chambre positive correspondant a P, c’est-a-dire I’ensemble
des éléments a de Ap((F) vérifiant |a(a)|r < 1 pour tout a € A(P). Pour € > 0,
on pose

Am(e) ={a € Am(F); laa)|r < €,Ya € A(P)}.

Soit we € WE 1’élément de plus grande longueur i.e., celui tel que
W¢ Prin wzl = ﬁmin/

ott Py est le sous-groupe parabolique opposé a Prin.
On désignera par U min le radical unipotent de P i
Soit D(Umin) le sous-groupe dérivé de Umin. On a un isomorphisme de
groupes algébriques
umin/%(umin) = @ Va;
aeA
ol pour tout @ € A, V, est le sous-espace propre correspondant a a pour

’action par conjugaison de Anmin. De plus, on a 1’égalité

Usnin(F)/2(Unnin)(F) = (Usnin/ D (Unin))(F) = EP) ValF).
ael
Fixons des formes linéaires non nulles ¢, sur chacun des espaces vecto-
riels V(F). On définit un caractere de Umin(F)/D(Umin)(F) vial'isomorphisme
précédent par la formule

(xa)aeA — l;b ( Z €a(xa)) .
A
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On notera aussi ¢ ce caractere et on l'identifiera a un caractere de Umin(F).
On fait agir F2 sur Umin(F)/D(Umin)(F) par

y- (xa) = (]/axa),
ol ¥ = (Ya)aea est un élément de F~.

Soit %gmm I'espace des fonctions ¢ : K — C qui sont localement constantes
et invariantes a gauche par K N Ppin(F) ; c’est un espace vectoriel sur lequel se
réalisent toutes les représentations ms = igmm(élsjmm) pour s € C via l'isomor-
phisme donné par la restriction des fonctions a K. Soit (., .) la forme bilinéaire
non dégénérée sur K gmm définie par

(81,€z)=£e1(k)e2(k)dk.

Soite € X 1(,3 _la fonction constante égale a 1 et pour tout s, soit e, la fonction
sur G(F) déduite via 'isomorphisme précédent entre igm'n(é%m'n) et %Ig;min'
Pour y € FA, ¢ € G(F) et s € C, on pose

(Dy,s(g)=jl;_(F)es(weug)v,b(%u)du.

L'intégrale est absolument convergente pour Re(s) > 0. Pour ¢ > 0 un réel,
notons Umin(F). le sous-groupe de Umin(F) constitué des éléments u tels que
valp(£4(u)) > —c pour tout @ € A. Par transformée de Fourier inverse, on a

f ®y,s(1)dy:f es(weu)du.
62 umin(F)O

F
Pour a € Aj;,, on note y(a) le A-uplet ((a))pep d’éléments de (G\{0}).
L'application a + y(a) est un isomorphisme de A} /(Zc(F) N Amin(F)) sur
un sous-monoide ouvert /4 de (OF\{0})". Il existe un nombre fini d’éléments y;
tels que (Op\{0})* = U;y;Jl. On a par conséquent

f@ Dy,s(1)dy = Z f}m D, s(1)dy.

Le changement de variable A} ;. /(Amin(F)NZg(F)) = yiMl,a — y; y(a) donne

min

[ o may =t [ Dyt <D [ | (@)l da.
yiﬂ/c A;ﬁn/(ZG(F)mAmin(F)) A

1

Par le changement de variable 1 +— aua™" on a aussi

_1
q)yiy(ﬂ)/s (1) = 6Pmm(a)s 2 q)yi,s(a)-
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On en déduit

(1) f es(weu)du
umin(F)O
=Dl [ 5pun @30y, (@) [ | lat@)] da.
i A

Afin/(Amin(F)NZ ¢ (F))
LEMME 2.3.1. — Soient ej, e € S/’{G . et P = MU un sous-groupe parabolique
standard de G. Il existe € > 0 et un sous-ensemble dzscret E c C tels que, pour
tout y € Ak, il existe des fonctions holomorphes ¢l : C — E — C indexées par
w e WG /WM telles que, pour tout s € C — E et tout ap € Apm(e)™, on ait

(T(S(aMy)el/ ez) = Z 6Pmin(aM)%6Pmin(w : aM)s (PZU(S)
weWG /WM

DEmMONSTRATION. — Soit X le tore complexe des caracteres non ramifiés de
Mmin(F) et B = C[Mmin(F)/ML;,] la C-algébre des fonctions régulieres sur X.
Soit xur : Mmin(F) — B* le caracteére non ramifié générique qui a my associe
la fonction réguliere x — x(mp). On pose

(TLB/ VB) = i]?mm(X?lV)/

c’est une (G, B)-représentation lisse et admissible au sens de [BDKV]. Son
dual lisse est la représentation induite

(w5, V) =iS ().
Pour tout sous-groupe parabolique Q de G, on notera (7,0, (V3)o) le module

de Jacquet de cette représentation relativement a Q et jo : Vp — (V) la
projection naturelle.

Un théoreme de Casselman affirme 1’existence d'une dualité
(VB)p X (V)5 — B
qui est B-bilinéaire, G-équivariante et telle que, pour f € Vp et f¥ € Vil
existe € > 0 tel que pour touta € A}, vérifiant |a(a)|r < € pour tout a € A(P)
on ait
1 . .
(ma(a)f, f7) = 0p(a)2(ms,p(a) jp(f), jo(f))-

La représentation 7t p admet une filtration indexée par w € W /WM pour

laquelle les quotients successifs admettent pour caractere central les w™ x,,.

Puisque ces caractéres sont tous différents, la filtration se scinde en une somme
directe apres extension des scalaires a Frac(B). On a donc une décomposition

()= > (e

weWG /WM
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ot jp(f)w € Frac(B)®p (Vp)p pour tout w et Ap(F) agit par w= x,,, sur jp(f)ew.
On obtient pour a = ayy avec ay € Am(e)™ ety € Al

(ma(@)f, f')y=0p(amy)t D" xur(w - an){mp,p(7) jp(fu, j5(f))-
weWG /WM

Par restriction des fonctions a K, les espaces Vg et VBv sont tout deux iso-
morphes a 'espace %gmm ® B des fonctions ¢ : K — B localement constantes
et invariantes a gauche par Pmin(F) N K. Les éléments e et e, peuvent étre vus
comme des éléments de cet espace (puisque C C B). On notera encore par ¢;
(resp. e2) I'image réciproque de e; dans V3 (resp. V).

En appliquant ce qui préceéde a f = e; et fV = e, on obtient le résultat par
spécialisation de x,y & 03 a

Il existe des entiers naturels strictement positifs k, pour a € A tels que
0P (@) = [Taen |0z(a)|§“ pour tout a € Apin(F). Soit k = sup(k,), on a alors

[ Tla@)r < 6p,,, @)
aeA

+ .
min*

Fan®)= [ (@, e)on, @ [ ] le@irda.
Amin/Ac(F)

aeA

pour touta € A Soient eq, e, € 57{1(,3 _ et s un nombre complexe, on pose
min

LeMME 2.3.2. — Pour Re(s) > —o l'intégrale définissant Fe, .,(s) est absolument

convergente et la fonction s + Fe, .,(s) est holomorphe sur le demi-plan Re(s) > —5z.

DEMONSTRATION. — Soit K; un sous-groupe ouvert de AL ;. qui laisse stable e;.
Pour1 > € > 0, il existe des sous-ensembles finis I';, C Af;,, pour P parcourant
les sous-groupes paraboliques standards tels que

= L L Am@e@rk.

PminCP=MU yel“;

Il suffit donc de montrer que pour P = MU un sous-groupe parabolique
standard et y € I}, I'intégrale a un parameétre

f (rs(amy)er, 32)6Pmin(aM)S_% n |a(an)|Fdam
Apm(e)t/Ac(F)

aeA

est convergente pour Re(s) > — et qu’elle définit une fonction holomorphe
sur ce demi-plan. Choisissons € de sorte que la conclusion du lemme 2.3.1 est
vérifiée pour tout les sous-groupes paraboliques standards. Le lemme 2.3.1

MEMOIRES DE LA SMF 149



2.3. FONCTIONNELLES DE JACQUET 29

fournit des fonctions holomorphes ¢, telles que pour s en dehors d’un en-
semble discret et tout ay; € Ap(e)*,

-1
(ms(ampder, €2) Opyu(any 2= 7 Op, (am(w - au)) oL (s).
weWG /WM

On va appliquer le lemme 2.3.1 a notre intégrale a parametre. Les points 1)
et 2) sont aisément vérifiés. Soit C un sous-ensemble compact de I’ensemble
{Re(s) > —ﬁ} sur lequel les fonctions holomorphes qbzyu sont bien définies.
Soient r_ = infscc Re(s) > —ﬁ et v, = sup, .- Re(s) > —21—k. Pour tous w dans
WEC /WM ayr e A}, etpour touts € Cona

r—

(2) |5Pmin(aM(w . aM))S| < 6Pmin (ﬂM(w : a]\/l))hr + 6Pmin(aM(w . QM))
Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout w € W& /WM

sup |pl(s)] < c.

seC
En utilisant la majoration (2), on obtient que la fonction

s = (rs(amen, €2) 6y ()2 | | laans)l
a€eA
est majorée sur C par
¢ Z (6Pmin(aM(w : a]vl))hr + 6Pmin(aM(w . aM))r_)épmin(aM)l/k‘
weWG /WM

Pour tous w € W€ eta € A}, ona op,, (a)* < Op,,. (a(w - a)) < 1. Puisque la
fonction ay; = 6p,,.(am)" est intégrable sur Ayi(e)*/Ac(F) pour r réel stric-
tement positif, la fonction précédente est bien intégrable sur Ay(e)*/Ac(F).

On peut donc appliquer le lemme 2.2.1. 1|
LEMME 2.3.3. — Soit y € F2, la fonction
5+ 8pin ()72 Dy 5(a) [ [ la(a)|p da
A;nin/ZG(F)mAmin(F) a€eA

bien définie et holomorphe pour Re(s) > 0 admet un prolongement holomorphe a
Re(s) > —ﬁ.

DEMoNsTRATION. — Pour Re(s) > 0, la forme linéaire
Qs iﬁmm(é;mm) —C, ¢+— f e(weu)P(y - u)du
umin(F)

est une fonctionnelle de Whittaker pour le caractere générique

Eiur— 1/}(y'u_1).
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30 CHAPITRE 2. MAJORATIONS UNIPOTENTES

On a @, (a) = Qs(ms(a)es). Il existe un sous-groupe compact-ouvert Kj
de G(F) tel que pour tout a € A}, on a K; C Ker(£)aKa™'. Soient % un

min

base de (%gmm)Kl et B* = {e”; e’ € B} la base duale pour (., .). On a alors

Qs(mis(a)es) = Z (rs(a)e, ™) Qs(e).

e'eER
Il est bien connu que Qs(e’) qui est la fonctionnelle de Jacquet admet un
prolongement holomorphe au plan complexe (cf. par exemple [14]). Le résultat
du lemme est alors une conséquence du lemme 2.3.2. a

2.4. Majorations de mesures
Pour ¢ > 0 un réel, on pose
Umin(F)e = w¢ Umin(F)c w} .
Soient

Ay ={t € Umin(F)o ; Oppin(Mpy (@) > 7"} et a, =mes(Ay).
LEMME 2.4.1. — Il existe € > O tel que a, < q"(%“’:).

DEMONSTRATION. — Pour Re(s) > 0, on a

es(weu)du = Y (ay —ay_1)g 2",
fumin(F)O Z

n=0

D’apres le lemme 2.3.3 et §2.3 (1), cette fonction admet un prolongement
holomorphe a Re(s) > —5-. Par conséquent le rayon de convergence de la série

entiere ), (a, —a,-1)z" est strictement plus grand que q‘% d’ottle résultat. []

Soit Q = MU un sous-groupe parabolique anti-standard. Pour ¢ > 0, on
pose

U(F). = U(F) N Umin(F)..

Pour tout n € N et pour tout réel ¢ > 0, on définit
Ano(U) = {1 € U(F)c ; 0ppn(mpy, (1) > 7"}
PrOPOSITION 2.4.2. — Il existe deux réels € > 0 et a > 0 tels que
mes (A, (1)) < g"(-o+ac

pour tout n € N et pour tout ¢ > 0.
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DEmonsTRATION. — On a les faits suivants :

1) Il existe un réel a1 > 0 tel que pour tout ¢ > 0, il existe a, € Aym(F) qui
vérifie : (i) o(a.) < ai(c +1) et (ii) U(F), C a U(F)a;’.
2) Il existe un réel a; > 0 tel que
(i) Pour tout g € G(F), on a 6p,,,(mp,;.(g)) < exp(a20(g));
(ii) Pour tout a € Ay (F), on a 66(01) < exp(az0(a)).

Soient ¢ > 0 et a, € Apm(F) qui vérifie les (i) et (ii) de 1). Pour tout u € U(F)o,
on a alors

umin(uCuac_l) = acumin(u) umin(kPmin(u)ac_l)'
On peut toujours supposer que la fonction ¢ est invariante a gauche par K.
On a alors, pour tout u € U(F )o,

6Pmin (mpmin (acuac_l)) < 6Pmin (mpmin (M)) eXp (2a1a2(c + 1))

Soit k. = E (2aqaz(c + 1)/ log(q)) ot E(.) désigne la partie entiere. On déduit
de ce qui précede que

An,C(U) - acAn+kC,0(lTI)ac_1
pour tout n € N. D’ot, pour tout n € N et pour tout c > 0,
3) mes (Ay,c(U)) < 65(ac) mes (A, 0(U))
< exp (araz(1 + c)) mes (A, o(U)).

Soit Kl—lmm =KnN ljlmin(P); on a alors A”rO(H)Kﬁmm C A, pour tout n € N,
On en déduit que, pour tout n € N, on a

mes (A, o(U)) mes ((U(F) N Kﬁmm)\Kflmm) < ay,.
Puisque (U(F)n KUmm)\Kﬁmm est compact donc de mesure finie, le lemme 2.4.1
et I'inégalité 3) ci-dessus permettent d’obtenir le résultat de la proposition []
COROLLAIRE 2.4.3. — Il existe deux réels € > 0 et a > 0 tels que

mes{u € U(F).; ¢7" ' < EM(mQ(u))éQ(mQ(u))% <q"t < q”(l_e)mc
pour tout n € N et pour tout ¢ > 0.
DEmonsTRATION. — D’apres le lemme I1.3.2 de [28], il existe un réel D tel que
1 1
EM(mg (1)) 50(mq())? < 0p,y (1P, (1)) o (u)?

pour tout u € U(F). D’apres le lemme I1.3.4 de [28], on a aussi

(1) < 1 =108 (Opyy (Mpyy (1))
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32 CHAPITRE 2. MAJORATIONS UNIPOTENTES

pour tout u € U(F). Le résultat est alors une conséquence facile de la propo-
sition précédente. 0
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CHAPITRE 3

LES GROUPES UNITAIRES

3.1. Généralités

Dorénavant on fixe une extension quadratique E de F. Les notations O,
ke, qe, valg, etc. seront les analogues de celles définies pour F. On désignera
par N et Tr respectivement la norme et la trace de I'extension E/F. On définit
un caractere additif ¢g de E par e(x) = (Tr(x)). On notera x +— x le F-
automorphisme non trivial de E et xr le caractere quadratique de F* donné

par Xt X — PN(EX) = {+1,-1},
Si G est un groupe algébrique défini sur E, on notera Rg/rG le groupe algé-
brique défini sur F obtenu par restriction des scalaires a la Weil de E a F.

Un espace hermitien sera pour nous un couple (V, 1) constitué d"un espace
vectoriel de dimension finie V sur E et d'une forme hermitienneh : VXV — E
non dégénérée (avec la convention que / est linéaire en la premiere variable).
Quand la forme hermitienne sur V est évidente, on dira juste que V est
un espace hermitien (c’est le cas par exemple pour un sous-espace d"un espace
hermitien sur lequel la restriction de la forme hermitienne est non dégénérée).

Soit (V, ) un espace hermitien et soit G son groupe unitaire.

On appelle systéme hyperbolique de V toute famille (v;)i=+1,.. +, d’éléments
de V qui vérifient h(v;, v;) = 6; -j pour tous i, j € {#1,...,+n}.5i V admet un
systéeme hyperbolique qui est aussi une base, on dira que V' est hyperbolique.

Soit Viyp un sous-espace hermitien hyperbolique maximal de V et Va, son
orthogonal. Alors la forme hermitienne sur V;, est anisotrope. Posons

dan(V) = dim(Van).

Notons d(V) la dimension de V (comme E-espace vectoriel).
On a toujours d(V) = dan(V) [2] et dan(V) < 2.
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Le groupe G est quasi-déployé si et seulement si dan(V) < 1.
Pour v’, v” € V, on note c(v’, v”) I'endomorphisme de V défini par
c(v’,0")(v) = h(v,v")v” — h(v, 0" )0’
pour tout v € V. C’est un élément de g(F) et les c(v’,v”) pour v’,v” € V
engendrent g(F) comme F-espace vectoriel.

On définit une fonction A sur G¢s(F) de la fagon suivante : pour x € Gg(F),
notons V”(x) le noyau de x — 1 dans V et posons

A(x) = |N( det(l — x)|V/V~(x)) |p.

Soit W un sous-espace non dégénérée de V et notons H son groupe uni-
taire. On peut considérer H comme un sous-groupe de G en laissant agir ses
éléments trivialement sur l'orthogonal de W.

LeMME 3.1.1. — Posons k = d(V) — d(W). Pour tout x € Hgs(F), on a alors
DS(x) = D"(x) A(x)".
DEmonsTRATION. — Posons W/ = W+, H' le groupe unitaire de W’ et
gWW)={Xeg; X- WcCW,X-W cW}

On a alors deux décompositions g =y’ @h@g(W, W)etg, =bh' @b, dg(W, W),
ou g(W, W), désigne le commutant de x dans g(W, W’). Par définition, on a
donc

DC%(x) = D (x) |det(1 - ad(x))lg(W,W’)/g(W,W’)x
L'application g(W, W) — Homg(W’,W), X = Xy est un isomorphisme
(out Xjw désigne la restriction de X a W’). Via cet isomorphisme, ad(x) agit
sur g(W, W’) par X — x o X. On a donc un isomorphisme de F[x]-modules

g(W, W) =~ Wek

F-.

ol l'action de x sur chaque facteur est ’action naturelle de x sur W. On en
déduit facilement que

| det (1 - ad(x)) =AW~ ]

ls (W,W")/a (W, W)y

3.2. Sous-groupes compacts spéciaux, paraboliques, Levi et R-groupes

Soient (v;)i=x1,... +» un systéme hyperbolique maximal de V etky, ..., ks > 1
des entiers vérifiant k1 + --- + ks < r. Pour i = 1,...,s, notons Z;
(resp. Z_;) le sous-espace de V engendré par les v; (resp. v-;), pour
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j=01+-+kica+1),...,(k1 +---+ k;). Soit P le stabilisateur dans G du
drapeau
1 CZ1®ZLryC---CZL1D - DZs.

C’est un sous-groupe parabolique de G. Le sous-groupe M de P des éléments
qui préservent Z,;, i = 1, ..., £s est une composante de Levi de P. Tous les
couples (P, M) formés d'un sous-groupe parabolique et d"une composante
de Levi de P s’obtiennent de cette fagon, c’est-a-dire qu’on peut trouver un
systéme hyperbolique maximal et des entiers k1, .. ., ks tels que P et M soient
déterminés comme ci-dessus.

Supposons a nouveau fixés notre systéme hyperbolique maximal et nos
entiers ki, ..., ks. On en déduit comme ci-dessus un sous-groupe parabolique
P et une composante de Levi M. Soit 1% l'orthogonalde Z1®Z_1®-- - ©Z;®Z_;
et notons G son groupe unitaire. On a alors un isomorphisme naturel

M = Rg/r GL(Z1) X - - - X Rgjr GL(Zs) X G.
Le groupe de Weyl W(M) s’identifie alors naturellement a un sous-groupe de
Ss < (Z/27)°
ou 8, agit sur (Z/27Z)° par permutation sur les entrées.

Soit T une représentation irréductible de la série discrete de M(F). Alors
R(7) estun sous-groupe de (Z/27)° et on a R(7)eg # @ si et seulement si R(7)
contient 'élément t = (-1, ..., -1). Dans ce cas, R(t) = (Z/2Z)°, T se prolonge
en une représentation de Normgr)(7), et on a

R(T)reg = {t} et |det(t— Liay,)| =27V

Soit 7t une représentation irréductible et elliptique de G(F). On peut trouver
M, T comme ci-dessus et C € R(1)", de sorte que 1 = Indg(T, C), ot P est un
élément de %(M). Puisque la classe de conjugaison du couple (M, 7) est bien
déterminée, on peut poser

H(rr) = 27

Plus généralement, soient M comme précédemment et L un sous-groupe
de Levi de M. Alors L admet une décomposition

L=L;x - XLsXL

oupouri=1,...,s,L; est un sous-groupe de Levi de Rg;r GL(Z;) et L est un
sous-groupe de Levi de G.
Soit T € Il(L); on a alors une décomposition en produit tensoriel

T2TI® - QT ®T,
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36 CHAPITRE 3. LES GROUPES UNITAIRES

avec 7; € I(L;) pouri=1,...,set7T € Hz(f). La théoEie du R-groupe est
triviale pour les Rg/r GL(Z;); donc RM(1) s’identifie & RE(7). Il s’ensuit que
RM('[)reg est vide sauf si

L; =Rg/rGL(Z;) pouri=1,...,s et Ra(%‘)reg * .
Dans ce cas 13, RM(T)reg est réduit a un élément t et on a
|det(t — 1)/, | = |RM(7)] = 27,

Il existe un ensemble de Og-réseaux de V qualifiés de spéciaux tel que pour
tout réseau spécial R de V, le stabilisateur de R dans G(F) soit un sous-groupe
compact spécial.

Reprenons les constructions précédentes dans le cas ot ky =--- =k, = 1.

Alors P est un sous-groupe parabolique minimal. On peut choisir de
prendre Ppin = P et Mpin = M. Il existe des vecteurs v; non nuls pro-
portionnels a v; pour i = £1,...,+r vérifiant, pour tous i,i" = 1,...,r,
h(\v;, v’_l.) = h(v;,, v’_i,) et un réseau spécial R C V tel queleréseau R = Rz ® R,
oll

Ry = ®Evi ) @EU’_l D--- @EU; @ @Ev’_r,

soit spécial. Le stabilisateur K de R dans G(F) est alors un sous-groupe com-
pact spécial en bonne position par rapport & Mmin. Il est utile de remarquer
(c’est une des hypotheéses du paragraphe 1.6) qu’alors le morphisme naturel

NormG(F)(Mmm) NK — W€

admet une section. En effet, notons WX le sous-groupe des éléments k €
K qui agissent par permutation sur les (vi)i:ﬂwir et qui agissent comme
I'identité sur V. Alors la restriction du morphisme précédent a WK est un
isomorphisme.

3.3. Orbites nilpotentes réguliéres

Supposons G quasi-déployé et soit (v.;)i=1,.., un systeme hyperbolique
maximal. On a alors

dim(V) =2r ou2r +1.

Si dim(V) = 2r + 1 alors g(F) ne contient qu'une seule orbite nilpotente ré-
guliere. Supposons que dim(V) = 2r. Considérons P et M le sous-groupe
parabolique et la composante de Levi associé aux entiers k1 = --- =k, = 1.
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Alors P est un sous-groupe parabolique minimal. Notons U son radical uni-
potent et u son algebre de Lie. Soit 1 € Ker(Tr) — {0} un élément de E de trace
nulle qui est non nul. Soit N, I'élément de u(F) défini par

Nyv, =0,Nyvj=0vjy1 pour i=r—-1,...,1,-2,...,-r;
Nyv-1 = 101.
Alors N, est un élément régulier qui engendre une orbite nilpotente 6, qui
ne dépend que de I'image de 1 dans (Ker(Tr) — {0})/N(E*). L'application
N 0
est une bijection de (Ker(Tr) — {0})/N(E*) sur Nil(g )(F)reg ; en particulier cet

ensemble est de cardinal 2 et la multiplication par n'importe quel élément
A € F¥ — N(E*) permute ces deux orbites.
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CHAPITRE 4

POSITION DU PROBLEME

Soient (V, ) un espace hermitien et G le groupe unitaire associé. On se
donne une décomposition orthogonale de V de la forme

V=ZeDeoeW

ou D est une droite non dégénérée, dont on fixera un générateur vy, et Z
posséde une base hyperbolique (v;)i=+1,...,+r. On a donc

h(vi,vj) = 6;-; pourtousi,je {£1,..., £r}.

On notera Z, (resp. Z_) les sous-espaces de V engendrés par les v; (resp. v_;)
pouri=1,...,r, et Vo = D & W. Soient G, Gg et H les groupes unitaires
respectifs de V, Vy et W. On identifie H (resp. Go) avec le sous-groupe de G
des éléments qui agissent comme l'identité sur Z ® D (resp. Z). Soit P le sous-
groupe parabolique de G qui conserve le drapeau de sous-espaces isotropes

Ev, c Ev, +Ev,_ 1y Cc---CEv, +---+ Ev;.

Soit A le tore des éléments de G qui conservent, pour i = +1,...,+r, les
droites Ev; et qui agissent comme 1'identité sur D @ W ; soit U le radical
unipotent de P. Posons M = AG : c’est une composante de Levi de P. Pour
a € A(F), on note a; la valeur propre de a agissant sur v;. Soient &, ..., &r—1
des éléments de F*. La formule suivante définit alors un caractére de U(F)
invariant par conjugaison par H(F)

_

S(M)=¢E( S Eih(uvi,v—i—l))-

1

Il
o
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Pour 1t € Irr(G) et 0 € Irr(H), on définit Hompy (7, 0) comme l'espace des
homomorphismes ¢ : E; — E, qui vérifient

f(n(hu)e) =&(w)a(h)t(e)

pour tous h € H(F), u € U(F) ete € E;. On note m(m, o) la dimension de cet
espace. D’apres [1] et [16], cet espace est de dimension au plus 1.

Soit R un Og-réseau spécial de V en bonne position par rapport a un para-
bolique minimal inclus dans P qui se décompose sous la forme

R =Ry ® Ry

ol Rg et Rz sont des Op-réseaux de V et Z respectivement. On a alors la
décomposition d'Iwasawa

G(F) = A(F)Go(F)U(F)K.

Pour N > 1, on définit une fonction xy sur G(F) ainsi : c’est la fonction
caractéristique de I'ensemble des g € G(F) vérifiant

> ¢ M) NmNR £ 2,
> g‘l(vy_l +Ev,) N nEZNR * &,

> ¢ Y(vg+Evy +--+Ev,)N nEZNR + O,
> ¢ ' (v1+ W+Evg+Evy +---+Ev,) N1z NR # o,

> ¢ vy +Ev_pp1 4+ -+ Evoi+ W+ Evg + -+ Ev,) N 2NR # 2.

La fonction xy est invariante a gauche par H(F)U(F) et a droite par K.
Elle est de plus a support compact dans H(F)U(F)\G(F). Soient 6 un quasi-
caractere de H(F) et f € C°(G(F)) une fonction tres cuspidale. Pour g € G(F),
on définit alors la fonction ¢ sur H(F) de la fagon suivante :

3 () = f (g hug) £(u)du.
U(F)

Cette fonction est localement constante a support compact; on peut donc
définir
16, 9)= [ omiman
H(F)

qui est une fonction localement constante en g. Pour N > 1, on pose alors :

In(6, f) = f 160, f, ) kn(g)dg.
H(F)U(F)\G(F)
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La raison de l'expression précédente est qu’elle apparait naturellement
lorsque 1'on essaye de calculer la multiplicité m(m, o) pour € Irr(G) et
o € Irr(H) cuspidales (prendre pour f un coefficient de w et 6 = 0,v, cf. [29],
proposition 13.1, pour le cas des groupes spéciaux orthogonaux).

Le but est de démontrer que Jn (6, f) admet une limite lorsque N tend vers
l'infini et de donner deux expressions pour cette limite.

> L'une, qualifiée de géométrique, est énoncée chapitre 5 et démontrée dans
les chapitres 6 a 10.
> L'autre, qualifiée de spectrale, est énoncée et démontrée chapitre 16.

De l’égalité entre ces deux développements, on déduira au chapitre 17 la
formule intégrale pour la multiplicité m(m, o) (nm € Temp(G), 0 € Temp(H))
annoncée dans l'introduction.
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CHAPITRE 5

LE DEVELOPPEMENT GEOMETRIQUE :
DEFINITIONS ET ENONCE

5.1. Un ensemble de tores

On définit J comme l’ensemble des sous-tores T de H pour lesquels il
existe une décomposition orthogonale W = W’ @ W” telle que, en notant H’,
H" et G” les groupes unitaires de W/, W” et V" = Z® D & W” respectivement,
les conditions suivantes soient vérifiées :

> T est un tore maximal anisotrope de H'.

> G” et H” sont quasi-déployés sur F.

On fixe J un ensemble de représentants des classes de conjugaison par
H(F) dans J. Remarquons que J est un ensemble fini.

Soient T € J et W/, W’ comme précédemment.

Onnote T, I'ouvert de Zariski des éléments dont la restrictiona W’ n’a pas 1
pour valeur propre et a toutes ses valeurs propres de multiplicité 1.

Soient 0 et 0’ deux quasi-caracteres sur H(F) et G(F) respectivement. On dé-
finit deux fonctions cg et cg sur T(F) de la fagon suivante. Pour tout t € Ty(F),
on a les décompositions

Gi(F) =G"(F)xT(F) et Hy(F)=H"(F)xT(F).
Par conséquent on a des identifications naturelles
Nil (g”(F)) = Nil (g,(F)) et Nil(h”(F)) = Nil (b:(F)).

On pose alors

1
colt) = = cor0(t),
9 ( ) |N11reg(g”(F))| @ENﬂreg(g”(F)? 6( )
1
colt) = oo co.0lt).
9( ) |Nﬂreg(b”(F))| Z 6'6( )

®€Nilreg(b”(F))

Si f € CZ(G(F)) est une fonction trés cuspidale, on posera cf = cg I
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5.2. Un critére de convergence

Soit T € J. On note W, et WY les espaces notés W’ et W” précédemment.
On note H,. le groupe unitaire de W7.. Pour t € T(F), on définit

E”(t) = Ker(t — 1)|W§

et E’(t) son supplémentaire orthogonal dans W7.. On notera respectivement
J'(t) et J”(t) les groupes unitaires de E’(t) et de E”(t) et 3; désignera le centre
de l'algebre de Lie i'(t);. Remarquons que 'on a toujours 3; C t.

LEMME 5.2.1. — Soitt € T(F). Ona:
(i) dim(t) —dim(3;) > dim(E"(t)) avec égalité si et seulement si |'(t); est un tore;
(ii) I existe un bon voisinage w C t(F) qui vérifie les deux conditions suivantes :
> Pour tous X € wet A € F* tels que AX € w, ona 3texp(X) = Bt exp(AX)-

> Pour tout X € w\3t, 014 3t S 3t exp(X)-

DEMONSTRATION.

(i) T est un sous-tore maximal de H., = J”(t) X J'(t);.
On a donc une décomposition T = T” X T” avec T” et T’ sous-tores maximaux
de J”(t) et J'(t); respectivement. En particulier, on a dim(T”) = dim(E"(t))
et 3; C t’. On en déduit que

dim(t) — dim(3¢) = dim(T”) + dim(t") — dim(3;) > dim(T”) = dim (E” (t))
avec égalité si et seulement sit’ = 3;, ’est-a-dire si et seulement si J'(t); est un

tore.

(ii) Il existe un bon voisinage w C t(F) tel que pour tout X € @ on ait
E"(texp(X)) = Ker(Xjpr(r) et J'(t exp(X))texp(X) =J'(t exp(X))t,X.

Soit w un tel voisinage. Pour tous X € w et A € F* tels que AX € w, on a alors

7(t eXp(X))texp(X) =J'(t exp(/\X))texp(AX)
d’ou 3t exp(X) =3t exp(/\X)'

Soit X € wetG le groupe unitaire del’orthogonal de E’(t) dans E’(t exp(X)).
On a alors

J(texp(X)), =G xJ'(1) et J'(texp(X)),euprx) = Gx X J'(Dex-

De plus, Z(J'(t)¢)° est contenu dans J'(t);x, d'ott 3 C 3 exp(x)- Puisque X
appartient au centre de l'algebre de Lie i'(fexp(X))x, on a X € 3texp(x)
donc 3¢ # 3t exp(x) Si X ¢ 3t- I
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Pour X un F-espace vectoriel et i € R, on note :

> Ci(X) l'espace des fonctions mesurables ¢ : X — C vérifiant, pour tout
x € X ettout A € F*2,

P(A2) = [A]p p(x);
> Csi(X) l'espace des fonctions a valeurs complexes sur X engendré par
les C;(X) pour j > i.
Soit x : F* — {+1, -1} un caractére quadratique. Pour i € R on notera :

> C; (X)1'espace des fonctions mesurables ¢ : X — C telles que, pour tout
x € X ettout A € F%,

P(Ax) = x(V) A |p (x);
> Csi(X) I'espace de fonctions sur X engendré par C; (X) et les C;(X)
pour j > i.
Soit 6 : T(F) — R une fonction. On définit :

> Cx5(T) (resp. Css,,(T)) comme 'espace des fonctions f définies presque
partout sur T(F) et telle que pour tout t € T(F), il existe un bon voisinage w
de t(F) et une fonction ¢ € Cys5)(t(F)/3:(F)) (resp. @ € Csp1),,(1(F)/3:(F)))
vérifiant
VX ew, froX)=¢p(X) pp.
ot X désigne la projection de X sur t(F)/3:(F) (on renvoie au§ 1.3 pour la

définition de f; ). Rappelons que 1'on a défini au §3.1 une fonction A sur
GSS(F)'

LEMME 5.2.2. — Posons
5(t) = min (}(dim(3;) — dim(t) — dim(E"())), -1).
Soit f € Cxs,yp(T). Alors I'intégrale fT(F)f(t)A(t)sdt converge absolument pour

tout s € C tel que Re(s) > 0 et de plus la limite suivante existe :

im [ F(HAG)Y dt.
s—0* T(F)

DémonsTrATION. — Puisque T(F) est compact, il suffit de montrer que pour
tout t € T(F) la propriété suivante est satisfaite :

. 1l existe un voisinage ) de t tel que fQ f(x)A(x)*dx converge
) absolument pour Re(s) > 0 et lirg fQ f(x)A(x)® dt existe.
s—0*
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Pour t € T(F) et pour X dans un bon voisinage assez petit de 0 dans t(F), on a
presque partout

A(t exp(X)) = A(t)|N( det(X|Eu(t)))|F.

La fonction A; : X + |[N(det(X|e~)))|F est invariante par 3;(F) C b’T’t(F) et
presque partout homogene de degré 2 dim(E”(t)). On pose

T(F), = {t € T(F) : dim(t) — dim(3;) < n}

et on va montrer par récurrence sur n que (*) est vraie pour t € T(F),.

Pour t € T(F), la fonction f est localement constante au voisinage de ¢
(car 3; = t), donc le résultat est vérifié.

Supposons le résultat vérifié pour n — 1 et soit t € T(F),. On peut supposer
que t n’est pas dans T(F)o ; on a alors

5(t) = 3(dim(3¢) — dim(t) — dim (E”(t))).

Choisissons un bon voisinage @ de 0 dans t(F) et ¢ € Cs 44, (t(F)/3:(F)) tels
que f(texp(X)) = (X) p.p. pour X € w.On peut décomposer @ sous la forme

avec @ty € Cy(r), e (t(F)/3:(F)) et @; € Ci(t(F)/3:(F)) pouri > 6(t). Quitte a res-
treindre w, on peut supposer que w vérifie les conditions du lemme 5.2.1, que
I’exponentielle sur w préserve les mesures et que w admet une décomposition

w=w; X

ol w; C 3 est un voisinage de o et @’ est un réseau d’un supplémentaire de
3¢(F) dans t(F). Pour i > 6(t), soit

fi: T(F)— C
la fonction définie par
fi(texp(X)) = pi(X) pour X e w et fi(t')=0sit’ ¢ texp(w).
On a alors
(1) fi € Ca (T,
En effet, pour tout A € ®;2, la fonction g, définie par
gr(texp(X)) = f(texp(AX))pour X € w et ga(t)=0sit’ ¢ texp(w)

appartient a Cx; ,(T) car pour tout X € @, 0N a 3t exp(x) = 3t exp(1x)- COmme f;
est combinaison linéaire des fonctions g,, on a bien (1).
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Pour X € w\3:(F) on a 3; C 3texp(x) donc t exp(X) appartient a T(F);-1.
D’apres I'hypothese de récurrence, les f; vérifient (*) pour t' = texp(X).
Puisque 1’exponentielle préserve les mesures sur @, pour tout compact w”
contenu dans w\3¢(F) et pour R(s) > 0, 'intégrale

i (O] Ar(X)* dX

W
converge et admet une limite lorsque s tend vers 0.

Choisissons une base du réseau w’ et soit ' I'ensemble des éléments
de ce réseau dont la décomposition dans cette base s’écrit avec des coeffi-
cients dont la valuation minimum est 0 ou 1. Pour montrer la convergence de
ftexp(w) f(t)A(t')* dt’ pour R(s) > 0, il suffit de montrer pour tout i > 6(t),
la convergence de

@ [ lpcolscorax=Y, [

>0 wsx(n%"Q'

) lpi(X)| Ar(X)*dX

= vol(w;) ( Z |7_(F|12Ck(z'+25 dim(Eu(t))+dim(t)—dim(St))) fQ | (Pi(y)| Ar(X)*dX.
k>0

Ona
i +dim(t) — dim(3;) > 6(¢) + dim(t) — dim(3;)
= 3(dim(t) - dim(3) — dim(E"(£)))

et d’apres le (i) du lemme 5.2.1, on a aussi dim(t) — dim(3;) > dim(E”(t)). Par
conséquent

Re (i +2s dim(E”(#)) + dim(t) — dim(3;)) > 2 Re(s) dim (E”(t)) > 0.
On ne peut avoir égalité dans l'inégalité précédente que si
dim(t) — dim(3;) = dim(E”(¢)) =0,

c’est-a-diresit € T(F)y, cas quel’on a exclu. On en déduit que I'intégrale (2) est
égale a une série convergente. Pour i > 6(t), le calcul précédent nous montre
méme que l'intégrale

[ eiomoax

admet une limite lorsque s — 0. Pour montrer 'existence de la limite en 0,
il reste a montrer que pour i = 6(t), I'intégrale

[ eiomoorax
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admet une limite lorsque s tend vers 0. Si E/F est ramifiée, on peut alors
trouver A € OF tel que xg(A) = -1 et le changement de variable X — AX
montre que cette intégrale est toujours nulle.

Reste le cas ott E/F est non ramifiée. Définissons ()’ comme le sous-
ensemble des éléments de (O dont les coefficients dans la base déja fixée
ont une valuation minimale nulle. On a alors :

[ eiomoax

= f L POOMX) X

k>0

_ ( Z(—l)klﬂFl(Fé(t)ﬂs dim(E”(t))+dim(t)—dim(3t))) X () A(X)* dX
k>0 4

= (14 [ AmE OO dimG0) f PiX)A(X)*dX

4

et cette expression admet une limite lorsque s — 0*. 1|

5.3. Définition de Jgeom(0, f)

Soient O et 0’ des quasi-caracteres sur H(F) et G(F) respectivement. Rap-
pelons que 'on a défini au §5.1, pour T € J, des fonctions cg et cor presque
partout sur T(F).

LEMME 5.3.1. — Soit T € J. Alors la fonction suivante appartient a Css . (T) :

t—s co(t)co(t) DE(1)2 DO(H)2 A(t) 2.

Soit f € CZP(G(F)) une fonction trés cuspidale. D’apres le lemme 5.2.2,
I'expression suivante est donc bien définie :

Jacom(0, f) = 3, [W(H, T v(T) lim fm:)"e(t)Cf(t)DH(t)%DG(t)% A2 dt.

Teg
PREUVE DU LEMME 5.3.1. — On reprend les notations du paragraphe 5.1. On a
associé a T des sous-espaces W’ et W” de W et des groupes unitaires H’,
H” et G”. Pour t € T(F), on note E”(t) le noyau de t — 1 dans W’ et E’(t) le
supplémentaire orthogonal de E”(t) dans W’. On désignera par J'(t) et J”(t)
les groupes unitaires de E’(t) et E”(t) respectivement, et par é(t) le groupe
unitaire de Z ® D & W” & E”(t). On a alors

Gi=GMH) ' () et g, =a(t) ().
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On définit les fonctions &g, 6g, 0y : T(F) — Z suivantes :

So(t) = 2(6(Hy) = 8(H”) + 8(Gy) — 6(G”)) — dim (E” (1)),

1(6(G”) = 6(Gy) +2) si dim(E”(t)) > 2 et dim(W” @ E”(t)) = 0[2],
%(6(G”) = 0(Gy)) sinon,

T(6(H") = 6(Hy) +2) si dim(E”(t)) > 2 et dim(W” @ E”(t)) = 1[2],
%(5(H”) — O0(Hy)) sinon.

oc(t) = {

on(t) = {
On va montrer dans un premier temps que

1
Co € C>5G(T)/ Co € C>5H(T)I (DHDGA_l)Z € C>50,X0(T)
ou xo est le caracteére trivial de F*.

Soit t € T(F). Alors pour tout X dans un bon voisinage assez petit de 0
dans t(F), on a

DH(t exp(X)) = DH(1)D™(X), D(texp(X)) = DC(t) D (X),

At exp(X)) = At N(det (XE, ;) ger(x)

ou X” est la restriction de X a E”(t). La fonction X — |N(det(X%, ® /Ker(X,,)))l F
est homogene de degré 2 dim(E”(t)) en dehors d’"un fermé de mesure nulle et
elle est clairement invariante par 3;(F). Pour X en dehors d'un ensemble de
mesure nulle, on a H; x = TH” et G, x = TG"”. Sur cet ensemble DH: et DG
sont homogenes de degrés respectifs

F,

dim(H;)—-dim(H; x) = 6(H;)—06(H”) et dim(G;)—dim(G¢ x) = 0(Gt)—0(G”).
Elles sont aussi invariantes par 3;(F) car 3; est central dans I et g;. On en
1

déduit que (DEDCA™)? € Csy,1,(T).

Soit t € T(F). Il existe un bon voisinage @ C g,;(F) de 0 de sorte que 1’on ait

0'(texp(X)) = Z cor0(t) T°(6,X)
OeNil(g;)
pour presque tout X € w. Par linéarité on peut supposer que
0'(t exp(X)) = 7°4(6, X)

pour presque tout X € w. Cette fonction est invariante par translation par les
éléments du centre de g,(F) donc aussi par 3:(F). Soit X € w N t(F) tel que
texp(X) € Ty(F). Pour presque tout Y dans un voisinage de 0 dans g; x(F),
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on a un développement

ch(G, X+Y)= Z c@r@r(t exp(X)) TG“(G’, Y).
6’eNil(g”(F))

La fonction X — cg/(t exp(X)) est une combinaison linéaire des coefficients
ce, o (t exp(X)) pour O’ € Nilyeg(3”(F)). On déduit des propriétés d’homogeé-
néité de 7(0,.) et 7(0’,.) que la fonction X € w — cg/(texp(X)) est dans
C>%(6(G”)—dim(®))(t(F)/3f(F))' De plus, on a dim(6) < 6(Gy).

Cela conclut la preuve si dim(E”(t)) < 1 ou dim(W” & E”(t)) est impaire.

Si dim(E”(t)) > 2 et dim(W"” @ E”(t)) est paire, il suffit de montrer que
pour Oree € Nilyeg(g¢(F)) et X € w N t(F) en position générale, la fonction
Y = 7(Oreg, X +Y) est nulle dans un voisinage de o dans g”(F).

Dans le cas considéré é(t) est un groupe unitaire de dimension impaire,
donc g(t)(F) admet une unique orbite nilpotente réguliére 6. On a une facto-
risation 7 (Oreg, .) = 7(6, )(.) relativement a la décomposition

a¢(F) =g(t)(F) & '(t):(F),
ol 7T est un quasi-caractere de i’(t)¢(F). Or, 6 est induite a partir de l'orbite {0}
d’une sous-algebre de Borel et donc 7(6, .) est a support dans ’ensemble des
éléments qui appartiennent a une sous-algebre de Borel. Soit X € w Nt(F) que
I'on décompose en
X=X"+X
avec X’ € {/(t)¢(F) et X” € {”(t)(F) N t(F) c g(t)(F). Le groupe J”(t) N T est un
tore anisotrope de dimension plus grande que 2. Donc pour X dans un ouvert
de Zariski, X" possede un voisinage qui ne contient aucun élément dans une
sous-algebre de Borel de §(#)(F). Par conséquent 7(6, .) s’annule au voisinage
de X”. On en déduit le résultat pour cg-. On proceéde de méme pour cg.
Un calcul indolore nous donne pour t € T(F),

—dim (E”(t))+1 si dim(E"(t)) > 2,
—dim (E”(t)) sinon.

Sidim(E”(t)) > 2, ona §(t) = 3(dim(3;) — dim(t) — dim(E”(t))) et d"apres le (i)
dulemmes.2.1, 6(t) < —dim(E”(t)). Sidim(E”(t)) = 0,ona 6(t) < —1. Enfin, si
dim(E”(t)) = 1, toujours d’apres le (i) du lemme 5.2.1, ona 6(t) < —dim(E"(t))
avec égalité seulement si J'(t); est un tore. On en déduit dans tout les cas
que 6(t) + 0n(t) + 60(t) > 6(t) et qu'on ne peut avoir égalité que si J'(t); est
un tore et dim(E”(t)) = 1. Pour obtenir le lemme il nous reste a établir le fait
suivant :

66(1) + 61(1) + do(t) = |
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Soit t € T(F) tel que ]J'(t); est un tore et dim(E”(t)) = 1, alors il existe un bon
voisinage wr de 0 dans t(F) tel que les fonctions

X € wr — co(texp(X)) et X € wr — co(texp(X))

possédent les propriétés suivantes :

> Si dim(W") est paire, alors
co/(t exp(+)) est la restriction a wr d'un élément de Css.y), . (1(F)/3:(F)),
co(t exp(-)) est la restriction a wr d'un élément de Css,(t),,(t(F)/3(F)).

> Si dim(W") est impaire, alors
cer(t exp(+)) est la restriction a wt d’'un élément de Css. (), ,(t(F)/3:(F)),
co(t exp()) est la restriction a4 wr d'un élément de Cssyr), e (t(F)/3:(F)).

On démontre ceci pour cg, la preuve étant la méme pour cg.
Puisque J’(); est un tore on a une identification

Nil (a,(F)) = Nil (3(+)(F)).

D’aprés ce qui précede, il n'y a rien a dire si Nil,eg(5(¢)(F)) = @. On suppose
donc que Nil g (3 (t)(F)) # 2.

Dans le cas dim(W”) impaire, g (¢)(F) posséde une unique orbite nilpotente
réguliere 0 etg”(F) posséde deux orbites nilpotentes régulieres O* et O~. Soit w
un bon voisinage de 0 dans g;(F) assez petit. Par linéarité, on peut supposer
que 0] , = 7(6,.) sur w. On a pour X € w N t(F) en position générique un
développement au voisinage de 0 dans g”(F) de la forme

TO,X+V)= > 566X T0,Y).
6e Nil(g”(F))
Par définition, on a

co(texp(X)) = %(CT@.)’®+ (X) + C1@,),0- (X)).
Pour A € F* et presque tout X € t(F), Y € g”(F), ona

%5(Gt)7

STl
2@+ 10%, Y)

70, AX + AY) =|Al; ©,X+Y), 7% AY)=]Al;

et la multiplication par A conserve {6*,0~ }. On en déduit le résultat.

Dans le cas dim(W”) paire, §(t)(F) posséde deux orbites nilpotentes régu-
lieres 6* et 6~ alors que g”(F) ne posséde qu'une orbite nilpotente réguliere 6”.
Comme auparavant, on peut fixer un bon voisinage w de 0 dans g,(F) assez
petit et supposer que 0; , = 7(0%,.) presque partout sur w. Pour X € w N t(F)
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en position générique, on a un développement au voisinage de 0 dans g”(F)
de la forme
TO,X+Y)= ) ¢550X)TO,Y).
e Nil(g”(F))
Par définition, on a
CG’(t eXp(X)) = CT(6+,‘)/®//(X)'

La fonction T(@*, D+ 7(5‘, .) est a support dans I'ensemble des éléments
de g(t)(F) qui appartiennent a une sous-algebre de Borel. Pour X € t(F) en
position générale, la projection X” de X sur g(¢)(F) suivant i'(#):(F) est non
nulle et appartient a un tore anisotrope de dimension 1, donc n’appartient
a aucune sous-algebre de Borel de g(t)(F) (car é(t) est un groupe unitaire
de dimension paire). Par conséquent, pour presque tout X € t(F), la fonction
7(6%,.) + 7(67,.) sannule au voisinage de X. Pour A € F* et presque tous
X €et(F), Y € g”(F), on adonc

%6(&)7 36(Gy)

J©*,AX +AY) = Al (A6%, X +Y) = A2 xe(D)T(OF, X +Y)

_1sc”
d’apres ce qui précede et 7(0”, 1Y) = |A] on(c )7(6”, Y). On en déduit alors
ce que 'on voulait 1|

5.4. Enoncé du développement géométrique

C’est le théoreme suivant dont la preuve occupera les chapitres 6 a 10.
On renvoie a au chapitre 4 pour la définition de Jn(0, f) et au §5.3 pour la
définition de Jgeom(0, f).

THEOREME 5.4.1. — Soient O un quasi-caractére de H(F) et f € CX(G(F)) une
fonction trés cuspidale. On a alors

1\1[1_1’)1’;0 ]N(Q, f) = ]geom(el f)

5.5. Enoncé du théoréme pour les algebres de Lie

Le caractere & de U(F) se descend al’algebre de Lie vial'exponentielle, on en
déduit un caractére encore noté & de u(F). Pour 0 un quasi-caractere de h(F)
et f € CZ(g(F)) une fonction tres cuspidale, on définit alors les expressions
suivantes :
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> Pour g € G(F) et X € h(F),

¢ (X) = . F(g7M (X + N)g)E(N)dN.

> Pour ¢ € G(F), J(6, f,g) = fb(F) O(X)%f(X)dX.
> Pour N > 1, In(0, f) = fH(F)u(F)\G(F) xn(g)](O, f, g)dg.
Pour X € bs(F), on pose
A(X) = |N(det(Xjwwx) |,
ou W”(X) est le noyau de X agissant sur W.
Pour T € J et X € t(F),, on pose :

1
e P — o,.0(X),
Nl @ N ey
1
co(X) = ——m88 c X).
oX) = Nl (D)) 0.0(X)

0Nl g (b"(F))

De fagon similaire a ce que 1’on a fait sur le groupe, on définit I'expression

suivante :
V(T)
Jseom(®. )= D ]

TeT
tim [ co(0¢ (0D DOCOE AR X
s—0* t(P)

On peut maintenant énoncer 1’analogue du théoréme 5.4.1 pour les algebres
de Lie:

TuforEME 5.5.1. — Soient 0 un quasi-caractére de W(F) et f € CZ(g(F)) une
fonction trés cuspidale. Alors on a

1\111—r>r;o ]N(Q, f) = ]geom(er f)

Les théoremes 5.4.1 et 5.5.1 seront démontrés au chapitre 10.
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CHAPITRE 6

DESCENTE A ’ALGEBRE DE LIE

Fixons x € Hgs(F). Par la suite, on notera respectivement W”, VO” et V" le
noyau de x — 1 dans respectivement W, V et V, on notera W’ l'orthogonal de
W” dans W (on a alors W = W” @ W’) et on notera G’ = H', G”, H” et G/ les
groupes unitaires de respectivement W', V”/, W” et V|’ (on a alors Gy = G} G”
et Hy = H,H").

Soient w’ C g (F) et w” C g”(F) deux bons voisinages de 0. On pose alors

w=w X"
C’est un bon voisinage de 0 dans g, (F). Soit
Q = (x exp(w))°.
On supposera jusqu’au chapitre 8 que I'on a Supp(f) c Q.

6.1. Localisation de Jn(0, f)

On définit pour ¢ € G(F) la fonction suivante sur h,(F) :

S o(X) = f 8, o(X + N)E(N)AN
Uy (F)
On définit aussi

Te(0, f,8) = f B0 0K

X

T (6, ) = f n(@) (6, f,)dg,

Hy (F)Ux(F)\G(F)
et on pose enfin
C(x) = DS(x): D (x)2 A(x) 2.
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LEMME 6.1.1. — On a l'égalité
]N(QI f) = C(x)]x,w,N (9/ f)

DémonstraTION. — 1 suffit de reprendre la preuve du lemme 8.2 de [29].
Rappelons pour la commodité du lecteur comment on procede. Par la formule
d’intégration de Weyl, on a

-1
J0,£,9)= > [W(H,T)| f 6() DM (t) SFE(H)dhdt.
TeJ (H) T(F) T(F)\H(F)
Pour T et T’ deux tores maximaux de H, on note :
W(T,T’) = {w € H(F) ; wTw™" = T'}/T(F).
On a alors les résultats suivants :
1) SiT € I(H) et t € T(F) N Hyeg(F) vérifient fT(F)\H(P) SFE(t)ydh #0,0na
te U U w(xexp(ti(F) Nw))w™.
T1€9 (Hy) weW(Ty,T)

En effet, il existe dans ce casun u € U(F) tel que tu € (x exp(a)))G. La partie
semisimple de tu étant conjuguée a t, on a aussi t € (x exp(w))®. Soient donc
X € wety € G(F) tels que yty~! = xexp(X). On a

y(Z ® D) c Ker (xexp(X) — 1) c Ker(x — 1) = V”
et il existe d’apres le théoreme de Witt un élément y” € G”(F) C Gy(F) tel que
vy(ZeD)=Za®D.
Quitte & remplacer y par y'y et X par y’Xy'~!, on peut donc supposer que
y(Z®D)=ZeD.

Alors yty~! agit trivialement sur Z & D donc x exp(X) aussi et X € hy(F).
Quitte a conjuguer encore X par un élément de Hy(F), on peut certainement
supposer qu’il existe T1 € I (Hy) tel que X € t1(F) N w. Soit h la restriction
de y~' a W, de sorte que t = hx exp(X)h 1. La conjugaison par & envoie donc
Zu(x exp(X))? sur Zy(t)°. Puisque t est régulier dans H, on a

Zu(t)’ =T et Zy(xexp(X))°=T.
2) Pour T € I(H), T1,T> € I(Hy), w1 € W(T1,T), wy € W(T»,T), les en-
sembles suivants sont disjoints ou égaux :
wi(xexp(t(F) Nw))w;' et wi(xexp(tz(F) Nw))w,’

Lorsque ces ensembles sont égaux, on a T1 = T».
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En effet, soient y1, y» € H(F) quirelévent w; et wo. On pose y = y5'y1. Siles

ensembles en question ne sont pas disjoints, on a
y(xexp(w))y~! Nnxexp(w) £ 2.

Donc y € Zy(x)(F) = Hy(F) et la conjugaison par y envoie T; sur T et  sur w.

3) Soient T € T (H), T1 € T (Hy) et w1 € W(T1, T). Alors le nombre d’éléments
wy € W(Ty,T) tels que

wy(x exp(t1(F) N w))w," = wi(x exp(t1(F) N w))w;

est égal a |W(Hy, T1)|.

En effet d’apres ce quon vient de voir, I'ensemble de ces éléments est en
bijection avec {y € Hy(F) : yT1y~' = T1}/T1(F) qui est précisément W(H,, Ty).

4) Soit Ty € I (Hy). Alors il existe un unique tore T € I (H) tel que W(T1,T) #+ @

et on a alors
|W(T1, T)| =|W(H, T)|.

L'existence et 1'unicité de T sont évidentes puisque F (H) est précisément
un ensemble de représentants des classes de conjugaison de tores maximaux
de H. Soit donc T I'unique élément de I (H) tel que W(T, T) # @ et fixons
w1 € W(Ty, T). On a alors une bijection w wwl‘l entre W(T1,T) et W(H, T).

On déduit des points 1) a 4) ci-dessus que l'on a

10.£,9= Y > IWEHD[" [WH, )|
T]Eg(Hx) ZU1EW(T1,T)
TeT (H)

f D (w1 (x exp(X)) w)? 0(w1 (x exp(X)) w?)
t1(F)Nw 1 geE
]H(wl(xexp(X))w1 ,8F9)dX

= > [W(H, T f . D (x exp(X))? 6(x exp(X))

T1€T (Hy) h(F)Nw ]H(x exp(X), gfg)dX
Pour X € w N t1(F) N hreg(F) on a DH(x exp(X)) = D" (x)DHx(X) et
Tr(x exp(X), $F¢) = DH(X)% f T, (x exp(X), °f¢)dh.
Hy(F)\H(F)

D’apres la formule de Weyl sur Hy, on a donc

In(8, f) = DH(x) kn(g) f o(X)dXdg,
Hy(F)U(F)\G(F) by (F)
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0,(X) = { sx,w(X) gfé(x exp(X)) siXew

Soit u*(F) = Im (ad(x) — 1|u(1:)). On a alors
u(F) = uy(F) ® u*(F).

sinon.

On a fixé une mesure sur u(F) et on suppose que cette mesure est produit
d’une mesure sur u,(F) et d"'une mesure sur u*(F). Munissons

U*(F) = exp (w*(F))

de la mesure image par I'exponentielle. Pour X € w N by, reg(F) et g € G(F),
on a

8FE(x exp(X)) :f f 8f (x exp(X)uv) E(uv)dudo.
(F)\U(F) v Ux(F)

Pour u € Uy(F), 'application v +— (x exp(X)u) lo~1x exp(X)uv est un iso-
morphisme de U*(F) sur U,(F)\U(F) (la barre désigne la classe d'un élément
dans U, (F)\U(F)). Son jacobien est

| det (1 — ad(x exp(X)u)x(r)) |F = | det (1 — ad(x exp(X)(r)) | £
et on a, d’apres la propriété 3.1 (7) de [29] sur les bons voisinages,
| det (1 — ad(x exp(X))x(r)) |F = | det(1 — ad(x)xe)) |-
On a un isomorphisme de F-espace vectoriel
W' ®r (Fv1®--- @ Fu,) — u™(F), w @z c(z,w’).

On en déduit que le jacobien de notre application est A(x)". L'application
suivante est une bijection qui préserve les mesures :

Uy (F) — Ux(F), N+ exp(=X)exp(X + N).
Puisque &(exp(=X)exp(X + N)) = E&(N),on a

8fe(x exp(X)) = A(x)rf f (o x exp(X)uv) E(u)dudo
¥(F) JUx(F)
— r vg
= A(x) fx(F) j;x(F) f(xexp(X + N))E(N)AN do

— r v8ré
-6y [ o a0 do
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La fleche naturelle U*(F) — U,(F)\U(F) étant une bijection qui préserve les
mesures, on en déduit

In(6, ) = DH(x) AGeY f (@) [ 005, (X)dX dg.
Uy (F)H(F)\G(F) by (F)

On vérifie facilement, grace au lemme 3.1.1, que 'on a C(x) = DH(x)A(x)’,
ce qui permet de conclure. i

6.2. Localisation de Jgeom (0, f)

Pour T € J on notera maintenant W7. et WY’ les sous-espaces que I'on avait
noté W’ et W” dansle § 5.1. Remarquons que I’ensemble des tores I ne dépend
que des espaces hermitiens W et D. Quand on voudra préciser par rapport a
quels espaces 1’ensemble J est défini, on le notera plutdt T (W, D).

Soit I, 'ensemble des tores T € I qui vérifient T C Hy et W C W7. Cest
équivalent a dire que T = T"T” ou T’ est un tore maximal anisotrope de Hj,
et T” € J(W”, D). On notera 9, un ensemble de représentants des classes de
conjugaison par Hy(F) dans J .

Pour T € T, on définit les fonctions cg,x,» et ¢y, sur ty(F) par

B e

cr(xexp(X)) siX € w,
frew(X) = { Of sinon.

On note A” la fonction définie sur by s5(F) par
A”(X) = |N(det(Xjw»/wrx) | F

ot W”(X) est le noyau de X dans W”. On pose alors :

W) om0 )= 3 WG (D lim [ o0
TeJy s=0 t(F)

Cfx,0(X)DP(X)E DO (X)2 A”(X)* 2 dX.

LEMME 6.2.1. — On a l'égalité

]geom(er f) = C(x)]geom,x,w(er f)
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DemonstraTION. — 1 suffit encore une fois de reprendre la preuve du
lemme 8.3 de [29]. On a les propriétés suivantes :

1) Soient T € T et t € Ty(F); sicp(t) #0ona
te U U wi(x exp(ti(F) N w))w; .
T1€T w1eW(T1,T)
En effet, on a alors t € Supp(6y) C Q. Il existe donc X € w et y € G(F) tels
que yty~! = x exp(X). Quitte & multiplier y par un élément de G”(F), on peut
supposer que y € H(F). Alors yTy™! € T etona

W’ C Ker (xexp(X) = 1) =Ker (yty™' = 1)" = W;Ty—l’

yTy ™ c Zp(xexp(X))’ € Hy.
Donc yTy~! appartient a 7. Quitte a multiplier y par un élément de H,(F),
on aenfin yTy~! € 7.
2) Soient T1,T» € T, T € T, w1 € W(T1,T) et w, € W(T,,T). Alors les
ensembles
w1 (x exp(t1(F) N w)) wl_l et wy(xexp(tz2(F) N w)) w;l
sont disjoints ou égaux et s’ils sont égaux, on a Ty = T».

3) Soient T € F, T1 € Ty et w1 € W(Ty,T). Alors le nombre d’éléments wy
appartenant @ W(T1, T) tels que

wi(xexp(t1(F) N w))w;" = wa(x exp(t1(F) N w)) w,"
est égal a |W(H,, T1)|.
4) Soit Ty € Iy. Alors il existe un unique T € T tel que W(T1, T) # @. On a alors
(W(Ty, T)| = [W(H,T)| et v(T)=v(Th).

Les points 2), 3) et 4) se démontrent exactement de la méme maniere que
les points correspondants dans la démonstration du lemme 6.1.1.
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On déduit alors des quatre points précédents que pour tout s € C vérifiant
Re(s) > 0,on a
Z |W(H, T)[ " w(T) f cr(t)ea(t) DH(£)2 DO(1)2 A(t) 2 dt
TeT t(F)
-1 —
= > > IWHD[T [ W(H,, T)[ v(Ty)

T1€Ty wn GW(T] ,T)
TeT

f cr(wix exp(X)w;") co(wrx exp(X)w;?)
t1(F)Nw

DH (w1 x exp(X)wl_l)%DG(wﬂ eXP(X)wl_l)%
A(wrx exp(X)wl_1)s_% dX.

Les fonctions ¢ £ Co, DM et A étant invariantes par conjugaison par H(F),
on peut donc écrire

Z |W(H, T)|_1V(T)f Cg(t)cf(t)DH(t)% DG(t)%A(t)s_%dt
{F)

TeT

= Z |W(H,, T1)|" v(Ty) ¢ f(x exp(X)) co(x exp(X))

T1€Tx t1(F)Nw
D (x exp(X))? DS (x exp(X))? A(x exp(X)) Fdx
On a
D! (x exp(X)) = D! (x) DMx(X),
DE(x exp(X)) = DE(x) D%(X),
A(x exp(X)) = A(x) A”(X)
et par conséquent
2 IWEH D[ v(m) f co(t)c () DH(£)2 DE(1)2 Aty 2 dt
Teg t(F)
=C(x) > [W(H, Ty)| " (T ACx)
T1€9;

f ¢ 2,0(X) €0,2,0(X) DM (X)2 D% (X)2 A”(X)"2 dX.
t(F)Nw

On obtient le résultat voulu en faisant tendre s vers 0. i
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CHAPITRE 7

UTILISATION DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

Posons U” = UNG"”.Soient ¢ € C°(g”(F)) et 0” un quasi-caractere de b’ (F).
On pose

]1\'”(6”/ (P) = f K”(g) ](6”’ (P/ g) dg
U”(F)H"(F)\G” (F)

ou

J(07,¢,8) = f 0”(X) Sp(X + N)E(N)AN dX.
b”(F) u”(F)
On suppose de plus qu’il existe un élément S € h%,(F) de noyau nul dans W”
tel que 'on ait 6”(X) = TH"(S, X) pour tout X € h’(F) N Supp((p)c".

On va exprimer [,»(6”, ¢) en fonction de la transformée de Fourier de ¢.

124

Fixons un élément 1 € E non nul de trace nulle. Posons
vo = h(vg, vo).
Soit Z I'unique élément de 1”(F) tel que pour tout N € u”(F) on ait
E(N) = 9((E,N)).
On a alors :
> Z(W”) =0,
> Bvipq = &vipouri € {0,...,r -1},
> Hug = —v&00-1,
> Bo_j=-&v_jppouri€{l,..., r=1}
Soit = I'orthogonal de u”(F) @ h”’(F) dans ¢”(F). On a
Y=a(F)@u”(F)® Ag
ou Ag = Fc(vg, nvg) @ {c(vo, w) ; w e W”}.
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LEMME 7.0.1. — Pour tout ¢ € CZ(a”(F)) et tout Y € v'(F), on a I'égalité
P5(Y) = f P(E+Y +X)dX.
b

DEmonstrATION. — C’est la méme que celle du lemme 9.2 de [29]. 1|

7.1. Etude des classes de conjugaison dans Z + S + =

Posons A = Ag & Ay ot Ay~ est le sous-F-espace vectoriel de u”(F) engen-
dré par les c(v;, vi41) pour i dans {0,...,r — 1} et les c(v;, nv;) pour i dans
{1,...,r}.Onaalorsle:

LEMME 7.1.1. — E+S+X est stable par conjugaison par U" et la conjugaison par U”
définit un isomorphisme de variétés algébriques :
U'X(E+S+A) > E+S+1.
DEmonsTrATION. — Soient X € X, u € U”, U € u” et H € }”. Puisque X est
orthogonal a u” @ )”, S est orthogonal a u” et E est orthogonal a h”. On a les
égalités
WE+S+X)u L, U+H)=(E+S+X,u (U +H)u)
= (&, u ' Uu)+ (8, u""Hu — H) + (S, H).
Pour tout N € u”, on a

r—1

<E, N> = Z éj h(NU]', U_]'_l).

j=0
On en déduit facilement que (Z, u~'Uu) = (E, U) et (£, u"'Hu —H) =0.On a
montré que, pour tout H € h” et tout U € u”,
(WE+S+X)u'-E-S,U+H)=0.

Par conséquent, u(E + S + X)u~™! — E — S est un élément de l'orthogonal de
u” @h” c’est-a-dire de X. C’est la premiére partie du lemme.

On définit les sous-groupes suivants de U" :

> U =U”,

> Uy = {u el ; ugz, :Id},

> Uz ={u € Uy ; u(vg) = v},

> Uy = {u € Uz ; uwr :Id},
Us = {1}.

\4
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On notera 1; I'algebre de Lie de U; pour i = 1,...,5. On définit aussi les
sous-espaces suivants de L :

> Y1 =1,

> Yo =Ag®u @ {c(v_q,0); veEZ},
> Y3 =Ag@uy,

> 24:A06]9u469{c(vo,v); v E Z+},
> Y5 = A.

1) Les ensembles Y1, X et Y3 sont stables par conjugaison par Uy ; I'ensemble L4
est stable par conjugaison par U, et 'ensemble Ls est stable par conjugaison par Uy.

Pour X c’est immédiat. Pour X3, soit P, le sous-groupe parabolique de
G” des éléments qui stabilisent Z,. Alors 1, est I'algebre de Lie du radical
unipotent de P,. Puisque P” C P, u; est stable par conjugaison par P” donc a
fortiori par Uy. De plus pour u € Uy et X5, € Agon a

uXAOu_l —Xpo €U et (uXAOu_l - XA0)|Z+ =0.

On en déduit que uX,u~! € I3 puis que I3 est stable par conjugaison par Uj.
Pour X, soit Py le sous-groupe parabolique de G des éléments qui stabilisent
Ev, ®---® Ev; et uy 'algeébre de Lie du radical unipotent de Py. On remarque

que
u ® {c(v-1,v);v € Z,} =uy ® Ec(v-1,01) C py.

Puisque P” C Py, la conjugaison par U; envoie Ec(v-1, v1) dans Ec(v-1, v1)®uy
et laisse stable 13. On a déja vu que la conjugaison par U; envoie Ag dans 3.
D’oti le résultat pour . Pour X4 et X5, on remarque que Uy est le centre de Uy
et on utilise, pour tous g € G”, v,v’ € V”, la formule
gc(v, 087! = c(gv, gv').

On a les caractérisations suivantes de X1 dans X; pouri =1,2,3.

> X, est ’ensemble des X € X tels que Xv; =0pouri=2,...,r;

> Y3 est 'ensemble des X € X tels que Xv; =0;

> Y4 est ’ensemble des X € X3 tels que Xw = 0 pour tout w € W”

2) Pouri=1,...,4,0onauiE+S)u;' —(E+S) € L; pour tout u; € U;.

Pour i = 1, c’est la premiere partie du lemme. Pour i = 2,3,4, il suffit
d’utiliser les caractérisations précédentes de X; dans ;.

D’aprés 1) et 2), 'ensemble E + S + L; est stable, pour i = 1,...,5,
par conjugaison par U;. Pour i = 1,...,4, on peut considérer le quotient
U; Xu,,, (E+S+2Xiy1) de U; X (E+ S + Xj1) pour la relation d’équivalence
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définie par (u;v, X) ~ (u;, vXv™) pourtous u; € U;, v € Ujy1, X € E+S5+2i11.
Le lemme découlera alors directement de

3) Pour i = 1,...,4, la conjugaison de U; sur E + S + X1 se descend en un
isomorphisme entre U; Xy, (E+S+Xiy1) et 2+ S+ L;.

Pour i = 4, Uy centralise X5 et on a un isomorphisme
w— Uy, Yr—I+Y.
Il suffit donc de montrer que "application
WXxXs — Xy, (VX)) I+Y)E+S)I-Y)-(E+S)+X=YE-EY+X

est un isomorphisme. Comme il s’agit d"une application linéaire entre deux
espaces vectoriels dont on vérifie facilement qu’ils ont méme dimension, il
suffit de vérifier que c’est une application injective. Soit Y € uy telque YE-EY
appartient a X5 et montrons par récurrence descendante que I'ona Yv_; =0
pouri=1,...,r, ce quiétablira I'injectivité de 1’application.

Puisque YE - EY € X5, 0on a
-EYv_, =(YE-EY)v_, € Fnou, + Fvo,_1.
Or,ona h(EYv_,,v_y)=—-h(Yv_,,Ev_,)=0et
hWEYv_y,v_p41) = —h(Yv_y, Ev_p41) = Em1h(Y0_,, v-,) € F1).

D’ott EYv_, = 0 et puisque Y(Z_) est contenu dans Z, et que E est injective
sur Z,,ona Yov_, =0.

Soit1 < i <r—1.Supposons que Yo_;=0pourj=i+1,...,7.Onaalors

YE-EY)o_ ;=& Yu ;1 —BEYv ;=-EYv_,.

Comme d’autre part on a aussi YE — EY € X5, on a également
EYv_; € Fo_j1+Fu_j1+Fno_;.
Pour avoir Yv_; = 0, il suffit donc de vérifier que
h(EYv_j,v_;)=h(EYv_;,v_i—1) = h(EYv_;,v_j41) = 0.
Onah(BYv_j,v_;)=h(v_;,YEv_;)=—=&h(v_;,Yv_i1)=0et
h(EYv_;,v_i-1)=h(v_;,YEv_; 1) =0
car Zv_;_1 appartient a Ev_;_» et, puisque Ev_;;1 € Fv_;,
h(EYv_;, v_is1) = —h(Yv_;, Ev_i11) € Fn.

On en déduit que h(EYv_;, v_;) = h(EYv_;, v_i—1) = h(EYv_;, v_i11) = 0.
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Pour i = 3, Uz normalise X4 d’apres 1) et on a un isomorphisme
Homp(W”,Z,) x Uy — Uz, (Y, us) — exp(Y — Y")uy,

ol pour ¢ un endomorphisme linéaire de V" on a noté ¢* € Endr(V”) l'ap-

N

plication duale (on a identifié V" a son propre dual via k). Il suffit donc de
montrer que le morphisme suivant est un isomorphisme

Homp(W”,Z,) — X3/X4, Yr— exp(Y =Y )E+S)exp(Y -Y)—-(E+S).

Soit E 'endomorphisme de Z, qui vaut E sur v, ..., v, et envoie v; sur 0.
Alors Y3/%4 est aussi isomorphe a Homg(W”, Z,) par X = pz, o X~ ol pz,
est la projection sur Z, parallelementa Z_ & D @ W”. Via cet isomorphisme,
I'application précédente devient

Homg(W”,Z,) — Homg(W”,Z,), Y +— EY -YS.

Les endomorphismes linéaires de Homg(W”,Z,), Y = YSetY = EY com-
mutent, le premier est semi-simple inversible et le second est nilpotent. On en
déduit que 'application précédente est un isomorphisme.

Pour i = 2, U, normalise X3 et on a un isomorphisme
Homg(D,Z,)x Uz — Uy, (Y, u3) — exp(Y — Y")us.
Comme pour i = 3, il suffit donc de montrer que
Homg(D,Z,) — X2/X3, Y r—exp(Y =Y )(E+S)exp(Y' -Y)

est un isomorphisme. L'application Ay/A3z — Z;, X + Xv; est un isomor-
phisme. Via cet isomorphisme "application précédente devient

Homg(D,Z,) — Z,, Y+ & Yo

qui est clairement un isomorphisme.

Pour i = 1, soit M, la composante de Levi de P, des éléments qui stabilisent
Z. et Z_ et posons Up = Uy N M>. Ce groupe s’identifie au radical unipotent
du sous-groupe de Borel B de GLg(Z,) qui conserve le drapeau

Ev,Cc---CEv,®---® Ev;.

L'application produit de Up X U, sur U; est un isomorphisme. II suffit donc
de montrer que Up X (E+S+X2) - E+S+2X, (u,X) = uXu~! est un
isomorphisme. Soit E e Endg(Z,) I'élément qui envoie, pour i = 2,...,7,
v; sur Ev; et v1 sur 0. Notons r 1’espace vectoriel engendré par les c(v_1, v)
pour v € Z,.On a alors

Yo=1®X3 et L1=baL;.
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Puisque X3 est invariant par conjugaison par Up et S commute a Up, on est
ramené a prouver que l’application suivante est un isomorphisme
Ug X (E+1) — E+b, (u,X)+— uXu!

Tout se passe maintenant dans GLg(Z.) et ’assertion est bien connue i

Donnons nous un élément X € A. On peut 'écrire sous la forme
(M) X=c(oo,w) + Y Aic(i,vin) + ) ic(vi, o)
i=0,...,r—1 i=0,...,r
ol w est un vecteur de W” et les A;, u; sont des éléments de F. Soit D

'endomorphisme E-linéaire de E[T] qui envoie T**! sur T’ et 1 sur 0. Notons
Rs(T) le polynome caractéristique de S agissant sur W”. On a alors :

LEMME 7.1.2. — Le polynome caractéristique de 2+ S + X agissant sur V" est donné
par la formule suivante :
dW/l_l
Pzisex(T) = T Z voh(S'w, w) D" (Rs(T))
i=0 r=1 i-1
2r+1 i+1 2r-1-2i y ¢, 2
+ RS(T)[T MY (D)Mo T8 (] ] €2)
i=0 . j=0
n Z( 1)z+1T2r -2i VOTHJZ( 5]2)]
j=0
DEmonsTrATION. — Fastidieuse mais directe, elle est laissée au lecteur . a
LEMME 7.1.3. — Les polyndmes
T*DY(Rs(T)), i=1,...,dwnr,
Rs(T)T, j=0,...,2r+1,

forment un base de l'espace des polyndmes sur E de degré < 2r + dy» + 1.

DiémonsTrRATION. — Notons 7(P) le reste de la division euclidienne de P
par T?". 1l suffit de montrer que les familles

(T2*1Rs(T), T Rs(T), T* D(Rs(T)), ..., T D" (R(T))),

(r(Rs(T)), ..., r(T*'Rs(T)))

sont libres. Dans la premiere, les degrés sont strictement décroissants et dans
la deuxiéme l'indice du premier coefficient non nul est strictement croissant.
D’oi le résultat. 1|

MEMOIRES DE LA SMF 149



7.1. ETUDE DES CLASSES DE CONJUGAISON DANS Z+ S + L 69

Soit A5 I'ensemble des éléments X tels que Z+S + X € 0 eg(F), Ai # 0,
ui # 0 et la famille (w, Sw, ..., Shwr=1zp) engendre W”. On déduit des deux
lemmes précédents que 1’application

A5 — {P € E[T]; (-1)""P(~T) = P(T)}
qui a X associe le polynome caractéristique de £+ S5+ X est partout submersive.

On notera Z+S+X° 'ensemble des éléments de Z+S+ X qui sont conjugués
par U” a un élément de E + S + AS. On a alors :

LemME 7.1.4. — Le groupe H7 U” agit librement par conjugaison sur & + S + rs
et deux éléments de ce dernier sont conjugués par un élément de G” si et seulement
s'ils le sont par un élément de HU".

DEMONSTRATION. — La conjugaison par H” laisse stable B, S et A° donc d’apres
jug P S P

le lemme 7.1.1, il suffit de montrer que l'action de H sur A® est libre pour

obtenir la premiere assertion du lemme. Pour

X = c(vo, w) + Z Aic(vi, vis1) + Z wic(vi, nvi) € AS
i=0,...,r—1 i=0,...,r

etpour h € HY on a

nXhT = c(oo, h(w) + D Aic(oi o)+ Y. pic(oi, oq).
i=0,...,r—=1 i=0,...,r
Par conséquent, ona hX h~1 = X si et seulement si hw = w. Mais les conditions
«h € H et (w, Sw, ..., 5w =1lw) engendre W” » montrent que cette condition
est équivalente a h = 1.

Soient X, X’ € E+S+X%5 deux éléments conjugués par G” et montrons qu'ils
le sont par HZ/U”. D’aprés le lemme 7.1.1, on peut supposer que X et X’ sont
par Hg p 7 p PP q

dans E + S + A® et il suffit de montrer qu'ils sont conjugués par un élément
de H¢. On a les décompositions

X=B+S+c(vo,w) + Y Aic(oi,0i1) + Y pic(vi, o),

i=0,...,r=1 i=0,...,r
X' =E+S+c(vy,w) + Z Ae(vi, vig1) + Z wic(vi, no;).
i=0,...,r—1 i=0,...,r
Puisque X et X’ sont conjugués sous G”, ils ont méme polyndme caractéris-
tique. D’apres lg lemme 7.1.2, on a donc A; = A} et y; = p’ pour tout i et
h(S'w, w) = h(S'w’,w’) pour 0 < j < dw~» — 1. On en déduit que

h(S'w, Stw) = (-1)' h(S/'w, w) = (-1)' (ST w’, w’") = h(STw’, S'w’)
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pour 0 < i < j < dw» — 1. Par conséquent il existe un unique élément h € H”
qui envoie la base (w, Sw, ... , S =1) sur la base (w’, Sw’, ..., S ~lw’)
et on vérifie facilement que i € HY et hXh™ = X'. 1|

7.2. Un calcul de jacobien

Pour T € J(G”), on notera t(F)° le sous-ensemble ouvert de t(F) des élé-
ments conjugués par G”(F) a un élément de E + S + £°. On a alors une
application analytique bijective

E+ S+ X5 /HI(F)U"(F) — |_| t(F)S/W(G”, T).
TeT(G”)

Puisque l’application qui & un élément de Z + S + L° associe son polyndme
caractéristique est partout submersive, ’application précédente est elle aussi
partout submersive. On en déduit une mesure sur l'espace d’arrivée en trans-
térant celle fixée sur I'espace de départ. Notons dyY cette nouvelle mesure.

LEmMME 7.2.1. — Onal'égalité dyY = DH'(S)"2DC"(Y)2dY.

DEMONSTRATION. — Placons-nous sur F. Soit T € J(G”) et notons t5 I’en-
semble des éléments de t qui sont conjugués a un éléments de Z + S + .
C’est un ouvert de Zariski de t°. On considére aussi £° comme un ouvert de
Zariski dans X. Soit W(G”, T) le groupe de Weyl de T sur F alors I'application

(1) E+S+X°/H/U” — t°/W(G”,T)

est bien définie et est un isomorphisme de variétés algébriques. De plus,
I'application sur les F-points

2) t(F)°/W(G",T) — t°*/W(G", T)(F)

est un isomorphisme local de variétés analytiques. La forme bilinéaire non
dégénérée (., .) sur g permet d’obtenir sur chaque sous-espace non dégénéré
de g” une forme différentielle de degré maximal invariante bien définie au
signe pres.

Sur les autres sous-espaces de g”, on choisit une forme différentielle quel-
conque de degré maximal invariante par translation. Cela permet de fixer une
telle forme différentielle sur u” mais ce choix n'importe pas. On reléve les
formes différentielles invariantes sur les algebres de Lie aux groupes. Alors
I'application (2) préserve localement les mesures. On peut donc se contenter
de calculer le jacobien algébrique de (1). Comme on vient de I'expliquer, ce
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jacobien n’est bien défini qu’au signe pres, mais cela ne change pas sa valeur
absolue.

Soit X € g” un élément régulier semisimple. Fixons une sous-algebre de
Borel by qui contient X et notons 1y son radical nilpotent. Alors det(ad(X)),)
ne dépend du choix de bx qu’au signe pres. Comme les calculs qui suivent
sont tous au signe pres, on prend la liberté de noter d°”(X) ce déterminant
sans référence au choix d’une sous-algebre de Borel. On définit de méme d<0
et d”. Remarquons que I'on a

4" (X)|r = D" (X)2.

Supposons d’abord r = 0. On a alors U” = {1} et 2 = 0. Sur F,le groupe G/
s’identifie au groupe linéaire de Vé’ ® F. Posons d = dw» et soit (w1, ..., w,)
une base de W” ®¢ F constituée de vecteurs propres pour S. Dans la base
(vo, w1, ..., wq), le sous-espace L est 'ensemble des matrices de la forme

/\0 Al /\d
U1 0 0
ga 0 ... 0

Un simple calcul montre qu’avec ces notations la forme différentielle auto-
duale sur X est au signe pres

d/\o/\d)\1---/\d/\d/\d{,l1--~/\d[.1d.

Louvert X° est constitué des éléments de T pour lesquels les A; et yj
sont tous non nuls et H est le tore des éléments qui fixent les droites
Fw; pour i=1,...,d. Pour h € H{, on note h; la valeur propre de h
agissant sur w;. La mesure autoduale sur H{ est alors au signe pres
(h1...hg)"tdhy A--- A dhy. Laction par conjugaison de HY sur X est donnée
par la formule

Ao A1 ..o Ay Ao hl_l/\l ce h;lﬂd
1 0 ... 0 hyuq 0 0
|t U R |
g 0 ... 0 haua 0 0

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2016



72 CHAPITRE 7. UTILISATION DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER

Le groupe quotient £5/H ¢ s’identifie donc a F X F*? par I'application

Ao A1 ... A4

1 0o ... O
(Ao, A —| . .y

1 0o ... O

la forme différentielle autoduale sur T° /HY étant alors dAg A --- A dAy
(toujours au signe pres). Pour i = 1,...,d, soit a; la valeur propre de S
agissant sur w;. Le polynéme caractéristique de

Ao A1 ... A4
1 0 ... 0
S+ .
1 0 0
est d’apres le lemme 7.1.2
d-1 ‘ ‘ ' ‘
(T = Ao)Rs(T) + Z(—l)”l(agm +---+al ) D (Rs(T)).
i=0

On munit 'espace des polyndmes unitaires de degré d + 1 de la forme
différentielle 6 = dco A de1 A -+ A dcg—q ol ¢; est le coefficient de degré i du
polyndme. Alors le jacobien de l'application qui & un élément de S + £5/H e
associe son polyndme caractéristique est au signe pres le déterminant de la
matrice

1 1

a1 g

d-1 d-1
& R

Ce déterminant vaut d"”(S). Soit (e1, . . . , e441) une base commune de diago-
nalisation des éléments de t. Pour Y € t, on note Y; la valeur propre de Y
agissant sur ¢;. La forme différentielle autoduale sur t est alors au signe pres

Or=dYi Ao AdYyp.

On calcule aisément le jacobien de I'application qui a Y € t associe son po-
lynéme caractéristique (c’est essentiellement le méme calcul de déterminant
que précédemment). Ce jacobien vaut d¢"(Y). Le jacobien de l’application
S+X°/HY — t/W(G”, T) est donc égal a d%"(Y)d""(S)~".

MEMOIRES DE LA SMF 149



7.3. CHOIX DE SECTIONS LOCALEMENT ANALYTIQUES 73

Traitons maintenant le cas général. L'application
U'X(S+(No®a) —E+S+Z, (u,X)+— u(E+X)u™

est un isomorphisme local sur l'ouvert dense des (u, X) out X est régulier
dans G”. Calculons sonjacobien. L'application étant équivariante pour I’action
de U” évidente sur chacun des deux espaces et les formes différentielles étant
invariantes par action de U”, on peut se contenter de calculer le jacobien de
I'application en (1, X). La différentielle de I’application en (1, X) est
WeAda—%, (N,Xp+A)—[N,E]+[N,X]+Xp, +A.

Dans une base de u” bien choisie, I'application N + [N, X] est diagonale

—

et 'application qui a N associe la projection sur u” de [N, E] est triangu-
laire supérieure stricte. Le jacobien est donc le déterminant de 1’application
N [N, X];ausigne prés, c’est d°" (X)d G0 (X)~1. Sur un ouvert dense l'appli-
cation

(3) a X (S +A0/Hé’) — (E +S + Z) /ng"

est donc un isomorphisme local de jacobien d¢”(d%)~1. On peut toujours
supposer (quitte a conjuguer) que t est de la forme a X tp, o1 ty est un tore
maximal de g{. Puisque pour X € S + (Ag @ a) régulier, X + E est conjugué
a X, la composée de I'application (3) et de I'application

(E+S+X)/H{U” — t/W(G”,T)
est alors le produit de I'application identité sur a et de I'application
S+ Ao/HY — to/W(GY, To).

On a déja calculé le jacobien de cette application : c’est d7”(5) (%)~ au signe
pres. On en déduit que le jacobien de (1) est au signe prés égal a

@)% d""(8) (@)t = a""(S) (@) a

7.3. Choix de sections localement analytiques
Soit T € F(G”). Puisque I'application

(E+S+A%) — |_| t(F)S/W(G”, T)
TeT(G”)
est partout submersive, on peut trouver une section localement analytique

t(F)°/W(G”,T) — E+ S + AS.
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En composant avec la projection naturelle t(F)® — t(F)°/W(G”, T), on obtient
une application localement analytique t(F)° — Z+S+A%, X - X,. Montrons
que l'on peut choisir I'application X +— X, de sorte que pour tout compact
wr C t(F), elle envoie wr Nt(F)° dans un sous-ensemble compact de E+S + A.

DEmonsTRATION. — Soient A;, p; et w € W” les coordonnées de X, comme
introduites au §7.1 (1). Puisque les A; et les p; sont des fonctions linéaires
en les coefficients du polynome caractéristique ces coordonnées sont bornées
pour X € wr.Ilsuffitdonc de montrer qu'on peut choisir I'application X +— X
de sorte que la coordonnée w reste bornée pour X € wr. Soit W”° ’'ensemble
des éléments w € W” tels que (w, Sw, .. ., Sawr=1zp) engendre W”. D’apres les
lemmes 7.1.2 et 7.1.4, il suffit de montrer que 'application

W” — EW | w—s (h(w,w), ... h(w, SdW”_lw))

admet une section localement analytique sur son image qui est bornée sur
tout sous-ensemble compact de E?W”. D’aprés [27, §1.3], on peut décompo-
ser W” en somme directe de sous-espaces non dégénérés stables par S qui
sont isomorphes a des espaces hermitiens de la forme F; = F Zﬁ ®r E ou F? est
une extension finie de F, la forme hermitienne étant donnée par

(x,y) +— Trr, e (ciyTe(x)),

ou ¢ est 'automorphisme de F; défini par te(x @ y) = x® Y, ¢; € Ff et tel
que l'action de S sur chacun de ces sous-espaces soit la multiplication par
un élément a; € F; vérifiant tc(a;) = —a; et E[a;] = F;. On se raméne alors
facilement au cas ot le couple (W”,S) est de cette sorte pour une certaine
extension L¥ de F et des éléments a, ¢ € L = L¥®p E. Lapplication WS — E®w”
est alors

x+— (Tr (cakx*fE(x)))kzode”_l.

C’est I'application qui donne les coordonnées de xtg(x) dans la base duale de
(c,ca,...,ca®™ 1), On est ainsi ramené a prouver que l'application

NL/L)j : LX — (L,ﬁ)><

admet une section analytique sur son image qui est bornée sur tout compact.
Si I'extension L/L¥ est une extension de corps, c’est vrai pour toute section
continue. Si L = L# x L¥, il suffit de prendre la section x + (x, 1). a

PourtoutT € I(G”), onpeut trouver une application localement analytique

t(F)> — G"(F), X+ yx
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telle que pour X € t(F),
Xp=yxXyy €E+S+A°.
On suppose que les fonctions analytiques X — X, et X +— yx vérifient les

deux conditions suivantes :

1) Pour tout sous-ensemble compact wr C t(F), la fonction X — X, pour
X € t(F)° Nwr prend ses valeurs dans un sous-ensemble compact de Z+5 + A.

2) Pour tout sous-ensemble compact wr C t(F), il existe une constante ¢ > 0
telle que pour tout X € t(F)® N wr on ait o(yx) < c(1 +|log D" (X)|).

Le premier point est loisible d’aprés ce que l'on vient de voir et le deuxieme
découle du premier d’apres un lemme de [6] que voici.
LemMME 7.3.1 (cf. [6, lemme 4.2]). — Soient I' ¢ G”(F) et wr C t(F) des sous-
ensembles compacts. 1l existe ¢ > 0 de sorte que pour tout X € wr N g%, (F) et pour
tout ¢ € G”(F) tels que gXg ™ € T, on ait

inf{o(gt); t € T(F)} < c(1+|log D" (X)]).

7
reg

On a aussi le lemme suivant qui nous servira par la suite.

LEMME 7.3.2. — (i) Pour tout X € t5(F), la famille (vy, XA0y, ..., Xf{"lvr) est une
base de V. On note Rx, », le Op-réseau engendré par cette base.

(ii) Soit R” un Op-réseau de V". Il existe une fonction polynomiale non nulle Qs
sur t(F) et pour tout sous-ensemble compact wt C t(F) une constante a € F* telles
que

VX €t(F)° Nwr, aQs(X)R” C Ry s,

DEMONSTRATION. — Soit X € t(F)S. On peut écrire
Xp=c(oo,w) + D Aic(vi,via) + D pic(oi, 7o7).
i=0,...,r—1 i=0,...,r
D’apres le lemme 7.1.2, les fonctions X = A;, X = p; et X - h(Stw, STw)
sont polynomiales. Soient Rx, o, le sous-Og-module de V" engendré par
Uy, XAV, ..., Xf\”‘lvr et Qs la fonction polynomiale sur t(F) définie par
X +— det (((S'w, STw))o<i<dyi-1)-
0<j<dyr -1
(Remarquons que cette fonction a priori seulement définie sur t(F)° est en
fait définie sur t(F) d’apres le lemme 7.1.2 et qu’elle est polynomiale toujours
d’apres le méme lemme.) Soit wr C t(F) un sous-ensemble compact. On va
montrer les faits suivants dont découlent les deux points du lemme :
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1) Soit Rw» = Ope1 @ ...0Oceq,,, un Op-réseau de W”. Il existe une constante
a € F* telle que, pour tout X € tFSNwreti=0,...,r,

aQs(X)vsi € Rx, 0, et aQs(X)Rw» C Rx, o,
Remarquons, d"apres I'hypothése faite sur la fonction X +— X,, que la fonction
X et(F)°Nwr — w prend ses valeurs dans un sous-ensemble compact de W”.
On montre d’abord :

2) Il existe B € F* telle que pour tout X € t(F)° N wr avec

Xa = c(vo, w) + Z Aic(vi, viz1) + Z pic(vi, noi),

. i=0,...,r—1 i=0,...,r
on ait

> Bou; € Rx, o, pouri=0,...,7;
> IB(Si‘lw + (1) ]_[;.;(1) Ejv—i) € Rx, o, pouri=1,...,7;
> BS'w € Ry, o, pouri=0,...,dy» —1.

Onadéjaeneffetv,, &_1v,21 = Xpvy, ..., Hz:ol &ivg = X\ vy € Rx, ,- Donc

il existe une constante 1 € F* telle que pour tout X € t(F)° N wr on ait
p1v;i € Rx, 0, pouri=0,...,r.

Puisque X, varie dans un sous-ensemble compact de E + S + A, on peut cer-
tainement trouver y € F* tel que yPx, soit un polynéme a coefficients entiers
pour tout X € t(F)° N wr. Le réseau Ry, ,, est alors stable par I'application
v yXAv.

On montre maintenant par récurrence que pour tout i = 1,..., 7, il existe
une constante a; € F* telle que pour tout X € t(F )° N wr,

i—1
ai(Si_lw + (—1)’1_15]-0_1-) € Rx, o,
En effet pouri=1,0ona j=0

yXa(Bvo) = yBvo(w + Agv1 +2p0nv0 — E0v-1) € Rx, 0,

et 1o, Ao restent dans des compacts d’out le résultat pour i = 1. Si on a le

résultat pour i < r — 1, alors -
i

D(i)/XA(Si_lw + (—1)il—[5]'7)_1‘)
L1 =0
est égal a i
ary(S'w + (—1)iﬂ§j(—5iv—(i+1) +20pi0; + Aivis1) = h(w, S w)vg) € Ry, o,
=0
Comme u;, A; et h(w, S Z"1w) restent dans un certain compact, on en déduit le
résultat pour i + 1.
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On montre de la méme fagon que pour i =r,...,r +dw» — 1, il existe une
constante «; telle que a;S'w € Rx, », pour tout X € t(F)S N wr. De plus,
il existe une constante as € F* (ne dépendant que de S) telle que

as(Cpw + OpSw + -+ - + ®ESdW/"1w) Cc OgS"w + @ESTHZU + -+ @ESHdW"_lw

pour tout w € W” (car S agit sans noyau sur W”).
Cela prouve 2).

Pour prouver 1), il suffit donc de montrer 'existence d"une constante a € F*
telle que pour tout X € t(F )° N wr, on ait

OCQ(X)RW// C ®Ew =+ ®ES’(,U 4o GESdW”_lw.

Les coordonnées de e; dans la base w, Sw, ..., S™” 1w sont données par le
vecteur colonne

h(w, e;)

h(Sw, e;)

M) avec  M(X) = (h(S'w, S/w))o<idy-1-

N 0<j<dw//-1
h(Sw 1w, e;)

On en déduit le résultat puisque pour X € t(F)° N wr, les coefficients de
la matrice det(M(X))M(X)! et les h(Skw, e;) pour k = 0,...,dw~» — 1 sont
bornés. 0

7.4. Calcul de [,.»(6”, @)

Les résultats précédents permettent maintenant d’évaluer [,»(6”,¢) en
fonction de la transformée de Fourier de ¢. D’apreés I'hypothese faite sur 6”
et le lemme 7.0.1,0n a:

J(0”, ¢, 3) = DH'(S)} f Sp(hsh)dh
)

_ DH(5)} fg(g(gm—lsmxmxah.
H{(F)\H"(F) VL

La conjugaison par H”(F) laisse stable E et X et ne change pas la mesure sur
ce dernier. Donc :

J(6”,¢,8) = D""(5)2 f

f "HE+ S+ X)dX dh.
HZ(F)\H"(F) JL
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On en déduit que

16", ) = DY(S)} f

x"(g) f SPp(E+S+X)dXdg.
HY(F)U”(F)\G”(F) o

Le lemme 7.2.1 nous permet alors d’écrire :

(@)= Y, W@, ol [ ¥(g)

TeT (G”) Hg(F)U"(F)\G"(F)

HY(F)U”(F) JA(F)S

= > vapnwe, Dl

TeT(G”)
f P71 Yg)Ky(g)dgDE (V)2 dY,
t(F)S JAT(F)\G"(F)
ol on a posé
K =van [ woylagda
Ar(F)

pour T € T(G”)etY € t(F)° et ¢ € G”(F).
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CHAPITRE 8

CALCUL DE LA LIMITE DE J, , n(0, f)

8.1. Premiére transformation de J, ,, n(6, f)

On garde les notations du chapitre 6. En reprenant le raisonnement de [29,

§ 10.1], on montre qu’il existe un ensemble fini § d’éléments de ’r’eg(F ) et une

famille (7's)ses de quasi-caractéres de ’,(F) indexée par § tels que pour tout
S € §,lenoyau de S agissant sur W” soit nul et

VX = X+ X € b reg(F),  Ora(X) = ) Ts(X)TH(S,X").
Ses§

Pour ¢ € G(F), la transformée de Fourier partielle de °f, ,, par rapport a la
deuxiéme variable est notée

X=X+ X" — S (X +X).
On a donc

o +xn= L el Y, XY
I)//

Les mémes manipulations calculatoires que dans le § 10.1 de [29] permettent
d’aboutir a I’expression suivante :

_ -1
D Jewn(@, )= >, v(Ar) WG, T)]
es
T:T/T// G‘Gx Y ’ ”
o f Ts(X)D%(X") DS (X")?
t(F)xt”S(F)

f $FE (X' + X" )i x(g)dg d X/ dX”,
T/(F)Apn (F)\G(F)

ol on a posé

kN, x7(g) = v(Ar») kn(yxrag)da.
A (F)
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Pour S € SetT = T'T” € 9(G,) X T(G”), soit Qs I'ensemble des trois
fonctions polynomiales suivantes sur t(F) :

la fonction X = X'+ X” et =t' @ t” - det(ad(X")q1v);
la fonction X = X’ + X” e t =t' @ t” > det(ad(X")g/t);
la fonction polynomiale Qg sur t” fournie par le lemme 7.3.2.

On note t(F)[> €] (resp. t(F)[< €]) 'ouvert des éléments X € t(F) qui vérifient,
pour Q € Qg 7, les inégalités

|Q(X)|p >e€ (resp. |Q(X)|p <e).

Notons
]x,w,N,>N‘b(6/ f) (resp. ]x,w,N,<N‘h(6/ f))

I'expression définie par la méme formule que (1) oti, au lieu d’intégrer sur
'ensemble t'(F) x t”(F)°, on intégre sur

t'(F) x t"(F)° Nt(F)[> N7™"] (resp. t'(F) x t"(F)° N t(F)[< N7?]).

On justifie les manipulations ayant permis d’arriver a I'expression ci-dessus
par la convergence absolue des intégrales qui y apparaissent. Notons

|]|x,a),N(61 f) et |]|x,w,N,<N’b(8/ f)

les mémes expressions que précédemment ot on a remplacé les fonctions in-
tégrées par leurs valeurs absolues. On a alors comme dans [29] les majorations
suivantes :

> Il existe k € N et c > 0 tels que pour tout N > 1,
1 lx,wn(0, f) < cNE.
> Il existe un entier b € N et une constante ¢ > 0 tels que pour tout N > 1,
1T e N <n-2(0, f) < cNTL

La démonstration est identique a celle présentée dans [29], une fois la majo-
ration suivante établie :

LemMmES8.1.1. — So0it T = T'T" € T (Gy) et wr~ un sous-ensemble compact de t” (F).
Soit Qs la fonction polynomiale sur t”(F) obtenue a partir du lemme 7.3.2 pour le
réseau R” = RNV". Alors il existe k € N et ¢ > 0 tels que

” k "ok
N, x(8) < eNFo(9)"(1+[1og |Qs(X")[rl) (1 +[log D" (X")])
pour tout ¢ € G(F), pour tout X" € t”(F)° N wr» et pour tout N > 1.
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DEmonstraTION. — Notons a € F*, la constante fournie par le lemme 7.3.2
pour le sous-ensemble compact wr~» C t”(F). On adopte la notation suivante :
si x est un réel quelconque on pose

E(x)
E -

Il existe une constante C > 0 telle que pour tout ¢ € G(F), on ait :
ngg(g)R c g(R) c ngcg(g)R.
D’apres le paragraphe 7.3, 'application

X" et"(F)’ Nwr +— X, €E+S+A

X
T(E—T(

a son image incluse dans un sous-ensemble compact de & + S + A. Par consé-
quent, on peut trouver une constante C’ > 0 telle que pour tout X” dans
t”(F)° N wr» on ait, pour k =0,...,dw» — 1,

X7*R ¢ nz'R.
Par définition xn, x~(g) est le volume de I'ensemble des éléments a € Ar~(F)
vérifiant xn(yyrag) = 1. On a les implications :
kN(yxrag) =1= g ta yxi(v,) € mzVR

= yyra yx(vy) € TN yng(R)

N 7/)_(/1/11_17/)(”(01’) c REN_CU(g)_CU(VX”)R

-1 -1 —N—Co(g)—Co(y //)—C’
—1 'yX,,ﬂ ‘)/X”(RXX/(H) C 7'(E X R

(car yy»a 'yx» commute avec X7)

— aQS(X//)TCEU(VX”)Q—l(RH) c nEN_CG(g)_CU(yXH)_CI)/X"(R)

—N-Co(g)-3Coa(yxr»)-C’

E R.

= a7 (R") Ca ' Qs(X") '

Puisque pour a € Ar»(F) on a I'inclusion a=}(R”) ¢ W”, on déduit des impli-
cations précédentes 1'existence d"une constante Cy > 0 telle que pour tout X”
dans t(F)° N w7,

Kn(rghag) = 1= a \(R”) € Qs(X”) T~ 0@ Coolrn=Copr.
On a donc
xn,x#(g) < vol (a € Ar(F); a Y(R”) C QS(X”)_lTCEN_COU(g)_COG(YX")_COR”).

Il existe une contante une constante C; > 0 et un entier k € N tels que pour
tout € E* on ait

vol ({a € Ar»(F):a '(R”) c BR”}) < Cy max(1, —Valg(ﬁ))k.
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En utilisant1'inégalité o(yx») < (1+] log(DG"(X”))D pour tout X” appartenant
at(F)’ N wr», on en déduit I'inégalité voulue. 1|

On fixe dorénavantuntore T = T'T” € J(G,) et on note My le centralisateur
de Ar» dans G. C’est un Levi de G.

LemMME 8.1.2. — Ona AMu = Ap».

DimonsTtrAaTION. — L'inclusion Ap» C A M, est évidente. Puisque T"H’ C M,
A, est inclus dans le centre déployé de T”H’ qui est Ar» car Ay = {1}, []

8.2. Changement de la fonction de troncature
Pour g € G(F) on pose
or(g) =inf{a(tg); t € T(F)}.

Lemme 8.2.1. — Il existe un réel C1 > 0 et un sous-ensemble compact wr C t(F)
tels que pour tout § € G(F), pour tout entier N > 2 et pour tout X appartenant a

t(F) x t"(F)S N H(F)[> N, si $£F (X) # 0 alors
Xewr et or(g) < Cilog(N).
DEmonsTRATION. — On sait qu'il existe un sous-ensemble compact-ouvert I

contenu dans G(F) tel que gff,w(X) = 0si g ¢ Gx(F)I. De plus, il existe un
sous-groupe ouvert-compact Ky C G(F) tel que pour tout ¢ € G(F) et tout

k € Ky, on ait gkfx,w =%f, » etdonc gkff,w = fxﬁw Quitte a agrandir I', on peut
supposer que K;I' = T Soit I'y un ensemble de représentants des classes a
droite de I' modulo K¢, c’est un ensemble fini. Posons

Q= U Supp(fo,w) et wr=Cl(Q% Nt(F))
yely

ot Cl désigne 1’adhérence. Ce sont des sous-ensembles compacts de g, (F)
et t(F) respectivement. Il existe deux réels C, C’ > 0 tels que :

> pour tout ¢ € Gy(F), pour tout X € wr N gy, reg(F),
g_ng € Q= or(g) < C(1+|log DGX(X)l)
(c’est le lemme 7.3.1) ;
> pour tout X € t'(F) x t”(F)° N wr[> N77],
|log D% (X)| < C’"1og(N).
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Pour X, g et N comme dans I'énoncé on a X € wr d’apres ce qui précede
et on peut écrire g = gxy avec gy € Gy(F) et y € Iy. On a alors g;'Xg, € Q
et on conclut avec les majorations ci-dessus 1|

Soit Y = (Yp,)p,e(m,) une famille d’éléments de du,, (G, My)-orthogonale
et positive. On reprend les notations de [29] qui reprennent celles d’Arthur :
pour Q = LUg € F(My), on note

a]%h(.,‘y) (resp. 1Q)

la fonction caractéristique dans o), de la somme de ¢ et de I'enveloppe
. Lo g L

convexe des (Yp,)p,cq (resp. la fonction caractéristique de o M, T sﬂé). On a

alors, pour tout C € o M,

Y, P raC-Yo) =1,
QeF(My)
ou pour Q = LUg € F(My), Yq désigne la projection de Yp, sur o) pour
n’importe quel parabolique Py € P(My) vérifiant P, C Q (cette projection ne
dépend pas du choix de Py).

On fixe Mmin un Levi minimal de G inclus dans My, un sous-groupe compact
spécial K en bonne position par rapporta Mmin, et un sous-groupe parabolique
minimal Ppin € P(Mmin)-

Soit Yp,, € sﬁlﬁmm. Pour tout P € P(Mmin) il existe un unique w € WE tel
que wPmin = P. On pose alors

— +
Yp = wamin € Sﬁp.

La famille (Yp)pegp (M) €St (G, Mmin)-orthogonale positive. Elle définit donc
une (G, My)-famille orthogonale positive (Yp, )phegh(Mh). Pour tout g € G(F) on
notera Y(g) la (G, My)-famille orthogonale définie par

Y(8)a = Yo — H5(Q)-
Posons

T()V(Ypmin, g) = V(AT”) G](\;/[h(HMu(a)/ Gy(g))da
Aqn(F)
Il existe une constante C, > 0 telle que pour g € G(F) vérifiant
o(g) < C2 inf a(Yp,,),
a€Ami

la famille (Y% (8)p,)p,e(m,) Vérifie Y(g)p, € sﬂ};ﬁ pour tout Py € %(My), donc
est orthogonale positive.
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LemME 8.2.2. — Il existe deux constantes C3, C4 > 0 et un entier naturel Ny tels
que pour tout entier N > Ny et pour tout Yp_, € gﬂ;;mm vérifiant
(A) Cslog(N) < inf a(Yp,,.),
a€Amin
(B) sup a(Yp,,.) < C4N,
a€Amin

on ait, pour tout X = X’ + X" € t/(F) x t”(F)° N t(F)[> N~Y, I'égalité

f S X+ X" kn o (9)dg
T"(F)A7»(F)\G(F)

St (X + X5 (Yp,, §)dg.

fT'(F)AT,, (F\G(F)

DEmonsTRATION. — D’apréslelemme 8.2.1,iln’y arien a démontrersi X ¢ wr.
On supposera donc X € wr dans la suite. On fixe des constantes C3, C4 > 0,
des entiers naturels N > Ny et un élément Yp_, € Sﬁ;min vérifiant (A) et (B).

On va montrer que 1'égalité de 1’énoncé est vérifiée si C3 et Ny sont assez
grands et C4 assez petit. On peut déja supposer C3 > Cj. Alors d’apres le
lemme 8.2.1, pour tout entier N > 2, pour tout ¢ € G(F) et pour tout X dans
t'(F) x t”(F)S nt(F)[> N7?], si le terme sous l'intégrale est non nul, la (G, My)
famille (Y (g)p, )phegs(Mh) est orthogonale positive. Si tel est le cas, pour tout
a € Ar(F),ona

D o, (Ha (@), %(8) to(Ha(a) - Y(g)o) = 1

QeF(My)

et on peut donc écrire
KN,x7(8) = Z kN x7(Q, §),

ou l'on a posé QeF(My)
Kn,x(Q, &)
=v(Ar») L . aAQ/Ih (HMu (a), C(l,l(g))TQ(HMh (a)-Y(g)o) KN(y}_(,l,ag)da.
Tll

Les fonctions xn,x~(Q, .) sont invariantes a gauche par T”(F)Ar~(F). Ona donc
une décomposition

8 (X + Xy xo(9)dg = Y| 1(Q,X)

L'(F)AT//(F)\G(F) QE?(Mﬁ)

ou I(Q/ X) = fT/(F)AT,,(F)\G(F)gfj,w(X)KN,X”(Qr g) dg

On va montrer les deux faits suivants dont découle la proposition :
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1) Si Cy est assez petit et Ny est assez grand, on a

1(G, X) = f 3 (X)5(Yr,,,, g)dg
T/(F)Agn (E\G(F)

pour tout X € t'(F) x t”(F)° N wr[> N7*].

2) Si C3 et No sont assez grand, on a 1(Q, X) = 0 pour tout Q € F(My) différent
de G et pour tout X € t'(F) x t"(F)° N wr[> N7?].

Preuve de 1). — D’aprés le lemme 8.2.1, il suffit d’avoir 'implication
oy, (Ha,(2), %(9)) =1 = xn(yxrag) =1

pour tout a € Ar»(F), pour tout ¢ € G(F) vérifiant 0(g) < C1log(N) et pour
tout X € t'(F) xt”(F)° N wr[> N7t]. Pour a € Ar~(F),

oy, (Hu, (@), Y(9)) =1

entraine 0(a) < (sup,,  a(Yp,,,) + 0(g)). Il existe une constante C > 0 telle
que 0(g) < CN entraine xn(g) = 1 pour tout ¢ € G(F). Comme de plus
o(yx») < log(N) on en déduit le point 1).

Preuve de 2). — Soit Q = LUgp € F(My) différent de G et Q = LUQ le
parabolique opposé. On a

1Q, X) = f 8 (X) nx(Q, 9)dg
T/(F)Apn (F)\G(F)

:f f f wlkeE (X ien,x (Q, Tek) AT dkdL.
T(F)Aw (F\L(F) YK JUG(F)

Siona xnx#(Q,utk) = xnx(Q, k) pour u € LIQ(F), telg(F)etk e K

vérifiant L_“)kff,w(X) # 0, alors l'intégrale intérieure sera nulle car f est tres
cuspidale (c’est le lemme 5.5 de [29]) et on aura bien I(Q, X) = 0.

D’apres le lemme 8.2.1, il existe C5 > 0 telle que kaf,a,(X) # 0 entraine
o(utk),o(lk), (i) < Cslog(N). Puisque l'on a

o, (Hi, (@), Y(2))

1o(Hum, (@) = Y(g)g) kn(yxrag)da

kN, x7(Q, ) = v(Ar») fA

7 (F)

et que les fonctions a]%h(. ,Y(g)) et To(. — Y(g)o) sont invariantes par trans-
lation & gauche de g par Ug(F) (car elle ne dépendent que de Hﬁu( g) pour
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Py C Q), il suffit donc d’assurer que pour tout X € t'(F) x t"(F)° Nwr[> N7?],
tousa € Arv(F), g € G(F), u € UQ(F) tels que

oy, (Hu, (@), Y())tq(Hu, (2) = Y(g)g) = 1
et
a(iig), o(2), o(if) < Cslog(N),
on a l'égalité
KN,X”(V;(}/ﬂﬁg) = KN,Xn(y;(},ag).
Soient g € G(F) et a € Ar~(F) tels que
o(g) < Cslog(N) et G]%Ih(HMh(a),y(g))’(Q(HMh(a) ~Y(g)g) =1.
La fonction oﬁh(.,y(g))fg(. - Y(g)o) est la fonction caractéristique de la

somme de o, et de I'enveloppe convexe des Y(g)p, pour Py C Q. On a donc
pour tout a € X, I'inégalité

a(HMh(a)) > Plhréfg a(th - Hﬁu(g))'
Il existe une constante C” > 0 telle que
Jnf a(Yp, ~Hp, (9)) > ' inf f(¥p,,) = C'o(g)

Par conséquent, on a a(Hp,(a)) > C'(C3 — Cs)log(N). Le lemme suivant nous
permet de conclure a l'existence d’une constante C3 et d'un entier N> qui
conviennent.

LeEMME 8.2.3. Soit Cs > 0 une constante. Alors il existe C¢ > 0 et Ny entier tels
que la propriété suivante soit vérifie : pour tous a € Ar»(F), g € G(F), u € Ux(F),
tout X € t'(F) x t”(F)S N wr[S; > N7Y] et tout entier N > Ny vérifiant

a0(8),0(ig), () < Cslog(N) et a(Hy,(a)) > Celog(N)

pour tout a € L, on a

Kn(yxeaiig) = kn(yxiag).

DEmonstrATION. — Montrons d’abord qu’il existe un entier N; tel que pour
tout entier N > Nj et pour tous a € Ar»(F), g € G(F) et

X e t'(F) x t"(F)° N wr[S;> N7,

avec 0(g) < Cslog(N), on a KN(y;(,l,ag) = 1 si et seulement si g~'a"lyx~(v,)
appartient a nEN R.
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La condition est de toute fagon nécessaire. Fixons N, a, g et X vérifiant
les conditions précédentes et supposons que g~'alyx~(v;) € n;NR. On va
montrer que si Nj est assez grand on a KN()/;(},IZ ¢) = 1. On considére comme
dans la preuve du lemme 8.1.1 une constante C > 0 telle que pour tout
g’ € G(F) on ait

T(gg(g,)R c g/(R) C T(gcg(g’)R
et une contante C’ > 0 telle que
XM(R) c 1zCR

pour toutk =0,...,dws — 1 et tout X € t'(F) x t”(F)° N wr. Le méme raison-
nement que dans la démonstration du lemme 8.1.1 montre que

g—la—l ')/X”(R) c QS (X//)—l ,REN_ZCU(g)_ZCU(VX”)_C,R‘
De plus, on a |log |Qs(X”)|| < log(N) et 6(yx~) < log(N). Donc pour Nj as-
sez grand, g~'a~'yx»(v,) € n;VR entraine g7layx»(R) C nEN_WR, ce qui
permet de conclure.

Soit N > Nj un entier et soit a € A7/(F). On peut supposer qu’il existe
¢ € G(F) et X € t'(F) x t"(F)® N wr[S; > N7!] tels que 0(g) < Cslog(N) et
K N()/}_(,l,a g) =1 (sinonil n'y a rien a dire).

Notons dn I’ensemble des a € Ar~(F) qui vérifient cette condition d’exis-
tence. En adaptant un tout petit peu le raisonnement précédent, on montre

qu’il existe une constante C” > 0 tel que a~*(R) C HEN_C” s R pour tout a
dans . On a alors pour tout v € V — {0},

valg(a™'v) - valg(v) > —N — C” log(N).
On peut fixer la constante C” telle qu’on ait aussi
valr(g'v) - valg(v) > —C”log(N) et valg(yx»v)—valg(v) > —C”log(N)
pour tout ¢ € G(F) vérifiant 0(g) < Cslog(N), pour tout X appartenant a
t'(F) x t”(F)S N wr[S; > N~t] et pour tout v € V — {0}. Enfin, on peut trouver

une constante C¢ de sorte que si a(Hpm,(a)) > Celog(N) pour tout a € 25
alors pour tout u € LIQ(F) tel que 0(u) < C5log(N), ona pour toutv € V—-{0}

valg(atia v — v) > 3C" log(N) + valg(v).
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Pour a, g, u, X comme dans 1’énoncé, on a donc
ValR(g‘lﬂ_la‘lyXuvr - g_la‘lyxuvr)
> ValR(ﬁ_la_lanv, - a‘lyxuvy) — C"log(N)
= ValR(a_laﬁ_la_lyXuv, - a_lyxuvr) — C"log(N)
> ValR(aﬂ_la‘lyxuvr — yx7vy) — N —2C"1og(N)
> valg(yx»v,) — N + C”log(N)
> —N.

On obtient le résultat voulu d’apres le premier point. 1|

On déduit du lemme 8.2.2 la proposition suivante.

ProrosiTiON 8.2.4. — Il existe un entier naturel Ny telle que pour tout N > Ny et
pour tout Yp,, € dy,  vérifiant
Cslog(N) < inf a(Yp,,)

QA€Amin
on ait, pour tout X = X’ + X" € t/(F) x t”(F)° N t(F)[> N~?, I'égalité

f (X + X enx(9)dg
T/(F)Apn (F)\G(F)

gff,a)(X’ + X”)E(Ypmin’ g)dg

j;’(F)ATu (F\G(F)

DfmonsTtrATION. — En effet, il existe un entier Ny tel que pour N > Nj les
ensembles

{Yp,.. € b ; Cslog(N) < irAlf a(Yp,,) et sup a(Yp,, ) < CaN},
min aE min

A €Amin
{Yp,.. € dy 5 Czlog(N +1) < inf a(Yp,,)et sup a(Yp,, ) < Ca(N + 1)}
min aE min aEAmm

soient d’intersection non vide. Alors pour
X = X'+ X" e t/(F) xt"(F)° nt(F)[> N7?] c t'(F) x t"(F)° nt(F)[> (N +1)7?],
on a d’apres le lemme 8.2.2

f (X + X e (9)dg
T/(F)Apr (F)\G(F)

- f 3 (X + X e x(2)dg.
T/(F) A (F)\G(F)
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D’ot1 par une récurrence immédiate, pour tout N’ > N,
| S (X + X7k xo()dg
T/(F)Apn (F)\G(F)

$EE (X + X" xenr x(g)dg.

fo(F)AT,,(F)\G(F)
Soit Yp,,, € dj, tel que

Cslog(N) < inf a(Yp,,,)

A€Amin

On peut alors trouver un entier N’ > N tel que Yp, . vérifie les inégalités (A)
et (B) du lemme 8.2.2 pour N’. Cela permet de conclure 1|

8.3. Le résultat final

Notons 0y ., la fonction sur g (F) définie presque partout par

Of(xexp(X)) siX € w,
ef,x,w(X) = { )
0 sinon.
On définit une fonction Bﬁ,x’w sur gy, reg(F) par
Gjﬂf,x,a)(X) = (_1)HM(X) V(GX/X)_l gff,w(x) ZJM(X)(g) dg
Gz, x(F)\G(F)

ol pour X € @, reg(F), on a noté M(X) le commutant de Ag, , dans G (c’est

#
fx

ment constantes sur g, ¢(F), localement intégrables sur g, (F) et 0

un sous-groupe de Levi de G). Alors les fonctions 6,y , et 07 sont locale-

§
frx
transformée de Fourier partielle de 6y, ., par rapport a la deuxiéme variable.

Plus précisément, cela signifie que l'on a 1’égalité

estla
w

[ 0.00000ax = [ 050u09H00ax
gx(F) °" gx(F)
pour tout ¢ € C(g,(F)) et oit
(Pﬂ(X) — f . (p(X/ + Y”)l[i((Y//, X”))dY”
gll

pour tout X = X"+ X” € g,(F) = g% (F) ® g”(F) (cf. proposition 5.8 de [29]).
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LEMME 8.3.1. — Pour N > Ny et X = X' + X” € t/(F) x t”(F)° nt(F)[> N7?],
on a les égalités suivantes :

f S (X n () dg = 0 si Ap {1},
T(E)Agw (E)\G(F)

| (O kn 0o (g)dg = V(T WA 08 (X) i Apr = {1},
T'(F)A7»(F)\G(F) "

DEmonstraTION. — C’est exactement la méme que celle de la proposition 10.9
de [29] a
Si Ag, = {1} on pose
-1
(1) Keol0,f) = > w(I)|W(G,,T)
Ses§
T=T"T" €Tu(G,)xT (G")
f Ts(X)DE(X)DY (X2 0 (X)dX
t/(F)xt”(F)S "

ol Je11(GY) désigne un ensemble de représentants des classes de conjugaison
de tores maximaux elliptiques dans G;. Si Ag, # {1}, on pose

Kx,w(er f) =0.
ProposiTiON 8.3.2. — L'expression (1) est absolument convergente et on a I’égalité

1\1]13;0 INx,0(0, f) = Ky o(0, f).

DimonstrATION. — C’est exactement la méme que celle de la proposi-
tion 10.10 de [29] i
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CHAPITRE 9

CAS DES SUPPORTS NILPOTENTS

Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 9.0.1. — Supposons que pour tout quasi-caractére 6 de H)(F) et toute
fonction tres cuspidale f € C°(g(F)) qui ne contient pas d’élément nilpotent dans
son support on ait I\l}im IN(O, f) = Jgeom(O, f). Alors on a

Z\ljli)lgo ]N(QI f) = ]geom(ef f)
pour tout quasi-caractére 0 de bH(F) et toute fonction trés cuspidale f € CZ(g(F)).

On suppose donc dans la suite de ce chapitre que I’hypothése suivante est
vérifiée :
Pour tout quasi-caractére O de W(F) et toute fonction trés cuspidale
(Hyp) { f € C2(a(F)) qui ne contient pas d’élément nilpotent dans son support,

ona Z\lgr;o ]N(@, f) = ]geom(el f)

9.1. Calcul de la limite de Jn(6, f)

Soient O un quasi-caractere de h(F) et f € C°(g(F)) une fonction trés cuspi-
dale. Comme dans [29, p. 1265], on peut fixer un ensemb]e fini § d’éléments
de breg(F) dont tous les éléments ont un noyau nul dans W et des nombres
complexes cs pour S € S tels que

VX € b(F) NSupp(f)°, 0(X)= Y cs71(S, X)
Ses
On pose alors

1 KO, f) = WG, 7)™
M ©, f) ;(Scd( >|ft(F
TeT (G)

DS(X)? 04(X)dX,
)S
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ot 'ensemble t(F)° est défini comme dans le chapitre 7. Puisque la fonction
6 ¢ esta support compact modulo conjugaison, les intégrales intervenant dans
la définition de K(0O, f) sont a support compact. Comme de plus 0 ¢ est un
quasi-caractere (cf. lemme 6.1 de [29]), on en déduit d’apres Harish-Chandra
que les intégrales convergent.

LEMME 9.1.1. — Ona I\llim Jn(O, ) =K(O, f).

DEMONSTRATION. — Soit @ C g(F) un bon voisinage de 0 et supposons que
Supp(f) € w. Posons alors 6, = 01,. On reléeve, via l'exponentielle, les fonc-
tions f et 0, en des fonctions notées f et ©, sur G(F) et H(F) respectivement.
On a alors l'égalité (O, f) = IN(@g, f). En appliquant la proposition 8.3.2
aux fonctions f, ©, et a x = 1, on obtient alors le résultat voulu.

Dans le cas général, on peut toujours trouver A € F*2 tel que Supp(f) C Aw.
On pose alors

f/(X)=f(AX), & (N)=£&(AN), 0'(X)=0(AX).

Notons d"un indice &’ les expressions ot1 on a remplacé & par &’. Par les chan-
gements de variables N = AN et X — AX sur u(F) et h(F) respectivement,
ona

, , T _di
]Nré/(e ,f ) — |/\ |Fdlm(u) lm(H)]ng(Ql f).

Grace aux propriétés d’homogénéité des fonctions 71, on a pour tout Y dans

Supp(f')° N H(F)

_1s .
0'(Y)= Y es7H(S,AY) = 3 412" Pes 7H(AS, V).
Ses§ Ses

-1o(H
On peut donc prendre 8’ = AS et les constantes cys = | A|* ( )cs pour définir

Ke(0', f'). Pour T € I(G), on vérifie que I'ensemble t(F)!S défini par & et AS
est égal a At(F)°. On a de plus

0p(X) = A9 D:(A71X) et DO(AX) =217 DE(X).
Par changement de variable, on obtient

_di i 1 _1
K,g/(@’, f,) _ |/\|Fd1m(G)+d1m(T)+25(G) 26(H)K5(9, f)

On a —dim(G) + dim(T) + %6((3) = —%6(G). On laisse au lecteur le soin de
vérifier que %6(6} + %6(H) = dim(U) + dim(H). On s’est alors ramené au
premier cas. a
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9.2. Une premiére approximation

Pour 6 un quasi-caractere de h(F) et f € C°(g(F)) une fonction tres cuspi-
dale, on pose

E(GI f) = K(QI f) - ]geom(el f)
Le but est de montrer que E(.,.) est identiquement nul. Le lemme suivant
donne une premiere approximation de ce terme d’erreur.

LeMME 9.2.1. — La forme bilinéaire (0, f) — E(O, f) est proportionnelle a la forme
bilinéaire

O, f)— > om0 D ca,000).

OH eNil reg (H(F)) O€Nilreg(g(F))

DEMONSTRATION. — Montrons dans un premier temps que E est combinaison
linéaire, pour 67 € Nil(h(F)) et 6 € Nil(g(F)), des formes bilinéaires

(6, f) P co,61(0)coy,0(0).

Supposons que ¢y er(0) = 0 pour tout orbite 67 € Nil(h(F)). Il existe alors
un G-domaine w C g(F) compact modulo conjugaison et contenant 0 tel que
Olwnp(r) = 0. Posons
f'=f = flo

On a E(O, f) = E(O, f') + E(O, f|»)- Puisque f’ ne contient aucun élément
nilpotent dans son support, on a E(0, f’) = 0 (c’est 'hypothese (Hyp)). En
revenant aux définitions, on voit que Jeeom(0, fo) = 0 et N(0O, fi,) = 0 pour
tout N > 1. Donc K(0, f|,,) = 0 et par conséquent E(0, f) = 0.

Supposons maintenant que cg, 6(0) = 0 pour toute orbite 6 € Nil(g(F)). On
peut alors trouver un G-domaine compact modulo conjugaison et contenant 0
tel que 0¢(X) = 0 pour tout X € w. Posons

f'=f~ flo-
Onaencore E(0, f) = E(O, f')+E(0, f,) et E(O, f') = 0 car le support de f'ne
contient aucun élément nilpotent. Comme de plus 0, = 01, = 0, on vérifie
immédiatement que K(0, f|,,) = Jgeom(0, f|») = 0. Donc E(O, f) = 0.
Montrons maintenant que E est combinaison linéaire des formes bilinéaires
(6, f) = co,01(0)coy,0(0),
pour 07 € Nilyeg(h(F)) et 6 € Nilyeg(a(F)). Pour A € F*? on pose

0MX)=0(AX) et fHNX)=f(AX).
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Onaalors 041 = 6}‘ et par les propriétés d’homogénéité des germes de Shalika,
on obtient

CQA]@H (O)Cef/‘ ,(9(0) = | A |; CQ,@H(O) Cgf,@(O).

Puisque dim(67) + dim(6) < 6(H) + 6(G) avec égalité si et seulement si 61
et © sont des orbites nilpotentes réguliéres, il suffit maintenant de montrer
que pour tout A € F*? on a

1(dim(6H)+dim(0))

—3(8(H)+6(G))

E@O", fH=1A1""TE, ).
On a vérifié lors de la démonstration du lemme 9.1.1 une telle propriété
d’homogénéité pour K(0, f) a condition de changer & en &*. 1l est clair que
Jgeom(0, f) ne dépend pas du choix de &. De plus, par les propriétés d’homo-
généité des fonctions 7 (0, .) on vérifie que

]geom(e/\/ fA) = |A |1: ]geom(el f)

Lexpression K(6, f) ne dépend de & que par la définition des ensembles t(F)°
qui dépendent du choix de E, mais changer & en &’ revient a changer E
en un élément E’ qui lui est conjugué par A(F). On vérifie alors que les
ensembles t(F)° ne dépendent en fait pas du choix de &. Cela suffit pour
obtenir la propriété d’homogénéité voulue.

Il existe donc des nombres complexes cqn  tels que pour tout quasi-
caractére 6 de h(F) et toute fonction tres cuspidale f € C°(g(F)), on ait

E(0,f)= ) coro0(0)co,0(0),

0,0H
ot la somme porte sur 6 € Nilyeg(H(F)) et © € Nilyeg(a(F)).

Il nous reste a vérifier que les coefficients cqn o sont tous égaux. Si G ou H
n’est pas quasi-déployé, il n’y a rien a montrer (car la somme est alors vide).
Si G et H sont quasi-déployés, alors 1'un de ces deux groupes a une seule
orbite nilpotente réguliere et ’autre en possede deux qui sont permutées par
multiplication par n'importe quel élément A € F* — Ng/r(EX). Pour A € F*
quelconque 'égalité

3(6(H)+5(G))

reste valable et on a

cor01(0)co,,,0(0) =4 lr 6,101 (0)co,,16(0).

En choisissant A € F* — Ng/r(E*) on obtient 1’égalité des deux coefficients
recherchée. I

%(dim(@H)+dirn(®))C
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9.3. Calcul de germes de Shalika

D’aprés le lemme précédent, la proposition 9.0.1 est établie si G ou H n’est
pas quasi-déployé. On suppose donc dans la suite que G et H sont quasi-
déployés.

LEMME 9.3.1. — Soit B un sous-groupe de Borel de G et Tqq un tore maximal de B
tous deux définis sur F. Soient Xgq € tqa(F) N @ reg(F) et 6 € Nil(g(F)); on a alors

0 si © n'est pas réguliere,

r@(qu) = {

1 si O est réguliere.

DEMONSTRATION. — Le tore Tqq est un Levi de G et la distribution

f — ]G(qu/ f)

est induite a partir de la distribution f - f(Xqq) sur Tqq(F) (on renvoie a [32],
§2.3 pour la définition de l'induction d’une distribution invariante depuis
un sous-groupe de Levi). Il s’ensuit que I'6(Xqq) est non nul si et seulement
si 0 intervient dans l'orbite induite de l'orbite {0} de tqq(F). Cette condition
équivaut a ce que O soit réguliére. On en déduit la premiere égalité. Puisque

T

{0}(qu) =1 on en déduit aussi la deuxiéme égalité. a

9.4. Preuve de la proposition 9.0.1

D’apres le lemme 9.2.1, il existe un nombre complexe c tel que pour tout
quasi-caractere 6 de h(F) et toute fonction trés cuspidale f € C(g(F)) on ait

E@,f) = ¢ Z Co,6H Z €o5,0-
OHeNilreg(D(F))  O€Nilreg(a(F))
On doit donc montrer que ¢ = 0.

Soit Tqa € T(G) resp. Tclfd € J(H) un tore maximal d'un sous-groupe
de Borel défini sur F de G resp. H. Soient Xqq € tqd(F) N g eg(F) et ng €
tf;i(F )NDreg(F). D'apres le résultat 6.3 (3) de [29], on peut trouver un voisinage
wxyq de Xqa dans tqq(F) aussi petit que l'on veut et qui ne contient que des
éléments réguliers, et une fonction tres cuspidale f = f[Xqa] € CZ(g(F))
vérifiant :

1) Pour T € T(G) si T # Tqq, la restriction de 6 ¢ a t(F) est nulle.
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2) Pour toute fonction localement intégrable ¢ sur tqq(F) et invariante
par W(G, Tqq), on a

WG DI [ 90D B00ax =vollwx,)” [ p()ax
tqd(F) WXqd

3) Pour Y € g 4(F), on a

05(Y) = vol(wx,) ™" f 76(X, Y)dX.
CL)qu
La derniere égalité au voisinage de 0 devient
O fixal(Y) = 7°(Xqa, Y).

Par conséquent cg 1,0 = To(Xqa)-

Soit O un quasi-caractere de h(F) tel que 6(X) = 71 (Xé{d, X) pour X appar-
tenant a Supp(f)© N h(F). D’apres le lemme 9.3.1, pour tout 6 € Nilyeg(g (F))
et tout 6 e Nil eg(H(F)), on a

co,0=To(Xqa) =1 et coon=Ton(Xhy) =1.

Onadonc E(O, f) = 2c.

Pour T € J,avec T # {1}, et Y € t(F) en position générale il existe selon la
parité de dim(G) :

> un voisinage de Y dans h(F) qui ne rencontre aucune sous-algebre de
Borel de h(F) si dim(G) est impaire ;

> un voisinage de Y dans g(F) qui ne rencontre aucune sous-algebre de
Borel de g(F) si dim(G) est paire.

Dans les deux cas on en déduit que cg(Y)cs(Y) = 0. Donc la contribution
du tore T dans Jgeom (0, f) est nulle. La contribution du tore {1} étant

1
P, comn D, con,

OHeNilreg(h(F))  O€Nilreg(a(F))
ona ]geom(el f) =1
D’apres la propriété 2) de f on a

K(8, f) = vol(wx,,) ™ vol (wx,q N tga(F)%a).

H
Il suffit donc de vérifier que vol(wx 4 N tqa(F yXad) = vol(wx,,) pour en déduire
que ¢ = 0. Puisqu’on peut choisir wx,, aussi petit que I'on veut, cela revient
a montrer qu’on peut trouver Xqq et ngd comme précédemment tels que
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Xqd € tqa(F )X?d (car tqq(F )Xgld est un ouvert de tqq(F)). Puisque E + X(Ifd + 2 X
est dense dans & + Xé{d + X, il suffit encore de montrer que
= G
(E+ X4 +2) N (tqa(F) N8 reg(F))” # 2.
On distingue alors deux cas :
> Si dim(H) est paire, alors il existe A € a(F) et g € F tels que
E+ Xé{d + [,loC(Uo, 7700) +A€ (tqd(F) ng reg(F))G-

> Si dim(H) est impaire, alors on peut trouver une base ((W)i=1,....p, Wp+1)
de W formée de vecteurs propres pour X% vérifiant

\4

h(w;, w]-) = (31',_]‘ sii, ] € {#1,..., ip},

\4

h(wp1, wi) =0sii€{+1,...,£p},

\4

h(wp+1/ wp+1) = Vl/

v

Xé{dwp+l = Sp+1Wp+1-
Puisque G est quasi-déployé, Gy est aussi quasi-déployé. On peut donc sup-
poser v1 = —vg. On fixe po € F tel que spy1 = 2vouen. Pour A € F, on vérifie
facilement que

Xffd + poc(vo + noo) + (v, Awp+1)
admet v + w41 et vp — wp,1 pour vecteurs propres avec pour valeurs propres
respectives sp;1 + VoA et 5,41 — voA. On peut donc choisir A € F et A € a(F)
tels que 1'élément

X = Xffd + A+ uoc(vo, nvo) + c(vo, Awpy1)

admet pour vecteurs propres v.;i=1,...,r,ws;i=1,...,pet Wp+1 £ V) avec
des valeurs propres distinctes. Alors on a bien E + X € (tqa(F) N @ reg(F NC. 0
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CHAPITRE 10

PREUVE DES THEOREMES 5.4.1 ET 5.5.1

On démontre les théorémes 5.4.1 et 5.5.1 par récurrence sur la dimension
de V. Dans toute la suite de ce chapitre, on suppose ces deux théoremes établis
pour tous les couples (V’, W’) qui vérifient dim(V”’) < dim(V).

LemME 10.0.1. — Soient O un quasi-caractérede H(F)et f € C(G(F)) une fonction
trés cuspidale qui ne contient aucun élément unipotent dans son support. On a alors

1\1]11)110 ]N(Q, f) = ]geom(el f)

DeémonstratION. — Fixons, pour tout x € Ggs(F), un bon voisinage w, de 0
dans g, (F). Etant donné I’hypothése sur f, on peut supposer que le support
de f ne rencontre pas exp(w1). Par un procédé de partition de 1'unité, on peut
supposer qu'il existe x € Ggs(F) tel que f soit a support dans (x exp(wy))C.
Si la fonction *f¢ est non identiquement nulle pour au moins un élément
¢ € G(F), il existe h € H(F) et u € U(F) tels que hu € (x exp(w,))©. La partie
semisimple de hu étant conjuguée a h, on a aussi h € (x exp(wy))®. Donc il
existe X € wy et ¢ € G(F) tels que h = ¢ 'x exp(X)g. On a alors

¢(D® Z) c Ker(xexp(X) — 1) c Ker(x — 1).

Donc ¢~'xg appartient & H(F). Ainsi si x n’est conjugué a aucun élément de
H(F),ona Jn(6, f) = 0 pour tout N > 1. On vérifie de fagon similaire que si
x n'est conjugué a aucun élément de H(F), alors la fonction 6y est nulle au
voisinage de H(F) et donc Jgeom(0, f) = 0.

Par conséquent, on peut supposer que x est conjugué a un élément de H(F)
et méme, quitte a conjuguer x deés le départ, que x appartient a H(F). Notons
@ = wy et reprenons les notations du début du chapitre 6. Quitte a changer
les choix des bons voisinages wy, on peut supposer que @ se décompose en
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un produit o’ X w” ot w’ C g’ (F) et w” C ¢”(F) sont des bons voisinages de 0.
D’apres les lemmes 6.1.1 et 6.2.1, on est ramené a prouver 'égalité

I\lllir;o ]x,w,N(Qr f) = Igeom,x,m(er f)

Comme au début du chapitre 8, on peut trouver une famille § d’éléments
de Dye,(F) et une famille (7s)ses de quasi-caracteres de b’ (F) tels que pour
tout X = X’ + X" € by, reg(F), on ait

Orw(X) = D Ts(XNTH'(S,X").
Se§
Notons 07 = 7H'(S,.). On peut de la méme fagon trouver (Qf ,)beB et (9 b)beg,
deux familles finies de quasi-caracteres de g/, (F) et g”(F) respectlvement telles
que pour tout X = X’ + X” € g,(F), ona

Of x,0(X) = D07, (X0 ,(X").
beB
D’apres la proposition 6.4 de [29], pour tout b € B, on peut trouver une
fonction tres cuspidale f,” € CZ(g”(F)) telle que 67 (I = Of. En comparant
5.5(1) et6.2(1), on trouve
]geom,x,w(QI f) = Z ](S b)]geom(egz ”)

beB,SeS

N

ol
= Y WE M) [ Fux06;,00 00X
T"€Ten(Hy) ()
On a montré au chapitre 8 que la limite de Jy,, n(0, f), lorsque N — oo, est
égale a Ky ,(0, f). Si Ag, # {1}, alors K,,(0, f) = 0 et 'ensemble de tores
I x est vide, donc Jgeom,x,0 (6, f) = 0. Sinon, en comparant les formules 8.3 (1)
et 9.1 (1), on trouve

Kew(0,£)= >, T(S,L)K(OL, ;).

beB,SeS

D’apres ’hypothese de récurrence appliquée au couple (V”, W”), on al’égalité
6” f;;,) ]geom(g’,, ’). D’oti le résultat D

10.1. Preuve du théoréme 5.5.1
D’apreés le chapitre 9, on peut se restreindre aux fonctions tres cuspidales

f € CZ(a(F)) qui ne contiennent pas d’élément nilpotent dans leur support.
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Soient f une telle fonction et 6 un quasi-caractere sur h(F). On a vu dans
le chapitre 9 que les distributions Jn(0, f) et Jgeom(6, f) sont homogenes de
méme degré pour la transformation A (6%, f1). Quitte a dilater, on peut
donc supposer que le support de f est dans un bon voisinage w de 0 dans g (F).
Par I’exponentielle, on releve les fonctions f et 01, en des fonctions notées f
et ©,, sur respectivement G(F) et H(F). On vérifie alors que

]geom,l,m(®w/ f) = ]geom(ez f) et IN,l,a)(®a)/ f) = IN(G/ f)
Puisque f ne contient pas d’élément nilpotent dans son support, f n’a pas

d’élément unipotent dans son support et d’apres le lemme précédent, on a
donc I\lllin ]N,l,w(®w/ f) = Igeom,l,w(®w/ f)

10.2. Preuve du théoréme 5.4.1

Soient 6 un quasi-caractere de H(F) et f € C°(G(F)) une fonction tres cus-
pidale. Soit @ un bon voisinage de 0 dans g. Alors f — f1eyp(w) Ne contient pas
d’élément unipotent dans son support. D’apreés le lemme 10.0.1, il suffit donc
d’établir que

1\111520 In (O, flexp(a))) = ]geom(er flexp(w))'

D’apres les lemmes 6.1.1 et 6.2.1, on a les égalités

]N(Qz flexp(a))) = ]N(el,an fl,a)) et ]geom(er flexp(w)) = ]geom(el,w/ fl,a))-

Le résultat sur l'algebre de Lie que l'on vient d’établir permet alors de
conclure. 0
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CHAPITRE 11

DECOMPOSITION DE CARTAN RELATIVE

Dans ce chapitre, on démontre 1’existence d"une sorte de « décomposition
de Cartan relative » analogue a celles obtenues dans [9] et [15] (pour les
variétés symétriques) ou dans [25, th.2.3.8] (pour des variétés sphériques
associées a des groupes déployés).

Posons vg = h(vg) et soit wg = vy, w1, ..., we une famille maximale de
vecteurs deux a deux orthogonaux de Vj vérifiant h(w;) = (=1)'vo.

Posons rg = E(3(€ + 1)) et 1 = E(30).

Introduisons uy; = woi—2 + woi—1 pour i = 1...,79 et u;i = Wyi_1 £ Wo;
pouri=1,...,r. Les familles (u.;) et (1)) sont des familles hyperboliques
maximales de Vj et W respectivement.

Soient Van o (resp. Wan) l'orthogonal de Euy1 ®Eu_1®---®Eu,, ® Eu_,, dans
Vo (resp. de Eu; @ Eu’ | ®---® Eu;, @ Eu’, dans W). Ce sont des sous-espaces
hermitiens totalement anisotropes.

Définissons Py et Py comme les sous-groupes paraboliques de Gy et H qui
conservent les drapeaux de sous-espaces totalement isotropes

Euy CEu1 ®Eup C--- CEu1 & --- @ Euyy,
Euj C---CEui® - ®Euy
respectivement.
LemME 11.0.1. — Lapplication
Pox Py — Go, (Py, pr) — Popu
est submersive a I'origine.

DEmonstraTION. — 11 s’agit de vérifier 1'égalité py + py = g¢. On procede par
récurrence sur ¢. Pour £ = 0, c’est évident car py = g¢. Soit £ > 1 et supposons
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le résultat vérifié pour ¢’ = £ — 1. Soit W’ I'orthogonal dans Vj du sous-espace
engendré par 1.1, H' son groupe unitaire et Py le sous groupe parabolique
de H’ qui conserve le drapeau

Eup C--- CEup®---® Euy,.
Par hypothése de récurrence, on a pr + py = b et par conséquent h C pg + py.
On en déduit que (Po+pm)* C Po-NH* = uyNh* ot Uy est le radical unipotent
de Py et 11p est son algebre de Lie.
Il suffit donc de vérifier que iy N h* =0. On a

b* = {c(vo, w), w € W} & Fc(vg, nv),
ol 1) est un élément non nul de trace nulle dans E. Soit
N = c(vg, w) + Ac(vg, o) € Up NH*-.
On a alors
0=Nu_1 =vow + h(w, wi)vg + Avo(n —1n)vo
d’ot1 l'on tire w = 0 puis A = 0. 1|

Soient Ag et Ap les tores déployés maximaux de Go et H respectivement
qui laissent stables les droites Eu; (i = +1,...,+rg) et Eu; (i==1,...,%r)
respectivement. On note A et A}, les sous-ensembles de Ao(F) et Ap(F) qui
contractent Po(F) et Py(F) respectivement.

Posons

Ro=0ru1 ®Opu_1®---®Opu, ® Opu_, ® Ranyo,
ol Ranp = {v € Vanyo ; valg(h(v)) > valg(vo) — 1}.
Pour ¥ un E-espace vectoriel, ® un Op-réseau de 7 et ¢ € GLg(7'), on note

valg(g) = inf{valg(gv); ve R} et |gla = |7TE|Za1%(g).

LEMME 11.0.2. — Il existe un sous-ensemble compact C1 de Go(F) tel que pour tous
v, v € Vo vérifiant h(v) = h(v") = vg et valg,(v) = valg,(v’), il existe un y € Cq
tel que yv = v’

DEmonstraTION. — Lorsque ¢ = 0, Go(F) est compact et il suffit de prendre
C1 = Go(F). Supposons dorénavant £ > 1. Soit Ky = Stabg,r)(Ro) : c’est un
sous-groupe ouvert-compact de Go(F). Pour tout ¢ € Go(F), on notera

gl = 11gllr,-

La fonction g + [/g|l est minorée par une constante strictement positive
sur Go(F) et est bi-invariante par Kp.
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Soit v € Vj et montrons la propriété suivante :
(1) Il existe k € Ko tel que kv € Euy @ Eu_q1 & V an.

On a une décomposition v = };_.q . Aillj + Van OU Van € Vpan. Quitte a
multiplier v par un élément du groupe de Weyl de Ag (identifié a un sous-
groupe de Kj), on peut supposer que

val(Aq) = i_+ilnf . val(Aj).

Soit k1 € Ko I'élément qui envoie

A A
> ulsurul—A—iuz—~--—A—;ur,

A .
> U_;Sur u_; + (/\_i)”—l pouri=2,...,r,
> qui agit trivialement sur Vo an + Eu—_1 + Eup + - -+ Eut,.
On a alors k1ZJ = A1u1 + iU + /\_zu_z + -+ /\_ru_r + Van-
Soit ko € Ko I'élément qui envoie
_ A,

A
> 11 SUr uj — /\_12”—2 e Uy,

> U sur u; + @u_l
> qui agit trivialement sur Vg an + Evi_q + -+ -+ Eu_,.
On a alors kxk1v € Euy @ Eu_1 & Vo an.
2) Pour tout van € Vo an, 0n a
Ran,0 € 3((Ran,0 N Evan) @ (Ran,o N (van)h)),
o1l (van)* désigne l'orthogonal de van dans Vo an.
En effet, soient v € Rynp et v = v1 + 02 sa décomposition suivant
Van0 = EVan ® (Van)™.

Supposons que

valg(h(v1) + h(v2)) > min (Valg(h(vl)), Valg(h(m))) +valg(4).

Alors —ZEZS € 1 + 4pr. Puisque 1 + 4pr C @;’2, il existerait A € @? tel que

h(v1 + Avy) = 0, contredisant le fait que Vjan est anisotrope. Par conséquent,
ona

min (valg(h(201)), valg(h(202))) > valg (h(v1 +02)) = valg (1(v)) > valg(vg) — 1

d’otit vy, 0, € %Ro,an-
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106 CHAPITRE 11. DECOMPOSITION DE CARTAN RELATIVE

3) Il existe g € Go(F) tel que
80U = Aqu1 + A_1U_1 + Van,

avec van € Vo,an, valg(A1) = inf(valp (A1), valg(A-1), valg,, ,(van)) et 1G] < 2[5

D’aprés 1), on peut supposer que v = Aqu1+A_11u_1+0an et quitte a appliquer
I’élément qui échange u1 et u_1 et laisse stable 'orthogonal du plan engendré
par uq et u_q, on peut aussi supposer que valg(A1) < valg(A-1).

Si valg(A1) < valg,, ((van), il Ny a rien a ajouter.

Si au contraire —d = valg,, ,(van) < valp(d1), on considere 1'élément
g € Go(F) qui envoie u1 sur uy, Van SUr Uan + ngdul, U_q1 sur

3 Zﬁ_dvov 3 N(ng)™vg
h(van) " h(Van)

et qui agit trivialement sur 'orthogonal de Eu1 + Eui_1 + Evap.

U_q

Puisque valg(1(van)) < —2d + valg(vg), on a
g(Ro N(Euy + Eu_q + Evan)) =RoN(Euy + Eu_q + Evan).

D’apres 2), on a donc [|g|| < |2|El. En utilisant une fois de plus l'inégalité
valg(h(van)) < —2d + valg(vp), on vérifie aisément que gv est bien de la forme
désirée.

4) Il existe g € Go(F) tel que gv € Euy + Eu_y et ||gll < |melz" - |2]5%

D’apres 3), on peut supposer que

0 =AUy + A1 + Van,

avec Uan € Vpan, valg(A1) = inf(valg(A1), valg(A-1), valg,, (van)) et montrer le

résultat avec un facteur 2 de moins.
Soit g € Go(F) I'élément qui agit ainsi sur 1.1 et Vap :

b U U,
1 1(van)

> Uy UL T 3 Van T ogoN(A) Y-
I
> DVan > Van + %ﬁv";u_

> g trivialement sur l'orthogonal de Eu1 + Eui_1 + Evap.

Alors gv est bien de la forme désirée et d’apres 2), on a
valgr,(g) < —valg(2)
+inf (0, valg,, ,(van) — valg(A1), valg(h(van)) — valg(4voN(A1)),

valg(h(van)) - valg(2A1vo) = valg,,,(Van))

an,0
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Puisque valg(h(van)) > 2 valg,, o(van) + valg(vo) — 1, 0n a
valg,(g) > -1 —3valg(2).
Supposons maintenant que #(v) = vy.
5) Il existe g € Go(F) et A € O — {0} tels que
gu=Aur+vodtusy et gl < |melpt 12150
D’apres 4), on sait qu'il existe g’ € Go(F) de sorte que
gv=Aug+puu_y et |Igll <|melzt- 215

Quitte a multiplier ¢’ a gauche par 1'élément qui échange u; et u_; et agit
trivialement sur l'orthogonal du plan engendré par ces deux vecteurs, on
peut supposer que valg(u) > valg(A). Soit

Vo ¢

TN A
Ona % € O et vo = h(g'v) = Tr(A) d’'our
valg(vg) > valg(A) + valg(p) > 2 valg(A) = valg (N(A)).

Par conséquent u est dans 0p. On vérifie facilement que Tr(u) = 0. Soit
g” € Go(F) I'élément qui envoie uy sur uy + uu_j et qui agit trivialement sur
I'orthogonal de u_1. C’est bien un élément de Go(F) car Tr(u) = 0 et, d’apres
ce que 'on vient de voir, [|g”|| < |2|E1. On a alors

Q"e'v=2Au_q+ %K‘lv(y up et [1g”7¢'ll < |7115|]E1 . |2|E5.
On peut maintenant terminer la preuve du lemme. Soient v et v’ comme
dans le lemme. Il existe g1, g2 € Go(F) et A1, A2 € O — {0} vérifiant
> g1l lIg2ll < Imel! - 12157,
> ¢10 = Au1 + 3o MMy et @07 = Ajug + o Ay lu_q
Il existe un entier Ny tel que, pour tout § € Go(F) et pour tout vy € Vp,
| valg,(gvo) — valg,(vo)| < —valg,(g) + No.

Puisque valg,(g1v) = —valg(A1) — valg(2) et valg,(g20") = — valg(A2) — valg(2)
et que valg,(v) = valg,(v’), on a

| valg(A1) — valg(A2)| < 2+ 10valg(2) + 2Np.

Soit a I'élément de Go(F) qui envoie u; sur %ul, U_q sur %u_l et qui agit
trivialement sur l'orthogonal de Euq + Eu_1. On a alors ag1v = g2v” d’ot1 'on
tire g5 lagiv = v'. Ainsi, || <5 lag1]| est borné par une constante. 1|
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Supposons ¢ > 1. Pour tout A € E*, on note a(A) I'élément de Go(F) qui
envoie 11 sur Auq, u_q sur A lu_q et qui agit trivialement sur l'orthogonal de
Euy+Eu-1.Soit Ry ;7 un Op-réseau de l'orthogonal de Ew; & - - - ® Ewy dans W.
On pose alors

Ri=0rw1®---®Crw, ® Rﬂ,H/

Ry =Crwy&®---®Crwe & Rﬁ,H-

LEMME 11.0.3. — Supposons € > 1. Il existe un sous-ensemble compact Co de Go(F)
et une constante co > 0 vérifiant la propriété suivante : pour tout h € H(F) et tout
A € Op — {0}, il existe un h’ € h(a(A)Caa(A)~t N H(F)) tel que

valg, (h") > valg, (h'w1) — valg(A) — co.
DEMONSTRATION. — Soit ey, ..., ¢; une base orthogonale du Og-module Rj. I

existe un entier strictement positif a vérifiant :

e

> pour tout entier k > 0 et pour tout x € (1 + pé*"‘) NOf,ilexiste y € 1+ pé
tel que N(y) = x.

Pouri=1,...,t et A € O — {0}, on considere 1'élément y;(A) € H(F) qui
agit trivialement sur (Ew; + Ee;)* et qui agit de la fagon suivante sur w; et ¢;

w1 > awy + Ange; et e }f’((jjl)) AT wy — ae;,

ol a € 1+ A%C satisfait 'égalité N(a) =1 - N (Amtg) ;((5)"1)). Alors yi(A) laisse

stable Orw1 @ R, donc reste dans un compact indépendant de i et de A. Véri-
fions que a(A)~1y;(A)a(A) reste aussi dans un compact. Cet élément envoie 14
sur

Ata()yi(Duay = 271 a(0) ™ wo — yi(A)wr)
= u_q + A7 ta(A)H(wr — yi(D)wy).
Mais wq — yi(A)w; est dans A2Orw; & Ry. Ainsi
a(/\)_lyi()\)a(/\)u_l € %@Eu_l + Rj.

On montre de la méme facon que a(A)~'y;(A)a(A)u; reste borné. Enfin,
puisque

a(A)yi(Ma(Mei = a(A)yi(Me; et yi(A)e; € AGpwy + Ry,
a(A)"1yi(A)a(A)e; reste aussi borné.

Soit C; un sous-ensemble compact de Go(F) qui contient a(A)1y;(A)a(A)
pourtouti=1,...,tettout A € O —{0}. Puisque les y;(A), pour A € O —{0},
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sont bornés il existe une constante c; > 0 telle que pour tout i € H(F), pour
touti=1,...,tetpourtout A € O — {0} on ait
valg, (hyi(A)) > valg, (h) — c;.
Ona
valg, (hyi(A)wq) = inf(valg, (hwy), valg(A) + a + valg, (he;)).

Puisque valg, (h) = inf(valg, (hw1), valg, (he1), ..., valg,(het)), on obtient

-----

Pour obtenir le lemme, il suffit donc de prendre c = a + ¢ et pour h € H(F) et
A € O — {0}, de choisir i’ = hy;(A) ou j est tel que
i:ilnf t(valRl(h)/i(/\)wl)) = valg, (hyj(A)wn). 1|

.....

PRrOPOSITION 11.0.4. — Il existe des compacts Co C Go(F) et Cy € H(F) tels que
Go(F) = CuAj; Aj Co.

DEmonsTRATION. — On démontre le résultat par récurrence sur £.5i € = 0, c’est
vrai car Go(F) est compact. On peut donc supposer que £ > 1. Le lemme 11.0.2
nous fournit un compact C1 C Go(F). Lelemme 11.0.3 nous fournit un compact
C2 € Go(F) ainsi qu'une constante cp. Posons

C=C'-Ch.

Soit ¢ € Go(F). D’apres le lemme 11.0.2, il existe k1 € C; et A € O — {0} tels
que

kg oo = a(A) 1oy,
c’est-a-dire ¢ € H(F)a(A)k;. En utilisant le lemme 11.0.3, on voit qu’il existe
ko € Co, A € O — {0} et h € H(F) tels que g = ha(A)kz_lkl et
(1) valg, (h) > valg,(hw1) — valg(A) — co.
Posons k = k2‘1k1 € C. Soit H’ le groupe unitaire de W’ = (Ewg @ Ew1)*, Pr le
sous-groupe parabolique qui conserve le drapeau Eup C -+ C Eup ®---®Eu,,

Apr le tore maximal déployé qui conserve les droites Eu; (i = £2,...,+rp)
et AE, le sous-ensemble de Ap/(F) des éléments positifs pour Ppr.

Par hypothese de récurrence, il existe des compacts C?{ C H(F), c? , C H'(F)
tels que

H(F) = C! A1, A, CE.
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Suivant cette décomposition, on peut écrire h = k?a Ha kag. On a alors

g = k? ag aH/a(/\)kgk.
On a bien ap a(A) € Ap(F) mais rien n’assure qu’il soit dans la chambre
positive pour Py. On va utiliser I'inégalité (1) pour vérifier que apyra(A) est
bien dans A| modulo un sous-ensemble fini.

Soit apy» la valeur propre de aps agissant sur u». Il s’agit de vérifier que
valg(ap 2) — valg(A) est borné par une constante. Il existe des constantes po-
sitives c1, ¢, c3 et ¢4 telles que

Vale(kﬁ) > —c1 pour tout Kt e c? ,

valg, (h™1) > valg, (h) — ¢ pour tout h € H(F)

valg, (hk*) > valg,(h) — c3 pour tout € H(F) et k¥ € Clﬁ{
=

valg,(hw1) > —valg(an,1) —casih = ktay b’ avec kt € Clﬁi, ag € Ag(F)* et
h’ € H'(F), ot ay, est la valeur propre de ay agissant sur u

\4

\4

\4

\4

On a alors 1
—valg(ap 2) = valg, (al_ﬁ wy) + valg(2)
> valg, ((kg)_la;, wz) -0
= valg, ((kg)_la;ﬁ up—wi)—oc
= ValRl(h'lklti aguy —wi) =1
> inf (0, valg, (h™! kf agu})) - c1
ValRl(h_lklﬁ apuy) = valg (ap) + ValRl(h_lki1 uy)

> valg(ap,1) + valg,(h) — c2 — c3
> valg(ap,1) + valg, (hwq) — valg(A) —co —c2 — c3
> —valg(A) —co — c2 — ¢3 — cy.

On en déduit que — valg(apr2) = —valg(A) —co — c1 — c2 — 3 — c4, ce qu'il nous

fallait. i

On aura aussi besoin du lemme suivant
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LemME 11.0.5. — Soient Co C Go(F) et Cy € H(F) deux compacts-ouverts véri-

fiant
Go(F) = CyAL A Co.

On a les majorations suivantes
1) E%(agap) < E(ay)E(ag) pour tous ag € Al an € Afy;
2) mes(CrapaoCo) < Opy(ar) ™ 0p,(ag)~! pour tous ag € A}, ay € Af,;

3) o(ag) < o(aoan) pour tous ag € Aj, an € A},

DEMONSTRATION. — 1) Soient K; € Po(F) et K» ¢ Py(F) deux sous-groupes
ouverts vérifiant

> Ky C aoKlaal pour tout ag € A ;
> Ky C a;lleaH pour tout ay € A}, ;
> Z60 est bi-invariant par K; et K».
Alors, pour tous ag € Aa, ap € Aj; ettout (ki, ko) € K3 X Kz, ona
E%(apag) = E°(ap ka ky ag).
D’apres le lemme 11.0.1, K» Ky contient un sous-groupe ouvert Kz de Go(F).
On a alors

EGO(LZHLZO) = mes(Kg)_l EGO (aH k3 LZ()) dk3
Ks

Or, on a ng EC(gks ¢')dks < EC(g)EC(¢") pour tous g, g’ € Go(F). On
obtient ainsi la premiere partie du lemme.

2) Soient K1 € Go(F) et K, ¢ H(F) deux sous-groupes compacts-ouverts
tels que, pour tous ag € Ag, ayg € At,

K>Kq C a;CHaHaoCoaal

(de tels sous-groupes existent d’aprés le lemme 11.0.1). Soient ag € A7,
ap € Aj;. On aalors

mes(Cp ap ag Co) = mes ((Cy ay K2)(Kq ao Cp)).

L'ensemble Cyap K> est union de mes(CrapKy) mes(K»)™! classes a gauche
pour K; et I'ensemble KjagCyp est union de mes(KjCo) mes(K;)™! classes a
droite pour Ki. On en déduit que

mes ((Cy ap K2)(K1 a9 Cp)) < mes(Ch ay K2) mes(Ky ag Co) mes(K;p)™!
mes(K») ™! mes(K»K1).
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Puisque mes(CrapKr) < (‘Spw(aH)‘1 et mes(K1a¢Cp) <« (5p0(ao)‘1 pour tous
ap € Aj; etag € Aj, on en déduit I'inégalité de I'énoncé.

3) Il existe une constante c; telle que, pour tout g € Go(F),
valg,(g) < valg,(g " vo) + c1.

On a donc valg,(agap) < ValRO(aalvo) + c1 pour tous ag € A(J; etay € A}, Pour
tout ag € Ao(F), notons ag 1 la valeur propre de ag agissant sur #1. On a

ValRO(aa1 vo) = —valg(ap1) + valg(2) et wvalg,(ag) = —valg(ao,1)
pour tout ag € A]. Le résultat découle alors de ce que
sup (1, - valg,(g)) < 0(g) < sup (1, — valg,(g))
pour tout g € G(F) a
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CHAPITRE 12

MAJORATIONS D'INTEGRALES, CASR=0

LemME 12.0.1. — Il existe € > O tel que, pour tout h € H(F),
2%(h) < exp (- ea(h)) =1 (n).
DEMONSTRATION. — Soient (z4i)1<i<r, €t (z+i)1<i<r, des familles hyperboliques

maximales de Vj et W respectivement. On a rg > r1. Soit Pg, le sous-groupe
parabolique minimal de Go qui conserve le drapeau

Ez1 C---CEz1® - ®Ezy,.

Soit Ag,g, le tore des éléments qui stabilisent, pour i = +1,...,+rp, les
droites Ez; et qui agissent trivialement sur l'orthogonal de l'espace en-
gendré par ces droites. Soit Aj ; l'ensemble des éléments de Ag,c,(F) qui
contractent P, (F). Posons

Ag g =Ag ¢, NH(E).
D’apres Bruhat-Tits, il existe un sous-ensemble compact I' ¢ H(F) tel que
H(F) =TA} T

On peut donc se contenter de montrer le lemme pour & = a € Aj ;. Pour un
tel a, on note a; la valeur propre de a agissant sur z; pour i = +1,...,£rq.
D’apres le lemme I1.1.1 de [28], il existe un réel d tel que

E%(a) < 6pg, (2)10(a)’

pour tout a € Ag . . Un calcul aisé montre que I'on a

dy—1 dy-3 dy+1-2
6PGO ((1) = |a1|EV |a2|EV T |ar1 EV+ h/

dw—1 dw-3 dw+1-2
6PO,H(a) = |a1|Ew |a2|EW |ﬂr1 Ew+ n
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Par conséquent, op;, (a) = opyy(a)(larle ... |ay|e). On en déduit qu'il existe
€ > 0 tel que, pour tout a € Ag H

EGO({/I)% < Opyy (a)% exp (- €a(a)).
D’apres le lemme I1.1.1 de [28], on a également 6p, (a)% < EH(a) pour tout a
dans A[ ;. Le lemme en découle 1|

On reprend les notations Py, Py, Ao, Al, Ag, A}, du chapitre 11.
Soient Co C Go(F) et Cy C H(F) des sous-ensembles compacts-ouverts tels
que
Go(F) =CuAj;AjCo

(une telle décomposition existe d’apres la proposition 11.0.4). Soient A(l) et Al
les sous-groupes compacts maximaux de Ay(F) et Ay (F) respectivement. On
peut toujours supposer que A(l) Co=CoetCqhy A}{ = Cp. Posons

A =AJIAy et Af = AL IAL.

On identifie A et A}; a des sous-ensembles de Ag(F) et Ap(F) via des sections.
On a alors

Go(F) = Cu A A} Co.

Pour toute fonction f mesurable a valeurs positives sur Go(F), on a

1) [ RCIED) [ i

+ +
aHeAH,aoeAO

LEMME 12.0.2. — Soient D unréel, N > 1 un entier et go € Go(F). Alors l'intégrale

(g0, N, D) = f 55 )ole) g

Go(F

converge. De plus, a D fixé, il existe un réel R tel que
x(80,N, D) < E%(go) a(g0)* N¥,

pour tout go € Go(F) et tout N > 1.

DEMONSTRATION.

On fixe le réel D. Introduisons un parametre auxiliaire
6 > 0 que l'on précisera plus tard. On a

X(g0,N,D) = x<sn(g0, N, D) + x>sn(g0, N, D),
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ol on a posé

x<on(g0,N, D) = fc (F)1a<aN(g)EG°(galg)EG°(g)KN(g)G(g)D dg,
0

x>on(g0, N, D) = fG (F)10>5N(g)EG°(g51g)EGO(g)KN(g)G(g)D dg.
0

Pour tout réel D1, on a
Ken(go, N.D) < @) [ 5955l )= ol P ds.
0

Si Dy est assez grand, 'intégrale précédente est convergente. Fixons un tel D;.
En introduisant une intégrale intérieure sur un sous-groupe compact-ouvert
de Go(F), on voit qu’elle est essentiellement majorée par Z(gg) pour tout
g0 € Go(F). On a donc pour tous go € Go(F), N > 1, 6 > 0 une majoration

() x<sn(go, N, D) < (6N)P1EC(g0).

Majorons a présent x-sn(go, N, D). Il existe un réel a > 0 tel que 'on ait
ECo(g'"1g) < exp(aa(g’))E¢(g) pour tous g, g’ € Go(F).
On a par conséquent, pour tous g9 € Go(F), N > 1,6 > 0,

X>sN(g0, N, D) < exp (aﬁ(go))f ( )10>6N(g)EGO(g)2 kn(g)o(g)Pdg.
Go(F

Il existe un réel c¢1 > 0 tel que pour tous kg € Cq, ko € Co, ag € AE, ag € Ag,
on ait

o(kgagaoky) < c1+o(ayg) + o(ag).

Il existe aussi une constante c; > 0 telle que pour tous kg € Cq, ko € Co,
apg € Aj;, ao € A(J; et pour tout N > 1 on ait

KN(kH agap ko) =1 = valE(ao,l) < CzN,
ol ag,; désigne la valeur propre de ag agissant sur u;. Puisque pour tout ag

dans Ag, on a o(ag) < sup(l,valg(ap;1)), on peut quitte a agrandir la
constante cp, remplacer valg(ag,1) par (ap) dans 1'inégalité précédente.
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D’aprés le lemme 11.0.5 et 1'inégalité (1), on a donc

f Toson(9)ES(9)? kn(g) o(g)P dg
Go(F)

<( D E%@0)*6p,(a0) " o(a0)”)

HoEAa
o(ag)<caN

( Z Lo (5-co)N—c; (A1) E(ap)* Op,, (ap) ™ U(IZH)D)-
(,ZHEA}[[
Il existe des réels D, et € > 0 tels que 1'on ait les majorations
E%(ag)* < op,(a0)o(an)™?,
EH(LZH)z < 6pH(aH)a(aH)D2,
2%(h) <« exp(—ea(h))EH(h)

pour tous ag € Aa, ag € A}, h € H(F). Le terme x-sn(go0, N, D) est donc
essentiellement majoré par le produit de exp(ao(go)) et des deux sommes

Z o(ag)P*P2 et Z exp (- ea(ap))o(ay)PP2.

1106/\3 aq EAL
o(ag)<caN o(apg)>(0—c2)N—cq

La premiére somme est essentiellement majorée par une puissance de N et
la deuxieme par exp(—€’(6 — c2)N) pour un certain €’ > 0 qui ne dépend que
de €. Rassemblant cette majoration avec la majoration (2), on obtient

X(go,N,D) < (6N)P1 EGO(go) +exp (aa(go)) ND3 exp (- €'(6 - c2)N)

pour tous g9 € Go(F), N > 1, 6 > 0 (et pour un certain D3 > 0). On vérifie
qu'il existe un réel g > 0 tel que exp(—B0o(g)) < EC(g) pour tout ¢ € Go(F).
Il suffit alors de prendre

_@+Ppolgy)

o
e’N
pour obtenir la majoration du lemme. a
LEmME 12.0.3. — Pour tout réel D, l'intégrale suivante est convergente :

f 2H () B (h)o(h)P dh.
H(F)
DEMoNsTRATION. — D’apres le lemme 12.0.1, pour tout d > O et tout i € H(F),

on a une majoration
2% (h) < 2H(h)o(h)™.
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D’apres le lemme II.1.5 de [28], pour d assez grand l'intégrale
f =H(h)?a(h)P~4dh
H(F)
converge. 0

LEMME 12.0.4. — Pour tout réel D, l'intégrale suivante est convergente :
f f 260 EE (W ) EC(h)o(h)P a(W)P dhdh’.
H(F) JH(F)

DEmMonsTRATION. — Soit Ky un sous-groupe compact-ouvert de H(F). Pour
tous /i, i’ € H(F) et pour tout kg € Ky, on a des majorations

f EEWkh)dk < BR(W)EH(R),  o(kyh) < o(h), E%(kyh) < EC(h).
Ky

Par conséquent, en introduisant une intégrale intérieure sur Ky, I'intégrale de
I’énoncé est essentiellement majorée par le carré de I'intégrale suivante :

f 2% ) aH (h)o(h)P dh
H(F)
qui est convergente d’apres le lemme précédent. a

Soient D et b > 0 deux réels et N > 1 un entier. Posons

I'(N, D) = f f E1 () E%(g) E% (h~g) kn(g) o()P o(g)° dhdg,
Go(F) JH(F)

1N, D, b) = f f 155 () EH () ES0(g) 250 (' )
Go(F) JH(F) b
kn(g)o(h)= o(g)~ dhdg.

LemME 12.0.5. — Ces deux expressions sont convergentes. A D fixé, il existe des
réels R et € > 0 tels que

1) I'(N, D) < NR pour tout N > 1,
2) IY(N, D, b) < NR exp(—eb) pour tout N > 1 et pour tout b > 0.

DEmonsTtrATION. — Fixons un réel D. D’apres les lemmes 12.0.1 et 12.0.2,
il existe un réel R > 0 et €1 > 0 tels que, pour tout N > 1 et pour tout b > 0,

IY(N,D) <« NRf 2H(h)? exp(—em(h))o(h)D dh,
H(F)

IY(N, D, b) <« NR f 1,55(M)EH (h)? exp(—ela(h))a(h)D dh.
H(F)
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Pour tout € > 0, I'intégrale fH(F) EH(h)? exp(—€’a(h))o(h)P dh est conver-
gente. On en déduit la premiere majoration de 1’énoncé. Pour h € H(F) tel
que o(h) > b onaexp(—ejo(h)) < exp(—%el b) exp(—%el o(h)). On en déduit la
deuxiéme majoration de I'énoncé avec € = 1¢;. 1|
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Pour N > 1 un entier et D un réel, on pose
1,0)= [ FECENORBIER

ProrositioN 13.0.1. — Cette intégrale est convergente et le réel D étant fixé, il existe
un réel R tel que, pour tout N > 1,

I(N,D) < NK,
DémonsTrATION. — Fixons le réel D. Les fonctions B¢, ky et ¢ étant inva-
riantes a droite par K et la fonction ky étant invariante a gauche par U(F),
ona

I(N, D) :f KN(m)f 2C(mu)? o(mu)P dudm.
M(F) U(F)

D’apres la proposition 2.1.1, il existe un réel D’ tel que I(N, D) soit essentiel-
lement majorée, pour tout N > 1, par

f EM(m)2xn(m)o(m)P dm.
M(F)

On a M(F) = A(F) X Go(F) et, pour tout m = ago € M(F) = A(F)Go(F),
in(m) = kn(a)kn(go),  o(m) < a(a)o(go), EM(m)=E%(g0).

L'intégrale précédente est donc essentiellement majorée par

f n(@)o(@) da f E60(g0) 1en(30) 9(30)” dgo
A(F) Go(F)

pour tout N > 1. D’apres le lemme 12.0.2, I'intégrale sur Go(F) est essentiel-
lement bornée par une puissance de N et il n’est pas difficile de vérifier qu’il
en va de méme de l'intégrale sur A(F). 1|
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Soit ¢ > 0 un nombre réel. Notons U(F). I’ensemble des éléments u € U(F)
qui vérifient pour tout i =0, ..., r — 11'inégalité
valp (Tr (h(uv;, v_i-1))) > —c.
Pour ¢ > O unréel et n € N, on pose

Anc={uel(F).; qg" "< EM(mﬁ(”))éﬁ(mﬁ(”))% <q7"}.

LemME 13.0.2. — Il existe des réels € > 0 et a > 0 tels que I'on ait la majoration
mes(A, ) < q”(l‘e)mc
pour tout ¢ > 0 et tout n € N

DfmonsTrATION. — Si le sous-espace V) est anisotrope, c’est le corollaire 2.4.3
appliqué a Q = P, a un certain sous-groupe parabolique minimal P, de G
tel que P soit anti-standard et a certaines formes linéaires £,, @ € A.

Si Vp n’est pas anisotrope, les résultats du §2.4 ne peuvent pas s’appli-
quer directement. On peut alors trouver deux vecteurs isotropes e1,e_1 € V)
vérifiant

vo=e;+e_1 et h(e,e_1)= %vo.

Fixons deux tels éléments e1,e_1. Pour ¢ > 0 on définit U(F). comme 1’en-
semble des éléments u € U(F) qui vérifient

valp (Tr (h(uvi, v_i-1))) = —c (i=1,...,r=1),
valp (Tr (h(uer, v-1))) > —c.

Les résultats du paragraphe 2.4 s’appliquent a U(F)... En particulier, il existe
des nombres réels €1 > 0 et a1 > 0, de sorte que 1'on ait une majoration

mes {u € U(F).; 7" ' < EM(mz(u)) 513(’”13(”))% <"} < grienrac

pour tout ¢ > 0 et tout n € N. Soit 6 > 0 un réel que 1’'on précisera plus tard.
On a, pour tout n € N et pour tout c > 0,

Ape=(Ane NUFE),, YU (A \UF),).

D’apres ce qui précede, la mesure de A,  NU(F)}, est essentiellement majorée
par g"1=€17419) Soit B, le sous-ensemble de U(F) des éléments u qui vérifient

g7 < EM (1)) 6 (mp(1)? < g7

On a alors

mes (A \U(F),, ) = fu o 1o Ty, (0 di
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Pour A € Of, notons a(A) I'élément de Go(F) qui envoie e; sur Aey, e-1 sur
A~le_; et qui agit trivialement sur l'orthogonal de Ee; @ Ee_; dans V. La
conjugaison par a(A) pour A € O laisse stable U(F) et ne change pas la
mesure. Par conséquent on a

mes(A,,\U(F)j,) = f f 1, (a(A)ua(A)™)
U(F)
Tu)auey, (@(Dua(d)™)duda,
ot dA est la mesure de Haar sur O/ de masse totale 1. On ne perd rien a sup-
poser que lesa(A) pour A € @;_f appartiennent au sous-groupe compact spécial
de G(F) qui permet de définir les éléments mp et qu'ils laissent stable M par

translation a gauche. On a alors 15, (a(A)ua(A)™!) = 15, () pour tous u € U(F)
et A € 65. On en déduit que

mes(An,C\U(F)én):f( )lgn(u)f lu(p)c\u(F)rén(a(/\)ua(A)_l)d/\du.
U(F G

Soit u € U(F). Posons
uy =Tr (h(uel, U_l)) et u1=Tr (h(ue_l, ZJ_1)).

Si I'intégrale intérieure est non nulle, on a valr(11) < —6n. Supposons que ce
soit le cas. On a alors 1’égalité

f@x lu(p)c\u(p)sm (LZ(A)M (Z(/\)_l)d/\ = f(;x lva1F>_c(A_lu1 + Au_1)dA.
F F

On vérifie aisément que 1'intégrale précédente est essentiellement majorée par

q"alF(”l)*C pourtousc > 0, uy, u_1 € F*.Onendéduit que mes(An,C\U(F)gn) est

essentiellement majorée par mes(B,,)q~°"*¢. D’apreés les lemmes I1.3.4 et I1.4.3

de [28] alliés au fait que la fonction EM est bornée par 1, il existe un entier 4

tel que, pour tout n € N, on ait une majoration

mes(B,) <« ndq”.
Pour 6 qui vérifie 0 < 6 < €1/a1, on obtient le résultat du lemme en sommant

les majorations obtenues pour mes(A, . N U(F)j, ) et mes(A, \U(F);,) 1|

LemMmE 13.0.3. — Il existe un réel €1 > 0 tel que pour tous réels €y, c, C vérifiant
c>0,C>0eteg < €1, l'intégrale suivante est convergente :

f Tosc(u)E (mp(u)) (mp(u)) exp(eoo(u))du
U(F)c

De plus, il existe un réel o > 0 tel que cette intégrale soit essentiellement majorée par
exp(—(e1 — €0)C + ac) pour tout ¢ > 0, tout C > 0 et tout € < €.
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DEMONSTRATION. — D’apres le lemme I1.3.4 de [28] et puisque la fonction EM

est bornée, il existe deux réels c1, c2 > 0 tels que, pour tout u € U(F),

EM(mz(u)) 613(14)% < c1 exp (= cao(u)).
La convergence et la majoration de 1’énoncé sont alors des conséquences
faciles du lemme précédent : il suffit de découper 1'intégrale en une somme
d’intégrales surles A, . pour n > 0, de remarquer que les termes de la somme
pour n < ¢2C —log(c1) — 1 sont nuls et de majorer o(u) par (n + 1 + log(c1))/c2
pour u € Ay .. 1|

Pour D, c > 0 deux réels et m € M(F), posons
X(c,D,m) = f 2C(um)o(u)P du.
U(F)e
ProPOSITION 13.0.4. — L'intégrale précédente est toujours convergente et a D fixé, il
existe un réel R tel que I'on ait, pour tout m € M(F) et pour tout ¢ > 1, la majoration
X(c, D, m) < cREM(m)5p(m)2 o(m)R.

DEmonstrATION. — Fixons un réel D. Soit b > 0 un parametre auxiliaire que
'on précisera plus tard. On a

X(CI D/ ﬂ’l) = Xéb(ci D/ m) + X>b(C/ D/ m)

Xeole, D, m) = f 1< (0)ES (um)o ()P du,
U(F)c

Xor(e, D) = [ 1oy @ES wm)au)® d
U(F)c
Pour tout réel D’, on a

X<p(c,D,m) < bD’f ES(um)o(u)PP du.
u(F)

D’apres la propositionII.4.5 de [28],si D’ est assez grand l'intégrale précédente

est essentiellement majorée par 6 p(m)% EM(m) pour tout m € M(F). Fixons un

tel D’. Il existe un réel > 0 tel que l'on ait la majoration

E°(38") < E°(g)exp (Ba(g)
pour tous g, g’ € G(F). On en déduit la majoration

Xsp(c, D, m) < exp (Bo(m)) L( ) 1,55(1)EC (1) o(u)P du

c
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pour tout m € M(F), tout ¢ > 0 et tout b > 0. D’apres les lemmes I1.1.1 et I1.3.2
de [28], il existe un réel D" tel que

1 ”
E°(g) < EM(mp(9)) 05(mp(9))* o(g)”
pour tout ¢ € G(F). Dong, pour tous m € M(F),c >0etb >0,0ona
Xsp(c, D, m) < exp (Bo(m))

[ b= ) o5(mg)) 00" d
U(F)e

D’aprés le lemme précédent, il existe deux réels € > 0 et a > 0 tels que
l'intégrale précédente soit essentiellement majorée par exp(—eb + ac) pour
tous b, c > 0. Il existe un réel y > 0 tel que

exp (- yo(m)) < EM(m)sp(m)?

pour tout m € M(F). Il suffit de prendre b = ((f + y)o(m) + ac)/e pour obtenir

la majoration de 1'énoncé i
CoROLLAIRE 13.0.5. — Pour tous réels D et ¢ > 0, les intégrales suivantes sont
convergentes :

f 2HM)EC (hu)o(hu)P dudh,
H(F)U(F).

f f EC(hu)EC(Wh)EC(h'u’)
H(F)U(F)e YHF)U(F)

o(hu)? o(h’u’)P du’ dh’ dudh
DémonsTrATION. — On peut effectuer dans les deux intégrales le changement
de variable u +— h~'uh. Puisque la conjugaison par H(F) préserve U(F)., on
obtient les mémes intégrales ou hu a été changé en uh. La convergence de la
premiére intégrale est alors une conséquence de la proposition 13.0.4 et du

lemme 12.0.3, et celle de la deuxiéme une conséquence de la proposition 13.0.4
et du lemme 12.0.4. 0

ProposITION 13.0.6. — Soient ¢ > 0 et € > 0 deux réels. Il existe un réel €1 > 0 tel
que pour tout €y < €1 et pour tout h € H(F), l'intégrale

f exp (eoo (1)) EC (hu)du
U(F).

soit convergente et soit essentiellement majorée par exp(ea(h))ZC0(h) pour tout
€o < €7 et tout h € H(F).
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DEmonsTtrATION. — Fixons ¢ > 0 et € > 0 deux réels. Introduisons un b > 0
que l'on précisera plus tard. Pour tout réel €y, on a 1’égalité

f exp (eoo(u)) E¢ (hu)du :f 1,<p (1) exp (€00 (1))EC (hu)du
U(F). u

c

+ 1455(1) exp (€00 (1)) 2 (hu)du.
U(F)c

Notons I<;(€g, h) et I.;(€p, h) la premiere et la deuxieme intégrale. Pour tout
réel D’, on a une majoration

Lp(eo, ) < b7 explend) f EC(hu)o(u)™ du.
U(F)

D’apres la propositionI1.4.5 de [28], pour D’ assez grand 1'intégrale précécente
est essentiellement majorée par Z°0(h) pour tout & € H(F). On fixe un tel D’.
Il existe un réel § > 0 tel que

2%(g8") < exp (Ba(2))E°(8")

pour tous g, g’ € G(F). On en déduit pour tout €, tout b > 0 et tout h € H(F),
la majoration

I.p(e0, h) < exp (ﬁa(h)) L(F) 155p(u) exp (eoa(u)) 2¢(u)du.

D’apres [28], lemmes IL.1.1 et II.3.2, il existe un réel D” tel que, pour tout
g € G(F),

l ”
E9(g) < EM(mp(8)) 05(m5(8))* ()7
On en déduit pour tout €, tout b > 0 et tout h € H(F) la majoration

I.p(e0, h) < exp (Ba(h))
fum 1) EM (1)) 85(m5(0))* exp (e (a0)) o) d,

D’apres le lemme 13.0.3, il existe un réel €| > 0 tel que pour tout réel €9 < €],
l'intégrale précédente sans le o(u)P” soit convergente et essentiellement ma-
jorée par exp(—(€] — €0)b) pour tout b > 0 et tout g < €].

Soit €/ > €2 > 0 un réel; on peut majorer le terme o(u)” " par une
constante multipliée par exp(e20(u)). On en déduit que I'intégrale précédente
est convergente pour €p < €] — €2 et qu’elle est essentiellement majorée par
exp(—(e] — €2 — €9)b) pour tout b > 0 et tout €9 < €| — €2. En particulier, pour

tout b > 0, pour tout i € H(F) et tout €9 < %(e’1 — €2), on a la majoration

Lop(eo, h) < exp (Ba(h)) exp (- 3(e] — €2)b).
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Il existe un réel y > 0 tel que exp(—ya(h)) < E%(h) pour tout h € H(F).
Pour b < ea(h)/eo, on a la majoration de I'énoncé pour le terme I<(€g, ).
Pour b > 2(f +y)a(h)/(€] — €2) et €9 < %(e’1 — €7) on obtient la majoration

de I’énoncé pour le terme I.(€g, ).

On peut trouver un b qui satisfait les trois inégalités précédentes si
€0 < min(%((—:'1 - ), %e(e’1 —e2)/(B+7)).

Il suffit donc de prendre €1 = mm(%(e'1 —€7), %e(e'1 —€2)/(B + 7)) pour obtenir
le résultat de 1"énoncé 1|

Soient D un réel, ¢, ¢’ deux entiers tels que ¢’ > ¢ > 0 et m,m’ € M(F).
Posons

X(c,D,m,m") = f f 2S(um)EC (vum’)o(v)? o(u)P dvdu,
U(F) Y U(F)c

X(c,c",D,m,m") = f

f 2C(um)EC(vum’)o(v)? o(u)P dvdu.
U(F)=U(F)er Y U(F)c

LEMME 13.0.7. — Les intégrales ci-dessus sont convergentes et a D fixé, il existe un
réel R et un réel € > O tels qu’on ait les majorations

1) X(c,D,m,m’) < cRo(m)Ra(m")R 6p(m)% (Sp(?’l’l,)% EM(m)EM(m") pour
tous m, m’ € M(F) et toutc > 1;
2) X(c,¢,D,m,m") < exp(—ec’)a(m)R a(m")R 6p(m)% 6p(m’)% EM(m)EM(m’)

pour tous m, m’ € M(F) et tout ¢’ > ¢ > 1.

DEmonsTrATION. — Pour ¢ € Net x € F on pose
valc(x) = min (0, valg(x) + ).
Pour u € U(F)/U(F). on définit

r—1

valc(u) = Z val, (Tr (h(uvl-, v_i_l))).

i=0

Montrons qu’il existe un réel D tel que 'on ait la majoration

*) fLI(F)C EC(vum)o(vum)P do

< (e = vale()) " g™ o(m)™" dp(m)* EM ()

pour tout m € M(F), tout ¢ > 1 et tout u € U(F).
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Pour a € A(F)N K on peut remplacer Z¢(vum) et o(vum) par E¢(avuma=")
et o(avuma~') et on peut alors intégrer sur A(F) N K. Puisque 2 commute & m
et normalise U(F)., on obtient

f 2C(vum)o(vum)P dv <« f 2¢(waua " m)o(vaua " 'm)P dvda.
U(F), U(F)c

A(F)NK
L'application
A(F)NK — U(F)/U(F)., av+— aua™!

a son image incluse dans U(F)._yalu)/U(F). et son jacobien est borné
vale

par g, @) On en déduit que

f 2C(vum)o(vum)P dv <« q;ah(”)f 28 (vm)o(vm)P do.
U(F)c U(F)c—valg(u)

La proposition 13.0.4 permet alors d’obtenir la majoration (*).

Dans les expressions définissant X(c, D, m, m’) et X(c’,c, D, m, m’), on peut
écrire l'intégrale sur U(F) (resp. U(F) — U(F).) comme une double intégrale
sur U(F). et U(F)/U(F). (resp. U(F). et (U(F) — U(F)y)/U(F).). D’apres (*),
pour tous m, m’ € M(F) et pour tous ¢’ > ¢ > 1, on a les majorations

X(c, D, m,m’") < a(m)Ra(m')Rop(m)? 5p(m’) EM(m)EM ()
f qivau”)(c - Valc(u))D1 du,
U(F)/U(F),
X(c,e,D,m,m’") < G(W)Rff(m')Rép(m)% 5P(m')%5M(m)5M(m')
qzvalf(”)(c - Valc(u))D1 du.

L (F)=U(F) [U(F)c

Les deux majorations de "énoncé découlent alors des majorations suivantes

f qivah(x)(c - Valc(x))Dldx < P2,
Flore

f q?vah(x)(c - valc(x))D1 dx < exp(—ec’)
(F=ps<) ;¢
qui sont vérifiées pour certains réels D, et € > 0 a

Soient D, C > 0, ¢ > 0 trois réels et N > 1 un entier. Posons

(e, C,N, D) = f 15 (1) EM(m) ES ()
M(F) JU(F),

xn(m) 6p(m)_%a(u)Da(m)D dudm.
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LemME 13.0.8. — Cette expression est convergente. Le réel D étant fixé, pour tout
réel R, il existe un réel p > 0 tel que

x(c,C,N, D) < exp(—cR) NR
pour tout ¢ > 0, N > 1 et tout C tel que C > p(log(N) + c).

DEmonstraTION. — Fixons le réel D. Il existe un réel D’ tel que

1 ,
E°(g) =E%(g7") < EM(mp(g™h) o5(mp(g™h)* 0 (g)”
pour tout g € G(F). En particulier, pour tous m € M(F), u € U(F),ona

ES(um) < EM(m 'my(u™)) 5p(m)2 5ﬁ(mﬁ(u-1))%o(u)0'a(m)13’

En effectuant le changement de variable u +— u~!

sion x(c,C, N, D) est essentiellement majoré par

, on en déduit que l'expres-

f L (1) 85 (1) ()P
U(F),

f EM(m_lmls(u))EM(m)a(m)D+D/1<N(m)dm du
M(F)

pour tout ¢ > 0, pour tout C > 0 et pour tout N > 1.

Réécrivons l'intégrale sur M(F) en un intégrale sur Go(F) et A(F). On a la
majoration o(ago) < o(a)o(go) pour tous a € A(F), go € Go(F). Lintégrale sur
M(F) est donc essentiellement majorée par le produit des intégrales

f wn(@)a(a)P*P da et
A(F)

L - EC0(g0)E(g5" go(m5(1)))a(g0)P P xkn(g0) d o,
0

ol pour m € M(F) on définit go(m) comme 1'unique élément de Go(F) tel que
mgo(m)~t € A(F). Comme on l'a déja vu, la premiere intégrale est essentiel-
lement majorée par N®! pour un certain réel Ry > 0. D’aprés le lemme 12.0.2,
il existe un réel R; tel que la deuxiéme intégrale soit essentiellement majorée,
pour tout u € U(F) et tout N > 1, par

NR2 260(go(m(u))) o(go(mis(10))) .

On a évidemment EGO(go(mp(u))) = :M(mﬁ(u)) pour tout u € U(F). On a
aussi une majoration o(go(mp(u))) < o(u) pour tout u € U(F). On en déduit
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que x(c,C, N, D) est essentiellement majorée par
NRi+R2 f 1o5c(1) 65 (mp(u)) EM(m(u)) o(u)PP*R2 du
U(F)c

pour tout ¢ > 0, tout C > 0 et tout N > 1. Il ne reste plus qu’a évoquer le
lemme 13.0.3 pour obtenir la majoration de I"énoncé i

Soient D et C deux réels et c, ¢, N trois entiers naturels qui vérifient les
conditions C, ¢, ¢, N > 1. Pour m € M(F), h € H(F), u,u’ € U(F) on pose

o(m, h,u,u’,D ,N) = EH(h)EC (u'm)EC (uhu'm)
ien(m) o ()P o(u)P o ()P a(m)P 5p(m)~".

On pose aussi

I(C,N,D):f f o(m, h,u,u’,D,N)du’dudhdm,
M(F) JH(F)U(F). Y U(F)

I(c,c’,N, D) :f f f ¢(m, h,u,u’,D,N)du'dudhdm,
M(F) J H(F)U(F)c J U(F)=U(F)s

I(c,c’,N,C,D)= f f 15>c(hu)p(m, h,u,u’,D,N)du'dudhdm.
M(F)J H(F)U(F)c J U(F)

PRrOPOSITION 13.0.9. — Les expressions ci-dessus sont convergentes et d c et D fixés,
on a les majorations suivantes :

1) Il existe un réel R tel que I(c, N, D) < NX pour tout N > 1.

2) Pour tout réel R, il existe a« > 0 tel que I(c,c’,N, D) < N-R pour tout N > 2
et tout ¢’ > alog(N).

3) Pour tout réel R, il existe a« > 0 tel que I(c,c’,N,C,D) <« N-R pour tout
N > 1, tout ¢’ > 1 et tout C > a(log(N) + ¢’).

DEmonstraTION. — Effectuons dans la premiere intégrale le changement de
variables u’ +— h~'u’h et majorons o(h~'u’h) par a(h)*c(u’). On reconnait
l'intégrale intérieure sur U(F). et U(F) : c’est X(c, D, m, hm). D’apres le 1) du
lemme 13.0.7, il existe un réel R tel que I(c, N, D) soit essentiellement majoré,
pour tout N > 1, par

f f EM (1) EM (lim) EY (m) 0 (m)P R o ()P ey (m) dm .
H(F) JM(F)

L'intégrale intérieure est essentiellement majorée par le produit de

f kn(@)o@PRda et f E(1.30) 2%(g0) 9(g0)> R xex (g0) dgo.
A(F) Go(F)
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La premiere intégrale est essentiellement majorée par une puissance de N.
D’apres le lemme 12.0.2, il existe un réel R’ telle que la deuxieme intégrale
soit essentiellement majorée par Z¢0(h)o(h)X' NX'. D’apres le lemme 12.0.3,
l'intégrale

f E9(h) EF (h) o (h)P+R d
H(F)

est convergente. On en déduit la premiere majoration de la proposition. En
utilisant le 2. du lemme 13.0.7 pour majorer l'intégrale intérieure sur U(F).
et U(F) dans I(c, c’, N, D) et en effectuant les méme manipulations que pré-
cédemment on obtient la méme majoration multipliée par exp(—ec’) pour un
certain € > 0. On en déduit la deuxieme majoration de 1’énoncé.

On a la majoration
I(c,c’,N,C, D) < I(max(c, ¢’), max(c, ¢’), N, C, D).

Pour établir 3), il suffit de majorer I(c,c,N,C,D) a D fixé. Introduisons un
parametre b > 0 que l'on précisera plus tard. L'expression I(c,c, N, C,D)
est majorée par la somme de deux intégrales similaires I5,(c,c, N, C, D) et
I.p(c,c,N,C,D) ot on a échangé le terme 1,-c(hu) par les termes 1,5,(h)
et 1,<5(h)155c-p(u) respectivement. D’aprés la proposition 13.0.4, il existe un
réel D’ tel que Isp(c, ¢, N, C, D) soit essentiellement majoré, pour tout N > 1
et tous ¢, C, b > 0, par le produit d"une puissance de c et de

f f 1o (1) EH (1) EM () ZM ) e (1) 0 () () dm
H(F) J M(F)

On peut, comme on l'a déja fait plusieurs fois, décomposer l'intégrale sur
M(F) en un produit d'une intégrale sur A(F) et d’une intégrale sur Go(F).
Comme on l'a aussi vu plusieurs fois, 'intégrale sur A(F) est essentiellement
majorée par une puissance de N. On reconnait l'intégrale sur Go(F) : c’est
I'(N, D’, b). Cette intégrale est majorée par le lemme 12.0.5.

Alliant cette majoration aux précédentes, on en déduit qu’il existe des
réels Rj et €1 > 0 tels que Isy(c,c, N, C, D) soit essentiellement majorée
par ¢RI NRi exp(—€1b) pour tout N > 1 et tous ¢, C, b > 0. En particulier, pour

- (R + R1)log(N) + Rq log(c)
€1 !

I'expression Izp(c,c, N,C, D) est essentiellement majorée par N R On fait
dorénavant ce choix pour b.

Il reste a majorer I.;(c, ¢, N, C, D). On effectue les changements de variable
u'  hu'h~! et u — uu’~t. On majore o(uu’"') par o(u)o(u’) et Isc_p(uu'"")
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par 1;%(c—b)(”) + 1;%((:—1;)(”/)- On obtient ainsi que I.;(c, c, N, C, D) est essen-
tiellement majoré par l'intégrale sur H(F) du produit de 1,,(h)ZH (h)a(h)P
et de l'intégrale

f f f (Is(c=by2(u) + 1s(c—p)2(u”))
M(F) JU(F). JU(F),

26 (u'm)EC (uhm)xn(m)o(u’)?P o(u)P o(m)P

op(m) Y dudu’ dm,

pour tout ¢ > 0, tout C > 0 et tout N > 1. Cette intégrale est somme de deux
intégrales similaires. Il suffit donc de borner 1'une des deux.

Considérons l'intégrale olt on a fait disparaitre le terme 1,1 (c—p)(1); on
reconnait l'intégrale sur u : c’est X(c, D, hm). D’apres le lemme 13.0.7, elle est
essentiellement majorée par

cR2EM(hm) 61)(77’1)% a(m)ke

pour un certain réel Ry. On en déduit que I.;(c, ¢, N, C, D) est essentiellement
majorée par l'intégrale sur H(F) du produit de cR21,.,(h) " (h)o(h)P et de
l'intégrale

f f 12(%C_b)(u)EM(hm)EG(u’m)
1
ME) JUE) ren(m) o (u')?P 5 (m)PHR28p(m) "3 du dm
pour tout ¢, pour tout C > 0 et pour tout N > 1. Il existe un réel §; tel que
EM(mm’) < exp (B10(m))EM(m’)

pour tous m, m’ € M(F). L'intégrale précédente est donc essentiellement ma-
jorée par le produit de exp(Bi0(h)) et de x(c, %(C —b),N,2D). D’apres le
lemme 13.0.8, pour tout réel R’, il existe un réel a; tel que ce dernier terme
soit essentiellement majoré par exp(—cR)N~R pour tout N > 1 et pour tous
¢ >0, C > 0 vérifiant C — b > a1(log(N) + c). L'intégrale sur H(F) de

Lo<p()E" (1) a(h)? exp (Bro(h))

est majorée par le produit de bP exp(B1b) et de

f 1,<()dh.
H(F)
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D’aprés I'inégalité 4.3 (1) de [32], cette intégrale est essentiellement majorée
par exp(Rszb) pour un certain réel R3. Au final, I.,(c, ¢, N, C, D) est essentiel-
lement majoré par
cRe exp(—cR’)N'RlbD exp ((B1 + R3)b)
pour tout N > 1 et tous ¢ > 0, C > 0 vérifiant
C-b > ai(log(N) +c).

D’apres notre choix de b, le terme bP exp((1 + R3)b) est essentiellement ma-
jorée par le produit d'une puissance de c et de N(R*R)/Ce)_ La puissance
de ¢ multipliée par ¢ exp(—cR’) est essentiellement majorée par 1. Pour
R’ =R+ (R + R1)/(2€1), on obtient la majoration de 1’énoncé i
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CHAPITRE 14

ENTRELACEMENTS TEMPERES

Soient © € Temp(G), 0 € Temp(H) et fixons des produits scalaires invariants

sur E; et E;. Poure,e’ € Ex, €,€’ € E; et c € N, on pose
Lrocle€ ®ee®e)= f (o(h)e’, €) (e, m(hu)e) E(u)dudh
H(F)U(F)c

(on renvoie au chapitre 13 pour la définition de U(F).). D’apres le corol-
laire 13.0.5, Zr,4,c(€’ ® €/, € ® ¢) est défini par une intégrale convergente.

Pour tout réel ¢’ > 0, notons wa(c’) I'ensemble des a € A(F) qui vérifient
valp(a; —1) > c’pouri=1,...,r.
LEMME 14.0.1. — Soit ¢’ > 0 un réel. Alors il existe un réel co > 0 tel que pour
tout m € Temp(G), tout 0 € Temp(H), tous e, e’ € E;’A(C ), tous €,€’ € E; et
tout ¢ > co, on ait

Lroc(e€®e,e®e)=Lrgc (€ @, e®e).

DEMONSTRATION. — Fixons ¢’ > 0. Soiente, e’ € E,‘;’A(C’) ete,e¢’ € E;.Onaalors,
pour tout c > 0,

Lroc(e€f ®ee®e)= f (o(h)e’, €) (e, m(hu)e)
H(F)U(F)c
f E(aua™Vydadudh.
wa(c’)

Il existe un réel ¢y > 0, tel que fCUA ) &(aua")da = 0 pour tout u appartenant
a U(F) — U(F)c,, ce qui permet de conclure 1|

Posons
Lrol€®@e,e®e)=1lim %L, (e ®ee®e).
C—00
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Pour tous h,h' € H(F), u,u’ € U(F),e,e’ € E;, €, € E;,ona
Lro(0(W)e ® m(hu)e’, e ® (u')e)
= ) L€ @, a(h e ® m(h'Ye).

Il est alors facile de vérifier que £, # 0 entraine Hompy (7, 0) # 0. L'objectif
de ce chapitre est d’établir la réciproque.

14.1. Un lemme sur les entrelacements

Fixons des données (w;)i=o,... ¢, Po, PH, Ao, An comme dans le chapitre 11
et des compacts-ouverts Cy C Go(F) et Cy € H(F) qui vérifient la conclusion
de la proposition 11.0.4. On peut toujours supposer (ce que l'on fait) que

CuAp=Ch et A;Co=Co.
On a alors Go(F) = Cg Aj; Aj Co et M(F) = Cy A}, Aj A(F) Co. Posons
Py = PoAU et AO,G =AAy.

Ce sont respectivement un sous-groupe parabolique minimal et un tore dé-
ployé maximal de G. On note A{ . 'ensemble des éléments de Ao g(F) qui
contractent Py (F). On pose

A =ALIAY, AN =AJIAL, AL = A(J;,G/A(l),c,

que l'on identifie a des sous-ensembles de A}, Ag et Aac via le choix de
sections.

LEMME 14.1.1. — Soient T'y et I'; des sous-groupes compacts-ouverts de G(F) et H(F)
respectivement. Il existe un sous-ensemble compact-ouvert Cpr C M(F) et des sous-
groupes ouverts K1 C K, Ko C Ky tels que, pour tous m € Irr(G), o € Irr(H) et tout
¢ e Hompy s(7, 0), on ait :

1) Pour tout e € E? et pour tout m € M(F) — CHAEAS,G Cum,
{(n(m)e) =0.
2) Pour tous e € Eil, eV e Egzv ettoush € CyAT,, me Aac Cm,ona
(e¥, €(r(hm)e)) = (0" (ex,) 0¥ (h™1)eY, t(m(ek,) m(m)e)).
DEmonstrATION. — 1) Pour m € M(F) et une décomposition

m = kHlZHaoako,
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14.2. ENTRELACEMENTS DANS UNE FAMILLE D’'INDUITES 135

avec ky € Cy, ko € Co, ap € A}, a0 € Af eta € A(F), on a alors
{(n(m)e) = a(kpap) {(m(agako)e).
Puisque Cp est compact, il suffit de montrer qu’il existe un compact Cy
contenu dans Ao g(F), ne dépendant que de I', tel que ¢(m(a)e) = 0 pour
touta € AJA(F) — Al . Co ettoute € E?. Il existe certainement un compact
Co,c C Ag,g(F) tel que pour touta € ASA(F) - Ag  Co,G on ait
aT1a ' n(U(F)-Ker&) # @

(on utilise ici le fait que vg = %(ul + u_1) avec les notations du chapitre 11).
Pour un tel 2 et u € aT'1a~' N (U(F) — Ker &), on a alors

{(r(a)e) = €(r(ua)e) = E(u) ((m(a)e),
d’ot £(7t(a)e) = 0.

2) Cette partie résulte du fait que, d’apres le lemme 11.0.1, I'application
produit U X Py X Pg g — G est submersive a l'origine. 1|

14.2. Entrelacements dans une famille d’induites

Fixons un sous-groupe de Levi minimal de H défini sur F ainsi qu'un
sous-groupe compact spécial Ky de H(F) en bonne position par rapport a ce
sous-groupe de Levi minimal. Soient

Q=LUg et R=SUg

des sous-groupes paraboliques semi-standards de G et H respectivement et
p et T des représentations irréductibles de la série discrete de L(F) et S(F)
respectivement.

Pour tous A € idl} et u € idlg r on note
e _H
Ty = ZQ(P)\) et ou=1p (Ty)'
Les représentations 1, se réalisent dans un espace commun & 8 0 de fonctions
sur K et les représentations o, se réalisent dans un espace commun 3{11? . de
fonctions sur K. On peut munir comme au § 1.5 ces deux espaces de produits
scalaires invariants. On utilise ces produits scalaires pour définir les formes
sesquilinéaires £r, ;, pour tout (A, p) € id;  Xidg .. On notera
A= m(py) et p m(ty)

les mesures de Plancherel.
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PROPOSITION 14.2.1. — On conserve les notations précédentes. Alors :
1) Pour tous e, e’ € KS 0 ete, e € %gﬂ la fonction
(A, 1) — Ly o, (€ @ €€ @ 0)
. o .
est analytique sur isl] p X islg .

2) S’il existe Ag € isd] et g € id p tels que Ly # 0, alors on a

Ag9ug
Lryo, 0

pour tout A € id] p et tout € id .

G

Qp
et tout € idlg  on a, pour ¢ assez grand,

DéMoONSTRATION. — 1) Fixons e, e’ € X7 ete, € € %ET. Pour tout A € id]

S,Pm,g“(e’ ®e,e®e)= Sme,OH,C(e’ ®e,e®e).

On peut choisir un entier ¢g a partir duquel 1'égalité précédente est vérifiée
qui ne dépend que des stabilisateurs de e et e’ dans A(F) N K. Par conséquent,
on peut trouver un entier ¢ tel que 1'égalité soit vérifiée simultanément pour
tout (A, u). On a alors, pour tout (A, u) € iszﬂ*L,F X i@ﬂ*S,P,

Lryo,(€ ®e,e®e) = f (ou(h)e’, €)(e, ma(hu)e) E(u)dudh
H(F)U(F)c

Il suffit de vérifier que cette intégrale est encore uniformément convergente
pour (A, u) dans un voisinage de igl} Xisds C o X9 . Soite > 0pour (A, p)
dans un voisinage assez petit de i} X idl, on a des majorations uniformes

|(oy(h)e’, €)| < exp (ea(h)) 2H(n), |(¢/, ma(hu)e)| < exp (ea(hu))E S(hu)

pour tout i € H(F) et pour tout u € U(F). Il suffit donc de vérifier que pour €
assez petit 'intégrale suivante est absolument convergente

f exp (e(o(h) + o(hu))) EM (W) EC (hu)dh du.
H(F)U(F).

C’est une conséquence de la proposition 13.0.6 et du lemme 12.0.1.

2) On s’inspire ici grandement de la démonstration de la proposition 6.4.1
de [26]. On suppose que la fonction (A, u) = £r, 5, n'est pas identiquement
nulle et on veut montrer qu’elle est non nulle en (0, 0).

Soient ¢ € %G ete € S’{G tels que (e,e) = (€,€) = 1 et tels que l'ordre
d’annulation en (0 0)de (A, y) = Zr,0,(€®e, €®e) soit minimal. Reprenons
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les notations du paragraphe 1.7 o1 I'on a défini les ensembles €(p) et E(7).
Soient ¢ et ¢ des fonctions C* sur id] et id . respectivement qui vérifient :

a (w1 Supp(¢) + 1) N Supp(¢) = @ pour tout (w, u) € E(p) — {(1d, 0)},
(w1 Supp(¥) + 1) N Supp(y) = @ pour tout (w, p) € €(t) — {(1d, 0)}.

On définit une fonction @ sur G(F) par la formule

D(g) = f&q* . qb(/\)gb(y)m(pA)m(Ty)i/’m,g“(e ®mi(g)e, €® e)dy dA.

A g fixé, il existe un c assez grand de sorte que 'on ait

gnmy(e ® mi(g)e, e ®e)
=f (ou(h)e, €)(ma(g)e, ma(hu)e) E(u)dudh
H(F)U(F)c

our tous A € id; et u € idt .. Pour un tel ¢, on a alors
p LFCtH S,F

o= [ eemen ) (o
ist; ity . JH(F)U(F). -
(ma(9)e, ma(hu)e) E(u)dudhdudA.

L'intégrale ci-dessus est absolument convergente, car il existe C > 0 indépen-
dant de A et u tel que pour h € H(F) et u € U(F),

((0u(h)e, €)(ra(g)e, ma(hu)e)| < CEY () EC (hu)
fH(F)LI(P)c EH(h)EC(hu)dhdu est absolument convergente. On

peut donc changer 1'ordre d’intégration et on obtient alors

et l'intégrale

@) (g) = f Fores 7 g) foey () EG) dut
H(F)U(F):

(on reprend ici les notations du § 1.7). Montrons que l'on a :

(3) I existe un entier co tel que I'égalité (2) soit vérifiée pour tout ¢ > co et
pour tout g € M(F)K.

En effet, 'entier co(g) a partir duquel la formule précédente est vérifiée ne
dépend que d'un sous-groupe compact-ouvert de A(F) N K qui laisse stable e
et 1 (g)e. Comme A(F) commute a M(F), on peut trouver un sous-groupe
compact-ouvert de A(F) qui laisse stable ces éléments pour tout g € M(F)K.

(4) La fonction (m, k) > |®(mk)[>5p(m)~! est intégrable sur M(F) x K.
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En effet, les fonctions f, ¢,¢ et fe ¢,y sont dans S(G(F)) et S(H(F)) respecti-
vement. Par conséquent pour tout réel D’ > 0, tout m € M(F) et tout k € K,
on a une majoration

|d(mk)| < f ESuh 'm)ER (W) o(uh ™ m) P a(h)™P" dh du.
H(F)U(F)

D’apres le lemme II.4.5 de [28], pour tout D > 0, il existe D’ > 0 tel que le
terme précédent soit essentiellement majoré par

S5p(m)? fH . EM(hYm)EH(h) o(h~Ym) P (k)P dh.

On a 6p(m) = 6p(a), EM(h~'m) = ES0(h~1g0) et 0(a)? < o(h~'m) pour tout
h € H(F) et tout m = ago € M(F) = A(F)Go(F). 1l suffit donc de montrer que
les deux intégrales suivantes sont absolument convergentes dés que D est
assez grand

f f E(h g0) EF () EC0(h'™! g0) EX (1)

Go(F) JH(F)xH(F) a(h) Pa(h’)y™P dhdh’ dgo
f g(a)_D da.

A(F)

La deuxiéme intégrale ne pose pas de probléeme et d’apres le lemme 12.0.2,
la premiére est essentiellement majorée par

f EH () ER () ER (W) o ()P o(h’) P dhdh’
H(F)xH(F)

qui est une intégrale convergente pour D assez grand.

On peut faire tendre le réel ¢ vers I'infini dans I'égalité (2). Comme on1’a vu
lors de la preuve de (4), le terme sous 'intégrale est intégrable sur H(F)U(F).
On en déduit que, pour tout ¢ € G(F), on a aussi

5) (g) = f Fores (0 H7g) foe () EGD) du d.
H(F)U(F)

Posons

S= f |D(mk) | 5p(m) " dkdm
M(F)xK
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et explicitons cette intégrale en remplagant ® par son expression (5) et @ par
son expression (2). On obtient ainsi, pour tout c > cg,

S = f f f fe’e’(z)(u/h’_lmk)fg,e,(/)(uh_lmk)
M(F)xK JH(F)U(F) J H(F)U(F).

fee,0() fe,ep()Sp(m) & u™)du dhdu’ dh’ dkdm

:f f f feres(N7'Q) fere,0(uh™1g)
G(F) JH(F) JH(F)U(F),
feeqp() fe,e,p()E(u)dudhdh’ dg.

D’apres les majorations déja effectuées, cette triple intégrale est absolument
convergente. L'hypothese (1) permet d’appliquer 1'égalité 1.7 (3). On a donc

f Foeo(WL9) Foun(ui ig)dg = f m(p) |6 (e, mruh1)e)d .
G(F) it

On obtient, apres le changement de variable h’ — ki,

2
) ’ h
’ ‘L(F) ‘[H(F)LI(F)C \[igng m(p/\)|¢()\)| (e T(A(u )6)
feep(h1') fee () E)dAdudhdn’.

L'intégrale ci-dessus est encore absolument convergente. Appliquons a nou-
veau l'égalité 1.7 (3)

f fe,e,¢(hh')fe,e,¢(h)dh=f m(t) [P () (0, (e, €)du
H(F) id

S,F

On en déduit que

©s=[ [ mom@lef vl
HEYU(F), Jis; xist . _
7 (oulh)e, €)(e, ma(uh)e) E(u)dAdududh

_ f (o) m(t) [P Ly o, (€ @ e, € @ ) dA .
iy pxislg p

Soient I'1 € K etI'; C Ky des sous-groupes ouverts distingués stabilisant e
et €. Soient Cp; € M(F) un compact et K1 C K, K, € Ky des sous-groupes ou-
verts qui vérifient les conclusions du lemme 14.1.1. On peut toujours supposer
que A(l)’GCM = Cym. Puisque pour tout (A, u) € isﬂzf X isﬁ’;f ona

gT[A,Up € HomH,é(ET[/\/ EO"U) ® HomH,E(ETl,\/ EG“)/
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le 1) du lemme 14.1.1 implique que le support de (m, k) = ®(mk) est contenu
dans (CHAEAECM) x K.
Soient 351 et BX2 des bases orthonormales de (3{8 p)Kl et (K1 )X res-

pectivement. D’apres le 2) du lemme 14.1.1, pour tout m = kyagacky dans
CHAEAE Cpm ettoutk € K, on a

O(mk)= Y Feelackmk, kiar)

e’eBK1 erepka

ol on a posé, pour ¢’ € BK1 et e’ € B2,

Foelg= [ opm(p) ()% (e @, @)

o
o (ma(8)e, e’)(ou(h)e’, e)dAdp.
Soit
F= Y Foe.
e’epk1
e'exk2

D’apres ce qui précede, le 3) du lemme 11.0.5 et le fait que 6p Op, = 0p, ¢,
on a une majoration

S <« Z 5P0,c(aG>_16PH(aH)_1f |F(IZGkMk,kHlZH)|2dkdkMdkH,
+ CyXxCpxK
uGGAG
uHGAE

ot1 la constante implicite ne dépend pas de ¢ et 1).
Soit C; un sous-ensemble compact de G(F) qui contient CyK. On a alors

f |F(ag knk, ke ap) | dk dkyy diy
CyXCpmxK
< f |F(aGkG,kHaH)|2dedkH
CHXCG
< f |F(kL ag k2, kL ar k2)[? dil Ak dkl, d .
(Ch)*x(Cg)?
Pour toute fonction f intégrable et mesurable sur G(F) on a

fK . f@)dg= > mes(KagK) fK _Skiack)dk dke.

+
0,G ﬂGEAG

D’apres [28, I(5)], on a 61)0’6(&@)_1 < mes(KagK) pour tout ag € Al .. Les
mémes résultats sont bien siir valables pour H(F). On en déduit, pour toute
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fonction f mesurable et de carré intégrable sur G(F) X H(F), la majoration

> omgac) op (an) !

+
ﬂGEAG

apeAl; f( ey | F(kLagk?, kL apk?)[* dkL dk2 kL, dk2,
H)"X(LG

<<f | F(g, )" dhdg
G(F)xH(F)

En particulier, on a

7) S < f |F(g,h)[*dhdg,
G(F)xH(F)

la constante implicite ne dépendant pas de ¢ et 1).

. * . * . 2z P .
Pour (A, u) € id LE X id S F/ considérons la représentation

_ :GxH
Ty ROy, = 1QxR(p/\ ®oy).
Avec les notations du § 1.7, on a alors Ferer = ferge eoep,r . OU

§0e’,e’(/\/ [J) = QD(A)E[’(‘U)S&L\,OM (6 ®e,e'® 6)

pour tout (A, u) € id] o X id . D’aprés 'hypothese (1) faite sur les sup-
ports de ¢ et ¢ et 1.7 (3), les fonctions (Fprer)yregi ¢regzk: forment une famille
orthogonale pour le produit scalaire L? et la norme L? de Fo¢ est égale a

f oV [ ()’ |y, (e®@e, € ® ) duda.

SﬂLFXi.QQ;/F
On en déduit que
f IF(g, 1) Pdgdh = f 6O - [9(w) P m(pa)ym(z,)
G(F)xH(F) isl st

( Z | L0, (e@e, € ® e)|2) dAdpu.
e’exk
e’exk2
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D’apres 1’égalité (6) et 'inégalité (7), il existe une constante C, telle que pour
tous ¢ et 1 qui vérifient I'hypothese (1), on a

| ()| G [P o B¢ @ e)dAdy

L eXidlg

<C f oWF [l m(paym(z)
i *L,FXZ&Q’;,F ,
Z | %0, (e @€, € ®@e)["dAdpu.

e’eBk1
e'exka

Pour presque tout A € id] p il existe un voisinage w, de A tel que
(wlwy + pNwy =
pour tout (w, 1) € E(p)—{(Id,0)}. On a le méme résultat sur id . Onadonc
I'inégalité
Lryoe®e,e®e)<C Z | %0, (e @€ ® e)|2

e’egk1
e’ exka

pour tout (A, u) € id} X idy .. Puisque € et e ont été choisis tels que I'ordre
d’annulation en (0,0) de (A, 1) = £r, 4,(€ ® ¢, € ® e) soit minimal, on déduit
de I'inégalité précédente que Ly, 5, (e ® e, e ®e) # 0 i

PrOPOSITION 14.2.2. — 1) Soient Ag € idl] et po € isdy p tels que Ly, 5, # 0. 11
existe alors un unique couple (1, 6”) constitué de sous-représentations irréductibles
de 1, et 0, respectivement tel que Lo # 0.

2) Soit 0 € Temp(H) et supposons que £y, . pour A € idl] ;. ne soit pas
identiquement nulle, alors

a) Pour tout A € id} p, Lr, ; est non nul ;

b) Il existe des familles finies (€;)i=1,...,n et (e;)i=1,,,,,n d’éléments de E;, des familles
finies (e;)i=1,... n et (€))i=1,...,n d'éléments de 3{8,1 et une famille finie (¢;)i=1,..n
de fonctions holomorphes sur un voisinage de i} p dans s / ngZ,F/ telles que
pour tout A € id} , on ait

n
Z Pi(AM) L, o(€:®el, e ®e;) = 1.
i=1

DémonsTrATION. — 1) On ne perd rien a supposer que (Ao, o) = (0,0). Eta-
blissons d’abord la propriété suivante :
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, G ’ H
(1) Pour touse’,e € S’{Q/p et pour tous €’,€ € K, ona

| Lrg,00(6’ ® €, 6 @ €) |2 = |Lro,00(€ ® €6’ @€ |Lry (e ®E, e ®E)|

En effet, d’apres le 1) de la proposition précédente, il suffit de vérifier la
méme égalité en remplagant 7¢ et oo par 7 et 0, pour (A, u) dans un ouvert
dense de idl} p X isl . On peut donc supposer 7, et o, irréductibles. Mais
alors dim Hompy ¢(7a, 0,) < 1etil existe £ € Hompy ¢(p, 0,) et ¢ € Ctels que
pour tous e’ e € ‘%8,9 ettous €’ e € ‘%zlg,w ona

Lryo,(e @€ e®€) = c(te), €) (€, t(e)).

L'égalité (1) est alors facile a vérifier. L'existence d'un couple comme dans
I’énoncé est évidente. Supposons donc qu'il existe deux tels couples (7’, o”)
et (1", 0”). D’apres (1), on peut trouver ey € E» C %S,P etep € Epn C %S,p’
e1€Ey C %ET etey € Egn C %lljﬂ tels que

Lrpo(e1®€1,e1®€1) #0 et Ly o.(e2®€2,e2Q€2) #0.

D’apres (1), on a aussi Ly, 5,(e1 ® €2,e2 ® €1) # 0. Or " # 1’ ou ¢’ # ¢”.
Dans le premier cas, E,+ et E» sont orthogonaux pour le produit scalaire et
dans le deuxiéme cas, E, et E;» sont orthogonaux pour le produit scalaire.
Dans les deux cas, il s’ensuit que £y, 5,(e1 ® €2, €2 ® €1) = 0. On aboutit donc
a une contradiction.

2) On peut supposer que o est une sous-représentation de op. La fonction
A = £y, s est non nulle sur un ouvert non vide de id; .. D’apres le 1),
cela implique que pour toute autre sous-représentation o’ de 0¢ la fonction
A = £r o s’annule sur un ouvert non vide. Comme elle est analytique,
d’aprés la proposition précédente, elle est donc identiquement nulle. Par
conséquent, d’apres le 2) de la proposition précédente, la fonction A = £, »
n’est jamais nulle. Cela prouve a).

On peut donc certainement trouver des familles finies (€;)=1,....n et (€})i=1,...n
d’éléments de E;, et des familles finies (e;)i=1,..n et (e))i=1,..,n d’éléments
de %S’T telles que pour tout A € igl] - la famille

/ ’
(Lryole; @] ei®@en)
contienne un élément non nul. Pouri =1, ..., n les fonctions
. ’ ’
Vit Ar— Ly (€ ®el, € ®e;)
admettent un prolongement holomorphe, encore noté 1;, dans un voisi-

nage de iﬂi,p dans sﬂz/c/i&qu. Les fonctions A — ;(A) = 1/)1-(—%) pour A
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dans idl; admettent donc aussi un prolongement holomorphe dans un voisi-
nage de id] . Pour obtenir le b), il suffit de prendre pouri=1,...,n

i) = (D [winP) ™ 0
i=1

14.3. Tout entrelacement est tempéré

TuEOREME 14.3.1. — Soient 1 € Temp(G) et 0 € Temp(H). Alorsona £y, # 0
si et seulement si Hompy (7, o) # 0.

DEmMoNsTRATION. — D’apres une remarque déja faite, il suffit d’établir que si
Homgy (7, 0) # 0alors £, ; # 0. Soit donc £ € Homp (7, 0) non nul. Il existe
des sous-groupes paraboliques semi-standards Q = LUgetR = SUsde GetH
respectivement et des représentations irréductibles p, T de la série discrete de
L(F) et S(F) tels qu’avec les notations du paragraphe 14.2, et ¢ soient des
sous-représentations de 7 et oo. Soient ¢ € C¥(idl] p)ete, e’ € ‘%S,p‘ On pose
f = fe,r¢- Soient € € E; eteg € Er.
(1) L'intégrale I(€, eq, f) = fG(F)(e, t(ri(g)eo)) f(g)dg converge absolument.

En effet, on décompose l'intégrale en

f |(e, t(m(umk)eo))| - | f(umk)|6p(m)~ dkdm du.
U(F)xM(F)xK

Puisque f est invariante a droite par un sous-groupe compact-ouvert et que
le stabilisateur de eg est ouvert, on peut oublier I'intégrale sur K. On a

(e, E(r(ug)en))| = |(e, t(m(g)en))|
pour tout u € U(F) et ¢ € G(F). La fonction f appartient a S(G(F)), d’apres la
proposition I.4.5 de [28]. On a donc pour tout d > 0

f | Fum)|du < 6p(m)2 EM(m) o (m)™
U(F)

pour tout m € M(F). Il suffit donc de montrer que pour d assez grand 1'inté-
grale suivante converge

f (e, é’(n(m)eo))|EM(m)6p(m)‘%a(m)‘d dm.
M(F)

Appliquons le lemme 14.1.1 a des sous-groupes ouverts I'1 C K et I, € Ky
qui laissent stables eg et €. On en déduit I'existence d"un compact Cpy € M(F)
et de sous-groupes ouverts K; C K, K, € Ky qui vérifient les conclusions de
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ce lemme. On peut toujours supposer que A(l) cCm = Cum. Alors l'intégrale

précédente est a support dans Cy Aj; AL Cy. D’apres le 2) du lemme 14.1.1,

pour tout m = kyagackm € Cu Aj; AE Cm, on a une majoration
(e, L(ne(m)e))| < EC(ac)E (an).

Pour ag € Ap,c(F), on note (ag)o I'unique élément de Ay(F) tel que llc(ac)a 1
soit dans A(F). On a alors pour tous ag € Ao c(F) et h € H(F) la majoration

1 1
o(ac(ac)al)z o(h(ag))? < a(hag).
D’apres le 3) du lemme 11.0.5, on a donc la majoration

o(ac)? < U((QG)O)%U(QG(QG)(;])% < o(kgapacky)

pour tous ag € A ., an € Aj}, kn € Cp et ky € Cyp. D’apreés le lemme 11.0.5,

on a aussi, pour tous ag € Aj -, an € A},
mes(CyapacCym) = mes(Chag(ac)oCm)
_ -1 _ _
< dpy(an) opy((ac)) " = Opy(an) " 6py cam(ag) ™.

Par conséquent, on a
f |(e,é’(n(m)eo))|EM(m)(Sp(m)‘%a(m)‘d dm
M(F)

< Z 6py cnm(aG) " p,, (ap) ™
ﬁGE/\+ —_ — — 1 1
anens,  B9ac)EM(am) EM(anac)op(ac) Zo(ag) 2",

D’apres le lemme 11.0.5, on a
EM(anac) = E%(an(ac)) < E(an)E((ac)o) = E*(am) EM (ac)

pour tout ay € Aj; et pour tout ag € Af. La somme ci-dessus est donc
essentiellement majorée par le produit des deux sommes

D opylam) B ) B (an),
aHeAE
- 1 - _1

D opyeom(ac) op(ac)F E(a) EM(ac) o(ac) 2.

aGeAE
D’aprés le lemme 12.0.1 et la majoration 2 (ay) < 6pH(aH)%a(aH)d' pour
un certain réel d’, la premiére somme converge absolument. D’apres le
lemme I1.1.1 de [28], il existe des réels d1, d; tels qu’on ait des majorations

— 1 —_ 1
EC(ag) < 0py.(ac)20(ag)™ et EM(ag) < 6pyonmlac)ia(ac)™
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pour tout ag € Af. Puisque 6p,, = Op,;nmOp, la deuxiéme somme est essen-

tiellement majorée par
Z a(ac)dﬁdz—%d

ag EAE
qui est une série absolument convergente pour d assez grand.

On peut calculer I(g, ep, f) de deux fagons. La premiere consiste a choisir
une suite exhaustive de sous-ensembles compact-ouverts K-bi-invariants (€,,)
de G(F) et de calculer I(€, eg, f) comme la limite de 'intégrale restreinte a (),
lorsque n tend vers 'infini. On trouve alors que

(2) I(e, e, f) = (e, {’(n(f)eo)).

On peut aussi écrire

te,e0, )= | ) J . | [ (e (raziioe)

f(uagok) op(a) ' &(u)dadk dgodu.

Puisque f est bi-invariante par un sous-groupe compact-ouvert de A(F), il
existe un entier c tel que I'intégrale intérieure soit nulle pour u € U(F)—U(F).
(cf. preuve du lemme 14.0.1). On a alors

I(e, e, f) = ff f f e 5 n(haggk)eo))
A(F) JH(F)\Go(F) v H(F)U(F).

f(uhagok)op(a)~ Le(uw)dudh dgodadk,

et

f (e, t(mt(hagok)eo)) f(uhagok)E(u)dudh
H(F)U(F).

:f f d(A)m(pr)(ma(uhagok)e’, e)
H(F)U(F), Jist; ,
"~ (e,0(h)t(n(agok)e)) E(u)dAdudh.

Comme on I’a déja vérifié dans la preuve précédente, ce genre d’intégrales
est absolument convergente. En permutant les deux intégrales, on voit appa-
raitre le terme

Ly o.c(€ ® ma(agok)e’, ((m(agok)en) ® e).

On peut prendre c aussi grand que I'on veut et comme déja expliqué dans la
preuve de la proposition 14.2.1, on peut choisir ¢ tel que pour tous a € A(F),
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g0 € Go(F), k € Kettout A € id] , on ait

Lrroc(€® malagok)e’, €(rm(agok)eo) ® e)
= P, o(€e ® ma(agok)e’, ((r(agok)en) ® e).

(Car A commute a A Gg = M.) On en déduit que

® teawn=| [ ) | e f (D)m(py)

Ly o(€® n;\(agok)e L (r(agok)eg) ® e)
op(a) tdudhdgodadk.
Choisissons € € E; et eg € E tels que (£(ep), €) # 0. On applique les calculs
précédents au casolie = e’ = ¢ et ¢ a support dans un voisinage w assez petit
de 0 tel que ¢(0) # 0. Alors 1(f)eg est un multiple non nul de eg. D’apres (2),
I(e, ep, f) nest pas nulle. Alors (3) implique 1'existence de A tel que £, ; ne
soit pas nul.

D’apres la proposition 14.2.1 , £r,,s, N'est pas nul non plus. Si 7g et o9
sont irréductibles alors ™ = 7, 0 = 0p et on a ce que 'on voulait. Sinon
d’apres la proposition 14.2.2, 1), il existe un unique couple (7, ¢’) de sous-
représentations irréductibles de mg et g tel que £/ soit non nul.

Soient alors e; € E» C %Sm eteg € Ey C 3’{1?,1 tels que

gnolgo(el ®e1,€e1®e1) % 0.

Quitte a restreindre w, on peut supposer que £y, (€1 ® e1, €1 ® 1) est non
nul pour tout A € w. Soit ¢’ la fonction a support dans w définie par

(Pl(A) = (i)(A)gT[,\,Uo(e ®e,€1® 60)871)”00(61 ®e,€1Q el)_l
Posons f’ = fe, ¢y,¢7- On a alors I'égalité
4) I(e,eo, f)=1(e1, €0, f).

En effet, d’apres (3) il suffit de vérifier que pour tout A € id] . et ¢ € G(F),
on a l'égalité

Lrr,o0(€ ® €1, €1 ® €0) Lr, o0(€1 ® TA(S)e0, L(T(g)e0) ® €0)
=Ly o0(€1 ® €1, €1 ® €1)Lrr, 0(€ ® TA()e0, L(T(g)e0) ® €0).

Il suffit méme de vérifier 1’égalité précédente en remplacant og par ¢, pour A
et u en position générale. On peut alors supposer 7, et o, irréductibles.
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Alors il existe £ € Homp (114, 0,) et ¢ € C* tels que pour tous e, e’ € Ex,
ete, e’ €E;,,
Lo (€ @€, €®e) = c(£(e’), e)€, L(e)).
Les deux membres de 1'égalité que 1’'on cherche a prouver valent alors
c(L(er), €1) (e, £(e0)) (€1, £(e1)) (£(Ta(g)en), L(m(g)eo))
Cela prouve (4). En particulier on a I(e1, eg, f') # 0. D’apres (2), cela implique
ni(f")ep # 0 donc notamment ¢’(0) # 0. On a par conséquent
Lry,00(€ ®e1,€1 ®eg) # 0.

Mais si 7’ # 1w ou ¢’ # o, il est facile de vérifier que Ly, 4,(€ ® e1, €1 ® ¢9) = 0.
On a donc ’ = i et ¢’ = o et le résultat est démontré. 1|
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CHAPITRE 15

INDUCTION ET MULTIPLICITES

Le but de ce chapitre est de démontrer qu’en un certain sens la multiplicité
m(m, o) est compatible a 1'induction parabolique. Pour cela il est commode
d’étendre un peu la définition de la multiplicité m(m, o).

Soient (V, h)et(V’, h') deux espaces hermitiens de dimension d et d’. On dira
qu’ils sont compatibles si d et d’ sont de parités différentes et si le plus petit des
deux peut s'injecter dans le plus gros.

Supposons que (V, h) et (V’,h’) soient compatibles. Notons G et G’ les
groupes unitaires de V et V' respectivement. Fixons une injection de (V’, h’)
dans (V, k) ou de (V, k) dans (V’, h’) (suivant que d > d’ ou d’ > d). On peut
alors toujours trouver une décomposition

V=V'e'De*(Z,®Z) ou V' =Ve'Det(Z, oZ),

ou D est une droite et Z,, Z_ sont des sous-espaces totalement isotropes.

Soit P = M U le sous-groupe parabolique de G ou G’ (suivant que d > d’
ou d’ > d) qui fixe un drapeau complet de sous-espaces de Z,. On construit
comme au §4 un caractere & de U(F). Soient et 7’ des représentations
irréductibles lisses de G(F) et G’(F) respectivement.

On définit la multiplicité m’(m, 7’) comme étant
m(r, 7’')sid >d etm(n/,n)sid >d.

Cette multiplicité ne dépend pas des divers choix effectués. Dorénavant on
notera aussi m(m, o) cette multiplicité généralisée.

LemME 15.0.1. — Soient (V, h) et (V’, h") deux espaces hermitiens compatibles de
groupes unitaires G et G’ respectivement. Pour 1 € Irr(G) et i’ € Irr(G”) on a

m(nY, V) =m(n, ).
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DfmonsTRATION. — On ne perd rien a supposer que V' C V. Soit 6 un au-
tomorphisme F-linéaire de V tel que h(6u, 6v) = h(v, u) pour tout u,v € V.
On peut certainement trouver un tel élément qui laisse V’ globalement stable.
D’aprés [22], chapitre 4, théoreme IL1, 7" est isomorphe a 7 ott m%(x) =
7(6x67") et de la méme facon 7’ est isomorphe a 7’% ot &’ est la restriction
de 6 a V’. Modulo ces isomorphismes on a les égalités

HOl’l’IH,g(ﬂv, ﬂlv) = Homng(né, ﬂlé’) = HomH,g(n, 7'(,)

et donc l'égalité m(n", n’V) = m(m, ). 0

Soient (V, h) un espace hermitien et W un sous-espace hermitien de V de
sorte que V' et W soient compatibles. Fixons une décomposition orthogonale
V=0Z,®oZ)o* Do+ W

ou Z.,Z_ sont des sous-espaces totalement isotropes et D est une droite.
Fixons aussi un générateur vy de D et posons
r=dim(Z;) = dim(Z_).

Cette situation sera conservée jusqu’au § 15.3 inclus.

Soit k > 1 un entier et introduisons quelques notations relatives a des
sous-groupes de GL;. Pouri=1,...,k:

> On note Qx—;; le sous-groupe parabolique standard de GL; de compo-
sante de Levi standard GL;—_; X GL1 X - - - X GL1 et Uy_; ; son radical unipotent.

> On définit Py_; ; comme le sous-groupe des éléments de Qj—_;; dont les
projections sur les i facteurs GL; sont triviales. En particulier Px_; est le
sous-groupe mirabolique de GL.

> On définit un caractere ¢; de Py_; ;(E) par
k-1

i(p) = v ( Z pijs)

j=k=it1

pour tout p € Px_; ;(E) ol les p; ¢ désignent les coefficients de p.

15.1. Induction de 7 et multiplicité I

Soit Y, un sous-espace totalement isotrope de dimension k de V' ; notons Q
son stabilisateur dans G. C’est un sous-groupe parabolique de G, on note N
son radical unipotent.
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Fixons des sous-espaces Vet Y_, de sorte que
V=Y,0Y )8V,

et notons L la composante de Levi de Q qui stabilise V et Y_. On a alors un
isomorphisme

L~ GL(Y,) x G.
Soient 7T € Temp(é ), 4 € Temp(GL(Y,)), 0 € Temp(H) et posons
= ig(n+ Q7).
ProPoOSITION 15.1.1. — Supposons r = 0. Alors on a
m(m, o) = m(m, o).

DEMoONSTRATION. — Pour tout A € iR/ (1025;—81)2), posons

= ig((ms| det|!) ® 7).
La représentation 7, se réalise par translation a droite sur 1’espace V7, des
fonctions ¢ : G(F) — Vi, ® Vj lisses vérifiant
P(3-n8) =| det(g.)[; 6a(+)! (me(g) @ T p(3)
pour tous g, € GL(Z,), g € G(P), neN(F)etg e G(F).Ona
m(my, 0) = m(m, o)

pour tout A d’apres la proposition 14.2.2, 2-a) et le théoreme 14.3.1 . L'espace
quotient Q(F)\G(F) paramétrise les sous-espaces totalement isotropes de di-
mension k de V. L'action de H(F) sur Q(F)\G(F) admet deux orbites : I'une
ouverte U correspond a I'ensemble des sous-espaces totalement isotropes Y’
de dimension k tels que dim(Y’ N W) = k — 1, 'autre fermée Y correspond
a l’ensemble des sous-espaces totalement isotropes Y’ de dimension k inclus
dans W.

Définissons Vy, 9y comme le sous-espace de V;, des fonctions a support
dans U et notons

mey = VnA/Vn/\,CIL

On a alors la suite exacte de H(F)-représentations

0=V u— Vi, — Vi, 9 = 0.

LEMME 15.1.2. — Ona Hompy(Vr, 9, 0) = 0et Extl(VnA,cy, 0)=0.
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DfmonsTRATION. — On peut toujours supposer que Y, C W. Alors
QNH=Qn=LuNu

est un sous-groupe parabolique de H et on a un isomorphisme de H(F)-
représentations

1 _1 _
Viyy =i, (050" (il det|' @ ) ).

D’apreés le second théoréme d’adjonction de Bernstein, on a
1 1
— 3572 PR
Homp(Vx, 9,0) = Homp,, ((3(22 6Q; (n+| det|* ® 7'(), (G)QH),
1 1
1 _Extl (82572 Ao
Exty, (Vr, oy, 0) = Exty ((3(22 o (r.|det|* ® 7T), (O)QH).
La représentation (0)5, est de longueur finie et puisque o est tempérée, les

caracteres centraux de tous ses sous-quotients ont leur partie réelle dans un

11 _
certain cone. La représentation 6 ééQi(nJrl det|* ® ) est irréductible et son
caractére central n’est pas dans ce cone. On en déduit la nullité des deux
espaces précédents Q

D’apres le lemme on a
HomH(TC}\, 0) = HomH(VTl)\,Cu/ G)-

Quitte a conjuguer, on peut toujours supposer que dim(Y, N W) = k -1 et
donc U = Q(F)\Q(F)H(F). La restriction a H(F) de Vy, « est alors une induite
compacte a partir du sous-groupe H(F) N Q(F). Décrivons plus en détail ce
sous-groupe. On peut fixer une décomposition

W=(.eY)o"D' &-V

ou Y; = Y, NW et D’ est une droite. Soit G le groupe unitaire de D’ & VetQ
le sous-groupe parabolique de H des éléments qui stabilisent Y. On a alors
une décomposition

QI — LI NI
ou L’ est la composante de Levi qui stabilise D" @ VetY ; ce Levi s’identifie
donc naturellement a GL(Y}) X G’. On a alors

QNH=(GL(Y,)xG)N".

1 _
La représentation 6 é(ﬂ+| det|*®n )|o(F)nH(F) Iest pas triviale sur N’(F) mais

elle est triviale sur N é(F) ou N é est le sous-groupe des éléments de N’ qui
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agissent comme l'identité sur D’. On a

NQ:NHH

et c’est un sous-groupe distingué de Q N H. Le quotient (Q(F) N H(F))/N tli(F )
est naturellement un sous-groupe de L(F) = GL(Yy) X é(F ). On peut fixer une
base de Y, de sorte que l'isomorphisme déduit GL(Y;) =~ GLi(E) identifie
(Q(F) N H(P))/N;(F) avec Pi_11(E) X G(F). On a alors un isomorphisme de
H(F)-représentations

H(F)

1
2 A =
(Prct s (EYXC(E)NY(F) (Og7+ldet|Dhpis.0) @ 7)-

Ve, = c-ind
1
D’apres [10, §3.5], la représentation (6én+| det |/\)|pk_1,1(E) possede une filtra-
tion 1
{0} =Tk A CThA C--- C Ty 0 = (5éﬁ+| det|")p, ()
les quotients de cette filtration vérifiant

. 4 Pr11(E) fais s
TN/ Tiv1,0 = C'lndpll;j:].l((E)) (A (0, 74| det|Y) ® ¢;)

ol Ai(één+| det|") désigne la dérivée i-eme de 6én+| det|* (cf. [10, §4.3]).
L'induction a support compact étant un foncteur exact, on en déduit une
filtration

{0} = pksia Cpr € Cpra = Ve
oupouri=1,...,kona

o JH(F) i3 A o=
[Jz,/\/H1+1,/\ =C lnd(Pk_i,i(E)xé(F))Né(F) (A (6Qn+| det|”) ® Vi ® 7—()~

Pouri=1,...,k, soit Qx_; le sous-groupe parabolique de H qui fixe 1'espace
engendré par les k — i premiers vecteurs de la base fixée de Y.. Il admet une
composante de Levi naturellement isomorphe a Resg;r(GLk—;) X Gx—; ott Gy—;

— 1 —
est un groupe unitaire contenant G. La représentation A'(6 57| det Mevien
est triviale sur le radical unipotent de Qj_;. Posons

i = C'md(GLZZ,v,i(E)&P)N;(P))nék_i(‘bi ®n)
On a alors 1

Wi a/ piv1,n = igk_i(Ai(éénJrl det|H ® u').
LEMME 15.1.3. — Pour A générique, onapouri=1,...,k—1

Homp (i /pisin, 0) =0 et Extr(pir/pisin, o) =0.
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1 1 o1
DEMONSTRATION. — On a A’(éénJ,I det|!) = A’(éénJr)I det|! et A’(één+) est
de longueur finie. Par conséquent pour A générique, tous les sous-quotients
de ;i 1/ ui+1,2 ont des supports cuspidaux différents de celui de o i

D’apres le lemme on a donc pour A générique
Homp(n, 0) = Homp (g, z, 0).
1
D’apres [10], on a Ak(éémrl det|") = 1 (car 7, est tempérée donc générique)
et ék_i = Qk-i = H. Par conséquent

(Yr ® 7).

— i qH
Fra =c¢ dePo,k(E)Nw)

La contragrédiente de l'induite & supports compacts d’une représentation
admissible étant I'induite ordinaire de la contragrédiente, on a par réciprocité
de Frobenius

Hompy(n, o) = Homépo,k(E)Né(P)(‘jv' w,;l 7).

Remarquons que Pg x(E)N é(F ) n'est autre que le radical unipotent d’"un sous-

groupe parabolique de H de composante de Levi Resg,r(GL1) X G et que zp;l
posséde alors une définition analogue a celle de & pour une normalisation
convenable. La multiplicité m(7, o) = m(n”,c") est donc la dimension de
'espace Homépolk(E)Né(P)(aV, Y ® TY). D'ott le résultat 1|

15.2. Induction de o et multiplicité
Considérons une décomposition orthogonale
W= (Y+,H ® Y_,H) ot W

ou Y, i et Y_ i sont totalement isotropes. Notons Q le sous-groupe parabo-
lique de H des éléments qui stabilisent Y, g, Ny son radical unipotent et Ly
la composante de Levi qui stabilise Y_ g.

Notons H le groupe unitaire de W. On a alors

Ly = GL(Y, ) X H.
Soient 1t € Temp(G), 0, € Temp(GL(Y,4 1)), 0 € Temp(ﬁ ) et posons
o= igH(oJr ®0).

PrOPOSITION 15.2.1. — Ona m(mw, o) = m(m,d).
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DEmonsTRATION. — Soit (D’, hps) un espace hermitien de dimension 1 en-
gendré par un vecteur v, tel que hp/(vy) = —h(vg). Notons V' la somme
orthogonale de V et D’ et soit G’ son groupe unitaire. Posons

Z,=Z,®E(@wy+vy) et Z =Z_ &E(v—0)).
On a alors
V'=(Z, eZ )t W
et Z', Z! sont des sous-espaces totalement isotropes de V’. Notons P’ le sous-

groupe parabolique de G” des éléments qui stabilisent Z/, et M’ sa composante
de Levi qui stabilise Z’ . On a alors

M’ =GL(Z)) x H.
Fixons une représentation tempérée arbitraire 7/, de GL(Z’). Posons
o' = 1'1(3;,’(7'(’+ ®0).

D’apres la proposition 15.1.1, on a m(m, ¢) = m(mt, ¢’). Soit Q’ le sous-groupe
parabolique de G’ des éléments qui stabilisent Z/, & Y, y et L’ sa composante
de Levi qui stabilise Z” @ Y_ i. On a alors

L'=GU(Z,®Y,u)xH
et on a isomorphisme
o ~ ig,((njr X01)®0).

Appliquant encore la proposition 15.1.1, on a m(mn, ¢’) = m(n, o). 1|

15.3. Induction de 7t et multiplicité II

On reprend ici les hypotheses et notations du paragraphe 15.1 : une décom-
positionV = (Y;@Y_)®'V, ;. € Temp(GL(Y;)), @ € Temp(G), © = ig(n+®ﬁ)
et 0 € Temp(H).

ProposITION 15.3.1. — Ona m(m, o) = m(7, o).

DémMonsTRATION. — On démontre le résultat par récurrence sur dim(V).
Si dim(V) = 1il n'y a rien a dire. Supposons donc le résultat établi pour
tout les couples (V’, W’) avec dim(V’) < dim(V'). Posons

Vi=Z,®oZ_®W,
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soient G’ le groupe unitaire de V’, P’ le sous-groupe parabolique de G" qui
préserve Z, et M’ la composante de Levi qui préserve Z_. On a alors un
isomorphisme naturel
M’ ~ GL(Z,) x H.
Soient 0, € Temp(GL(Z,)) et ’ = ig’,'(mr ® o). D’apres les propositions 15.1.1
et15.2.1,0ona
m(n,o0)=m(n,n’) et m(n,n’)=m(n', 7).

Enfin d’aprés I'hypothese de récurrence appliquée au couple (V’, V), on a
I'égalité m(n’, ™) = m(7, 0), ce qui conclut. i
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CHAPITRE 16

LE DEVELOPPEMENT SPECTRAL

On reprend les hypotheses et notations du chapitre 4 :V, W, P, M, U, &, etc.
Soit 0 € Temp(H) et f € C2°(G(F)) une fonction tres cuspidale. Le but de ce
chapitre est de donner une expression spectrale de

I\IIErlo]N(GU’f)

(on renvoie au chapitre 4 pour la définition de I'expression Jn (6, f)).

16.1. La formule

Soit L un Levi de G et 6 € {Ilg(L)} une idl; , orbite de représentations
irréductibles elliptiques de L(F). On a une décomposition

L~ RE/FGLn1 X~--XRE/F GLnk x@

ot G est le groupe unitaire d’'un sous-espace hermitien V de V. Soit 7t € 0,
on a une décomposition analogue de 7 en produit tensoriel

M2 ® QT QT

oupourj=1,...,k, 7; est une représentation irréductible de la série discrete
de GLy,(E) et 7t est une représentation irréductible elliptique de G(F). Alors 7@
ne dépend pas du choix de 7 et avec la notation du paragraphe 3.1, on peut
poser

t(0) = t(m).
Soit 0 € Temp(H) une représentation irréductible tempérée de H(F). Les
espaces hermitiens W et V sont compatibles ; on peut donc poser

m(6,0) =m(w, o).
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DerINITION 16.1.1. — Soient o € Temp(H) une représentation tempérée irréduc-
tible de H(F) et f € CX(G(F)) une fonction tres cuspidale. On pose

Jopeclo, £) = D IWE|- WO (=1
Leg(Mmin)
Z ity : i) 171 H(0) f ]LG(T(/\ £)da,

Oe{TTen(L)}
m(6,0)=1

oul pour chaque orbite © on a fixé un point base 1 € 0.
Le but de ce chapitre est de prouver le résultat suivant.

THEOREME 16.1.2. — Soient o et f comme précédemment. Alors on a

I\l]l_l’)rlo ]N(Qg,f) = ]spec(ar f)

16.2. Utilisation de la formule de Plancherel

On peut exprimer f grace a la formule de Plancherel-Harish-Chandra. On
a l'égalité
= > IWHWEt Y fo(g)
Leg(Mmin) GG{HZ(L)}
ot, pour O € {Il(L)}, on a posé
fo(g) = [idy id\L’,F]_ f m(ty) Tr(i (TA,g_l)ig(m,f))dA
'qu F

avec Q € P(L) et T € 6 quelconques. La fonction fs appartient a 1’espace de
Schwarz-Harish-Chandra et elle est nulle pour presque tout ©. Cela permet
d’obtenir 'expression suivante de 3¢ :

= T WHAWet Y fo(g hug)&(u)du.

LeS (Minin) oe{I(L)} ~ HE)
On a interverti l'intégrale et la double somme. Cela est justifié car 'intégrale
fo(g ™ hug)&(u)du
U(F)

est absolument convergente d’apres la proposition I1.4.5 de [28]. Fixons un
produit scalaire invariant sur E, et une base orthonormale %, pour ce produit
scalaire. On a alors 'égalité

JOa, f,8)= ), f e, o(h)e) 3f*(h)dh.

€€Bs
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Presque tous les termes de cette somme sont nuls. Substituant 1’égalité (1), on
obtient

1O )= Y f (e,oe) 3 W W

€EB, LeZ(Mmin)
f fo(g™ 1hug)é(u)du dh.
@E{Hz(L)}
Pour € € E;, L € £(Mmin), 0 € {IIx(L)} et g € G(F), posons

) Juole, f,8) = L(P)XU(F) (€, 0(h)e) fo(g  hug) &E(u)dudh.

Le lemme 12.0.3 et la proposition II.4.5 de [28] montrent que cette expression
est absolument convergente. On a donc 'égalité

@ JO,£=D > D> IWHWE T iee, f, ).
€ERBy LEL (Mmin) O{ITx(L)}

Fixons provisoirement L € &£ (Mmpin) et 6 € {II(L)}. On a le fait suivant dont
la démonstration est tout a fait analogue a celle du point 14.2 (3) (le point
crucial étant la centralité de A(F) dans M(F)).

(4) Il existe un entier naturel cq tel que pour tout ¢ > co, § € M(F)K et h € H(F),
on ait I'égalité
| satg mugeean= [ folg hugieadu.
U(r) U(F).
Fixons t € © un point base et un parabolique Q € %(L). On notera
) = ig(Ta)
pour A € id ; et on réalise toutes ces représentations sur l'’espace com-

mun ¥ 5 ¢ . On munit E; d’un produit scalaire invariant, alors %G hérite
d'un prodult scalaire induit. So1t Ky c Kun sous-groupe ouvert tel que f soit

bi-invariante par Ky et soit %6 une base orthonormée de (X 8 T)Kf . Pour tout
g €G(F)ona

fo(g) = lidy : zsﬁZP - Z f m(ty)(e, ma(g Hma(f)e)dA.
ee%Kf

Soit ¢p un entier tel que (4) soit vérifié. Pour ¢ > cp, § € M(F)K et € € E,
remplagons fs dans (2) par son expression précédente. Apres les changements
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1 on obtient

TLo(e, f,g) = List - ist? ]! f (o(h)e, €)

H(F)XU(F).

Z fsﬂ m(TA)(nA(g)e,nA(hug)n;\(f)e)ETu)d/\dudh.

L,F

de variables h — hletu — u~

f
66%6

A g fixé, le coefficient (7)(g)e, ma(hug)mi(f)e) est essentiellement majoré
par £¢(hu) de fagon uniforme en A. On en déduit que I’expression précédente
est absolument convergente ce qui permet de permuter les intégrales et on
reconnait alors I'intégrale intérieure : c’est

L, ,0c(€®@mA(g)e, € @ mA(g)mA(f)e).

Quitte a accroitre co c’est aussi Ly, (e ® m1(g)e, € ® A (g)mA(f)e). On a alors

Juote, fo)=listy s istf 1Y) [ e
kg it
669}36
L, o(€e®@mA(g)e, € ® maA(g)TA(f)e)dA.
En particulier, si m(0, o) = 0 alors, pour tous € € E; et g € M(F)K, on a

JLe(e, f,8)=0.

..........

Aeid] p, g€ M(F)Kete € %8,1 considérons la somme

Xale, g) = Z L, o(€®@mA(g)e, € ® TA()TA(f)e).

€€ER,

Pourj=1,...,netc,c" € Nposons

Xijecle)= [ [ (olhel e)) (math'ul e, mathue)
H(F)U(F)e v H(F)U(F)
e, (W @)ma(f)e)E(u)du’ dn’ dudh.
i 8

C’est une intégrale absolument convergente. Alors la méme discussion que
dans [32, p.91] montre que pour c et ¢’ assez grand on a

Xale, )= > @i X1 jeele,g):
j=1

MEMOIRES DE LA SMF 149



16.3. CHANGEMENT DE FONCTION DE TRONCATURE 161

On pose
]L,@(QU/ f/ 8) = Z ]L,@(el fl 8)

€€By
Ce que I'on vient de dire implique alors 1'égalité

Ji.o(Oo, f,) = listy :ist) ;17 )" Z f D)X jerle A

K
Ee%f]l

D’apres (3), on a aussi
J0, f,0)= > > IWE W (0, £, 8)
Leg(Mmin) ®€{H2(L)}

et In(0,, f) est Vintégrale de [(0,, f, mk)xn(mk)dp(m)~! sur m € H(F)\M(F)
etk € K. Pour L € £(Mmin), © € {ITo(L)} et N, C € N posons

Jonc(o, )= lis) i1, S f i)

ee%Kf /=1
f Lo<ciogv) () (o (h)e’, €]) f (ma(g)e, ma(hu)ej)
HE)U(F)c G(F)
(¢}, ma(@)ma(fle) xn(g)dgdudhdA.
LemME 16.2.1. — 1) Cette expression est absolument convergente.

2) Il existe C tel pour tout N > 2 on ait la majoration

N, )= D IWE- IWH o nc(0s, £)] < N7

Leg(Mmin)
6e{llx(L)}

DEmonstraTION. — C’est exactement la méme que celle du lemme 6.4 de [32]
ol on remplace les majorations 4.3 (6), (7) et (8) de [32] par les majorations de
la proposition 13.0.9. a

On fixe dorénavant un C qui vérifie le 2) du lemme précédent.

16.3. Changement de fonction de troncature

On fixe jusqu’au paragraphe 16.5 les données suivantes :
L € L(Mnin), Q € (L), 06 € {ITx(L)} et T € O.
Soit Y € gqjgmm. On en déduit une (G, Mmin)-famille orthogonale positive

Y = (YP)Peh (Mun)-
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Soit g — u(g, Y) la fonction caractéristique de 'ensemble des g € G(F) qui
s’écrivent ¢ = kymky avec ki, ko € K et m € Mmin(F) qui vérifie

05 (Hpy(m), Y) = 1.

Soient ¢’,e” € %G 0, €t ¢ une fonction holomorphe sur un voisinage de
idy p dans o] C/zsﬂLF Poure e 3’{6 8 8 €G(F)et A €id] p posons

e, g, 8", A) = (ma(g)e, ma(g"e’)(e”, ma(g)ma(f)e).

On définit alors

ong)= Y f ome) Joy 5.8 Dn g AL

ee%Kf
()= Y, [ otmen) [ afe,g.g'Aulg, Y)dgdr
K id LF G(P)
eER f
ProprosITION 16.3.1. — Les deux expressions ci-dessus sont absolument conver-

gentes. Soit R un réel, il existe deux réels c1, co > 0 tels que
|On(g) — Py(g)| < NR
pour tout N > 2 et tous g’ € G(F), Y € dy,  vérifiant
0(¢") < Clog(N) et c1log(N) < a(Y) <N
pour tout a € Amin.
DémonstratiON. — Il suffit de reprendre la preuve de la proposition 6.6

de [32] et d'y apporter trois modifications :

> Il faut remplacer la majoration 4.3 (2) de [32] par la majoration de la
proposition 13.0.1.

> Pour établir I’analogue du point (5) de la preuve dans [32], on n’a besoin
que de la propriété suivante sur la fonction de troncature «xy :

11 existe une constante c3 > 0 tel que pour tout ¢ € G(F) vérifiant 6(g) < c3N
onaxn(g)=1
> Il y a une erreur dans la preuve de la proposition 6.6 de [32] qui a été
corrigée dans [30]. L'erreur se trouve dans 1'utilisation de 'inégalité (11) pour
majorer la fonction f5. Si la fonction f5 est seulement C* cela ne sulffit pas,
car ses coefficients de Fourier ne seront qu’a décroissance rapide. Puisque
I'on a supposé ici que la fonction ¢ admet un prolongement holomorphe
sur un voisinage de i&ﬁzf, la fonction f4 de la référence admettra elle aussi
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un prolongement holomorphe dans un tel voisinage. Ainsi les coefficients de
Fourier de f; seront a décroissance exponentielle. Il suffit alors de remplacer
I'inégalité (11) de la référérence par la suivante

(11”) Pour tout ¢ > O et tous x, y € Ky, on a la minoration
|C(xm’, ym)| > clog(N)

pourvu que cq soit assez grand.

On peut alors majorer fs par une puissance négative de N aussi grande
que l'on veut, pourvu que c; soit assez grand. Avec cette correction mineure
la preuve de [32] devient correcte. 1|

16.4. Utilisation des calculs spectraux d’Arthur
Pour tout € > 0 on note & (¢) 'ensemble des Y € sﬂ;mm tels que

inf{a(Y); a € A} > esup{a(Y); a € A}.

Fixons une norme |.| sur 4y, . Pour L’ € £(L), on note A® o 'ensemble des
A € idl] tels que

RE (1) N WE (L) reg # 2.

Cet ensemble est stable par translation par isl) . + igl;,. Pour un tel L’ et un
tel A on dispose d"une décomposition

if’ﬂQ(T)\) = @ i%’ﬂQ(TA’ C)

CeRM (1)

Fixons §" = L’U’ € P(L’) et posons
Q) =L"nQU".

On en déduit par induction une décomposition analogue de ES

peut aussi écrire
Q(S)T - @ %Q(S)Tc
CeRV (1,)Y

O(s)r, que l'on
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G
Q)
facteurs. Pour tout ¢’ € G(F), on pose

or= S e S

L'e%(L) AeAL /sty pist,) CeRY (1))

On note proj, - la projection de ¥ sur X 8 (s1),,c Par rapport aux autres

f . (proj, c oRqesia(Tasu)e”, Proj,  °Roia(Trsu) i§(Tasu, 8))e’)
1

mL’,F
T i (Ths, ©), (A + ) dp.
ProrosITION 16.4.1. — Soient € > 0et R > 1. Alorson a

| @v(g") ~ ()] < a(¢N EC NIV
pour tout g’ € G(F) et tout Y € D(e) N Ap,, F-

DEmonstraTION. — C’est la méme que celle des sections 6.7 et 6.8 de [32]. La
proposition 6.7 de [32] reprend les calculs spectraux d’Arthur pour la formule
des traces locale (dans [6, p. 69—-88]) qui donnent une approximation de notre
terme @y (1) dans le cas ot1 ¢ = 1. Waldspurger montre qu’on peut alors glisser
une fonction ¢ toutle long des calculs d’Arthur et que ceci donne une approxi-
mation du terme ®y(g’) méme lorsque g’ # 1. Le lemme 6.8 de [32] démontre
que cette approximation est alors exactement notre terme ®(g’). Ces deux dé-
monstrations sont tout a fait générales et s’appliquent a des groupes G réduc-
tifs connexes généraux sauf le dernier paragraphe de la preuve du lemme 6.8
ou il est fait usage de propriétés particuliéres des R-groupes dans le cas des
groupes spéciaux orthogonaux. Ces propriétés sont aussi vérifiées dans le cas
unitaire (cf. § 3.2). i

16.5. Evaluation d’une limite

LEmMME 16.5.1. — On a l'égalité
dim Jp60,n,c(00, )

=lidy i) 770 )0 (1™ Y [RE(z |2

L'e2(L) AeAL Gty +isy,)

/

Z f . ]LG/(i%:nQ(T)Hy/ C)/ f)dH
CeRV(ryyy
m(ify o (12,0),0)=1
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DEmonsTtrATION. — Encore une fois c’est exactement la méme que celle du
lemme 6.9 de [32]. Il suffit d"utiliser la majoration du corollaire 13.0.5 (1) a la
place de la majoration 4.3 (4) de [32], et de remarquer que le théoreme 14.3.1
et la proposition 15.3.1 entrainent les analogues des lemmes 5.3 (ii) et 5.4

de [32]. 1|

16.6. Preuve du théoréme

Il suffit de reprendre le paragraphe 6.10 de [32].

Fixons L’ € £(Mmin) et 0" € {Ilen(L)}. D’apres les lemmes 16.2.1 et 16.5.1,
il s’agit essentiellement de compter les quadruplets (L, 0, A, C) out

L € LY (Mmin), 0 € {Ilen(L)}, A € AL /(i)  +isl},) et T e R (7)Y
(7 est un point base de 0), tels que
{iDno(Th, O s pe ity } =0
(Q est n'importe quel élément de P(L)). 1|
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CHAPITRE 17

UNE FORMULE POUR LA MULTIPLICITE

17.1. Le théoréme

Soient (V, hy) et (W, hw) deux espaces hermitiens compatibles de groupes
unitaires respectifs G et H. Soient 0 et 6" des quasi-caracteres sur G(F) et H(F)
respectivement. Supposons que dy > dw. On reprend alors les notations
du chapitre 5. Il y est défini un ensemble I de tores de H. On pose alors

mgeom(er 6’) :Z |W(H/ T) |_1

TeT

lim | co(t)co(t)DH(t)2 DS(H)2 A(t)~2 dt.
F)

s=0" J1(

Cette expression a un sens d’aprées les lemmes 5.2.2 et 5.3.1. Si dw > dy on
pose

mgeom(er 9’) = mgeom(elz 9)

Pour 1t € Temp(G) et 0 € Temp(H) on notera

Cn = COny mgeom(n/ 0)= mgeom(eru 05v),

Co=Co,,  Mgeom(0,0) = Mgeom(0, O5v).
TuEOREME 17.1.1. — Pour tout 1 € Temp(G) et ¢ € Temp(H), on a I'égalité
m(7, 0) = Mgeom(TT, 0).
Soit f € C°(G(F)) une fonction cuspidale et ¢ € Temp(H). Posons
Mepec(f,0) = > H) T 0x(f)

nellen(G)
m(m,0V)=1
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(on renvoie au §3.2, p. 35, pour la définition du terme f(7)). Le théoréeme
précédent découlera alors du théoréme suivant.

THEOREME 17.1.2. — Soient f et o comme ci-dessus. On a

mspec(f/ 0) = mgeom(lef/ (7)-

Ces deux théoremes seront démontrés aux §§ 17.5 et 17.6.

17.2. Induction pour la multiplicité géométrique
Soit k > 1 un entier. Pour 6 un quasi-caractére de GLi(E) on pose

mgeom( 6) = Co,0 (1)/

o1 Ok est 'unique orbite nilpotente réguliére de glx(E). Remarquons d’abord
que ce terme ne dépend que de la restriction de 6 au sous-ensemble
{HRrgrGL, = 0} de GLi(E), car ce sous-ensemble est un voisinage de 1.

Fixons deux espaces hermitiens compatibles (V, hy) et (W, hy) de groupes
unitaires respectifs G et H et soit L un Levi de G. On a alors une décomposition

L~ RE/FGLn1 X~--XRE/F GLnk Xé

ol G est le groupe unitaire d’un sous-espace hermitien V de V. Soit 0; un
quasi-caractere de Rg/r GL, ;s avec j=1,...,k et 0 un quasi-caractere de G.
On note
0r=6,0--®6,00
le quasi-caractere de L(F) donné par
0 (81, -, 8k §) = 01(g1) -~ Ox(gr) O(3).

Enfin, on pose
Mgeom(0%, p) = tgeom (0, P) Mgeom(01) +* Mgeom(O)-
Soit 0 € Temp(H).
LEMME 17.2.1. — Supposons que 0 = Ind®(0). Alors on a
Mgeom (6, 0) = Mgeom(6", 7).

DEmonsTrATION. — Posons n = ny + - -+ + ng. Fixons une injection (W, hy)
dans (V, hy). On distingue trois cas.

> Premier cas:dy > di; > dw.— Quitte a conjuguer L, on peut supposer que
W est contenu dans V. Les ensembles de tores a partir desquels sont définis
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Mgeom(0, 0) et mgeom(g, o) sont alors les mémes : c’est 'ensemble noté I dans
le chapitre 5. On a par définition

mgeom(ez U) = Z |W(H, T) |_1 S]LIEL

TeT

f cov(H)co() DH (1) DB Aty dt,
T(F)

-1
Mgeom(6",0) = co, 0, (1) o, 0, (1) Y |W(H,T)]

Teg
lim cov(t)c5(t) D (£)2 DO (1) A(t)*~2 dt.
s—0* T(P)
Soit T € J. On a alors une décomposition orthogonale
W=WeaeW”

telle que T soit un tore maximal anisotrope de H’ le groupe unitaire de W’.
Onnote H”, G” et G” les groupes unitaires des supplémentaires orthogonaux
de W’ dans W, V et V respectivement. Rappelons que T, est 'ensemble
des t € T dont toutes les valeurs propres sur W’ sont distinctes et différentes
de 1.On a Zg(t) = G” X T pour tout t € Ty(F). Il suffit de montrer que pour
tout t € Ty(F) ona

(1) DE(1)2 co(t) = c5(t) o, 6, (1)~ coy 0, () DC ()2
Rappelons que l'on a

1

() = NG (F))re

co,0(t)-
OeNil(g” (F))reg
Soit © € Nil(g”(F))reg.- Le lemme 2.3 de [32] permet d’exprimer cg 6() a partir
de OF. Explicitons la formule dans notre cas particulier. I y figure une somme
sur XL (t) un ensemble de représentants des classes de conjugaison par L(F)
des éléments de L(F) conjugués a t par G(F).
(2) On peut prendre X (t) = {t}.

En effet, soit ¢ € G(F) tel que gtg~' € L(F). Alors A, commute & gtg~"
donc Ap € gZg(t)g™! = g(G” xT)g!. Le tore T étant anisotrope on en déduit
Ap € ¢G”¢ L. Lintersection des noyaux des a — 1 dans V pour a € AL(F) est
V d'ott gW’ c V. Comme on a aussi W C V, d’aprés le théoréme de Witt
quitte a multiplier ¢ par un élément de G(F) c L(F), on peut supposer que
gW’ = W’. Alors g stabilise aussi V" et si on note g’ la restriction de g a W’
onagtgl=g'tg" tetg € H'(F) C L(F). Ceci prouve le point (2).
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La deuxieme somme du lemme 2.3 de [32] porte alors sur I';/G(F) ot
[y = Zgr)(t) et on a vu que ce centralisateur est connexe. La deuxieme somme
est donc elle aussi triviale. Enfin la derniere somme porte sur les orbites
©" € Nil(I;) telles que [0 : ©'] = 1, c’est-a-dire telles que O soit dans l'induite
de®’.Ona

L;= RE/F GLnl X X RE/F GLnk xé” xT,
Nil(1;) = Nil (g1, (E)) x - - - X Nil (g1,,, (E)) x Nil(g").

De plus si [0 : 6’] =1, alors 'orbite nilpotente 6’ est réguliere. Comme
Nil (gl,,, (E))reg = {0y}

pour j = 1,...,k, cette derniére somme porte en fait sur les 6’ € Nil(§")reg
telles que [0 : 6, X --- X O, x O’] = 1. On vérifie aisément a partir de la
description en 3.3 des orbites nilpotentes régulieres d'un groupe unitaire
qu’il existe une unique telle orbite ©" et que 1’application © +— ©’ est une
bijection entre Nil(3”)reg et Nil(§"”)reg.-

Enfin le terme [Z1(t)(F) : L¢(F)] apparaissant dans le lemme 2.3 de [32] est
trivial car

Zi(t) = RE/F GLn1 XX RE/F GLnk Xa” XT =1Ly.
Finalement on obtient

_1 1
co,0(t) = DO(t)72 DX(t)? co,,0,, (1) -~ co, 0,, (1) Z g o(t).
6€eNIl(a”(F))reg 6ENII@" (F))reg

Puisque DL(t) = Dé(t) et [Nil(a”(F))reg| = |Nil(§"(F))reg|, on obtient I'éga-
lité (1), ce qu'il nous fallait.

> Deuxieme cas : dy > dw > d‘7. — A nouveau, quitte a conjuguer L, on
peut supposer que V C W. Les ensembles de tores définissant Meeom (6, 0) et
mgeom(g, 0) sont cette fois différents. On les note I et T respectivement : ce
sont des classes de représentants dans des ensembles de tores I et T pour
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I’action par conjugaison de H(F) et G(F ) respectivement. On a alors

Mgeom(6,0) = Y [WH, T)| ™" lim fT (Lo DeahDIHIDEDE A,

TeT
Mgeom(0F,0) = co,6, (1) o0, 1) Y |W(G, )|
TeT
lim cov(B)c5() DO ()2 DY (1) A(t)*~2 dt.

s—0* T(F)

Notons mr(0, 0) le terme correspondant a T € I dans la premiére somme.
(3) Si T € T n'est conjugué a aucun élément de g par H(F) alors mr(6, o) = 0.
Soit
W=Wre W/
la décomposition orthogonale associée a T et soit ¢t € T(F) en position gé-
nérique. Il suffit de montrer que t n’est conjugué a aucun élément de L(F)

par G(F) car alors t n’est pas dans le support de 0 = Ind®(0L). Or si g € G(F)
est tel que gt¢™! € L(F) alors par le méme raisonnement que pour (2), on a

gW, cVcW.
D’apres le théoréme de Witt, il existe h € H(F) tel que hW7. = gW7. C V. Mais
alors h'Th™ € T, ce qui contredit I’hypothese.

(4) Si T € T est conjugué par H(F) a un élément T' € F, alors cet élément est
unique et ona |W(H, T)| = |W(G, T")|.

Soient Ty, T» € T eth € H(F) tel que h'T1h™! = T,. On a des décompositions
orthogonales

V=VieV/ et V=VioV/
associées a T1 et T, respectivement. On a alors
WV, =V},
D’apres le théoréme de Witt, quitte a multiplier & par un élément de G(F), on
peut supposer que Vl’ = VZ’ . Soit '’ la restriction de 1 a Vl’ ;on a alors

WTiW =T, et K eG(F),
ce qui prouve le premier point. Soient T” € TetV=V'aoV"la décomposition

orthogonale associée. On note W” le supplémentaire orthogonal de V’ dans W
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etH’,G” H” les groupes unitaires de V', V" et W” respectivement. Pour établir
le deuxieme point il suffit de remarquer que 1'on a les égalités

Normpr)(T") = H” X Normppr)(T), Normé(F)(T') =G x Normgr)(T),

d’ot1 l'on tire des isomorphismes W(H, T") ~ W(H’, T) = W(é, T).

D’apres les points (3) et (4), on peut faire porter la somme définissant
Mgeom(0,0) sur T € T .Soient T € T un tel tore, V=V'eV”la décomposition
orthogonale associée a T, V" l'orthogonal de V' dans V et é”, G” les groupes
unitaires de V" et V” respectivement. D’aprés (4), pour établir I'égalité voulue,
il suffit de voir que pour t € Ty(F), on a

(5) co()DC(1)? = c5(t)cey o, (1) - co, 6, (DDE(H)1.
On a toujours

1

o0 = TR (e

co,0(t).
O€NIl(g” (F))reg

Soit 6 € Nil(g”(F))reg et exprimons cg o(t) a partir du lemme 2.3 de [32]. Le
méme raisonnement que dans le premier cas montre que l'on a I'y = G(F)
et que 'on peut prendre XL(¢) = {t}. De plus, si V # 0, il existe une unique
orbite ©’ € Nil(ﬂgv”)reg telle que [0 : 6,, X --- X O, X O] =1 et I'application
0 - O est une bijection de Nil(g") reg sur Nil(g")reg. Si V =0, alors Nil(fj")reg
ne contient qu'une seule orbite 6" et pour toute orbite © € Nil(g”)reg on a
[0 :06p,, X--- X0y x 0] =1. Dans tout les cas, on en déduit que

co(t) = c5(t)coy0,, (1)~ coy 0, (D DE(H)" DE(1)E
Puisque DL(t) = Dé(t), c’est I’égalité (5).

> Troisieme cas : dw > dy > di. — On peut trouver une décomposition

orthogonale
W=Z,®dZ )doDaV,

ou D est une droite et Z,,Z_ sont deux sous-espaces totalement isotropes.
Soit D’ une droite munie d"une forme hermitienne opposée a hp. Considérons
I'espace hermitien V' somme orthogonale de W et D’ et notons G’ son groupe
unitaire. Alors V’ est somme orthogonale de Z’, @ Z et de V ou1 Z/, et Z’_ sont
totalement isotropes. Posons

L' =GL(Z}) X G.

MEMOIRES DE LA SMF 149



17.3. PSEUDO-COEFFICIENTS 173

C’est naturellement un sous-groupe de Levi de G’. Soit Og; I"'unique orbite
nilpotente réguliére de gl(Z’,) et 61, un quasi-caractére de GL(Z),) tel que
Coq 60 (1) =1 (il en existe). Posons

0’ =Ind% (0L ® 0).
D’apres le deuxieme cas on a mgeom(0, 0) = Mgeom(6’, 0). Soit
L” =GL(Z}) x L.
C’estnaturellement un sous-groupe de Levi de G’. Puisque 0 = Indf(@L), ona

aussi 0’ = Indf,l,(QGL ®6,0---®6;0). Appliquant a nouveau le deuxieme
cas, on obtient 1’égalité voulue 1|

17.3. Pseudo-coefficients

Soit (V, hy) un espace hermitien de groupe unitaire G. Soient L un sous-
groupe de Levi de G et T une représentation irréductible de la série discréte
de L(F) telle que

R(T) N W(L)reg # @.

On a vu dans le paragraphe 3.1 qu’alors R(7) N W(L) g ne contient qu'un seul
élément que 1’on avait noté ¢. Pour tout C € R(7)", on pose

n(0) = ig(t, 0),

o Q € P(L). Les considérations des paragraphes 7.3 et 7.4 de [32] valent
toujours car elles n’utilisaient que le fait que Ag = {1}. En particulier, on a:

LemME 17.3.1. — Il existe une fonction cuspidale f € C(G(F)) vérifiant
1) 10F = Yer(r)yv C(1)Or(0),
2) Onoyv(f) = C(t)t(r(C)Y) pour tout C € R(1)Y,
3) O5v(f) = 0pour tout o € Temp(G) qui n’est pas I'une des représentations 1t(C).

On définit Te(G) comme 1’ensemble des représentations virtuelles tempé-
rées de G(F) de la forme

D, L),

CeR(T)Y

ol 7 est comme précédemment.
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17.4. Le cas du groupe linéaire

Soient k > 1 un entier et G = Rg/r GLg. Soit f € C?(G(F)) une fonction
cuspidale. Posons

mspec(f) = Z [igzi\@/ : i& é,p]_l Qﬂ(leGZO)/
O0e{TTen(G)}

ot on a fixé un point base = dans chaque orbite.
LEMME 17.4.1. — Pour toute fonction cuspidale f € CX(G(F)), on a I'égalité
mgeom(lef) = mspec(f)-

DimonstrAaTION. — C’est le lemme 7.6 de [32]. i

17.5. Le théoréme 17.1.2 implique le théoreme 17.1.1

Supposons le théoréme 17.1.2 vérifié et montrons que le théoreme 17.1.1
I'est aussi. Le résultat est établi par récurrence. On veut montrer que pour
tout (17, 0) € Temp(G) X Temp(H), on a

mgeom(n/ o) =m(m, o).
Fixons 0. On peut étendre la définition des multiplicités m(., o) et mgeom(., 0)
par linéarité a 'ensemble des représentations virtuelles tempérées. Il suffit de
montrer 1'égalité sur une famille génératrice de cet espace. Une telle famille
est formée par l'union de Tep(G) et de 'ensemble des représentations tempé-

rées qui sont des induites propres paraboliques de représentations tempérées
irréductibles.

Traitons d’abord le cas ot 7 est une induite propre. On peut alors trouver
un sous-groupe de Levi L de la forme

RE/F GLk xé,

ot G estle groupe unitaire d"un sous-espace hermitien VdeV,un parabolique
Q € P(L) et une représentation

p ® 1 € Temp(L) = Temp(GL(E)) X Temp(a),
de sorte que  ~ ig(y ® m). D’apres la proposition 15.3.1, on a alors
m(m,0) = m(m, o).

D’apres le lemme 17.2.1 on a Mgeom(7, 0) = Mgeom(TT, 0)Cp,, 6,(1). D’aprés un
résultat de Rodier [24], le coefficient cg,0,(1) vaut 1 si p admet un modele
de Whittaker et 0 sinon. Puisque u est tempérée, 1 admet un modéle de
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Whittaker et ce coefficient vaut 1. D’apres I'hypothése de récurrence, on a
m(7, 0) = Mgeom(TT, 0). D’ot1 I'égalité m (7, 0) = Mgeom(7T, 0).

Il reste a établir I'égalité pour © € T¢(G). On peut trouver L et 7 comme
dans le § 17.3 tels qu’avec les notations de ce paragraphe on ait

= > UHR().
CeR(T)Y

Soit f € C(G(F)) une fonction cuspidale vérifiant les conclusions du
lemme 17.3.1. On a alors

mspec(f/ 0)= Z t(n/)_l O (f)
7-IIGI—Iell(G)
m(n’,0V)=1

= ), mm©)", "))

CeR(T)¥
= > m(n(0),0)(t)
CER(1)Y
=m(m, o),
ou a la troisieme ligne, on a utilisé le lemme 15.0.1. Enfin, d"aprés le premier
point du lemme 17.3.1, on a aussi [0y = 0, d"ott Mgeom(I0f, 0) = Mgeom (T, 0).
Le théoréme 17.1.2 appliqué a f et o donne alors I'égalité voulue.

17.6. Preuve du théoréme 17.1.2

La démonstration de ce théoréme procede aussi par récurrence. Les multi-
plicités mgeom(I0f, 0) et Mmspec(f, 0) vues comme distributions en f sont inva-
riantes. D’aprés le lemme 1.8.1, on peut donc supposer f tres cuspidale. Les
théoremes 5.4.1 et 16.1.2 calculent de deux fagons la limite lorsque N tend
vers l'infini de [n(0,v, f). Ces deux expressions sont donc égales, autrement
dit on a Jgeom(Oov, f) = Jspec(c”, f). Par définition, on a

]geom(eavrf) = mgeom(ef/ G)/

Jopec@*, f) = D" IWH W =1 Jopec (0, f),

Ley(Mmin)
ou on a posé

Jpeeso”, £)= 3 listgsistf 1740) [ 18, frda,

Oe{TTen(L)}
m(6,0V)=1
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On reconnaft ]spec,G(GV, f):c'est mgpec(f, 0). Plus généralement, soit L appar-
tenant & £(Mmin). Reprenons les notations et les résultats d’Arthur rappelés
dans le § 1.8. On pose

fL=¢L(f) 1m0
C’est une fonction cuspidale de L(F). Puisqu’on a fixé les mesures de sorte
que id L p SOit de mesure 1, I'égalité § 1.8 (1), nous donne

]spec,L(GV/ f) = Z [igﬂ\é : i&Z,p]_lt(G)_len(fL)-

Oe{TTen(L)}
m(6,0V)=1

Le sous-groupe de Levi L admet une décomposition

L ~ Rg/r GLy, X - - X Rgjp GLy, XG,
ou G est le groupe unitaire d"une sous-espace hermitien VdeV. L'espace des
fonctions cuspidales sur L(F) est produit tensoriel des espaces des fonctions
cuspidales sur les GL;, (E) et de 'espace de fonctions cuspidales sur G(F). On

définit sur cet espace la forme linéaire mspec(., 0) comme le produit tensoriel
des formes linéaires mspec sur les GL,;(E) et de la forme linéaire mspec(., 0)

sur G(F). On vérifie alors aisément I'égalité

]Spec,L(Gvr f) = mspec(fL/ ).
SiL # G, ona aussi

mspec(fL/ 0)= mgeom(lefu 0).
En effet, il suffit de vérifier 1’égalité sur les tenseurs purs et c’est alors une
conséquence du lemme 17.4.1 et de '’hypothése de récurrence sur les espaces
compatibles V et W. On a donc I'égalité

(1) mspec(f/ 0)= mgeom(ef/ o) - Z |WL| : |WG|_1(_1)HL mgeom(IefL/ o).
Lese(Mmin)
L#G

D’apres le lemme 1.8.2, on a I'égalité
mgeom(ef/ g) = Z |WL| : |WG|_1(_1){1L mgeom( Indf(IecﬁL(f))/ U)-
Leg(Mmin)
D’apres le lemme 17.2.1, pour tout L € £(Mmin), on a
Mgeom( INAT (104, (), 0) = Mgeom(I0s,(f), ).

Le quasi-caractére [0, (1) est la somme des quasi caracteres 10y, (fy,,, =z pour
Z € dpr. Dapres une remarque faite au début du paragraphe 17.2,
seul le terme correspondant a Z = 0 intervient de fagon non nulle
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dans mgeom(104,(r),0). On a donc Mgeom(I0p,(f),0) = Mgeom(I0f,,0). La

plupart des termes de I'égalité (1) se simplifient et on obtient 1’égalité voulue

mspec(f/ o) = mgeom(lef/ o). D

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2016






CHAPITRE 18

UNE APPLICATION A LA CONJECTURE DE
GROSS-PRASAD

18.1. Propriétés des L-paquets tempérés pour les groupes unitaires

On reprend la situation du chapitre 4. On note d la dimension de V et dy
celle de W. On suppose désormais G et H quasi-déployés et on affecte les
objets que l'on avait définis d'un indice i : G;, H;, Vi, W;, etc. Il existe a
isomorphisme pres un unique espace hermitien V, non isomorphe a V; et de
méme dimension que V;.

Sidw > 1, il existe aussi un unique espace hermitien W, non isomorphe
a W; et de méme dimension que W;. Si dw = 0, on pose simplement W, = 0.
Notons G, et H, les groupes unitaires de V, et W, respectivement. Dans le cas
ot dw > 1, les espaces hermitiens V, et Z &+ D @+ W, sont isomorphes et on
fixe un tel isomorphisme. Pour tous 7= € Temp(G,), 0 € Temp(H,), on dispose
donc de la multiplicité m(m, o) (indépendante de I'isomorphisme choisi).

Sidw = 0, il n'existe alors pas d’isomorphisme entre V, et Z®& D @ W, et
pour tous 7 € Temp(G,), 0 € Temp(H,) on pose m(mn, o) = 0.

On affectera d’un indice a les objets définis a partir du couple (V,, W,).
Fixons un isomorphisme entre les E ®r F -espaces hermitiens V; ®r Fet V,®r F.
On obtient alors un isomorphisme (sur F) entre G; et G, qui est bien défini a
conjugaison prés. Par conséquent, la bijection déduite

Ga,reg/ conj = Gi,reg/ conj

entre les classes de conjugaisons réguliéres ne dépend pas de I'isomorphisme
choisi. Par restriction aux classes de conjugaisons stables dans G, reg(F), on
aboutit a une injection canonique

Ga,reg(F)/ stconj = G;, reg(F)/ stconyj,
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olt Gy, reg(F)/ stconj, respectivement G; reg(F)/stconj, désigne 1’ensemble
des classes de conjugaison stable (i.e. pour la conjugaison par G,(F))
dans Gy, reg(F), respectivement dans G; reg(F). Notons y,; + y; cette injection.
Soit 0 une fonction sur G; reg(F) constante sur les classes de conjugaison
stable (on dit alors que 0 est stable). On définit le transfert de 0 a G,(F) comme
la fonction 0" définie sur G, reg(F)/ stconj par

0'(ya) = 0(yi)
pour tout y; € Gy, reg(F)/ stconj. On définit de la méme fagon le transfert d"une
fonction stable sur H; reg(F) a Hy(F).

Comme expliqué dans l'introduction, a la suite du travail monumental
d’Arthur [8], la correspondance de Langlands locale pour les groupes uni-
taires a récemment été démontrée par Mok [23] et Kaletha, Minguez, Shin et
White [21].

On peut résumer les résultats principaux de ces articles de la fagon in-
formelle suivante : il existe des décompositions de Temp(G;) et Temp(G,)
en sous-ensembles finis disjoints appelés L-paquets qui vérifient un certain
nombre de propriétés (notamment endoscopiques) les caractérisant unique-
ment.

Comme nous n‘aurons pas besoin de toute la puissance de la correspon-
dance de Langlands, nous n’extrayons de [23] et [21] que les propriétés des
L-paquets qui nous seront utiles. Celles dont nous avons besoin sont les sui-
vantes (cf. theorem 2.5.1 et corollary 9.2.4 de [23] et theorem 1.6.1 de [21]) :

1) SiIlest un L-paquet de Temp(G;) ou Temp(G,) alors Or1 = 317 O est
une distribution stable.

2) Il existe une application injective des L-paquets de Temp(G,) dans les
L-paquets de Temp(G;) qui vérifie les deux conditions suivantes :
(a) Sile L-paquet IT; est I'image du L-paquet I, alors (—1)**10p, est le
transfert a G,(F) de Ory,.
(b) Sile L-paquet IT; n’est 'image d’aucun L-paquet de Temp(G,) alors

le transfert de la distribution Oy, a G,(F) est nul.

3) Pour tout L-paquet I'l; de Temp(G;) et toute orbite nilpotente réguliere
O de g;(F), il existe un et un seul élément de IT qui admet un modéle de
Whittaker relativement a 6.

Bien évidemment les L-paquets tempérés de H; et H, vérifient les mémes
propriétés.

MEMOIRES DE LA SMF 149



18.3. CLASSES DE CONJUGAISON STABLE DE TORES 181

18.2. Un calcul de fonction 7

LemME 18.2.1. — Soient B un sous-groupe de Borel de G; défini sur F, Tqq un tore
maximal de B défini sur F et Xqa € tqd(F) N §; reg(F). Posons WCi = W(G;, T).
Alors pour tout © € Nilyeg(g(F)), on a

—~ . -1 . . _1
7(6, Xqa) = | Nilreg(g(F)| ™ - W | D% (Xqq) 2.

DEMONSTRATION. — Pour tout A € F*2 on a
—~ L(dim(T)-dim(G;)) ~
DS (AXga) = | A 1™ DGi(x ).

Il suffit donc d’établir le résultat pour X4q dans un voisinage de 0. Pour
Xqd € tqd(F) N g; reg(F) assez proche de 0, on a

T(Xqd, Xaa) = D To(Xqa) T(6, Xqa).
6eNil(g;(F))
Appliquons l'égalité 1.4 (1) a M = Tqq et X =Y = Xqq. On obtient
- G -1
] (qu/ qu) = |WG’ | D¢ (qu) z.
D’apres le lemme 9.3.1, on a donc
7(0, Xqa) = WO DS (Xqa) 2.
®€Nﬂ(gi(F))reg

Si dim(V;) est impaire, alors il n'y a quune seule orbite nilpotente réguliére
dans g;(F) et on a le résultat voulu.

Si dim(V;) est paire alors il y a deux orbites nilpotentes réguliéres que
I'on note 6, et O_. Soit g un élément du groupe des similitudes de V; qui
centralise Tqq et dont le facteur de similitude v appartient a F* — N(E*). Alors
la conjugaison par g échange O, et O_ et on a, pour tout Xqd € tqd(F) N, reg(F)

7(6—1 qu) = 7(g®+g_1/ qudg_l) = 7(®+/qu) D

18.3. Classes de conjugaison stable de tores
Dans la suite, on notera
J,=9(W,,D), ou b=ioua.
Fixons un E ®f F -isomorphisme

(D:Wu®1:1?—>wi®pf
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tel que, pour tous w, w’ € W, ®r L,
hw, (D(w), D(w')) = hy, (w, w’).
Pour h € H,;, on notera
d(h)=Dohod € H;.
Soient T, T' € 9, UJ;, on dit que T et T’ sont stablement conjugués sil'une des
deux conditions suivantes est vérifiée :

1) T, T’ € I, pour un certain indice b et il existe h € H, tel que hTh™! =T’
et 'isomorphisme t - hth™! de T sur T’ est défini sur F.

2) Quittea échangerTetT’,onaT € T, etT’ € J; etil existe h € H; tel que
h)(T)h=! = T’ et 'isomorphisme t +— hd(t)h~' de T sur T’ est défini
sur F.

Soit b =i oua. Pour T € g, on introduit le groupe de cohomologie
HYT)=HYF,T).

On définit alors
1 I‘I1 | iT #{1 ,

1 sinon.
Soit
W(H,, T) = Normy, (T)/Zp,(T).

C’est un groupe algébrique défini sur F. On note

WF(Hb/ T)
I'ensemble de ses points sur F. Rappelons qu’a T est associé un sous-espace
hermitien W7’ de W), (on renvoie aux §§ 5.1-5.2 pour sa définition).
LemMmE 18.3.1. — (i) Soient T, T" € T, U T ; tels que

T ~stab T
Alors W1 est isomorphe a W7,.

> Sion est dans le cas 1), on peut trouver h qui vérifie 1) et dont la restriction a
WY est un isomorphisme défini sur F avec W7,.

> Sion est dans le cas 2), on peut trouver h qui vérifie 2) et tel que la restriction a
WY de h o @ soit un isomorphisme défini sur F avec WY,
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(ii) Soit T € J, o b =i ou a. On a alors

> WH,, T = h(T) [We(H, T
T’e‘:?b
lestabT

et les termes h(T) et |Wp(H,, T)| ne dépendent que de la classe de conjugaison stable
deT.

(iii) Toutes les classes de conjugaison stable dans J, U F; coupent I, et T; sauf la
classe du tore {1} € I; qui ne coupe pas J.

DimonsTtrATION. — (i) Dans les deux cas, les espaces hermitiens W7 et W7,
sont de méme dimension et leurs groupes unitaires sont quasi-déployés sur F.
Si dim(W7) est pair cela suffit a prouver que W7 et W7, sont isomorphes sur F.
Si dim(W') est impair, on utilise le fait que W7 @ D et WY, @ D ont aussi des
groupes unitaires quasi-déployés sur F donc sont isomorphes et d’apres le
théoréme de Witt, c’est aussi le cas de W}' et W%’,.

Si on est dans le cas 1), il suffit de changer la restriction de h a W7 ® F, qui
est un isomorphisme entre W7 ® Fet W7, ® F, par un isomorphisme entre w7
et W7, défini sur F : le nouvel élément h vérifie alors 1) et le (i) du lemme.

Si on est dans le cas 2), on remplace la restriction de & a ®(W/ ® F) par

h” o ®~l _ ot h” est un isomorphisme défini sur F de W/ sur W,.
|W/®F T T

(ii) Soit T € T, alors d’apres (i) pour tout T’ € I, qui est stablement
conjugué a T, on peut trouver h € Hy qui vérifie a la fois 1) et (i). Pour un
tel 1, on a alors o(h)"'h € T pour tout 0 € I'r. Réciproquement, pour h € H,
vérifianto(h) th e T pour tout o € I'r, le tore hTh=1 estdéfinisur F, appartient
a J), et est stablement conjugué a T. Soit

Fr={heH,;VoeTr,o(h)heT}.
On a alors une surjection
Z :Hy(F\%#r/T — {T" € T, : T" ~gap T},
Hy(F)hT +— l'unique élément de J, qui est conjugué
a hTh~! par un élément de H,(F).
On vérifie facilement que 1’application
Hy(F)\%r/T — H'(F, T)

qui a Hy(F)hT associe la classe du 1-cocyle ¢ + o(h)~!h induit une bijection
entre H,(F)\%r/T et Ker(H'(F, T) — H'(F, H,)) dont le cardinal vaut h(T).
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D’autre part, le cardinal de Hy(F)\%r /T est aussi la somme des cardinaux
des fibres de I'application Z. Soit T’ € I, vérifiant T ~gp, T et h € Hr tel
que hTh~! = T’. La fibre de Z au-dessus de T’ est alors 'image de I'application

#r N Normy, (T") — H,(F)\%7/T, n+— Hy(F)nhT
qui se quotiente en une bijection de la fibre avec
(Normpy, (r)(T")T")\#r- N Normp, (T”).
Puisque 1'on a un isomorphisme naturel
(H7,(F)T")\ Normp, (7)(T")T" = Zy, (r)(T")\ Normpy, 7)(T') = W(H,, T'),
le nombre d’éléments dans la fibre est
’ -1 124 ’ ’

|W(H,, )| - |H}.(E)T'\#r N Normp, (T")|.
On a une application naturelle

HY,(F)T'\%r N Normpy, (T") — We(H,, T’).

On vérifie aisément qu’elle est injective. Montrons qu’elle est aussi surjective.
Soient w € WF(Hb, T’) et n € Normp, (T”) qui releve w ; pour tout 0 € I'r, on a
alors o(n)"n € Zp,(T’) = HZ,T'. Soit n’ la restriction de n a W7, ® F: C'est
un élément de H7, que 'on considére comme un élément de H), en le laissant
agir comme l'identité sur W7, ® F et qui reléve alors encore w. On a encore
on) In" eT’ pour tout 0 € I'r, donc n’ € # N Normpy, (T’). L'application est
donc bijective et par conséquent

| HZ,(F)T'\%r N Normp, (T")| = |[Wr(H,, T')|.
D’otl la formule suivante

D IW(Hy, T [We(Hy, T)| = (T).
T’€9,
T'~stabT
Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit donc de montrer que |Wr(H,, T)| ne
dépend que de la classe de conjugaison stable de T. Or si on est dans le cas 1),
alors on a une bijection We(H,, T) - Wg(H,, T") donnée par w — hwh™'. On
a une bijection analogue dans le cas 2). Enfin, #(T) ne dépend aussi que de la
conjugaison stable de T car si T ~gp 17, alors T et T” sont isomorphes sur F.
Cela établit (ii).
(iii) Soit T € J,. Puisque 1'un des deux groupes G, et H, n’est pas quasi-

déployé, ona W7 # 0 doncla classe de conjugaison stable de {1} € J; ne coupe
pas J,. De plus, il existe un unique espace hermitien W/ de méme dimension
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que W7, mais non isomorphe a Wy, et W; est isomorphe a W/ @ W7. On peut
transférer T en un tore maximal T" du groupe unitaire de W/ etona T’ € J;
donc la classe de conjugaison stable de T coupe ;.

De la méme fagon, soit T € J; tel que W7 # 0. Il existe un unique espace
hermitien W; de méme dimension que W}, mais qui ne lui est pas isomorphe
et W, est isomorphe a W; @ W7. On peut transférer T en un tore maximal T”
du groupe unitaire de W; et on a alors T’ € I, ; donc la classe de conjugaison
stable de T coupe . a

18.4. Un résultat dans le sens de la conjecture de Gross-Prasad

TuEoREME 18.4.1. — Soient I1; et X; des L-paquets de Temp(G;) et Temp(H;)
respectivement. Si I1; est I'image d’'un L-paquet de Temp(G,), on note I1, ce L-
paquet, sinon on pose Il, = @. On définit de méme L,. Il existe alors un unique
couple (1, 0) € (IT; X £;) U (I, X X,) tel que

m(m,o")=1.

DEmonsTrATION. — Le cas dy = 0 est une conséquence immédiate de la pro-
priété 18.1 3) pour le L-paquet I'l; (en effet dans ce cas m(7, o) estla dimension
de 'espace des fonctionnelles de Whittaker sur 7 relativement a la donnée
de Whittaker (U, £)). On suppose dorénavant que dw > 1. Soit b = i ou a.
On pose

mm, x, = Z m(m, o).

nell,
UEZb

Pour T € J}, on définit les fonctions cry, et cx, sur Ty(F) par
e, (= ) enlt) et cn(t)= ) colt)
T[EHb GGZb
D’aprés le théoréme 17.1.1, on a
-1

(1) m,z, = Y |[W(H, )" v(T)

Teg, 1 1 1
lim e, (t)cx, (1) Do (£)2 DO (#)2 A(t) 2 dt.
s—0* T(F)

Soient T € Jj, et t € Ty(F). Soient B C GL’T un sous-groupe de Borel défini
sur F, Tg C B un tore maximal défini sur F et Xqq € tp(F) N L reg(F ). On fixe
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de la méme fagon un élément Xé{d SR reg(F ). Pour A € F*2 assez petit, on a

1 dim(0)

On,(texp(AXqa) = > con o(BDIAL2 "™ 7(0, Xqa).

0eNil(g7,)
D’apres le lemme 18.2.1, on a
1 ”
, G -1 20(G
e, (£) = Tim [Wr [ AT 0, (¢ exp(4Xqa)
A—0
et de la méme fagon

_ Lo(H? )
cx, (t) = )1\16% (W L A2

A—0

O, (t exp()\Xé{i)).

Soient T” € I, stablement conjugué a T, h € Hy, qui vérifie 18.3.1 (i) et posons
t'=hth™ € T\(F), Xgq=hXeah™', Xy =hXGh™".

Alors X4 et Xéﬁ vérifient les mémes hypotheses par rapport a T" que Xqq
et Xé{d par rapport a T. On a donc

” 16 GN ,
e, (t) = }l\imx WS |71 ; ( b’T)GHb(t'exp()\Xéld)),
" LsH”.,)
cx, (t') = lim | w71 |)\|; o sz(t’exp(/\X(’ﬁ)).
A€F*
A—0

Puisque O, et Ox, sont des distributions stables et que
t" exp(AXgq) = ht exp(Aqu)h_1 et |WG’b’,T| = |WG§',T/|
(car GL’ et Gé’,T, sont isomorphes sur F), on a
e, (1) = e, (¥).
De la méme facon cy, (t) = ¢y, (t’). Comme de plus on a
Dty =DM (t), DO (+')=D%(t), A(t')=A(t)
et que l'isomorphisme T(F) — T'(F), t = hth™! envoie la mesure v(T)dt sur

la mesure v(T’)dt’, les termes indexés par T et T dans (1) sont les mémes.
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Soit F}, ¢4, un ensemble de représentants des classes de conjugaison stable
dans J,. D’apres 18.3.1 (ii), la formule (1) peut se réécrire

mu,z, = ), WD WeH, T

Tegb,stnb

lim oy, () cx, () D ()2 DO (4)3 A(H)* 2 dt.
s—0* T(F)

Soient T” € J; et T € I, stablement conjugués et 1 € H; qui vérifie 18.3.1 (i).
Soit t € Ty(F) et posons

V= ho(Oh, Xy = ho(Xeh™, X = ho(X)h™.

Puisque le transfert de 017, a G; est (-1)* Or1,, on montre comme précédemment
que

e (t) = (<1 en, (1),
De la méme facon, on a cyx,(t') = (=1)cy, (t). On a aussi

DHi(#'y=DHa(t), DCi(t')=DC%(t), A(t')=A(t).

Lisomorphisme T(F) — T'(F), t + hth~! envoie la mesure v(T)dt sur la
mesure v(T”)dt’. Puisque (-1)%*w = —1,0na par conséquent

fmr) e, (t)ex, (DM (1) D% (1)E A dt =
) f e (Hes, (DM ()2 DO ()7 Aty 2 dt
T/(F)

pour tout s € C vérifiant Re(s) > 0. D’apres 18.3.1 (ii), on a aussi
WD) We(Ha, T)|™' = h(T") [ Wr(H;, T) [

Par conséquent, la contribution de la classe de conjugaison stable de T
dans mpy, x, est 'opposé de la contribution de la classe de conjugaison stable
de T’ dans mry, x,;. Puisque la seule classe de conjugaison stable qui ne coupe
pas J; et I, est celle de {1} (cf. proposition 18.3.1 (iii)), seule cette classe
contribue dans la somme myy, 5, + mp, z,. On a donc

mry,x; + mr, z, = cr (1) ex, (1)

D’aprés un résultat de Rodier [24], pour une représentation m € Irr(G) et
O € Nilyeg(a(F)), le coefficient cg, 6(1) vaut 1 si et seulement si © admet un
modele de Whittaker par rapport a O, et vaut 0 sinon. D’apres la propriété
18.1 3) du L-paquet I1;, on a donc

mHiIZi + mnaxza = 1
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Il y a par conséquent un seul terme qui vaut 1 dans la somme

\%
mry,x; + M1, 2, = Z m(m,o")
(0,m)e(Zi xTT;)U(Z, XT1,)
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