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FORMES MODULAIRES p-ADIQUES SUR LES
COURBES DE SHIMURA UNITAIRES ET
COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL

Yiwen DING

Résumé. — On étudie les formes modulaires p-adiques sur les courbes de Shimura
unitaires et montre ’existence des formes compagnons surconvergentes en utilisant les
théorémes de comparaison p-adique. Ceci, combiné avec des résultats sur les repré-
sentations localement analytiques de GLo (L), nous permet d’obtenir des résultats de
compatibilité local-global sur le socle localement analytique dans le H'-complété des
courbes de Shimura unitaires. En outre, en utilisant une loi d’adjonction en famille
du foncteur de Jacquet-Emerton et la théorie de triangulation globale, on montre éga-
lement des résultats de compatibilité local-global sur des représentations localement
analytiques non semi-simples.

Abstract (p-adic modular forms over unitary Shimura curves and local-global compati-
bility)

We study p-adic modular forms over unitary Shimura curves and prove the exis-
tence of overconvergent companions forms over unitary Shimura curves using p-adic
comparison theorems. From which, together with some locally analytic representa-
tion theory of GLg (L), we deduce some local-global compatibility results on the socle
for the completed H! of unitary Shimura curves. In addition, using an adjunction
formula for Jacquet-Emerton functor in family and global triangulation theory, we
also prove some local-global compatibility results for non semi-simple locally analytic
representations.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Soient L une extension finie de Q, E une extension finie de Qy assez grande pour
contenir tous les plongements de L dans @p, le programme de Langlands p-adique
pour le groupe GLo(L) consiste a chercher une correspondance entre certaines re-
présentations p-adiques p;, de Gal(@p/ L) de dimension 2 sur E et certaines repré-
sentations p-adiques de GLg (L) sur E. Dans le cas L = @y, une telle correspondance
est bien construite (¢f. [14], [27], [36]). Le programme de Langlands local p-adique
pour GLg(L) avec L # Q, est encore mystérieux et s’est déja révélé nettement plus
compliqué (e.g. voir [14, §3]).

Cependant, lorsque la représentation pj, de Gal(@p/L) provient d’une représen-
tation galoisienne globale ¢ qui apparait par exemple dans la cohomologie étale de
certaines courbes de Shimura, en utilisant la cohomologie étale complétée a la Emer-
ton, on peut associer a p une représentation de Banach admissible ﬁ(p) de GLg(L)
(e.g. voir (1.2.2) ci-dessous), qui est supposée étre la « bonne » représentation cor-
respondant a py,. Un aspect essentiel dans le programme de Langlands p-adique est
alors de comprendre cette représentation, e.g. peut-on décrire ﬁ(p) en terme de py, ?

Dans cette thése, on étudie les vecteurs localement Q-analytiques de ﬁ(p) et on
montre divers résultats sur cette représentation localement QQy-analytique (en direc-
tion d’un analogue de la conjecture 8.1 de [15] dans le cas de courbes de Shimura
unitaires). Un ingrédient crucial est I’étude des formes modulaires p-adiques sur les
courbes de Shimura unitaires.

1.1. Courbes de Shimura unitaires

Soient F un corps de nombres totalement réel de degré fini dp > 1, & une
extension quadratique imaginaire de Q telle que la place p soit décomposée dans &,
u une place de & au-dessus de p, et F := & - F. Supposons pour simplifier dans
cette introduction qu’il n’existe qu'une place p de F au-dessus de p, et notons :
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> I, le complété de I en p avec &, son anneau des entiers,

> w une uniformisante de ﬁp,

> (u,p) la place de .# au-dessus de p et u,

> F(up) le complété de & en (u,p) qui est donc isomorphe a F,.
Notons encore :

> Foo la sous-extension non ramifiée maximale de Fy,

> %, I'ensemble des plongements F — @p,

> 2, I'ensemble des plongements F, — @[, (qui est alors supposé étre égal a X
dans cette introduction),

> 2,0 I'ensemble des plongements F, g — @p,

> od = [Fy: Qp], do:= [Fppo: Qp],

> oqi= pd", e:=d/dy.

Soit E une extension finie de Q@ assez grande pour contenir tous les plongements
de F, dans Q) avec Z son anneau des entiers. Fixons un plongement

Uo : F — C
et notons encore i sa restriction 2 & ou a F. Fixons de plus un isomorphisme
g:@[, - C tel que u:g_louoo:g%@ﬁ.

Dans cette thése, on considere les courbes de Shimura unitaires (de type PEL)
comme dans [20, §2] :on dispose d’'un groupe de similitudes unitaires G sur Q
(noté G’ dans loc. cit., voir aussi §2.1) vérifiant

(1.1.1) G(Qp) — Q) x GLa(Fy),

(ou I'isomorphisme dépend du choix de u) et d'une classe X (notée X’ dans [20,
§2]) de G(R)-conjugaison de morphismes Res% G, — Gr qui peut s’identifier au
demi-plan de Poincaré. Soient A I'anneau des adéles de Q et AS anneau des adéles
hors de § pour un ensemble fini § des places de Q. Au couple (G, X), la théorie de
Shimura associe (¢f. loc. cit.) un systéme projectif indexé par les sous-groupes ouverts
compacts K de G(A*) de courbes algébriques propres Mg sur .# , de sorte que

Mg(C) =5 G(Q) \ (X x G(A®)/K).
On note (d’apres (1.1.1))
G(A™?) = G(A™) Q) C G(A™).
Pour un sous-groupe ouvert compact H de G(Qp), on note (via (1.1.1))

HY:=HNQy.

MEMOIRES DE LA SMF 155
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1.2. Cohomologie étale complétée

Soient K? un sous-groupe ouvert compact de G(A>?),
Ky =7 CG(Q) et K:=K'K].
Suivant Emerton [34, §2], posons
(1.2.1) H'(K®,E) := (lim lim Hi (Mg o x5 Q, /")) @z, E
n Kp
ou K, parcourt tous les sous-groupes ouverts compacts de GLg (F,, ). Soit

2 (G(A®?)//K®)
la &p-algebre des opérateurs de doubles classes de G(A°®) modulo K¥. Toujours
d’apres Emerton, H! (K%, E) est muni d’une représentation de Banach admissible et
unitaire de GLg(F,) et d’une action continue de Gal(Q/.F) x Z (G(A>®9)//K?)
qui commute a celle de GLg (F, ). Notons
1p € 2 (G(A®9) //K®)
I’opérateur [K;prg’] (ou on voit p comme élément de G(Qy) via I'injection (1.1.1))

1
Q) — Q) x GLa(F,) (=G(Qy)), “H“X(o (1))

Dans cette thése, on consideére (¢f §9.2.3) une sous-&g-algébre de Z (G(A>¥) //K?)
contenant y, notée
Z(S(K?)).

Soit p une représentation continue de Gal(Q/.# ) de dimension 2 sur E qui ap-
parait dans la cohomologie étale (classique) des courbes de Shimura unitaires. On
peut alors associer a p un systéme de valeurs propres y, de .Z7*(S(K¥)) a valeurs
dans E (). On pose

(1.2.2) (p) := Homg, 5,5 (p,ﬁl (K, E)[Z*(S(K?)) =7,])

(o (x)[Z*(S(KY)) = v,] désigne le sous-E-espace vectoriel de (x) sur lequel
A2 (S(K?)) agit par v,), qui est une représentation de Banach admissible et uni-
taire de GLg(F,) sur E.

La structure de cette représentation reste mystérieuse : par exemple, on ne sait pas
a ce jour si I1(p) ne dépend que de v, (yp) et de la représentation
Po = P1Gal(@)/ F o))
de Gal(@p/ F,, ). Pourtant, il est connu (voir [43]) que la sous-représentation locale-

ment algébrique, notée Iy (py, ), de ﬁ(p) peut étre décrite en terme de la représenta-
tion WD(p,, ) de Weil-Deligne associée a g, via la correspondance de Langlands locale clas-

1. Quitte a augmenter E s’il le faut; en effet, par les relations d’Eichler-Shimura et le théoréme de
densité de Chebotarev, la représentation p est déterminée par ;.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2017



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

sique (voir par exemple (1.5.2) ci-dessous). Mais en général, on perd beaucoup d’in-
formation en passant de p, a WD(p, ). Une question essentielle dans le programme
de Langlands p-adique est alors : (comment) peut-on retrouver I'information perdue
en passant de p, a WD(p,, ) dans ﬁ(p) ?

On montrera dans cette thése qu’une représentation @) localement Qp-analytique,
notée Iy (py, ), de GLg(F,, ), qui contient ITy(p,, ) et révele plus d’information sur p,
que WD (p,, ), est une sous-représentation de ﬁ(p) dans le cas ou p, est cristalline au
sens de Fontaine (%),

1.3. Représentations cristallines de dimension 2

Soit V une représentation cristalline de Gal(@p/FK,) de dimension 2 sur E. Par
la théorie de Fontaine (e.g. voir [42]), on associe 2 V un ¢-module filtré admissible
(Do, D) ou:
> Do 2 Deris (V) = (Beris ®g, V) @/ Fo)
est libre de rang 2 sur F, 0 ®q, £ et est muni d’une action F, g-semi-lin€aire et
E-linéaire de ¢;

> D= Dar(V) 2 (Bag ®g, V) @/ o) = Dy @y, F,
est muni d’une filtration de Hodge donnée par des sous-F;, ®q, £-modules.

On déduit de I'isomorphisme

Foo ®q, E—= JIE a®br— (Go(a)b)

G0
GOEE@,O

une décomposition

Dy = P Doy

006257,0
ol Dy, est un E-espace vectoriel de dimension 2 muni d’une action E-linéaire
de ¢%. De méme, en utilisant I'isomorphisme
(1.8.1) Fo®q, E— [l E, a®br— (5(a)b)_,
e,
on obtient une décomposition
D= P D,
e,

ou D, est un E-espace vectoriel filtré de dimension 2. Pour 69 € X, on note

o) 1= {G €2y;0 [Fpo0 = Go}_

2. Construite par Breuil [15], voir aussi § 1.4 ci-dessous.
3. On renvoie au § 1.5 pour des énoncés plus précis.

MEMOIRES DE LA SMF 155



1.4. REPRESENTATIONS LOCALEMENT Q)-ANALYTIQUES DE GLg (F) 5

L’isomorphisme Dy ®r, , F, = D induit donc, pour tout 69 € Z, 9, un isomorphisme

DO,GO ®Fg)’0 Fgo = H Dc'

0€Z0,5)

En particulier, D, est muni d’une action E-linéaire de ¢% induite par I'action E-
linéaire de cpdo ®1id sur Dy s, ®r, Fo.

Soient ki, € Z»9, kg ; € Z pour tout ¢ € X, et supposons V de poids de Hodge-
Tate (—ko s + 1 — k1,6, —k2 5)sez, (la convention que 'on adopte pour le poids de
Hodge-Tate du caractere cyclotorhique p-adique est 1), i.e. on a pour tout ¢ € X,

9 sii<hy,,
dimpFil' Do =1 sikyg<i<hog+hio—1,
0 sii>hggthe—1.

Supposons de plus Dy ¢-semi-simple avec «, & les valeurs propres de ¢% sur D,
différentes pour un (ou de maniére équivalente tout) ¢ € X, et notons :

Zp(a) :={c€2y; ¢ (v) = av, 0# v € Fil' Dy pour ky o <i < ko o + k5 — 1},
Zp(a):={c€Zy; o™ (v) = %v, 0£v e Fil' Dy pour kg s <i < kg g+ k15 — 1}.
Noter que Zp(x) NZp(a) = @.

Pour ¢ € X, on dit que V est g-critique si 6 € Zp(a) U Zp(a).

On notera enfin que I'on perd 'information sur Zp(«) et Zp (o) en passantde V
a la représentation de Weil-Deligne WD(V).

1.4. Représentations localement QQ-analytiques de GLo(F, )

Ala représentation cristalline V (ou de maniére équivalente au ¢o-module filtré
(Do, D)), Breuil a associé une représentation localement Q-analytique de GLg(F},)
sur I, dont on rappelle maintenant la construction.

Reprenons les notations du §1.8. Pour J; C Jo C X, on note

_ 1—ky g—ko » ko,
Lo = (unr(%) [To ™ I o 2’)

s€fi CISTEAV
® (unr(&) 11 sl ks 11 624‘1’“*"2’“),
o€ o€fo\J1

qui est un caractere localement [o-analytique (cf. §6.1) de T'(F,) (le sous-groupe de
GLg(F, ) des matrices diagonales) sur £ (et donc on peut le voir comme un carac-
tére localement J-analytique du sous-groupe de Borel triangulaire inférieur B (Fy)
de GLg(F, ) via la projection E(Fg,) —» T(F,)), ou unr(z) désigne le caractére non
ramifié¢ de F envoyant @ sur z. On note pour simplifier

Loy =ZXpyy-

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2017



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Posons :
GLy (F s -
> Ip(J1,J2) == (Ind 2(Fp) e 3 l)lz an

B(F,) D.J1.Je

qui est I'induite parabolique localement Jo-analytique (cf. §6.3.1) de y DJ1J28_1,
ou & désigne le caractére module de T(F,) associé au parabolique B(F)
(triangulaire supérieur).
b Wl s ) = () (Symy e ? E2 o detle),
o€\ Jo
qui est une représentation X, \ Jo-algébrique de GLg(F,) sur E, ou I'action de
GLg (F,, ) sur (Symlg’ci2 E%odet®2), est induite par 'action standard de GLo (E)

via le plongement c.

> 7p(J1,)2) = (W(ﬁzp\h’@zp\h))v ®r Ip(J1,]2)-
On définit 7, s ZD], Ip(J1,J2), ®p(J1.J2) en remplacant o et & . Notons que
np = 7p (D, D) = %D(Q,Q)

est une représentation localement Qy-algébrique (cf. §6.1.1) (topologiquement) irré-
ductible de GLg(F,,) sur E (en supposant oo ~! # ¢*1), qui est en fait associée a
la représentation de Weil-Deligne WD (V') via la correspondance de Langlands locale
classique.

Suivant Breuil [15, §4 (9)], posons :
(D) = (=0 (2.0 \ Zo () P (2,5, \ Zn()))

=(D)

o @ mUJUENDW)

GCJCZp(x)
o P #(.JUE\Z(3))).
@C]CZp(a)

Les représentations mp ([, ]) et Tp(J,]) sont (topologiquement) irréductibles pour
tout / C X, etona

(1.4.1) socgLy (F,) II(D) = ©p & @ T (/J.J) & @ T (/J.));
2¢/CZp (%) BC/CZp (%)

ou S0CGL (F, ) II(D) désigne le socle de TI(D). Notons

soc(ELQ(E@)H(D) = P m{=h{izh) e @ F{=}{s})

teZp (@) T€Zp(a)
C socgLy (F, ) [TI(D).

0
On renvoie a [15] pour des propriétés agréables de II(D). Noter que I'on peut
retrouver 'information sur Zp(a) et Zp(a) dans II(D), ainsi que dans ses sous-

représentations socgry(r, ) I1(D) et SOCéLQ(Fs ) I1(D).

MEMOIRES DE LA SMF 155



1.6. LES RESULTATS PRINCIPAUX SUR ﬁ(p)Qp,an 7

1.5. Une conjecture de Breuil sur la compatibilité local-global

Reprenons les notations du §1.2.

Fixons k1 s € Z>9, ko ;- € Z et supposons p,, cristalline de poids de Hodge-Tate

(_k2,6 +1- kl,c’ _k2 ,c)seEW .

On peut montrer que ap := Yp(y,) est dans ;. Posons
doy—1
p'p = pp ® unr(a,’)

(on considere ici unr(ago) comme un caractére non ramifié de Gal(@p /F,) vial'iso-
morphisme de la théorie du corps de classes local normalisé pour envoyer un Fro-
benius arithmétique sur I'inverse d’une uniformisante de F,). La représentation p’p

C A . P
est aussi cristalline de mémes poids de Hodge-Tate que p,,. Supposons que g, vérifie
toutes les conditions du § 1.4 et notons

D := Dar (py,)-

La conjecture suivante est essentiellement due a Breuil (¢f. [15, conj. 8.1]) et adaptée
au cas unitaire.

CONJECTURE 1.5.1. — Il existe un entier v > 1 tel que l'on ait un plongement de représen-
tations localement Qp-analytiques de GLg (F,)

(1.5.1) (D) — T1(p)gy-an-
qui induit un isomorphisme entre les socles.

Un tel énoncé est appelé « énoncé de compatibilité local-global » puisque la re-
présentation ﬁ(P)Q,,-an est d’origine globale alors que la construction de IT(D) est
purement locale. Signalons qu’on peut déduire de la compatibilité local-global de la
correspondance de Langlands locale classique pour GLg (F,, ), un plongement continu
GLg (F )-€équivariant (¢f. remarque 7.3.2)

(1.5.2) s ﬁ(p)@,]-anr

pour un r € Z>1. De plus, cette conjecture implique que ’on peut retrouver I'infor-
mation sur Zp (o) et Zp(a ) dans IT(p).

1.6. Les résultats principaux sur ﬁ(p)(@p_ an

THEOREME 1.6.1 (¢f th.7.3.7). — Soit g une uniformisante de &, . Supposons que :
> p est absolument irréductible modulo wg,

> (e 1) #£1,

> oog LA gL

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2017



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Alors Uapplication de restriction

Homgr,(r,) (TL(D),T1(p)g,-an)
— HOIIIGL2 (Fo) (SOCGLQ(FP) H(D), ﬁ(P)Qp—an)
est bijective.

En utilisant cet énoncé, pour démontrer la conjecture 1.5.1 (dans le cas p abso-
lument irréductible modulo wg), il suffit de montrer I’existence d’un plongement
comme en (1.5.1) avec II(D) remplacé par socgr,(r,) I1(D). En particulier, le théo-
réeme combiné avec (1.5.2) entraine le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.6.2. — Supposons p absolument irréductible modulo wp;,
Ip() =Zp() =2, (@a H'£1 a oz t£q¢H
Alors il existe un plongement continu
T1(D)®" s I1(p)gy-an-
de représentations localement Qy-analytiques de GLo (Fy, ) pour unr € Zx .
THEOREME 1.6.3 (¢f prop.7.5.6). — Supposons o absolument irréductible modulo wp, et
(ea=1) £ 1. Soit ] C =, # @. Simp([],]) (resp. Tp(],])) est une sous-représentation
de ﬁ(p), alors on a
J S Zp(a) (resp. ] S Zp(a)).
THEOREME 1.6.4 (¢f. th. 7.3.3). — Soient F, non ramifié sur Qp et 05 ~1 # ¢*1. Alors il
existe une injection continue de représentations localement Qp-analytiques de GLg (I, )
(1.6.1) socéLQ(F@) II(D) — I1(p)Q,-an
ou
1 ~
s0Cqry () 11D) = @ mp({r}. {h) & €D Fp({r}.{7})
T€Zp () teZp(a) C SOCGLy (1, ) H(D)
Cet énoncé, combiné avec le théoréme 1.6.1 et le plongement (1.5.1), permet

d’obtenir le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.6.5. — Supposons F, non ramifié sur Q[,, o absolument irréductible mo-
dulo wg, |Zp (@) < 1, |Zp(@)| <1, (xd 1) £ 1 et a1 £ 1,41 Alors il existe une
injection continue de représentations localement Qy-analytiques de GLo (F,, )

(D) — T(e)gjman-
Les théorémes 1.6.9 et 1.6.4 entralnent le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.6.6. — Supposons F, non ramifié sur Q, w1 £ 1,¢ et o absolument
irréductible modulo wp, . Soit encore © € X,. Alorson a v € Zp(«) (resp. T € Zp(a)) siet
seulement si tp ({1}, {7}) (resp. Tp({t},{7}) est une sous-représentation de ﬁ(p) ).
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En particulier, ceci montre que I'information sur Zp(a) et Zp(o) peut étre re-
trouvée dans I1(p) lorsque F, est non ramifi€ et p absolument irréductible.

Voici quelques grandes lignes de la preuve des théorémes 1.6.1, 1.6.3-1.6.4 ainsi
que des résultats intermédiaires.

1.7. Modules de Jacquet-Emerton et loi d’adjonction

Un outil puissant pour étudier les représentations localement QQ;-analytiques est
le foncteur de Jacquet-Emerton, introduit par Emerton [33], [35]. Il s’agit d’'une
généralisation du foncteur de Jacquet classique (pour les représentations lisses).

Soient | C %, et B(F,) le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur. Le fonc-
teur de Jacquet-Emerton Jp(—) envoie une représentation localement J-analytique
admissible W de GLg(F,,) sur une représentation localement J-analytique essentielle-
ment admissible Jp(W) de T(Fy,) (¢f. §6.1.5).

> Pour un caractére continu y de & (resp. de F*) a valeurs dans E*, on note
. d
kZ = (kX’G)Geng € E

le poids de y (¢f. définition 4.4.1).

> Pour un caractére continu y =y, ® 1, de T'(F, ) a valeurs dans E*, on note
Cp(1) = {0 €Zg; by 0 = by ,0 € Lo}

PROPOSITION 1.7.1 (Loi d’adjonction, cor. 6.5.98). — Soient V une représentation de
Banach admissible de Glg(F,) sur E, | C X, et y un caractere localement [-analylique
de T(Fy ) sur E vérifiant

Czg(x)NJ=2.
Alors il existe une bijection de E-espaces vectoriels
- ~ Gla(Fp) <1y J-
J5 V) [T(Fo) = 2] = Hom,y (g, ((Indg 2700 757/ V),

ot Vi-an désigne la sous-représentation localement [ -analytique maximale de 'V .

Avec les notations et I'hypothese de la proposition, lorsque | # &, I'induite para-
bolique

(IndGL‘Z(FKJ) S—I)J_an

B(F,)
est topologiquement irréductible d’apres [74, cor. 2.10]. Dans ce cas, pour montrer
GLg (Fy)
B(Fy)
des vecteurs y -propres (pour 'action de T'(F, )) non-nuls dans /g (Vj-an)-

que (Ind 7. 371)/7a" est une sous-représentation de V, il suffit alors de trouver
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Reprenons les notations du §1.5. La proposition permet d’obtenir, pour
tout /] C Xy, des bijections de E-espaces vectoriels (voir le lemme 7.2.20)

Jo (' (KO, By @p Wlhisyplzs ) V[T (F,) =727 (SK?)) = 15]
—= Homgr,(r,) (7p(J,J), 11(p)Qy-an)
JB((Hl (K¥,E) ®F W(ﬁx*’\/’@%\ﬂ)]—an> [T (Fy) = iD,]’%* (S(K®)) =]
% Home,(r,) (70 (J.])-T(0) gp-an)-
L’existence d’un plongement continu GLg (F,, )-€équivariant (¢f. (1.4.1))
(1.7.1) SOCGLy (F, ) II(D) — fI(p)
est alors équivalente a I’existence de vecteurs non nuls dans
JB (([:il (K®,E) ®p W(ﬁxp\/’@xp\]>)]_an) [T(Fgo) = XD,]’%* (S(Kp )) = YP]
pour tout | C Zp(a) et dans
To((A (K, @ W s stesa ) N [T(E) = T, 77 (S(K2)) = ;]

pour tout /] € Zp (). Notons que le cas | = @ est déja connu par (1.5.2).

1.8. Variétés de Hecke

Soient | C X, | # @ et V une représentation localement J-analytique admissible
de GLg(F, ). Le module de Jacquet-Emerton [g(V') est alors une représentation loca-
lement f-analytique essentiellement admissible de T'(F,, ). On peut alors associer au
module [ (V) (voir le §6.1.5) un faisceau cohérent sur I'espace rigide Tj (sur E) qui
parametre les caractéres localement J-analytiques de T'(F,) (voir le §6.1.4). C’est le
point de départ dans la construction de variétés de Hecke (a partir de la cohomologie
complétée) d’Emerton.

Suivant Emerton [34, §2.3], on peut obtenir :

THEOREME 1.8.1 (¢f. théoréme 7.2.10)

(1) Soient & # | C 2, k15 € L9, ka5 € Z. Pour tout 6 € 2\ [, il existe un espace
rigide & ( [; ky S\ k_gzp\ ]) sur £ muni d’un morphisme de E -algébres

b Z*(S(KY)) ®g, E — ﬁ(é”(];thv,k_gzp\j))
et d’un morphisme fini d’espaces analytiques rigides

& (Jihig, ko, ) — T

tel que les conditions sutvantes soient satisfaites :
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(a) pour tout ouvert affinoide U de T’], le morphisme induit
Z*(S(K®)) ®g, & U) — & (x 1 (U))

est surjectif;

(b) pour une extension finie L de E, un L-point (y,y) (ouw y est un caractere

de T (F,) avaleurs dans L™ ety : Z7*(S(K®)) — L un morphisme de O -algébres,

voir le lemme 77.2.5) appartient a & ( J; th\]’ k_gzﬁ\]) (L) si et seulement si on a

(]B (H;t(KS’)’ W(ﬁzl)\j;@zp\j))j-an) QF L)
[T(Fo) = 7,27 (S(K?)) =v] #0,

o l'on a posé fl;t(Kg”, W@Zp\j;@z,,\/)) = Iq;t(K@, E) @p Whisg phes oy )

(2) Soient @ # |1 C Ja € X, k1 € Lo et kg 5 € Z pour tout 6 € X, \ J1. Alors il existe
un plongement fermé naturel d’espaces rigides sur E :
g(ﬁ;th\]ﬁk—?zp\h) - ép(h;th\h’k—(zﬁp\h)‘

Reprenons les notations du §1.5.

En utilisant le théoréme 1.8.1 et la discussion au-dessous de la proposition 1.7.1
on se ramene, pour démontrer 'existence d’un plongement comme en (1.7.1), a
montrer que le point compagnon (cf. §1.4)

D, = (Xu’j’ Yp) (reSP- ZD,] = (ip,j’ Yp))
se trouve dans g(];hEp\]’k_Qzl)\J) pour tout | C Zp(a) (resp. ] C Zp(a')), | # 2.

Supposons p absolument irréductible modulo wg et notons p la réduction modulo
wg d'un Gg-réseau Gal(Q/.F )-équivariant gy de p (qui ne dépend pas du choix de
eo). Il existe un sous-espace rigide fermé de & (J; hi‘.,,\j’ hE,,\j) , équidimensionnel
de dimension 2| J | (¢f. proposition 7.2.30) et noté & ( J; th\],th\])g, qui vérifie
les assertions du théoreéme. 1.8.1 ou le terme

HY (KO, W sy phosy )
remplacé par le localisé en p (cf. §7.1.3)

He (Ko, W (i ples, )

A tout point fermé z de & (J; hzﬁ\], ﬁZI,\])ﬁ’ on peut associer naturellement une

représentation continue o, de Gal(Q/.%) de dimension 2 sur £, eton a:
THEOREME 1.8.2 (¢f. §7.2.8). — La représentation de Gal(@p/FSO )

Pap *= P2 1Gal(Qy/ F up))
est trianguline (cf. [26] et [59]), de X, \ [-de Rham de poids de Hodge-Tate égal a

( - (kQ o+ kl,rs - 1), —kg ’G)GEZQ\]
(voir la définition 77.2.39).
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De plus, la théorie de la triangulation globale [53], [55]) permet d’obtenir le :

THEOREME 1.8.3 (¢f. cor. 7.2.53). — Supposons o absolument irréductible modulo wp et
soit @ # | C X, Sile point zpj (resp. zp ) se trouve dans g(];th\],k_gzp\]), alors
on a

JCZp(a) (resp.jg ZD(&)).

Le théoréme 1.6.3 découle donc des théoréemes 1.8.3, 1.8.1 et de la proposi-
tion 1.7.1 (voir la discussion au-dessous de la proposition 1.7.1). En utilisant une
version « en famille » de la proposition 1.7.1 (¢f. corollaire 6.5.90), le théoréme 1.6.1
peut se déduire du théoreme 1.6.4 (voir §7.5.2).

Passons maintenant au théoréme 1.6.4. On a vu ci-dessus (théoréeme 1.8.1
et discussion au-dessous de la proposition 1.7.1) que l'existence d’un plonge-
ment comme en (1.6.1) équivaut a P'existence du point zp (- (resp. zp-}) dans
g({T};@EP\{:}’k_?Z,,\{T}) pour tout T € Zp(a) (resp. T € Zp(a')).

On va « reconstruire » la variété de Hecke & ({1}; ﬁz,,\{T}’k_?Z,,\{r}) a partir de
faisceaux de formes modulaires sur les courbes de Shimura unitaires, a la Coleman-Mazur.
Les points fermés de & ({t}; th\{T}, k_gzp\{__}) peuvent s’interpréter comme systemes
de valeurs propres de formes modulaires surconvergentes (sur les courbes de Shimura uni-
taires). L’existence des points zp (-} et zp (-} €quivaut alors a I'existence de certaines
formes surconvergentes spéciales, appelées formes compagnons surconvergentes. Le théo-
reme 1.6.4 se rameéne donc a trouver des formes compagnons surconvergentes.

1.9. Formes modulaires p-adiques sur les courbes de Shimura unitaires
Passons aux formes modulaires. Notons encore
Mk :le changement de base de Spec.# a Spec #(,,) = Spec F,.

Soient ki, € Zx9 et kg 5 € Z. Pour tout ¢ € 2, (= %), on peut associer a la repré-
sentation algébrique W (*1x,%25)) de G sur E un systéme local de E-espaces vectoriels
Y (ﬁzp’@zp)
sur Mg pour tout sous-groupe ouvert compact et net K de G(A™®) (¢f. §3.2.1).

De plus, le systéme local 7@21,’@21,) est de de Rham (¢f. [73, §7]), et on note

(DR(Z7 b1y, h25,)) V)
le &)1y -module filtré a connexion intégrable associé (¢f. §3.8.2). On déduit de I'iso-

morphisme (1.4.1) que (DR (7 (kg k2x)) V) admet une décomposition (voir la pro-
position 3.5.8)

(DR(7 (s, hes)y V) =5 [T (DR: (2 (s, hes)) V)
e,
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ou, pour tout T € X,
(DR, (7 (g ley )y v,

est un &), ;-module filtré a connexion intégrable que I'on consideére comme un
Oy -module filtré a connexion intégrable par I'image directe via le morphisme ca-
nonique (Mg)zr — Mg (on aposé (Mg)zk := Mg XspecF,,- Spec E).

De plus, la filtration de Hodge de DR, (2 (M5, k2x)) ) vérifie :

> Fill DR, (2 (s, kes)y = 0,510 > ko o + ko — 2.

> Fil' DR, (7 iz, hes))y = DR (277 s, kes))y (si i < ko .

> On pose gri(-) = Fili(-)/ Fil'+! (-). Alors, pour tout ko - < i< ko - + k1 — 2,

gr' DR, (7 (hiy ke )y

estun &y ). ,-module localement libre de rang

Z (kLG - 1)
seXp\{r}
A laide de la description modulaire de Mg (¢f. §3.1.1.2), pour tous ki, k_ € Z
et T € X, on dispose en outre d’un @MK)T,E-module localement libre de rang

EGGZ[)\{T} (ks — 1) sur (Mg).r que ’on note
oot )

(voir la définition g.3.9 pour la définition explicite). Ce module est appelé le faisceau
de formes modulaires de poids (k+,k_;h2p\{T},k_QEj)\{7}> sur (7,E), de sorte que pour
tout kg r <i<ko+k-—2,0na

gr DR (7( ]21) kZZf)) o y_r(iE_(QkZyr+k1,?_2)’i;h2ﬁ\{’r}’@zﬁ\{’:}).

+ok_sk sk
Une section de y E BopniBsne) gy (Mg)~ est appelée une forme modulaire
classique sur (7, E) de niveau K de poids (ky,k_; th\{f}, k_ZE,,\{:})' De plus, on dispose
d’un opérateur (c¢f- §3.9.1.4)

klr_l kZ T7k1 -+2, kz T klz \{

s\

(- k? -+l k? T+k1 =1 klz /‘322 )
» Lok P\ =2\ (5}

(1.9.1) f”.

tel que le complexe en (1.9.1) soit quasi-isomorphe au complexe (encore noté V)
défini par la connexion V..

THEOREME 1.9.1 (¢f §3.3.2). — 1l existe un isomorphisme équivariant sous l'action de
Gal(Qy/Fy) et compatible aux filtrations de Hodge

Hkt(MKQp o (k by, 22p>) ®q, Bar - ( I; Hl((MK)T,E,Vr)) ®r, Bar ,
TE2p
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et la filtration de Hodge sur H' (M) ~., V=) vérifie
Fﬂi Hl ((MK)T,E7 VT)

Hl((MIO‘r,E,VT) siit < ko .,

—ko ~+1,ko -4k -—1;k ks
HO (M), P " e B0y

Siko - +1<i< ethor+ k- —1,
0 sit >k +keo -

On peut déduire, par la fonctorialité des théorémes de comparaison p-adique, de
I’action naturelle des opérateurs de Hecke (de doubles classes de G(A*) modulo K)
sur Hélt(MK’@[ﬂ%(k—lXp’@Ep)), une action pour tout 1 € X, (¢f. §3.8.3) des opérateurs
de Hecke sur

HO(Mg)=p, g T B o)y
Supposons maintenant K maximal en p, i.e
Ky = Z; x GLa(&,)

via (1.1.1). On définit le E-espace vectoriel

(ke ks
7E

big ey ks )t

des formes modulaires surconvergentes de niveau K et de poids

Choks bugy oy Rogy\ )
sur (7, E£) comme la limite inductive des sections de

e )
sur les voisinages stricts du lieu ordinaire de (Mg)- g (cf- [48, §9.2]).

Cet espace est muni naturellement d’une action continue de Z*(S(K¥)) et de
I'opérateur S, (i.e. 'opérateur de double classe [K(gg)K] ). Par la théorie du sous-
groupe canonique de Kassaei [48, §10], on dispose de plus d’un opérateur com-
pact U, agissant sur
(ks oy B2z ()1
TE .

Pour des raisons techniques (concernant la structure enti¢re de 1’espace de formes
modulaires surconvergentes), nous supposons F, non ramifié¢ sur Q, dans les théo-
réemes 1.9.2—1.9.3 et 1.9.6 ci-dessous (ainsi dans les théorémes 1.9.4 et 1.6.4).

Par la méthode du prolongement analytique de Kassaei [49], [50], on peut montrer :

THEOREME 1.9.2 (Classicité, ¢f. th. 4.3.1). — Supposons F, non ramifié sur Qy et soit f
une forme modulaire surconvergente sur (M )~ i de poids (ky,k—; ky AV k_sz\ {T}) , vecteur
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propre sous Uaction de USO de valeur propre a, € EX. Si

volap) <k—+ > ko
ceX,\{7}

(ot vy, est la valuation additive de F, qui se prolonge a @p normalisée de sorte que l'on a
vo(w) = 1), alors f est classique.

Remarquons que certains cas du théoreme C (e.g. le casou k1 5 = 2, kg ; = 0, pour
tout 6 € %, \ {7} et k. = 0) sont déja démontrés par Kassaei [50] (sans I’hypothése
F, non ramifié¢). Le théoréme 1.9.2 fait partie des théorémes de classicité sur les
formes de Hilbert surconvergentes (cf. [50], [64] et [79]; voir aussi [13]).

Supposons F, non ramifié sur Q, et soient L une extension finie de E, Ly €7
deux caracteres localement t-analytiques de & a valeurs dans L*. Par la méthode
de Pilloni [63] (voir aussi [1] et [12]), on peut obtenir un faisceau localement libre

st My o\ ()

sur un voisinage strict suffisamment petit du lieu ordinaire de (Mg)-; (cela utilise

en particulier le résultat de Brasca dans [12]). On définit le L-espace vectoriel
st M\ R\ )1

des formes modula.urf.ts s'urconx'lergentes c}e poids (X+’X—;h2ﬁ\{~.}’k_22p\{r}) de ni-

veau K comme la limite inductive des sections de

S(.X[”X _ ;ﬁx[,\{r} ’@Ep\{'-}>

sur les voisinages stricts suffisamment petits du lieu ordinaire.
Cet espace est muni naturellement d’une action continue de .Z*(S(K¥)) et des
opérateurs S, U, (qui dépendent du choix de @) vérifiant en particulier

S = t(w)78,, U, = t(w)h+U,,.

lorsque y , = tht ety =t avec ki, k_ € Z. L opérateur ﬁp est de plus compact.

Notons :

> - lespace rigide analytique (sur E) qui paramétre les caractéres localement
T-analytiques de & ¢

o >

> Z (S(K)) la E-algébre engendrée par Z*(S(K¥)) et les opérateurs g@, ﬁp
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THEOREME 1.9.3 (Surface de Hecke). — Supposons F, non ramifié sur Q) et soient
T €, ks €Zethy s €Z pourtout 6 € Xy \ {t}. Il existe un espace analytique rigide

2 (K) Bz 2z =)

A
sur - muni d’un morphisme de E -algebres

41 7 (S(K)) — & (L (K) Bsperis )
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E

v 7 (K)Bspnerlesne) L o« 7

tel que les conditions sutvantes soient satisfaites :

(1) le morphisme d’espaces analytiques rigides
(4, 4(0)) : #(K) Msperlsne) 72 x 77 x G,

est fini.
(2) Pour tout ouvert affinoide U de 7 x 7% x Gy, le morphisme induit

Z(S(K)) @28 (U) — & (»1(U))

est surjectif;
(3) Soient L une extension finie de E, 3. € Z=(L), y_ € Z=(L), v : Z (S(K)) — L
un morphisme de E-algebres tel que a , := Y(}?{lp ) e L*.

Alors il existe un L-point z de y(K)E'hE/»\{T)’@Ep\{T}) vérifiant %(z) = (f .7 _) et tel
que le morphisme associé 7 (S(K)) — L est égal a v si et seulement si il existe une forme
modulaire surconvergente sur (7, L) de niveau K et de poids (X+, X—;th\{c}’k_?Zp\{‘r})
propre sous Uaction des opérateurs T dans Z (S(K)) de valeur propre v(T) .

Par le théoréme 1.9.2 de classicité, on en déduit que les points classiques sont
Zariski-denses dans Y(K)ith\“}’@zp\{’-}> (¢f. proposition 4.4.39). Ceci, combiné avec
les théorémes de comparaison p-adique, peut nous permettre d’obtenir :

THEOREME 1.9.4 (¢f. th.7.2.58). — Supposons I, non ramifié sur Q. Pour tout v € %,

d-1 d-1 7, ; : , -
k1 SAVEINS LSy et k_gzﬁ\ (s} € 2=, il existe un plongement fermé canonique d espaces vigides
analytiques sur E :

(ﬁ T ’@ T )
(1.9.2) F(K) ol T = E({th kg oy k2 1) rea

ou « red » signifie le sous-espace réduit.

Reprenons les notations du §1.5. Supposons que p est une sous-représentation
de Gal(Q/.%") dans
Hi (Mgg, 7 Msptes,))
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pour un sous-groupe ouvert compact net K de G(A*) maximal en p. Le théo-
réeme 1.9.1 associe a p des formes modulaires %, de poids
( - k?,‘r + ler,T + kl,'r -1 th\{.r}a k_QZ[,\{T})
de niveau K sur (7, E) pour tout T € 2, vecteurs propres pour les opérateurs
de Hecke dans Z7*(S(K¥)) et les opérateurs T,,, S, tels que T(h:) = v,(T)h:
pour T' € Z*(S(K¥)). Par la compatibilité local-global de la correspondance de Lan-
glands locale classique dans le cas ¢ = p (¢f. [66] et [4]), on a de plus
oo

To(he) = (a+ @)he et Sp(he) = e

A partir de la forme k., on peut obtenir deux formes h., et k.5 (¢f. lemme 5.9.2)
sur la courbe de Shimura unitaire de niveau Iwahorique en @, vecteurs propres de
mémes valeurs propres que h; pour les opérateurs de Hecke dans .Z7*(S(K?)) et
l'opérateur S, de sorte que

(1.9.3) Up(hep) = they et Uy(heg) = dhe g,
Le théoréme suivant est un analogue de [17, th. 4.5.5], qui a son propre intérét.

THEOREME 1.9.5 (¢f th.5.9.3). — Avec les notations ci-dessus, alors on a © € Zp(a)
(resp. © € Zp(a)) si et seulement si il existe une forme modulaire surconvergente g de ni-
veau K et de poids (—ko - — k1 + 2, ko -3 th\{T}, k_QZ,,\{r}) sur (71, E), vecteur propre pour

les opérateurs de Z7*(S(K®)) et les opérateurs U,, S, de mémes valeurs propres que hr,

kp.—1 ky.—1
(vesp. h- 7 ), telle que 671' (gz) = hryo (vesp. 671’ (g7) =h-3).

La forme g- est appelée une forme compagnon surconvergente de h., (resp. h-z).

Dans le cas F, non ramifié, on peut montrer (cf. corollaire 7.2.60) que le plonge-
(ky
T
g- sur le point zp (+} (resp. zp(-}) lorsque © € Zp(x) (resp. © € Zp(a)), d’ott on
déduit le théoréme 1.6.4 (voir la discussion a la fin du §1.8).

ment (1.9.2) envoie le point fermé de I’espace rigide . (K) S\ associé a

Terminons cette introduction par un théoreme dans le style « Fontaine-Mazur ».
Supposons encore F, non ramifié sur Q;. On peut associer a une forme modulaire
surconvergente s de niveau K de poids (k+’k—;@2,,\{r}’k_22,,\{r}) sur (1,E) (avec
ky,k_ € Z), vecteur propre pour les opérateurs de .Z*(S(K¥)) et les opérateurs
Uy, Sy, de valeurs propres dans E, une représentation continue p; de Gal(Q/.%") de
dimension 2 sur £. On montre de plus que

Php = Ph1Gal(Q)/ Fup)
est trianguline et de X, \ {7}-de Rham de poids de Hodge-Tate

(= Gt hip = D =hoo) o o)

(¢f- corollaire 7.2.62).
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18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

THEOREME 1.9.6 (¢f. cor. 7.2.64). — Avec les notations ci-dessus, supposons ky + k_ € Z>9,
e absolument irréductible modulo wp et isomorphe a la réduction d’une représentation de
Gal(@/ F) associée aux formes modulaives classiques. Si la restriction oy, est cristalline et
non t-critique (cf. §1.9), alors il existe une forme modulaire classique hy de niveau K de poids
(ks k_; th\{T}, k_QZ,,\{‘r}) sur (7, E), vecteur propre pour les opérateurs de Z*(S(K®)) et
les opérateurs U, S, de méme valeurs propres que h, et on a gy = py, .

MEMOIRES DE LA SMF 155



CHAPITRE 2

PRELIMINAIRE ET NOTATIONS

2.1. Groupes de similitudes unitaires et courbes de Shimura unitaires

Soit F' un corps de nombres totalement réel de degré fini dr > 1, notons X, I'en-
semble des plongements réels de F. Soit B une algebre de quaternions de centre F
ou S(B) est 'ensemble des places de F et B est ramifiée (donc S(B) est fini de
cardinal pair). Supposons que

|S(B) N Bo| = dp — 1

et notons T, I’ unique plongement réel de I qui n’appartient pas a S(B).

Soit & une extension imaginaire quadratique de @, notons
F =r.&.

Fixons un plongement uq : & — C et désignons par z — ¢(z) la conjugaison de .#
par rapport a F (qui se restreint en une conjugaison de & par rapport a Q). Notons

uc : & — C
le plongement tel que uc |F = Too €L UC |& = Uso. SOit
D:=BQrF

et désignons par [ — [ le produit tensoriel de I'involution canonique de B et de la
conjugaison de .# . Soit § € D un élément symétrique (i.e. 5 = §) inversible, nous
définissons une involution sur D de seconde espéce, notée [ — [*, en posant

* =318,

Notons V le Q-espace vectoriel sousjacent a D qui est donc muni d’une action
de D ® & D°P donnée par

d1 ®dy -v=djvdy pourtousdy,do € DetvelV.
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Choisissons un élément o € .# non nul imaginaire (ie. & = —a) et définissons,
pour v et w dans V,

U(v,w) := trg g (xtrp, s (vdw*)),

ou trp, & désigne la trace réduite de D sur .# . On voit que ¢ est une forme alternée
non dégénérée sur V vérifiant, pour tout [ € D :

Y(lv,w) = $(v, Fw).

Soit G le groupe algébrique des similitudes symplectiques D-linéaires de (V,¢)
(sur ), i.e. pour toute Q-algebre R, G(R) est le groupe des similitudes symplec-
tiques D-linéaires de (V ®q R,{ ®qg R).

Considérons l'action de D°P sur V, et identifions D°P ®g R a I’ensemble des
R-endomorphismes D-linéaires de V ®g R. Soit g € D°P ®g R, vu comme R-
endomorphisme de V ®g R : v +— vg. Alors on a g € G(R) si et seulement si il existe
un r € R* tel que

Y(vg, wg) = ry(v,w)
pour tous v, w € V ®q R. Par la définition de ¢, cela est équivalent a gg* = r. On
dispose donc d’un isomorphisme naturel

lf/{ :G(R) = {(r,g) ER* x (D@ R)™*; gg" = r}
pour toute Q-algébre R. Mais dans la suite, on utilisera plutét I'isomorphisme
(2.1.1) ir : G(R) L>{(r,g)ERXX(D®QR)X;gg*=r}
qui est la composition de ij, avec I'isomorphisme

R* x (D? g R)* =5 R* x (D®g R)*, (rg)— (r g ).

Noter que via ig, action de (1,g) € R* x (D ®g R)* sur V ®g R est alors donnée
par (r,g)(a) = ag~! pour tout a € V ®g R. Notons
(2.1.2) YR :=pryoig : G(R) — R*.

Soit R une & -algébre avec j : & — R le morphisme structural. On a alors des
isomorphismes

(2.1.3) DR®QR=BRyE ®qR=B®qg (ROR) = (D®g;R)® (D Qg jo R).
On note
DegR)":=D®z;R et (DegR)” =D Qg j R.

L’involution = sur D ®g R échange les facteurs (D ®g R)™ et (D ®g R) ™. De plus,
pour

g=(g+:8-) € D@ R)" = (D®z; R)* x (D®g jo R)™,
on voit que gg* = r € R* si et seulement si g, = r(g*)~!. On déduit alors de
I'application ig (2.1.1) un isomorphisme :

(2.1.4) G(R) == R* x (D®g joc R)*, (1 (g+,8-)) — (r.g-).
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Via cet isomorphisme, I'action de (a,g) € R* x (D ®# jo, R)* sur
VegR= (Vegz;R) & (V Qs jo R)
est donnée, pour tout (v4,v_) € V®gR = (VegR)" & (V®gR) ™, par les relations

(a:8) v =v-g™ ((@0g) v (a,0) v ) = Y(vy,00).

Soit S = Resc/r(Gp). Dans [20, 2.2.4], un morphisme % : S — Gg est défini
tel que X, la classe de G(R)-conjugaison de h, s’identifie & Z*, le demi-plan de
Poincaré. La composition

S - Ggr — GL(Vg)
définit une structure de Hodge sur Vg de type {(—1,0), (0,—1)}. On choisit § et «
de sorte que la forme ¢ soit une polarisation de la structure de Hodge (e.g. voir
I’argument dans [46, p. 52]).

Considérons le systeme projectif de courbes de Shimura sur C associé au
couple (G, X), indexé par les sous-groupes ouverts compacts K de G(A*),

Mg (C) =G(Q) \ (X x (G(A™)/K)).
La courbe Mg (C) admet un modéle canonique, lisse et propre, noté Mg, sur %
(voir [20, §2]) via le plongement uc : .% — C.

Enfin, soit & un ordre de D stable par I'involution [ — [*, avec V7 le réseau de V
(sur Z) qu’il définit, tel que ¢ soit a valeurs entieres sur V7.

2.2. Groupes de similitudes unitaires sur les corps locaux

Soit ¢ une place finie de Q telle que ¢ soit décomposée dans & et [ & S(B) pour
toute place [ de F au-dessus de ¢. Notons F| le complété de F en [ avec &, son
anneau des entiers, et @ une uniformisante de &,. Notons F(, la sous-extension
non ramifiée maximale de F[. Enfin notons

di=[F: Q] et dyg:= [Fo:Qe].

Fixons un plongement
h:E —s Qg
(qui correspond donc a une place de & au-dessus de ¢). On voit que D ®g Q; admet
des décompositions (¢f. (2.1.3))

(2.2.1) D®gQ = (Dg) Q) & (D g 0 Q)

= ([IMa(F)) @ (TIMa(F)) = (T107) @ ( I1PF)-

Ie (e [e (e

En fait, D[Jr (resp. D7) est la sous-D-algébre (maximale) de D ®qg Q, sur laquelle
laction de & via les plongements & — % < D se factorise a travers A : & —
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(resp. hoc¢: & — Q) etl’action de F via les plongements F — .# < D se factorise
a travers F' — F{. Noter que l'involution induite [ +— [* sur D ®gp Q¢ échange les
facteurs DI+ et D[*.

De méme, 'anneau &p ®z Z; admet une décomposition :
b @z L = [[(@pr & ).
(e
On fait les hypotheéses suivantes (sur ¢ et 1) :

HYPOTHESE 2.2.1

(1) La forme § induit une dualité parfaite by sur Vz, = Vz ®7z Zy.
(2) L'anneau ﬁb# (resp. ﬁpl— ) est un ordre maximal dans DI+ (resp. D[ ) et Uanneau ﬂ'D[—
s’identifie a Mo () via la composée @’D[— — D = Mo (Fy) pourtout L] €.

Supposons que ¢, A vérifient I’hypothése 2.2.1. Soit e[_’l € ﬁp; (resp. eI_’Q € ﬂ’[)[f)
I’élément qui s’identifie a ((1) 8) (resp. (8 (1))) via I'isomorphisme @)~ = My (),
et notons

e?"k = (el_’k)* pour k =1,2.

Tout &p ®7 Zy-module A admet alors des décompositions :
o~y - ~Y ’1 52 7;1 7,2
(2.2.2) A=}|1Z(Aj@AI)=¥‘1€<A; SATTOAT ®AT)
ou Ali’k = eli’kA est un &;-module. Noter que g = (| ) € Op; (resp. g* € ﬁl)[*)

induit un isomorphisme entre AI_’l et AI_’2 (resp. entre AIJ“1 et AI+’2).
Par (2.1.4) et (2.2.1), on en déduit un isomorphisme
(2.2.3) G(Qr) = Qf x [] GLa(F).
(e
Via cet isomorphisme, 'action de GLg (F() sur V™ (le Fi-espace vectoriel sousjacent
a D) est donnée par 1
gv) =v-g"
(ou « - » désigne la multiplication dans D) pour tout g € GLg(F() etv € V;". Le

Fi-espace vectoriel Vf’l se réalise alors comme le contragrédient de la représentation
standard de GLg (F).

Notons K[O GLg () et, pour tout n € Z>1,
]n = {gEGLQ (PR) ; E(
= {g € GLo %I g= (

) (mod @)},

* %
0 *
(1)(1)) (mod w{)}.

Notons Sp I’ensemble des places finies ¢ de Q décomposées dans & telles que
¢ et , vérifient ’hypothése 2.2.1 pour toutes les places A de & au-dessus de ¢.
Toutes les places finies ¢ de Q décomposées dans & appartiennent alors a Sg sauf
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un nombre fini. Notons S& I’ensemble des places finies de .# au-dessus des places
dans Sg. Une place finie dans S sera alors désignée par (,[) ou [ est une place
de F au-dessus de ¢ € Sp, et ou A est un plongement de & dans Q.

Voici un corollaire facile du théoréeme de densité de Chebotarev :

LEMME 2.2.2. — Soit L une extension galoisienne de F non ramifiée hors d’un ensemble
fini des places S de F . Alors Uimage des éléments de Frobenius (arithmétique) des places
(M) € Se \ (SNSs) est dense dans Gal(L/ 7).

Démonstration. — 11 suffit de montrer que pour toute sous-extension ] finie et ga-
loisienne sur .# dans L, et pour tout g € Gal(J/.% ), il existe une place (},[)
dans S \ (SN Ss) telle que Frob ; () = g ou Frob; ) € Gal(J/#) (noter que
(0, 1) ¢ §) désigne le Frobenius arithmétique de (2,[). Considérons la tour d’exten-
sions galoisiennes :
Qcs /.

en appliquant le théoréme de densité de Chebotarev au groupe Gal( J/Q) (e.g. voir
[60, th. 13.4]), on voit que pour tout g € Gal( J/.% ) C Gal(J/Q) il existe une infinité
de places ¢ de Q telles que Frob, = g. De plus, une telle place ¢ doit étre décomposée
dans . . Le lemme en découle. a

Soit K =[], K¢ un sous-groupe ouvert compact de G(A*) avec K; un sous-groupe
ouvert compact de G(Qy), notons

K':= ] K.
£
Soit ¢ € Sg, via I'isomorphisme (2.2.3). Pour (A, [) | £, notons
G(Q) = Q7 x JI.GLa(Fy),  GA™!) := GA™)G(TQ)),
e
£l
K=K/ NGLo(F), K':=KnGQ), K':=KK =~KnGQ).
Donc un élément g € G(A™) peut s’écrire comme
g=ae =ag g =ad

avec g € G(Q), g' € G(A®Y), g € GLa(F), g € QF x [y, CLla(Fy) et g' €
£l
G(A™) x (@ x [1r ¢ GLa(Fp)).
(£l

2.3. Notations

Fixons une place finie p de Q dans Sg. Notons :
> ©1,...,0s les places de F au-dessus de p;

> @:@1,
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v

F, le complété de F en g avec &, son anneau des entiers;

> @ une uniformisante de &,

v

Fp,o la sous-extension non ramifiée maximale de F ;

d:=[Fy:Qp], do:=[Fpo:Ql, po.

Désignons par v, la valuation addltlve de F, qui se prolonge a @p telle que

v

vp(w@) = 1. Fixons une place finie u de & au-dessus de p, ou de maniére équiva-
lente un plongement u : & — Q, d’ott on déduit un isomorphisme (¢f. (2.2.3)) :
(2.9.1) G(Qp) — Q} x ] GLa(Fy,).

ilp

Pour tout g; | p, notons
Ty = {G:F'—)@p} et X, = {G:Fi‘—>@p}
(donc %, = Il |,2,). Solent E une extension finie de Qp, avec & son anneau

des entiers, et wr une uniformisante de &, assez grande pour contenir tous les
plongements de I dans Qp. Donc D ®g £ admet des décompositions (¢f. (2.2.1))

DegkE ( I\[D*@D )@QpEg 11 (Dgi’ceaDs;i’c)
Qilp 4

i |

o€,

ou DS:OE . DjE ®F,,.c I est isomorphe a My (k) et I'involution [ — [* échange les

facteurs DWG et Dms. Tout D ®g E-module A se décompose alors comme :

(2.8.2) A= ] Agi’s &AL,

pilp
ceEX,

©i

En utilisant les idempotents

e,__’}, = ( ) e D’

§%> §i,6° € o= - ( ) € DS:DG’

©is0

AS;,,G admet une décomposition

-~ -1

Apiv A@z ® A@z,
oAk

ou Ays = e, GA De méme, on a

+ o~ +,1 +,2
0i,0 Apn Aﬁoi

en utilisant les idempotents ez,'l.’f; = (e, c;)* ou A+ o= e@lk A.
Remarquons que g = (1) € Dg,, (resp. g* € D, ;) induit un isomorphisme
(de E-espaces vectoriels) entre Ag;}, et Ag;.’,% (resp. entre AJr s et Agl%)
On fixe un isomorphisme
¢:Q, = C
1

tel que 79 := ¢! o1 se factorise A travers Fy, ettel que ¢7° o U = u.
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Soient V un espace vectoriel sur E, et A un ensemble des opérateurs agissant de
facon E-linéaire sur V. Pour un systéme de valeurs propres

Y ={y(x) € E}sea,

on note V[A = y] le sous-espace propre associé.
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CHAPITRE 3

FORMES MODULAIRES CLASSIQUES SUR LES COURBES DE
SHIMURA UNITAIRES

On rappelle au §4.1 la description modulaire des courbes de Shimura unitaires.
Au §3.2, on étudie la cohomologie étale des courbes de Shimura unitaires a coeffi-
cients dans certains systemes locaux. Enfin, dans la section g.9, on étudie les formes
modulaires sur les courbes de Shimura unitaires et les opérateurs de Hecke.

3.1. Description modulaire des courbes de Shimura unitaires

3.1.1. Probleme de modules. — Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(A*).
La courbe

Mg (C) =G(Q) \ (X x (G(A®)/K))
admet un modéle canonique Mg sur % via
uc : F — C.

De plus, lorsque K est assez petit, Mg admet une interprétation modulaire. Le
plongement u : & < Q, induit un plongement u : .# < F,. Dans cette sec-
tion, suivant [20], on donne des rappels sur la description modulaire de la courbe
Mg Xspec.7 u Spec Iy, encore notée Mg.

On présente deux problémes de modules sur F, qui sont représentés par Mg
lorsque K est assez petit.

3.1.1.1. La premiere version. — Rappelons (c¢f. [28, th. 4.19] et [20, §2.3]) que lorsque
K est assez petit, la courbe Mg (sur F;,) représente le foncteur

Mgl {Schémas sur Spec F,} — {Ensembles},

défini comme suit.
Soit § un schéma sur Spec F, avec T : § — SpecF,, le morphisme structural,
Mg!(S) est Pensemble des classes d’isomorphismes d’objets (A,t,0,% ) ou :
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(1) A est un schéma abélien a isogénie pres de dimension relative 4dr sur S, muni
d’une action de &) via t : @p — Endg(A) (ainsi Lie(A) est un &p®7zQy-module)
vérifiant :

(a) Lie(A)p_’1 est un Zs-module localement libre de rang 1 sur lequel F,, agit via
le morphisme structural 7 ;

(b) pour g; # g, Lie(A), est nul.

(2) 0 est une polarisation homogéne de A (¢f. [28, 4.3]) telle que I'involution de
Rosati associée envoie L(y) sur t(y*).

(3) @ est une classe modulo K de similitudes symplectiques Zp-linéaires localement
pour la topologie étale sur § :

oV @gA® — V(4),

ou ‘7(/\) = YA“(A) ®z Q, avec YA“(A) :=lim , A[n], est bien défini pour un schéma
abélien a isogénie pres, et ou la forme symplectique &p-linéaire sur T'(A) (qui
se prolonge sur V (A) de maniére unique) est définie par

TA) x T(A) —22, Ty x T4Y) — Z(1),

en choisissant une polarisation effective 6 : A — A" dans la classe 6. Noter que
la forme symplectique sur V (A) induite ne dépend pas du choix de 6.

REMARQUE 3.1.1
(1) On dit que (4,1, 6, @) et (A, v, 67, o?) sont isomorphes s’il existe une isogénie &p-
linéaire ¢ : A — A’ telle que
=0¢"obod et &:g_loa’

ou 6" désigne I'isogénie duale de ¢ et ou b désigne I'application v (4) — v (A")
induite par 6.

(2) L’action de G(A™) sur le systtme des courbes {Mg} est, pour g € G(A™),
donnée par

rgt Mg — Mg-ig,,  (A,0,2) — (A,,6,000¢).
3.1.1.2. La deuxiéme version. — Notons V, le réseau dual de Vz par rapport a ¢, i.e.
Vy:={veV; {(v,w) €Z pour tout w € Vz}.

Notons
Vz =V, Qz7Z et Vil = VZ, Q7 7 (Z = I;IZ(/).

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(A>) assez petit pour laisser V5 in-
variant. D’apres [20, §2.6], le foncteur MK1 est isomorphe au foncteur Mg défini
comme suit.
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Soit § un schéma sur SpecF,, avec © : § — SpecF, le morphisme structural,
Mk (S) est’ensemble des classes d’isomorphismes d’objets (A,t1,0,a) ou:

(1) A est un schéma abélien de dimension relative 4dy sur S, muni d’une action de
&p via 1 : @p — Endg(A) (ainsi Lie(A) est un &p ®z Qy-module) vérifiant :
(a) Lie(A)g’1 est un &gs-module localement libre de rang 1, et F,, y opére via le

morphisme structural 7

(b) pour tout g; # ¢, Lie(A), est nul.

(2) 6 : A — AV est une polarisation de A telle que I'involution de Rosati associée
envoie L(y) sur t(y*).

(3) @ est une classe modulo K d’isomorphismes symplectiques &p-linéaires locale-
ment pour la topologie étale sur S :

w: Vs 5 T(A).

En effet, suivant [20, §2.6.2], étant donné un point (A4, L,é,&) du probléme de
module Mg!, comme K laisse invariant V5, on voit que le réseau adélique a(V5)
ne dépend pas du choix de «. Il existe un unique schéma abélien Ay dans la classe
d’isogénie de A, tel que YA“(AO) soit €gal a a(V5). Comme V5 est stable sous I'action
de &, ce dernier anneau opére sur Ag. De plus, il est possible, et ce de facon unique,
de choisir une polarisation effective 6 € 0 de Ag, telle que oc(Vi') soit le réseau adé-
lique dual de (V) pour la forme symplectique associée a 0. L'isomorphisme de
foncteurs MK1 Z Mg envoie donc (A,L,é,&) sur (AO,L,G,W). Enfin, noter que

deg() = |V2’/Vi|.

REMARQUE 3.1.2
(1) Dans cet ouvrage, un sous-groupe ouvert compact K est dit net si Mg admet la
description modulaire ci-dessus.

(2) Soit £ € Sg, comme ¢ induit une dualité parfaite sur Vz,, la condition (g) im-
plique que le degré de 6 est premier a £.

On spécifie une place finie ¢ de Q. Soit K = K;K’. Alors la condition (g) peut étre
séparée comme suit :
(1) o : Ty(A) = Vz,(:= Vz ®z Z;) est une classe modulo K; d’isomorphismes
symplectiques &p-linéaires pour la topologie étale sur § ;
(ii) ol TC(A) =~ Vo (= Vz ®z ié) est une classe modulo K’ d’isomorphismes
symplectiques &p-linéaires pour la topologie étale sur S.
Soit ¢ € Sgp, on fixe jusqu’a la fin de cette section une place finie (A,[) € S&
au-dessus de ¢. Pour ce choix de A, on en déduit (¢f. (2.2.4)) un isomorphisme

G(Q) — Q x [H GLg (Fyp).
/‘[
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Le module de Tate Ty(A) (dans le probleme de module) admet alors des décom-
positions :
T,(4) = P T (4) = P14 e Py (4)

e e ar
Ti(A) :== 1{iTm Alw(]
avec Alw(] = ﬂyel"% Ker(A & A). Notons

-1 . — L. =
A =@ T (4, (Vz) =P Va)p
ar. e
(20 [0
(puisque Vz, est un &) ®z Z;-module).
Soit C un sous-groupe fini et plat &p-linéaire de A annulé par une puissance de £

(e.g. C = A[w{]). Alors C admet des décompositions (voir (2.2.2)) en utilisant les

idempotents e[i,’k de @p ®z Zy :

(31.1) € 5 CTxC™ 25 TG x Cp) =5 TICH < 6% x ¢ x ¢,%).
ay e
S’il existe de plus ['[¢ et n € Z>) tels que C soit un sous-groupe de A[w[,], on voit
facilement que I'on a Ci’k = 0 pour tout [ |¢, [ £ [ et k = 1,2. Dans ce cas, on
note alors
cEh = C;,—L’k pour k=1,2.

Considérons les exemples suivants :

EXEMPLE 3.1.3. — Supposons
K= Z x K!' x K|

avec Ké[ un sous-groupe ouvert compact de HI’M GLo (Fp). Alors la condition (i) est
I
équivalente a
(a) or: (ﬁ’p[/m?f,vl)(z = A[m{‘]"1 est un isomorphisme ¢, -lin€aire localement
pour la topologie étale sur S ;
(b) ocg : Té_’[(A) = (Vzg)_’[ est une classe modulo K/I d’isomorphismes &p-
linéaires localement pour la topologie étale sur S.
Lorsque n = 0, on dit que le groupe K est maximal en [. Dans ce cas, un S-point
de Mg sera désigné par (A,t, O,a[) avec ol == ol x oci. De plus, si c’est le cas, pour
m € Z>1, on note K, ( le sous-groupe de K avec

Kl (=K' et (K,()e=Z xK["x K}.

m,
Alors Mg estun revétement galoisien de Mg de groupe GLg (ﬁF]/m{”) via la projec-
tion canonique Mg  — Mg (¢f [20, §3.3.2]). Lorsque [ =g, on notera K, := K, ,.
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EXEMPLE 3.1.4. — Soit n € Z>1. Supposons
Ke=ZX x I x K}.

Alors la condition (i) est équivalente a :
(a) il existe un sous-groupe @, -linéaire fini et plat H de A[mf‘]_’l d’ordre ("0
tel que H = 75 /w{ localement pour la topologie €tale sur S ;
(b) oc_g : T[’I(A) = (Vzg)_’[ est une classe modulo Ké[ d’isomorphismes &p-
linéaires localement pour la topologie étale sur S.
Dans ce cas, on dit que K est Iwahorique en [. Un S-point de Mg sera désigné par
(A,L,@,J,H) avec ol == o x océ. Pour un sous-groupe net K de G(A*°) maximal
en [, on note Mg ([") := Mg ot K’ est un sous-groupe de K tel que (K')! = K’ et
Ky = Z)f x If x Ké[ On dispose donc d’une projection naturelle

b Mg(I") — Mg, (A1, 0,00, H) — (A,1,0,00).

Soient ¢ € Sg, (1, [) € S& au-dessus de ¢, posons (cf. [48, §4.4] et [46, p. 109—
110])

DEFINITION g.1.5. — Soit (4,t,6,%) un S-point de Mg, un sous-groupe (fermé) fini
et plat @p-linéaire C de A est appelé un sous-(}, [) -groupe d’échelon n € Z s’il satisfait
les conditions ci-apres :
> C est annulé par ¢h0m | et d’ordre (éd[~0)4dF” ;
> C[_’1 est un sous-groupe de A[m{‘]"1 d’ordre ¢410" tel que CI_’1 = O /w| loca-
lement pour la topologie étale sur S ;

> C;’l = 0, pour toute place [' # [ de F au-dessus de (;
> 0: A[C"0"] S AV[€"0"] envoie C sur (A[¢"0"]/C).

REMARQUE §.1.6
(1) L’accouplement de Weil induit une dualité parfaite entre A[édlon]+ et A[édlon] -,
alors la derniére condition ci-dessus est équivalente 2 C = C~ @ (C™)*.

(2) On voit facilement qu'un sous- (2, [)-groupe C d’échelon n est déterminé uni-
quement par le sous-groupe C{’l. Un S-point (4,1, 6,3, H) de Mg comme dans
I'exemple §.1.4 sera désigné parfois par (A,L,@,J,C) ou C est le sous-(2,[)-
groupe d’échelon n de A vérifiant C;’l ~H.

On utilisera cette version du probléme de modules dans la suite.

3.1.2. Actions de G(A*). — Nous décrivons 'action de G(A*) sur le systeme des
courbes de Shimura {Mg} en terme du probleme de modules (voir aussi [20, §3.4]

et [66, §5]).
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Par (2.1.2), on dispose d’une application vayo : G(A*®) — (A*)*. Notons v la
composée :
v:iG(A®) A2, (A®)X — (A%)X/ZX = Q.
Soient K un sous-groupe ouvert compact net de G(A*) et g € G(A™), alors g induit
un morphisme r; : Mg — M,-1g,. Supposant g~ 'Kg net, on décrit ce morphisme
en terme du probléme de modules. Soient § un schéma sur Spec F, et (4,t,0,%) un
S-point de Mg, on déduitde o : V5 — T(A) un isomorphisme :

1V ®gA® = V; ®;,Q 5 V(A).
On obtient donc un isomorphisme &p-linéaire
VogA® — VegA® L, V(A).

SAupposons fle plus V5 C g(V5), alors (ag o g) (V) est un réseau adélique contenant
T(A) dans V (A). Il existe donc un unique schéma abélien A’ dans la classe d’isogénie
de A tel que f(A') soit €gal 4 (g o g) (V). On obtient une isogénie ¢ : A — A, de
facon unique, telle que I'application sur les modules de Tate induite b T(A) — YA“(A')
soit égale a l'injection 7’:(A) — (xg o g)(V3). Comme le réseau (ag o g)(V3) est
invariant sous 'action de &), le schéma abélien A’ est muni d’une action naturelle
de @}, notée
V1 @ — Endg(A').

L’isogénie ¢ est &p-linéaire car ag o g l'est.

De plus, il est possible, et ce de facon unique, de choisir une polarisation effective

oA — A

telle que (xgog) (Vil) soit le réseau adélique dual de (xgog)(V;) pour la forme sym-
plectique associée a 6. Explicitement, notons ¢” : A’ — AY I'isogénie duale de ¢,
on choisit 0/, de maniére unique, telle que le diagramme suivant soit commutatif
(¢f- [66, §5] et [46, p.110]) :

A v(g)0 AV

(3-1.2) le ‘:’VT

!
A a4,

Enfin, on obtient une classe modulo g~!Kg d’isomorphismes symplectiques &)-
linéaires :
3 “Q 4
o VZ — g(Vz) — T(A/).
On vérifie que (A,1,0,%) est envoyé sur (A',1/,0',a) via le morphisme r,.

EXEMPLE 3.1.7. — Soient (1,[)|¢ € S& et K = K,K’ un sous-groupe net de G(A>)
avec Ky = Z; x K[ x KKI, alors 'action de g € GLg(Z) (— G(Q), via (2.2.3))
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sur Mg (noter que K| est un sous-groupe normal de GLg(&F;)) est donnée par (voir
I’exemple 3.1.3)
re(A,1, 0,0l 0p) = (41,6, ol oo (g7 )’),

ol « ¢ » signifie la transposition et ot oy o (g~!)! signifie la composée
¢ —1yt o _
G/ o) s (G e )t 2 Lo

3.1.3. Correspondances de Hecke. — Soient K un sous-groupe ouvert compact
de G(A*®), g € G(A™), on dispose donc d’une correspondance de Hecke associée a
la double classe KgK :

7
MKﬂgKg*l —§>_ MKﬂgflKg
Mg —---mmmmomceeee > M
K [KeK] K

Supposons de plus K net, nous pouvons décrire cette correspondance en terme du
probléme de modules de la méme facon qu’au §4.1.2. Précisons plusieurs exemples
que nous utiliserons.

Commencons par un lemme (voir [48, lemme 4.4]).

LEMME §.1.8. — Soient S un schéma, A un schéma abélien sur S, 6 : A — AV une
polarisation et C un sous-groupe fini et plat de A sur S, notons
b:A— A/C

Uisogénie naturelle. Supposons C annulé par n € Z~q avec (n,deg6) =1 et soit
y:A/C— A

lisogénie telle que § o & = [n] (le noyau de § est donc A[n]/C). Supposons de plus que
Uisomorphisme 6 : A[n] = AY[n] envoie C sur (A[n]/C)" . Alors il existe une unique pola-
risation O de A/C telle que le diagramme suivant soit commutatif :

AJC Y A

(3-1.3) e'l el

\

(A/C)Y ——— AV,
Démonstration. — La preuve est la méme que celle de [48, lemme 4.4]. i}

On fixe jusqu’a la fin de cette section une place finie £ € Sg et une place finie
(A, 1) € S au-dessus de ¢ (on fixe donc un isomorphisme ¢f. (2.2.3) :

G(Qu) — Q x [ GLa(F)).

e
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EXEMPLE g.1.9. — Soit
g=10"x H ((1)(1)) € G(Q).
e

Considérons la correspondance de Hecke Lo associée a la double classe [KgK]
(comme gK = Kg, Lo n’est autre que le morphisme 7). Soient § un schéma
sur SpecF,, (A,1,0,&) un S-point de Mg, notons A= AJA[ ] et b : A — A
I'isogénie canonique. Comme A[¢"]™ est invariant sous I’action de &, il existe donc
une action naturelle de &) sur A’ (notée V' : @p — End(A’)). De plus, il est clair
(par la condition (g) dans le probléeme de modules, voir aussi la remarque §.1.6)
que Pisomorphisme 0 : A[¢"] = AV[¢"] envoie A[¢"]T sur (A[¢"]/A[¢"]1)Y, par le
lemme 3.1.8, on dispose d’une isogénie 0’ : A’ — (A")". Enfin notons

o =aog: Vs £ g(V5) 2 T(A/A[C']F)

(onabien g(Vz,) = (fl"VZt> ®Vyz, D Vz,). Selon la discussion au §9.1.2, on vérifie que

le morphisme Ly o envoie (A,,0,&) sur (A', v, 0, a’). On voit facilement que Ly n
. . _.un
est un isomorphisme, et on a Yoo = Ligr

EXEMPLE 3.1.10. — Soit
d 0 10
g =0%0 x (S”ml) X I (01) € Q) x GLo(F) x I,rlléGLg(F[/).
(4L (4L

Considérons la correspondance de Hecke Y; | de la double classe KgK (qui n’est
autre encore que le morphisme r;). Soient § un schéma sur Spec F,, (4,1,0,%) un
S-point de Mg . Notons
C:= Al /w]T @ Alw(] ™,

A':=A/C et & : A — A’ I'isogénie canonique. Comme C est invariant sous I’action
de &), il existe une action naturelle de &) sur A’ (notée . : &) — End(4")). Il
est clair que I'isomorphisme 0 : A[¢%0] 5 AY[¢%0] envoie C sur (A[¢%0]/C)V.
Par le lemme 3.1.8, on obtient une polarisation §' : A’ — (A’)Y. On vérifie que le
morphisme Y, [ est donné par

Yog: Mg — Mg, (A,1,0,%) — (A/CV,0,07),
ou o’ est défini comme dans I’exemple g.1.9. Notons
-1
S = Ly gt Vi

ui est donc égal au morphisme r,» : My — My avec
q g P g K K

g =1x (S’Im?) x TT (39) € QF x GLo(F) x ] GLa(Fy),
an an
4L ['£[

et S, := Sy, pour simplifier.
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EXEMPLE g.1.11. — Soit

0 10
g=0"0x (7)) x 1 (p9) € QF x GLa(Fy) x [] GLa(Fyp),
e ay
AL AL
et considérons la correspondance [KgK] : Mg --+ Mg. On se penche sur les deux
cas suivants :

(1) Supposons le groupe K maximal en [.

Soient § un schéma sur Spec F,, (4,1, 6,oc[) un S-point de Mg, C un sous-(, [)-
groupe de A d’échelon 1. Comme le groupe C est &p-linéaire, il existe une action
naturelle de @) sur A/C, que nous notons t' : @ — End(A/C). Par le lemme 8.1.8
(et la définition g.1.5), nous disposons d’une polarisation ' : A/C — (A/C)". Nous
avons deux morphismes :

b Mg(l) — Mg, (A,1,0,00,C) —s (4,1,0,al),
o Mg(l) — Mg, (A,1,0,al,C) — (A/CV,0,4l).
La correspondance de Hecke X; [ := [KgK] sur Mg est alors donnée par

Xo(: My ——> Mg, (A,1,6,0l) — S(A/GY, 0, al),
C
ou C parcourt tous les sous- (2, [)-groupes d’échelon 1 de A.

(2) Soit K’ le sous-groupe de K avec
(K" =K' et K, =7Z)Xx I x K' pourunne Z>.
On vérifie de facon analogue que la correspondance
X;,I = [K’gK']

sur Mg ([") (= Mg) est donnée par (¢f: la remarque 3.1.6 (2)) :

Xp Mg (") ——> Mg(I"),  (4,1,6,00,C) — Cz (A7)0 ol et

ou C’ parcourt tous les sous-(2,[)-groupes d’échelon 1 de A différents de C; qui
est 'unique sous-(}, [)-groupe d’échelon 1 de A contenu dans C (autrement dit,
(C’)I_’1 N C[_’l =0), ou C[_’l désigne 'image de CI_’1 via I'isogénie A — A/C’ et ou
les V', 0" sont définis comme précédemment. Noter que 'on a utilisé deux notations
pour désigner un point de Mg ([") (¢f. 'exemple g.1.4 et la remarque 3.1.6 (2)).

Dans ce cas, lorsque n = 1, on a aussi une correspondance (un morphisme)
[K'g'K'] = Ty OU
D=t x (g 9 0 1) 1 @ Mg (l) — Mg((
& = X(Om[)XH(Ol)' al Mg (D) — Mg (1),
e

AL (A0,00,C) — (4/C0 0, ol Alw] /¢,
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. -1 . -1 / : p s
Notons T; [ := X)\,‘[d[,OX)\’I (resp. Uy := X;\,[d[,o XM), qui est donc égal a la corres-

pondance [Kg”K] lorsque K est maximal en [ (resp. lorsque K est Iwahorique en [)
sur Mg ou

0
g =1x ()% II (o)) € Q x GLa(Fy) x [] GLa(Fy).
['e ['e
(£ (141
Posons T, := Ty, et Uy, := Uy,

3.2. Systemes locaux sur les courbes de Shimura unitaires

3.2.1. Systemes locaux. — Soient K un sous-groupe ouvert compact de G(A>) et W

un C-espace vectoriel de dimension finie muni d’une représentation de G(C). On

définit un systéme local ?/Vf,,,{ (C) de C-espaces vectoriels sur Mg (C) en posant
7k (©) = G(Q) \ (W x (X x G(A®)/K)),

ou G(Q) agit sur W via le plongement G(Q) — G(C).

On considére W comme représentation de G sur @p via ¢!

:C =~ @p, qui est
donc munie d’une action de G(Qy) via le plongement G(Qp) — G(@p). On obtient
alors un systéme local de @I,-espaces vectoriels sur Mg (C) :
(3.2.1) Zwk (C) == ((G(Q) \ X x G(A™)) x W) /K,
ou K agit sur W par
x-k= kp_lx

pour tout x € W et tout k = kyk? € K avec ky, € G(Qp) et k¥ € G(A*P). On vérifie
que le morphisme de systémes locaux de @p-espaces vectoriels sur Mg (C) :

(7 (©) — Zuk(©), (w.g) — (g w.0)

ouweW, geX xGA®), gy € G(Qp), est un isomorphisme (voir par exemple [34,
lemme 2.2.4]).

On utilisera la deuxieme définition (g.2.1) dans la suite.

Soit W une représentation algébrique de dimension finie de G sur @p. Alors W se
trouve étre une représentation de G sur une extension finie £ de Q.

Soit Wy un Zgp-réseau de W invariant sous ’action de K. On associe a Wy un
systéme local de & -réseaux sur Mg (C) :

(3.2.2) Zi,k (C) i= ((GQ) \ X x G(A®)) x Wy)/K,

ou K, agit sur Wy par
x-k= kp_lx
pour tout x € Wy et tout k = kyk? € K avec k, € G(Qp) et k¥ € G(A®?).
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De méme, pour tout s € Z>, on dispose d’un systéme local de &/ w7 -réseaux
sur Mg (C) :

(323) WWO/W%’K((C) = ((G(Q) \X X G(Aoo)) X Wo/’(D’SE)/K

Les systemes locaux Zwk (C), Zw,k(C) et Zw, m,w,k (C) sur Mg (C) pro-
viennent de systémes locaux sur Mg (sur .# ) lorsque K est net.

En effet, pour s € Z, soit K’ un sous-groupe normal ouvert compact de K assez
petit pour que I'action de (K'), sur Wy/w}, Wy soit triviale, i.e.

WWO/WSEWO,K’ ((C) = MK'((C) X WO/W%WO.

Comme My est un revétement galoisien de Mg de groupe K/K’, on obtient un
systéme local de &/ w),-réseaux sur My :

(3.2.4) 7W0/mf5,K = (MK/ X W()/m'}Wo)/(K/K/)

(ou K agit sur Wy/w), Wy par x-k = kp_lx pour tout x € Wy/w}, et tout k = k,;kl’ e K)
dont les C-points coincident avec WI/V(;/’GI%,K (C) (voir (g.2.9)). On pose

WWO,K = l(iﬂ 7W0/WSEWO,K et WWK = WWO,K Q7 E.
N
REMARQUE §.2.1. — Considérons le systeme projectif des courbes de Shimura uni-
taires {Mg}x. On voit que les systémes locaux {Zyx} sont compatibles avec les
morphismes de transition (dans ce systéme projectif), i.e. pour K’ C K, le pull-back

du systeme local 7y sur Mg est isomorphe naturellement au systéme local Zy k.
On omet alors parfois le niveau « K » dans la notation d’un systéme local sur Mg .

Soient k1 ; € Z>9, ko ; € Z pour tout ¢ € X,. Posons

2
(3'2.5) W(th’kgzp) = ® (Symkl,c*Q E2 ® (/\EQ)]CQ,G)G,
662{1

ou les produits tensoriels sont sur E. C’est une représentation de GLg (F ®@ E) (donc
une représentation de G(Qy) via (2.3.1)) ou I'action de GLg (F) sur

g 2
(Symk1'°_2 EZ ® (/\ EZ)kQ,G)G

est induite par 'action standard de GLo(F) via le plongement ¢ : F — E.

Le systéme local associé sur Mg (sur .# ) est noté

kig Lk
7 (g key))
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3.2.2. Description modulaire de systemes locaux. — Soit K un sous-groupe ouvert
compact net de G(A™), et notons ¢ : & — Mg le schéma abélien universel sur Mg
(sur F) . Considérons le systeme local

R'e,E = (R'e,Q)) ®q, E

de E-espaces vectoriels (de dimension 8dp) sur M. Comme .2/ est muni d’'une
action de &), R'e,E est muni d’une action de &) ®y, E. Notons

(Rle, EYEk .= ¢k (Rle,E)

$is6 "7 7000

pour tout @; |p, 6 € Z,, et k =1,2. Posons

>

(3-2.6) iz k) (Rle,E) = ) (Sym"*(R'e.E) L @ (

oilp
o€,

(R'e.E) )" ).

(<5}

Le but de cette sous-section est de montrer le résultat suivant.

PROPOSITION 3.2.2. — On a un isomorphisme naturel de systemes locaux sur My
(sur Fy) :

(3-2.7) 7 (hispley)) =5 s bey) (Rle, E).

Pour toute place g;|p de F, notons V; := FSEZ, la représentation standard de
GLg(F,;) de dimension 2 sur F,,. On peut voir V; comme représentation de G(Qy)
via la projection G(Qy) — GLa(F,) (¢f. (2.3.1)). Notons Z; le systéme local associé
sur Mg, on a alors (¢f. (3.2.1))

Zi(C) = ((G@\ X x G(A™)) x Vi) /K.
Supposons K, C GLg(&,,), et notons
0._ 22
Vit = ﬁ@z

le &, réseau GLg(&,)-stable de ng On peut associer a V. un systeme local de &, -

i

réseaux 72.0 sur Mg tel que (¢f. (3.2.2))
79(C) 5 ((G(Q) \ X x G(A®)) x V) /K.
Pour n € Z>1, on a de plus un systeme local de &,/ @} -réseaux
72% = %O/W? (ot w; := wy,)
vérifiant
79(C) = ((G(Q) \ X x G(A®)) x V. /) /K.
Pour tout plongement ¢ : F,, — E, notons

‘ﬁa:==Wﬂ®ﬁh4;E
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la représentation de GLg (F,,,) de dimension 2 sur E. On associe a V; 5, vu comme re-
présentation de G(Qj) sur E via (2.3.1), un systéme local 77 ; de E-espaces vectoriels
sur Mg. On a par définition

~ k1o 2 :
7 By ley,) =, ® Symy* 2%,5 ®r (A Ziq) 7.
oi|p
cEZy,

On donne des comparaisons entre les systémes locaux 71% et & (o] =1 (d’oti on
peut déduire la proposition). Supposant K maximal en p;, on a un isomorphisme de
faisceaux sur MKWi (¢f. 'exemple 5.1.3)

% = o :MKn,m X (ﬁi/w?)2 AN M[w?]_’l.

Soit g € GLg(&,) — G(Qp), selon la description modulaire du morphisme 7, :

MKn,soi — MK"-é?i (voir 'exemple §.1.7). On dispose d’'un diagramme commutatif
My, % (G /)2 (id:g) My, x (G/oh)? S Mg, x (&, /)
% %o(id,(g71)") %i
A [o]]™ ’

1 .-,Q/[ﬁ)';"]i’]
Mk,

n.0;

1 id M[mln],
\ /
Mg i

n.o;

ou les carrés de droite sont cartésiens. On en déduit qu’il existe un isomorphisme
canonique de systéemes locaux sur My :

(3.2.8) o (MK

n,0;

X 8/ w)%)/ (K/ Kng) = #[w]] 7,
ou l'action de K sur Mg, = x (& l./m;‘)g est donnée par

(e (g51)")
_

(3-2.9) My, x (G /w))? Mg, , x (G /w))?,

pour tout g = g, g% € K avec g, € GLo(&,). On voit alors que le terme de gauche
de (5.2.8) est isomorphe au systéme local (%%)v (¢f- (3.2.4)). On obtient donc un
isomorphisme de systéemes locaux sur Mg
0~ — 1V
o 177 = (L[]

13

Rappelons que I’on a une dualité canonique entre .97 [p"] et Rle, (Zp/p"Zp) qui in-
duit une dualité entre ,Q/[mfi"]"l et (R'e, (Zl,/p"Zl,));i’l (ou ¢; désigne le degré de
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ramification de F, sur Q). On dispose donc d’un isomorphisme naturel de systémes
locaux sur Mg :

(8.2.10) %gn = (Rls*(ZP/anN);;l'

En prenant la limite projective puis le produit tensoriel avec Q, on obtient un iso-
morphisme naturel de systemes locaux de F,-espaces vectoriels (de dimension 2)
sur Mg :

(3.2.11) 0 1 77 (Rls*Qp);i’l,
d’oti on déduit I'isomorphisme (g.2.7).
3.2.3. Cohomologie étale. — Soit K un sous-groupe ouvert compact net de G(A*).

Soient k15 € Zx9, kg s € Z pour tout ¢ € Xy, on a des isomorphismes de E-espaces
vectoriels de dimension finie

Hy (Mg, 7 Msyles))) = HQI(MK,@,’W@%’@%))
— Hé}t (MK,@,]’ Vl(ﬁzzf@%) (Rla*E))
ou Mkg = Mg Xspec.s Spec Q, et
Mg, = Mg Xspec.5 SpecQy 2 (Mg Xspec.5u Spec ) Xspecr;, Spec Q.

Le premier est muni d’'une action de Gal(@/y—) et les autres sont munis d’une
action de Gal(@p/ F, ), et les isomorphismes sont Gal(@p/ F,, )-€quivariants. Les co-
homologies sont munies d’une action de Hecke de [KgK] (I'opérateur de double
classe) pour tout g € G(A*). Expliquons cette action sur

He}t (MK,@,J, 7 (ﬁzp’@zﬁ) (Rl E*E))

en terme du probléme de modules du §g.1.1.2.

Notons K’ := gKg~! N K et supposons K’ net. Considérons la correspondance de
Hecke :

T T,
MK (B— MK’ _2) MK'

Supposons de plus V5 € ¢(V5). D’apres le §3.1.2, on dispose d’un diagramme com-
mutatif (avec les notations du §3.1.2) :

M—>M’

/\/\
\/\/

(3.2.12)
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ou les deux carrés sont cartésiens. On vérifie que I'opérateur [KgK] est donné par la
composée

[KeK] : Hi (Mkg, 1525 (Rle.E))
,r*
—5 Hy (Mg g, n™Mspkes) (R'ELE))
AN Hélt(MK/»@p’Y)(ﬁzﬂ’@y‘?f)(Rls*E))
trpr )
5 HY (Mg, 1M k) (RYe,E)),
ou I'application trace trp, est bien définie car le morphisme pr est fini étale. En par-
ticulier, par les exemples g.1.9, 3.1.10, et §.1.11, on dispose des opérateurs Lo Yot
et X 1 (resp. X;\[ et @, () sur Hélt(MK,@,,, 7]@21/}2211) (R'e,E)) lorsque K est maximal
en [ (resp. K est de niveau Iwahorique en [).

Fixons une place ¢ € Sg différente de p, et (A,[) € S& au-dessus de ¢. Sup-
posons le groupe K maximal en [, la courbe Mg Xspec.# 2 Spec I admet alors un
f,-modele Mg lisse et propre (¢f. [20, §5]). De plus, en utilisant la description mo-
dulaire de Mg de loc. cit. et la description modulaire de ?/(ﬁxp’]i?xp) du §3.2.2), on
peut voir que le systeme local W(ﬁzp’@zﬁ) provient d’un systéme local de E-espaces
vectoriels de dimension finie sur Mg (. En particulier, on en déduit (¢f. [29, th.v.3.1])
que la représentation de Gal( @(4/,7()\’[))

H1 M *,W(ﬁx ko ) B
C[( ke P ) ‘Gal(Qf/Z;‘,I))
~, HY (M o F 0, 7 (kg key )
— Hy (Mg Xspee. 0y Ft x5y Qp 77 My t2s,))
est non ramifiée. De plus, d’apres [20, §4 et §10.3] (voir aussi [21, §5]), on a la
relation d’Eichler-Shimura sur cette derniere :

(3.2.13) Frob (’f[)

ou Frob ; ) € Gal(@g/z;\,[)) désigne le Frobenius arithmétique.

-1 d
—X)\’[ Frob o0 + )\’gdl,() Y)\,Ié( L0 = O,

NOTATION 3.2.3. — Pour un sous-groupe ouvert compact K = K,K® de G(A™),
notons :

> 2 T (G(A®)//K) la Ff-algébre engendrée par les opérateurs de doubles classes
[KgK] avec g € G(A™) et g(V5) C V5.

S(K?) :=={(1) € S5 ; (1, [) tpet K est maximal en [}.

2 (S(K®)) la sous-&-algébre de 2+ (G(A*)//K) engendrée par X; .

> Y;\’Ixudm pour tout (A, [) € S(K?), ot ¢ est la place de Q en dessous de
(h 1) € S(K9).

Z*(S(K?)) lasous-&Z-algébre de 2 (G(A*®)//K) engendrée par Z (S(K?))

et 'opérateur Xup'

v

v

v
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3.3. Formes modulaires classiques sur les courbes de Shimura unitaires

3.3.1. Généralités

3.3.1.1. Schémas abéliens munis d’une action de &p. — Soit K un sous-groupe ouvert
compact net de G(A). Soit § un schéma sur Spec F, avec 7 : F;, — @ le morphisme
structural. Supposons de plus que I'on peut identifier les ensembles Homg (F; &)
et 2. Alors F ®q s se décompose comme

Feqeds=FegQeq, s — Fnﬁﬁé'
G —0g

Soit (A,t,0,&) un S-point de Mg (avec @ : A — § le morphisme structural).
Le &p ®z ds-module Lie(A) admet alors des décompositions de &Zs-modules
(voir (2.3.2))

Lie(4) = @P (Lie(4) 3! @ Lie(4)%) @ @D (Lie(4);;' @ Lie(4),%)

oilp oilp
+,2 . _1 . g
= P (Lie(4)f & Lie(A ) e P (Lie(d),s @ Lie(4),77).
oi lp oi lp
GEE@. GEZ‘.M

D’apres la condition (1a) du probléeme de modules du §.1.1.2, Lie(A)g_),’T1 estun &s-
module localement libre de rang 1 et Lie(A)g;”}, est nul pour tout ¢ # 7. En outre, il
résulte de la condition (g) que Lie(A) est localement libre (de rang 4) sur F ®q &5
(¢f. [46, lemme III.1.1]). On en déduit que Lie(A),, ; est un &s-module localement
libre de rang 4 pour tout p;|p et ¢ € Z,,. Comme il y a un isomorphisme de -
modules entre Lie(A)ggt}, et Lie(A)jE 2 (¢f- §2.3), il en résulte que Lie(A);”T1 est un
Zs-module localement libre de rang 1 et LIG(A)@ s est un Zs-module localement
libre de rang 2.

Soit A € &p. Par la condition (2) du probléme de modules du §3.1.1.2, on a un
diagramme commutatif

d’ou on déduit le diagramme commutatif
Lie(4) —"— Lie(4Y)

n* A

Lie(4) —"— Lie(AY).
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Noter que 0 : Lie(A) — Lie(A") est un isomorphisme de @s-modules, car deg(6) est
inversible dans S. En outre, on a un diagramme commutatif

Rla,2, ., Rla, o,

4

Lie(AY) —“— Lie(AY)
d’oti on déduit des isomorphismes naturels de Z5-modules
1~ s -1~ Z1\V
(3.3-1) (R'a,h) b — Lie(A) ot = (@) ) orb)
pour tout g; [p et 6 € X, ot a” désigne le morphisme structural de A sur .

REMARQUE 3.3.1. — On déduit des applications
0:Lie(A) — Lie(A") et R'a,Z) 5 Lie(AY)

et de 0*9}1/8 = Lie(A)v un accouplement &p-«-linéaire entre a*Q}A/S et Rla,7,
c’est-a-dire une application &s-bilinéaire :

(-, a*Q}q/s x Rla, @, —s &

vérifiant (Ax,y) = (x,A\*y) pour tout A € &p. On obtient ainsi, pour tout p; | p, ¢ € Z,,,
un isomorphisme de &s-modules (qui dépend de 0) :

(R'a. ) 7% — Lie(A) {7}

En particulier, (Rla*@);,’.} (resp. (Rla*%);i’}; avec 6 # 1) est un ds-module locale-

ment libre de rang 1 (resp. 2).

Considérons maintenant le faisceau cohérent Rla*QZ/s, qui est situé dans une
suite exacte de @) ®z7 s-modules :

(3-3-2) 0 — a, Q) s — R'a, QY g — R'a,&) — 0.

On déduit de ce qui précede :

PROPOSITION 3.3.2
(1) Le &s-module (Rla* 10 y s)@}; est localement libre de rang 2 et isomorphe naturellement
au s -module (Rla*é};);i’,L pour tout p; |p et 6 £ T.

(2) Le &s-module (Rla*Q;‘ /g);fl est localement libre de rang 2 et s’inséere dans la suite
exacte de s -modules

0= (@) )5)57 — (R'a,Q%,5) 07 — (R'auh) 2t — 0.

_1
0.
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Soient k1 s € Z>9, ko s € Z, pour tout ¢ € X, notons :

7tz ks (RY ROV

2
ko 1 o« -1 1 o \—l\ko,
= ) (Sym" *(R'a. 0% 5) 006 ® (M(R'a. Q% 5)508)"7)

0ilp
ceX,

2
~ ks—2/pl -1 =1 c
= Q@ (Sm" A (Rl 5 @ (AR ah) i) ")
oilp 2
o€ 07T @ SymM TH(R1a, QY 6) o @ (A(R'a,QF 5) 57"

o,

ou les produits tensoriels, symétriques et extérieurs sont tous pris sur &s. Notons
pour simplifier :

(3-33) Mzt e) (R1a,Qf )

< 2
= @ (Sym" P (R'a.h) b @ (MR'ah)g0) 7).

i |p
GEZW, AT
Notons encore :
. 1 -1 o 1 - N\WV ~ .Vl -1
05— = (@Qy0)or et g = ((Rah)r)" = (a, QAV/S)W'

On a alors
/2\ R'4,Q%,) ) =~ 7! [O)
(Ra Q2 /5) o = 0y 5, @ Oy

Le &s-module 7]@2,,’@2,,)(1%141*92/8) est naturellement muni d’une filtration de
Hodge telle que (par la proposition 3.3.2)

Fil/ 7M1, Ren)) (RYa, Q3 ) = 10 k) (R0, Q8 ) sij < ko <

grf y](ﬁx[,’@xP)(Rla*QZ/s)

j—(2kg ~+h1 - —2)

= Qs ® Qf;x/s,_ ® 1850 o) (R0, )
stk - <j<ho+ki—2;
Fil/ n<hz,,’@z,,>(1-zla*g;w) =0 sij>ho4k—1.

ou gr/ () := FiV /FiV*!. En particulier, grfn(ﬁzp\{r}’@ﬁp\{r})(Rla*Q;x/S) est un -
module localement libre de rang Ecexl,\{:}(kl,c —1) lorsque ko - < j < ko -+ki—2.

Etant donnée une isogénie &p-linéaire ¢ : A — A’ sur S, on en déduit canonique-
ment un morphisme de &s-modules

o iy, fes)) (R1ZLQS, Js) — 1tz ks) (R1a, Q8 )

qui respecte la filtration de Hodge (ou @ est le morphisme structural @’ : A" — §).
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3.3.1.2. Formes modulaires sur les courbes de Shimura unitaires. — Soit K un sous-groupe
ouvert compact net de G(A*). On fixe dans cette sous-section un plongement

T:F, — E.
Notons :
> (M)~ == Mg Xz specF, Speck,
> €:. — (Mg)-r le schéma abélien universel.
On voit (Mg)~r comme schéma sur Spec F, via la composée
(Mg)~.p — SpecE —— Spec F,.
Sia:A— (Mg).E est un schéma abélien comme au §4.9.1.1, notons :
> Opt O Mgt S QAT Quy (Mg g

bW, =0, et =0, .

DEFINITION 3.3.3. — Soient ky; € Z>9, ko s € Z pour tout 6 € X, \ {1}, ky, k- € Z,
et E une extension finie de Q) assez grande pour contenir tous les plongements de F
dans @I)'
> On appelle forme modulaire classique de niveau K de poids
(hioks Brgy\ oy Rom\ )
sur (t,L) une section sur (Mg),r du faisceau cohérent localement libre de
rang ZGEZ[,\{T} (kl,c - 1) :
(3.3-4) Bt
k .
= (0F ® o) @ Mg (R1e oy ,)
ou tous les produits tensoriels sont sur @MK):,E'
> Soient ki . € Z>9, ko € Z, notons (voir (3.3.9) ci-dessous)
lpty) et thathe il o kg )
Une section de ce dernier sur (Mg)- r est appelée une forme modulaire classique
de niveau K de poids (th, k_gzp) sur (1, E).

3.3.1.3. Isomorphisme de Kodaira-Spencer. — Reprenons les notations du §3.4.1.2. Ona
une suite exacte de @-modules :

*x 1 1 1
0= @ Qe — Qe — Qayug)., — 0
En appliquant R®a,, on obtient un morphisme naturel de &) ,-modules :
1 1 1 ~ pl 1
Q) (ig) g — B0 Qg 0 = R ax(C2 @ Qg /1)

~ pl !
~ R a.O)® Q(MK)—,,E/E’
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(ou le dernier isomorphisme provient de la formule de projection) qui est fonctoriel
en A, donc &p ®z A mg). -linéaire. On en déduit une application

-1 1
O 941 @y 4k
et donc une application de &y ,-modules

1
(3-3-5) KSi:wy, @0, — Q(MK)T,E/E'

On a comme dans [30, lemme 7] :

LEMME 3.3.4 (Kodaira-Spencer). — Le morphisme de &y k)= “modules
. . 1
KS:=KS;: 0, ® 0_ — Q(MK)T,E/E

est un isomorphisme. De plus, si U'on a une isogénie &p-linéaire ¢ : &7 "' & sur (Mg)-k
(avec €' le morphisme structural de 27" sur (M)~ ), alors KS, est aussi un isomorphisme
et le diagramme suivant est commutatif :

KS Ql
0,00 (ME)=e/E
KS_,

| |
€ 1
O ® Qg — Qo /ps
ou &% est induit canoniquement de Uisogénie & (voir la remarque 3.9.5 ci-dessous).

REMARQUE 8.3.5. — Précisons I'application ¢*. L’isogénie ¢ : &/ — &/ induit des
morphismes (isomorphismes) de ﬁ(MmT,E—modules :

Ve g = S g0
o* : Rle, @, = Rla;ﬁ&//.
Comme ¢ est @p-linéaire, on en déduit des isomorphismes de &y k)= -modules
6= (0)5k 0y T 0
(015 1 (@) = (2g04)".
Notant
W= ((0952)) 7 5 0y — 0any
le morphisme ¢* du lemme est donc donné par ¢} ® ¢* .

3.3.1.4. Connexions de Gauss-Manin. — Soient ky s € Z>9, kg ;c € Z pour tout ¢ € %y.
On a une connexion de Gauss-Manin (c¢f. [51, §2]) sur (Mg)+ g :

1 ° 1 ° 1
Reull gy — Bal k). gy, CMg)-n/E
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fonctorielle en &7 et donc &) ®z F( M), -lin€aire. En particulier, cela induit une
connexion
(3.3.6) V. oy, hes ) (R RO
k1« k 1 . 1
— qglhiy ks (R Q% (Mgyer) © Qg)

qui vérifie la transversalité de Griffiths, i.e. définit des sous-complexes pour i € Z :
(397) Tl Ve Bl 01z ) (R, )

qi—1 (ks ko 1 . 1
— Fil' My few) (RYe, 08, ) ) © Qg e

De plus, elle induit des isomorphismes sur les gradués pour kg - + 1 < i < kg . + kj - — 2

g’ Vo :=Fil' V. /Fil'H V.« g’ qbis Res)) (R1e, 00, JO)-r)

~ | — 9 . 1
—_— grl 1 n(th,gzﬁ)(Rls*QbQ//(IWK)—’E) X Q(I‘/IK)—”E/E'

On en déduit que la composée
(3.3.8) :Fil gl ey (Rle, 0, ) )

Fil2 s v, g ' 1. e 1
S0 Ve Lk v)(ﬁz[,’ﬁzp)(R E*QM/(MK)T,E) ® Q(MK)T,E/E
ki< ke 1 . 1

y](Jzﬁ in)(R s*QM/(MK)_,,E) ® Q(MK)—.,E/E

—
Filke=+k,-—2 1 (ﬁxl, ’@x/,) (R'e,Q

. 1
/i) ns) © ag)n/E

est en fait un isomorphisme de &)y, ,-modules. Signalons que I'on a

-1ko — 8 ) . KS-! (ﬁ ’@ )
(3.3.9) Filtethe=2 s fov)(RIe OF ) V@D g —— o=

On peut alors déduire de V. une application comme dans [24, §4] :
eil,—.—l :yf(,ng,r*kl,'~+2’k2ﬂ@z{,\{r}’@zﬁ\{r})
. yé%zp’@zp) (= yf’EkQ.r+1»k2,r+klyr—1;ﬁz/,\{r)’@z,,\{r}))_
En effet, on a
—ho s =k +2= (ke +1) = (hiz—1),
ko - = (ke z +kiz —1) — (kiz — 1)

et

(kl ,/(32 ) 1 Ld
P hahat 2y b s ) 7112 (R1e, Q5 )
a =~

A Filke~+1 n(ﬁxil’@zp)(ng*Q

/(M)

ko =kt 2ko <k &
Pour s € yT(E 2okt Bl b, k)

, soit § un relevé quelconque de s dans

s R (RYe Q8 )41y )-
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Alors I'application 6];“_1 envoie s sur (¢f [17, §4.2])

V-5- (W (V:(5))

ko k1 =2 (ke ks 1. e 1
€ Fil" = Hhe=2 by Rov ) (R1e, Q%) ). ) © Qlag) /i
(k1

-1 hos )
&) y‘?,fzp 721) .

De la méme facon que dans [17, lemme 4.2.1], on a:

LEMME 3.3.6. — 1l existe un quasi-isomorphisme de complexes de F(y1y) ., -modules :
—ko +—ky - +2,ko -3k L ks k1-—1 ke ko
(3.3.10) YT(E 2ehic Al by opkes, ) 6 yr(flzp sz)}

AN n(ﬁzp’ﬁzp)(RIE*Q:M/(MK%-E>

V. : .
= Mk ) (R1e,Q%, 0 ) © Qlagy |-

Soient :

> ¢ : &' — & une isogénie @p-linéaire sur (Mg). g ou ¢ est le morphisme
structural de .7’ sur (Mg)- g,

> kyetk_€Z;

> k1. €Z>9 ethy . € L;

> ki € Z>g et ko 5 € Z pour tout 6 € 3y \ {r}.

Notons
kg k_sky Jko ki ko
(i T EE)Y (resp. (7))
. ) . kb ey )
le faisceau cohérent sur (M) g obtenu de maniere analogue a &7, — EY=5p\{=)

(kiy, koy,) ; ' ~
(resp. & F* —*") en échangeant ¢ et ¢’. De facon analogue, on a un morphisme

— —ko -—ky -+2,ko 3k _y ke " ki ks
(6’.?’”’ 1)/ : (y‘r(E 2,7 —k1+2.ke, LIBAVO! JZP\M))’ _ (yszﬁ le)))/_
L’isogénie ¢ induit un morphisme naturel de &y ). ,-modules (¢f. 1a remarque 3.3.12
ci-dessous)

(ks

4)* : (y‘r,E

ok

;ﬁzp\{f}’@zp\{fﬂ)/ _)(5‘/1_(12 ;th\{”-}’@zp\{’-}).

Par fonctorialités des constructions précédentes et le lemme §.3.4, on a:

LEMME 3.3.7. — Avec les notations ci-dessus, le diagramme suivant est commutatif

kp =1

. o ! .
(y‘r(ng,r*kl,r‘l’Q,kQ,raﬁzi)\{c}’ﬁzp\{r}))/ (61: ) (y,f%zﬁ,@zﬁ))l

a3 o]

—ko . — o 5 kl'T_l 9
et by gply) 57 oy )
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3.3.2. Théoremes de comparaison p-adique. — Soient kj, € Z>9, ko ; € Z pour
tout ¢ € X,. Pour un sous-groupe ouvert compact net K de G(A*), considérons la
représentation de Gal(@p/Fso) sur I :

(3.3.11) Vo = Het(MKQp s, ks ) (R e k).

D’aprés [73, th. 1.10], le systéme local Rle,.E est de de Rham (¢f. [73, déf. 8.5]) etle
Oy -module filtré a connexion intégrable associé est donné par

R'e, Q% /my By £)
avec la filtration canonique de Hodge et la connexion de Gauss-Manin. Cette associa-
tion est fonctorielle (e.g. voir [73, th. 8.8 (i)]) et donc &) ®z E-linéaire. On en déduit
que le systéme local “q(kJZ,/k?E, ) (R'e,E) est aussi de de Rham.

)

Soit (,5” i) By les, ,V,Fil*) le &) -module filtré a connexion intégrable associé.

PROPOSITION 3.3.8. — [l existe un isomorphisme de &y -modules filtrés a connexion inté-
grable

(Z =) v e

— ( I1 W(th’@%)(l{ls*ﬂ:q// (Mg)= o) 11 V-, HFll')
T€Xp tel,  teX,

ou la filtration sur (kg hoy,) (R'e, Q¢ W/ ) est donnée par la filtration canonique de

MEK)~E
Hodge (voir §3.8.1.1) pour tout © € X, (voir (g 3.6) pour V).

Démonstration. — On a un isomorphisme de @), -modules filtrés a connexion inté-
grable
(3.3.12) R! & (% /g ®g, E) — I R! E*QM/(NIK)TE

€2,

avec la filtration de Hodge canonique et la connexion de Gauss-Manin. Cet isomor-
phisme est de plus @) ®z E-linéaire. Par la définition de 71z, %25,) (R, E), on a un
isomorphisme de ﬁMK -modules filtrés a connexion (¢f. [38, lemme 5.5])

k1« ko
<,lzl, sz) 1

L — ® (Symk]r? (Rls*(Q:@//MK B E))s;’ﬁ
i| P 2 . > G
c@EZpi X (/\ (Rls* (QM/le ®QI) E>)go,»,}s)k2’ )

ou les produits tensoriels, produits symétriques et produits extérieurs sans indice sont
pris sur

g @, E = I Anig).p

€,

et ou la filtration sur le terme de droite est donnée par la filtration (produit tenso-
riel) de Hodge et la connexion sur le terme de droite est induite par la connexion
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de Gauss-Manin. En outre, on a des isomorphismes de &y K -modules filtrés (pour les
filtrations de Hodge) compatibles aux connexions (de Gauss-Manin)
-1

1 . -1 ~ 1 .
(R (/g By E))Soi,c - ( I; R E*QM/(MKHE)p-G
e, v

~ 1 ° -1
H (R €*QVQ//(MK)_”E)SOZ',G’
€,

ou le deuxiéme isomorphisme résulte du fait que (g.3.12) est une décomposition
&p @7, E-linéaire.
Par la proposition g.9.2 :
> sip; £ p,ona
(R'eu(Qy ay @0, B)) 75 =5 T ®leti)3s:
> sl ;= ¢p,ona ’

1 . -1 ~ 1 . -1 1 -1
(R'eu (% )y @0, E))W = (R ) os X T (R1e) 5

€,
T#£6
On déduit de tout cela un isomorphisme de @ZMK -modules filtrés
(kl ko ) ~ .
(3-3-13) Zp T S T Mk (R1e,Q8 ) 40,5
e,

et un isomorphisme compatible aux connexions :
s 3 gl o g1

B I; [n0rs, ko) (R1e, Q% 01 ,)

TEX,

= Y, n(th,@z,)(ng*Q;W(MK)_”E) ®Q%MK)_”E/E].

Ceci permet de conclure. i

D’apreés [73, th. 1.6], la représentation Ve de Gal(@p/Fp ) est de de Rham au sens
de Fontaine, et on a des isomorphismes de E-espaces vectoriels filtrés

(3-3-14)  Dar(Vy) := (Bar ®q, Vo )Cal@/Fo) ~, H! (Mg, V)

=5 1 H'((Mk)=£.V5),
1€,

ou la filtration sur H' (Mg, V) (resp. sur H! (M), V-)) est donnée par
Fil' H' (M, V) := Im [H' (Mg, Fil' V) — H' (Mg, V)]
respectivement

Fil' H' (M), V) == Im [H' (Mg)=p, Fil' Vo) — H' ((Mg)=,V<)]
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ou Fil' V signifie le complexe

(ky

i kas ) il i (k1 koy )
Fill & % =% BV, gyl oo e

1
® QMK/F@,

sur Mg . En fait, Dar (V) est un Fy, ®q, E-module filtré libre de rang fini et admet
donc une décomposition de E-espaces vectoriels filtrés

Dar (Vp) — IT Dar(Vy, )+
€,
de la décomposition

Fp ®QIJE - H E, a®br— (c(a)b)

cEX,"
ceX, v

On a en fait pour tout T € X, un isomorphisme de E-espaces vectoriels filtrés
(3:3:15) Dar (Vo )= == HI (M), V).
PROPOSITION 3.3.9. — Ona

H' ((Mg) -k, V-) si i <k -,

(ks okos )
. 0 ) My, %2y,
Fil H (M), Vs) 2 4 1 (M0 Zop™ 20)
siho+1<ieti<ko.+k—1,
0 si i 2>k +ko s
Démonstration. — 11 suffit de montrer que
.1 (k1 Skoy )
Fil H' (Mg) <, Vs) 2 HO((Mg) s, g2 =)
pour tout ko - +1 < i < ko - + k1 - — 1. On a par définition et le lemme §.5.4
(3.3.16) H'((M)-p, Fil2=The"1v.)
5 H' (Mg) g, [0 — Filkatha=2 gl ks ) (Rl 0f ) ® Q! 1)
K)=E> =5 =5 e/ (Mg (ME) <5/ E
~ 770 ko otk <=2 (k1y ko, 1. e 1
=5 HO (M)~ g, Fill2 o thie=2 (b hey ) (R &y ) er) © Lnig)es/k)

Ks—! (k N3 )
B HO(Mg)wp, Fp =),

~

et IH[O((MK)T,E,Filkiﬁrklﬂ’1 V.) = 0. En outre, il y a une suite exacte de complexes
de ). -modules :

0— FiI'*''v, S Fil'V, — gr' V. — 0,

avec gr' V. un isomorphisme lorsque kg - +1 < i < kg . 4 k1 - — 2. On en déduit que
I’application canonique

(3317) Hj((MK)T,Ea Fi1i+1 V‘r) - Hj((MK>T,Ea Flll V‘r)
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est un isomorphisme, pour tout kg - +1 < i < ko - + k1. — 2 et j > 0. En particulier,
on a

(3-3-18) HO((MK%,E,«VT(,%E?”@Z”)) > H' (Mg) g, Fil'? -+ V)
et ]HIO((MK)T,E,FilevT+1 V.) = 0. Donc il suffit de montrer que I'application cano-
nique
(3.3.19) H' ((Mg)=p, Fil" =T V) — H' (Mg) <5, Vs)
est injective. Considérons la suite exacte de complexes de @i, ,-modules
(3.3.20) 0 — Filk-+lv. — Filk-V_ (= V) — g2 V. -0,
d’oti on déduit une suite exacte de E-espaces vectoriels
(3.9.21) 0 — H° ((Mg)=p, Fil"=H V.) (= 0)

— H(Mg) <, V=) — HO((Mg)=£, gr'27 V2)

— H' (Mg) -, Fil'2 M V) — HY (Mg g, V-).

Mais d’aprés la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham (¢f. [73,
th. 8.4]), la troisieme fleche de (g.5.21) est un isomorphisme, d’oti on déduit I'injec-
tivité de (3.3.19). 0

3.3.3. Opérateurs de Hecke. — Soient K un sous-groupe ouvert compact et net
de G(A™), k15 € Z>9, kg c € Z pour tout ¢ € X, et soit T € X,.

Soit g € G(A™) tel que le sous-groupe gKg~! N K soit net et que Vs C g(V3).
Reprenons les notations du §3.2.3. Notons V. g (resp. V. g/) la connexion V- (3.3.6)
sur (Mg ). g (resp. sur (Mgr)r ) pour I'instant. On a alors

priVeg =V k.
On en déduit une application trace :
trpr : pr, Vogr — pr,pri Vg

— Vok @ Pr, Ovigr)-r — Vak,

MK)<E
ou le deuxieme isomorphisme provient de la formule de projection et la derniére
application trace est bien définie car le morphisme pr est fini étale. On voit de plus
que trp; respecte la filtration de Hodge. On en déduit une application encore no-
tée trpr via la composée

trpr H! ((MK’)T,Er VT,K’) — Hl ((MK)T,Ea pr, VT,K’)
trpr

— H' ((Mg) =k V=)

qui respecte la filtration de Hodge (¢f. (.8.7)), ou le premier isomorphisme découle
du fait que

R pr, V.k = Vg @ R'pr, Mgy, =0 pouri> 1.
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Notons V_ ., la connexion suivante sur (Mg')<; (voir §3.2.3 pour &) :
Ve g sk ) (RIEQ%, )
— 10y R (R ) ® Qo
induite par la connexion de Gauss-Manin
Rty — R aigey s © Pty

On a alors 7,V g = V’T’K,. De plus, l'isogénie @p-linéaire ¢ : . — &/’ induit un
. . o .
morphisme canonique ¢* : V., — V. g de complexes sur (Mg/)- . De ce qui

précéde, on définit une action de [KgK] sur H!((Mg)- g, V~) par la composée :

(3.8.22) [KgK]: H'((Mg)sp, Var) —o H' (Mgr) 5, V. g0)

trpr

RN ((Mg1)zp, Vo) —— H'((Mg)=£, Vok).-

Par la fonctorialité des théoremes de comparaison p-adique, on a (¢f. §3.9.2)
PROPOSITION 3.3.10. — L’isomorphisme naturel (cf. (3.5.14))
H;t(MK,@p, n(ﬁzp’ﬁzp)(Rls E)) ®g, Bar

== ( I; H' ((Mk)~,V-)) ®F, Bar

est équivariant sous Uaction de [KgK].

Par la formule (g.3.22) et la discussion qui précede, on voit que ’action de [KgK]
respecte la filtration de Hodge de H! ((Mg)=E,V<). En particulier, on en déduit une
action de [KgK] sur le E-espace vectoriel des formes modulaires de poids (hzﬁ, k_gzﬁ)
sur (1, E) donnée par la composée (cf. (3.5.10))

kiy ko
H0(<MK)T,E"577(,EILP *QL”)) S H (M), Filk2 s tha—1y )

L&, ! (M)~ g, Fill2 ===l gl Y RNt ((Mgr)= g, il Th=ly )
. . _ -1 kis k
0 B (Mg)= e, Fille s w0 ) K20 (bg). g, 0525

D’apres la deuxiéme partie du lemme §.3.4, on voit que I'opérateur [KgK] est en fait
égal a la composée (ou I'application ¢* est naturellement induite par I'isogénie ¢,
voir la remarque $.5.12 ci-dessous)

p kg ks
(3:3:23) HO((Mg)er, 2i ™5 ) 15 HO (M), (25575
LI . ki ke
— HO((MK')—»,E,y:};Z” 22’)) e HO((MK>TE)‘?’(J2{) 722”)),

(k 12[7 2277)

N . (kg ks ), .
ou le faisceau (&5 # =" )" est défini de maniére analogue a & en échan-

geant ¢ et €.
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On prend la formule (g.5.24) pour définir encore une action de [KgK] sur
HO((MK)T,E,,54(,’}*"“;ﬂﬁp\{rr@zp\{r}))
avec ki, k_ € Z quelconques.

NOTATION 3.3.11. — Soit § un schéma sur Spec E. Pour un S-pointde (Mg).r
x=(A,,0,x): S — (Mg)-k,
on note

y‘r(?,kf;ﬁz[,\{r}’@zﬁ\{f}) (A) == x*y_(?’k*;ﬁz,,\{—-}’@zp\{r})

>

qui est alors un &s-module localement libre de rang ZGGZ,,\{T} (k15 —1). On a en fait

ot s e B )4y

ok s k ks 1
= o, ®W g ® s\ ks ) (R a, QY /g)-

Soit f une forme modulaire de poids (k+,k,;th\{T},k_sz\{T}) de niveau K
sur (1, E). On note alors

ko k_sk N
F(AL0,7) € 0TI ) 4

I'image de f via 'application canonique

bk ke kb sk k
HO((MK)T,E,YT(E LIBAYS! sz\{r})) G s e B 4y

Etant donnée une isogénie @p-linéaire ¢ : A — A’, on note
(3324) ot IO () I NG 4
le morphisme induit (voir la remarque §.3.12 ci-dessous). Enfin, étant donné un
sous-groupe fini et plat &p-linéaire C de A, on note
bc:A— A/C

I’isogénie canonique.
REMARQUE 8.3.12. — Précisons le morphisme ¢*. L’isogénie ¢ : A — A’ induit des
isomorphismes de &s-modules (¢f. la remarque 3.5.5)

Oty Wy

Ot @ @y

(050 (Rlai) g = (Rlah) s

pour tout g; |p et 6 € X, 6 # 7. On en déduit des isomorphismes

Sym"e =2 (67) ot s Symo T (R a, ) oo < SymMe T (Rla, ) )

§i,0 3,0’
2

2 -1 . 1 1 o~ 2.1 _1
AN ) oot AR @) o0 s — NR an4) 0 -

©i,0 G

MEMOIRES DE LA SMF 155



3.3. FORMES MODULAIRES CLASSIQUES 55

2
Les morphismes (6* )%, (4)1)}{ et (/\(4)*);%’,},)’? sont alors bien définis pour tout k € Z
(e.g. lorsque k < 0, nous posons (¢*)* := (((¢*)¥)~1)~*), et le morphisme (3.5.24)
est donné par

2
e @) e @ (S (N5 ® (Ao "),
i lp
GEZ@i,GyéT

Précisons plusieurs exemples que nous utiliserons. Fixons jusqu’a la fin de cette
section une place ¢ € Sg et une place finie (1,[) € S5 au-dessus de ¢.

EXEMPLE 3.3.13. — Reprenons les notations de I'exemple §.1.9. La correspon-
dance y, ,, induit un opérateur encore noté€ y, ,, sur le E-espace vectoriel

HO ((MK)T,E’ yT(’ZJr,’L;klel,\{r)’@Ep\{r}))
donné par
L (D (A:1,0.3) = & (J(A/A[C'TF.1,000)).

On voit facilement que y, ,, est en fait un isomorphisme de E-espaces vectoriels et

’ _ n
que 'on a Yoo = Ligr

EXEMPLE 3.3.14. — Supposons K maximal en [ et reprenons les notations de
I'exemple g.1.11. La correspondance X; [ induit un opérateur encore noté X, ( sur

HO ((MK)T,E, y_r(’;:"’k_;th\{r}’@z[)\{r}))
donné par
(5.3.25) XD (@A00) = S4p ((4/60,a0)),

ou C parcourt tous les sous- (2, [)-groupes de A d’échelon 1.

La correspondance X; | (sur Mg (")) induit un opérateur encore noté X, . sur

H'(M K(I”)T,E,YT(,}F’k‘;ﬁﬁp\{f)’@%}\{r}))
donné par
(3.3.26) X () (A, 0,21,C) = S 6% (F(A/C 1,6, (0)1)),
C/
ou C’ parcourt tous les sous- (2, [)-groupes de A d’échelon 1 vérifiant
chtnet =o.

Enfin, la correspondance @; [ induit un opérateur encore noté @, | sur

ko k_;k k
HO (MK (I)T,E) y‘r()EJr 71217\{7} —QEP\{T}))
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donné par
i i - -1
(3-3-27) D, ((f)(A,1,0,0,C) = o6 (f(A/CV, 0,0l Alwm] 1 /C0)).
On note encore
-1 -1
T [ = X)\’gd[,OX)wI’ U, [ = X)\’gdl,OX;\,I’ Tg) = Tu,g), Ugo = Vu,p-

s s

EXEMPLE 3.3.15. — Reprenons les notations de I'exemple g.1.10. La correspon-
dance Y; [ induit un opérateur encore noté Y, [ sur le E-espace vectoriel

H° ((MK)T,E, Yé?’k_;th\{f}’@Ep\{r}))
donné par
V() (A, 0.2) = * (f(A/ (Al /w1 " @ Alw(] 7). 0. 0.o)).

On voit facilement que I'opérateur Y, ( est en fait bijectif. On note

. -1 .
S7\,I = X)\ gd[,() Y)\,I et SS'J = Su,g)-

Supposons K maximal en [, on dispose alors d’une application de restriction na-
turelle (¢f. exemple §.1.4)

. (k+,k7;k] _ ’k2 . )
iv: HO(Mg) o, Fg 20N

(kJr’k—;k] - ,k2 B )
- HO (MK(I)T,E, y—_,E I\ {7 =2\ {7} )

avec i1(f) (A,L,@,J,C) = f(A,L,ﬁ,o?I). On voit facilement que 'application i; est
équivariante sous I'action des opérateurs de Hecke hors de [ et de Y, , %, ,-

LEMME 3.3.16. — On a les égalités :
(1) X}\,I = X)/\’[ o1y + (I)h,f o011,

(2) X] (0@, oil = edl,oxudw oYy oil.
Démonstration. — On les vérifie au niveau des points. Soient
fe HO((MK)T,E,VT(,?’L;BE”\{T}’@Xﬁ\“})),
S un schéma sur SpecE et x = (A,L,@,J,H) un S-point de Mg ([);p o H est

un sous-groupe de A[w(]~!. La partie (1) découle facilement de (3.3.25), (3.3.26)
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et (3.3.27). On a (¢f. (3.3.26) et (3.3.27)) :
(Xi o ®yroit(f)) (A, 0,0l, H)

= X oc((@uront(N)(A/GY, 0l H))

-1
Col#AH

= > ¢E¢Z«(i1(f)((A/C)/C',(L')'y(9')',;,(A/C)[W1]_’1/ﬁ))
Co'AH
= 3 Gen(f((A/C)/C (Y, (0, al)),
Co AH
ou H désigne I'image de H dans A/C et (o désigne le sous—(k,I)—groupe de A/C
d’échelon 1 vérifiant (C')I*’l = H. Notons
A= A/ (Al /o]t @ [w(] 7).
On vérifie que I'on a
(A/C)/C" = A" /A" [eho]H,
d’ou I’on tire
beder (f((A/C)/C, (), (), al)) = (wa oYy () (A, 6,ab).

Comme on a A[w(] ™! = T/ © @ T/ @ localement pour la topologie étale sur §,
il existe £7L0 sous- (A, [)-groupes C d’échelon 1 de A vérifiant C[_’1 # H,la partie (2)
en découle. a
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CHAPITRE 4

FORMES MODULAIRES SURCONVERGENTES SUR LES
COURBES DE SHIMURA UNITAIRES

On développe des théories p-adiques pour nos formes modulaires dans ce cha-
pitre. Au §4.1, suivant Kassaei, on étudie les formes modulaires surconvergentes sur
les courbes de Shimura unitaires. Au §4.2, on donne des rappels sur la théorie de
schémas en groupes finis et plats. Ensuite, on montre le théoréme de classicité pour
nos formes modulaires au §4.3 par la méthode de Kassaei [49]. Enfin, au §4.4, on
applique la théorie de Pilloni [63] pour construire des surfaces de Hecke.

Dans ce chapitre, on fixe un sous-groupe ouvert compact net K de G(A*>) maxi-
mal en .

4.1. Formes modulaires surconvergentes

4.1.1. Affinoides des courbes de Shimura unitaires. — D’apres [20, §5], Mg
(sur Spec F;) admet un modele Mg propre et lisse sur Spec,, qui représente le

foncteur :
Mk : {Schémas sur Spec&,} — {Ensembles}

défini comme ci-apres.

Soit § un schéma sur Specd, ou 1 : § — Specd, est le morphisme structural,
Mk (S) est 'ensemble des classes d’isomorphismes d’objets (4,1, 0, %9 ) qui vérifient :
(1) A est un schéma abélien de dimension relative 4dy sur §, muni d’une action de
@p via 1 : p — Endg(A) (ainsi Lie(A) est un &p ®z Zy-module) vérifiant :

(a) le Zs-module projectif Lie(A);’l est de rang 1 et &, y opeére via le mor-
phisme structural 7 : &, — & ;

(b) Lie(A), estnul pour tout p; | p et g, £0;
(2) 6 est une polarisation de A, d’ordre premier a p, telle que I'involution de Rosati
associée envoie t(y) sur t(y*);

(3) «® est une classe modulo K¥ d’isomorphismes :
o =l @og (TP(A) & T, V(A) = Vs, @ (Vz,)

p . [T
avec of symplectique et % linéaire.
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Considérons le groupe p-divisible associé a A :
A[p™] :=lim A[p"],
n

qui est donc muni d’une action de &) ®z Z,. On a un isomorphisme naturel de
Zs-modules

Lie(A[p™]) = Lie(A).
En utilisant les idempotents e:ptl,’k € Op ®z Ly, A[p™] se décompose comme
(4.1.1) AP = T (AT < AT x A1 < Ape15?)
ilp
avec A[poo]sfi’k = A[m;’o]i’k (ou A[w°] :=lim , A[w} ], voir §3.1.1.2). Notons
Lie (A[w{°]*") = Lie(4)2".
Notons ¢ : A — Mg le schéma abélien universel sur Mg ou ¢ : Mg — A est la

section identité. Alors

e 1 -1 ~ *Ol
QA,, = (S*QA/MK)[Q =¢ QA[WOO]*J/MK’
est un Gy, -module localement libre de rang 1 d’aprés la condition (1a). Notons
MK = Mg ®¢;7 ]Fq.
Soit x = (A,L,G,OL_SO) un E,-point de IVJIK. On déduit de la condition (1a) que le
groupe p-divisible A[m‘x’]*’l, appelé un groupe w-divisible comme dans [20], est de
dimension 1 sur SpeclF;, . Suivant [20, appendice], posons :

DEFINITION 4.1.1. — Soit H un groupe w-divisible sur IP_'[, On appelle p-hauteur
de H Tentier ht,(H) € Zx tel que rang H[w"] = g"PoH)

Ona htp(A[mm]_’l) = 2, puisque le module de Tate Tp(A[m(’o]_’l) est isomorphe
a ﬁs’f. Notons (A[w*]~1)? la composante neutre de A[w*]~!. On a alors

ho(A) = ht, ((A[=®]~1)") € {1,2}.

> Lorsque hy(A) =1, on dit que A (ou le point x) est ordinaire.
> Lorsque ho(A) = 2, on dit que A (ou le point x) est supersingulier.
D’apres Kassaei [48, §6], il existe une section H € HO(MK,Qin_l) de sorte que

pour tout Fp -point x = (4,,6, P ) de 1\7[[1(, la restriction de H a x via
0,57 -1 0 = -1
H" (Mg, 91,7) — H"(SpecFy, X*QqA,,)a
est nulle si et seulement si A est supersingulier. On en déduit :

LEMME 4.1.2. — Les points ordinaires de Mg (IE_‘I,) sont Zariski-denses dans M .
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Notons I\_ﬂ; le sous-schéma fermé de My défini par H et M;rd son complément
dans Mg, qui est donc un ouvert Zariski-dense de Mg. Signalons que M; est un
schéma réduit d’apres [48, prop. 6.3].

PROPOSITION 4.1.3 (¢f. [48, prop.7.2]). — Supposons q > 3, alors il existe une section
He H° (Mg, QqA__l) telle que Uapplication canonique
-1 — -1
HO (Mg, of ") — H(Mg, of )
envoie H sur H.

REMARQUE 4.1.4. — En général, le relevé H n’est pas unique, mais nous fixerons
un choix dans la suite.

Notons Mg le complété de Mg le long de sa fibre spéciale Mg, Eng I’espace
analytique rigide associé au sens de Raynaud (¢f. [8, §o.2]) et MZ" I'espace analy-
tique rigide associé a M. Comme Mg est propre, on a un isomorphisme canonique
Eng =~ M3" d’espaces analytiques rigides (¢f. [8, (0.8.5)]). Notons

sp : Wﬁ}ig — Mg
I’application de spécialisation (¢f. [8, (0.2.2.1)]) et

—ord

M= sp™ (M)

(noter que I’application Mg — Mk estun homémorphisme), qui est alors un ouvert
admissible dans %Eg.

Soit x = (A,1,0,09) un point fermé de Mg, notons L le corps résiduel de x, qui
est une extension finie de F,, et R, 'anneau des entiers de Ly. La valuation v, de F,,
s’étend naturellement a L,. Comme My est propre, il existe un unique morphisme

L : Spec Ry — Mg
tel que le diagramme suivant soit commutatif

Spec Ly —— Mk

! |

Spec R, LN Mk .
Choisissons un générateur s de p*gf{i Il existe alors @ € Ry tel que g*ﬁ = as. Posons
Ha(x) := vy (a) € Qxo

(qu'on note parfois Ha(A) ou Ha(t)) qui ne dépend pas du choix de s et qu'on
appelle linvariant de Hasse de A. Pour toute extension finie L de F,, on a alors

M = {x ¢ ME(L) ; Ha(x) = 0} = {x € MZ" (L) ; Ha(x) = 0}.
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On dispose des affinoides M]? (¢f. [48, §8.2], voir aussi [24, §1]) dans ME" pour
tout r € QN [0, 1] définis par
MZ'(L) = {x € M¥(L) ; Ha(x) <1}
pour toute extension finie L de F,. D’apres Kassaei (¢f. [48, prop. 8.7]), MEV admet
un &,-modéle canonique EIRIS{V (i.e. un schéma formel sur &, de fibre générique
()I]B?)rig isomorphe a MI?) tel que
M (@) = {r e W E () s Ha(x) <r}

pour toute extension finie L de F, avec ¢} son anneau des entiers. En fait, les

{MET }VGQH]O,I[

forment une famille de voisinages stricts (¢f. [8, (1.2.1)]) de M[?rd dans Mg".

REMARQUE 4.1.5. — Soit r € QN [0, il[ D’aprés [48, cor. 13.2], laffinoide Mg
ne dépend pas du choix de H.

Soit T € X, et notons :
> (Mk)rgp 1= Mg X1 specs, Specr et (Mk) -z 1= Mk X2 spec, Spec g, qui est
le complété de (M) le long de sa fibre spéciale.
> (Mg )112§ = )R;g Xz Spec F, Spec E, qui est 'espace analytique rigide associé a
(EIRK)TﬁE et isomorphe a I'espace analytique rigide (Mg)? associ€ a (Mg)+ k.
> Pour toutr € QN [0,1],
(MK) ord . M"r Xz Spec F,, Spec E,
(MK) E = MK XzSpec F,, Spec E,
(9]31(); )ﬁK X = Spec 7, Spec T .

> Pour un faisceau cohérent .% sur (Mg). g, notons encore % le faisceau cohé-

rent associé sur (Mg )37,

DEFINITION 4.1.6. — Soient v € X, k15 € Z>9, ko s € Z pour tout 6 € Xy \ {7}
etky, k_ € Z (vesp. k1« € Z>9, ko - € 7).
On appelle espace des formes modulaires surconvergentes de niveau K de poids
(s ks by gy Ry )
(resp. de poids (ﬁzﬁ, k_gzﬁ)) sur (7, E) le E-espace vectoriel (¢f. la définition 3.5.9)

(kskskiy \coyokoy o)t ke k_sk ks
(4.1.2) Sk R s AL TN HO((I\/11<)TF,£C(E+ =5\ Jzﬁ\{f}))
"~ r—0* ’
respectivement

(g, ho )t
el = lim HO(Mg)Z,

(kl x klz )
T, E? y‘r E ’ ’ )
r—0+
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LEMME 4.1.7. — Lapplication de restriction

HO((MK)dn y(};;r’k*;ﬁE[,\{r}’@Zﬁ\{r}))

T,E° T,

N HO((MK)Q y<kE+’k7;hEp\{r}’@Z},\{T}))

7k’ T,
est injective. Plus généralement, pour tous r1 < ro € Q, Uapplication de restriction

0 < (hpoh—shis |\ royphes) (o)
H ((MK)TE,(?T)E I\P =T\ )

Rk sk oo o
. HO((MK)TS,E,?T(E LSAYe! izp\{-}))

est injective.

Démonstration. — La preuve est la méme que celle de [8, (0.1.13)] puisque (MK),f’%d
est Zariski-dense dans (Mg ). a

Le E-espace vectoriel

0 < (hsh—shiy | coyh2s\ (o)
HO(Mg) Sy, 25 e s

est muni d’une norme naturelle de Banach (voir (4.3.7) etle lemme 4.5.5 ci-dessous)
et les morphismes de transition dans (4.1.2) sont compacts. Par conséquent, le E-
espace vectoriel
s thehit, ol )

est un E-espace vectoriel de type compact au sens de Schneider-Teitelbaum [70, §1].

Considérons la courbe Mg (¢") (n € Zso, ¢f. 'exemple g.1.4, d’apres [20, §7.3],
Mg (p") admet un modele propre M (p") sur Spec &, avec

Mk (p™") (S) = {(A,L,G,OFJ,C”) 5 (A,1,0,00) € Mg (S)
et C, est un sous-(u, p)-groupe de A d’échelon n}

pour tout schéma $ sur Spec &,. En effet, le probléeme de module Mk (p") défini ci-
dessus est relativement représentable sur Mg, donc représentable puisque Mk est.
Le schéma représentant ce foncteur est fini sur Mg et donc propre sur Spec &,.

Soit € : A — Mg (p") le schéma abélien universel avec C, — Mk (p") le sous-
(u, p)-groupe universel de .¢7" d’échelon n, notons

H, == (Cy)y"!
avec ¢ : H,, — Mg (p") la section identité. On dispose donc sur Mg (p") d’un faisceau
cohérent
. *0Ol
O, = Qv (o)
Notons Mg (p") le complété de Mg (p") le long de sa fibre spéciale et Mg (p")"8
I’espace analytique rigide associé. Comme Mk (p") est propre, on a

My (p")"8 5 Mg (o)™
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(I'espace analytique rigide associé a Mg (p")) par [8, (0.3.5)]. En particulier,
Mg (p")" est lisse sur F,, comme Mg (p") lest.

Soient L une extension finie de F, avec @1, son anneau des entiers et G un schéma
en groupes fini et plat sur Spec &7, avec ¢ : SpecZ;, — G la section identité, on voit
que

. x0l
06 =06 speca
est un & -module fini. Il existe alors des x; € &1, en nombre fini tels que

W, = @ aL/ x;.
i
Suivant Fargues, posons
deg(G) :== Zup(x,)
1
On a (¢f. [40, lemme 4]) :
PROPOSITION 4.1.8

(1) Soit 0 — G' — G — G" — 0 une suite exacte de schémas en groupes finis et plats sur
Specdy,. Alors on a

deg(G) = deg(G') + deg(G").
(2) Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Spec &y,. Alors on a
deg(G) + deg(G") = ¢ht(G),
out GV désigne le dual de Cartier de G, ht(G) est la hauteur de G et oi e est Uindice de
ramification de Fy, sur Qp (ainsi e = d/dy).
Soit maintenant x = (4,1,0,4°,C,) un L-point de Mg (p")*" ou
r= (A, 0,09,E,)
est le &7 -point de Wik (p") associé. La suite exacte
0— Alw"] ™! — A[w™] ! = Ae®] ! -0
induit une suite exacte de @ -modules

0— 0l =, 0l — oy

A[w>]~1/ Spec}, A[w>]~1/ Spec . ~1 =0

m?l]
d’ott on déduit deg(A[w"] ') = n puisque e*Q;[[mw]—J/Specﬁ”L est un ¢ -module
libre de rang 1. Posons :

deg(x) := deg ((C,);") € QN [0,7].
LEMME 4.1.9. — Pour tous a,b € [0,n] N Q, a < b, il existe un unique ouvert admissible
Mg (9")[a,b] de Mg (p")™** tel que, pour toute extension finie L de F,, on a

Mg (p")[a,b](L) = {x € Mg(p")™ (L) ; a < deg(x) < b.}
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Démonstration. — On construit Mg (p")[a,b] localement. Soit I = Spf R un sous-
schéma formel affine ouvert de Mg (p") assez petit pour que Wp/c,,— 1M €L Wy 1
soient libres. On dispose d’une suite exacte de &jj-modules

Lk

9
0— oy, 1 —— 0y _u—0c [u—0

induite par I'isogénie &p-linéaire ¢ : A — A/C,.
Soit ¢ (resp. e9) un générateur de w, |y (resp. de ©p /. ) etsoit s € R tel
que ¢*(e9) = se1. Supposons a = ay/as, b = b1/bs avec a;, b; € Z>1, i = 1,2. Posons :

U, := Spm R(T)/ (s — w™T) et Uy, :=SpmR(T)/(w" —s"T).

L’ouvert U, N U, de 1"8 est alors par définition Mg (p")[a,b] |1vig - i

Soit T € X,. Par le changement de base de &, a @ ou de I, a E via 7, on définit

Mg (0") =g M (0")rms Wk (9")2%, = Mg (9" Mk (0")zpla,0].
Soit K’ le sous-groupe ouvert compact de K tel que (K')® = K® et
~ o — 0
K,=2{geGly(); g=(;,) (modwm)}.

Notons Mg (p; ) := Mg’. Pour tout schéma $ sur Spec F,, on a alors

M (9:0)(S) = {(4,1,6,09,C1,C1) 5 (4,1,6,4°,C1) € Mk (p) (S)
et C] est un sous-(u, p)-groupe de A d’échelon 1 différent de C; }
De plus, Mk (p; ) admet un &,-modele propre Mg (p; p) sur Spec &, tel que
Mk (p; ) (S) = {(91,!,,6,0(_50,@],@,1) 5 (U, 0,09 ,E1) € Mg (p) ()
et €' est un sous-(u, p)-groupe de 2 d’échelon 1 différent de € }
pour tout schéma § sur Spec . Notons :
> Mk (95 0) -4 le complété le long de la fibre spéciale de
Mk (05 0) = = Mk (0;0) Xzspeces, Spec g,
> Mk (p; p)?% I’espace analytique rigide associé,
> Mg (p;0)*" I'espace analytique rigide associé a Mg (p; p).
On a un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur Spec E :
W (03 0) -0, = Mk (93 0)25
(ou Mg (95 9)2% = Mg (0;0)™ XspecF, Spec E). On dispose de deux morphismes
naturels (finis étales) d’espaces analytiques rigides :
M (3 0)™ —Lo Mi(p)™,  (A4,1,0,09,C1,Cf) — (4,1,6,49,Cy),

Mg (s )™ —s Mg(p)™,  (4,1,0,49,C1, Cp) — (4,1,0,549,C}).
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Soient a,b € QN [0,1[, @ < b, notons
Mg (03 9)=k[a,0] == p1" (Mg (0)=[a. b]),
Mg (03 9)=e{[a. 0] [c,d]} = pr* (Mg (9)=e[a,6]) N (0) ™" (Mg (9)=z[c.d]),

qui sont des ouverts admissibles de Mg (¢; )% -

4.1.2. Sous-groupes canoniques. — On rappelle dans cette section la théorie
du sous-groupe canonique pour les courbes de Shimura unitaires selon Kassaei
[48, §10].

D’apres Kassaei, on a (¢f. [48, th. 10.1]) :
PROPOSITION 4.1.10. — Soientr € QN[0,q/(q+ 1)[ et R une &, -algebre w-adiquement
complétée. Soit (A,1,0, a® ) un R-point de EIR,?. Alors le schéma abélien A admet un unique
sous-(u, p) -groupe C d’échelon 1 vérifiant :

> la formation de C est stable par le changement de base;

> lorsque w = 0 € R, le schéma en groupes C s’identifie au noyau du morphisme de

Frobenius A — A
. .. . -1

Avec les notations de la proposition, on dit que C, resp. C;", resp. C Xspecs,
Spec F,,, resp. CS;’I Xspeca, Specly, est le sous-groupe canonique déchelon 1 de A,
resp. Alw>®]~!, resp. A Xgpec s, Spec Fy, resp. A[w>®]~! X Spec 2, Spec Fy.

Pour tout r € Q N [0,¢9/(¢+ 1)[, on dispose alors d'un morphisme canonique
d’espaces analytiques rigides :

(4.1.3) Mg" — Mg (p)™, (A,1,0,a9) —s (4,1,0,09,C)

ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A. Comme la composition
de (4.1.3) avec le morphisme fini étale

(4-1.4) 1 Mg ()™ — ME,  (A,1,0,a9,C) — (A,1,0,09)
est une immersion ouverte (MI? — MZ"), on en déduit que (4.1.3) est étale.

Par la construction du sous-groupe canonique dans la démonstration du théo-
réme 10.1 de [48] (voir aussi [12, p. 10]),on a:

PROPOSITION 4.1.11. — Soient v € QN [0,q/(q+ 1)[, L une extension finie de F, d’an-
neaw des entiers 7, et x = (A,1,0,09 ) un & -point de }W?. Soit C le sous-groupe canonique
d’échelon 1 de A. Alors on a

deg(C;') =1 — Ha(x).

On en déduit que le morphisme (4.1.3) se factorise par

(4.1.5) Mg — Mg (p)[1—n1].

Soit x = (A,1,0,09,C) un L-point de Mg (p)*. On a par la construction du sous-
groupe canonique dans [48, §10] :
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PROPOSITION 4.1.12

1
g+’

Ha (pl (x)) =1—deg(x) <

(1) Lorsque deg(x) > ona

q
q+1
(¢f- (4.1.4)) et C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A. De plus, pour tout
L-point x' de Mg ()™ avec py(x') = p1(x) et x' # x, on a

1 — deg(x) 1
deg(x') = < .
g(x) p P
(2) Lorsque deg(x) < q%, on a
q
Ha(x) = ¢deg(x) < ——-
(x) = gdeg(x) P
(3) Lorsque deg(x) = rHLl’ pour tout L-point y de Mg (p)*" vérifiant p1(y) = p1(x), on a
de =de = —
80) 8 =77

Par la proposition 4.1.12 (1), le morphisme p; induit, pour tout r € Q N [0, q% [,

un morphisme d’espaces analytiques rigides :
p1: Mg(p)[1—11] — Mg
On a alors :

COROLLAIRE 4.1.13. — Le morphisme (4.1.5) est un isomorphisme d’espaces analytiques
rigides.

COROLLAIRE 4.1.14. — Soientr € QN [0,q/(q+ 1)[, x = (A,1,6,a9) € MZ"(L) oit L
est une extension finie de Fy, et x' = (A',\, 0/, (a9)") € Mg (L). Alors, si

on a Ha(A) = Ha(A).

Démonstration. — Soient (U,1,0,a9), (A, 0, (29)) les & -points de Nk associés a
x et &’ respectivement. On a donc A'[@®] ! = A[w>®] ! (¢f [77, th. 4]). Si € est
le sous-groupe canonique d’échelon 1 de 2, on a

1
deg(CSgJ) =1-Ha(A) > il

En considérant @g;’l comme sous-groupe de 2’ via I'isomorphisme
W w*] ! = Ale™] !,

onaHa(A) =1- deg(@gj’l) = Ha(A) d’aprés la proposition 4.1.12 (1). a
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PROPOSITION 4.1.15. — Soientr € QN[0,1/(q+ 1)[ et R une &,-algébre w-adiquement
complétée. Soit x = (A,1,0,09) un R-point de EIRIS{V avec C le sous-groupe canonique d'éche-
lonl deA. Alorsy := (A/C,V, 0, a® ) est un R-point de EIR,?’. De plus, si R = &, (Lanneau
des entiers d’une extension L finie de F, ), on a

Ha(y) = qHa(x).

Démonstration. — La premiere partie découle de [48, th.10.1 (2)]. Soient x =
(A,1,0,09) un & -point de EIR[S{V et C le sous-groupe canonique de A d’échelon 1.
Selon la proposition 4.1.11, on a deg(Cg;’l) =1- Ha(x) > q-%il' On dispose d’une
suite exacte ¢,-linéaire de schémas en groupes sur Spec 7}, :

0—Cy' — Alw] ™! — A[w] ™' /C =0

d’oul on déduit par la proposition 4.1.8 (1)

. _ 1
deg (A[w]™'/C;") =1 - deg(C,"') = Ha(x) < T

Par la proposition 4.1.12 (2), pour le &7 -point y = (A/C, VL0, o?’) de Mk, ona
Ha(y) = gdeg(A[w]~'/C;"!) = ¢Ha(x).
Ceci permet de conclure. i

COROLLAIRE 4.1.16. — Soient r € QN [0,1/(q+ 1)[, R une &,-algébre w-adiquement
complétée et x = (A,1,0,09) un R-point de SUEI%T avec Cy le sous-groupe canonique d’éche-
lon 1 de A. Alors A admet un sous-(u, p)-groupe Co d’échelon 2 tel que C; C Co et que
(Cg)sg’l/(C])gj’1 soit isomorphe au sous-groupe canonique d’échelon 1 de (A/C)[w>]>!.
Si lon suppose de plus R = &), (Uanneau des entiers d’une extension finie L de Fy), alors

on a

-1 1- 512
deg ((C2),") =2 — T Ha(x).
Démonstration. — Soit A le schéma abélien universel sur EIRIS(V, on construit un sous-

(u, p)-groupe d’échelon 2 de A. Soient C; le sous-groupe canonique d’échelon 1
de A, C] le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A/C et Hy le sous-groupe de A
(de A[w®]~!) tel que

(C)g' cHy et Hy/(Cr)y!' = (Ch)

Montrons que Hy # A[w]™!. Soient L une extension finie de F, d’anneau des
entiers @, x = (A,1,0,4°) un 1 -point de M ; notons Cy = x*Cy et Ho = x*H.
Par la proposition 4.1.11, on a

deg ((C1)y"") =1 — Ha(x).
Notons y := (A/C,\/,0',a9). Alors on a
deg ((C{);l) =1-Ha(y) =1 - ¢Ha(x)
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(ou €] := y*(C)) estle sous-groupe canonique d’échelon 1 de A/C), d’ot on déduit
(4.1.6) deg(Hy) =2 — (¢+ 1) Ha(x) > 1,

avec Hy := y*Hy. Par conséquent, on a Ho # A[w] ™! et donc Hy # A[w]~'. On
associe alors a Ho un sous-(u, p)-groupe Co d’échelon 2 (i.e. Co étant le sous-(u, p)-
groupe de A tel que (Cg)g’l = Hy). La deuxiéme partie découle de (4.1.6). a

Par récurrence sur n,ona:

COROLLAIRE 4.1.17. — Soientn > 2, r € QN [0,1/(¢""%(¢+1))[, R une &,-algebre
w-adiquement complétée et x = (A,1,0, 07’) un R-point de SJ%,?. Alors A admet des sous-
(u, © )-groupes Cy, d’échelon k pour tout k < n tels que le schéma en groupes (Ck)p_’l/ (Ck—l)p_’l
soit le sous-groupe canonique d’échelon 1 de (A/Cy_1) [w*] 1. Si de plus R = ., alors on a
pour tout 1 <k <n,

— g

deg ((C)") =k — 11 Ha(x).

On dit que G, (respectivement (Cy),, ’1) est le sous-groupe canonique d’échelon k de A
(respectivement A[@™®] ).

Comme dans le corollaire 4.1.18, pour tout r € QN [0, m [, on a un isomor-
phisme d’espaces analytiques rigides

n

Linl, (A00,50) — (4,,0,59,C,),

(4 MET = Mo [n— =
ou C, est le sous-groupe canonique d’échelon n de A.

PROPOSITION 4.1.18. — Avec les notations de la définition 4.1.6, il existe une injection
naturelle de E -espaces vectoriels

(4 1 8) HO (MK(KJn) AE» y_‘(,lzr’k*;hﬁlp\{f}’@xﬁ\{f})) [EEN S‘(:E’kighzﬁ\{f}’@Zﬁ\{f})’T (K) .

Démonstration. — Soit r € QN [0, [ et considérons la composée

1
"2 (g+1)

kyk_sk kg
(4.1.9) HO(MK(p")T,E,&‘C{EJr sz\{r}iz,,\m))

1—q" (hysk—skis \raokos (1)
—)HO(MK(@n)T,E [n— lqu T’n]’yT,E 2[7\{ }7217\{ } )

~ kyk_sk Jk
-~ HO((MK)TS,E,y—V(,E Meni ﬁzp\{r})),

ou la premiere application est I’application de restriction, et ou I'isomorphisme dé-
coule de (4.1.7). Montrons que la premiére application en (4.1.9) est injective (d’ou
la proposition par le lemme 4.1.7). Comme on a vu dans la preuve du lemme 4.1.7,
il suffit de montrer que
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est Zariski-dense dans Mg (¢")7;. Par [20, §3.2], la projection naturelle
Mg (p") — Mg, (A,1,0,09,Cp) — (A,1,0,09)

induit une bijection entre I’ensemble des composantes connexes de Mg (p") et celui
de Mg, et induit une projection de chacune des composantes connexes de Mg (p")
a la composante connexe de Mg correspondante. Comme (M K)_Sjr5 est Zariski-dense
dans (Mg )%, par 'isomorphisme (4.1.7), on voit que

Mg (") =e[n— (1 —4")/(1 = q)r,n]

est Zariski-dense dans Mg (p")%',. La proposition en découle. a

4.1.3. Opérateurs de Hecke. — Considérons I'action des opérateurs de Hecke sur
I’espace des formes modulaires surconvergentes. Soient v € X, k15 € Z>9, ky 5 € Z
pour tout 6 € X, \ {7}, et ky,k_ € Z.

4.1.3.1. Opérateurs de Hecke hors de p. — Soit g = g, g¥ € G(A™). On dit que g est
premier a p, si gp, = 1.

Comme au §3.2.3, supposons que V5 C g(V5) et que le groupe K':=gKg 'nK
est net. Si I’on suppose de plus g premier a p, alors 'action de [KgK] sur

hyk_shig oy shoy
H' ((Mg)-~E, 5”._(; =\ —le\{r}))

(ko hsk
peut se prolonger canoniquement sur H’( (MK)T s, I By ) pour tout

k_;k
re QN[0,q/(¢+ 1)[ (donc sur S( Pt ot ) T( K)) de la maniére suivante. Le

morphisme 7, : Mgr — Mg, x = (A,1,0,a) — x' = (A,V, 0, o/) induit un morphisme
d’espaces analytiques rigides r, : Mx'=" — Mz" pour tout r € QN [0,¢/(q+ 1),
puisque g est premier a p (donc Ha(A) = Ha(A’) par le corollaire 4.1.14). On dis-
pose alors d’un diagramme commutatif (induit par le diagramme (g.2.12))

M—>M’

NN
\/pr\/

d’oti on déduit un opérateur continu encore noté [KgK] sur

(4.1.10)

ki k_sk N
H ((MK)TF,y( N DAY Jz,,\{r}))
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(hokos
E

k Sk
(qui prolonge 'opérateur [KgK] sur HO((Mg)-., Bopo B0y | or (4.9.23))

par la composée

ko k_sk ke
(4-1.11)  H((Mg)Z}, -7 T(E JZ/)\{T}—ZE/)\{TQ)

s B ()3 (e Y
S (M) O )
[rpt H()((MK) y(k-hk klgp\{ }7k22 \{= }))

ou le faisceau cohérent

(ke ks

k koo o
(e sz\m))'

R CAVERLSAYEY

est défini de maniere analogue a 5” E en échangeant ¢ et ¢’ (on

renvoie a la remarque g.4.12 pour la définition de ¢*).

4.1.3.2. Opérateurs de Hecke en . — Commencons par l'opérateur Y, . Soient
reQn([0,¢/(¢+1)[, L une extension finie de F,, (4, 1,0,09) un L-point de M.
Par le corollaire 4.1.14, on a

Ha(A) = Ha (4/(A[¢/v]" ® A[w]")).

Par conséquent, le morphisme Y, , : My — Mg (¢f 'exemple g.1.10) induit un

morphisme encore noté Yy, : MI? — M]? pour tout r € QN [0 On dispose

L[
. . ’ q+1 '
donc d’un diagramme commutatif

(4.1.12) o A (AL A [w]) —
Mg — s M

d’ott on déduit un opérateur continu encore noté Yy, sur

(ks ks

k k
e QEﬁ\{r}))

H(Mx)Zp

par la composée

(hysk—skis \aokos \r1)
Yo : HO(( )fg,y_ LN M) AN )

(hooks

Yu@ HO((MK>§’Z, (yTF ﬁﬁp\{r}’@zil\{r}))l)

s O (S T e ),

Considérons le morphisme d’espaces analytiques rigides

(4.1.13) po i Mg ()™ — M, (A,1,0,09,C1) — (A/Cy1, 0,0 ,09).
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LEMME 4.1.19. — Soit v € QN [0,¢/(q+ 1)[, le morphisme ps induit un morphisme
d’espaces analytiques rigides :

<r
P2+ Mk (p) [0’ ;1] — My !

Démonstration. — On le vérifie au niveau des points. Soient L une extension finie
de F,, (4, 1,0,09,C) un L-point de Mg (p)[0, g] avec (2,1,0,09,C) le & -point de
Wk (p) associé, on a par définition
1
=deg(Cohy <<« ——.
s eg(Cy) <5< P
Selon la suite exacte de schémas en groupes sur Spec &7,

0—C' — Alw] ™! — Alw] ! /C =0

on a, par la proposition 4.1.8 (1), deg(?I[w]_’l/@s:’l) =1-s> q%. D’apres la
proposition 4.1.12 (1), ?I[m]"l/@;’l est le sous-groupe canonique de A /C[w>] !

et Ha(A/C) = s. Le lemme en découle. i

En outre, par la proposition 4.1.8 (2), le morphisme (4.1.4) induit, en restric-
tion a Mg (p)[0,7/¢] et pour tout r € [0,¢/(¢ + 1)[, un morphisme encore noté p;
d’espaces analytiques rigides :

p1: Mg(p) [0, 2] — M.

On dispose donc d’un diagramme commutatif

M—>Ja//g

N AN

(4-1.14) Mk () [0,7/q]
\ / \ /
Mg <" &S0

d’oti on déduit un opérateur continu Xj, , par la composée

(kg k_sk N:
(4.1.15) X;’W:HO((MK)"I Al My ?zp\{rﬂ)
P28 7 (kpk_skig o yokos ()
=2 HO(MK(p)T,E[O,‘—]], (Fap " TEAEEREYY

* ko k_ ik« ko«
B B (Mye(9) w10, 11, e )
q

try 0 (k+k shig \ (ke )
B, HO (M) Sy, IR,

ou le faisceau cohérent
(e )y
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(ks ks
est défini de maniere analogue a & p

e . /
on renvoie a la remarque 3.3.12 pour la définition de ¢Z.. Notons encore X, la
composée :

K NORRVEY p
I =2 e échangeant ¢ et e, et

(kg k—sk N )
0 <r + By \ (v B2s 0\ (o
H (( >‘rE’y— PR )
L O (M), B e ey

o g0 (Mg, T e )y,
(ks hes

B
Tk’ B
re QnN[0,q/(¢+ 1)[ car I'application de restriction i I’est. Explicitement, pour

k
qui est donc un opérateur compact sur H((Mg)=" A QLP\{T})) pour

/e H (Mg)Z}, (}}+’k_;ﬁ2p\{f}’@2p\{’})),
on a X, ,(f)(A,L0,6°) = Yo or(f(A/CV,0,a9)), o C parcourt tous les sous-
(u, p)-groupes de A d’échelon 1 différents du sous-groupe canonique d’échelon 1

de A. En prenant la limite inductive, on obtient un opérateur compact Xup

kg ok_sk k ) )
sur S(E By Rmpm T . Signalons que I'opérateur
. -1 /
Ug) : Xu[)dOX

(k +’k—’kl 1ok )t
est aussi un operateur compact sur S E I\ =2\

car 'opérateur y _;do (voir
u,
I’exemple g.1.9) est un isomorphisme.

Par la proposition 4.1.15, on a:

LEMME 4.1.20. — Soitr € Q € [0,1/(qg+ 1)[, le morphisme (4.1.18) induit un mor-
phisme d’espaces analytiques rigides :

po: Mg(p)[1—n1] — MZ".

En prenant la composition de po avec I'isomorphisme (4.1.5), on obtient un mor-
phisme

(4.1.16) po i M — MZT, (A,1,0,60) —s (A/CY,0,49)

ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A pour toutr € QN[0,1/(¢+ 1)[.
On dispose donc d’un diagramme commutatif :

v— sy sy

(4.1.17) \ lg/ la

j 2
Mg ———— MZ"
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d’ott on déduit un opérateur continu ®, , par la composée :

<qr (kpsk—skiy \(yohog 1)
O, 0 HO(Mg)ZH, g =)

* k ,k_;k . _ ,k . B
_[)2—> HO((MK)TS,Z’ (y‘r(’E‘*' Azp\{=} 7221]\{'})),)
* ki k_sk Jk
_t% HO((1\/11<),_§2,,}"”T(’E+ LIEAYE! Ezp\(_,})).

. < (kpok_ihyy okoy o)
Explicitement, pour tout f € HO((Mg)-T, .7, BB EREY ona

B

Dy () (A,1,0,09) = o7 (F(A/CV,0,09)),

ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

REMARQUE 4.1.21. — On vérifie sans peine que le plongement (4.1.8) est inva-
riant sous I’action des opérateurs de Hecke hors de o et de Y, X{W (et de @,
lorsque n = 1) (voir les exemples 3.3.14 et 3.5.15).

4.1.3.3. Dynamique de Uopérateur X, ,. — On continue I'étude de I'opérateur X, .

Considérons le morphisme

P2 Mg (p;0) ek — Mk (p)=p,  (4,1,0,09,C1,Cp) — (A/Cp,0/, 0,00, (Cl);’l)

ou (Cl)g_,’1 est 'image de (Cl)s}l dans A/C].Ona:

LEMME 4.1.22

(1) Soit r € [0,q/(q+1)] N Q. Alors la restriction de po a Mg (p;0)-p[1 — 1, 1] induit
un morphisme d’espaces analytiques rigides :

P2+ Mg (i 9)zp[1 = 1] — Mg(p)-[1 - 7. 1].

(2) Soit r € [0,1/(q+ 1)[NQ. Alors la restriction de po a Mg (p;)-E[r 1] induit un
morphisme d’espaces analytiques rigides :

P2 Mg (05 90)<p[rn 1] — Mg(p)-e[qr 1]

() Soit r € [0,1/(q+ 1)[NQ. Alors la restriction de ps a Mg (p; p)-r{[0,7];[0,7]}
induit un morphisme d’espaces analytiques rigides :

P2+ Mg (0 0)=£{[0,7]: [0,7]} — Mg (p)zp[1 -7 1].

Démonstration. — Montrons ce lemme au niveau des points. Soient L une extension
finie de E et &}, son anneau des entiers.
(1). — Soient r € [0, -] NQ et x = (A,L,G,@,Cl,C{) un L-point de

b q+1
Mg (p;0)-E[1 —n1]
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ou (%I,L,G,ﬂ’,@l,@’l) est le Zp-point de Mk (p; ).z associé. Par la proposi-
tion 4.1.12 (1) et (3),ona
1
=d >1l—-r>——-:
= deg () 2 172 g
> Lorsque s > 1/(g+ 1), € est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de 2 et
I'on a deg(@:g’l) = (1 —s5)/q pour tous les sous-(u, p)-groupes & d’échelon 1
de 2 différents de €.
> Lorsque s = 1/(¢+1), on a deg(@g’l) = 1/(¢+ 1) pour tous les sous-(u, p)-
groupes & d’échelon 1 de 2I.
En résumé, on a bien deg((@'l);’l) = (1 — 5)/q. Par la suite exacte de schémas en

groupes (qui découle du fait que (6:,1)5:1 N (@1);’1 =0)

0— ()" — Ao — ©); " =0,

onadeg ((€1);") =1 (1 -5)/¢>1—-1/¢. Doncle L-point (A4/C,1,0,a9, (C1)5"")
de Mg (p)-E se trouve bien dans Mg (p)-r[1 — o 1].

(2) et (3). — Soit r € [O,q%[ N Q, par (1), le morphisme po envoie alors

Mg (@3 p)T’E[quLl, 1] sur Mg (p; WT’E[q-s-Ll’ 1]. Considérons la restriction de pg &

Mg (95 9)~E {T, q_il_ 1 [

Soit x = (A,1,0,a9,Cy, C}) un L-point de Mg (p; 0)~E[7, —L_[. Notons

g+l
(2,1, 8,09, 68, C)

le &1 -point de Mk (p; p) - 7, associé et

1
s :=deg (p1(x)) < e

D’apreés la proposition 4.1.12 (2), il existe un sous-(u, p)-groupe € d’échelon 1 de 2
(qui est le sous-groupe canonique de ) tel que deg(@;’l) = 1 — ¢s. De plus, pour
tous les sous-(u, p)-groupes &’ d’échelon 1 de U différents de €; et de €, on a
deg((@’)gj’l) = 5. On en déduit que 'on a

deg ((€1)5") =1~ (1—g5) =gs > gr
si deg((@’l);’l) =1 —g¢s (Cest le cas lorsque ¢} = €) et deg((@l)gj’l) =1—ssi
deg((@:');’l) = s. La partie (g) en découle.

Comme on a 1 — s > ¢s, le L-point (A/C,L,@,oz’, (Cl);’l) de Mg (p ZT“} est bien
dans Mg (o)~ r[gr, 1]. La partie (2) en découle. a

Par conséquent, on a :
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PROPOSITION 4.1.23

(1) Soitr € QN [0,q9/(q+ 1)], Uopérateur (¢f. (3.5.26))

kyk_sk Jk
(4118) X[ o HO(Mg(0)m, o 2N

0 (ks o )
_ . H (MK(K))T,E’L?T,E Ep\ {7} =2p\{} )

se prolonge en un opérateur encore noté

r (k ’ki;h T ’@ T )
(4.1.19) X{t@ : HO(MK(@)T,E[I T 1],5?5 DANE SN e )
fek_shiy o 1okoy
s HO (Mg ()i [1 — 1 1], M@ ey

(2) Soitr € QN[0,1/(q+ 1)[. Alors Uopérateur X{W (4.1.18) se prolonge en un opérateur
encore noté

ki k_sk Jko
(41.20) X}, : HO(Mg(p)mplgn 11, np 000y

kyk_sk ko
s HO (Mg ()< [ 1], 20 e Jzﬁ\{r}))_
() Soitr € QN [0,1/(q+ 1)[. 1l existe un opérateur :
kyk_sk N:
(X )™ :HO (Mi(p)[1 = 71, 755 e’y

ke ksk ks
—>HO(MK(@)T,E[O,7],=5/T(,E+ sp\(7} JE/)\{T}))

kyk—sky Jko
tel que pour tout f € H* (Mg (p)~g[1 -7, 1],5”;5 A *221)\“})), on a

(X1 )"P(f) (A,1,0,09,Cr) = T4 (f(A/CY, 0,00, (C)),

ou C parcourt tous les sous-(u, p) -groupes d’échelon 1 de A différents de Cy et du sous-
groupe canonique d’échelon 1 de A.

(4) Soient 1,179 € QN [0, q-l—Ll[ avec 11 < ro. Alors il existe un opérateur

(ki k—sk Lk )
(X )P HO (Mg (p)zplgringrol, Fag o\ V=56

ky ok sk ks
_ HO(MK(@)T,E [71,72],5{(,5 “Lz\() JE/)\{T}))

kysk—sky Jko
tel que pour tout [ € H* (Mg (9)~k[qr1, qu],fﬂ(’EJr =3\(5) *QLP\{T})), on a

(Xl )P () (A,1.0.59 ., C1) = 67 (f(4/GA0,29, (C0)),

ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.
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Démonstration. — (1) Soitr € QN [0, %] par le lemme 4.1.22 (1), on dispose d’un

diagramme commutatif :
& —> & /&

/\/\

Mg (p; 0)[1 —7,1]
\ o \ /
Mg (p)[1—n1] Mg(p)[1 -5 1]

d’ou on déduit un opérateur par la composée (comme dans (4.1.15))
Zioph i HY (hphshiy ) ophas\ )
X;,{Q = trpl Od)g]/ OPQ H (MK(@)T,E [1 — l_r[’ 1}”57_',15 P25\ (5} )
kyhosh ke
s HO (Mg(0)=i[1 — 1 1], 0@ 500y

1

(2) De méme, soit r € QN [0, T

commutatif :

[, par le lemme 4.1.22 (2) on a un diagramme

—>VQ//%’

NN

Mg (p;0)[r,1]
AN A
Mg (p)[r,1] Mg (o) [qr, 1]

d’ou déduit un opérateur par la composée
ki ksk ki
Xl =ty oy o - HO (Mg ()i [qr 1], 30Ty
’ 1
kg k_sk ki
s HO (Mg(p)=i [ 1], oo ),

(3) Par le lemme 4.1.22 (3) on a un diagramme commutatif :

/

M—>Ja//g’

SN SN

Mg (95 0){

AN

1-n1]
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d’otl on déduit un opérateur (X{L,Q)HSP par la composée
(kahhis | ookog (o)
(Xi)™P 1= trpy 0 0 5+ HY (Mg (9)=[1 =5 1], 70 - =3 =500
kyk_sk ks
_ HO (MK(@) E [0, /’.]yy‘[(’E+ JZ[)\{T} JZ/;\{T}))

bk skiy ko . )
Soit f une section de 5”_(; BeperBone) gor Mg (p)re[1 —r1], on voit par défi-

nition que

(X10)™P () (A,1,0,09,C1)

_ kyk_skig o ko —
= o (fA/GY 0,50, (C)T) € S TR (40,59,
C

ou C parcourt tous les sous-(u, p)-groupes de A d’échelon 1 différents de C; et du
sous-groupe canonique d’échelon 1 de A.

(4) Soient 1,19 € QN [0,1/(¢+ 1)[ (r1 < r9), d’apres la proposition 4.1.12 (1),
on dispose d’un morphisme d’espaces analytiques rigides (¢f. la démonstration du
lemme 4.1.22) :

P+ Mg (9) =i [r1.79] — My ()= plgr. qrol, (A,1,0,09,C1) = (A/CY, 0,49, (C1)g")

ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A (on a bien C # C; en vertu de
la proposition 4.1.12 (1)). On obtient donc un diagramme commutatif

v e, ) F — %
N ! !

P
Mg(p)zr[rire] —2—  Mg(p)=[qr1,qra]

(out & estle sous-groupe canonique d’échelon 1 de .7) d’ott on déduit un opérateur
par la composée
" " (ki k—sk1 \ 15k )
(X )P = & o (0h)" « HO (Mg (@) gr, qral, Fop ™ =500
(ksrkskig (ohog )
— HO (Mg ()= [rima], Fop ™ =50,

+5

ok shie o okow oo
Soit f une section de 5’7(,15 BoperBope) gup Mg (p)+E[qr1,qr2], on a alors

(X0 P () (A,1,0,09,Cr) = 67 ((4/CV, 0,09, (C1))),

ou C est le sous-groupe canonique d’échelon 1 de A. a

4.2. Schémas en groupes munis d’une action de &,

Supposons jusqu’a la fin de ce chapitre F, non ramifié sur Q, on dispose alors
d’une décomposition

(4.2.1) @1, % — I Gk, a®br— (s(a)b)

ceX,”
€, ©
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4.2.1. Applications de Hodge-Tate. — Soient S un schéma sur Spec Z;, G un schéma
en groupes fini et plat sur §, notons ¢ : § — G la section identité, o := e*Q};/S et GY
le dual de Cartier de G. Rappelons que I’on dispose d’une application de Hodge-Tate
de faisceaux sur le site fppf de S :

HT: G — o,

définie comme ci-aprés :soient §' un schéma fidélement plat et de présentation finie
sur S, x € GY(Y), qui correspond donc a un morphisme de schémas en groupes
sur 8 :

x:G x5S — (Gn)g;

Papplication HT(S') : G¥(S') — w,(S') envoie alors x sur x*9- € w,(S') pour

tout x € GV (8'). L’application de Hodge-Tate est fonctorielle en G, i.e. si 'on a un
morphisme f : G — G’ de schémas en groupes sur $, alors le diagramme suivant est
commutatif :

V
(Gl)\/ G\/

(4.2.2) HTl lHT
Oe . Qg -

Soient § un schéma sur Spec&f, et G un schéma en groupes fini et plat sur
muni d’une action de &, : o, est donc un @;o@)zpﬁ’g-module. On déduit de la dé-
composition (4.2.1) que le &,®z,-module v, se décompose comme

(4.2.3) o, = D o,
e,
Soit ¢ € %, et notons HT; la composée

(4.2.4) HT, : G¥ _Hr, W — Og -

Soient G, G’ deux schémas en groupes munis d’une action de &, et f/: G — G’ un
morphisme &,-linéaire. On déduit du diagramme (4.2.2) le diagramme commutatif
(car f est &-linéaire) :

vV
(Gl) \Y G\/

(4.2.5) HTﬁl lHTc ou f5 = f*‘i"c’.a'

2‘)G’,cx 9G,G

*

Soit T un plongement de &, dans &. Suivant Faltings [39], on dit que I'action
de &, sur G est t-stricle si o, . est nul pour tout 6 # 7.
Soit .-#Z7" un groupe formel de Lubin-Tate associé¢ a &, sur Spec &, ol & gz est

un générateur de o oo sur &,. Par abus de notation,

LT désigne LT Xspecs, S
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Noter que w_ g5 est aussi un générateur de © &~ sur &s. Les schémas en groupes
Z7 [w"] sont alors munis d’une action t-stricte de &, pour tout n € Zsg.

Soit G un schéma en groupes fini et plat muni d’une action t-stricte de &, sur §,
d’aprés Faltings (loc. cit.), il existe un schéma en groupes GZ sur S, appelé dual strict
de G, qui représente le foncteur

{Schémas sur S} — {Ensembles}, S — Hom%(GS/,,?y—S/),

ou Homy, (Gy, £ g) désigne I'ensemble des morphismes &,-linéaires de schémas
en groupes Gy — -7 ¢ . Le schéma en groupes GZ est muni naturellement d’une
action t-stricte de &,. De plus, pour un morphisme &,-linéaire f : G — G' de
schémas en groupes munis d’'une action t-stricte de £, il existe un morphisme &,-
linéaire canonique de schémas en groupes :

/767 — 67
On dispose d’une application de Hodge-Tate relative ¢ £27 entre faisceaux sur le
site fppf de S : HT oo : GZ7 — w,, définie comme ci-apres.
Soient §’ un schéma fidélement plat et de présentation finie sur S, x € e (s,

qui correspond donc a un morphisme de schémas en groupes &,-linéaire sur §' :x :
G x5 8 — LT xS ; 'application

HT 27 (8') : G7(§') — 0, (S")

envoie x sur x*w gy € 0y (S") pour tout x € GZ (§'). Lapplication HT o5 est
fonctorielle en G, i.e. pour un morphisme &,-linéaire f : G — G' de schémas en
groupes sur § munis d’une action t-stricte de &, alors le diagramme suivant est

commutatif
fg
(Gl)g — Gg

e — Y-

4.2.2. Schémas en groupes de type (p,...,p). — Soit G un schéma en groupes fini
et plat sur Spec Zr muni d’une action de @g’j, pour tout ¢ € X, il existe alors des
x; € & en nombre fini tels que

Yeo 956{)5%/Xr
[
Posons
deg (G) := Zu@(xi).
7
Par la décomposition (4.2.3), on a

deg(G) = Y, deg,(G).

e,
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Soit G un schéma en F,-vectoriels fini et plat sur Spec & au sens de Raynaud [65,
§1.2], avec G(¢,) = F,. Notons y le caractére

. mx Teichmuller x T X
Y Fq N ﬁp — g

D’apres Raynaud [65, th. 1.4.1], pour chaque i € Z/dZ il existe un §; € &g tel que
G = Spec A avec A = @};[Ti]iez/dz/(Tip —3Tiy1) etd = [Fp c Q] = [Fy : Fy], et
tel que que 'action de F; sur A est donnée par A(T;) = 7 (\)T; pour tout )\ € Fr.
Notons
A" := Homy, (A, Zf).
La structure d’algebre (resp. de coalgebre) de A induit une structure de coalgeébre
(resp. d’algebre) de A*, et on a bien
GY = Spec A*.
Le schéma en groupes G (donc 'algébre A*) est muni canoniquement d’une action

de IF,. En fait, soient X; € A* pour tout i € Z/dZ tels que X;(T;) =1 et

Xi( gdzr;”) =0 pour tout HjeZ/dZT;j #Tiavec 0 <n; <p—1,
JE

I’action de F, sur A* est alors donnée par
1Xi) = 1 ()X

pour tout A € qu eti e Z/dZ.
D’apres Raynaud [65, §1.5.3], il existe y; € & pour tout i € Z/dZ tel que

vo(vi) +vp(3) =1 et A* = [Xliczsaz/ (X! — viXin1).-
On a donc

02 P /3l dl; et wg = P F/viadk dX
i€Z/dZ i€/ dZ

Le schéma en Fy-vectoriels G (resp. G") est muni d’une action de &, induite par
celle de I, via la projection &, — F,. Soit ¢ = 1 oFrob’ : &, — O (i € L/dL). Avec
les notations du §4.1.1, on a des isomorphismes de &g-modules

a6 = O/ 10 et W6 = Tp/Yi -

En particulier, deg, (G) + deg,(G") = 1 pour tout 6 € Z,. Si I'on suppose de plus
I’action de % sur G t-stricte, par [41, §1.1.2], on a en fait deg(G) + deg(Gg) = 1.
Par récurrence sur n, on obtient le lemme suivant.

LEMME 4.2.1. — Soit G un schéma en groupes fini et plat sur Spec G muni d’une action
de &, el supposons G(,) = &,/ w"E, pour n > 1. Alors, pour tout 6 € Zg,, on a

deg, (G) + deg, (G") = n.
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Si on suppose de plus que Uaction de % sur G est T-stricte pour © € X, alors on a
deg(G) + deg(G7) = n.
Considérons I'application de Hodge-Tate (¢f. (4.2.4), avec 6 = 7o Frob')
HT,(7,) : G (T,) — 96, (T,) = T, /31

Soit x = (Ag,..., 4_1) € GY (ﬁ@p) (i.e. le morphisme A* — ﬂc,, envoyant X; sur A;
pour tout i € Z/dZ), on a alors 7\? = Y;ihixr1. On en déduit

1 d-1 . i-1 ..
(4.2.7) o0 () = = ( A () 2y #7750 (1))),

en supposant A; # 0 pour tout i € Z/dZ. En outre, le point x correspond a un
morphisme (par la définition de G)

x: O, [T — A®gy T, = O, [Tiiezsan/ (T! = 3iTi).
Notons y I'image de T. On déduit de la définition de X; que

y = 1 + 2 7\1712 + E a(no,..,nd,l) H];'niﬁ
1€Z/dL i€Z/dL
Ogn,;gp—l,zi n;>1

avec an,....ny_y) € Ic,- On a alors

dT - -
x(T) = (hos--os koo k1) € (P, /34-1)dTo @ -+ @ (A, /Sa-2)d Ty-1.

LEMME 4.2.2. — Soit G un schéma en groupes fini et plat et de type (p, ..., p) muni dune
action de &, sur Spec Ty tel que G(T¢,) = T/ ® el que Uaction induite de &, sur GY
soit -stricte. Alors le sous-&¢,-module de v, () engendré par Uimage de HT- () est
isomorphe a aﬁ{cp / bﬁ@p, ou

1-d G
vo(a) = %{() et vo(b) = deg.(G).
Démonstration. — Comme 'action de &, sur GV est t-stricte, on a y; € & pour tout
i#d—1 (mod d). Soit 0 # (hg,..., h¢_1) € G’ (), par (4.2.7), il vient
v Y 5
Ve (hi) = q__lUgJ(Yd—l) = q—_l(l — o (3¢-1))-
Le lemme en découle. a

Pour I’application de Hodge-Tate relative a .27, on a d’apres [41, 1.1.2] :

LEMME 4.2.3. — Soit G un schéma en groupes de type (p, ..., p) muni d’une action 7 -stricte
de &, sur Spec T avec G(¢,) = Fy. Alors le sous-C¢,-module de o engendré par Uimage
de HT 7 () est isomorphe a a¢,/b¢, ou

1 —deg(G)

g (@) -1

et v, (b) = deg(G).
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REMARQUE 4.2.4 (Dual de Cartier et dual de Faltings). — Soient S un schéma sur
Spec @k, et G un schéma en groupes fini et plat muni d’une action t-stricte de &,
considérons les deux faisceaux cohérents oy . €t W,z sur S. On peut se demander :
sont-ils isomorphes?
Comme vu précédemment, on dispose de deux applications de Hodge-Tate :
HT::G— 0g, et HT gy :G— ogo.
En outre, par la propriété universelle de w, (¢f. [67, prop.IV.1.3 et rem. IV.1.4]),
il existe un morphisme de faisceaux cohérents sur § :
iT . QG\/ — QGQ

tel que HT oo = iz o HT. D’apres [57, rem. IV.1.6], i- est de plus ég’g-linéaire, et se
factorise donc a travers oy .- En résumé, on dispose d’un diagramme commutatif

6 — s gy
(128) S~
Ve -

Mais I’auteur ignore si ¢; est un isomorphisme.

4.2.3. Sous-groupes canoniques. — Soient n € Z>1, r € QN [O,ﬁ[, S un

(g+1
schéma sur Spec@j; et (A,1,0,09) un S-point de (EmK)f’ﬁb avec C, le sous-groupe
canonique d’échelon n de A (¢f. corollaire 4.1.177). Notons :

> G:= A[o>®] ™!,
> Hy = (Cn,)g;’l le sous-groupe canonique d’échelon » de G,
> ¢y : G — G/H, I'isogénie naturelle, et
> GV le dual de Cartier de G.
Considérons la suite exacte :

0 — G[w"]/Hy — G/H, —— G -0,

ou l'isogénie y, : G/H, — G est 'unique isogénie telle que ¢, o ¢, = [w"]. En
prenant les duaux de Cartier, on obtient une suite exacte

0= (G[w"]/H,)" —2 GY —*, (G/H,)" — 0.
Notons
Hy = (G[w"]/Hy,)"
LEMME 4.2.5. — Soit n € Z~q. Alors Uapplication v, ci-dessus se factorise par
bl - Flnﬂ -G’

et le schéma en groupes H, s’identifie & un sous-schéma en groupes de Hy 1 sur S.
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Démonstration. — Pour n € Z-, considérons le diagramme commutatif :

n Jn

0 — G[w"]/H, — G/H, — G —=0
| |l
0 = Glo"]/Hyy 2% G/Huy 2 6 = 0

L

Jn Jn

0 - G[w"|/H, — G/H, — G —0

ou 7 désigne I'isogénie naturelle (induit par le plongement H, — H, 1), j désigne
I'isogénie telle que joi = [w] et ou I'existence du morphisme j' provient du fait
que ¢, 0 j o j,r1 = 0. En prenant les duaux de Cartier, on obtient un diagramme

commutatif :

~ , v
0= H, = ¢ 2% (G/H)Y — 0

ol W
LV
0 — Hy 2% 6V 24 (G/Hyyy)Y
Le lemme en découle. a

On dit que H,, est le sous-groupe canonique d’échelon n de GV. Notons que an est
muni d’une action t-stricte de ¢7,. Notons

HT_ :=HT gy : HY — o, HT_ :=HT.:H — oz _

Par (4.2.5) et (4.2.6),ona:
LEMME 4.2.6. — Les applications de Hodge-Tate HI_ et HT' sont t-linéaires sous Uaction

de &, (qui se factorise a travers &,/ "), i.e. pour tout h € &, les diagrammes suivants
commutent :

HT_ ~ HT
H? —— oy, H ——— ©f, -
[Ml lf(%) [Hl lTO\)
~ HT
H;?LQH" Hv_+>9ﬁm.

Enfin, on a comme dans [63, prop. 3.1] :

PROPOSITION 4.2.7. — Soient L une extension finie de E avec &, son anneau des entiers,
x = (A,1,0,09) un & -point de (Mk)-z, avec Ha(x) =1 < 1/¢"%(g+ 1), on a pour
tout k € Z>1 aveck < n :

(1) deg. () = deg(Hy) = k— =07
(2) Hy(@,) = Hi(@,) = 8,/ ;
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(g) le sous-ﬁcﬁ -module de o 1, ® ﬁcp (resp. o i ﬁcﬁ) engendré par Uimage de
Uapplication de Hodge-Tute

H,‘;@ — 0y, ®f ﬁ@l) (resp. Hkv — 0f, . B ﬂ’(cp)

est isomorphe a c¢ ,/ arc , avec ¢, ay € ﬁ@p lels que

1_— k
vy (c) = qil et vola) = h -~ _qqr.
Démonstration. — (1) et (2). — La partie pour Hj a déja été obtenue dans le corol-

laire 4.1.17. On a Hy () = %/mkﬁg,. Par le lemme 4.2.1, on a
deg.(Hy) = k — deg. (G[v"]/H}).
Comme I'action de &, sur G[w*]/H, est t-stricte, on voit que
deg. (G[w"]/Hy) = deg (G[w"]/H,) = k — deg(Hy).

La partie (1) en découle.

(3). — On obtient les résultats pour le cas k = 1 par les lemmes 4.2.2 et 4.2.5
appliqués a H; et Hy. Pour le cas k > 1, considérons les inclusions i : Hy — Hj
et7: Hy — Hy. Par (4.2.5) et (4.2.6), on dispose des diagrammes commutatifs

HZ My oy, Y — s 0 -
g b |
g s oy, Y — o -
Donc la partie (g) suit des résultats pour le cas k = 1 et de la partie (1). a

4.3. Classicité

Soient K un sous-groupe net de G(A*) maximal en p, v € X, ki € Zsg,
ko - € Z pour tout 6 € X, \ {7}, et ki, k_ € Z. Cette section a pour but de mon-
trer :

THEOREME 4.3.1. — Supposons F,,, non ramifié sur Q, pour tout ; | p. Soit f une forme
modulaire surconvergente de poids

(o b b (o by gy
de niveau K sur (7, E) et vecteur propre sous Uaction de X, , de valeur propre a, € E*. Si

l'on a

Ugo(dgy) < Z ko o+ k,
ceX,\{7}

alors [ est une forme modulaive classique sur M (9)- k-
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REMARQUE 4.3.2

(1) Le résultat pour le cas ou k1 = 2, kg s = 0 pour tout ¢ € X, \ {r} et by =0
(sans I'hypothése F,, non ramifié sur Q) a déja été obtenu par Kassaei [50,
th. 5.1]).

(2) Lorsqu’il existe (ks)sex, et w des entiers de méme parité tels que k; > 2 pour
tout 6 € Xy, ki = ks, ko s = %(w—kc) pour tout 6 € X, \ {7}, et que ky =
gk —w—2), ko = F(w+h: —2) (solent kyz = ke, ko - = §(w —k:), on a
donc ky = —ko - + 1, k— = ko - + k1 - — 1, voir la définition §.3.5) (ceci est en
fait 'hypotheése de parité sur les poids de formes modulaires de Hilbert), on voit
quesil’on a

vplag) < X §(w—he) + (ks — 1),

ceX,
alors f est classique.

4.3.1. « Gluing lemma » revisité. — Soit X un schéma réduit, plat et de type fini sur
Spec @f. Notons Xj sa fibre générique, X le complété le long de sa fibre spéciale,
et X"8 ’espace analytique rigide associé a X au sens de Raynaud.

Soit N un faisceau cohérent localement libre de rang r sur X, et notons Ng, I,
918 les faisceaux associés sur Xy, X, X"8 respectivement. Soit f € H(X'8, N"8) une
section de N8 sur XS, pour un L-point x : Spec L — X" de X"8. On note f(x)

I'image de [ dans H”(Spec L, x*9"8) (étant un L-espace vectoriel de dimension 7)
via I’application de restriction naturelle :

HO (X8 nrig)y — HO(Spec L, x*N"8).
En outre, le morphisme «x : Spec L. — X8 se factorise de maniére unique

Spec . —— X'i8

| |

Spec ;. Lox
ce qui donne un @} -réseau H (Spec 7, r*N) dans HY (Spec L, x*N"8) , i.e.
H'(Spec @, t*N) Qu, L= H'(Spec L, x*9"8).
On définit
u(f) =inf{reQ; f(x) € mTHO(SpeCﬁL,g*%)} € RU{-o0}.
Pour un ouvert admissible §) de X"8, on définit
(4.8.1) vy (f) :==1inf {ve(f) ; x: SpecL — Y} € RU {—o0}.

Notons v(f) = vyng(f) pour simplifier. Le résultat suivant est bien connu (voir par
exemple [49, lemme 2.2]) :
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LEMME 4.3.3. — Soit ) un ouvert affinoide admissible de Uespace rigide X", alors
H®(), N18) muni de la topologie définie par la valuation vy) est un E-espace de Banach.

Soit {ll; — X}ie; un recouvrement fini de X tel que Iy, soit libre, c’est-a-
dire It |y, = ﬁue?". Notons H?g I'espace analytique rigide associé a 1I;. On obtient
alors un recouvrement admissible {ll?g — %rig}ie ; de X8 tel que

mrig ‘u”g >~ (ﬁurig)@’

Il est clair que v(f) = infic; v 4ig (f). D’apres Kassaei, on a le « gluing lemma » (voir

us
par exemple [49, lemme 2.3]) :

PROPOSITION 4.3.4. — Soit §) un owvert admissible et lisse dans X"8 . Supposons que ) est
une union de deux ouverts admissibles disjoints ¥) = LU, ou L est un affinoide. Supposons
de plus qu’il existe une famille d’ouverts affinoides {%i}iezw tels que

WCcW, cWoc---

et que {8, W, } soit un recowvrement admissible de ) pour tout n. Soient [ € HO (B, N"8) et
g € HO(W, N"8) . Sl existe des g, € HO (W, N"8) pour tout n € L tels que

U*Bﬁﬂ%(gn — f) — 400 et U‘lB(gn — g) — 400,

lorsque n — +o00, alors f et g se recollent en une section de N1 sur ).

Démonstration. — 11 suffit de montrer la proposition dans le cas ou ) est affinoide et
9gurig 9 = é’g)’ On fixe une base {¢;};—1., de H’(2),N"8) sur HO(@,@). Soit I un

ouvert admissible de ?), on obtient une application bijective, E-linéaire et continue

.....

(4-3-2) Pu' WA — HOARNE),  (h)icr,.r — X hiei.
i=1

En fait, cette derniére est un isomorphisme d’espaces topologiques. Lorsque 11 est
affinoide, cela suit du théoréme de Banach-Steinhaus (¢f. [11, prop. §.7.3/31) ; pour
I général, cela découle du fait que 11 admet un recouvrement fini par des ouverts
admissibles affinoides {11;}. Notons

f=3fien fie H (B4,
=1

g=Y gt gicH (WA,
=1

.
gn = 2, Gniti> &ni € HO(%H’%[)-
=1

Comme (4.3.2) est un isomorphisme, on voit que vgngg, (gni — fi) — 400
et vgg (gni — gi) — +00, lorsque n — +4o00. La proposition découle alors de [49,
lemme 2.3]. Q
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4.3.2. Structures entieres des espaces de formes modulaires

4.3.2.1. Décompositions de &) ®z, T -modules. — Rappelons que &) ®z Zy se décom-
pose comme
(4-33) &p @z Ly — 1] (Fp: & b))
oilp
ou &p; = My (&) pour tout ©;|p, et que tout &p ®z Zy-module A se décompose
comme
(4:3-4) A TG oA e AL ©AL?),
ilp

ou A;’k est un &, -module (voir (2.2.2)).

Supposons jusqu’a la fin de ce chapitre F,, non ramifié sur Q, pour tout g;|p. On

déduit de la décomposition

(4.3-5) G @72, % — ] Gk, a®b— (5 (a)b)

cEX,,
GEZ, bi

que le &, ®7, Zp-module A;fi’k peut se décomposer comme

(4.3-6) ASE > T AR

©i,0
GEZ,
N R 1
ou Ay s = A ®a,, 0 &% est un @x-module.
4.3.2.2. Structures entieres des espaces de formes modulaires. — Soit
g A —_— (MK)T,ﬁE

le schéma abélien universel sur (M) 4, . Considérons les &p Q7 @MK)T% -modules
Rls*ﬁA et E*Q}&/(MK)T,@- , qui sont des @MK)T,@ -modules localement libres de

rang 4dp. On a donc des isomorphismes de F{uyy) . P -modules

Rle,@y = 1 ((R'eup)iin ® (R'euh) (s @ (R'euh) 7k @ (R'euBh) 573),

©is
pilp
6€X,
1 ~ 1 +,1 1 +,2
&0/ (Mp)ry I\I ((E*QA/<MK)-.,%>@1-,G@(E*QAAMmT,fEm,G
Qilp
1 -1 1 -2
7€ ® (€ Qh (My). 0, 010 D <€*QA/<MK>T¢E)@,G)-

Comme au §.9.1.1,0n a:

LEMME 4.3.5. — Le Oy, P -module (Rls*ﬁA);ﬁ”g est localement libre de rang 2 pour

tout ;| p et 6 #£ T, et les @MK%KE -modules (Rle*ﬁA)gj)’Tl et (E*Q}&/(Mx) 5:11 sont loca-

7,0 )
"k
lement lib?gs de 7dng ]. .
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Notons :
— (e O] )=l et — ((Rle.zy v
O, = (8l o) o €0 @p = ((Rieh) ol
et posons
teb-hypeylesney) ok
T Wy ® “’A _
9
kyo—2 1
® Q) (Sym'e(R'e.) b @ (MR'eu) )" 7),
Qi lp
GEZSJ.,G#T
ou tous les produits tensoriels, symétriques et extérieurs sont sur &) . - Notons
(kb kog ()
G,z P\ =2\ {7}

le faisceau cohérent associé sur (M) . On a alors un isomorphisme de faisceaux
. ri
cohérents sur (EUEK) 8 7 = (Mg)T,

(k+,k_

% (hy ks
T,

’”zp\w@zp\{v}))rig =~ 7 LIEAYE R SAE

Soient L une extension finie de E avec &}, son anneau des entiers, x = (4,1, 0, of ) un
L-point de (%K)ilg% avec & = (U,1,0,09) le & -point de (M) =z, associé. Notons
sl e (g .= H (Spec 7, 1* Sttty ety }>)

qui est en fait un &7 -réseau (libre de rang ZGEZ[,\{T}(kl,G — 1)) dans le L-espace

vectoriel

S(kg”‘*”‘lzp\{ SR

Soient U wun ouvert admissible de (MK)?gE contenant x, f une section de

Bk sy ks .
YT(,EJr BeprRsne) g U, posons (voir §4.3.1)

kyok—sk Sk
vx(f) :=inf {r €Q; f(x) € (;, NG ko ey) (9[)}
et
(4-3-7) vy (f) = inf ue(f).
xeU
On a par définition
gih R ) (A) = ‘”91 ® wsu _

g 2
® @ (Smh?H' &)L @ (MH (L&) )

ilp
GGEW,G;&T
ou l'on a posé
oy = (H' QL&) THY et wy = (¢ Q) )od
2,4+ » ) pr 29, — A/ Specay/ p,©
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et ol ¢ : Specd; — U est la section identité (ce sont des &7 -modules libres de
rang 1). Soient € un sous-groupe fini et plat &p-linéaire de A sur Spec 7z, et

C =€ Xgpecs;, SpecL.
L’isogénie ¢¢ : A — A/C induit des morphismes de &) ®yz, &1 -modules :
05 Qa6 speca — € Quyspec, b5 H (U/C,Fy ) — H (U, HKy),
et donc des morphismes de &7-modules (comparer avec la remarque §.3.12) :
(05)- Oop /s, — Wy > (4)3);%%; L H! (A/C, %I/G)QZL — H' (2, %I);ﬂ;
pour tout p; | p et 6 € X, On voit par définition (¢f. la remarque 3.3.12) que
s ®s L=tbc.
(46)- ®a L= (b¢)-»
(56)5e ®a L= (40) 5
_ -1
685z @ L= ((46)1) -
En outre, on dispose d’une isogénie &p-linéaire 4)& : (A/C)Y = AV qui induit des

morphismes

Viyx)—1 | * 1 -1 * 1 -1
(o) )@i,g S speca ) oio ™ (€ Qau/6)v ) speca ) oo

>

Ona ((6¢) ) pie = ((c{)’é)gl},)v via les isomorphismes naturels de ¢ -modules
(¢ Qv speesy Jone = (H' () 5) ",
(@ Qa6 specs ) o = (H' QAU/C, By y6)57) "
LEMME 4.3.6. — Soient n € Z, x = (A,1,0,0) un L-point de (Mg)T}, avec ¥ =
(A1, 0,%) le &1 -point de (Vg )- .z, associé, et & un sous-(u, ) -groupe de A d’échelon
n sur Spec dy, tel que deg((@n);’l) =r=vy(a) € [0,7] NQ (avec a € &7). Soit
Cn =& Xspecs;, Spec L.
On a alors
0, (Brdy G 1/G,))

C abthe g Eoezg\ o —he) g Pl My s ) qp

Démonstration. — Pour tout @; | p, p; # @, comme le schéma en groupes (@n)g_n’l est
trivial, on voit que les morphismes (cl)’én)g_)?%, sont des isomorphismes de &} -modules
pour tout ¢ € X,,.

Notons 9, = (@n)g’l. L’isogénie ¢i : A — A/C, induit une suite exacte de
@1 -modules

(65~
(4.3.8) 0— @9’[/611,* L—) QJ?’[’? b QSZ)" — 0.
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Par Ia discussion au-dessus de ce lemme, 'isogénie ‘bL (A/E,)Y — AY induit une
suite exacte de @ -modules

v o(@g,)em)Y
_—

(4-3:9) 0— (H'QL&)54) (H' /G, Byys,) o) — @gvs — 0,

(on a bien 9, =~ (€ o’ 1) et donc une suite exacte de &7 -modules

-1
¥, )on
_

(4-310)  0— H' (A/Co, Gy /5,)0n H' QL&) o} — o

oY 0,

pour tout ¢ € Zp, ou
Voo
Qgy o= Homg (0gyv ;. L/O1)
désigne le dual de Pontryagin de Oy - On a

=~ 1 /ady.

Qp, = Op, -
Par le lemme 4.2.1, pour tout 6 € X, 6 #7,0na
Oy 2O/ (0" /0)FL et vy =8 /0"E
On en déduit que
(‘ba )= (O, ) = awy _, (4)@ ) oy 26/6,4) = (mn/a)‘_*);),/{,+
et que (/2\(¢t )m)(Abrl(szt/cn,%{/L )M) ey e QL&) ol »
(Sym"e =2 (45 )30 (Sym"te =2 HY A/ G, By s, ) 530)
C Sym"o "2 H (U, &) )

pour tout ¢ € X, \ {r}. Donc par la discussion au-dessus de ce lemme et la définition
de ¢;, (¢f remarque §.3.12), ona

b, (Soa M) (1 /6,))

kyk_3ky Jkos,
C - (o"/a) T weeg e Q)
seZo\(7)
_ ghethe g R e\ R (.ff;ékf;ﬁz[,\{r}’@xp\{—,})(91)'

Ceci permet de conclure. i}

4.3.3. Classicité. — Soit f une forme modulaire surconvergente de niveau K de
poids (k+’k*;h2ﬁ\{:}’ k_QZ,,\{r}) sur (1,E). Soitr € QN [0,¢9/(q+ 1)[ tel que

[ € H (M3 g™ e ),
Via l'isomorphisme (4.1.5) d’ espaces analythues rigides (¢f. corollaire 4.1.13), on

(bk—shig, oy kes ¢

considére f comme section de . ) sur Mg (9)-r[1—r1]. Suppo-

sons Xu’p(f) =ay, [ avec a, € E*.

Par la théorie de Buzzard [18], 0on a:
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PROPOSITION 4.3.7. — La forme | se prolonge sur Mg ()~ g0, 1] en une section de

o hehts, oyl

Démonstration. — Par la proposition 4.1.24 (1), pour tout n € Z>1, on dispose d’une
application

(4:311)  (XLo)": HO(Mg(p)ep [l — i 1], 20 s sy

43 U, N K p T,b qn,1 (([+1) > ’ T,E

(heskhig | yokos o)
— HO (Mg (p)wp[l = . 1], 52—\ 0=,

. 1 1
Soit n € Z tel que T m,l].

Par (4.3.11), (X;,)"(f) est une section sur Mg (p)- e[l — q%,l]. La forme f se

< r, [ estalors une section sur Mg (), [1 —

prolonge donc en une section sur I’espace rigide
1
Mg (0)+E [q+_1’ 1]
ia (X! \» no(; X/ yn n ; d y(h’k’;ﬁﬁp\{ﬂ’@%\ﬁ})
via (X, ) <1f)/% (i.e. (Xy0)"(f)/ag est une section de & sur
MK(p)T,E[H—I, 1] telle que (X{W)"(f)/a?) IMg (0)sx[1-n1] = f) qui est encore un vec-

teur propre sous l'action de X, ,

de valeur propre a,,. Soit {s, € QN]0, q_+1 [ }nez une
suite décroissante telle que lim,_,« s, = 0. En appliquant la proposition 4.1.24 (2),
on voit que [ se prolonge en une section f1 sur Mg (p)-£[s1,1]. Par récurrence
sur 7, [ se prolonge en une section f, sur Mg (0) <k [sn, 1] avec fu|mg (o). p[sn_1.1] =
Jn—1. Comme {Mg (p)<E[$n, 1]} nez forme un recouvrement admissible de I’espace
rigide Mg ()~ £]0,1], f se prolonge enfin en une section sur Mg ()~ £]0,1]. a

On a comme dans [49, th. 1.3] :

PROPOSITION 4.3.8. — Soit [ une forme modulaire classique sur Mg ()~ de poids
(ks k—; th\{v}, k_QZ,)\{r}) , vecteur propre de X{l@ de valeur propre a,, € E*. Supposons que
Fon avy(ag) < Xges\(x} k2.0 + k- Soient L une extension finie de E et

x = (A,1,0,09,C) € Mg (9)~£[0,0](L).

Notons Cy, le sous-groupe canonique d’échelon n de A pour tout n € Zx1 (noter que C est
différent de Cy d’apres les propositions 4.1.11 et 4.1.12 (1)) et H := ng’l. On a alors
o0

1 \n ' o T T
f(A’L’e’C): E (%) ({)&]’(f(A/Cn,L,e,O(K’,H)),
¢ C;’l

n=1

ou C), parcourt Uensemble des sous-(u, p) -groupes de A d’échelon n qui contiennent C,_1 et
qui vérifient
> (C)o' /(Cu1) g # H (limage de H dans A/Cy_1) ;

> (C,g)gj’l/(Cn_l)p_’l # (Cl(n_l))g_,’1 ou Cl("_l) désigne le sous-groupe canonique d’éche-
lon1 de A/C,_.
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Démonstration. — Par la définition de X, ,, on a

f(A,1,0,09,C)

1
= ugo(f)(A’L’e 2, C)

! ! o To IT 1 ' o 0o 17
_%g;cp( (f A/Cl,L,O,a@,H))+a—p¢a(f(A/C1,L,6,oc@,H))

_ 1 .
= f2<1>( (fA/CLY 0@ H)) 4+ 68 (X6 (/) (A/CrY 0, aP H )
o ag

1

_ 1 _ _
= oy T UG ) + it (S0 U (4/00)/ €059 1)
0 / —
H

ap c .
AN
+ —aédfg? (f(A/Co, 0,4,

))

2 o 1, _
= 3 () DU/ ) b (/G )

n= ©

N . ] —
= 3 (3o)" Sy /a0 ) + (o) b, (1/ 08,59, )
a4’ 1 &

ou les C) sont comme dans la proposition, et ol (_7'1 parcourt tous les sous-(u, ©)-

groupes d’échelon 1 de A/C; tels que (C”l)g’l soit différent de H et du sous-groupe
canonique d’échelon 1 de (A/Cl)[w‘x’]”l (on a donc (A/Cl)/C" A/C2 pour
un Cé comme dans la proposition). 11 suffit alors de montrer que

1T\ I ol =5 1T
(4:3-12) (=)t (FA/CyY 050 H)) — 0
0

lorsque N — +oo. Quitte a multiplier f par un scalaire non nul, on peut
bien supposer (¢f. (4.8.1)) Yk (p).5[00](f) = 0. Notons (,1,0,8p) le &1 -point
de Mk (p) associé a x, Ey le sous-groupe canonique d’échelon N de 2 (on a donc
Cy =Gy Xspec, SpecL). D’apres la proposition 4.1.12 (2), on a bien Ha(4) = 0.
Par le corollaire 4.1.17, on a donc deg((@N);’l) = N. Par le lemme 4.5.6, on a

v (b6, (J(A/Cy .V 0,50 H)))

> Nk +ho)+ (= ke + GE%\{T} koo )N = (k- + Geg\{fﬁ)z\ﬁ

Choisissons € > 0 tel que v, (a,) < ] 3\{4@2 ¢+ k_ — ¢, on aalors

ceX

ux<(%)N¢ZN (f(A/cN,L’,e’,oZJ,ﬁ))) > eN.

La proposition en découle puisque eN — +o0o quand N — +o00. i
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k_sk )
Soit maintenant f une section de 5” p s B sur Mg (9)-£]0,1], vec-

teur propre de valeur propre a, € E* de I'opérateur X;, , avec

np

vag) < Y koo +ho,
ceX,\{7}

et soit r € QN]O0, +1
multiplier f par un scalaire non nul, on peut bien supposer UM (0)=5[1-n1] (f) = 0.
Par la proposition 4.1.25 (3), on a

[. On voit f comme section sur Mg (o) r[1 — r,1]. Quitte a

kg k_sk oy o
(X0 () € H (M (p)eil0.7], 57575y,
De plus, par la proposition 4.1.24 (4), pour tout n € Zs(, on a
~ P by ey )
((X{t SO)sp) o (Xu@)nsp(f) c HO(MK(@)T,E [O’F]’yT,E+ Az \ {7 25\(5} )

Posons
> 7 \spyn—1 /' \ns
ax = 3 () (X)) (X))
n=1 ago
kg h_sk ok
€ H(Mk(p)=£[0 e =] 5”(* By %\{}))
pour tout N € Z . Explicitement, pour toute extension L finie de E et pour tout

L-point (A,1,0,09,C) de Mg (p).5[0, r\], on a avec les notations de la proposi-
tion 4.9.8 :
_ N 1\n . , =
(43-13) ev(A,0,8°.0) = 3 (=) S, ((4/C 0 H)).
n=1 % (04

Considérant la restriction de gy @ Mg (p)-£[0,0],ona:

LEMME 4.3.9. — Les sections {gN |Mg (p).;[0.0] INeZs, Jorment une suite de Cauchy dans

ko k_sk N
Lespace de Banach H* (Mg ()-.£[0,0], 5/( A\ 22;,\{r}))

Démonstration. — Soit x = (A,1,0,09,C) un L pointde Mg (9)-£[0,0]. Par (4.3.13),
on a

(gx — gv-1) (4.0.0.59,C) = — Sz, (/(4/Ch. 0,0, 1)),
59 cy N

De la suite exacte de schémas en groupes sur Spec &y, :
0—-Cy_q —>@f\7—>6/1 — 0,

et puisque 'on a deg((Cy_1)5"') = N — 1 et deg((€});"") = 0, on déduit de la
proposition 4.1.8 (1) que

deg ((€);"") = deg ((Cy-1);"") +deg ((€));") =N - L.
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Par le lemme 4.3.6, on voit que

(B VWV )) 2 (kt 3 )N ke

GEZ@\{T}

Choisissons € > 0 tel que

volap) < D) kg +k —e
ceZp\{}

On a donc vx(gy — gn-1) = €N —k_ — k;, d’ou le lemme. i}

Posons

ko k_sk N
gi= lim gy € H' (Mg (p)-5[0,0],Fnp "o 2sne)),

N—oo

Pour toute extension L finie de E, et pour tout L-point (4,t,0,a9,C) de Mg (p).£[0,0],
on a alors (avec les notations de la proposition 4.5.8),

— o8 1\n , _
g(A,1,6,09,C) = 3 (—) S bt (J(A/Cot! 0 ).
n=1 %’ ¢

Notons

B = My()=10.1], W= My (9)2£[0.0], By := My ()2t [0, v [

LEMME 4.3.10. — Supposons v(a,) < ZGEZ@\{T} ko o +k_ —¢€. Alorson a

2
q
U%‘Nm%(f—gN) > Ne — qQ 1 (|k_\ + |k+|)

ou | .| désigne la valeur absolue sur R.

Démonstration. — Soit x = (A,1,0,a9,C) un L-point de L yNY, notons (2,1, 0,09, €)
le &7 -point de Nk (p) -z, associé. Notons

1
ri=Ha(x) < —— >
Nl g+ 1)

on a alors (¢f. corollaire 4.1.17)

¢ -l l—qN
deg((LN)p’ ) =N — T, r

ou Cy est le sous-groupe canonique de A d’échelon n. Comme dans la démonstra-
tion de la proposition 4.3.8, on a

— 1\N ) — =
(f — gn) (A1, 0,29,C) = (a_) oh f(A/Cx, V0,50 H).

(@)
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Par le lemme 4.5.6, on a

Ve (48, S (A/Cx,0, 0,00 H )
N 1 N

1— -
> (N— 9 r)k_ S D ( 3 k“)N
1-9¢ I-g¢ selo\(}
1—¢V
- (k_+ 3 kQ’G)N—(k_JrkJr) .
seZ \{r} -
1 . .
Comme r < T O voit facilement que
N 2
1-¢ r< (q
l—q ~¢-1
On en déduit
2
9
ue(f — gn) 2 Ne — 21 (Jh=| + |k+1),
d’ou le lemme. a

Démonstration du théoreme 4.5.1. — On applique la proposition 4.3.4 au triplet

((£9): (gv, By vez.,: (8. B)). I

4.4. Familles p-adiques de formes modulaires sur les courbes de Shimura unitaires

On applique la théorie de Pilloni [63]) aux formes modulaires sur les courbes de
Shimura unitaires pour construire des surfaces de Hecke (voir le théoréme 4.4.94)
pour G (le groupe de similitudes unitaire). Beaucoup de résultats se généralisent
directement au cas que 1’on considére ici.

4.4.1. Caracteres localement analytiques de &,°. — On donne des rappels sur les
caractéres localement analytiques de &

4.4.1.1. Caracteres localement Q,-analytiques. — Notons CQP'an(%X,E) le E-espace
vectoriel des fonctions localement Qp-analytiques f : & — E. L'algebre de Lie F,
de & agit donc sur CQran (F,,E) par

d
(4-4-1) (@ f)(g) = g, /(gexp(at)) =0
pourtouta € F,, f € CcQran (F,, E). Cette action est Qp-lin€aire, ainsi CQran (G, E)
estun F, ®qQ, = HGEzp E-module.
Soit J un sous-ensemble de Z,.

> On dit qu'une fonction localement Qy-analytique f est localement [-analytique si
I'action de F,, ®qQ, E sur f se factorise a travers HGG]E (¢f [74, déf. 2.1]).
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> On désigne par C/720 (F,, E) le sous-E-espace vectoriel des fonctions locale-
ment [-analytiques.

Soit y : @Z,_,X — EX un caractére continu (donc localement Qy-analytique, e.g. voir
[72, ex. 16.2]), en particulier y € CQran (%X,E).
> On dit que y est localement J-analytique, si y € CJ IS E).

Le caractére y induit une application E-linéaire (¢f. (4.4.1))

dX:F§,®Q[}E—>E, a— (a-y)(1).

DEFINITION 4.4.1. — Soient k; € E pour tout 6 € X,.
> On dit que y est de poids ks i I'application d; est donnée par
dz((@f)cezsl) = Z asks

e,

pour tout (as)sez, € Fp ®q, £ = HGE% E.
> On note k, 5 le poidsde y (avec ky ; € E pour tout 6 € X), et on dit que ky o
est le 6-poids de 3 pour ¢ € .

REMARQUE 4.4.2. — Soit y un caractére localement Qj-analytique de & de
poids Ezp. II est clair que y est localement J-analytique si et seulement si k;=0 pour
tout ¢ & ]

LEMME 4.4.3. — Soit y, un caractere localement Qy-analytique de & de poids EZ@' Alors
il existe un m € N tel que pour tout z € 1 + w" &,

1) = I o)’

ceX,

N ke . NOO ke 1)
ouc(z)" =32, ( n)(c(z) - "
Démonstration. — 11 suffit de montrer que si k; = 0 pour tout ¢ € %, 7 est locale-
ment constant, ce qui est clair. i
LEMME 4.4.4. — Soit EZB € E®ol. Alors il existe un caractére localement Qyp-analytique y
de ¢ tel que y, soit de poids EZ@ .
Démonstration. — Le cas ou ﬁpx = Z[]X est bien connu (e.g. en utilisant les résultats

dans [63, §2]), et le cas général en découle (noter qu’en utilisant le logarithme p-
adique, on se raméne a montrer un résultat similaire pour log(l + w&,) = Z}‘f).

I
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4.4.1.2. Caracteres localement ©-analytiques. — Soit © € X, considérons les caractéres
localement t-analytiques de & dans C;°.

> Désignons par 7 'espace analytique rigide sur £ qui parametre les caracteres
localement t-analytiques de ézox. En particulier, pour toute extension finie L
de E, 7Z-(L) est 'ensemble des caractéres localement t-analytiques de &
dans L. En effet, I'existence de 7 est montrée dans [68, § 2], et on sait que 7~
est équidimensionnel de dimension 1 (e.g. voir la proposition 6.1.14 ci-dessous).
Notons 77~ 'espace analytique rigide sur £ qui parametre les caractéeres loca-
lement t-analytiques de 1 + wd7,.

> Soit k € L. On dit qu'un caractere y, localement t-analytique de & dans L
est de poids k si ky . = k (noter que ky ; = 0 pour tout ¢ € %, \ {1}, ¢f la
remarque 4.4.2). On a (e.g. par le lemme 4.4.3)

_ log(y (=)

=-—>2"""¢cL pourtoutzel+w?,
log(=(z)) =~ P 5

ou log(a) := pl—m > (7173"“ (a”" — 1)" pour tout a € 1 + mg, et m € Zx tel
que @ €1+ pC,.

> Soit r > 0. Désignons par 27~ 1(r) le sous-espace analytique rigide de 7~ véri-
fiant

Vi) (L) ={71 €eZ:1(L); 1(2) € 1 + o', pour tout z € 1 + ©&5, }

pour toute extension finie L de E. On voit que 7.1 (r) est un ouvert affinoide
admissible de 71, et que 7.1 = U0 Z-1(r). Notons Z~(r) le sous-espace
analytique rigide de 77~ vérifiant

V() (L) ={y € Z:(L); 7.(2) € 1 + ', pour tout z € 1 + w7, |,
T (r).

pour toute extension finie L de E. On a alors 77 = |

Posons (¢f. [12, déf. 6.1]) :

>0

DEFINITION 4.4.5. — Soient L une extension finie de F,, k € L et a € Z(. On dit
qu'un caracteére y, localement T-analytique de poids k de & est a-analytique, si l'on a

u@(k)>—a+l% et 7 (z) = ()t = i)(i)(r(z)—l)"

pour tout z € 1 + m“ﬁp.

En effet, pour z € 1 + ©%%,, on a

up(<k) (x(z) — 1)“) > nug (k) —n

n

+ na = n(u@(k) +a— L),

1
p—-1 p—=1

lorsque v, (k) < 0; et

()60 =10 2 g e =ao- 5 5)

MEMOIRES DE LA SMF 155



4.4. FAMILLES p-ADIQUES 99

lorsque v, (k) > 0. Donc la série >>° (z)(r(z) — 1)" converge bien pour tout

z€ 14w, si U,Q(k)>—a+[%.

LEMME 4.4.6. — Soit v > 0, il existe a(r) € Zwq tel que pour toute extension finie L de E,
tous les caractéres y € 2+ (r) (L) soient a(r) -analytiques.

Démonstration. — Soit z € 1 + wd, vérifiant v,(z — 1) = 1 (pour le cas ou p = 2,
supposons de plus up(%(z— 1) — 1) = 0), on a donc v,(log((z))) = 1. Soit
k =log(y (z))/log(t(z)) le poids de y . On vérifie que

Vo (k) > a(r) := min {nr — [log,(n)] s n € Zs1}—1
ou [log,(n)] € Z est tel que log, (n) < [log,(n)] <log,(n) + 1.

Soit b(r) € Z vérifiant b(r) > |o(r)| + pi—] On obtient un caractere de 1 + mb(”@’p

a valeurs dans L :
/ k Sk n
'@ === 3 ()@ -1)
n=0 ‘"
pour tout z € 1+ mb(”% (la convergence suit de la discussion au-dessus de ce
lemme).

Soit ¢(r) € Z tel que ¢(r) > b(r) +r. On a alors y'(z) € 1+ w'& pour tout
zel+ w‘(’)%. Considérons le caractere y (')~ de 1+ w‘(’)ﬂg@ a valeurs dans L :
il est localement constant (par le lemme 4.4.3, car y est de poids k) et sa source est
contenue dans 1 + ', . Donc il existe d(r) € Zy, tel que

(zoH A +oV)
c{teCy; " =1} = (1+w',)N{LeC); Inels ¢ =1}

Soit a(r) € Zs tel que pour tout z € 1+ w*(N,, il existe alors un x € 1 + w4,

) = z.0On a donc

(aH HA+wg) =1.

Autrement dit, le caractere y est a(r)-analytique. i

L. d
vérifiant 7"

En voyant & comme sous-groupe de &¢* via 7, il est clair que si un caractére ¥,
8 b
localement t-analytique de poids k de & a valeurs dans & est a-analytique, il se
4
prolonge en un caractere localement analytique

(4.4.2) 1P (1 + o) — I, o0z —s 7 (a)7(2)h
On a comme dans [63, lemme 2.1] :

PROPOSITION 4.4.7. — Soient v > 0, y € Z:(r) et a € Z, a > a(r). Toute fonction
analytique g sur

Gy (1+w'%,) = U x(1+w',)
€&y / (14w, )
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cest-a-dire telle que g € [lyemx /(1 4miz,) T(x(1+ Waﬁcﬁ),%(l_i_maﬁcﬁ)), homogene de
poids y. pour Uaction du groupe ﬁgf agissant par translation (i.e. g(az) = y (a)g(z) pour
tout a € ¢ et tout z € G (1 + w',)) est de la forme Cyt avec C € Cy.

Démonstration. — Soit C = g(1) et considérons la fonction analytique

sur 7, (1 + w"?¢,). Comme g est homogene de poids y, on a h(a) = 0 pour tout a
dans & Soit x € 7,/ (1 + w"%, ), par le théoréme de préparation de Weierstrass,
ona h(z) = 0 pour tout z € x(1 + w“¢L,). La proposition en découle. I}

COROLLAIRE 4.4.8. — Soient r > 0, L1 Lo € Vi (r) eta€Z,a> a(r). Toule fonction
analytique F sur

gy (1+v'ag,) x 77 (1 +w'c,)
qui est homogene de poids .| X 7.5 pour Uaction de & x & agissant par translation est de

la forme
(21, 29) — ijl(zl)xg(ZQ) pour C € (Cp.
Démonstration. — Fixons zo € ﬁpx (1+ m“ﬁcﬁ) et considérons la fonction analytique

F(.,29) sur 7 (1+w"?L,), qui est donc homogene de poids j, pour I'action de &*.
Par la proposition 4.4.7, il existe C(z9) € C, tel que

F(z1,2) = C(20)7} (21)

pour tout z1 € 7 (1 + wc,).
Fixons maintenant z; € £, (1 + w“¢,). La fonction C()7%(21) = F(z1,.) est une

fonction analytique sur & (1 + w“Z,). Donc

C) =2 ) F )
est une fonction analytique sur & (1 + w“¢¢,) homogéne de poids y ,. Par la pro-
position 4.4.7 encore, il existe C € C, tel que

Clz) = C-75()

pour tout z9 € 7 (1 + w“¢,). Le corollaire en découle. a

4.4.2. Faisceaux de formes modulaires de poids non entiers. — Nous appliquons
la théorie de Pilloni [63] pour définir les formes modulaires surconvergentes de
poids non entiers. Cette section est organisée comme dans [63, §§3—4]. Les résul-
tats concernant ¢_ ont été obtenus par Brasca [12], mais on les récrit sous la forme
qui nous convient le mieux.

Soient 7 € X, et

> €:A — (Mg). g, le schéma abélien universel sur (Mk ).z, ;
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> T_ (resp. T,) le schéma sur (Mg).4 qui représente le faisceau o, _
(resp. 9A+)’ ie.

T_ %SpecﬂMK)TﬁE ( @ 9&"_), (resp. T, = Specﬁ(MK)’ﬂE ( @ 9,&1)»

"6220 "6220

> T* (resp. TY) I'ouvert
ety (D) (e specay,  (Deiv.))
VB ez PR ez
de T_ (resp. T,).

L’anneau ¢, agit sur le faisceau w, _ (resp. w, . ) par

e f=500f

pour tout A € &,, et pour tout ouvert U de (Mg). ., f € 0, _(U) (resp. o,  (U)).
On en déduit une action de I'anneau &, (resp. de &, \ {0}) sur T_ et T (resp. TX
et TX).

+

REMARQUE 4.4.9. — Notons

it TX — (Mg).m (resp.iq : TY — (Mg): )

le morphisme canonique. On vérifie (voir aussi la remarque 4.4.10) que le sous-
faisceau de (i_).Zx (resp. (i+)*ﬁm) homogene de poids =" (le caractére &7, —
Gy :h— 1(h)7") est isomorphe au faisceau Qi,"_ (resp. c_og':_).

Notons :

> T (resp. X, T, TY) le complété de T_ (resp. TX, T, TY) le long de sa
fibre spéciale :

> TN (resp. (TX)"ig, Qig, (TX)18) sa fibre générique au sens de Raynaud :

> J_ (resp. X, 7, T ) lafibre générique de T_ (resp. T*, T, TY) sur £ :

> M (resp. (), T2, (Z)*") lanalytifié de J_ (resp. X, T,
T

REMARQUE 4.4.10. — Soit U = SpecR un ouvert affine de (Mg). 4, tel que le
faisceau de ;-modules Wp U (resp. Sy |v) soitlibre de rang 1, notons 1l = Spf )
le complété de U le long de sa fibre spéciale, et 18 = Spm N, la fibre générique de
I au sens de Raynaud. On fixe un générateur w des sections de Wy (reps. QJAﬂL)
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sur U, on a alors (resp. aussi pour @, . )

T_ |y = Spec R[X]
Xu =2 SpecR[X,Y]/(XY —1)

\u—SPfW )
TX 2 SpER(X,Y)/ (XY —1)
T e 2 Spm My (X) = {x € A5 ] < 1} xspecs 17

(zi) [11rig = SmeRE<X Y>/(XY — 1 = {X € AE ; ||x|| = 1} XSpec E llrg
o*anmng o AI: X Spec E ur ig

(29 s 2 Ap \ {0} xspec 118

olt Al est I'espace analytique rigide associé a Spec(E[X]) et les morphismes (pour
toutes les algebres ci-avant) envoyant X sur 1 correspondent a la section w. L’action
de &, sur T_ |y est donnée par

[A] : R[X] — R[X], X+— (W)X
pour tout A € &,. L’action de &, ou de &, \ {0} sur les autres est analogue.

Soient n € Zso, r € QN[0 ete: A — (EIRK)TS; le schéma abélien

|
, A a)
universel. Notons :

> G — (M) T =" le sous-groupe canonique d’échelon 7 universel de 2 ;

> & = A[w™® ]_’1, On = (@n)g le sous-groupe canonique d’échelon n de &,
&7 le dual strict de & sur (}IRK)TSZ ;

> én =~ (GB[w"]/9n)" le sous-groupe canonique d’échelon n de & (voir §4.2.3).

L’isogénie A — A/E, sur (?WK) "7, induit une suite exacte de schémas en groupes

059 — -5 G/9,—0
d’out on déduit une application surjective
Oy = 0y — Wy,

En outre, soit ¢ I'unique isogénie telle que ¢ o ¢ = [w"], on dispose d’une suite
exacte de schémas en groupes :

0= G[a"]/9n — G/, 45 & -0

d’otl on déduit une suite exacte de schémas en groupes :

05— & 4 (©/0,) =0

MEMOIRES DE LA SMF 155



4.4. FAMILLES p-ADIQUES 103

qui induit donc une suite exacte de ﬁ(wemgr -modules
O,

0—)2391/@"’+—>c_091,+—> — 0.

wz
— T

On notera que 'on a des isomorphismes canoniques

Wy FOgv: €L Oy, 4 = Q©/0,)V

Notons 2, (resp. ;‘?/;L) la fibre générique de O, (resp. 35,1,) sur (MK)§Z~ On a
comme dans [63, th. g.1] :

1

THEOREME 4.4.11. — Soient n € Zsg, r € Q, r < T

. Alors il existe un unique

ouvert rigide

< 77 (vesp. Fyy — TE 7))

Frig
— & X X
- TMg)Z; + S (Mg

i
Fy_

vérifiant la condition suivante.

Pour toute extension finie L de E avec &7, Uanneau des entiers, soil
x:SpecL — (MK)TSZ‘

un L-point de (MK)TSIZ avec (A,1,0,09) le & -point de (EUCK)TS;E associé (noté encore x).
Alors Uespace analytique rigide Fy, _ (resp. Fy ) vérifie

Fe (@) = {(@3) €0y, (©7 11(&,)) s HT_(9) = 00, }

(resp- Fuy (€)= {(09) € 0, 4 X (O 16(6,)) 3 HTL() = 010, }) ot

T

Fy,—|x == SpecL x Mg)Z, Py (resp. Iy 1|, := SpecL xx’(MK)f;; Fo4),

5

ou Hy := Oy |y (resp. H, = SE),L lx) est alors le sous-groupe canonique de A[w"o]”1 (resp.
de (A[w>®]=1)V) et ou Ola, (resp. Ol ) désigne Uimage de o dans [2)%8 (resp. w7 )
via la projection 0, _ —» @y (resp. 0, | — w5 ).

—p,T

Démonstration. — La preuve est la méme que celle de [63, th. g.1]. Nous donnons
une démonstration pour la commodité du lecteur. On voit que si F, _ (resp. I, ;)
existe, il est uniquement caractérisé par la propriété du théoreme. Donc il suffit de
construire F, _ (resp. F, 1) localement sur (MK)TS;5 Soit U 22 Spf(B) un sous-schéma
formel ouvert affine de (EIRK)TSZ sur lequel les & -modules Wy et Qg e (resp.
Wy, et 9\2[/@”#) sont triviaux.

Soit w un générateur de wg _ (resp. wy +) sur &y, par la suite exacte
0= 0y, — 0y — 05, —0

(resp. 0 — g g, | — Oy — —0),

W~
= OnT
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on voit qu'il existe a € B (resp. a € B) tel que wg |y = B/aB - w (resp. g U=

B/aB - »). Considérons le schéma en groupes
@hg — (WEK)TSE (resp. .ng N (EIRK)TS}E),
et supposons §7 lv = Spf(R) (resp. 355 = Spf(ﬁ)) ou R (resp. R) estune B-algebre.

Comme dans la remarque 4.4.10, on a un isomorphisme
T ju xv 7 v = SpfR(Th)

(resp. Ty xu O v = Spf R(Th))
ou le morphisme 77 — 1 correspond ala section w. Le morphisme id : SZ)‘“@ — .Sz)g
D7 (97 (resp. id : Sf)v — 9 € @V(@V)) induit (¢f. §4.1.1) un morphisme de
schémas en groupes sur ;7 (resp. .@X

i 9 XU (@;,@ \U) — LT XU(‘@Z@ \U)

(resp. i : Dy xv (DY 1) — G xv (D) 11))-
Comme Oy U = >~ B/aB - » (resp. w LU ~ B/aB-w),ona

% R/aR - w (resp. 0z o E/ﬁﬁ C0).

2)t61z><U (@9 U OnXu (SE)X ‘U)’T

Soit X € R (resp. X ¢ R) tel que i@ ) = X € ¢ (v01r §4.2.1

Louxu (O U

oz
pour la définition de w g5 ) (resp. i (dT) = Xo € wz

= ou l’_‘ désigne la
_-SanU (&)X ‘U)"r ' g

composition de i* avec la projection wgx ), et considérons

Louxu (@Y ) 8, xu (&Y [U):*
le schéma formel

Spf R(T1, To)/ (T — X — aly)
(vesp. Spf R(T,Ts)/(Ty — X — aTy)) sur U. On vérifie que I'espace analytique rigide
associé (au sens de Raynaud) est par définition F, _ |gris (resp. Fy 4 |pris ), et on a bien
un morphisme d’espaces analytiques rigides :

By jurie — (T8 x o F7 ) i

(Mg)Z

) rig oV . .
(resp. Fy 4 g — (T° x (Mg)=! #") jurig). Ceci permet de conclure. i}

Notons (.Sbg)X (resp. (év) ) le sous-schéma ouvert @9 \Sﬁ)g (resp. év\év
de @9 (resp. @V) sur ()JEK) (qui est donc un (&,/w"&, ) * -torseur sur (EIRK)
et définissons (77 )% et (%V) * de facon analogue. Posons

FX_ = Fae X o (Z57) et (Fup) = Fug x50 (2%
Le morphisme

(4-4-3) B w8 x 77 1, 3rig

ri oV P et
(resp. Fyy — E+g X 2, 3-+g)
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induit un morphisme d’espaces analytiques rigides au-dessus de (M K)TS

r
E

(4-4-4) Jo i B — T2 (vesp. it B — T,

Comme .Z/j;@ et .7, sont étales sur (MK)TSE (car on est ici sur la fibre générique),

on en déduit que les morphismes j_ et j; sont aussi étales.

REMARQUE 4.4.12. — Les espaces analytiques rigides F,, et F,  sont appelés
dans [63] des fibrations en boules. En effet, on peut décrire F,* et F,_ locale-
<r

ment pour la topologie étale sur (Mg)Zp comme suit (le cas de F, et F
est analogue). Soit U = SpfR un ouvert de (EIRK),S;,E sur lequel les faisceaux
g et Wy, _ sont triviaux. Il existe donc ¢ € R et ©w € W U tels que
We U = R/aR - @. Soit V. = Spf R’ un schéma formel sur U tel que Vg soit
étale sur U"8 (¢f. [45, ch. 8]) et qu’il existe une section i : V — (Sf);?)x lv (un tel
schéma formel V existe, par exemple on peut prendre V = (@‘;?) *|u, et 'applica-
tion diagonale : A : (D7) |y — (D7) |y x (97 )% |y donne une telle section). La
section ¢ correspond a un morphisme de schémas en groupes sur V :

i: @MV — LT v
Il existe donc ¢ € R’ tel que i*o gy = cw € %, 1y =~ R'/aR’'. De plus, pour toute
section
e P Z
1 = [7\] OZ.V —>§Qn \V
avec ) € &,/w"&,, on en déduit un morphisme de schémas en groupes sur V :

l.)\ : '@ﬂ‘V — LT V-

On a o gy = 7(A)cw. Fixons un relevé quelconque % de % dans . On vérifie
(voir la démonstration du théoréme 4.4.11) que

Fo_pis> ] Spm ((R’<T1,T2)/(T1 — (Ve — aTQ))&X\)ﬁEE),
e,/ v,

FY = ] Spm ((R’(TI,T2>/(T1 (e — aTg))@B@.E).

)\e(ﬂ'@/w"ﬂ;g )X

Le morphisme (4.4.3) au-dessus de V'8 est alors donné par (voir aussi la re-
marque 4.4.10)

R(1&sE — I (R(T1,Te)/(T1 — t(X)c — al»)) @z B

re&, /v,
T —s (Tl)}\eﬁgg/m"f@'

Enfin, soient L une extension finie de E et x : R’@)@E — L un L-pointde yrig (donc
un L-point de (MK)TSE encore noté x), on a par la proposition 4.2.7 (3)

"
flq_1 Ha(x), vy(x(c)) = I;aT(Xl).

(4-4-5) vp(x(a)) =n—

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2017



106 CHAPITRE 4. FORMES MODULAIRES SURCONVERGENTES

De la méme facon que dans [63, prop. §.2], ona:

PROPOSITION 4.4.13. — Soit v € Q N [0, (¢ —1)/q"[. Le morphisme d’espaces analy-
tiques rigides sur (M K)_S]r1 goon Bl — T (resp. jio Y — T2 se factorise a
travers ()" (resp. (F )" el est une immersion ouverte. On peut donc identifier F,)_

(resp. FX,) aun ouwvert de (T )™ (resp. (F[)™).

Considérons I'action de & sur F;_ et F;,. On a des diagrammes commutatifs
d’espaces analytiques rigides

B 2o g (2 Fr s g ()
lpo A/pz lln lp" 4 lpl
(%g >X / T (%\/ ) ’ yfn
(Mg)Z), (Mg)Z),

Le groupe &,/ w"&, agit sur 7 (resp. H'). Le groupe g, agit sur I (resp.
Z{"). Le groupe &7 x (&,/w" &, ) agit donc sur 77" x Z;7 (resp. T2 x %V)
et le morphisme p; (resp. p}) est équivariant sous la premiére projection & x
(Gp/w"T,)* — &, le morphisme po (resp. [)’2) est équivariant sous la seconde
projection & x (&,/w"&,)* — (&,/w",)*. Le groupe & vu comme sous-
groupe de & x (&,/w"&, )* vial'application diagonale laisse stable F,;_ — 77" x
(ZZ)* (resp. EY — 72 x (%\/)x ). La projection py (resp. fi,) est équivariante
sous la projection &, — (&,/w"&, ). Enfin, le morphisme j_ = p; o a_ (resp.
Jj+ =1} ooy ) est & -équivariant.

REMARQUE 4.4.14. — Reprenons les notations de la remarque 4.4.12. L’action
de ZJ sur

FX e [[ Spm ((R'(Tl,T2>/(T1 (M) — aTQ))@@)EE)
re(Gp/w T, )%

est alors donnée par
[w] « RU{TLT2)/ (T — = (R)e — aly) > RU(T1.T3)/(T1 — (3 )e — aTy),

T
T — T(y,)Tl, To — To +

W =E) )

pour tout u € & (avec & son image dans (&,/w")*) et & € (&,/w")* (noter que
o € aR' ety — € w'd)).

Soit 3 un caractere localement t-analytique de & a valeurs dans E*. Supposons

1 € 7~ (w) avec w > 0, et soient n € Z~g et r € QNJ0, q;—nl[ tels que n — qq%lr > a(w)
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(¢f- le lemme 4.4.6). Notons
u_tFY — (Mg)Sh, ug s FY — (Mg)S),

Q= (u_)sTFx s Qug = (Ut )T

n+"

Suivant Pilloni [63, §3.5], posons :

DEFINITION 4.4.15. — Le faisceau o’ (resp. g)f_) sur (Mg)

< .
=} est le sous-faisceau

de Q,,_ (resp. Q, ) des sections homogénes de poids 7 ~! (voir la remarque 4.4.9)
sous 'action du groupe &Z*.

PROPOSITION 4.4.16. — Gardons les notations, les ﬁz ME)S! -modules w’ et Qi sont loca-
E

lement libres de rang 1.

Démonstration. — Construisons w” (la construction de Qi est analogue) localement

pour la topologie étale sur (MK)TS;E (¢f. [45, ch.8]). Soit {Virig >~ SpmR;}icr un
recouvrement fini de (M K)_S;1 (pour la topologie étale) tel que pour tout ¢ € I, on
ait un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur Vl.rlg (avec les notations de la

remarque 4.4.12) :

anf Wirig = I SpmR(T1,To)/(T1 — v(M)¢; — a;To)
re(Gy /v )%
ou ¢, a; sont notés ¢, a dans la remarque 4.4.12. Notons (w*); le sous-faisceau de
((u-)+Fy_) |vis homogene de poids v ~1 sous l’action de g . Notons k;, € E le
T-poids de y, et pour tout A € (&,/w"&, )™ posons

(Tg)c')_k’* — g (_7 ) (T(TTI)C - 1)1 € R{T1, T)/(T1 — =(Nei — aiTy).

La convergence de (Tl/'r(X)ci)ikX peut étre vérifiée au niveau des points (de
Spm R;). Soient L une extension finie de E, x : R; — L un L-point de Vl.rlg et donc

un L-point de (MK),STF, comme (TJ) —1= ‘ELT)Z € R, Te)/(Th — T(X)ci —a;19),
R T(N)¢; T(N)c;

—hy\ x(@)
L 1
Up(( l )x(cl)) e
quand ! — 4o00. Ceci découle de la discussion au-dessus du lemme 4.4.6 puisque
par (4.4.5), on a

il suffit de montrer que

x(ai)\ 7"
U@(x(cz') ) = - L Ha) > afw),

De plus, comme y est n-analytique, on voit que (¢f. remarque 4.4.14)

bl ((T(TX)Q)@) = 7w (T(TTl)C)k’
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pour tout u € 1 + m"ﬁ@. Posons (comparer avec (4.4.2))

T ) k/) ~
—_— S R‘<T1,TQ>/(T1 - T(?\)C‘ - aTz).
T(A)ci (/%) xe(%g"%vl C

S = (270

On a donc [p](fiy) = y ! (w)fiy pour tout p € & Par la proposition 4.4.7 et le
lemme de Nakayama, on montre

(') g+ fiy
1

de la maniére suivante. Soit g € (©*);, notons My := @;ng fiy > et Mg le sous-&7, s

module de ((u_).px ) |v8 engendré par f;, et g. Par la proposition 4.4.7, I’ inclu-

sion naturelle de ﬁvng-modules M, — My induit un isomorphisme x*M; = x*Mo
i

pour tout L-point x : Spec L — Vl-rlg et toute extension finie L de E, d’ou on déduit
M| = My par le lemme 4.4.17 ci-dessous.

Enfin, par la théorie de la descente sur le site étale (¢f. [10, th. g.1]), on obtient
un faisceau cohérent localement libre de rang 1 sur (MK)E%, dont les sections sont

homogénes de poids 7 ~! (qui n’est autre que w” ). i
Le lemme suivant découle facilement du lemme de Nakayama.

LEMME 4.4.17. — Soient R une E-algebre affinoide (cf. [11, déf. 6.1.1/1]), i : My — Mo

une injection de R-modules de type fini, si i ® id : M} Qg R/mM — Mo Qg R/ est un

isomorphisme pour tout idéal maximal fermé m de R, alors i est un isomorphisme.

NOTATION 4.4.18. — Soit y un caractére localement t-analytique de & dans E,
on note a(y ) € Z le plus petit nombre tel que y soit a(y )-analytique et on pose

_a-1
)= L
Si I’on suppose de plus a(y) <n—1— r on peut donc construire les faisceaux

w” (resp. co+) en appliquant la construction de la proposition 4.4.16 avec n ou n—1.
Notons 9/ (resp. (u/ ) le faisceau w” (resp. (»+) construit via F>< (resp. F>< ) avec
ie{n—1, n} pour I’ 1nstant Considérons les diagrammes commutatlfs

P —— F ) —— (TX)"8 Eyy FXy (Tx)1s
} } } K
(O7 ) — (97 ))* () — (DY D~
Vo Vo
(M), (Mg)Zy
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1 ] 3 X _A 3 H X X X X
Via le morphisme canonique &;*-équivariant F,;_ — Fry - (resp. FJy — FX ),
on obtient une application &Z*-€quivariante de faisceaux sur (M K),S; :
(u—)*ﬁf,,x,l, — (u—)+py_(resp. (qu)*ﬁFn{l+ — (U+)*ﬁpn>f+).

1

En prenant les sections homogeénes de poids y =", on obtient un morphisme de

ﬂz Mg) Tg’;: -modules

L L X X
ol o el, (resp. o, — 9+’n).
PROPOSITION 4.4.19. — Les morphismes ci-dessus sont des isomorphismes.
Démonstration. — 11 suffit de montrer qu’ils sont des isomorphismes pour la topo-

logie étale sur (M K)fg Par le lemme de Nakayama (voir la démonstration de la
proposition 4.4.16 et le lemme 4.4.17), on se raméne a montrer que toute fonction
analytique homogéne de poids X_l de @gf (I+ m”ﬁcﬁ) se prolonge en une fonction

analytique homogeéne de poids y ~! de gy (1+m"’1¢’(cp) lorsque a(y) <n—1-— [5;T_1]7’
ce qui découle de la proposition 4.4.7. a

Par ailleurs, on peut déduire de j_ (resp. de j;) (¢f- (4.4.4)) un morphisme ﬁpx-
équivariant de ﬁz Mg)<, -modules :
TE

(1-)+F7xym — (u=)+Fpx_ (resp. (ﬂ)*@ff)a" = (U4 )Tz, )

n,+

ol iy désigne le morphisme canonique de ()" sur (MK)TSZ. Pour tout k € Z, en

prenant les sections homogénes de poids %, on obtient un morphisme de %MK)Q
TE

modules (voir la remarque 4.4.9)
(4-4-6) of — " (resp. ol — @f:)-
De la méme facon que dans [63, prop. 3.3], on a:

PROPOSITION 4.4.20. — Les morphismes en (4.4.6) sont des isomorphismes.

Soient ki € Zx9, ko,s € Z pour tout ¢ € X, \ {r} et .,y _ deux caractéres
localement t-analytiques de & a valeurs dans E*. De maniére similaire a (3.3.4),
posons

Pt My R\
)
- L k Sk 1
= 9++ ® wr- ® “/}<JZ,,\{T} JE{,\{T}>(R S*Q:Q//(MK)—.,E)

qui est un faisceau cohérent localement libre de rang Ecezp\{f} (k1s—1) sur (MK)TS;E
pour tout r < min{r(y_),7(x_)} (¢f notation 4.4.18).
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DEFINITION 4.4.21. — Le E-espace vectoriel de formes modulaires surconvergentes
de poids (y .,y _; th\{T}, k_QZ,)\{r}) sur (1, E) de niveau K est
Lo gyl < o ity ks )
ST,E = 1@, H ((MK) y‘r,E 4 4 )

o Tk’
r—

Lo sk ke . .
En fait, HO((MK)TS;T,YT(,}E*X*JZP\{T} Jzﬁ\{f})) est muni d’une topologie de E-

espace de Banach (¢f. [11, th.9.4.3/9 et prop.3.7.3/3]). Et les morphismes de

transition dans la limite inductive ci-dessus sont compacts.

REMARQUE 4.4.22. — Reprenons les notations ci-dessus. Soient n € Zsg et r € QN
10, (¢ = 1) /¢"[ tels que n — qq__"]r > max{a(y_ ),a(y_)}, considérons sur (MK),SJTE le

faisceau
Q1 ®Q,_® s\ ks (=) (RIE*Q://(MK)T,E)

qui est muni d’une action de & x & (avec le premier terme agissant sur €2, 1 et
le deuxiéme sur €2, _). On voit par le corollaire 4.4.8 (et le lemme de Nakayama,

. . . . .o (L px sk kg )
voir aussi la démonstration de la proposition 4.4.16) que & 5+ =2\ E=EET et
le sous-faisceau de

Qo ® Qom @ M5 500 (RO .,)

: 5 : -1 -1 s : X X
des sections homogeénes de poids 7 " ® y Z" sous I'action de & x &°.

4.4.3. Opérateurs de Hecke

4.4.3.1. Opérateurs de Hecke hors de p. — Commencons par les opérateurs de Hecke
hors de . Soit g € G(A™) premier a p (¢f. §4.1.9.1), et supposons comme au §4.2.9
que V5 C g(V5) et que le groupe K’ := gKg~! N K est net. Reprenons les notations
du §4.1.8.1, I'isogénie universelle ¢ : . — &' induit des isomorphismes (voir la
remarque $.3.12) de faisceaux sur (MK)TS,;; (avecre QN [0,¢/(¢+ 1)) :

* ~ * ~
e T s

Or, on voit (selon le diagramme commutatif (4.1.10)) que le ﬁ(MK’)

< -module © o

(resp. w,, ;) est représenté par I’espace analytique rigide
r7x an X r M ST
(Z+) (MK)Z]ore (Mi) 2

(resp. ()™ x (MK/)TSZ) sur (MK’)<Z" Donc les morphismes ¢* et ¢% in-

(Mg)Zpr 2

. . . . s . .. <r
duisent respectivement des isomorphismes d’espaces analytiques rigides sur (Mg/) =y
(équivariants sous I’action de ﬁ’gf ) :

< ~ <

O_: (T H*" X(MK)—,S,Z’Q' (MK/)_—E: = (TH™ X(MK)TS,Z,PY (MKI>‘EIVE’
; < ~ F <

O (T X gz, M)TE = (T X gysy o (ME)Zp-
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REMARQUE 4.4.23. — On déduit de ®~! (resp. (I)I_l) un isomorphisme de faisceaux
sur (M K’)f’g équivariant sous I’action de ﬁpx :
P((12) B xym) = pri((in) B xym)
(resp. 13 ((i4) s yn) = Pr((i1)+F s ym))
(ot iy désigne le morphisme naturel de (7 X)*" sur (MK)TS,E) pour tout r € QN
[0,¢/(¢+ 1)[. Ce dernier induit, en restriction aux sous-faisceaux homogénes de
k

poids t—%, un isomorphisme de @MK,)E;S -modules :

ot el

(resp. 92/’& = 92/#), qui n’est autre que (4% )k (resp. (4)1)]‘) pour tout k € Z.
De la méme facon que dans [63, prop.4.2],on a:

PROPOSITION 4.4.24. — Soient n € Zso, v € QN [0,(¢q—1)/q"[, le morphisme ®_
(resp. @) induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur (M K’)fg équivariant
sous Uaction de G :

n,—

AP <r ~ X <r
Q_:F X(M]{)f},rg (MK/)T,E - Fn,— X(MK>§,;;’PY (MK/>T,E

AP <r ~ X <r
(resp. D 2 7y X (MR)Zrg (Mi)Zp — Foy X (Mg)Zypr (MKI)T,E)'

On en déduit des isomorphismes de ﬁ(M
de ZJ :

S -modules équivariants sous I’action
Tk
Q* :pr*Q,_ — rgﬂn,_, O i prf Q. — TQQ,H_.

Soient k1 € Zx9, kg 5 € Z pour tout ¢ € X, \ {7}, on obtient un opérateur encore
noté [KgK] par la composée :

H° ((MK)EIE’ Q- @0y ® “q(ﬁxp\{f}’@ip\{ﬂ) (ng*Q:g//(MK)nE))

rh .
LN HO((MK/)_EZ, Ty (- ® Ly ® PALBAVEEEERYEY (RIE*Q:V/(MK)T,E)))

o) e @) ey " pr*
LB O (M) S pr” (@0 © Q0

7Kg\ oy hes (o)) (Rls*Q:a//(MK>T’E)))
rpyr ) °
— HO((MK)TS,E’ Qn- ® Quy @ 1Bzl (Rla*QVQ//(MK)—.,E))'

ou le morphisme ¢* est défini de la méme facon que dans la remarque 3.3.12.
Cet opérateur est de plus équivariant sous 'action de &Z; x &Z. Soient s > 0 tel
que a(s) < n — Ly et Ao L_ € 7% (s), en prenant la restriction de [KgK]| au

q—1
sous-faisceau de

Qg @ Uy @ qBs\phes, (o) (RlE*Q:‘//(MK)r,E)
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N . _ _ . (L on kg oyoke )
homogene de poids X+1 ® 1 ~! (qui n’est autre que Z T =R par 1a
remarque 4.4.22), on obtient finalement un opérateur continu encore noté [KgK]

[KgK] 3H0((MK)9 y(iéyxJﬁzp\m’@zl,\{r}))

T,E° T

s HO (M) Sy, e M By

T,E? T
Notons que lorsque y = 7t %, e = t=h+ avec ky € Z, on retrouve 'opéra-
teur (3.3.23) (¢f. la remarque 4.4.23).
4.4.3.2. Opérateurs de Hecke en . — Commencons par l'opérateur Y, . Soit

re QN [0,¢/(¢g+1)[ et reprenons les notations de (4.1.12). Notons pour sim-
plifier
pri=Yuy: (Mg)S, — (Mg)Sp et &= (¥ [¢/w] &7 [o]).
L’isogénie ¢z : & — & /& induit des isomorphismes de faisceaux cohérents sur
(MK)TSE (¢f. remarque 8.8.12) :
(0%)-: Oy /2, — Oy > (0% )+ : Oy /2 + — [OFYT

d’ott on déduit comme précédemment des isomorphismes d’espaces analytiques ri-

. <r . . . ’ : X .
gides sur (Mg) ), €quivariants sous I'action de & :

2

(Pg’_ : (y-X)an X

< ~
— (NIK)TS,T"PI (MK);’Z — (?X)an’

< ~
P 5 (T2 Xz (MITE = (T2

Notons
Z =[] et F=[w]l
On a alors des isomorphismes canoniques de faisceaux cohérents sur (M K)f%
Wy _ Tz Oyp =g g
L’isogénie &p-linéaire & — & /Z induit une isogénie y-linéaire
et on peut identifier les morphismes (¢Z.)_ et ¢%. . Soit
I'unique isogénie @Z,_,—linéaire telle que
body =[w].
Elle induit alors un isomorphisme de faisceaux cohérents sur (M K),S’F :
* Oy _ - Oy /-
On voit par la définition de ¢ que

Vo () =I[v]" (=1(m).
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On déduit du morphisme {* un isomorphisme d’espaces analytiques rigides
<r . . . y . x
sur (Mg )2 €quivariant sous Iaction de a,

. o7~ X yan ~ o7” Xyan X
Vo (T T (T X s €

MK)TS,E
et qui vérifie
(4-4-7) V_o®gz = [w].

(Rappelons que (7 )*" est muni d’une action naturelle du groupe &, \ {0},
¢f- §4.4.2.) De méme, 'isogénie 4)% : (/€)Y — &V induit une isogénie &,-
linéaire
o (£/7) — ZY
et on peut identifier les morphismes
-1 * -, * -, .
((0))x + (FQ)on = Qg g )or €t (63)F: 0pv, = 0z, v -
On a donc (voir la discussion avant le lemme 4.3.6)
* -1

(45)t = ((65)3) -

L’isogénie "V : (£ /7)Y — ZV vérifie
VW oby = [o]

et induit un isomorphisme de faisceaux cohérents sur (M K)f? :

~

Viyk .
W) 9@ zyv. — Ogv;

~

(donc un isomorphisme {7 := (V)% Oz @M,+). On voit facilement que

)70 (0%)" = [0]" (=1(@)).
Comme ci-dessus, I'isomorphisme {7 induit un isomorphisme d’espaces analytiques

. . < - . . .
rigides sur (Mg)>, équivariant sous I'action de gy

< ~
Wy (y+><)an X(MK)TS,;&PI (MK>‘E2 I (y‘+><)an’
qui vérifie
(4.4.-8) ¥, 007 =[w].
Par le méme argument que celui dans la démonstration de [63, prop. 4.2], on a:
PROPOSITION 4.4.25. — Soient n € Zso, r € QN [0,(¢—1)/q"[, Uisomorphisme W _
(resp. W) induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur (M K)<2 équivariant

v

sous Uaction de ﬁpx :
. X ~ X <r
Voibue = B X MK)zE

< ~
(Ves[). \P+ : Fn>’<+ X(MK)—S;’IU (MK)-E;E — Fn>,<+)
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On en déduit des isomorphismes de ﬁz ME)Z, -modules équivariants sous I’action
de &
Vg Q- — Qo U Q5 P14
On obtient donc un opérateur noté )7“@ par la composée :

HO((MK)EJE, Qo @ Qg @ Mz epkes ) (Rls*Q:M/O‘/IK)T,H))

[}* r 9 L]
TN HO((MK)TS’E,[)T (- ® Ly ® n(ﬁzp\{—.}’ﬁzp\{f})(ng*ﬂy/(MK)T,E)))

P P -1 *
o) ey HO((MK)EQ,Qnﬁ@QH

® Y](ﬁzp\{T}’ﬁzp\{T}) (Rl S*Q:Q//(MK)rE)) P

ou le morphisme ¢Z. est défini comme dans la remarque g.3.12. L’opératenur ?M, est
- . . . . . q
équivariant sous I’action de %X X ﬁpx. Soient s > 0 tel que a(s) < n — et

¥ _ € Z+(s), en prenant la restriction de fup au sous-faisceau de
Qi @ Qe @ 1P e ) (R1eS ) ).

homogéne de poids X_T_l ® X:l, on obtient donc un opérateur continu encore
noté Yy,

v sk N2
(4-4-9) Yo : HO((MK)TSE,:;”T(’% T\ (s} ﬁzﬁ\{f}))

~ o _sk Lk
-, HO((MK)TS,EMZ(,)F SRLTAYE lzﬁ\{r}))'

Par (4.4.7) et (4.4.8), lorsque y = thi g =t* avecky, k_€Z,ona:
PROPOSITION 4.4.26. — Ona fu,@ = 1(w)k k- Yu,o surle E-espace vectoriel

HO (M) Sy, 5 By,
REMARQUE 4.4.27. — Cette proposition implique que I'opérateur Y, , ne peut pas
(sans surprise) se prolonger naturellement sur I’espace des formes modulaires sur-
convergentes de poids non entiers sauf lorsque X+X:l = % avec k € Z. Cest
analogue au fait que I’on dispose de I'opérateur diamant (p) plutét que de 'opé-
rateur Sy sur la famille p-adique de formes modulaires elliptiques ou Y, (resp. ¥, )
est 'analogue de (p) (resp. Sp). Enfin, signalons que I'opérateur Y, dépend du choix
de ©.

Considérons 1'opérateur X{W Soit r € [0,¢/(¢+ 1)[NQ et reprenons les nota-
tions de (4.1.14). L’isogénie universelle ¢z : .& — & /& induit des isomorphismes
de %WK(@):H [O’g] -modules :

* . ~ * . ~
(0z)-: Wy /g — Dy > (¢g)+ Oy T Wy
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d’oti on déduit comme précédemment des isomorphismes d’espaces analytiques ri-
. e - .
gides sur Mg (p)+ [0, 5] €quivariants sous I'action de & :

Dy _: (T )™ x

Qzp (<7+X)an X <

De la méme facon que dans [63, prop. 4.3], on a:

PROPOSITION 4.4.28. — Soientn € Z>9, r € QN [0, (¢ — 1)/q"[, Uisomorphisme @%17

induit un morphisme d’espaces analytiques rigides sur Mg (p)- £ [0, L] équivariant sous Uac-

q
tion de é;ox :

-1 . 5x r X
(4.4.10) Qg F X (Mg Mg (9)~£0, q] —F x(MK) 4

On en déduit un morphisme de ﬁMK(@):,E [0’§]-modules
-1
(Pz )" po oy — 1,
On a besoin de « normaliser » le morphisme ®& | pour obtenir un résultat ana-
logue. Notons
Z =8
On déduit de ¢z une isogénie ¢ : & — & /Z . Soit § : &/Z — £ T'unique
isogénie ¢&,-linéaire telle que Y o ¢ » = [w]. En prenant les duaux de Cartier, on
obtient une isogénie ¢V : £V — (£/.Z)" d’ou on déduit un isomorphisme &,-
linéaire de faisceaux cohérents sur Mg (p)+ [0, :}] :
Vyk ~
" Wz 7y T Qgv,
et donc un isomorphisme
Vyk ~
(V)7 Lg/ 7))V — Lgv
Comme on a des isomorphismes canoniques Wy . = Qo4 LW oy 5 O/ 4
on obtient un isomorphisme de faisceaux cohérents sur Mg (). [0, g]

Viy* . ~
()% O+ — Qo 4
d’ou on déduit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides :

v (‘7+X)an X < Mk (0)+E [0, g] — (y:rx)an X(MK)EE’[’I Mk (9)=E [O, (‘”

Comme (§")* o (6%)* = [@]* et (63)F = (¢5)5', ona

(4.4.11) V=[w]oPz,.
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De la méme facon que dans [63, prop. 4.3], ona:

PROPOSITION 4.4.29. — Soient n € Zs9, r € QN [0, (g —1)/q"[, Uisomorphisme ¥~
imduit un morphisme d’espaces analytiques rigides sur Mg (9)-£[0,7/q] équivariant sous
Uaction de &) :

-1 . nx r X , . T
(4:4:12) W E X gz Mi(0)ap[0, 5] = By x o105 Mg (0)=£[0, 7]

On en déduit un morphisme de Gy (o)., [0,%]-modules :

(P Q1 — Py,

et on obtient alors un opérateur noté X! wp Par la composée :

r

HO((Mg) Qa1 - © Quors @ 1500 2500 (R'e,0% ) )

J2 *
—— H (Mg (0)=£[0, 71,55 (Qu 1, @ Q1 y

® 1Mz R (R1e Q% re).,)))
(CI) 1 )*®(\Ij—l)*®
—> HO(MK(@)TE[ ],pT(Qn,f ®Qﬂ,+
® y)(ﬁzp\{f}@zp\{—.}) (Rls*ﬂ:v/(MK)_ )))
try
— s HO (M) S5 Qe © Qg © 10 ) (R0 g.,))-

Cet opérateur est équivariant sous I’action de %X X @K’DX . Soient w > 0 tel que

n—1

q

—1—
a(w) <n 7

r

ety J_€ 7 (w), en prenant la restriction de Xu o au sous-faisceau de

Dy 1400 1-® n<ﬁ2p\{r}’@2p\{‘r}> (RIE*Q:Y/(MK)TE)

N . -1 .
homogéne de poids " ® . ~", on obtient un opérateur continu encore noté X! 0!

70 ((MK)fq y Lot klzp\{}"%p\m))

— HO((MK)jzyy(/+)( 12p\{r} 22[,\{7}))

En prenant la composition de ce dernier avec la restriction canonique (compacte)

O (M) L
Tk’ T

r o sk Sk
Sz y IS AN S ,22,,\{1)) ) ,
T

s H"((Mg)
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on obtient alors un opérateur compact encore noté X, o

X' Lok sk k
Xig: HO((MKLA,?(’ e A

— HO((MK)<T y /+X klE{)\{T} kZZ,)\{r}))

Signalons que ’opérateur XV{W dépend du choix de w. Lorsque y = h ety =1t
avec ky,k_ € Z, par la remarque 4.4.23 et (4.4.11),on a:
PROPOSITION 4.4.30. — Ona X,; o="(w k+)X,;,@ sur le E-espace vectoriel

HO ()5 ik ),

Cette proposition implique que I'opérateur X,
prolonger naturellement sur I’espace des formes modulaires de poids non entiers

we (ainsi que Uy) ne peut pas se

sauf lorsque y = th+ avec k; € Z. Notons

S .—y-1 y U. - X’
Sy 1= Xu,[)dOYu’@ et U,:= Xu[f’()X

Sur I’espace des formes modulaires surconvergentes de poids (k,k_; th\{T}, k_sz\{T})

sur (1, E), on a alors §@ = *r(w)’”r’k*Sp et 17@ = T(m)kJrUp.

4.4.4. Surfaces de Hecke. — Soient n € Zso, r € ]0,(¢—1)/¢"[NQ, et wy, w_ € Q

tels que a(wy) <n—1— (¢ 1) /(g — 1)r (¢f lemme 4.4.6), et B,, Ry des E-algébres

affinoides telles que (MK):E =~ Spm B, et 7~ (w+) = Spm R,. Notons
R:=R,®pR_

(donc 7 (wy) x Z+(w_) = Spm R), et le caractere universel

(Xuniv,+’ Xuniv,—) : @Zﬂx X ﬁ@x — R

Considérons le morphisme d’espaces analytiques rigides
u_xid:FnX_x%(w_) (Mg)= Ex%(w )

(resp. uy xid : F)\ x Z7(wy) — (MK) X V- (w+)) et notons U_ (reps. U4) le
sous-faisceau des sections X;r}iv 7-homogenes (resp. Xuniv -homogenes) de

(u X id) o ey (resp. (us x id)orx 37 (uy))-

C’est un faisceau de &, -modules)

(ME)Zpx Pz (w-)
localement libre de rang 1.

-modules (resp. de ﬁMK SX T (wy)

Soient ky ; € Z>3, ko s € Z pour tout ¢ € Xy \ {7} et notons
(L vt Loaniv K5\ 1825, ()
S i S ZEMEEND 2 5, @ UL @ M, ks m) (R Q% (). )

ou les produits tensoriels sont sur &, . Notons

<
(ME)=,

Lo sk 1ok
N, :=H° ((MK)TSE XE V7 (wy) XE %(wf),yé%“"“‘* Funiv 215\ (5} —ZZP\{T})>,
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qui est un R®pB,-module de Banach (¢f- [11, prop. 8.7.3/31), et donc un R-module
de Banach. Comme (MK)TS}VE XEX - (wy) Xg Z~(w_) estun affinoide, on voit de plus
que

<y‘r(il;‘univ,+’xuuiv,— ;hﬁp\{r} ’@Zp\{—.} )

B

est le faisceau cohérent associé au R® rBy-module N;,.

DEFINITION 4.4.31 (¢f. [19, §3])

(1) Soient B une E-algebre de Banach et M un B-module de Banach. On dit que
M est orthonormalisable s’il existe un ensemble I et une collection d’éléments
(ei € M)i¢q tels que tout élément o € M s’écrive uniquement o« = >3, _; ¢;¢; avec
¢; € B pour tout i € I vérifiant que lim; 1o ¢; = 0 (i.e. {i € I ; |¢i||p = €} est
un ensemble fini pour tout € > 0) et tels que ||a||y = sup;;{|ci|[s}-

(2) On dit que M est potentiellement orthonormalisable s’il existe une norme ||.|" sur M
équivalente & ||.||m, telle que (M, |.||") soit orthonormalisable.

(3) On dit que M satisfait (Pr) s’il est un facteur direct d’'un B-module M’ poten-
tiellement orthonormalisable.

De la méme facon que dans [63, cor. 5.1], on a
PROPOSITION 4.4.32. — Le R-module de Banach N, vérifie (Pr).

Comme au §4.4.3, on peut munir N, d’une action continue des opérateurs de
Hecke (hors de @ et Yy, X{W), I'opérateur Y, , étant un isomorphisme et I’opéra-

teur X, o (qui se factorise a travers la restriction N, — N:) étant compact. Notons
7 q

%(S(K)) la &p-algebre engendrée par Z7*(S(K¥)) et les opérateurs 17%@ et X{t,@,
qui est aussi engendrée par Z7*(S(K¥)) et les opérateurs 17@ et §p

En appliquant le formalisme de [19] (voir aussi [22, §6]), on peut construire une
surface de Hecke :

(k1

PROPOSITION 4.4.33. — 1l existe un espace rigide Y(K)szp\{f}’@ﬁp\{ﬂ)’r sur E, muni

d’un morphisme de E -algebres
b ($(K)) — @ (7 () B o)
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E
%y 0 S (K) B30 7 (s ) x P (o),

tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

(1) Le morphisme sutvant d’espaces analytiques rigides est fini :

(#r 4(X1p)) + 7 (K) B30 2500 — 2 (wy) x P (w-) x G
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(2) Pour tout ouvert affinoide U de 7~ (wy) X 7~ (w—) x Gy, le morphisme induit
Z(S(K)) @28 (U) — & (7 (U))
est surjectif.

() Soient L une extension finie de £, 3. € 7~ (wy)(L), y_ € Z=(w-)(L) et

Y 7 (S(K)) — L
un morphisme de E-algebres tel que a , := Y(gfw ) € L™, alors il existe un L-point z
de . (K) iﬁﬁp\{r}’@ﬁp\{f})’r veérifiant que %y (2) = (7, _) et que le morphisme associé
(via ) 7 (S(K)) — L est égal a v si et seulement sl existe un forme modulaire
surconvergente de poids (), . :\,/ k1 SAVEIE k_gzp\ {T}) de niveau K sur (7, L) propre sous

Uaction des opérateurs T dans Z (S(K)) de valeur propre v (T).

Lorsqu’on fait tendre r vers 0, on peut faire tendre w,,w_ vers 0. A wy,w_ fixés,
les surfaces de Hecke . (K) Frspyksp ) V- (wy) x Z7(w_) sont en fait indé-

pendantes du choix du rayon de surconvergence r suffisamment petit, ce qui suit du

fait que la série caractéristique de X{W est indépendante de r (voir [48, prop. 12.6]

et la discussion a la fin de [19, part 1]).

On peut donc recoller pour obtenir la surface de Hecke totale :
THEOREME 4.4.34 (Surface de Hecke). — Il existe un espace rigide

7 (K) B ks )
sur E muni d’un morphisme de E -algebres
$: 7 (S(K)) — & (y(K)iﬁEp\{T}’@zp\{T}))
et d’un morphisme d’espaces analytiques rigides sur E
xS (K) B s s 7« 7

tel que les conditions suivantes soient satisfailes :

(1) Le morphisme d’espaces analytiques rigides est fini :
(1 0(X00)) : LK) e By 7 x 5 x G
(2) Pour tout ouvert affinoide U de 7~ x 7~ x Gy, le morphisme induit
Z(S(K)) @28 (U) — & (»~1(U))

est surjectif.
(3) Soient L une extension finie de I, 3, € 7= (L), _ € Z=(L) et

v Z(S(K)) — L
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un morphisme de E-algebres tel que a, = Y(X;Lp ) € L™, alors il existe un L-point z
de .7 (K) iﬁzr\{f}’@zp\{’-}> vérifiant que x(z) = (XJr, Y _) et que le morphisme associé
A (S(K)) — L estégal a v si et seulement s’il existe un forme modulaire surconvergente
sur (t,L) de m'vea,liK et de poids (3 .,y _; th\{r}, k_QEp\{T}) propre sous Uaction des
opérateurs T dans 2 (S(K)) de valeur propre v (T').

REMAROQUE 4.4.35. — Un point fermé de Y(K)Eﬁ

terminé (¢f. [5, lemme 7.2.7]) par son image (7 .,y _) dans 7% x 7 et le systéme

Ep\{f}’@zﬁ\ﬁ}) est uniquement dé-

de valeurs propres associé
Y :%(S(K)) — E.

Un tel point sera not€ () .,y _,@g,bp,Y |7+ (s(k?))) OU dy = Y(ﬁ@), by = v(Sp)
sont a valeurs dans E* .En effet, on peut vérifier facilement que I'opérateur Lo
agit sur N, par un isomorphisme pour tout r et on peut alors récrire ce théoréeme en
remplacant }?{t@ et U,.

Comme 77 est équidimensionnel de dimension 1 (¢f. [68, §2], voir aussi la pro-
position 6.1.14 ci-dessous), par [22, prop.6.4.2], on a:
(k1

PROPOSITION 4.4.36. — Llespace analytique rigide ./ (K) fozz\{’-}’@xp\('-}) est équidimen-

stonnel de dimension 2.

Rappelons qu’un espace rigide X (sur SpecE) est dit emboité (« nested » dans
la terminologie de [23]) si X admet un recouvrement admissible {U;} des ouverts
affinoides tel que U; C U1 et que le morphisme naturel & (Uiy1) — & (U;) soit
compact. On munit & (X) de la topologie la plus faible qui rende continue I'applica-
tion & (X) — & (U) pour tout ouvert affinoide U de X. On note

(4.4.13) Z(X)! ={fe(X); uy(f(x)) >0 pourtout x € X }.
Comme 71 . X 71~ x Gy, est emboité, par [5, lemme 7.2.11],0on a:

PROPOSITION 4.4.37. — Llespace rigide ./ (K)ihﬁr\{f}’@zp\{’-}> est emboité, et l'ensemble
ki Jkos, ks ko
(S (K) E;l: ez ) )0 est un sous-ensemble compact de & (. (K) (*I:(f\{"} *221’\{7})) ou

T,r
« red » signifie le sous-espace réduit.

Soit L une extension finie de E, on dit qu’un point

= (X+7 X_»aé’)abp> ‘Y)
(kL
T

(tels que y, = k), n € Z>) et une forme modulaire classique de poids

(¢f- la remarque 4.4.35) de 7 (K) SRR est classique s’il existe ki, k_ € Z
(ke ks Ry (e Bosy\ g5))
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sur Mg (p")-,1,, propre sous l'action de )Z’m(: T(’w)k+X1i,p), )7“)@(: (@) hy, )
et Z*(S(K¥)), de valeurs propres respectives a,, Zp et Y(T) pour T € Z*(S(K®)).
On peut récrire le théoréme de classicité (théoréme 4.9.1) a I’aide de X{L’p :

COROLLAIRE 4.4.38. — Soit [ une forme modulaire surconvergente sur (7, L) de poids

(k+, k_; th\{‘f}’ k_QZp\{T})

(ks k_ € Z) de niveau K, vecteur propre sous Uaction de )?{W de valeur propre a, € E*, si

Ugo(ﬁp) <k++k—+ Z k?,c:
seXo\{r}

alors [ est une forme modulaive classique sur Mg (9) -,k -

De la méme facon que dans [22, prop. 6.4.6] (voir aussi la proposition 6.2.7 de
loc. cit.), on peut déduire du corollaire 4.4.38 la proposition suivante.

PROPOSITION 4.4.39. — L'ensemble des points classiques est Zariski-dense dans Uespace
rigide 7 (K) s t2se)
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CHAPITRE 5

FORMES COMPAGNONS SURCONVERGENTES SUR LES
COURBES DE SHIMURA UNITAIRES

On étudie la cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires au §5.1. On
rappelle au §5.2 ce dont on a besoin sur les représentations automorphes (clas-
siques) de G. Au §5.3, on démontre de la méme facon que chez Breuil-Emerton
[17, th. 4.3.3]) existence des formes compagnons surconvergentes sur les courbes
de Shimura unitaires.

5.1. Cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires

On étudie la cohomologie rigide des courbes de Shimura unitaires, qui est na-
turellement liée a formes modulaires surconvergentes sur les courbes de Shimura
unitaires.

Soient K un sous-groupe ouvert compact et net de G(A*) maximal en g
(¢f. exemple 3.1.3), et £ un &), -module localement libre de rang fini. Notons
encore . son analytifié sur Mg". Etant donné un complexe de ) -modules :

Vo : & _>°7®@”MK QII\/IK/E@’
notons encore Vg son analytifié sur Mg". Posons pour tout i € Zyo (voir §4.1.1
pour MI?)
Hi (Mg "V o) o= lim H' (Mg=", V).

rig

r—0+
Soient k1 4 € Z>2, kg o E Z pour tout ¢ € Xy. Considérons la connexion de Gauss-
Manin pour,‘Z By les,) (¢f. §3.9.2) sur MK

(kg okes ) hiy ko ) 1
V. L= —>,£” PR @ QMK/Spchp'

LEMME j.1.1. — Reprenons les notations ci-dessus.

(1) On a une bijection naturelle

H (Mg, V) — H (M2, V).
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(2) Pour tout r € QN [0, 1], lapplication suivante de restriction est injective :

(5.1.1) H' (M2, V) — H' (Mg=", V).
Démonstration. — La partie (1) est bien connue (e.g. voir [2, th. 2]).

(2) Choisissons un relevé Z de My (¢f. §4.1.1) dans M2" via l'application s
K 4 K PP p
(¢f. loc. cit.), qui est donc une union finie de points de Mg". Notons

~ ki< ke ki<« ks
Vet g Bt g o, L (log(2))

le complexe de &; an-modules induit par V. On a donc une suite exacte de complexes
sur Mg"

S (kg okoy )
O—’V—>V—>@3E P [—1] =0,

x€Z
N (kg skoy ) (kg skoy ) P .
ou Ly |, = x,x* Lg% . On en déduit une suite exacte
0 — H' (M, V) — HY (M, V),

ks ko
car HO(M3", D 3E(sz fazy) Ix[—1]) est nul. Il résulte de [3, cor. 2.5] qu’il y a un
isomorphisme canonique

H (M, 9) = HL (Mg) ", V).

On obtient alors une injection

(5.1.2) H! (M3, V) — H]

rig

((MK) ord’V)

qui se factorise en fait a travers (5.1.1), d’ou on déduit que ’application en (5.1.1)
est aussi injective. i

Par I'isomorphisme de complexes V =[] V. (¢f. proposition §.9.8), on a

€
LEMME 5.1.2. — Pour tout r € Q N [0,1[, on a un isomorphisme naturel de E-espaces
vectoriels
(5.1.8) H (M, V) = ] H'((Mg)Z}, Vs).
€X,

Par le lemme 5.1.1, on a alors :

LEMME 5.1.3. — Pour tout r € [0,1] N Q, Uapplication de restriction
H' ((Mk)=g,V-) — H' (Mg) 3, V-)

est injective.
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LEMME K.1.4. — Pour toutr € QN [0,1], il y a un isomorphisme de E -espaces vectoriels
(voir §3.8.1.4 pour g1y

(5-1.4)

k Lk
HO(Mg) Sy, o))

H! ((MK)EE,VT) s

_ s ——h1-+2,kg -k ok ’
08 (O (M) T TR e )
Démonstration. — On déduit du quasi-isomorphisme ($.9.10) un isomorphisme de

E-espaces vectoriels

(—kg x—k1 - +2,ke

' ok k fe -1 ki ok
H((Mg)Z5 V) = B (M) [P P L gy,

pour tout i € Zxp, d’ou le lemme car I’espace analytique rigide (Mg)- } est un

)

affinoide (c¢f. [48, §9.2]) donc quasi-Stein pour tout r € QN [0, 1]. i

Pour tout r € [0,q/(¢+ 1)[, le morphisme de E-espaces vectoriels

k=1

—hg n—ky - +2ko = kie ok
" 9,0—k1:+2,ke (12;; kos )

5H0((MK)T<Z~,5”- LIBAVSS ZEP\{T})) . HO((MK)TE: o ) )
est en fait équivariant sous I'action de .2 (S(K¥)), Yy, Toup € de X{w (par défi-
nitions (¢f: §4.2.2) et le lemme g.4.7). De facon analogue a (3.3.22), on peut défi-
nir, a partir des diagrammes commutatifs (4.1.10) et (4.1.12), une action naturelle
de Z*(S(K¥)) etde Y, sur H! ((MK)TSJE,VT). De plus, I'isomorphisme (5.1.4) est
équivariant sous cette action.

On considere les opérateurs X, o €t Pyp. Soit r € QN [0,¢9/(¢+1)[, a partir
du diagramme commutatif (4.1.14), on obtient un opérateur (voir [24, §2] pour le
cas des courbes modulaires) encore noté X/, wo Par la composée (avec les notations

de (4.1.14))
Xl H (Mg)- 5, V2) 220 Y (Mg(0) <2 [0, 1. p5V-)

4) tr,
B B (M (05 [0, 2], 4172) I B (M) 5. V).
On voit que le diagramme suivant est commutatif
<

(hy, oy )
) HO(Mg) =L =%
HY (M)

<r

S

0 ) by 1 <5 ke ety by by )
0. (HO(MR) ] Sk )

Xio| Xio|

) (k15 skos )
HO((MK)-S’wf’TT:kZ” 23, )

~

H ((MK)T[‘,VT) .
’I(HO((MK)TE,«?T(;Q b2k sk g e }kQZp\{m))

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2017



126 CHAPITRE 5. FORMES COMPAGNONS SURCONVERGENTES

On obtient de méme, a partir du diagramme (4.1.17), un opérateur encore noté ®,
par la composée (avec les notations de loc. cit.)

< b
(5.1.5) P H (Mg)SH,V.) 2 HY(Mg)S) p3V:) —o H((Mg)5}.V5),
pour tout r € QN [0,1/(¢+ 1)[. Et le diagramme suivant est commutatif :

<qr (]le ’@E )
HO((MR)ZE, St =)

<gr ~
H ((Mg)ZF, V=)
s 0207 (0 (Mg) Y, 54( TR eyl ) )

%,@ q)‘l

(ks ko )
HO((MK)ST’y E{Zp 722,11 )

B (M) 55 V)~

s (—kg —ky +2kg - ’flz,\{ }"22,;\{ } ))

(HO((MR)Z} 5B

Rappelons que Mg admet un &,-modeéle lisse et propre Mg (puisque K est maximal
en @, ¢f. §4.1.1). Notons :

> €: A — Mg le schéma abélien universel,

> A=A X Spec SpecF,,

> MK = MK XSpec% SpeCIFq,

> 2 A 1\_411(.

D’aprés Faltings [38], on dispose d’un F-isocristal convergent noté 71, %25,) (&%)
sur Mg /W (F,;) (oa W(F,;) désigne I'anneau des vecteurs de Witt sur [F;) associé¢ au
faisceau localement constant V](ﬁE,,’@E,,) (R'e,E) (cf (8.2.6)) sur Mg xspeC%F_gj eton

a un isomorphisme équivariant sous I’action de Gal(@],/Fp) et de ¢ (le Frobenius

cristallin) (¢f. [38, th. 5.6])
(516) Hclns(MK/W(Fq); V](klzp 22;; (%)) ®qu,0 Bcris = Vgo ®QP Bcris

(voir (8.8.11) pour V,,, et on renvoie a [38, §4 (e)] pour la définition de la cohomo-
logie cristalline des isocristaux convergents). En particulier, la représentation V,, de
Gal(Q,/F,) est cristalline au sens de Fontaine. En effet, le F-isocristal convergent
sur MK/W(IFq) associé au faisceau Rle, E sur Mg X Spec Fso est donné par

& = Rls*,cris (ﬁ‘&/FWJ XQ, E)

(¢f- [38, th.6.3]) ou & B/ Fop désigne le F-isocristal convergent trivial sur A/W(IF,I).

Donc le F-isocristal convergent n(ﬁzp’@xp) (%) peut étre construit a partir de &%
en utilisant les idempotents dans &) ®z, E de facon analogue a v](th’@zp) (Rle,E)
(¢f- (3.2.6), voir [38, lemme 5.5]).

Comme !’évaluation de &z sur Mg (le complété de Mg le long de sa fibre
spéciale) est le ﬁwzg-module Rls*(ﬂ' Sy €0 E) (on a bien M 5 Eng)
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avec la connexion de Gauss-Manin (¢f. [61, lemme g.3]), on voit que I’évalua-

ki ko
tion de 7y, kes) (&) sur Mg n’est autre que le Gypis-module XE(*IZ/’ f2s,)
g

avec la connexion de Gauss-Manin V, qui est appelé un isocristal convergent sur
Mg/ F, dans [8, déf. 2.3.2]. On a un isomorphisme naturel de F,-espaces vectoriels
(e.g. voir [80, th. 5.2.1])

(5-1.7)  Hli(Mg/W(Fp), 1tz k) (80)) @5, Fo

~ M) (MK/FQ,XJEEP’@%)) (= H' (M, V)).

rig
Soient a € Zxg, 6 : F, = F, un relevé de o : F,0 = Fyo ou gg est le relevé

k1< ke
(,12/, sz)

canonique du Frobenius F, = F,, x — x?. L’isocristal -Z; est en fait un F-

isocristal convergent sur MK/(F@, 6) (¢f [61, th. 5.7]), et 'isomorphisme en (5.1.7)

est équivariant sous 'action de F; ou I’action de F; sur le premier terme de (5.1.7)
— kig ke

est donnée par ¢? ®q G, et I’action de F; sur H}ig( MK/FK,,,S”E(JEII Jz{])> est donnée

par la composée (cf. [8, (2.3.7)])

— k1 ko — g ki ko
(MK/FK),,?E(JEP *221')) — Hl (M;O/FKJ’ G*Q?E(JZ[, 722{)))

(5-1.8) H rig

rig
FY" 1 v A LIENL: LI B v (hry, hoy )
——— Hyo (Mg /Fo, Ff L5~ =") & Hy (Mg /Fo, 5= —7")
(ou on renvoie a loc. cit. pour la définition du morphisme F} d’isocristaux sur
Mg/ F,) via le diagramme commutatif

o ~a
%0

— Fr® —
Mg \ M, Mg
SpeclF, o, SpeclF,

ot la composition des applications en haut est le morphisme Mg — Mg, x — x"

et ou

M;ﬁ = Mg X SpecF,,of SpecF,.
En particulier, lorsque a = dp et ¢ = id, on dispose d'une action E-linéaire de
ot = F, sur H} (MK/FSO,EE@EP’@EP)) telle que I'isomorphisme (5.1.7) soit équi-

rig
variant sous I’action de ¢ (noter que I'action de ¢% sur le premier terme de (5.1.7)
est donnée par ¢ ® id).
Notons X, := {0 : F,p — @p} De I'isomorphisme
Foo®g, E = 1B a@b— (s(@))

ceX o 0€Z00’
0,

on déduit que le F, o ®q, £-module

Deris (V) 22 H Yy (Mg /W (Fy), nH1s, bex,) (&)

§ cris
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admet une décomposition

Dcris(vgo> = H Dcris<Vp)G

GGZQ’()
avec Deris (V) ) stable sous I'action de cpdo . De I'isomorphisme

Fp ®Q[}E AN H E, a®b+— (G(tl)b)

ceX,’
6eX, ©

on déduit une décomposition
Dcris(Vp ) ®Fg710 Fg) — H (Dcris(ng ) ®F57,0 Fp )c
6EZ,

T (kg skoy )~ — (kg kg )
(vesp. Hy (M /Fo, Z el P oes, Hlg (M /Fo, Z 25200 o (5.1.7)).

L’isomorphisme (5.1.7) induit donc un isomorphisme équivariant sous l’action
de ¢ pour tout 7 € %, :

N _ hyo ok
(Desis (V) ®k, By ). > Hy (Mg /Foy 5™ 5)) (2 H (M), V2)).

rig
Posons (¢f. [8, §2.1])
) (kis oy ) o (ki ohoy )
]T(_QZEJLI’ 25, ) — m (]r)*]r (gEJLP 25, ),

r—0%
< g < R . . .
ou j, désigne le plongement Mz" — M, c’est en fait un F-isocristal surconvergent

le long de 1\7[[;; = Mg — Mzrd sur Mzrd/(F@,c) pour un relevé quelconque ¢ de
—ord

a( et pour tout a € Zx¢. En effet, d’aprés [7, th. 5], on voit que Rle*,rig(A /Mk)

(¢f [7, rem.2.5(c)]) est un F-isocristal surconvergent le long de Mg — Mzrd sur

—ord . —ord __ . . L. . ~rord .
Mg /(Fy,0) ou A désigne le schéma abélien universel sur My . On a un iso-

morphisme naturel (de jTé’M;}n -modules a connexions)

. . . . ik ° ~ —ord
ST (RS )y, ) = 1m () (R'enQl py, ) = Rlensig (A7 /M),
r

d’oti on déduit que jT(Rls*QV‘%/MK) est aussi surconvergent le long de Mg — M,‘;rd

(kg koy ) )
%’=%") en découle.

La surconvergence de jT (&5~

On a un morphisme (de restriction) canonique équivariant sous l'action de Fj
(¢f (5.1.8)), avec ¢ un relevé quelconque de of pour a € Zx¢ et en particulier,
équivariant sous I’action de cpdo) (voir [52, (4.4.0.1)]1)

— (kg kos ) —ord , (kg ko )
(5-1.9) Hrlig(MK/F@’anilzﬁ = ) — Hl}ig(MI(()r BT Zo == )

qui est en fait injectif d’apres [80, cor. 4.1.2]. Or, on a un isomorphisme canonique
de E-espaces vectoriels (e.g. voir [3, (2.2)])

_ e ke :
b (B /B 52 o i B (M, 9),

Le plongement (5.1.9) est en fait égal a (5.1.2). Notons :
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> MY = Spec Ry (e.g. voir [48, §9.1]),

> Mg’ = SpmR,,

> Rt :=lim R,

b Dy RT — R' le morphisme induit par ps : R, — Ry (¢f- (4.1.16)) pour tout
reQnio,1/(g+ 1)[.

Par la théorie du sous-groupe canonique (¢f. proposition 4.1.10), le morphisme po
est un relevé de
0‘30 :Ro—>R0 x — x4,

— kis ko
D’apres [8, (2.5.6)], 'action de <de sur Hgig(M,(;rd/Fp,jTjT’E(*l% Qzﬁ)) est égale a
I’opérateur (induit par (5.1.5))

@, ¢ lim H'(MZ', V) — lim H'(MZ", V).
r r

De tout ce qui précéde, on a comme dans [17, lemme 4.5.1]
PROPOSITION 5.1.5. — Soitr € QN [0,1/(q+ 1)[, le diagramme
H' ((Mg)~p, V) —— H' ((Mg)SF,V5)

T,E > T

cpdo l J/(Du,p

HY ((Mg)=, V2) ——— H((Mg)Z;,V-)

est commultatif pour tout © € X, ow les applications horizontales sont les morphismes (injectifs)
de restriction.

5.2. Représentations automorphes et représentations galoisiennes

On rappelle ce dont on a besoin sur les représentations automorphes classiques

de G (¢f- [21], [66], [46]).

5.2.1. Représentations lisses de G(Q). — Soient ¢ € Sg, A |¢ une place de & au-
dessus de ¢, qui correspond a un plongement & — Q. On en déduit un isomor-
phisme (¢f. (3.2.6))

B G(Q) — QF x [ GLa(Fy).
Ie

De méme, on déduit du plongement 1° : & — Qy un isomorphisme

e s G(Qr) = Q) x [ GLa(F).
Ie

Noter que I'application

(5.2.1) i 0is 1 Q)X x [] GLe(F) = Q) x [ GLa(F)
(e (e
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est donnée par (a,g) — (a, (g~')*a) avec I'involution (F-linéaire) % donnée par la
composée (voir (2.1.4))
[1GL2(F) — (D ®g e Qo) — (D ®g, Q)™ — [ GLa(F).
I I
Soit 7, une représentation lisse et irréductible de G(Q) sur E, par 'isomor-
phisme i, (resp. i), m; admet donc une décomposition

T — Uy ® ® T <resp. T > e ® ® Tc;\f’[)

[ (e

ou ¢, et Yy sont des caracteres de Q, m;c et 7,  sont des représentations lisses et
irréductibles de GLg (F]) sur E. Notons

), = ®[ ‘ KTE}"[ et Tye = ®‘[|gTC)\r"[

On vérifie par (5.2.1) que m( = 7} o ou 7} [(g) =, ((g7*) pour tout g € GLg(F),
et que Yye = 4y (U, Q¥ x) ol Yr, : (/ ®g c Qp)* — E* désigne le caractere central
de la représentation m; (de (D ®g ;c Q¢)*), et ot on voit Q) comme sous-groupe
de (& ®g ) Q)* via le plongement a — 1 ® a pour tout a € Q.

Soit K, un sous-groupe ouvert compact de G(Q;). On considere les deux cas sui-
vants :

(1) Supposons que Ky = Z; x[] |, GL2(&F;) vial'isomorphisme 7 et que nf[ #0,
ce dernier est donc de dimension 1 sur £ (comme 7, est irréductible) et est muni
d’une action de 'algébre de Hecke #Z(G(Q¢)//K;) des doubles classes de G(Qy)
modulo Ky qui est engendrée par les opérateurs {y, ,, 15, S }r)¢ (¢f- les exemples
3.1.0—3.1.11) et aussi par les opérateurs {XM’ X0 YM}IM’ puisque

dio dio
Xol = Lo T et Y= Yoo Snls

oudig= [F: Q. Soit 0 #v € m&e alors il existe des a; 0 € EX, a (> by € E tels
que y, é(v) =ay v, T ((v) = ay v et $; ((v) = by v. On a § = unry(ay ) le caractere
non ramifié¢ de Q) envoyant ¢ sur @, ¢. Notons

Lyi(X) == X* — @, (X + ("0, € E[X],
et soient o, r, o; ( les deux racines de L, ((X) dans E (quitte a augmenter E s’il faut),
lorsque a; ( ?i)_ll # (50 ona

T 2 (Indy (2() 0 unr[(ax,[/f‘lw) ®unr[(&;\7[))°°

(IndG(LZ() Vunr (&, 1/€10) @ unry (o)) ™

ou « oo » signifie I'induite parabolique lisse, unr((z) désigne le caractére non ramifié
de F* envoyant une uniformisante @ sur z; lorsque o [ = ¢4 o (resp. oy =

¢~ %5 (),ona m=unrg(a; ) odet (resp. 7, ( = unr((x, () o det).
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(2) Supposons K; Iwahorique en [, i.e.

K := KN GLo (F() & [[n

.1 . . . It . .
via I'isomorphisme ¢ pour un certain n € Zy et nx[[ # 0, qui est donc muni d’une
action des opérateurs de Hecke U, [ et S, [ (¢f. les exemples 3.1.10-8.1.11). Suppo-
n

I}
sons de plus que I'action de U ( sur TC)\I[
[33, prop. 4.3.2]) que le module de Jacquet (classique) [p(p) (7 () # 0 (o0 B(Fy)
désigne le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur), en particulier, la représen-

n’est pas nulle. On en déduit alors (e.g. voir

tation m, [ n’est pas supercuspidale. Soit 0 # v € 757\1 [ un vecteur propre pour Uj
et S, 1 de valeurs propres respectives a; (, b, ;. Par la loi d’adjonction pour le module
de Jacquet classique (¢f- [33, (0.2)]), on obtient une application non nulle

GLo (F
(Indiy 2" unr (b, /a;,0) @ unr((, )™ — w0,

d’ott on déduit alors que (T, ( étant irréductible)

> si a)?[ + b;\,[,€2d[v°b;\,1, 73, est isomorphe a

GLo (F
(IndBU?[() 0 unry (b)\,[/ah,[) ® unr[(a;\,[))oo

=~ (Indg’zf‘[()F[) unry (d)\"[/gdl’o) ® unry (gdllob)\,[/d)\"[))ooQ

> si air = by, ™ est unique représentation quotient (de dimension infinie
. . . . GLy (F,
sur E) de la représentation réductible (IndB(Zﬁl() 0 unr(a ) @ unrg(a, ())>;
> sia) = EQdLOb;\’[, T, = unry (a;\,I/éd[vo) odet est 'unique représentation quotient

de la représentation réductible (IndE(LﬁI()F[) unr[(au/ﬂdl,o) ® unry(a, ()

2
A
Soit £ € Sg. On associe a une représentation lisse irréductible 7, de G(Qy), par les
isomorphismes (cf. 2.1.4)
GE&) — & x Doz, &) — & x &I x (Deg &))" x (Dog &)%,
une représentation BC(w;) de G(&7) sur E en posant (¢f. [46, p. 199])

BC(TE@) = (kp)\c o C) ® (&I)) o C) R e Q Ty

En fait, on peut associer une représentation BC(n;) de G(&7) a une représentation
lisse irréductible ©t, de G(Qy) pour toute place finie ¢ de Q sauf un nombre fini (on
renvoie a [46, p. 199] pour les détails). Noter que I'on a

G(&) =& x GLa(F @ Q)

pour toute place finie ¢ de Q vérifiant que x ¢ S(D) (I’ensemble des places de #
ou D est ramifiée) pour toute place x| ¢ de .7 .
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5.2.2. Représentations automorphes. — On donne des rappels sur des représenta-
tions automorphes de G. On utilise [46, §VI] comme référence. Mais noter que les
résultats dans cette section ont été obtenus (essentiellement) dans [21], [62].

Soit 7 une représentation automorphe irréductible de G sur C (donc sur @p via
I’isomorphisme ¢ : @p =~ C), n admet une décomposition

!
TCETCOO®®W
l

ou ¢ parcourt toutes les places finies de Q. Notons ¢ le caractere central de ©. Noter
que I'image du plongement naturel AZ — G(A) (induit par & ®g A — D®g A) est
contenue dans le centre de G(A).

Soient ¢ € Sg, A |¢ une place de &, comme dans la section précédente, 7, admet
une décomposition 7, 2 ¢ @; avec ¢; un caractere de QZ et m; une représentation
irréductible de (D ®g ;- Q;)*. Considérons le caractere ¢ & de

EXEX XX = QY X Q.
Ona (¢ §2.1)
(5.2.2) bz &% (@, ) = . (ab)yr; (D)

pour tout a € &, b € &, ou {5, désigne le caractére central de ;. En particulier,
ona ; =, |&x comme caracteres de Q.
Soit £ une représentation algébrique de G de dimension finie sur C, on dit que
Too €St cohomologique pour £ s’il existe i € Z>q tel que (cf. [46, §VI.2])
H'(Lie(G(R)) ®r C,U oo ® £) # 0

ou Lie(G(R)) est I’algebre de Lie de G(R), et ou U, défini comme dans [46, p. 92]
(noté U 1a), est un sous-groupe connexe et compact maximal de G(R). On définit
une représentation algébrique = de

Res) (G xg &) x C= (G x C) x (GxC)
en posant = := £ ® £. Notons £g la restriction de = a Resg (G x@ &) (R). Rappelons
que
Res) (G xg &) (R) 5 G(&x) > &X x (D @z, Ex)* — C x GLy(Fx)
(ol & = & ®g R, Fo = F ®q R), et on prend I'abus de notation £z pour
désigner aussi sa restriction a GLo(F ) via le dernier isomorphisme.

Soit ITs, une représentation admissible irréductible de GLo (F ), on dit que Iy
est cohomologique pour Eg s’il existe ¢ € Zxq tel que

H'(My(F o) ®r C,U(0,2)%, Moo @ £g) # 0.

En particulier, I1s, a le méme caractére infinitésimal que £z (¢f. [9, th. 4.1]). Pour
une représentation automorphe IT de (D ®g A)*, notons ¢y le caractére central
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de TI, et IT* la représentation de (D ®g A)* avec IT*(g) := TI((g~!)*) pour tout
g€ (D®gA)*. Daprés [46, th. VI.2.1],on a:

THEOREME 5.2.1 (Changement de base de Clozel). — Soient £ une représentation alge-
brique de G de dimension finie sur C, T = mo ® T une représentation automorphe irréduc-
tible de G(A) avec T, cohomologique pour &. 1l existe une unique représentation automorphe
irréductible BC(m) = (§,11) de AL x (D ®q A)™ vérifiant :
(1) ¢ = (brlax)”s
(2) BC(w), = BC(w¢) pour toutes les places finies de Q sauf un nombre fini (noter que la
représentation BC (1) est définie pour toutes les places finies de Q sauf pour un nombre
fini d’entre elles, voir la fin du §5.2.1) ;
(3) I est cohomologique pour £z ;
(4) (¥ ‘goé)c = E‘goé_l (via goé — G(R) induitparé” RQ R« D RQ R);
(5) dmayx =4/
(6) IT* = I1.

Pour toute représentation automorphe irréductible IT de (D ®g A)*, on note
JL(IT) la représentation automorphe de GLg(A &) associée a II via la correspon-
dance de Jacquet-Langlands (voir [46, th. VI.1.1]). On sait que

JLID)S@®) = 8 (@)
comme représentations de GLg (Ai&f—l))). Ona
JL(IT) = JL(I)Y o ¢
(¢f. [46, p. 199]). D’apres [46, cor. VI.1.2],on a:

PROPOSITION 5.2.2. — Soil IT une représentation automorphe irréductible de (D ®qg A)™,
les conditions suivantes sont équivalentes
(1) JLT) est cuspidale;
(2) il existe une place x & S(D) de F telle que I1 soit générique (i.e. de dimension infinie
dans notre cas) ;
() pout toute place x & S(D) de 7 , I, est générique.

On dit qu’'une représentation automorphe irréductible © de G(A) est cuspidale
si JL(IT) est cuspidale ou (¢, II) = BC(w). De la méme facon que dans la preuve de
[22, cor.7.9.4], 0on a:

LEMME 5.2.3. — Soient k1 € Z>3, ko s € Z pour tout 6 € Zy. Pour une représenta-

tion automorphe irréductible 1 = Too @ T de G(A) sur C avec no cohomologique pour
Q(W(ﬁz[,’@x,,)) (¢f. (3.2.5)) sl existe c € Xy, tel que k1 5 > 2, alors T est cuspidale.
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Démonstration. — Soit (¢, IT) = BC(w), par [46, th. VL.1.1], la représentation auto-
morphe JL(IT) de GLo (A &) apparait dans le spectre discret. D’apres [58], si JL(IT)
n’est pas cuspidale, il existe un caractére automorphe de A’ tel que

JL(IT) 2 5 o det.

Mais ceci n’est pas possible s’il existe 6 € X, tel que k5 > 2, puisque JL(IT)s a
le méme caractere infinitésimal que g(W(ﬁzp’ﬁzp) )& (voir la discussion au-dessus du
théoréme 5.2.1). i

5.2.3. Représentations galoisiennes. — On donne des rappels sur les représenta-
tions galoisiennes qui apparaissent dans la cohomologie étale des courbes de Shimura
unitaires (autrement dit, qui sont associée aux formes modulaires classiques sur les
courbes de Shimura unitaires, voir la proposition 5.2.7 ci-dessous).

Soient k1 ; € Z>9, kg 5 € Z. Pour tout ¢ € Xy, considérons le E-espace vectoriel

HY (7 sy hes)) = lim, HY (Mgg, 7 sy hes)) @p E

ou 7" (ﬁx,,’@xp) est le systéme local associé a la représentation algébrique W (’ilxp’@x,,)
(voir §g.2.1) avec K parcourant tous les sous-groupes ouverts compacts de G(A*).
Il est muni d’une action continue de Gal(Q/.%) et d’une représentation lisse
admissible de G(A®), on a donc une décomposition de Gal(Q/.F) x G(A®)-
représentations :

(5-2.9) Hét(y(ﬁzﬁ’@zﬂ) AN @noo ® R(m™)
Trw

ou ©™ parcourt toutes les représentations lisses admissibles et irréductibles de
G(A®) sur E, et ou R(x™®) (éventuellement nul) est une représentation continue
de Gal(Q/.%") de dimension finie (qui est réalisable sur une extension finie de E).
Rappelons (e.g. voir [46, prop. IIl.2.1]) que R(7*>°) # 0 si et seulement s’il existe une
représentation Ty, de G(R) sur C telle que 7 := o ® ¢(7™) soit une représentation
automorphe de G sur C et

H' (Lie (G(R)) ®r C, U oo ® ¢(W Mz, h2x)))) £ 0.

Fixons une représentation lisse admissible et irréductible ©*° de G(A*) telle que
R(m™) # 0 dans la suite.

Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(A®) tel que (z>®)X £ 0. Les opé-
rateurs de doubles classes [KgK] agissent sur ce dernier pour tout g € G(A*). Il
existe en fait un ensemble fini Sxo (avec Sxo N S(K¥) = @, voir la remarque 5.2.4
ci-dessous), qui ne dépend que de K¥, des places finies de .# contenant toutes les
places au-dessus de p tel que R(7™)y = R(7™) |ca(7,/7,) est non ramifiée pour
toute place finie x € Sgo de 7 .

REMARQUE j.2.4. — On saitque S(K¥) (¢f notation g.2.9) contient toutes les places
(A, [) sauf un nombre fini qui vérifient que la place de Q au-dessous de (2,[) est
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décomposée dans & . Par la discussion du §3.2.3, R(7®), est non ramifiée pour
toute place finie x € S(K?). Notons §'(K¥)g I'ensemble des places finies ¢ de Q
inertes dans & telles que ¢ vérifie les conditions dans [46, 1. 12—14, p. 199], et que
le sous-groupe ouvert compact K, := KNG(Qy) de G(Q;) est maximal. On voit que
§'(K%)q contient toutes les places finies de Q inertes dans & sauf un nombre fini.
Notons §'(K) I'ensemble des places de .# au-dessus des places dans §'(K9)q.
Soient ¢ € §'(K®), w; une représentation lisse, admissible et irréductible de G(Qy)
telle que nff # 0, on voit par la définition de BC(w;) (dans [46, p. 199]) que BC(mw;)
est une représentation non ramifiée de G(&7). On déduit donc de [46, th. VIL.1.g et
cor. VIL.1.10] que R(n™), est non ramifiée pour toute x € §'(K¥) (a condition que
()X £ 0). On peut donc choisir Sgo comme le complément de S(K®) U S'(K®)
dans I’ensemble des places finies de .7 .

Si K est maximal en p (resp. Iwahorique en p), alors la E-algebre
2 (S(K)) := %(S(Kp))[Xu,p,Yu,p,Xu,ﬁ]

(resp. Z(S(K)) = 2 (S(K®)) [X;,SO’Y“,KJ’XMI;]) agit sur (7*)%X via un morphisme
de E-algebres
Yoo : Z(S(K)) — E

qui se factorise a travers une extension finie de E.

LEMME 5.2.5. — Gardons les notations précédentes, on a Yz (y,,, p) € ﬁ;f .

Démonstration. — Notons ag := Yz (%, p) , etunry(ag) le caractére de Q;f envoyant p
sur ag. Par (5.2.2), on a unry(ag) = clodn |&x O T = oo ®¢(T™) estune représen-
tation automorphe de G sur C telle que 7 soit cohomologique pour ¢(W Uy, koy))y,
et ou Y est le caractére central de w. Comme 7o et g(W(ﬁzﬁ’@Ep)) ont le méme ca-
ractére central, on en déduit

s\ Soes, (2hy otk o—2
‘l)rr\(g@@R)X = ((COUOO) ®1d)2 62/)( 2 1 )

(yr est dit algébriqgue dans ce cas, voir [46, p. 20]). On obtient alors un caractére 4/
continu de AZ /& *Cx a valeurs dans @; tel que (cf. [46, p.21])

V(x) = (Yr(2) ((cou00) ® id)(xoo)_2662{7(2k2’5+k1’ﬁ_2>)
((C ° u) ® ld) (Xﬁ)Zerp(QkQ ot+k1,6—2)
pour tout x € Az (00 x € (£ ®QR)* ct %, € (£ ®g Q)*). Ona

/ —1
Vigx =< odrigx

et donc unry(ag) = ¢/ |&x . Mais via I'isomorphisme

Artg 1 AL /EXCX = Gal(& /&)™,
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le caractére |/ |x correspond en fait a un caracteére non ramifié de Gal(@p/ Q)
d’ou on déduit ag € ﬁEX.

Soit (2,[) € S(K®) (ou (1, 1) = (u,p) si K est maximal en g), notons
Leoo ) (X) 1= X% = yro0 (X, )X + 0110y (25 0 ¥o0 € E[X]

avec o.(; [y, o ([ ses deux racines dans E. Pour tout (1,[) € S(K?), la représentation
non ramifiée R(TCOO)(;\"[) vérifie (¢f. (3.2.13), voir [21, th. A] et [46, cor. VIL.1.10])

Ly 3.1y (Frob &{I)) =0

ou Frob ;) € Gal(@g/y_(m)) désigne le Frobenius arithmétique.
Supposons w cuspidale. On a (e.g. voir [46, cor. VI.2.7 et cor. VIL.2.10])
dimg R(7*) = 2m;
ol m est la multiplicité de = dans I'espace vectoriel L2(G(Q)\G(A)) (qui ne dépend
pas du choix de 7, e.g. voir [46, cor. VI.2.7]), et il existe une (unique) représenta-
tion semi-simple p(7>°) de Gal(Q/.7 ) de dimension 2 sur E telle que
R(TCOO>SS -~ p(TCOO)EBm:
ou R(m™)* désigne la semi-simplification de R(7°°). Notons que p(7™) est réalisable
sur une extension finie L de E.
Soit K un sous-groupe ouvert compact de G(A®) tel que (z*®)X #£ 0. La repré-
sentation
o (%) 1Gal(Q¢/F5.1))

est non ramifiée avec Ly ; 1) (Frob ~1 ) = 0 pour tout (),[) € S(K®). La représen-

.0
tation
(™) g = p(7™) 1Gal(Q)/ F ()

de Gal(@p /F, ) est potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate
( - (kQ,G + kl,c - 1)’ _kQ’G)GeZp

(¢f. [46, th. VIL.1.g], voir aussi la proposition §.3.9) (la convention que ’on adopte
pour le poids de Hodge-Tate du caractere cyclotomique p-adique est 1). De plus,
d’apres [66, th. 2.2] (voir aussi [4, th. A]), lorsque le groupe K est maximal en g, la
représentation p(n>),, est cristalline et I'action L-linéaire de o sur Dar (p(™)y)
(et Dgr (p(7*°)p )+ pour tout T € X,) vérifie

(5-2.4) (97)% = Yroe (Xup ) 9™ + Yroo (£ o Yo P = 0.

Lorsque K est Iwahorique en p (¢f. 'exemple 3.1.4), la représentation p(w™),, est
semi-stable (¢f. [66, th. 2.2], [4, th. A]) avec les valeurs propres de cpdo sur Dar (p(7%°) o )=
(pour tout T € X,) données par yz (tht,@) et

Yroe (Yu,p )YT:OC (Xu,],(lo )de/YTEOQ (Xmlt,p )
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LEMME 5.2.6. — Avec les notations précédentes, on a alors
e (Xip)? 7 Yroe (Vg ) Yroe (L 0 7%

Démonstration. — Selon la discussion au §5.2.1 (i.e. le cas (2)), si

! 2 2d,
Yroe (Xu,p ) = Yroo (Yu,p )YTEOO (X u,pd() )ib 0,
alors (Tczo)u,p est de dimension 1 sur E. Mais comme 7 est cuspidale, d’aprés le
théoréme 5.2.1 et la proposition 5.2.2, (7':;;0)%p doit étre de dimension infinie, ce qui

est une contradiction. a

En particulier, si yroo (X!, )2 # Yno (Y, Yﬁoo(xu)pdo), p(m>)y est cristalline. En-
fin, selon la proposition 5 2 2, lhypothese que 7 est cuspidale est équivalente aux
conditions équivalentes ci-apres :

> il existe une place (1,1)]¢ € S( K‘”) (resp (M) € S(K®) U {(u, )} si K estde

plus maximal en p) telle que o () o [) £ (o,

> oc() Ho x 0 # (¥ pour toute place (1,[)[¢ € S(K®) (resp. pour (1, [) €
K®)U{(u,p)} si K estde plus maximal en p).

Sment T € Xy, et h une forme modulaire classique de niveau K de poids
(hxl),k_gzp) sur (1,E) (¢f définition 3.5.3), y,-propre pour Z (S(K¥)) (avec
p 2 (S(K®)) — E un morphisme de E-algébres), alors il existe une représenta-
tion lisse admissible et irréductible ©t;, de G(A™) telle que

Th A0 Ym, =1n et R(m) #£0.

En effet, on a des isomorphismes équivariants sous I’action de .2 (S(K?)) (¢f. (3.2.7),
(5.2.3) etla proposition §.9.10) :

Hy (Mg, 7 Msples)) @p E = H, t(MKQp’YJ( by tes) (R, E)) @p E
= @ > ®R(Tt ),
T:OO

Hj (Mg g, n"Msk2x) (R'e,E)) @g, Bk > ([ H'((Mk)<p,V+)) ®F, Bar,
e,
d’ou l'existence de 7. On dit que % est cuspidale s’il existe une représentation mw,
de G(A™) ayant les propriétés ci-dessus et vérifiant de plus que ¢(7;) ® oo €St cus-
pidale pour une certaine représentation m, de G(R) telle que ¢(7n;) ® T sOit auto-
morphe. Si c’est le cas, notons

on = (™),
qui est une représentation de Gal(Q/.%) de dimension 2 sur E (quitte a augmen-

ter I s’il faut) vérifiant les relations d’Eichler-Shimura (§.2.14), et qui ne dépend pas
du choix de m;, (par le théoréme de densité de Chebotarev). Lorsque K est maximal
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en o (resp. Iwahorique en p), on suppose que vy, s’étend en un morphisme encore
noté

Yh: 2 (S(K)) — E,
et que h est aussi yj-propre pour les opérateurs X, o, Yy, et Tup (resp. yj-propre
pour les opérateurs X, ,, Yy, et T.up)- Pour WD e S(K?) (ou (W) = (u,p),

Uy
¢ = p lorsque K est maximal en ), notons

Ly (X) = X* = v (X ) X + Yh(Y;\,[)Yh(Xx,gdx,o)éd['o € E[X].

De ce qui précede, on obtient :

PROPOSITION §.2.7. — Soit h une forme modulaire classique cuspidale de niveau K et
de poids (ﬁzp,k_gzp) sur (t,E), yy-propre pour Z (S(K®)) (pour Z (S(K)) si K est
maximal en © ou Iwahorique en ©) de valeurs propres dans E, alors il existe une représentation
continue o), de Gal(Q/.F) de dimension 2 sur E ayant les propriétés suivantes :
(1) La représentation oy, = 0 |Gal(F,/.7,) €St non ramifiée pour toute place finie x & Sko
de F (cf. remarque 5.2.4).
(2) Sur gj .1y, on a Ly, 1y (Frob (’)\1’[)) = 0 ou Frob ;) € Gal(@g/zu)) désigne le
Frobenius arithmétique pour tout (2, 1) € € S(K?).
(8) La représentation ppg, = Qi (u,p) st potentiellement semi-stable de poids de Hodge-Tate
(_(k2,c + kl,c -1), _kQ,G)seZ@-
De plus, si K est maximal en @, alors gy, est cristalline et Uaction E-linéaire de o sur
Dar (ph,p )o (pour tout 6 € ) vérifie

L (up) (97) = 0.

Si K est Twahorique en @, ¢, est semi-stable avec les valeurs propres de cpdo sur Dar (Pr,p )o

(pour un ou tout 6 € X,) données par vy, (X et

!
u,Q )
T Vap )T (L P /10X )-

Dans ce cas, g, est encore cristalline si Yh(X’ZL,g) )2 # v (Y )'\{h(xul)do )

5.3. Formes compagnons surconvergentes

5.3.1. Représentations cristallines de Gal(@p/ F,) de dimension 2. — On donne
des rappels sur les représentations cristallines de Gal(@p/ F,) de dimension 2 sur E
et on introduit quelques notations supplémentaires.

Soient ki, € Z>9, ko s € Z pour tout ¢ € X, et V une représentation cristalline
de G, := Gal(@p/ F,) de dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate

(koo +1—kig,—ke c)oex,-
Par la théorie de Fontaine (¢f. [42], [44]), on obtient un ¢-module

Dy := Deyis (V) = (V ®Qp Bcris)GFgj
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qui estlibre de rang 2 sur F, y®q, £ muni d'une action F, g-semi-lin€aire et E-linéaire
de . De plus, on a un isomorphisme naturel

Gp,
D := DO ®Fp,0 F@ = DdR(V) = (V ®Q[; BdR) Fﬂ.

En particulier, D est muni d’une filtration de Hodge donnée par des sous-F, ®q, E-
modules. Notons

So0:={0:F0—E} et Z,5:={c:F,—>E; SiF, = 50}
pour 6y € X, 0. De I'isomorphisme

Fgo,O ®Ql/ E = H E, a®b— (G(a)b)gezp’o

GEZQ,O

(resp. F, ®q, E = I; E, a®br— (c(a)b)gegp),
GEZy

on déduit que Dy (resp. D) admet une décomposition Dy = [] Dy (respecti-

Gezp,ﬂ
vement D 5 HGEE«) D). De plus, on a un isomorphisme

(5-3-1) Dogy @1y Fo — II Do
6€Z06
pour tout 69 € X,0. Noter que I'opérateur ¢ sur Dy envoie Dog, sur Dy g1
ou Fr:F,o— F,o désigne le Frobenius arithmétique. Le F, ®q, E-module
D = Dy ®r,, I, est donc muni d’une action E-lin€aire de o donnée par ¢ @ id.
Supposons d’abord le g-module Dy semi-simple, i.e. pour tout 6y € X, il existe
¢sy» €so € Do, tels que

DO,GO = Eeco D E?GO

et qu’il existe a,a € EX avec ¢(eg,) = ey opr1s o(es,) =a do

Cs,0r-1 - Notons o :=a
@ :=a% qui sont donc des valeurs propres de ¢ sur D, pour un (ou de maniére

équivalente tout) ¢ € X,. Soient ¢;, ¢; € D; pour tout ¢ € X, tels que

(36)662@50 = €g, ®1 et (ZG)GGZQ’GO = zc() ®1
via 'isomorphisme (5.3.1) pour tout 6y € X9, on a alors
d do ~
00 (es) =ae; et @0(e5) = o e5.

Comme V est de poids de Hodge-Tate

(_k2,6 +1- kl,c’ _k2,6>662g7>
il existe (a5,a5) € E x E\ {(0,0)} pour tout ¢ € X, tels que

D, sij < kQ’G s
FiV Dg = § E(ages +aoes) Sihoo<j<hog+kio—1,
0 Sij>hog+hig—1.
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Si o« # o, notons

Zp(a):={c€Zy;ac=0}, Zp(x):={c€y; a;=0}.
Noter que Zp(x) N Zp(x) = & pour tout ¢ € Z,. De plus, comme le g-module
filtré D est admissible, on a (voir aussi [15, lemme 3.4])

Ugﬂ(&) + U@(a) = Z (2k2,6 “l‘kl,s - 1);

e,

Dokeot+ D (hio—1) Svp() < X kes+ X (kig—1).
cEY, oeZp(x) S o#Zp(a)

En particulier, pour | C %, on a Zp(a) N J = & lorsque
vo(x) < DY ks +inf{ky s —1}.
cef

ceX,
Si o = «, notons Zp := Z,.
Supposons maintenant le ¢g-module Dy non semi-simple, alors les valeurs propres
o, @ de % sur D, sont les mémes pour un (ou de maniére équivalente tout) ¢ € .
Dans ce cas, on note

Zp = {c €2y Fil/ D est stable par <de, pour kg o <j < ky o+ ki — 1}.

5.3.2. Formes compagnons surconvergentes. — On montre I'existence de formes
compagnons surconvergentes par la méthode de Breuil-Emerton [17, th. 4.3.3]).

Soient ki, € Zsg, k9 s € Z pour tout ¢ € Xy, K un sous-groupe ouvert
compact de G(A*) maximal en p. Soit g une représentation indécomposable de
Gal(Q/.) de dimension 2 sur E qui apparait (comme sous-représentation) dans
H g[(M j< N (ﬁx,,’@xl,)), il existe donc une représentation = lisse admissible et
irréductible de G(A*) sur E telle que p soit une sous-représentation de R(w™) et
()X £ 0 (¢f §5.2.3). Notons

v:Z(S(K)) — E

le systéme de valeurs propres de .2 (S(K)) associé a p sur (7®)X. Supposons qu’il
existe une représentation T, admissible irréductible de G(R) et cohomologique
pour c(W Hoes, kes)y telle que 7o ® ¢(m™) soit cuspidale, on a donc

OO)'

p=p(r

Notons
Po = P1Gal(@y/ F(ug))

qui est alors une représentation cristalline de Gal(@p/F@ ) (par (5.1.6)). Notons o, o
les valeurs propres de 9% sur Dgr (pp )= pour tout T € %, on a alors ad ! £ ¢F! car
T est cuspidale et (nOO)K # 0 (voir le §5.2.1 (1) et la proposition 5.2.2). La représen-
tation p, de Gal(@[,/Fp ) est de poids de Hodge-Tate (— (ko s+ k1,6 — 1), —ko ,G)Gezp.
On peut attacher a p une forme modulaire classique (et cuspidale) k. de niveau K
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de poids (hzl;’k_22p) et y-propre pour .Z (S(K)) sur (7, E) pour tout T € X, par
les théorémes de comparaison p-adique (¢f. ci-dessous). En effet, étant donnée une
injection de représentations galoisiennes

0p — Hélt(MK,@p,W(ﬁz,;@zp)) [Z(S(K)) =]
(ou *[Z(S(K)) = vy] désigne le sous-espace vectoriel sur lequel 2 (S(K)) agit

par v), on en déduit une injection de E-espaces vectoriels filtrés équivariante sous
I'action de ¢

Dar (po )= ~— H' ((Mg)=, V=)
pour tout T € X,. En particulier, pour kg . < j < kg : + k1 — 1, on obtient une
injection de E-espaces vectoriels (¢f. proposition §.3.9) :
o1 (kg okey )

(5-3:2)  FilV Dar(p(n™) )z s HO(Mg)zp,Foi =) [ (S(K)) = v]

pour tout T € X,. Il existe donc une forme modulaire 4., y-propre pour .Z° (S(K)),
de poids (th, k_gzp) de niveau K sur (7, E) telle que I'image de I'application (5.3.2)
soit engendrée par h; pour tout 7 € Z,. La forme modulaire % est dite attachée a o.

Notons pour simplifier
Do := Deris(pp) et D:= Dar(pp)-

Comme on a vu dans la discussion au §5.2.3, les «, « € E (quitte a augmenter E s’il
faut) ne sont autres que les deux racines de

Lup(X) = X2 =¥ (X)X + % (1, )T (V) € E[X].
Voyons h. comme forme modulaire sur Mg (o)~ via I'injection naturelle
kg ke ki ok
HO (M)~ FAE %)) s HO (M (), S5 25),
et posons
(5-3-3) ey i= Pup(he) — othe, heg i= Py (hs) — @he,

(voir (8.3.27) pour lopérateur @, ) qui sont aussi des formes modulaires
sur Mg (9)-E-

LEMME 5.3.1. — Les formes h-y el h. 5 sont non nulles.
Démonstration. — Supposons que h., soit nulle (le cas de &,z est analogue), par
(3.9.27),0ona

og (h=(A/C, V0, a8 ) = ahe (A,1,0,09)
pour tout L-point (A,1,0,49) de (M), avec C un sous-(u, p)-groupe d’échelon 1
quelconque de A et pour toute extension finie L de E. On en déduit que 'on a
Xup(h:) = (¢+ 1)ah: (¢f (3.3.25)) et donc « = g, une contradiction. a

LEMME 5.3.2. — Ona X, ,(hey) = oheg et Xy o (hez) = ohez.

U,0
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Démonstration. — On a
X;p(h—m) = X,’W 0@y (k) — ocX;’@(h-_)

= Pd"xu,,,do o Yyo(h:) —a(Xup — Pup ) (he)
=aoh: —o(e+ o)h: + oDy, (h)

= ohry

ou la deuxiéme égalité provient du lemme §.9.16 et la troisieme découle du fait que
, « sont les deux racines de L, (X). De la méme fagon, on a X;,@(hr,&) =dh5.[]

On dit que h.y (resp. h.z) est la forme p-stabilisée associée a h. par rapport a o
(resp. o).

Supposons « # @, soient ez, & € D: := Dar(py )= des vecteurs propres de ¢%
avec o (e;) = ae. et 9%(2;) = % ¢,. Il existe donc (a-,a-) € E x E\ (0,0) tels que

h:=aze: +a-e;

(¢f- §5.3.1). On voit par définition de h, que v € Zp(a) (resp. T € Zp(a)) si et
seulementsi @ = 0 (resp. a; = 0). On a comme dans [17, th. 4.3.3] :

THEOREME 5.3.3. — Soit T € X, alors T € Zp(«) (resp. T € Zp(a)) si el seulement s’il
existe une forme modulaire surconvergente g~ de niveau K et de poids

( —ko - — ki +2,ko 15 hzl]\{f}a k_QZ/,\{r})

sur (7, E) , vecteur propre pour les opérateurs de Z (S(K®)) et les opérateurs X{W, Yo, 1, »
de mémes valeurs propres que h-, (vesp. h- 3 ), telle que

k-—1 -1

(ge) = hew  (resp. 05 (g) = hoz).

Démonstration. — On a 1 € Zp(«) si et seulement si 0 (h;) — ah, = 0 (dans I'es-
pace vectoriel H! ((Mg)-., V-)). Soit r €]0, q_+1 [NQ, par la proposition 5.1.5, ce qui
équivaut a la nullité du vecteur

) (kiy koy )
(5-3-4)  Pug(he) —ahe € H' ((Mg)Sy, Va) 2 H(Mg) S, Fop ™ =)

/eﬁlﬁil (HO ((MK)E;Z, yT(’EkQ 'T_k1’7+2’k2»T;ﬁZﬁ\{r}’@Ep\{T}))) )

Donc 7 € Zp(«) si et seulement si

. . kg n—hy <42,k <k s
D@y (hs) —ahs € ol 1(H0((MK)§2,<5”¢(,E BETTRTANAE *Zzﬁ\{’}))).

, . k-1 . P . > e
Comme l'application 6;"" " est continue et équivariante sous 'action de X/ s Yups
Ty € de AZ (S(K®)) (voir la discussion au-dessous de la preuve du lemme 5.1.4),
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I'image réciproque W du E-espace vectoriel engendré par ®y (k) —ah: est un sous-
E-espace vectoriel fermé du E-espace de Banach (ainsi W est aussi un E-espace de

Banach)

HO (M) S, 525 2R )
stable sous I'action des opérateurs de Hecke. De plus, X,’w agit sur W par un opé-
rateur compact. Il existe donc une forme (e.g. en appliquant la théorie de [75] & W

et X{W)
: —hy k1 42k kg ok
g € HO((MK)TSE’y:,E BT gzp\{r}))
propre de mémes valeurs propres que h_,. pour 27 (S(K®)) et X, ,, Yup et Ty telle
que 6}?”—1 (g:) = hey.Le cas de Zp(a) est analogue. a

On dit que g. est une forme compagnon surconvergente de h-, (resp. de h_ 73 ).

Supposons maintenant o = o (il y ayant alors deux cas :Dy est g-semi-simple ou
non @-semi-simple), de la méme facon, on a :

THEOREME 5.3.4. — Soit T € X, alors © € Zp (cf. §5.3.1) si el seulement s’il existe une
forme modulaire surconvergente g. de niveau K et de poids

(ko x — ks +2,ko < hgp\{ﬂu k_QZ,,\{'r})
sur (7, E), vecteur propre pour les opérateurs de 7 (S(K®)) el X{W, Yip ety 0 de mémes
valeurs propres que h-y, = h- 5 , telle que

k-1
T

6 (gz) = hrg.

REMARQUE 5.3.5. — On notera que Dy est conjecturalement ¢-semi-simple, cf. [43,
§2.4].

En termes des opérateurs U, et S, (c¢f. exemples 3.3.14 et $.3.15) : notons agp :=
Y(Xu,p) € 7y (¢f lemme 5.2.5) et unry(ag) : QF — E* le caractére non ramifié
de Q[f envoyant p sur ag. Considérons unry(ap) comme caractére non ramifié de
Gal(@[,/ Qp) via I'isomorphisme Wé‘;’ = Q[)X de la théorie du corps de classes local

(normalisé par envoyer un Frobenius arithmétique sur p~!). Posons
-1 _
0o = po ®r (unry(a0) ™ cal@,/r,))

qui est une représentation de Gal(@l,/ F,) cristalline de dimension 2 sur £ de mémes
poids de Hodge-Tate que g, et notons

D6 = DcriS(Pgo)’ D= DdR(PIp) .

d

On voit que o := aad"oc, @' := a;™ % sont les valeurs propres de ¢ sur D. pour

tout T € X, et sont les deux racines du polynéme

X2 —y(Tp)X +py(S,) € E[X].

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2017



144 CHAPITRE 5. FORMES COMPAGNONS SURCONVERGENTES

Ona:

> Zp (&) =Zp(a), Zp(a') =Zp(a) sia # @ ;

> Z[):ZD/ sioc:?i;

> Up(hey) = o'hey et Uy(hez) = @'he 5

Enfin, signalons que la forme compagnon surconvergente g- (si elle existe) de h-,
(resp. h. 3 ) dans les théorémes 5.3.3 et 5.8.4 est propre sous l'action de U, et S, de
mémes valeurs propres que hr, (resp. .z ).
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CHAPITRE 6

REPRESENTATIONS LOCALEMENT Q)-ANALYTIQUES

Au §6.1, on donne des rappels sur les représentations localement analytiques
des groupes p-adiques F,-analytiques. On généralise (de facon essentiellement tri-
viale) une partie de la théorie de Fourier p-adique a la Schneider-Teitelbaum [68]).
On rappelle le foncteur de Jacquet-Emerton (pour les représentations localement
Qp-analytiques, ¢f- [33]) au §6.2. Dans la section 6.3, on montre certaines lois d’ad-
jonction pour le foncteur de Jacquet-Emerton, que 'on utilisera dans le prochain
chapitre.

Dans ce chapitre, G désignera un groupe p-adique Fy-analytique. On prendra
garde a ne pas confondre ce groupe avec le G du groupe unitaire des autres cha-
pitres.

6.1. Représentations localement Qj-analytiques

6.1.1. Généralités. — On donne des rappels sur les représentations localement Q-
analytiques des groupes p-adiques F,-analytiques et on introduit des notations

Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur F, avec ¢ son algeébre de Lie
(sur Fy,), notons F
Gy := ResQi G.

Alors G := G(F,) = G (Qy) estun groupe p-adique Fy-analytique. On a une décom-

position
g®g, £ [] 8 ol g5 =8 ®F,q k.
GEZW
Pour | C 2, on note
© q] = Hgg.

o€/

Une représentation algébrique V de dimension finie de Gy sur E est appelée une
représentation Qy-algébrique de G. On voit que V est munie d’une action naturelle Q-
linéaire de g (donc d’une action E-linéaire de 9z, & 4 QQ, E). Soit | C X, on

dit que la représentation V est [-algébrique si I'action de gz sur V se factorise a
travers (.
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Soit V' un espace vectoriel topologique localement convexe et de Hausdorff sur £

(¢f- [67, §4]) ; notons
g (G, V)

le E-espace vectoriel des applications localement Qj-analytiques de G a valeurs
dans V (¢f. [70, §2]). Ce dernier est muni d’'une topologie localement convexe
(¢f. loc. cit.) et d’une action continue de G donnée par

(6.1.1) (gN(g) = /(g

pour tout g,g’ € Get f € ng-an(G’ V). On en déduit une action Q-linéaire de g
sur WA (G, V) par

d
(6.1.2) (- /) (g) == g/ (gexp (i) =0

pour toutr € g, f € U (G, V) et g € G.

Soit | C %, une application f € Z Y (G,V) est appelée localement [ -analytique
si 'action de g ®q, E sur f se factorise a travers g; (cf. [74, déf. 2.1]).

Notons g]‘a“(G,V) le sous-E-espace vectoriel (fermé, e.g. par [74, lemme 2.5]),
muni de la topologie induite, de g Y (G, V) engendré par les applications locale-
ment [-analytiques. Il est en fait stable sous I’action de G.

Soit V' comme ci-dessus, et supposons ¥V muni d’une action continue E-linéaire
de G, on dit que V est une représentation localement Q,-analytique si I'application orbite
00 : g — g(v) est dans Y2 (G, V) pour tout v € V (¢f. [70, §3]). De méme,
soit | C X, on dit que V est une représentation localement [-analytique si 'application
orbite g, : g — g(v) appartienta & /72 (G,V) pour tout v € V (¢f. [74, déf. 2.4]). En
outre, si V est une représentation localement QQy-analytique de G, V est munie d’une
action QQy-linéaire de g donnée par

d
Lovi=— exp(ty) (v) |i=o

pour toutt € g, v € V. Donc V estlocalement J-analytique si et seulement si ’action
de g®q, E sur V se factorise a travers ;. Enfin, pour une représentation localement
Qp-analytique V de G sur E, on note Vj-u, le sous-E-espace vectoriel de V' engendré
par les vecteurs dont les applications orbite sont localement [-analytiques, qui est
stable sous ’action de G et est donc une sous-représentation fermée localement J-
analytique de V.

On note Repy, (G) la catégorie des représentations localement Qy-analytiques de G
sur £, Repy, .(G) la sous-catégorie pleine de Rep;,(G) des représentations locale-
ment Qy-analytiques de G sur des espaces localement convexes de type compact
(¢f- [70,81]), et Repj, . (G) la sous-catégorie pleine de Repy, . (G) dont les objets sont
les représentations localement Qp-analytiques V' € Repy, .(G) vérifiant de plus qu’il
existe une suite croissante {V, }, de sous-BH-espaces (¢f. [37, déf. 1.1.1]) de V stables
par le centre Zg de G telle que V =1lim , V;, (¢f [33, §3.1]).
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6.1.2. Vecteurs S-classiques. — Soient V une représentation localement Q-
analytique de G sur E, § C X, et v € V. Lorsque § # &, on dit que le vecteur v
est quasi-S -classique s’il existe une représentation W de gg de dimension finie sur E,
et une application (non nulle) gs-€équivariante

(6.1.9) W —V

telles que v appartienne a 'image de (6.1.3). On dit que v est S-classique si la repré-
sentation W de gg provient d’'une représentation S-algébrique de G. En particulier,
si v € Vg \s-an> alors v est S-classique (avec W étant la représentation triviale de G).
Enfin, tous les vecteurs dans V' sont dits &-classiques (et quasi-@ -classiques). Le lemme
suivant est évident.

LEMME 6.1.1. — Un vecteur v de V est quasi-S-classique si et seulement si le sous-U(Qs) -
module de V. engendré par v est de dimension finie (ot on note U (%)) Ualgébre enveloppante
d’une algebre de Lie 1)).

PROPOSITION 6.1.2. — Avec les notations précédentes, alors v est quasi-S-classique si et
seulement si v est quasi-c -classique pour tout 6 € S.

Démonstration. — Le sens « seulement si » est clair. Supposons maintenant v quasi-o-
classique pour tout ¢ € §, et notons

I;:={reU(g); L-v=0}
qui est un idéal a gauche de U(q,). Le E-espace vectoriel U(gs)/1; est de dimension
finie sur E puisque I'image du plongement

U(gs)/ I =—V, Lr—1L-v

I'est par le lemme 6.1.1. Comme U(gs) = &, . U(qs), le morphisme

ceS
U(gs) —V r+—1x-v

se factorise alors a travers ®;csU(qs)/I; — V. On en déduit que le sous-U(gs)-
module de V' engendré par v est de dimension finie sur £, d’ou la proposition par
le lemme 6.1.1. a

Soient maintenant § € J, W une représentation localement S-analytique irréduc-
tible de G de dimension finie sur E telle que
(6.1.4) Endg(W) = EndgEp (W) =2 Endg, (W) = E,

et supposons V localement J-analytique.

La représentation duale W" est aussi localement S-analytique. Par [37, cor. 3.6.16],
V @r WY, muni de l'action diagonale de G, est encore une représentation localement
J-analytique de G.

PROPOSITION 6.1.3. — Avec les notations précédentes, alors la composée G-équivariante

(6.1.5) VerW)ps-an®We— VW' @ W —V
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est injective, ou (V QF Wv)j\g_an QEW et Vor WY QW sont munis de Uaction diagonale
de G, et ou le deuxieme morphisme est donné par

(6.1.6) VorW/e@rW —VY 19w @w— w' (w)w.
Noter que tous les éléments dans I'image de (6.1.5) sont quasi-S-classiques.
Démonstration. — La preuve est essentiellement la méme que celle de [37, prop. 4.2.4].

On donne une démonstration pour la commodité du lecteur. Pour une algébre ) de
Lie et une représentation V' de ), on note

(vHh .= {veV'; x-v=0pourtout x € h}.
Le cas § = @ est clair. On suppose § # @. On munit V ®p WY d’une action de

dx, X @z, par

X1,82) - (v@w') = (X1-0) @w' +0v® (L2 w')
(avec I'action de gz sur WY donnée par (¢ -w')(w) = —w' (X - w)). On note

A s, — gz, X35, X+ (x,x).

On a par définition
(6.1.7) V& W) ps-an = (V @k WY)AEEAN) (1 @ WY)AEs)

(ou le deuxieme isomorphisme découle du fait que I'action de gx, sur V et wY
se factorise a travers ;). Comme Endgy (W) 5 Endgg (W) 5 E, par le théoreme du
bicommutant, le morphisme de E-algeébres

(6.1.8) U(gs) — Endp (W) =W e WY, r+— (w—L-w),
est surjectif. On munit U(gs) (resp. W @ W) d’une action de gg x gs par
(L1, L2) - (t) =r1L — 2 (resp. (X1,L2) - (w@w') = X1 -w) @w+w® (L2 -w')).

Donc l'application (6.1.8) est gs x gs-équivariante. En prenant les duaux, on en
déduit une injection gg x gs-équivariante

(6.1.9) WY @ W Homg (U(gs), E)

(ou l'action de gs x gs sur Homg (U(gs), E) est ((L1,L2) - ) (&) = —f(01X) + f(2x2)).
De plus, on vérifie directement que la composition de (6.1.9) avec 'application

Homg (U(gs), E) — E, [+ f(1)

est égale au morphisme canonique WYQrW - E, w'Qw — w'(w). On déduit enfin
de (6.1.9) une injection dx, X @s X gs-€quivariante

(6.1.10) Ve W'®r WV g Homg (U(gs), E) — Homg (U(gs),V),

ou ’action de gz, X §s X gs sur VepWY®pW (resp. Homg (U(gs),V)) est donnée
par
(X1,20,L3) - (v@w @uw) = X1 -v) Q' Quw +v® (Lo -v) Quw+vuw @ (L3 - w)
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(resp. ((£1,%e,%3) - /)(x) =1 (f (X)) — f(Xer) + f(xr3)). Noter que la composition
de (6.1.10) avec 'application

(6.1.11) Hompg (U(gs),V) —V,  f+— f(1)
n’est autre que (6.1.6). On note
A1 gs = gs X gs X §s — gz, X G X g5,  Lr— (L, L,0).

Par (6.1.7), on aalors (V ®@g WY) p\s-an @ W 22 (V @ WY @ W)212(3) . On conclut
par le lemme suivant. i}

LEMME 6.1.4. — Lapplication (6.1.11) induit un isomorphisme de I -espaces vectoriels

Homy (U(gs), V)™ = v

Démonstration. — L’application V. — Hompg(U(gs),V), v — (X — (¥ -v)) est un
inverse de (6.1.11). Son image est bien contenue dans HomE(U(gS),V)Al‘Z(gS), et
I'application induite V. — Homp (U(gs), V)*12(35) est bijective. a

REMARQUE 6.1.5. — Avec les notations de la proposition 6.1.4, il y a un isomor-
phisme canonique de E-espaces vectoriels topologiques i : V @ WY = Hompg (W, V)
et le diagramme suivant commute :

VerWYerW —— Homg(W,V) @ W
(6.1.6)l
v =, v
ou I'application Homg (W;V)®rW — V envoie f®w sur f(w) pour f € Homg (W, V)
et w € W. L’isomorphisme i est de plus G-équivariant si 'on munit V @ W" de
I’action diagonale de G et Homp (W, V) de I'action de G par (g- f) (w) = g(f (g w))
pour tout g € G, f € Homg (W, V) et w € W. Enfin, on voit facilement en considérant
I'action naturelle de g; x g; sur Homg (W V) et par (6.1.7), que I'application ¢ induit
une bijection de E-espaces vectoriels topologiques équivariante sous I’action de G

(V @r W) j\s-an — Homgy (W V).

COROLLAIRE 6.1.6. — Soient V € Rep, (G), | C Z,, W une représentation localement
J -analytique irréductible de G de dimension finie sur E vérifiant (6.1.4), V' € Rep,,(G)
localement %, \ J-analytique, alors la composée naturelle
(6.1.12) Homg (V’, (V ®k W)Z@\]—an)

— Homg (V' @p WY, (V ®r W)s,\ j-an ® W) — Homg (V' @1 WY, V),

est bijective, ou la premiére application est donnée par [ — [ ® id, et la deuxiéme est induite

par (6.1.5).
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Démonstration. — Comme (6.1.5) est injectif, (6.1.12) I’est aussi. Pour un morphisme
[:V'®@g WY — V, on note i(f) la composée G-équivariante

ViV e WY er W L2 vepw
avec le premier morphisme induit par E — Hompg (W, W), 1 + id. Comme V' est
localement X, \ J-analytique, i(f) se factorise a travers i(f) : V' — (V ®p W)so\g-
On vérifie que [ — i(f) est un inverse de (6.1.12) a facteur scalaire non nul pres.
Ceci permet de conclure. i
6.1.3. Algebres des distributions. — Soit | C X, avec | # @. Notons
2)(G.E) :== (/™ (G,E)),

le dual continu du E-espace vectoriel & )74 (G, E) muni de la topologie forte. Notons

Py, (G, E) := D5, (G, E).
On dispose d’une projection continue
(6.1.13) g, (G, E) — Z)(G, E)
induite par le plongement (G-équivariant) &J/72%(G, E) — &% 2 (G, E).

Notons [ (G, E) le noyau de I'application (6.1.13).

EXEMPLE 6.1.7. — Pour tout g € G, notons 3, € Z(G, E) (pour tout @ # | C X,)
la distribution de Dirac pour g définie par 8, (f) := f(g) pour tout f € &) (G,E).

Comme dans [70, p. 449], pour £ € g, I'action de § sur g@ﬁ'an(G,E) (¢f- (6.1.2))
induit une application E-linéaire

UG E) — E, [+ ((-1) - f)(1).

Par conséquent, on obtient une injection § ®q, £ — P, (G, E), qui induit une injec-
tion de E-algebres

U(as,) — Zq, (G, E).

Soit | C Zy, ona U(g)) = ®,¢/U(4s) et la projection d’algebres de Lie :qx, — g
induit une projection de E-algebres

(6.1.14) U(ggp) ——»U(g]).
Notons /;(g, E) le noyau de (6.1.14). On voit facilement que la composée
se factorise a travers U(qy), i.e. on dispose d’un diagramme commutatif de E-algebres

(6.1.15) l l

U(g;)) —— Z(G,E).
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PROPOSITION 6.1.8 (¢f [74, prop. 2.18]). — Lorsque G est compact, Ij(G,E) est l'idéal
Jermé engendré par 17 (g, E) .

D’apres Schneider-Teitelbaum, si G est compact, alors 2y, (G, E) est une E-algébre
de Fréchet-Stein (cf. [71, p. 152]) et Z}(G, E) I'est aussi par la proposition 6.1.8 et [71,
prop. 3.7].

Soit V un E-espace vectoriel topologique localement convexe et de Hausdorff,
alors il y a une application naturelle (voir [70, th. 2.2] et la discussion au-dessous de
sa preuve) :

[: %™ (G, V) — £ (D, (G.E),V)

(ou & (V1, Vo) désigne le E-espace vectoriel des fonctions E-linéaires continues de V;
a V) telle que I(f)(3;) = f(g) pour tout f € W (G,V), g € G. De méme, pour
tout @ # | C Xp, il y a une application naturelle

1: &7 G,V) — Z(Z2)(G,E),V).

Par définition (e.g. voir la preuve de [70, th. 2.2]), le diagramme suivant commute :

gl G V) — s Z(Z(G,E),V)

(6.1.16) l l

UG, V) —— Z (D, (G.E).V).

Soit maintenant V' € Repy, (G). Alors V est donc munie d’une action de =@@p(G, E)
donnée par

pove=I(pw) (1)
pour tout p. € QQP(G,E) etveV,otp,:G—V, g g(v) est'application orbite

(¢f- [70, prop. 3.2]). Son dual fort va est donc aussi muni d’une action de Z, (G, E)
donné par

(w- @)= f(p-v)
pour tout f € va etu e gQﬁ(G,E). Par le diagramme commutatif (6.1.16), si V est

de plus localement J-analytique, alors I'action de P, (G, E) sur V, ainsi que sur VY,
se factorise a travers Z; (G, E).

DEFINITION 6.1.9 (¢f. [71, déf. p.176]). — Soient G un groupe p-adique et F,-
analytique, V une représentation localement Qy-analytique de G. On dit que V
est admissible si 'V est un espace de type compact et le dual fort va de V est un
P, (H, E)-module coadmissible (¢f [71, p.152]) pour un (ou de maniére équiva-
lente tout) sous-groupe ouvert compact H de G.

Par la définition des modules coadmissibles (¢f. [71, p. 152]), la proposition 6.1.8
et la discussion au-dessus de la définition 6.1.9, on a:
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LEMME 6.1.10. — Soient | C Zp, et V. une représentation localement [-analytique de G.
Alors V' est admissible (comme représentation localement Qy-analytique de G) si et seulement si
son dual fort V' est un 25 (H, E) -module coadmissible pour un (ou de maniere équivalente
tout) sous-groupe ouvert compact H de G.

6.1.4. Théorie de Fourier p-adique. — Soit y : G — E* un caractére continu de G.

On dit que 7 est localement [ -analytique si y € &/ (G, E).

Notons (Z)q, I'espace analytique rigide sur £ qui parameétre les caractéres loca-
lement Qy-analytiques de &,. En fait, (7))q, est la boule unité ouverte de dimen-
sion d sur E, puisque I'on a &, & Z}‘f comme groupes p-adiques. D’aprées [68, §2], on
sait que pour tout ¢ € X, il existe un sous-espace analytique rigide de dimension 1
de (Z0)q, sur E, noté (7)., qui parameétre les caracteres localement g-analytiques
de @Z,_,. Pour toute extension finie L de E, on a alors

(Z0)s(L) = {1 € (Z0)q,(L) ; 7, estlocalement c-analytique}.
Par la méthode de Schneider-Teitelbaum [68], pour tout J C %, on peut obtenir un
sous-espace analytique rigide sur E de (#9)q, de dimension | ]|, noté (Z9);, qui
parametre les caractéres localement J-analytiques de ¢, de la maniére qui suit.

Notons
(6.1.17) (Z0)1(E) == {1 € (Z0)q,(E) ; 1 estlocalement J-analytique}.
Soit A € 9@1) (@, E), on définit la transformation de Fourier I, de ) (cf. [68, p. 452])
comme la fonction
By (Z0)q,(E) — E, 7 — (%)
On en déduit un isomorphisme de E-algebres de Fréchet-Stein (¢f [68, th. 2.2])
F 9@11 (G, E) —= F((%))Qp,ﬂ)(%)(@p), A— B,
ou F((%))Qp,ﬂz%)%) désigne la E-algebre des fonctions analytiques sur (Z)q,-
De la méme facon que dans [68, §§1—2],on a:
LEMME 6.1.11. — Lensemble (7)) (E) est un sous-ensemble analytique (¢f. [11, §9.5.2])
de (%))QP(E> défini par I = 0 pour tout ) € 1j(&,, E). De plus, F (I](Gp, E)) est

Vidéal de T ((Z0)q,, O 7;)q,) engendré par les fonctions qui s’annulent sur (Z9) (E).

Qp )
Notons .7} le faisceau cohérent d’idéaux de @WO)@;} associé a (%))](E) (cf [11,
cor.9.5.2/7]). 1l existe alors un sous-espace analytique rigide fermé réduit (Z);
de (Z0)q, tel que (¢f. [11, prop. 9.5.3/31)
é&%)j — ﬁ(%})@,]/‘f]'
On vérifie par définition que

(Z0))(L) = {1 € (Z0)q,(L) ; 1 localement [-analytique},

MEMOIRES DE LA SMF 155



6.1. REPRESENTATIONS LOCALEMENT Qp-ANALYTIQUES 153

pour toute extension finie L de E. De plus, comme (#))q, est quasi-Stein, on ob-
tient, en prenant les sections globales, un isomorphisme

L(70)). Criyy) == T(Z0)a Ering, )/ (1 (G E)).

On a donc comme dans [68, th. 2.3] :

PROPOSITION 6.1.12. — La transformation de Fourier % induit un isomorphisme de E -
algebres de Fréchet-Stein :

D)@, E) — T((Z0)], 7, )-

On dispose d’'un morphisme étale (de degré infini, voir la discussion au-dessous
de [68, th. 2.3])

d: (Z0)g, — A g —ky

ou k, estle poids de y défini comme dans la définition 4.4.1. Pour tout | C X,

J ;é_@, il y a alors un diagramme cartésien
(Z0)) —— P0)g,
‘| |
AVT ———  Ad
ou le morphisme en haut est le plongement fermé canonique, et le morphisme en bas

(€étant aussi un plongement fermé) est donné par (das)se; = (dg)oey, avec ag = 0
lorsque 6 ¢ J. On a donc

PROPOSITION 6.1.13. — Soit @ C ] C X, alors (7)) est lisse, striclement quasi-Stein
(¢f [37, déf. 2.1.17 (iv)1), et équidimensionnel de dimension | J |.

Soient @ C J C J' C X, y un caractére localement J'-analytique de &, a valeurs
dans E£*, on dispose alors d’un isomorphisme d’espaces analytiques rigides

Y (%))J/ = (%))j” v — 7y

Notons (%})](X_l) le pull-back de (Z)); (€tant un sous-espace rigide fermé de
(Z0)y) via I'isomorphisme ci-dessus, i.e. (%)](x’l) s’insere dans le diagramme
cartésien suivant :

70,07 —— Z0);

|

T0)y  ——— (o)

Donc (%))](Xfl) est aussi un sous-espace rigide fermé de (7). De plus, la
composée

(Z0)) — (F0)p = (Fa)y
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se factorise a travers (Z);(y) et induit un isomorphisme d’espaces rigides sur E
L
(F4)] — (73)1(2)-

En fait, le sous-espace rigide (Z0);(y) de (Z)) ne dépend que du poids de y :

si ’on note AlJ! (ky) le sous-espace rigide fermé de ATl de sorte que

Aljl(kx)(L) — {g], GLU/‘ R S 6]'\]},

pour toute extension finie L de E, alors il y a un diagramme cartésien d’espaces
analytiques rigides sur E
Z0); (L) —— Zo)y
d d
AVl (k) —— Al

Comme dans [37, §6.4], on peut généraliser tout cela au cas ou ﬁ’p est rem-
placé par un groupe F,-analytique abélien topologiquement de type fini (¢f. [37,
prop. 6.4.1]). On a en particulier (voir [37, prop. 6.4.5—6.4.6]) :

PROPOSITION 6.1.14. — Soit Z un groupe F,-analytique abélien topologiquement de type
fing, alors il existe un espace analytique rigide strictement quasi-Stein 7 ] sur E qui parametre
les caracteres localement [-analytiques de Z . On a un plongement naturel d’algebres de Fréchet-
Stein avec Uimage dense

(6.1.18) D1(Z,E) ;)r@],ﬁzl).
De plus, lorsque Z est compact, (6.1.18) est un isomorphisme.

Soient @ # J C J' C X, y un caractére localement J’-analytique de Z a valeurs
dans £, on a alors un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur E

A :Z]/ - Z//, X/ — X/X'

~ ~ L o~ ~ L o~ ~
La composée Z; — Z; — Zp se factorise a travers Z; — Zj(y) ou Zj(y) estun sous-
espace rigide fermé de Z]/ défini de facon analogue a (Z9);(y ) ci-avant. Enfin, par
la définition des modules coadmissibles (¢f. [71, p. 152]) et le fait que F(Z], ﬁf]) est

une algebre de Fréchet-Stein (puisque 7 ] eststrictement quasi-Stein, voir [37,82.1]),
on peut déduire :

PROPOSITION 6.1.15. — Le foncteur # — F(Z 1,#) induil une équivalence de catégo-

ries enlre la calégorie des faisceaux cohérents sur Z J el la catégorie des modules coadmissibles
sur F(Zj,@fzj).
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Lorsque Z est de plus compact, le foncteur .Z" +— F(ZJ,‘/)Z/ induit (voir la pro-
position 6.1.14) une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux
cohérents sur Z ] et la catégorie des représentations localement J-analytiques admis-
sibles de Z sur E.

6.1.5. Représentations essentiellement admissibles

DEFINITION 6.1.16 (c¢f. [37, déf.6.4.9]). — Soit G un groupe Fj-analytique de
centre Zg Fy-analytique et topologiquement de type fini. Pour une représentation
localement Q,J-analytique V de G sur E, on dit que V est essentiellement admissible
si V est un espace de type compact et le dual fort va est un module coadmissible sur

lalgebre de Fréchet-Stein Z, (H’E>®Er(@)2p’&iﬁ)z ) pour un (ou de maniére
bR

équivalente tout) sous-groupe ouvert compact H de G.
Par la proposition 6.1.14 et la discussion au-dessus de la définition 6.1.9, on a :

PROPOSITION 6.1.17. — Soient | C X, V une représentation localement [ -analytique de G
sur E, alors 'V est essentiellement admissible (comme veprésentation localement Q) -analytique
de G) si et seulement si va est un module coadmissible sur Ualgebre de Fréchet-Stein

%(H, E)®Er((Zg)], ﬁz;(\h)
pour un (ou de maniere équivalente tout) sous-groupe ouvert compact H de G.

Soient Z un groupe abélien Fj-analytique topologiquement de type fini, Zg un
sous-groupe ouvert compact de Z. Pour une représentation localement J-analytique
essentiellement admissible V de Z sur E, ’action de

Dy (2o, E)&ET (2], E)

sur va se factorise donc a travers celle de F(Z], E) (¢f (6.1.18)). Dans ce cas, on a par
la proposition 6.1.15 une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des fais-
ceaux cohérents sur Z, J et la catégorie des représentations localement J-analytiques
essentiellement admissibles de Z sur E. Notons .Z (V) le faisceau cohérent sur 2]
associé a V via cette anti-équivalence de catégories. On a donc

Ver(Z,.2 (V).

Soit y un caractere localement J-analytique de Z a valeurs dans E*. Pour une
représentation localement J-analytique essentiellement admissible V' de Z sur E, on
note V(y) la torsion de V par y .

LEMME 6.1.18. — La représenation localement [-analytique V (y) de Z est essentiellement
admissible, et
A (V) = ) V)

oi y ! désigne Uisomorphisme despaces rigides sur E : 7 ] — 7 7 1y L
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Démonstration. — Notons V' := F(Z], (X_l)*,//(V))z/, qui est, par 'anti-équivalence
de catégories, une représentation localement J-analytique essentiellement admissible
de Z sur E. De plus, I'application naturelle

L(Z, 4 (V)) —T(Z), (7). 2 (V)

induit un isomorphisme d’espaces de type compact i : V' = V (puisque I'on a un
isomorphisme y ! : Zj; — Zj). On vérifie directement que

i(g@)) =1 )g(i(v))

pour tout v' € V' et g € Z, autrement dit, V' 2 V (), ceci permet de conclure.  []

Soit Z un ouvert admissible strictement quasi-Stein de Z J sur Spec E. Notons
We=T(%.2(V)),.
CeAdernier est muni d’une représentation de Z induite par ’action naturelle de
F(Z],ﬁzl) sur (% ,.# (V)).
LEMME 6.1.19. — La représentation W est une sous-représentation de V .

Démonstration. — 11 suffit de montrer que I’application de restriction
T(Zj,.# (V) — (.4 (V))

est d’image dense. Comme 7 est strictement quasi-Stein, il existe une suite de sous-
affinoides 1 C --- C %, C --- de Z telle que

U#% =% e T(#Z,.#(V))=lim [(Z,,.# (V)).

On se raméne & montrer que F(Z[,/(V)) est dense dans I'(%;,.# (V)) pour tout
n € Zs, ce qui découle du fait que Z J est quasi-Stein. a

Soit X un espace rigide analytique strictement quasi-Stein sur SpecE (¢f. [37,

déf. 2.1.17 (iv)]),
A:=T(X )

est donc une E-algeébre de Fréchet-Stein. Soit .#Z un faisceau cohérent sur X. Alors
M :=I'(X,.#) est un A-module coadmissible (et est aussi un E-espace de Fréchet
nucléaire). Considérons le dual continu U := M,’ de M muni de la topologie forte,
qui est un espace de type compact sur £ muni naturellement d’une action continue
de A (avec (au)(m) = u(am) pour touta € A, u € U et m € M ). Notons :

> (U®g E)& le sous-espace vectoriel de U ®p E engendré par les vecteurs propres

généralisés pour A;
> US:=UN (U E)S.

LEMME 6.1.20. — Le E-espace vectoriel U8 est dense dans U .
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Démonstration. — Pour un idéal maximal fermé m de A, et n € Z>1, la projection
naturelle M — M/m" induit une injection (M/m")v s Mbv (noter que M/m" est
de dimension finie sur E). Il est clair que

Uy ==X lim (M/m")" CU

m n
(avec m parcourant les idéaux maximaux fermés de A) est contenu dans U¢. 11 suffit
alors de montrer que U = U ou U_(‘)g désigne I’adhérence de U(‘;’T dans U. Noter que
si U({;r = 0 alors U = 0 par le lemme de Nakayama. En effet, pout tout ouvert affinoide
Y =Spm B de X,
Mp:=T(X,#)=2MQ®uB
est alors un B-module de type fini. Pour tout idéal maximal fermé m de B, on a

Mp/m" = M/m"

(on renvoie a [71, §3] pour des propriétés des modules coadmissibles sur une al-
gebre de Fréchet-Stein; noter aussi que 'on peut déduire A/m" = B/mj de [11,
prop. 7.2.2/1 (ii)]). Si US = 0, par le lemme de Nakayama, on en déduit que Mp = 0
pour tout B comme ci-dessus et donc U = 0.

Soit W := U/LT(')g. En prenant le dual strict de la suite exacte
0— U_(‘)g — U — W =0,

on obtient une suite exacte de A-modules coadmissibles (correspondant a des fais-
ceaux cohérents sur Z)

0— WY — M — UE)) —o.

On définit Wog de la méme facon que Ug en remplacant M par M = va, et on
note .#' le faisceau cohérent sur % associé a M’. 1l suffit alors de montrer que
I’application induite Ug — Wg)g est surjective (d’ott on peut déduire W(‘)g = 0 puis
W = 0 par le lemme de Nakayama). On se raméne a montrer que pour tout idéal
maximal fermé n de A (qui correspond a un point z de X), 'application naturelle

(6.1.19) lim (M/m") — lim (M’'/m")"
n n
est surjective. Soient ¥ = Spm B un ouvert affinoide X contenant z et
Mp =T, A#)=2M®)yB, My:=TY,.#")=M @,4B

(voir [37, §2.1], [71, cor. .1]). Soit mp l'idéal maximal de B correspondant a z.
Donc Mp et Mlg sont des B-modules de type fini, et pour n € Z>1 on a

M/m" = Mp/wy, M'/m" = Mp/m}
Par le lemme d’Artin-Rees, il existe 7(n) € Z>; tel que

" M) N My, € myMj,.
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L'application naturelle (Mp/m" Mp)" — (M}/ (") Mp) N M}))" est surjective
(comme sa duale est injective), mais (My/m}Myp)" est évidemment contenu dans le
dernier, d’ou on déduit que (6.1.19) est surjective. Ceci permet de conclure. a

En particulier, on voit que les vecteurs propres généralisés sont denses dans une
représentation localement J-analytique essentiellement admissible de Z.

6.2. Modules de Jacquet-Emerton

Reprenons les notations du §6.1.1. Soit P un sous-groupe parabolique de G, no-
tons PP le parabolique composé, M un facteur de Levi de P et P, N et N leur radical
unipotent respectif. Notons

P:=P(F,), P:=P(F,), M:=M(F,), N:=N(F,), N:=N(F,)
d’algebres de Lie respectives p, P, m, n, 1.
Dans [33], le foncteur de Jacquet-Emerton
]P(_) : Repla,c (P) — Repfa,c (M)
est défini (ou on renvoie a loc. ¢it. pour la définition).

On peut vérifier que si V est localement J-analytique, Jp (V') I'est aussi (e.g. par le
plongement (6.2.1)) ci-dessous). On note encore Jp(—) la composée

Repla,c(G) — Repla,c(P) — Repfa,C(M), Vi—Vip— Jp(V|p).
D’apres Emerton, on a
THEOREME 6.2.1 (¢f [33, th.0.5]). — Soit V une représentation localement [ -analytique

essentiellement admissible de G sur E, alors Jp(V) est une représentation localement |-
analytique essentiellement admissible de M sur E .

REMARQUE 6.2.2. — Soit V € Repy, .(G), comme le foncteur de Jacquet-Emerton
est exact a gauche (¢f. [33, lemme g.4.7 (ii)]), on dispose d’un plongement naturel

]P(V]—an) <—ﬁ]P(V)]-an
pour tout /| C X,. Mais ce dernier n'est pas un isomorphisme en général. Par
exemple, par [16, th. 4.3], on montre qu’il existe des représentations localement
Qp-analytiques V telles que

V]—an =0 et ]p(V)]-an 7é 0.

Soit V' € Repy, .(G), alors Jp(V) est muni d’une action de P induite par la projec-
tion
P— P/N =M.
Soit Py un sous-groupe ouvert compact de P, notons

My:=MNPF, Ny:=NnN~k,.
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On a une application équivariante sous 'action de MyNy (¢f- [33, (3.4.8)1) :
(6.2.1) Jp(V) —V

qui dépend du choix de Fp.
LEMME 6.2.3. — L'application (6.2.1) est injective.

Démonstration. — On utilise les notations de [33, §g.2]. Il suffit de montrer que I'ap-
plication, que I'on note ici f, dans [33, (g.2.2)] est injective. Démontrons que le
sous-espace vectoriel W := f‘l(Vnuu) de Vs est Z-stable. En effet, comme f est
Z*-équivariant, W est ZT-stable. Soient w € W, z € Z, il existe alors 2 € ZT tel
que 2’z € ZT. On a 2/ (zw) = (2'2)w € W, donc 7' f(zw) = f(Z'zw) € Vyu, d’ott on
déduit f(zw) € Vyun ainsi que zw € W. Par [33, lemme g.2.17], on a

(Vnull)fs =0.

Par [33, prop. 3.2.4 (ii)] (appliqué a W = W et V = Vyu1), la restriction Z*-équi-
variante f: W — V, est nulle. Encore par [33, prop. §.2.4 (ii)] (appliqué cette fois
aW=WetV =V), on montre que I’application W < Vg est nulle, et donc W = 0.
Ceci permet de conclure. i

L’application (6.2.1) est fonctorielle en V. En particulier, pour J C %, la compo-

s€e
Jp(Vj-an) — Jp(V) —V

se factorise a travers Vj-,,. On a de plus :

LEMME 6.2.4. — SoientU € Repy, (M) et [:U — [p(V) un morphisme M -bquivariant.
Si Uimage de la composée

U—)]P(V) —V

est contenue dans Vi-an, alors | se factorise a travers Jp(Vi-an) -

Démonstration. — On prend les notations de [33]. On a
Jp(V) = (V™) et Jp(Vian) 2 ((V-an) ™)y,
(¢f. [33, déf. 3.4.5]), et 'application en (6.2.1)) est la composée naturelle
(VN — VN

Comme I'image de U — Jp(V) — V est contenue dans Vj-,,, on obtient une appli-
cation équivariante sous I'action de M (¢f. [33, §3.2]) :U — (V]_an)NO. D’apres [33,
prop. 8.2.4 (ii)], cette derniére se factorise a travers ((V]-an)NO)fs, d’ou le lemme. []
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Soit U € Repj, (M), notons &, (N,U) Tl'espace des fonctions localement
constantes a support compact sur N a valeurs dans U. Cet espace est muni d’une ac-
tion de N donnée par translation & droite sur les fonctions. On munit alors &,°°(N,U)
d’une action de P (qui prolonge celle de N) par

(6.2.2) ((mn) f) (') := m(f(m_ln/mn))
pour tout m € M, n,n' € N et f € £°(N,U). On a en fait &> (N,U) € Repy, ,(P)
(¢f. [35, §9.5]). On dispose d’un foncteur

& °(N,—) : Repfa’c(M) — Repy, (P).
Le foncteur de Jacquet-Emerton Jp(—) est « adjoint» de droite a &>°(N, —) (¢f. [33,
th.0.3]) : pour tout U € Repy, (M), V € Repy, (P), il y une bijection naturelle
(6.2.3) Homp (£;°°(N,U),V) = Homy (U(3),]p(V)),
ou 3§ désigne le caractére module de M associé au parabolique P.

Les résultats du reste de cette section ne seront utilisés que dans le prochain cha-
pitre. Supposons G quasi-déployé avec P un sous-groupe de Borel de G, M est donc
un tore, i.e. Zyy = M. Par le théoréme 6.2.1 et la discussion au-dessous de la propo-
sition 6.1.17, pour toute représentation V localement J-analytique essentiellement
admissible de G sur E, il existe un faisceau cohérent _#p (V)" sur MJ tel que

LMy, 22 (V)Y) 22 Jp(V)) .

PROPOSITION 6.2.5. — Soit V une représentation localement [-analytique essentiellement
admissible de G, et supposons qu’il existe un sous-groupe ouvert compact H de G tel que la
restriction V g soit isomorphe a &1 (H, E)®" pour un certain r € Z>1 . Notons

My:=HNM

(qui est donc un sous-groupe ouvert compact de M ), pour un ouvert admissible Z de M 7,
L%, 2p(V)Y) estun Z7(My, E)-module sans torsion (voir (6.2.4) ci-dessous pour Uaction
de D7 (Mg, E) surX(%, Zp(V)")).

L’action de ) (M, E) sur T(%, Zp(V)") provient de la composée

. 6. . 8 —_— ~
(6.2.4)  Fj(My, E) “22 D((Mo)j gy ) — T} ) — T(Z )
ou la deuxi¢me application est induite par le morphisme naturel

M]—)(MO)], L L M-

Démonstration. — 11 suffit de montrer que I'(Z, #p(V)") est un 2;(M, E)-module
sans torsion pour tout affinoide Z° = Spm B de 1\71 7- Comme ’espace analytique
rigide ]\711 est strictement quasi-Stein (¢f. [37, déf. 2.1.17 (iv)]), il admet un recouvre-

ment admissible
{?/l =~ Spm B,-}

iEZZQ
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par des affinoides tel que Z; soit un ouvert admissible relativement compact de Z;
lorsque i < j. Il existe donc i € Z>¢ tel que Z soit un ouvert admissible de Z;,
etona

L, p(V)) = T, (V) ) @B = T(Z, p(V)") @5 B

(o1t le deuxiéme isomorphisme découle du fait que ['(%;, #p(V)") est un Bj-module
de type fini). Comme B est plat sur B; (¢f [11, cor.7.9.2/6]), il suffit de montrer
que I'(%;, #p(V)") estun 2] (Mo, E)-module sans torsion. Etant donné que Jp(V)/

est un module coadmissible sur & = F(]\7I], ﬁ:ﬁj) =~ lim B;, on a

L(#, 7P (V)") = Jp(V)] ©5 Bi
Comme B; est plat sur & (¢f. [71, rem. 3.2]), il suffit de montrer que ]p(V)})/ est
un & (M, E)-module sans torsion. D’apres Emerton (¢f. [33, (4.2.43)1), il existe un
recouvrement admissible affinoide {77, = Spm An}nez21 de (M\())] avec 77 C 771
relativement compact pour tout ¢, tel que (voir la notation 6.2.6 ci-dessous)

(6'2'5) ]P(V)z/ — hﬂ (E{{Z>Z71}}(§E[z] (Wné\@EAn))
n
ou W, est un espace de Banach sur E et ou z agit sur le A;-module de Banach
orthonormalisable W, &g A, par un opérateur A,-linéaire et compact. Comme on a
D1 (My, E) = lim Ay,
n

il suffit de montrer que E{{z, z_l}}@)E[z] (W,®gAy) est un Ay,-module sans torsion, et
on conclut par le corollaire 6.4.9 dans ’appendice ci-dessous. i

NOTATION 6.2.6. — Soient W, V deux E-espaces de Fréchet, notons W@V le pro-
duit tensoriel projectif (ou de maniére équivalente le produit tensoriel injectif, voir
[67, prop. 17.6]) complété. Soit R une E-algébre, supposons de plus que W et V
sont munis d’une action continue de R ; on note

WRRrV
le quotient de W®gV par I'adhérence du sous-E-espace vectoriel engendré par

(rw@uv—w®r) pourtoutre R,weWetvelV.

6.3. Loi d’adjonction

6.3.1. Induites paraboliques. — On donne des rappels sur les induites paraboliques
localement Q,-analytiques suivant [35, §2].

Reprenons les notations du §6.2. Soient | € %, U € Repy, .(P), supposons de
plus U localement J-analytique, et posons

(Ind§U)/ ™ := {1 € &/ (G,U) ; f(bg) =0b(f(g)) pour touth € P, g € G}.
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On munit ce dernier de la topologie induite (en tant que sous-espace fermé
de £J-2(G,U)) et d’une action de G a droite par

N = /e

pour tous g, g’ € Get [ € (Indg U)J-a . On vérifie que (Indg U)J=2 est une repré-
sentation localement J-analytique de G. On a par définition

(Ind§ U) /" =, ((IndGU) % 2")

J-an’

D’apres [35, prop. 2.1.2], on a:

PROPOSITION 6.3.1. — Si U est une représentation localement [ -analytique admissible (resp.
essentiellement admissible) de M, alors (Indg U)J™3 est une représentation localement J -
analytique admissible (vesp. essentiellement admissible) de G.

Dans la suite de cette sous-section, on considére I'induite parabolique avec P (plu-
tot que P). Soit U € Repy, (M), qui est donc munie d’une action localement /-
analytique de P induite par celle de M via la projection P —» M.

Soit [ € (Indg U)J=a" notons supp(f) le support de f dans P\G, qui est un sous-
ensemble ouvert compact de P\G (¢f. [35, (2.3)]. Soit ) un ouvert de P\G et posons

(Ind$U) /™™ (Q) == {f € Ind% U)/™ ; supp(f) € Q}.
C’est un sous-E-espace vectoriel de (Indg U)J'Z"n stable sous I'action de g (cf. [35,
lemme 2.3.5 (ii)]).
REMARQUE 6.3.2

(1) On voit facilement que (Indg U)J-a(Q) est le sous-E-espace vectoriel de

(Indg U)@ a0 (Q) engendré par les vecteurs sur lesquels action de g ®q, £ se
factorise a travers g;.

(2) Si © est un sous-ensemble ouvert compact de N — F\G, d’apres [35, lemme
2.9.3], on a alors un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques

(6.3.1) glam,u) = (Indg U)/ ().

Soient f € (Indg U)J=a et Q un ouvert de P\G. On définit la restriction de f a Q
(¢f [35,§2.3]) :

f(g) siPgeq,
0 sinon.

f1a(g) 1={

Soient O C Q' deux ouverts de P\G, on dispose donc d’une application

(6.5.2) (Ind§ U)™™(Q)  — (Ind§U)™(Q), [+ fla.
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Soit x € P\G et posons

(Ind$ )™ = lim (Ind$ U)/""(0)
xeQ)
ol Q parcourt tous les voisinages de x ouverts compacts dans P\G, et ou I'application
de transition est I’application de restriction (6.5.2).
Soit f € (Indg U)J-a et notons f, I'image de f dans (Indg U);{_zm via 'applica-
tion naturelle

(Ind$ U)/" — (ImdS )™

L’application (6.9.2) est équivariante sous I’action de g, ainsi (Indg U);{_am est muni

d’une action naturelle de g pour tout x € P\G. Soit g € G, alors I'action de g sur
(Indg U)J=* induit une application

(Ind§ U)/"**(Q) £ (Ind§ U) (g™,

on en déduit donc une application

J-an

gt (IndS0)[™ — (Ind$v) ;C’;?.

Enfin, par la remarque 6.3.2, (Indg U);{_ ™ est le sous-espace vectoriel de (Indg U)

Q[)- an
X
engendré par les vecteurs sur lesquels I’action de g ®qQ, E se factorise a travers q;.
Soit X une sousreprésentation fermée de (Ind% U)@ 22 Pour tout Q ouvert
de F\G, on pose
o G 17yQc
X(Q):=Xn ((IndFU) b ““(Q)),
qui est stable par g.

DEFINITION 6.3.3 (c¢f [35, déf. 2.4.1]). — On dit que X est une sous-représentation
fermée locale de (Indg U)% a0 i pour tout f € X et tout O ouvert compact de P\G,
fla € X(Q) ou, de maniére équivalente, f|q est encore dans X.

J-an

EXEMPLE 6.3.4. — La représentation (Indg U) est une sous-représentation fer-

mée locale de (Indg U)Qran,

Soit X une sous-représentation fermée locale de (Ind% U)%an | pour x € P\G,

posons
Xy == lim X (Q)
xeQ)
qui est une sous-représentation de g de (Indg U)(,?”_ “"Notons ¢ € P\G le « neutre »

point (correspondant a P). La représentation X est en fait déterminée par X, :

PROPOSITION 6.3.5 (¢f [35, prop.2.4.7 (iii)]). — Avec les notations précédentes, on a

X={fe (Ind%’; Y@ 2 o(f,) € X, pour tout x = Pg € P\G}.
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Notons

#U=P°l(N, E) = I'anneau affine du groupe algébrique Res N xq, E

On munit % ~PI(N, E) de la topologie convexe la plus fine. Cet espace a donc une
action naturelle (Qy-algébrique) de N et une action Qy-linéaire de 1. Notons

& JPU(N, E)

le sous-espace vectoriel fermé de ZL—PYN,E) sur lequel I'action de 11 ®q, E se
factorise a travers 11;. On voit que & J-PoL(N, E) est stable sous I'action de N. Enfin,
on munit &% ~P°L(N, E) d’une action de P (qui prolonge celle de N) par

((mn) f) (n') = f(m_ln'mn)

pour tout m € M et n,n’ € N et f € ZQ—Pol(N, E). Noter que &JPUN,E) est
encore stable sous I’action de P.

EXEMPLE 6.3.6. — Soit N =G, (donc N = F,,), ona
g QUPol(F E) = E[s(z)]cezp = Q) E[s(2)].

GEZp

Pour tout my = (mc)aegp cZ%et 1, = my, € Z%avec m. = 1l etmg = 0 pour
tout ¢ # T, notons

2 = I o(2)™.

ceX,
L’action de N = F, sur gQ?”pOI(F@, E) est donc donnée par
a-2"% = (z —}—a)m%
pour tout a € F, et my, € Z§0' L’action de ny, sur & Q-Pol(F,,, E) est donnée par
X, - (M%) = {0 ny 1, e =0,
Mgz =9 sinon,

pour tout ms, € Z’éo, ou X; =1 € 1n,. On a alors

1
&Pl (F,, E) = Moes : (%E
cE

Soit V un U(ny, )-module, notons

=5} . k
V' o=1lim V"
%

ou V1 désigne le sous-U(ny, )-module de V annulé par (1x )k, la puissance k-ieme
de I'idéal d’augmentation de U(ny ).
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LEMME 6.3.7 (¢f [35, lemme 2.5.3]). — On a un isomorphisme de E-espaces vectoriels
équivariant sous Uaction de 1 N

&% POl (N, E) = Homp (U, ). E)" [ (X = (X- /) (1))

fo o) . ~ . .
n par la translation a droite sur les fonctions.

ou Ny, agit sur HomE(U(nzp ), E)
REMARQUE 6.3.8. — La projection U(1g, ) — U(1;) induit une injection
Homy (U(1)), E)" «— Homg (U(ng, ), )",

(ou on considere Hompg(U(1y),E) comme Uy )-module via la projection
U(nyg,) — U(ny)) dont I'image est le sous-E-espace de Homp(U(nyg, ), Ey™
engendré par les vecteurs sur lesquels I'action de 1y | se factorise a travers 11;. On a
donc un diagramme commutatif équivariant sous I'action de 1y :

&J7PU(N,E) —— Homy(U(ny), E)""

|

&U~Pl (N, E) —~— Homg(U(ng, ), E)"”
Pour une représentation localement Qy-analytique U de M sur E, posons
gL PN U :=U @p Y PN, E)
qui est muni d’une action localement Q,-analytique de P donnée par
(6.3.3) ((mn) - f) (') = m(f (m™'n'mn))

pour tout m € M, n, n’ € N et [ € & Q—pol (N,U). Si U est de plus localement
J-analytique pour un certain | C X, posons

ZJPUN,U) := U @p &/ PYN, E).

On vérifie que &JPY(N,U) = &L —Pol(N, U)J-an comme représentations de P.
Par le lemme 6.4.7, on a un isomorphisme de E-espaces vectoriels équivariant sous
I’action de Ny, :

& QP (N,U) = Homg (U(nsg, ), U)"".

Comme on a U(gs,) = U(ﬁzp) ®g U(tg, ), on obtient un isomorphisme de E-
espaces vectoriels

Homy(U(ny, ),U)" = Homy, 5, (Uas,),U)"

ou U est muni d’'une action de 520 induite par celle de my  via la projection

by, — my, . De plus, on peut vérifier que

Homy (g, ) (U(ax,).U)" € Homyg, ) (U(gx,).U)

Zp
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est stable sous I'action de U(gy,) donnée par (X - f)(Y) = f(¥X) pour X,
Y € U(gs,) et f € Homy 1 (U(gs,),U). Par conséquent, on peut munir

ZQ—Pol(N,U) d’une action de gz, induite par celle sur Homy 5. (U(g3, ), Uy
0

via I'isomorphisme

(6.3.4) gU-rl(N Uy = HomU(E‘ >(U(gzw )’U)n"o.

2o

PROPOSITION 6.3.9 (¢f. [35, lemme 2.5.8]). — Llaction de g5, sur & QPN U) est
continue et compatible avec celle de P, i.e. les actions de bs, induites par § =, (en restriction)
et par P sont les mémes.

REMARQUE 6.3.10. — Supposons de plus U localement J-analytique. Par la re-
marque 6.4.8, on voit que I'application (6.4.4) induit un isomorphisme

J—pol -~ _ e
& (N,U) HOIHU(DJ)(U(Q]),U)

On peut donc munir & J—pol (N,U) d’'une action de g; (ainsi que d’une action de g z,
via la projection gy, —» g;). Le plongement & J-PYN,U) — g@ﬁfp"l(N,U) est
€quivariant sous I'action de gz etde P.

PROPOSITION 6.3.11 (¢f [35, (2.5.20)]). — On a une injection équivariante sous Uaction
de g =,

(6.3.5) & U (N,U) — (IndSU) ™
dont Uimage est dense.

REMARQUE 6.3.12. — Si U est de plus localement [-analytique, I’application (6.8.5)
induit une injection équivariante sous I'action de gz, :

(6.3.6) 7 /P (N,U) — (IndS 0)] ™.
De la méme facon que dans [35, §2.5], on montre que I'image de (6.9.6) est dense.

En considérant U comme I’ensemble des fonctions constantes de N a valeurs
dans U, on obtient un plongement équivariant sous I’action de P (ou I’action de P
sur U est induite par la projection P — M) :

(6.5.7) U—s U PN 1),

Si U est localement J-analytique, alors (6.5.7) se factorise a travers & J~PN(N,U).
On déduit de (6.9.7) une application équivariante sous I’action de g z, et P

(6.3.8) U(8s,) ®upy,) U — g U=l (N V).
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REMARQUE 6.3.13. — Supposons de plus U localement jJ-analytique, comme
& J-POL(N,U) est un sous-espace vectoriel de & P°/(N,U) stable sous I'action de
P et g5, et contient I'image de I'application (6.3.7), I'image de (6.3.8) est aussi

contenue dans &J/~P°!(N,U). Par conséquent, (6.5.8) se factorise en une application

(6.3.9) U(ay) ®uw) U — EIPN,U).

Notons gc@”-an (N,U) le sous-espace vectoriel de & Qran (N, 1) engendré par les
fonctions a support compact, muni d’une action de P donnée par

((mn) - £) (') := m(f (m~"n'mn))

pour toutm € M, n, n €N et fe & Qran (N,U). Par le plongement ouvert N — F\G,
on déduit de (6.4.1) une application

(6.3.10) Z9" (N,U) — (Ind 0) %" ()

qui est un isomorphisme topologique équivariant sous l'action de P, par [35,
lemme 2.3.6]. On voit par définition que &,°°(N,U) (muni de l'action de P don-
née par (6.2.2)) est une sousreprésentation de P de %Qf'_an(N,U), donc de
(Indg U)% 22 (N). Notons Ig’(U) la sous-représentation de G donnée par I’adhé-

rence dans (Indg U)& 2 de la sous-représentation de G engendrée par &> (N,U).
Si U est de plus localement J-analytique, le plongement

Z°(N,U) — (Ind$ U)* " (N)

se factorise a travers (Ind}CgU)]'an(N), par conséquent, Ig(U) est une sous-

représentation fermée de (Indg U)J/"a. En particulier, dans ce cas, Ig(U) est
aussi localement J-analytique.

DEFINITION 6.3.14 (¢f [35, déf. 0.11]). — Soit U une représentation localement
Qp-analytique de M sur E, notons .Z° := Endy (U). On dit que U est recevable si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) U est un espace de type compact et est isomorphe a une union d’espaces de BH
(¢f [37, déf. 1.1.1]) stables par Zy ;

(2) tout élément de =.Eég/[M](U ®r W1,U @ Wo) eststrict (i.e. son image est fermée)
pour toutes représentations algébriques de dimension finie Wy, Wo de M (ou
laction de Z[M] sur U @ W; est donnée par (hm) - (u @ w) = (h(mu)) ® (mw)
pourtout h € Z ,me M, uelUetwe Wp).

EXEMPLE 6.3.15

(1) Toutes les représentations localement (Qy-analytiques essentiellement admis-
sibles de M sont recevables. En effet, soit U une représentation localement
Qp-analytique essentiellement admissible de M, la condition (1) est satisfaite
par définition (voir aussi [37, prop. 6.4.71). Soient W}, Wo deux représentations
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algébriques de dimension finie, on voit que ,E”/g/[M](U Qr W1,U @k Ws) est
un sous-espace vectoriel de Hompy (U @ W1,U ® We). Mais on sait que les
représentations U; := U @ W;, i = 1,2, sont aussi essentiellement admissibles,
on en déduit que tout élément de Hom; (U @ W1,U @k Wo) est strict (¢f. [37,
prop.6.4.11]).

(2) Supposons M = Z abélien, soient .# un faisceau cohérent sur Zzp et Z un ou-
vert admissible strictement quasi-Stein de ng (¢f- [37, déf. 2.1.17 (iv)]), alors la
représentation U :=T(#%,.% ), de Z (ou I'action de Z provient de la composée
7 — F(Zgw, ﬁZAX@) — (%, %)) estrecevable. En fait, comme Z est strictement
quasi-Stein, il admet un recouvrement admissible {#Z]};cz., par des affinoides
tel que Z; soit un ouvert admissible relativement compact de % lorsque i < j.
OnaU = 1@);(%,7)2, d’ou la condition (1). Notons

R =T(Z,O)

pour simplifier. On a alors un morphisme de E-algebres R — Endy (U) induit
par I'application naturelle
R — Endg(U)), r— (u > ru).
Soient Wy, Ws deux représentations algébriques de dimension 71, re, on voit
que
L7 m(U @k W1,U @p Wy)
est un sous-espace vectoriel de Hom (U ® W1,U @ Ws), donc est un sous-
espace vectoriel de Hompg (U, U®"™2) = Hompg ((U®"2)/, (U®"))) (ou I'isomor-
phisme découle du fait que U est réflexif). Mais tout élément de
Hompg ((U®7),/, (U®)))
est strict puisque U, est un R-module coadmissible, d’ou la condition (2).

Par [35, lemme 2.8.8 et proposition 2.8.10], on a :

PROPOSITION 6.3.16. — Soit U une représentation localement Qy-analytique recevable de M
sur E. Alors Ig (U), est une sous-représentation fermée locale de (Indg U )Qf"an. De plus, la
fibre I g (U), est le sous-E -espace vectoriel fermé de (Indg U )9” o engendré par Uimage de la
composée :

U(@s,) ®ups,) U — EXPUNU) — (Ind§U) 2",

Ceci, combiné avec les remarques 6.3.12 et 6.5.13, permet d’obtenir :

COROLLAIRE 6.3.17. — Supposons de plus U localement [ -analytique, alors la fibre I }%’ U)e
est le sous-espace fermé de (Indg U) ;;I o engendré par Uimage de la composée :

U(a)) ®uqp) U — &7/ P (N,U) — (Ind0)/ ™",
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Par (6.2.3), on peut déduire du plongement de P-représentations
& (N,U) —> (Ind§ U)% "
une application fermée M -équivariante
G .
(6.3.11) U(3) — Jp((Ind U) &y,

Soit Py un sous-groupe ouvert compact de P avec My := Py N M, par (6.2.1), on
obtient une application fermée M -équivariante

(6.3.12) U@3) — (IndSu)¥ ™",
D’apres [35, lemme 2.8.5], Ig(U) est la sous-représentation fermée de (Indg U)Qran
engendrée par I'image de (6.5.12).
PROPOSITION 6.3.18 (¢f. [35, cor.5.1.4]). — Le plongement de représentations de G :
G G Qp-an
I5U) — (IndFU) g
induit un isomorphisme :

(6.3.13) ]p(lg(U)) L,]P((Ind%U)Qp—an)'

6.3.2. Loi d’adjonction. — On fixe un sous-groupe ouvert compact Py de P dans
cette sous-section. Par conséquent, on fixe le plongement (6.2.1) pour tout objet V
de Repla,((G) * .

Soient V un objet de Repy, (G) et U un objet de Repj, (M). Etant donné un
morphisme de représentations localement Qy-analytiques de G sur E

G
L) —v,

en prenant les modules de Jacquet-Emerton puis la composition avec (6.5.11) et
Iinverse de (6.3.19), on obtient un morphisme M-équivariant

U@) —Jr(V).
On a alors une injection (car la représentation I}g’(U) peut étre « engendrée »
par U(3), ¢f. [35, (0.4)])
(6.3.14) Homg (15 (U), V) — Homy (U(3), Jp(V)).
Du plongement pgp-équivariant (6.2.1), on déduit une application U(g gp)-
équivariante
(6.3.15) U@s,) ®upy,) Jp(V) — VW X@wr— X -w,

pour tout X € U(gy, ) et w € Jp(V), ou I'on note encore w son image dans V
via (6.2.1).

On munit U d’une action de Pz, par la projection ps, — iy, et on dispose
donc d'une application U(gx,  )-€quivariante donnée par la composée

(6.3.16)  U(8x,) @ups,) UB) — U(@x,) ®ups,) Jr(I5U)) — I5(U).
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Signalons que si U est de plus localement J-analytique, alors (6.5.16) se factorise a
travers :

(6:3.17) U(8)) ®ugwy) V) — Ula)) ®uy Jr(I50)) — I5(0).
car I¢(U) est aussi localement J-analytique dans ce cas (voir la discussion au-dessus
de la définition 6.5.14).
DEFINITION 6.3.19 (¢f. [35, déf. 0.8]). — Soient V un objet de Rep;, (G) et U un
objet de Repy, (M).
> Un morphisme de représentations localement Q-analytiques de M
L:U@B) — Jp(V)

est dit équilibré si le noyau de la composée

(6.3.18) U(as,) ®us,) UB) 25 U(as,) @ugs,) Jr(V)
contient celui de (6.3.16).

> Homy (U(3), Jp(V))P¥ désigne le sous-espace vectoriel de Homy (U (3), Jp(V))
engendré par les morphismes équilibrés.

(6.3.15) %

REMARQUE 6.3.20

(1) On voit facilement que I'image de I'application (6.5.14) est contenue dans
Hom (U (3), Jp (V)P

(2) Les applications (6.5.16) et (6.5.18) dépendent du choix de Py, mais la condi-
tion pour que t soit équilibré est en fait indépendante du choix de Py (voir [35, déf.
0.8]).

Reprenons les notations de la définition 6.§.19, comme 3§ est un caractere lisse
de M, on a un isomorphisme canonique de E-espaces vectoriels topologiques ax,-

équivariant
(6319) U(gz@) ®U(D2@) U =, U(gzc) ®U(ng7) U(S), aQR@U+— a@ U.
LEMME 6.3.21. — Lisomorphisme (6.9.19) induit un isomorphisme entre le noyau

de (6.5.8) et celui de (6.5.16).
Démonstration. — L’application (6.3.12) est égale a la composée suivante (voir la
preuve de [35, lemme 2.8.5])

U@3) — & (N,U) — (Ind§ U) &

ou la premiére application envoie u sur f, € &.°°(N,U) définie par f,(x) = u pour
tout x € No(= PhpNN) et f,(x) = 0si x € N\ Ny et ol on renvoie a la discussion
au-dessus de la définition 6.§.14 pour la deuxieéme application). On en déduit que le
noyau de (6.3.16) est égal au noyau de 'application (voir (6.3.10))

(6.3.20) Uas,) ®ugs,) UB) — &7 (NU).
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Or, la composition de (6.8.20) et (6.3.19) est égale a la composée suivante (cf. [35,
§2.5 et §2.8])

6.9.8 —
U(gx,) ®U(py, ) U 6:38), zQ po](N,U)
s FUPNUNU) @i EF(N, E) — & (N,U)
ou la deuxieme application envoie f sur f @ ly, (lny, € &°(N,E) est tel que
1y,(x) = 1 pour tout x € Ny et 1y,(x) = 0 pour tout x € N \ Np), et ot on

renvoie a [35, (2.5.29) et lemme 2.5.24] pour la troisieme application. Le lemme en

découle. a
De méme, on a:

LEMME 6.3.22. — Soit | C X, et supposons U localement [ -analytique, alors Uisomorphisme
de E-espaces vectoriels topologiques §-équivariant

Ulgy) Quip)) U= Ulgy) Quip)) UB), a@ur—a®u,

induit un isomorphisme entre le noyau de (6.3.9) et celui de (6.3.17).

PROPOSITION 6.3.23. — Soit | C X, reprenons les notations de la définition (6.3.19)
et supposons de plus U localement [-analytique, alors un morphisme v : U(8) — Jp(V) est
équilibré si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites :

(1) L%mage de . est contenue dans Jp(Vj-an) ;

(2) Le noyau de la composée

U(ay) ®uwy) UB) 425 Ug)) ®up)) Jp(V) — V

contient celui de la composée en (6.5.17).

Démonstration. — Supposons . équilibré, comme I'application (6.5.16) se factorise a
travers U(g;) ®u(p)) U (3), I'application (équivariante sous ’action de ggp)

U(as,) ®uepy,) Im() —V

se factorise par U(gy) ®@u(p,) Im(1) — Vi-an, d’ott on déduit Im () € Jp(Vj-an) par le
lemme 6.2.4. La condition (2) est satisfaite car . est équilibré.

Réciproquement, supposons que . satisfait les conditions (1) et (2). Par (1), on
voit que I'application (6.3.18) se factorise par

U()) ®u@)) UB) =2 U(a)) ®ug)) Jr(Van) — Vi-an,

(puisque la composé€e Jp(Vi-an) — Jp(V) — V se factorise a travers Vjuy,, voir la
discussion au-dessus du lemme 6.2.4). Le fait que t soit équilibré découle alors de la
condition (2). a
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DEFINITION 6.3.24 (c¢f [35, déf. 0.12]). — Soit V une représentation localement
Qp-analytique admissible de G sur E, on dit que V est trés fortement admissible s’il
existe une injection continue de représentations de G sur E :V — W avec W une
représentation de Banach admissible de G (¢f. [69, §3]).

THEOREME 6.3.25 (¢f [35, th.o.13]). — Soient U une représentation localement Q-
analytique recevable de M sur E, V. une représentation localement Qy-analytique trés fortement
admissible de G sur E, alors Uapplication suivante (cf. (6.8.14)) est bijective :

Homy (1$(U),V) — Homy (U(3). Jp(V))"".

6.3.3. Le cas GLg(F,). — On applique les résultats qui préceédent au cas
G=GLy(F,), P=B(F,)ouB(F,)

(sous-groupes de Borel triangulaire supérieur ou triangulaire inférieur), M = T'(F,,)
et N = {((1) )1) ; k€ F} (voir [17,§2.1] pourle cas GLg(Qy)). Le caractére module 3
de P est donc égal & unr(¢~!) ® unr(q) ot unr(z) désigne le caractére non ramifié
de F@X envoyant @ sur z. Pour tout ¢ € %, notons

ho = (9 1) €t
(ou t désigne I'algebre de Lie de T'(F,)),
Xyoi= (8 (1)) eEn, et X ;= ((1) 8) € Ng.
Soit U un objet de Repy, (T'(F)). Puisque (¢f. I'exemple 6.3.6)
Qy—pol i~
ZQU-Pol (N, E) _E[c(z)}cezp,
on a un isomorphisme

g(@{,fpol(N’U) adN U[G(Z)] =UQg E[G(Z)]

ceX, * e’

Rappelons que &% ~P°I(N,U) est muni d’une action de gy, par (6.3.4), le lemme
suivant suit directement de la définition de cette action (voir I’exemple 6.4.6 pour
les notations).

LEMME 6.3.26. — L'action de § 'z, sur [6(z)]sex,, est donnée comme suil.

(1) Pour tout Z5 = (8“d2) €ty el tout u € U, my, € Z‘éo, on a
Zo - (uz"0) = mg(dy — ag)uz" > + (Zg -u)z .

(2) Pour tout u € U, my € ZéO’ on a
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(3) Pour tout u € U, my, € Zéo, on a

. . +1 . +1
X_ - (uzm%) = (hg - u)zmzf) T mguz" 7

Comme U(g;) = U(N;) ®¢ U(P)), on a un isomorphisme

U(ny) @p U — U(gy) ®u)) U.

Par le lemme précédent, on obtient :

LEMME 6.3.27. — La composée

= ~ 6.3, e
U(T)) @ U =5 UG)) @iy U 29 &2/ -po (N, 1)

est donnée par

(®XT’G°>U — (H mﬁl(hc —j)) Cuz

cef o€/ j=0
pour tout my, € Z‘éo et w € U, avec la convention met H;nio_l (hs —j) =1 lorsque ms = 0.

PROPOSITION 6.3.28. — Soit U wune représentation localement [ -analytique recevable
de T(Fy) sur E (donc munie d’une action E-linéaire de 1;), supposons de plus que U est
un U(t])-module divisible (i.e. pour tout w € U et X € U(ty), X # 0, il existe u' € U tel
que X - u' = u), alors le plongement de représentations de GLa (F,,) :

E;L? (Fg) )

(U) —> (2 2"e) gy /-
B(Fy)

B(Fy)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme U est divisible comme U(t;)-module, par le lemme 6.3.27,
I’application (6.5.9) est surjective. La proposition découle alors du corollaire 6.5.17,
de la remarque 6.3.12 et de la proposition 6.3.5. Q

REMARQUE 6.3.29. — Soit Ty un sous-groupe ouvert compact de T'(F, ), U(t;) est
donc une sous-E-algebre de Zj (1p, E) . Par la condition (2) de la définition 6.3.14, on
voit que U est un U(t;)-module divisible si U,Y est un Zj (1o, E)-module sans torsion.

La proposition 6.9.28, combinée avec le théoréme 6.9.25, permet d’obtenir le
résultat suivant.

COROLLAIRE 6.3.30. — Soient U une représentation localement [-analytique recevable
deT(Fy) telle que U soit un U(ty)-module divisible, et V une représentation localement
Qp-analytique tres fortement admissible de GLg (F,, ), alors il y a une bijection naturelle

GLo (F, - ~
o (I )U)] anyv) adN HOInT(F ) (U(B),]B(V))bal_

Homgp, (Fo) ((IndE (Fp) ’
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DEFINITION 6.3.31. — Soit 7 = 7, ® 1, un caractére localement Qy-analytique
de T'(F, ) avaleurs dans E*. On dit que y est -dominant pour E(Fp) si kxl,ﬁ_k)(?,“ €
Z>o (cf. définition 4.4.1). Notons
Cz(x) == {6 €255 Ly ® o est G—dominant}.

Pour un caractére localement Qp-analytique y de T(F,) a valeurs dans E*, on

note
E[y] =E-¢

la représentation de T(F,) correspondante. On vérifie directement que l'action
de ty, sur E[y ] est donnée par

0
(0°a,) & = (acky o +dsky c)e
pour tout (gﬁd(:) €t; et € 3.

PROPOSITION 6.3.32. — Soit  un caractere localement [-analytique de T (F,,) a valeurs
dans E* tel que | N Cyz(y) = @, alors Uapplication suivante (cf. (6.3.9)) est un isomor-
phisme :

U(ay) ®uwy) E[7] — &77PY(N,E[]).

Démonstration. — On a hs-e, = (lﬁixl,(j—kh’(;)eX avec kX]’G_kXQ’G & Z>(,1a proposition
découle donc du lemme 6.3.27. a
COROLLAIRE 6.3.33. — Soient y, = y,®j o un caractere localement [ -analytique de T (F,)

a valeurs dans E*, et V. une représentation localement Qy-analytique tres fortement admissible
de GLg (Fy, ) sur E. Supposons de plus Cz(y) N J = &. Alors on a une bijection de E-espaces
vectoriels

GLeo (Fy) -
HomGLQ(F@) ((IndE(Fp)( 1, ® X2)I an’V)

AN HomT(F@) (E[XB];]P(V]—an)) .
Démonstration. — Comme Cgz(y) N J = @, par la proposition 6.3.32 et le lemme

6.3.22, la composée en (6.3.17) est injective (avec U = E[y]). Par la proposi-
tion 6.3.23, on a alors une bijection

bal ~
HOHIT(FS7) (E[XS],]P(V)) @ — HomT(qu) (E[XB],]P(Vj-an))-
De plus, de la méme facon que dans la preuve de la proposition 6.3.28 et par la
proposition 6.3.32, le plongement de représentations de GLg (F, )

GLa (Fy)
B(Fy)

, GLy(Fy ) J-an
b[X] — (IndE(Fp)g X]®X2)

1

est un isomorphisme (cela découle aussi du fait que la représentation localement
Lo (F)

(Fo)
selon [74, cor. 2.10]). Le corollaire découle donc du théoréme 6.3.25. a

J-analytique (Indg’ L ® Xg)] "3 de GLg(F,) est topologiquement irréductible
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REMARQUE 6.3.34. — Signalons que ce corollaire peut aussi se déduire comme cas
particulier de [16, th. 4.3].

6.4. Appendice

Le but de cet appendice est de montrer le corollaire 6.4.9, qui joue un réle essen-
tiel dans la preuve de la proposition 6.2.5.

Soit A une algebre affinoide intégre sur £ munie d’une norme |.||4 et notons

AX1,.., X)) =g Y awX™; ay € Atels que |laplla — 0, |m| — +oo}
mezs,,

qui est une algebre affinoide munie de la norme de Gauss, ou

S
X":= ] X" et |ml:=>m
i=1

1<i<s
Posons
A{Xy, . L X = > apX™;an €A
el tels que ||aLn||Ar|L"‘ — 0, |m| — +o0,Vr € R+}.
On a donc
A{Xy, . L X !iﬂA(m"Xl,...,m”XQ
n
ou

Alw"Xy,...,o"X;)

=4 Y auw'™X™; 4, € Atels que |jayl[s — 0, |m| — +oo}
meZ;O

et ou les morphismes de transition sont les injections canoniques.

On munit A{Xy,...,X,}} de la topologie limite projective; donc A{{Xy,...,X}}
est un E-espace de Fréchet.

LEMME 6.4.1. — On a un isomorphisme d’espaces de Fréchet sur I
E{X1,...., X, }®prA = A{Xy,.... X}
Démonstration. — On a
(6.4.1) E{{X1,....X,}®pA = (giTm E(w"X1,...,5"Xy))QpA
5 lim (E(w"X1,...,"X)®rA) — lim A(w"X),...,0"X,)
n n
= A{X1,.... X}

ou le deuxiéme isomorphisme suit de [37, prop. 1.1.29] et ou le troisieme isomor-
phisme découle de [11, prop.6.1.1/11]. i}
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Notons
Af{z 2™ = AlXL X0}/ (X1 X — 1),
Alw"z, w271 1= A(w" X, ©"Xe)/ (X1 Xg — 1).

Soient M un module de Banach orthonormalisable sur A, u un opérateur A-linéaire
compact sur M (¢f. [25, §A1]). On peut voir M comme un E[z]-module (et un
A[z]-module) avec z - m = u(m) pour tout m € M.

LEMME 6.4.2. — On a un isomorphisme de A{{z, 21 }} -modules
Ef{e 2 @M = Affz 27 B®ap M.

Démonstration. — On sait que E{{z,z_l}}(§E[Z]M est le quotient de ’espace de Fré-
chet E{{z, 271 }}&pM par le sous-E-espace vectoriel fermé V engendré par

(zf@m—f® (z-m))

pour tout [ € E{{z,271}} et m € M (noter que V est en fait un A{{z,z~!}}-module ou
I’action de A provient de celle sur M ). De méme, A{{z, 21 }}@A[Z]M estle quotient de
A{{z,z‘l}}<§>AM par le sous-A-module (sous—A{{z,z‘l}}-module) fermé V' engendré
par (zf @ m — f ® (z-m)) pour tout f € Af{z,2"'}} et m € M. Par le lemme 6.4.1,
on a

E{{z 2 ' B@rM =5 Ef{z, 2 ' B@pAAM =5 A{{z, 2 1 B@AM.

Cet isomorphisme induit un isomorphisme (de A{{z,z~!}}-modules) entre V et V',
d’ott le lemme. a

Pour tout n € Z+g, considérons le module
M, = A(w"z, m”z_l>(§>A[Z]M.
Par [33, prop. 2.2.6 (ii)], M,, est un
= Alw"z, w"z"1)-module de type fini.
Notons
Balg™",¢"] := Spm (A(w"z, w"z" 1))
et .#, le faisceau cohérent sur B4[¢~", ¢"] associé a M,,. Comme les affinoides
{Bala™", 4" 1 }nezey

forment un recouvrement admissible de Spm A x G,,, on peut recoller les {‘/;1},,62>0
pour obtenir un faisceau cohérent .#Z sur Spm A x G,,. On a

(6.4.2) L(Spm A X Gy, ) 2 lim (@41 M) 22 Af{z, 27 Y@z M.

En effet, comme dans le lemme 6.4.2, on a

%®A[Z]M [ E(m"’z, wnzil>(§)E[z]M.
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Mais d’apres [37, prop. 1.1.29], I'application
E{{z.z7' @M — lim (E(w"z, w"z" )&M)
n

est un isomorphisme. Donc le deuxiéme isomorphisme en (6.4.2) découle de la
meéme facon que dans la preuve du lemme 6.4.2.
Soit x € (Spm A x G,,)(E) et notons :

My =1im [(Z,.A)
74

(ou Z parcourt tous les ouverts admissibles contenant x) la fibre de .Z en x. Soit
n € Zso tel que x € By[¢™",¢"] et notons :

> 11, I'idéal maximal de .97, associé a x,

> ky le corps résiduel en x (qui est une extension finie de E),
> (&4)m, le localisé de &, en m,,

> (My)m, le localisé de M, en my, et

e O, = (M), ©(org, b = M, 81, .

Comme (%), est un anneau local noethérien (¢f [11, prop.7.3.2/71]), par le
lemme de Nakayama, on sait que

Mp)m, =0 <= (My)m, = 0.
Notons
(6.4.3) supp(#) := {x € (Spm A x G,,)(E) ; #; # 0}
le support de .Z (cf. [11, §9.5.2]).
LEMME 6.4.3. — Ona
supp(#) N Balg™",¢"] = {x € (Spm ) (E) 5 (My)m, # 0}.
Démonstration. — Par [11, prop. 9.4.2/6], on a pour tout x € (B4[¢™", ¢"]) (E) :
My =0 — (M,)m, =0.
Le lemme découle donc du lemme de Nakayama. i}

Notons F(z) € A{{z}} la série caractéristique de u sur M (cf. [25,A.2]) et Z le lieu
des zéros de F(z~!) dans Spm A x G,,. La proposition qui suit a été mentionnée 2 la
fin de la preuve de [33, prop. 4.2.36], on en donne une preuve pour la commodité
du lecteur.

PROPOSITION 6.4.4. — Onasupp(#) =Z.
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Démonstration. — Soient y un point de Spm A, 11, I'idéal maximal de A associé.
Soit ky := A/m, qui est une extension finie de E. Le point y correspond a un mor-
phisme

iy : Specky x G, — Spm A x Gy,.

Considérons le ky-espace vectoriel M, := M®aky qui est muni naturellement d’une
action ky-linéaire de u @ 1. De plus, u ® 1 est aussi un opérateur compact. Notons
Fy(T) € ky{{T}} la série caractéristique de u®1 sur My, par [25, lemme A.2.5], Fy(T)
est 'image de F (T') via la projection

A{TY — A/my{T}-
Donc le lieu des zéros Zy de F, (T~') dans ky x Gy, est égal a iy_l (Z). Notons
supp(# )y := iy ' (supp(-#)).
Il suffit de montrer Zy = supp(.#), pour tout y € Spm A. Notons
% =4 ‘kyXEGm'
On voit que .Z; By [q~".q"] €St le faisceau cohérent associé au ky(w"z, w"z~!)-module
M,y = M@ by (w2, w27 2 M, ®4; ky(w"z, w"27)

(ou I'isomorphisme découle du fait que M, est un .&,-module de type fini). De plus,

on a des isomorphismes de k,(w"z, w"z~1)-modules :

M@, by (w2, "2 1) (M@ A[1%) @, by ("2, w271
= M@apzyhy ("2, w27 ) = M@ 12 ky [2] @0y 21y (w2, w2 1)
=5 My 2 by (w2, w27 ).

Donc .#Z, est en fait le faisceau cohérent associé au module ky{{z, 2! }}@ky[z]My. Soit
x € Im(iy(By, [¢7". ¢"])), on voit

(Mn)lllx &= Mﬂ Q. ky = M, R, k)'<wnz’ mnz—l> ®ky(m"z,m"z_1> ky

= My ®ky<m”z,m"z*1> ky = (Mn,y)lllx’
d’ou on déduit supp(.#), = supp(.#,) par le lemme 6.4.3 (ot supp(.#)) est défini
comme dans (6.4.3)) en remplacant .2 et A par .#) et ky). On se raméne donc a
montrer que supp(.#,) = Z, pour tout y € Spm A.

Comme les affinoides

{Bky [¢7",¢"] = Spmky(w"z, m"zfl)}

nEZZl

forment un recouvrement admissible de Spm k; x Gy, il suffit de montrer que pour
tout n suffisamment grand, supp(.#;) N By [¢™",¢"] = Zy N By [¢7",¢"]. Quitte a
augmenter 7 s’il faut, on peut supposer que M, est un module sur ky(w"z), alors on a

ky(w"z, m"z_1>(§ky[z]My — ky(w"z, W”Z_l>®ky(mnz>My-
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Par [54, prop. 4], il existe p(z) € ky[z] avec tous ses zéros contenus dans By [¢7", ¢"],
n,—1 (

et ¢(z) € ky(w"z, @"27") inversible tels que Fy(z) = p(z)q(z). Notons

PH(2) = pla )28l ED

on a donc

ZyN By g ", q" {ZGBk "] P (2) =0}
D’apres [75, prop 11], pour tout a € By [¢7",¢"](E E), si p(a) # 0 (ou de maniére
équivalente F 7é 0), alors 1 — au est un opérateur inversible sur M\w d’ou on
déduit

supp(-#y) N By [¢7", ¢"] € Zy N By [¢7",q"].

Or, le module My (cf- [25, th.A4.5]) admet une décomposition My S NaV telle
que N et V soient invariants sous l'action de u, N est de dimension deg(p(z))
sur ky et est annulé par p*(u) (p*(z) étant le polyndme caractéristique de wu, voir
[25, th. A4.6]) et que p*(u) agit sur V par un opérateur inversible. On a alors

(6.4.4) (k"2 w"27")/p* (2)) &, (a2 My
— ((k),<m”z,m z 1>/f) Z))®k) m"z}N)®((ky<ng’ ng71>/p* (Z))®ky(m"z>v)
== ky(w"z, w"z l>®k (wiyN — ky(w"z, w"’zfl) ®hy(wz) N —5 N.

ou (ky(w"z, m”z_1>/p*(z))®ky<mnz>V = 0 puisque p*(u) est inversible sur V, et ou le
dernier isomorphisme découle du lemme 6.4.5 ci-dessous appliqué a

R = ky(w"z), S =ky(a"z, m”z_1>
et I = (p*(z)), A= N (N estannulé par p*(z) et on a bien

k(@"2)/0"(2) 5 hy(o"z ") /b (2)
car les zéros de p*(z) sont contenus dans By, [¢7",¢"]). On en déduit
ZyN By, [q7",4"] S supp(#y) OBy [¢7",¢"],

ceci permet de conclure. i}

LEMME 6.4.5. — Soient R un anneau commutatif, S une R-algebre, I un idéal de R et A un
R-module annulé par I . Si le morphisme naturel d’anneaux R/1 — S/ 1S est un isomorphisme,
alors A est muni canoniquement d’une action de S via la projection S — S/IS = R/I,
de plus, le morphisme

(6.4.5) SQQRA —= A, s@mr— sm,

est un isomorphisme de S -modules.
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Démonstration. — La surjectivité de (6.4.5) est claire. Soit Ziej s; ® m; un élément
dans le noyau de (6.4.5) ou J est un ensemble fini, par I'isomorphisme R/I = S/IS,
il existe des 7; tels que r; — s; € IS pour tout i € J. Comme A est annulé par I, on a

Ssenu=Yrneon=10(Ynm) =1 (3 sn) =0.
icf icf icf icf

Ceci permet de conclure. i

Notons 2" le sous-espace analytique rigide fermé de Spm A x G,, défini par F(z~!)
(i.e. le sous-espace analytique rigide fermé associé au @, axq, -idéal cohérent
P yuq g P n

=1
ﬁ(z )%pmAxGm

par [11, prop. 9.5.3/3]), alors les affinoides {Spm(%/F(z‘l))},,EZZl forment un
recouvrement admissible de -Z". Notons

i:Z — SpmA x Gy

le plongement fermé canonique.

PROPOSITION 6.4.6. — Sur Uespace rigide Spm A X G, on a un isomorphisme de faisceaux
cohérents
Démonstration. — Comme {Spm ./, },c7., forment un recouvrement admissible de

Spm A x G, il suffit de montrer que
A \spm ., — b8 (A |spm.e;,)
pour tout .%%,, ot 'on note encore ¢ le plongement fermé
Spm (%, /F (2™')) — Spm &7,
On se ramene donc a montrer que
(6.4.6) S@agM — (4/F (7)) Ba M.
est un isomorphisme. Par [11, prop. 9.5.2/4] et la proposition qui précede, on a alors
V(Anng, (M,)) =V (F(z™).
Donc il existe m € Z>] tel que F(z~1)" ¢ Anng (M,).Ona
(6.4.7) G @AM > (5 /F (27" @ap M.
Notons .#" le faisceau cohérent sur Spm A x G, associé au module
(A{z =" B/F ") @ap M.

Noter que les sections de .#Z' sur B4[¢",¢"] ne sont autres que M, par I'isomor-
phisme (6.4.7). Notons .Z}, le sous-espace analytique rigide fermé de Spm A x G,
défini par F(z~!)". D’aprés [25, prop.Ap.8] (voir aussi [19, th.3.3 et §4]), il

MEMOIRES DE LA SMF 155



6.4. APPENDICE 181

existe un recouvrement affinoide admissible {Z;} de 2" avec Z; = Spm A[z]/P*(z)
(ot P(z) € A[z] avec P} (z) := P,(z71)298()) tel que :

> le terme constant de P;(z) € A[z] est 1;

> il existe Q;(z) € A{{z}} tel que (P, Q;) =1 et F(z) = Pi(2)Q;(z) ;

> le module M admet une décomposition équivariante sous I'actionde uw :M = N; @ V;,

ou N; est un A-module projectif de rang deg(F;) avec P; le polynéme caracté-
ristique de u sur N; et ou P;(u) agit sur V; par un opérateur inversible.

On voit facilement que les
{#] = Spm(A[z]/ P} ()"}
forment un recouvrement admissible de .Z3,. De plus, on a
D, A") = (A[2]/PF(2)")®ap) (N; @ Vi) & Nj,

ou le dernier isomorphisme se déduit de maniére analogue qu’en (6.4.4). En
particulier, T'(%/,.#"') est annulé par F(z~!) pour tout i. On en déduit que
I'(Spm A x Gy,,.#"), ainsi que M,,, est annulé par F(z~!), d’ott on déduit que (6.4.6)
est un isomorphisme. Ceci permet de conclure. i}

COROLLAIRE 6.4.7. — Le A{{z,27 '} -module A{{z, 27 }®ap.) M est annulé par F (z71).

COROLLAIRE 6.4.8. — Soit U un ouvert admissible de Spm A x Gy, alors le module
(U, .#") des sections de A4 sur U est un A-module sans torsion.

Démonstration. — Notons Ug = iU, qui est un ouvert admissible de 2. Par la
proposition 6.4.6, I'(U,.#) = T'(Us,i*.#"). De plus, comme dans la démonstration
de la proposition 6.4.6, on sait qu’il existe un recouvrement admissible {%Z;} de Ug
tel que I'(%,i*.#") soit un A-module sans torsion (méme projectif) pour tout Z%;,
d’ott on déduit que I'(Ug,*.#") I’est aussi. Ceci permet de conclure. i

COROLLAIRE 6.4.9. — Le A-module E{{z, z_l}}@@ E[z] M est sans torsion.
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CHAPITRE 7

COHOMOLOGIE COMPLETEE ET COMPATIBILITE
LOCAL-GLOBAL

Dans ce chapitre, on montre divers résultats de compatibilité local-global pour le
H'-complété des courbes de Shimura unitaires. Au §7.1, on rappelle des résultats
préliminaires sur la cohomologie étale complétée des courbes de Shimura unitaires.
Au §7.2.1, suivant Emerton [34], on donne la construction des variétés de Hecke
a partir du H'-complété des courbes de Shimura unitaires. Au §7.2.2, on utilise la
théorie des représentations (localement Qy-analytiques pour GLg (F, )) pour donner
une interprétation en termes de représentations de ’existence ou non de points com-
pagnons et pour montrer un résultat de classicité. Ensuite, au §7.2.9, on utilise les
résultats de triangulation globale de [53], [55] pour étudier les familles p-adiques de
représentations galoisiennes sur nos variétés de Hecke, en particulier, on donne une
interprétation galoisienne de I’existence ou non de points compagnons. Au §7.2.4,
on compare les variétés de Hecke construites au §7.2.1 avec celles construites dans le
chapitre 3 (a partir des faisceaux de formes modulaires). Enfin, au §7.4, on montre
les résultats principaux.

7.1. Cohomologie étale complétée

7.1.1. Généralités. — Soit K¥ un sous-groupe ouvert compact de G(A>¥) tel que
K@Kg soit net et maximal en p (¢f. Ex. §.1.9). Pour n € Z>(, notons

K, = KgKP (¢f- §2.2).

La courbe Mg, (sur .# ) est un revétement galoisien de Mg de groupe Kg/Ksﬁ =
Gl (Z,/w") (¢f. [20, §3.3.2]). Notons . I’ensemble (ordonné par I'inclusion) des
sous-groupes ouverts compacts de GLg(&, ), le sous-ensemble {K{}uez., est donc
cofinal dans .%”.

Soit W un E-espace vectoriel de dimension finie muni d’'une représentation al-
gébrique de G. Comme K, est net pour tout n € Zx(p, on peut associer a W un
systéme local 7y sur Mg, pour tout n € Zxq (¢f. §3.2.1). Soit Wy un &g-réseau
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de W stable sous ’action de Kf, et notons f”wo I’ensemble, ordonné par 'inclusion,
des sous-groupes ouverts compacts de GLg (&, ) qui laissent Wy invariant. De méme,
pour tout Ké) € &, on peut associer a Wy (resp. a Wy/w},) un systeme local de -
réseaux Zyy, (resp. de &/ w)-réseaux 7W0/m;<) sur MKgfnga (¢f- loc. cit.). L’ensemble
ordonné Ay, est cofinal dans &7 et Sy N {K{ }nez,, est cofinal dans ;.
Posons (¢f. [34, (2.1.1)]) :
HE (K9, W) = limy H (Mg ko g 7w,) =2 lim_lim Hi (Mg ko 3 7, /3, )3
KoeA, KoeFwy
HL (K2, Wy) = lim HY, (K9, Wo) /oy Hiy (K2, Wo);
S
Hét(Kg)’ WO) = l@ 11_1’1’1) Hét(MKé)Kp,@’ WW()/W%);
$ KLeH,
Hét(Kso’WmE =L Qg Hét(Kp’ Wo);

H{ (KO, Wo) = E @, Hi (K, Wo);
HL (K®, Wo)g == E ®, H. (K®, Wp).

REMARQUE 7.1.1

(1) Notons que dans la définition des groupes, on ne varie que les niveaux par
rapport a GLg (F,) plutot que G(Qy).

(2) Tous les groupes ci-dessus sont munis d’une topologie induite par la topologie
discrete sur Hét(MK;)KEJ,@» 7Wo/m2>’ et munis d’une action continue de

Gal(Q/.5) x K}, x Z (G(A™¥)//K®),

ou Ké € Sy, et Z(G(A®¥)//KP) désigne la Fp-algebre des opérateurs de
doubles classes de G(A®®) modulo K¥. De plus, I’action de Gal(Q/.%) et celle de
A (G(A™®)//K®) vérifient les relations d’Eichler-Shimura (g.2.13) puisque que
celles-ci sont vraies modulo @}, pour tout s € Zy.

(3) Le E-espace vectoriel PAIét(KSO, Wo)E (resp. flét(Kp, Wo)E) est un E-espace de
Banach avec la norme définie par le &f-réseau ﬁét(K@’, Wo) (resp. ﬁét(Ks"’, Wo)).

Considérons I’ensemble {Wy} des &g-réseaux de W stables par KI? ordonné par
Iinclusion. Suivant [34, déf. 2.2.9], posons

H. (KO, W) = liWLn,Hé[(KSO, Wo)E,
0

(7.1.1) HE (KO, W) = lim H (K®, Wo) g,
Wo

He (K®, W) o= lim He,(K?, Wo)
0
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ou toutes les applications de transition sont en fait des isomorphismes d’espaces vec-
toriels topologiques (¢f. [34, lemme 2.2.8]). Un point important est que les E-espaces
vectoriels topologiques Hét(K, W), f]ét(K, W), ﬁét(K, W) ci-dessus sont munis de plus
d’une action continue de GLg(F;) (¢f. [34, lemme 2.2.10]).

Par [34, th. 2.2.11 et 2.2.17, cor. 2.2.25 et 2.2.27],0ona:
THEOREME 7.1.2

(1) Les E-espaces de Banach ﬁit(Kp, W) et FNI[’,t(K@, W) munis de lewr action de GLg (F,, )
sont des représentations continues admissibles au sens de Schneider-Teitelbaum (cf. [69,
§31) pour tout i € Zyg. De plus, si Uaction de GLg(Fy,) sur W est triviale, alors les
représentations de Banach I/:I;f(K YW et H 2t(K5°, W) de GLg(F, ) sont unitaires pour
tout i € L.

(2) Si W est une représentation Qp-algébrique de GLg (F,) de dimension finie sur E (que
lon peut voir comme représentation de G(Qp) via la projection G(Qp) —» GLo(F,,)), il
existe alors un isomorphisme de I -espaces vectoriels topologiques équivariant sous Uaction
de Gal(Q/.F) x GLyo(F,) x Z (G(A®¥®)//KY) :

HY(K®, W) =5 Hi(K®,E) @ W
Plus généralement, supposons que la représentation algébrique W de
G(Qp) = Q) x GLo(Fy) x [T GLa(Fy,)

oilp
piFQ

admet une décomposition

W =~ W@ RE we®
ou Wy, est une représentation Qy-algébrique de GLg (F,,) de dimension finie sur E et W9
une représentation QP -algébrique de

Q@ x II GLa(Fy,)
oilp
PiFp
de dimension finie sur E. Il existe alors un isomorphisme de E-espaces vectoriels topolo-
giques équivariant sous l'action de Gal(Q/F ") x GLg(F,) x Z (G(A*®¥)//K®) :

Hy(K, W) = Hy(KO, W) @5 W,
7.1.2. Vecteurs localement algébriques. — On étudie les vecteurs localement algé-
briques de la cohomologie étale complétée des courbes de Shimura unitaires.

NOTATION #7.1.3. — Soit V une représentation de Banach de GLg(F,,) sur E.

> On note V,, son sous-E-espace vectoriel engendré par les vecteurs sur lesquels
I'action de GLg(F,) est localement Qp-analytique (c¢f. §6.1.1).

Si V est admissible, alors V,, est en fait une représentation localement Qp-
analytique admissible de GLg (F,) sur E et est dense dans V' (¢f. [71, th.7.1]).
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> Pour tout | C X, on note alors Vi-an := (Van) j-an (¢f- §6.1.1).

Soit W une représentation Q;-algébrique de G(Q;) de dimension finie sur E. Sup-
posons jusqu’a la fin de cette sous-section que W admet une décomposition (ce qui
est le cas lorsque W est irréductible)

W = ng RF we = <® W@,G) RF W@’
e,

ou W, est une représentation Qy-algébrique de GLg(F,) de dimension finie sur E.
Dans. ce cas, we .est une réprésentation Qp-;#gébrique .de Q@ x Iy poio Ol (Fi)
de dimension finie sur E, i.e. une représentation algébrique sur £ de

Gnx ]I ResQaZ GLo,
Qi | D-piFp

et W, s est une représentation c-algébrique de GLg(F,) de dimension finie sur E
(cf.- §6.1.1).

> Pour un plongement 7 de F, dans E, on note

® Woo et W™ i=W;@p WP
ceX,\{7}

> Pour J C X, on note

@] - Cgb‘vbc’ ij CSD Wo,6s W/ = we @HEVVé
cef cEX\J

Par [34, cor. 2.2.18],0on a:
THEOREME 7.1.4. — 1l existe une application naturelle continue
0

(7.1.2) Hy(K,W) — Homg, (W HE(K?, WP )an),

équivariante sous Uaction de Gal(Q/.7") x Glg (Fo) x Z(G(A®9)//K®) qui est en fait
Uapplication de bord de la suite spectrale

Ey = = Extg, (WY HL (K, WO )an) = H (KO, W)

équivariante sous Uaction de Gal(Q/.7 ) x GLg (F, 0) X2 (G(A®®)//K?), ou WSOv désigne
la représentation duale de W,, g lalgebre de Lie de GLQ( 0)etg z, = 30Q, E (¢f §6.1.1).

Pour n = 1, l'application en (7.1.2) s’insére donc dans la suite exacte suivante

(équivariante sous I'action de Gal(Q/.% ) x GLy(F, 0) X Z (GA®®)//K®))

(7.1.3) 0 — Exty, (WY, HL (KO, W9 )an) — HL (KO, W)

(L™

9’ 9’

— Homg, (W, H (KO, W9 )an) — Extgy (W, HE (KO, W9 )an).

En procédant comme dans [34, prop. 4.58.1 et cor. 4.4.2], on montre :
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PROPOSITION 7.1.5. — Les E-espaces vectoriels (cf. (7.1.3))

2 VvV 770
el Extg, (Wp,Hét(Kp,W@) )

an zy an

1 V770
Eth 2o (W@ ’ Hét(K@’ WSO )
sont nuls. Par conséquent, Uapplication (77.1.2) est un isomorphisme lorsque n = 1.
On commence par un lemme comme dans [34, §4.2].

LEMME 7.1.6. — Avec les notations précédentes, il existe v € Z>1 tel qu’il y a un isomor-
phisme équivariant sous Uaction de & :

(7.1.4) HY(KO, WP ) =5 (8, E)®,

ou& (%X ,E) désigne le E-espace vectoriel des fonctions continues de ﬁg;‘ a valeurs dans I,
ou laction de & sur ﬁg(K O, W) est induite par celle de GlLg (F,,) via le plongement de
groupes & — GLg(Fy), a — (% (1)) et ou Uaction de &) sur & (&F,, E) est donnée par

p
la translation a droite sur les fonctions.

Démonstration. — Notons wo (Mg, g) I'ensemble fini des composantes connexes de
Mg, g- L’action de GLg (&, ) sur Mg, induit une action de GLo (&, ) sur wg (Mg, @),
qui se factorise a travers I’application déterminant (¢f. [20, §3.2])

det: GLo(%, ) — 7).

Comme Mg, est un revétement galoisien de Mg, de groupe Glo(&,/w"#,),
I'ensemble w((Mg,g) est un revétement galoisien de wo(Mg,g) de groupe
(C/w"E, ) via la projection canonique :

wW() (MKn,@) —» () (MK(),@)'

Soit o C wo (Mg, g) qui releve wo(Mg,g) dans wo(Mg, g). On a une bijection
€quivariante sous I'action de & :

S0 % (B/0"Tp)* <5 wo(M,g), () —a-s

ou I'action de & sur §y x (&,/w")* est donnée par A - (s,a) := (s,1a) pour tout
(s,a) € S x (Gp/w")* et h € égox. Soit Wy un &Zg-réseau de W¥, on a donc une bi-
jection (&, /w"&, )* -€quivariante (puisque I'action de GLg (F,, ) sur Wy est triviale) :

Hgt<MK",@’ ywro/m%wro) L} g((égo/mnﬁ@ ) X,ﬁE/mj’ié?E)@m-w()',

ou ry estle rang de Wy sur & et & ((&,/w" G, )*, T/ w,) désigne I'’ensemble des
fonctions (continues) de (ﬁ;,/m”ﬁKJ )* avaleurs dans é’E/m};;é’E. En prenant la limite
inductive sur n puis projective sur s, on en déduit un isomorphisme ﬁpx -équivariant :

(7-1.5) HY (K W) = & (8 )%,

Ceci permet de conclure. i
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Soit Z le centre de GLy et notons :
> Slo(F,) et 3(F, ) les algebres de Lie respectives de SLg (F,, ) et Z(F,) ;
L= 8lo(Fy) ®q, E. 85 = 8la(Fy) ®or, E. 33, = 3(Fy) ®q, E
et 3o :=3(Fy) ®sr, E.
On dispose d’un morphisme de groupes Z(F, ) x SLg(F,) — GLo(F,) qui induit
un isomorphisme d’algebres de Lie :

3lo(Fp) x 3(Fp) = gly(F,).

De la méme facon que dans [34, prop. 4.3.1] et par le lemme %.1.6, on a:

> 9y

PROPOSITION 7.1.7. — Supposons que Z (F, ) agit sur W, via un caractere continu y, . Alors
pour tout i € Ly, il existe un isomorphisme équivariant sous Uaction de Z (F, ) x SLg (F, ) -
Homgy (E(; "), HO (KO, W )an) @5 H' (35, W,)

~ ] V 170 o ¢
-~ Exti“@ (Wp JHY (KO, W9 )an).

Démonstration de la proposition 7.1.5. — Puisque l'algébre de Lie $3 (resp. $; pour
tout ¢ € X,) est semi-simple, on a Hl(ézp,Wp) = 0 (resp. Hl(ég,Wp,c) = 0 pour
tout ¢ € X,) (e.g. voir [81, cor.7.8.10]). Comme W, = ®Gez§ Wo,6, par la formule
de Kiinneth, on obtient un isomorphisme

(7.1.6) B (R H"(55.Woo)) = H(53,. ).
Y as=2 o€X,
O]

L’algebre de Lie 3; étant de dimension 3, la dualité de Poincaré implique
H?(35, W) =0

pour tout ¢ € X,. Par I'isomorphisme (7.1.6), on en déduit HQ(QZP, Wi,) =0.Parla
proposition 7.1.7, on a donc

Extgllzp (WY, HO (K?, W9 )an) = 0, Ext§Zp (WY, HO, (K?, W9 )an) = 0.
Ceci permet de conclure. i}

COROLLAIRE 7.1.8. — Soit | C X,. Alor il existe un isomorphisme naturel équivariant sous
Uaction de Gal(Q/.%") x GLg(Fy, ) x A2 (G(A*Y)//K?) :
Hj(K®, W) = Homg, (W), Hy(K®, W) -an).
Démonstration. — On a les isomorphismes
Homgy (WY, HL (KO, W )an) = (HL (KO, W9 )an @5 W, )2
AL (KO, W)an® = (HY (K, W) joan) Y

2 (HEQ (K, W) foan @8 W)Y 5 Homy ; (WY

0.J° Hg[(K@, W])

Jan)”
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ou les deuxieme et quatriéme isomorphismes découlent de [37, prop. 3.6.15] et le
théoréme 7.1.2 (2), le troisieme découle de la décomposition gy = qz,\J X G-
Le corollaire découle donc de la proposition 7.1.5. i

7.1.3. Localisé du H'-complété en un idéal non-Eisenstein. — Fixons un sous-
groupe ouvert compact K¥ = [Tz, K de G(A™>9). Rappelons (¢f. notation §.2.3)
que :
> AZ (S(KP)) C Z(GA®¥®)//K®) désigne la sous-Zg-algébre (commutative)
engendrée par les opérateurs X; [, Y}\,Ixx,g’ll,o pour tout (A, 1) €€ S(K¥);
> A2 *(S(K¥P)) désigne la sous-&p-algebre de 2 (G(A®¥)//K®) engendrée par
la sous-&-algebre Z (S(K¥)) et 'opérateur Toup:

DEFINITION 7.1.9. — Soit p une représentation continue de Gal(Q/.%) de di-
mension 2 sur E. On dit que p est K¥-modulaire s’il existe une représentation
Qy-algébrique (irréductible) W de GLg(F,, ) de dimension finie sur E telle que

1
Homg, g,.#) (s Hg (K®, W) # 0.

Soit p une représentation K¥-modulaire de Gal(Q/.%") de dimension 2 sur E avec
po un @g-réseau Gal(Q/.7 )-invariant de p. Notons
2% la semi-simplification de la réduction modulo wg de g,
wg étant une uniformisante de . Noter que 0% ne dépend pas du choix de pg.
Comme p est K¥-modulaire, la restriction 0 1Gal(Qy/. 7,y (@insi que P 1Gal( @/ F )
est non ramifiée pour tout (A,[) € S(K?).
Soient ay(, b € Fg := Or/wEdg tels que le polyndéme caractéristique de
Frob (_AI’I) € Gal(Q,/ Fou) sur p* soit donné par
T% — @y T+ by
Notons m(g*) I'idéal maximal de .Z7(S(K¥)) tel que le morphisme
Z(S(K?)) — Z(S(K?))/m(E*) — F
envoie X; ( et Y;\’Ix)\jd[’o sur @ [ et lﬂ pour tout (A,[) € S(K®).

NOTATION 7.1.10. — Si N est un 2 (§(K¥))-module et est de type fini sur &5, on
note Nys le localisé de N en m(p™).

Noter que si N est de plus un Z7*(S(K?))-module, N;s est encore muni d’une
action de Luy CAT L, , commute aux opérateurs de Z (S(K®)).

Soient W une représentation QQy-algébrique de G de dimension finie sur E, Wy un

Or-réseau de W stable par Kf Pour s € Z>1 et i € Z>¢, on note

HL (KO, Wo/ o)) == lim HE (Mg ko3> 7y /)
Kg/OGyWO i
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Posons

i s — 1 i = ) oss
Hg (K¥, Wo/wp)zs = lim He (Mg ko3> 7/Wo/m;;)§5%
KoeFw, ‘

Hi (K, Wo)gw o= lim He (K9, W/ wy) 5,
N
HL (KO, W)gs = lim (HE (K®, Wo)zs @, E)
Wo
(voir (7.1.1), et noter que les applications de transition dans la définition de

I:Té[(KW, W)gs sont des isomorphismes d’espaces vectoriels topologiques). On a alors

HE (K9, Wo). 2 lim Hf (KO, Wo/w}). o x € {,5%},
s

REMARQUE 7.1.11. — Comme dans [36, §5.2], on peut montrer que l'action de
Z (S(K®)) sur ﬁgt(K@,W) se factorise a travers une ¢g-algeébre complétée wg-
adiquement réduite et semi-locale. Par conséquent, le localisé flé}t(K@, W)ss estun
facteur direct de ﬁélt(K@, w).

On suppose jusqu’a la fin de cette section p absolument irréductible modulo wg
(donc p 22 g%).

LEMME 7.1.12. — Pourtout s € Z>1, Uapplication naturelle
rrl s rrl 1
Hét(K@’WO)ﬁ/(m%Hét(Kg]’WO)@) I Héz(Kp’WO/m%)ﬁ
est bijective.
Démonstration. — Soit s' € Z, s' > s. Pour tout K, € ywoon dispose d’une suite
exacte de faisceaux localement constants sur M KoK®

w3,
E
0= Py st s == Pyt — P/, = 0,

qui induite une suite exacte longue (de &g-modules)

0 _ oL 0 _

0— HéL(MKpr,Q> %Wo/mg*Q __E HéL(MKpK@,Q, 7W(}/13XEI~)
0 _ 1 _

N Hé[ (MKgoKp,Q’ 7W0/m},) — Hét (MKWKW,Qa ywo/mgfé’)

mS
E 1 _ 1 _
— HaMk ko0 73y, 0) — Hed(M ko @ 7 Wo/ )

— HE (Mg ko> 7w

o)

En prenant la limite inductive sur K, € #, puis le localisé en g, on obtient une
suite exacte de @;-modules

0 — H (KO, Wo/wy ") —2os HY (KO, Wo/wh)s — HY (K2, Wo/wly); — 0
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puisque I'on a Hi (K®, Wo/w}); = 0 pour tout s" € Zs; et i = 0,2 (noter que

I'action de Gal(Q/.7") sur Hét(Kﬁo, Wo/wg) est abélienne pour ¢ = 0,2). On a donc

(7.1.7) HE (KO, Wo/wip)s/ (wHE (KO, Wo/wY)5) > HL (K, Wo/w})z

pour tout s’ > 5. Le lemme en découle. a
De la méme facon que dans [36, prop. 5.9.15], on a:

PROPOSITION 7.1.13. — L'ensemble H élt(K 0, Wo/w@y)5 est un objet injectif dans la catégorie
des représentations lisses (admissibles) de H sur &/ wy, pour tout s € Z»1 et H un sous-
groupe ouvert compact quelconque dans Sy, .

Comme dans [36, cor. 5.9.19], on a:

COROLLAIRE 7.1.14. — Avec les notations précédentes, on suppose que
Hiy(K?,W)5 #0.
Soit H un pro-p sous-groupe ouvert compact de GLo (%, ). Alors il existe n v € Z~q et un
isomorphisme de représentations de Banach admissibles de H sur E :
Hy(KO,W)s = & (H,B)¥,
ou laction de H sur & (H, E) (Uespace des fonctions continues de H a valeurs dans E) est
donnée par la translation a droite sur les fonctions.
Démonstration. — Soit Wy un @g-réseau de W stable sous 'action de H. Il suffit de
montrer qu’il existe un r € Zy et un isomorphisme H-équivariant
H} (K, Wo); = & (H,Tp)®".

Soit s € Z>1, comme le groupe H est prop-p, la &/ w}.-algebre (Fp/w})[[H]] est
locale. On montre comme dans la preuve de [36, cor. 5.9.19] qu’il existe un r; € Zy
tel que

HY (KO, Wo/o}); & & (H,Op/w)) .
Mais par le lemme #7.1.12 (voir aussi (7.1.7)), 7y est indépendant du choix de s;
on pose alors r := 7;. En prenant la limite projective sur s, on a

H} (K, Wo); = & (H, ).

Ceci permet de conclure. i}
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7.2. Variétés de Hecke

7.2.1. Variétés de Hecke. — Suivant Emerton (c¢f. [34, §2.3]), on construit des varié-
tés de Hecke.

7.2.1.1. Généralités. — Soient R une E-algebre affinoide, .#° une E-algébre commu-
tative, et M un R-module fini muni d’une action (R-linéaire) de .27, i.e. il y a un
morphisme de E-algebres

7 — Endg(M).
Notons 7 (R, M,Z") la sous-R-algébre de Endg (M) engendrée par I'image de .27

via ¢, qui est une R-algebre finie et ainsi également une E-algebre affinoide (¢f. [11,
prop. 6.1.1/6]). De plus, &/ (R, M,Z") est en fait une R/ Anng (M )-algebre finie (ou
Anng(M) := {x € R; xM = 0}), et M muni de 'action canonique de < (R, M, %),
est évidemment un &7 (R, M, /Z")-module fini fidéle.

LEMME 7.2.1. — Soit L une extension finie de E, un L-point de
Spm &/ (R, M, Z)

correspond donc & un idéal maximal L-rationnel m de of (R,M,Z") @ L. Notons 1y
(resp. Mo) Uimage réciproque de mt dans R ®p L (resp. Z ®p L), alors le morphisme cano-
nique de L-espaces vectoriels

(M @p L)/my(M ®g L)) @z g, ((Z ®pL)/Ma) — (M ®p L)/m(M ® L)

est un isomorphisme. Si Uon note Mg image réciproque de m dans </ (R, M, Z") alors le
morphisme naturel

M/moM — M g L)/ m(M®rL), m—m®]1,
est un isomorphisme de L-espaces vectoriels.
Démonstration. — On a une projection canonique (de R ®p L-algebres)
$r,: (Z Qk L) ®1 (RQE L) —» o/ (R,M,Z) ® L,

donc
m =y ((# @ L)@ +mMy® (RRE L)).

La premiere partie en découle. La deuxieme partie découle de I'isomorphisme de
L-espaces vectoriels

((M/UIOM) QF L) ®LepL L (Mg Ly/m(M ® L)
ou la projection L ® L — L est induite par
(o (RM,Z)/my) @ L —» (' (R,M,Z) Qp L)/m.

Ceci permet de conclure. i
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LEMME 7.2.2. — Soit M un idéal maximal de R, alors le noyaw I du morphisme naturel
o (R,M,Z)/met (R,M,Z) — Endp/m (M/mM),
est nilpotent.

Démonstration. — Comme &/ (R, M, Z")/ma/ (R,M,Z) est une R/m-algebre finie
(et donc artinienne), il suffit de montrer que I'idéal I est contenu dans tous les
idéaux maximaux m’ de 'anneau ./ (R, M, Z)/me/ (R, M, 7). On se rameéne alors
a montrer que le noyau (encore noté /) du morphisme canonique

o (R, M, 7)) —> Endg,m (M/mM)

est contenu dans tous les idéaux maximaux 1’ 2D nt de &7 (R, M,.Z’). Soient x € I
(alors xM C mM) et 1t un idéal maximal de </ (R, M, %) contenant 1, si x € nv’,
donc (x) + 1 = & (R, M,.Z’). On en déduit

M=o (RMZ) M=xM+m'MCmM+m'M=m'M,
une contradiction, car M est un ¢ (R, M, " )-module fini fidele. a

Le lemme suivant est évident.

LEMME #7.2.3. — Avec les notations ci-dessus, soit N un sous-R-module de M stable sous
Vaction de A7 . Alors on a une projection canonique de R-algebres affinoides
(7.2.1) A (R,M,Z) —» o/ (R, M/N, 7).

LEMME 7.2.4. — Soient R, R’ deux E -algebres affinoides avec R plate sur R, Z° une E-
algébre commutative, M un R-module fini muni d’une action R-linéaive de /7. Alors il y a
un isomorphisme canonique de R'-algebres

A (RM,Z)r R = o/ (R,M®rR,7),
ou 7 agit sur M @g R’ parh- (m®7') = (h-m) @' pourtouthe Z,me M,r € R'.
Démonstration. — La composée
#Z — Endr(M) — Endgr(M) g R’ — Endg/ (M ®r R)
induit un morphisme de R’-algébres :
(7.2.2) A RMZ)@r R — o (R,M @r R, 7).

Il est clair que le morphisme (7.2.2) est surjectif. Comme R’ est plate sur R, I'injec-
tion de R-modules </ (R, M,Z") — Endgr (M) induit une injection de R’-modules

A (R,M,7) @g R — Endg(M) ®r R

En outre, comme R’ est plate sur R et M est de type fini sur R, le morphisme naturel
Endg(M) ®g R’ — Endp (M ®g R') est un isomorphisme. Le lemme en découle. []
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Soient maintenant X un espace rigide sur E, .# une E-algébre commuta-
tive, et .# un &x-module cohérent muni d’une action @-linéaire de Z . Soit
{U; = Spm R;} un recouvrement admissible de X. Pour tout ouvert R;, on obtient
par 'argument ci-avant une R;-algébre affinoide &/ (R;, M;,.Z") ou M; :=T'(U;,.#).
Par le lemme 7.2.4, les U; se formant un recouvrement admissible de X, les
Spm &/ (R;, M;,Z") peuvent se recoller en un espace rigide & (X, .#,.7) fini sur X.
De plus, les R;-modules fideles M; peuvent se recoller en un faisceau cohérent,
encore noté .# ,sur & (X, # , 7).

Noter que par le lemme 7.2.4, & (X,.# ,Z") ne dépend pas du choix de {U;}. On
dispose de plus d’'un morphisme naturel de E-algebres

T = O (& X M),

Pour un sous-espace rigide fermé Y de X sur E, si 'action de &x sur .#Z se
factorise a travers & , on peut construire & (Y,.# ,Z") en remplacant X et Y. On voit
facilement que & (Y, .#,.7°) 2 & (X,.# ,7°), etle morphisme & (X,.# ,7) — X se
factorise a travers Y .

On note Z, le sous-espace fermé de X défini par le Fx-idéal cohérent
Anng, (#') (¢f. [11, prop. 9.5.3/8]) ou Anng, (#) est tel que

Anng, (#)(Spm R) = Anng (.# (Spm R))

pour tout ouvert affinoide SpmR de X. On voit alors que .#Z est un &7 -
module fidéle et @y agit sur .#Z via la projection & — ¢ ,. Le morphisme
& X, # ,7Z) — X se factorise a travers Z y, et induit (par le lemme 7.2.2) une
surjection

E X, M,Z)E) — 7, (E).

Pour un point fermé z de & (X, A ,7), on note x, son image dans X et v, la

composée Z — 7 (& (X, # ,Z)) 5 E.

On a comme dans [5, lemme 7.2.7] :
LEMME 7.2.5. — Si X possede un recouvrement admissible par une suite croissante d’ouverts
affinoides, alors pour tous 2,2 € & (X, 4 ,Z)(E), z = 2 si et seulement si x, = x
et Y, = vy . Dans ce cas, le point fermé z sera noté (x,,7).

Par le lemme %7.2.4, on a

LEMME 7.2.6. — Avec les notations ci-dessus, soit 4~ un sous-Fx -module de A stable
sous Uaction de 2, alors & (X, M | N ,Z) est naturellement un sous-espace rigide fermé
de & (X, M ,7) surE.

Enfin, le lemme 7.2.4 entraine le résultat suivant.
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LEMME 7.2.7. — Soient X, X' deux espaces analytiques rigides sur E, et f : X' — X un
morphisme plat; soient Z° une E-algebre commutative, et A4 un Ox -module cohérent muni
d’une action Ox -linéaire de 2 . Alors on a un isomorphisme d’espaces rigides sur E

(7.2.3) EX M, 7)) xx X =5 X, fr 7).

7.2.1.2. Variétés de Hecke. — On construit des variétés de Hecke a partir du H!-
complété des courbes de Shimura unitaires.

NoTATION #7.2.8. — Soient J un sous-ensemble non vide de %, h/ € ZLJQ‘ et
koy € ZIJ1. On pose

Wtk = &) (Sym"o72 E* @ (AE?)"27)7,
oef
qui est muni d’une action E-linéaire de GLg (F) de sorte que 'action de GLo (F) sur
le facteur

W(kl,o"kQ,G) = (Symkl,rx_Q EQ ® (/\EQ)kQ,G)G

est induite par I'action standard de GLg(£) via le plongement ¢ : ' — E. Pour une
extension finie L de E, on prend I’abus de notation W *17%2;) pour désigner encore
whipk) @p L.

REMARQUE 7.2.9. — Les {W (kg ohoy, )} parcourent en fait toutes les représentations
Qy-algébriques irréductibles de GLo(F,, ). On a de plus, (.)" désignant la représen-
tation contragrédiente,

(W(ﬁzp’ﬁzp ))\/ =~ W(ﬁzp’kézp)
avec ky o =2 — k1, — kg ; pour tout ¢ € X.

Soient J un sous-ensemble non vide de X, ki, € Zyg et kg ; € Z. Considé-
rons, pour tout ¢ € X, \ J, la représentation localement jJ-analytique admissible
de GLo(F,) :

H} (K°, W(ﬁzp\./’@zp\ﬂ)]_an

= ([‘Iélt (KKJ’ W(ﬁzp\zga’@f‘p\zp )) ®F W(ﬁzgo\f’ﬁzy\]))]_an

ou I'isomorphisme découle du théoreme #7.1.2 (2). Par le théoréme 6.2.1, le module

de Jacquet-Emerton

JB (ﬁélt (KSO’ w (ﬁzi’\jyﬁzﬁ\]) )]-an)

est une représentation localement J-analytique essentiellement admissible de T'(F,, )
(¢f §6.1.5) et est muni d’une action continue de Gal(Q/.F) x 2 (G(A®®)//K®)
(et donc de la Z-algébre commutative .27*(S(K¥))) qui commute a celle de T'(F, ).
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Notons 7/:] I’espace analytique rigide sur E qui parametre les caracteres localement
J-analytiques de T (F,). Par définition (voir la discussion au-dessous de la proposi-
tion 6.1.17), le dual fort de

-]B (ﬁélt (KKJ, W(ﬁzf’\fﬁzﬁv))]-an)

peut se réaliser en un faisceau cohérent, noté .Z ( J; ﬁx,,\[’ kgzp\[) , sur f/ En appli-
quant le formalisme dans la section précédente a

{T]’%(];hﬁp\./’k—np\])’%* (S(K7)) ®, E}’
on obtient un espace analytique, noté
E s ks, plesp\ )

qui est fini sur TA], ainsi qu’un faisceau cohérent sur ’espace rigide & ( J; th\], k_gzﬁ\]> ,

encore noté
A i by, g hasyy )

Comme Tj est strictement quasi-Stein (¢f. proposition 6.1.14), par le lemme 7.2.5,
pour toute extension finie L de E, un L-point de g(];ﬁz[,\]’k_?zp\]) sera noté
(%,v) o y estun caractére localement J-analytique de T'(F,, ) a valeurs dans L*, et
v :2Z*(S(KP)) — L est un morphisme de &g-algébres (autrement dit, un systeme de
valeurs propres de Z*(S(K®))). De plus, la fibre spéciale de .Z ( J; th\], k_gzp\]) en

un L-point y de TAj est naturellement duale a I’espace propre
Is (ﬁélt(K@, Wl ples, ) o L) [T(Fo) =11

Par le lemme 7.2.1, la fibre spéciale de .Z ( J; hZ,,\j’ k_gzp\j) en un L-point (y,y) de
&(J; hE,,\]’ k_?zp\]) est alors naturellement duale a I’espace propre

Js (ﬁét(K@,W(ﬁEp\/’@Ep\f)) ®E L) [T(Fy) =0, Z7(S(K?)) =71,

J-an
sur lequel T'(F, ) agit par le caractére y et .2 *(S(K¥)) par le morphisme y. On
voit (e.g. par le lemme 7.2.2) qu’il existe un L-point (y,Yy) dans l’espace rigide
&(J; th\], k_gzp\]) si et seulement si

T (He (KO, Wiy sy ) @p L) [T(Fy) = 7,27 (S(K?)) = v] #0.

J-an

En résumé, on a :

THEOREME 7.2.10

(1) Il existe un espace rigide & ( J; th\ Ie k_ng\ ]) sur E muni d’un morphisme de E -algébres

(7.2.4) V:Z(S(KY)) g E— O (E (Jihs,, prhegy )
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et d’un morphisme fini d’espaces analytiques rigides

»: & (ks phesy ) — 1)
tel que les conditions sutvantes soient satisfaites :

(a) pour tout ouvert affinoide U de T’], le morphisme induit
Z*(S(K®)) ®g, & U) — & (x(U))

est surjectif;
(b) pour une extension finie L de E, un L-point (y,v) (voir la discussion ci-avant)
appartient ¢ & (J; th\], k_?zp\]) (L) st et seulement si

]B(ﬁ;t([{@’W(ﬁzp\]’@xp\])) QF L) [T(Fgo) =y, 7" (S(Kp)) _ ﬂ £ 0.

J-an
(2) 1l existe un faisceau cohérent A ( J; ﬁzp\], k_sz\]) sur Uespace rigide & ( J; hzﬁ\], k_QZP\J)
de sorte que Uimage directe n..# ( J; h S\ k_gzp\ /) est le faisceaw cohérent sur T] associé

aw dual fort de la représentation localement J-analytique essentiellement admissible

JB (F];t(Kp, w (ﬁﬁp\./’@xp\f) )]_an)

de T(Fy). La fibre spéciale # ( J; hZ,,\/’ k_QZp\/) | en un point fermé z = (y,Y) est

canoniquement duale au sous-espace propre correspondant

Je(Hj (KO, Wiy plesy ) @p k) [T (Fy) = 7,27 (S(K®)) = 7],

J-an
ou k, désigne le corps résiduel en z.
PROPOSITION 7.2.11

(1) Lespace rigide & (]; hZ,,\j’k_?El,\j) est emboité, et ﬁ(g(];hxp\j’k_?zp\j)red)o
(¢f (4.4.18)) est alors un sous-ensemble compact de 7 (& ( J; hZP\/’ k_?zﬁ\]>red> .
(2) Limage de Z*(S(K®)) dans & (& (]; hz,,\j’k_?zl,\ﬂred) via (7.2.4) est contenue

dans 7 (& (], hz‘b\]: k_QZP\J)red)O.
Démonstration. — (1) Comme YA} est emboité, cela découle de [5, lemme 7.2.11].
(2) Il suffit de montrer que pour tout point fermé
2= Oon) €8 (Jihigy o basy )

le morphisme » : Z*(S(K?)) — E se factorise a travers . Mais c’est clair car
Hélt(KEO,W(hEI,\]’@Ep\j)) admet un Zg-réseau stable sous l'action de Z7*(S(K¥))

(¢f-§7.1.1). Q

Reprenons les notations du théoréme 7.2.10. Soient § C J C X, et k5 € Z>9,
ke s € Z pour tout ¢ € J \ S, considérons la composée équivariante sous l’action
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de GLo(F,) x Gal(Q/.F) x Z*(S(K?)) :

]T]élt (K@, W(ﬁzp\s’ﬁzp\s))s_an N I:j:;t (K@, W(ﬁzp\s@zp\ﬁ)]_an

= Hy (KO, Wy s )y @p Wkinshkpe),

J-
ot le deuxiéme isomorphisme découle de [37, prop. 3.6.15] et du théoréme 7.1.2 (2).
On en déduit une injection équivariante sous ’action de

GLy(F,) x Gal(Q/F) x Z*(S(K?))
via la composée
(7.2.5) HL (KO, Whspoles) o)) @p (WHpstg)”

s (H (KO, Wiz phesy ) @p Whinekene)) gp (Wtpskzpg)Y

S-an

J-an
— ﬁél[ (Kp, w (ﬁxp\]’kﬁxp\./))]_ an’

ou la deuxiéme injection découle de la proposition 6.1.3,.

Soit Ny := {(§}) € GLa(&,)}. L'action de T(F,) sur ((WEpshps))V)yNo est
alors donnée par le caractere

: —k o —(k G k 5—2
X(ﬁ]\S? k_?/\s) = ( GEI;I\SG 2, ) Q ( Ug:_/I\SG (k1,6+ke, ))

Comme le foncteur de Jacquet-Emerton est exact a gauche (¢f. [33, th. 4.2.32]),
on peut déduire de (7.2.5) un plongement de représentations localement j-

analytiques essentiellement admissibles de T (F,) équivariant sous I’action de

Gal(Q/F) x Z*(S(K?))
(7.2.6) Jp (Hélt (Ko, Wihizps s )y @ (W(ﬁJ\S’@J\S))V)
2 Ty (Ha (KO W Aoty ) Y @ 7 (ks o)
— Jp (ﬁg[ (K@, W(ﬁxp\,/’@x[,\_/))]_an>

ou le fait que le deuxiéme terme est essentiellement admissible découle du
lemme 6.1.18, et ou le premier isomorphisme découle du lemme suivant.

LEMME 7.2.12. — Soient | C X, V€ Repy, (GLo(F,)) localement [-analytique
(¢f. §6.1.1) et W une représentation X, \ [ -algébrique irréductible de GLg (Fy, ) sur E. Alors
il existe un isomorphisme naturel T (F,, ) -équivariant

Jp(V) @ W™ = Jp(V @r W),
ouV @ W est muni de Uaction diagonale de GLg (F, ).

Démonstration. — Notons 1 ’algebre de Lie de Ny. On sait que

W0 = WS o e\
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ot le dernier isomorphisme découle du fait que W est X, \ J-algébrique (¢f. §6.1.1).
Ceci, combiné avec le fait que I'action de Ny )\ sur V' est triviale, entraine

(Ver W)Yo C (Ve W)"*\V =2V g W'\ =V @y W,
et donc (V @p W)No 2= VN @ WMo Le lemme en découle par [33, prop. 3.2.9]. []

Reprenons les notations introduites avant le lemme 7.2.12, supposons S # @ et
notons

A (S5 kg, 50 h2x,\s) [X(ﬁ]\svk_?]\s)]
le faisceau cohérent sur YA’] associé au dual fort de
]B ([_Nlét([(ﬂo’ W(ﬁzp\yﬁzp\s))s_an) QF o (hj\S’ k_2j\S)’

qui, par (7.2.6) et I'anti-€quivalence de catégories (¢f. §6.1.5), est donc un faisceau
quotient de . ( J; th\], k_sz\]). En appliquant le formalisme de la section 7.2.1.1 a

{T# (S hiypss hasp ) [1( g o )] 277 (S(K)) @y B}
on obtient un sous-espace analytique rigide fermé (par le lemme 7.2.6), noté
& (S hig s hess) [1. (ks ke )]s

de & (J; ﬁz,,\p k_QEp\I> sur E. En outre, le caractere y (ﬁ]\s, k_gj\s) induit un isomor-
phisme d’espaces rigides sur E (¢f. §6.1.9)

7.k s k2ps) T T g 11 (ks ko pg)-
Par le lemme 6.1.18, on a alors un isomorphisme de faisceaux cohérents sur YA“]
(1 (ki pygs hepng))™ (A (S5 Bag, 0 Rosy o) [ (ks R pys))
— A (S; kg5 kox \s)

(o I'action de ﬁ}j sur //(S;hzﬁ\s,k_gzp\s) se factorise a travers ﬁ}&) Par le

lemme #7.2.7, on obtient un diagramme cartésien
E(Sihisshess) T E(Shigng ks, o) 1 (kg k2 g)]
l X(ﬁj\y@j\s) :\[
1 —_— Ty

ou le morphisme (isomorphisme) en haut envoie (y,Yy) sur (Xx(h]\s,k_Q]\S),Y).
De tout ce qui précede, on déduit le théoréme suivant.

THEOREME 7.2.13. — Soient @ # S C | C X, ki s € Z>g et ky 5 € Z. Alors, pour tout
6 € Xy \ S, on a un plongement fermé despaces analytiques rigides sur E :

(7:27) & Ghy,ghesns) = & (ks phasy ) 000 = (0 kapg)-v).
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DEFINITION 7.2.14
(1) Soient @ # | C %, § un sous-ensemble de J, L une extension finie de E,
et (1 =3, ® 719 Y) un L-point de é’(];hzz]\],k_sz\]).

> On dit qu’un vecteur v dans

(7.2.8)  Jp(HL (KO, W sy plesy )Y @p LY[T(Fy) = 1,27 (S(K)) = ¥]

J-an
est S-classique (resp. quasi-S-classique) si son image dans

ﬁél[ (KKJ, W(ﬁzp\f’gﬁp\])) ®k L

J-an

via la composée naturelle

(7.2.9) Jp (ﬁét(Kg“,W(ﬁzp\f@zp\j)) ®p L) [T(Fp) =y, Z*(S(K?)) =]

®E L)1V0 I:T(Fp)“l‘ — X,%*(S(KSO)) _ Y]

J-an
S (HY (KO, W B )y
— H (KO W hsp ks, ) e L,

est S-classique (resp. quasi-S-classique) pour I'action de GLg(F,) (¢f. §6.1.2),
ou T'(F,)* désigne le monoide {(gg) € T(Fy) 5 vp(a) > vy(b)} et oule
premier isomorphisme découle de [33, prop. 3.4.9] (voir la remarque 7.2.15 ci-
dessous pour I'action de T'(F, )" sur Vo pour une représentation localement
Qp-analytique V de GLg(F,)).

> On dit que v est classique (resp. quasi-classique) s’il est J-classique (resp. quasi-J-
classique). On note

7l k Sk *
Jo(Hg (KO W sy plesy ) | @p L) [T(Fy) = 1,27 (S(K®)) = 1],
avec ? = quasi-S-cl (resp. ? = S-cl) le sous-espace vectoriel engendré par les
vecteurs quasi-S-classiques (resp. S-classiques).
(2) Avec les notations ci-dessus, on dit que :

> (%,Y) est S-classique (resp. quasi-S-classique) si le L-espace vectoriel en (7.2.8)
possede des vecteurs S-classiques (resp. quasi-S-classiques) non nuls;

> (%,Y) est classique (resp. quasi-classique) s’il est [-classique (resp. quasi-/-
classique).

REMARQUE 7.2.15. — Soit V € Repy, (GLo(fy)) (¢f §6.1.1), on définit une action
de T(F,)™" sur VAo en posant (¢f. [33, déf. g.4.1])

(7.2.10) 7 (v) := #(No/tNot~1) ™1 > ont-v

nENo/lNotfl

pour t € T(F,)* et v € VNo. Par [33, prop. 3.4.9], pour tout caractére localement
Qp-analytique y de T'(F, ), on a une bijection

Js(V)[T(Fp) =7] = VNI (F,)T =]
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PROPOSITION 7.2.16. — Avec les notations de la définition 77.2.14, et on note

Vo= HY (KO, Whisy phes) )Y @p L

J-an

pour simplifier. Soient S C [, et 0 # v un vecteur dans
yNo [T(Fgg)+ - X,%*(S(K@)) - Y] %]B(V)[T(F@) _ x,%*(S(K@)) _ Y}-

(1) Le vecteur v est quasi-S-classique si et seulement si S C C5(y) et v appartient a Uimage
de Uinjection naturelle GLg (F,, ) x Z7* (S(KY")) -équivariante (cf. la proposition 6.1.3)

(7.2.11)  (Ver w (el &, % o det) ®r (W) g XEI odet—V

J\S-an
ou kg = kX],G — kXQ,G +2 pourc € § (¢f. la définition 4.4.1) et ou y, ¢ est un caractere
localement S -analytique de Fg a valeurs dans L vérifiant ky o= —ky 0 pourc € §
(augmenter L s’ faut, cf. le lemme 4.4.4, et noler que j ¢ est unique a torsion par un
caractere lisse de F* pres, et le premier terme de (7.2.11) ne dépend pas du choix de y ).

(2) Le vecteur v est S-classique si et seulement si v est quasi-S-classique et kxl,g € Z pour
toutc € S.

Démonstration. — (1) Le sens «si» est clairr. On suppose maintenant v quasi-/-
classique. L’action de Dg (ou b est I’algebre de Lie de B(F,, ) et bg = ] ¢ b®Fp,5 L,
voir §6.1.2) sur v est alors induite par le caractére (voir I'argument au-dessus de la
proposition 6.4.532)

Lsits =L X (5)) — z‘g(%kch +dshy, )
ces ’ ’

ceS

via la projection bg —» tg. Donc I'application
U(gs) — VW tr—1-v,

induit un morphisme de U(ggs)-modules Ver(x’s) — V dont I'image, notée W,, est
de dimension finie (sur L) car v est quasi-S-classique, ou

Ver(y) = U(Ts) ®r 75

désigne le module de Verma de Xg' (T désignant 'algebre de Lie du radical nilpotent
de E(FgJ )). Par la théorie des modules de Verma (e.g. voir [47, §1.3 et §1.6]), on a
k)(l,(y — kxg,ﬁ € Zxp pour tout ¢ € § (i.e. § C Cg(y)), et on a un isomorphisme
de U(gs)-modules

(7.2.12) (W0 @, 5 1o det 5 W,
On obtient alors une injection gg-équivariante
(W<hs’9s))v L Xs_'l odet—V

dont v appartient a I'image. On en déduit que v se trouve dans I'image de la com-
posée naturelle GLg (F,) x 27 (S(K¥))-équivariante (voir la proposition 6.1.3 et la
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remarque 6.1.5, noter que la derniere application est donnée par f @ w — f(w))
(VoL Whsld) @ y ¢ odet) ps-an @1 (W) @1 5 51 o det
—5 Homg (W9 @ 5 1o det, V) @ (Whs2))Y @ 1! o det)
—V
d’ou (1).
(2) Supposons v quasi-S-classique. Par définition (¢f. §6.1.2), v est S-classique si

et seulement si W, provient d’'une représentation S-algébrique de GLg(F,) sur L.
Par I’isomorphisme (7.2.12), ceci est équivalent a kXS’G € Z pour tout ¢ € S. i

REMARQUE 7.2.17. — Avec les notations de la proposition 7.2.16, soit § C Cz(y) et

notons , 1
L= (kg 09) 7 (L ® %)

Alors l'injection naturelle obtenue en appliquant le foncteur de Jacquet-Emerton a
Iapplication (%7.2.11) (voir aussi (7.2.6))

Jo((V @L WS @1 1 0 det) pg-an ) [T(Fy) = 71,2 (S(K?)) =]
@17 (kg 09) (15 @ 75) ™ = Ja(V) [T (Fy) = 1,27 (S(K?)) = 7]
induit une bijection
Jo((V &L W) @1 5 g 0 det) pys-an ) [T(Fy) = 7,27 (S(K?)) = 7]
@11 (kg 05) (L5 ® 25) ™" = J5(V)quasi—s—a[T'(Fo ) = 1, 2 (S(K?)) = v].

En particulier, si ’on a de plus ky o € Z pour tout ¢ € S, ily a alors une bijection (no-
ter que le membre de droite ne change pas si « S-cl » est remplacé par « quasi-S-cl »,
par la proposition 7.2.16 (2))

]B((V ®r W(hy@s))]\s_an) [T(Fgo) =97 (hS’k_QS)_l’%*(SU{KJ )) _ Y]
L)]B(V)Sfcl [T(Fgo) = X,%*(S(K‘@» = Y]r

ou kg ; = _kxlﬁ pour tout ¢ € §. Par conséquent, le L-point (3, = y; ® Jo,7Y) est
S-classique si et seulement si ky ; := kxl,(j — kXQ,G +2€Z>g, ko 5= —ky_l,g €Zet

Jo((V @rWhelo) o) [T(Fy) = 77 (ki hag) ™2 (S(K)) = y] 0.
Lorsque S # J, c’est alors équivalent a
-1
(Lx (hags kog) ™5 1) € E(J\ S5 ks pyuss k2 (s, pus)-

QUESTION 7.2.18. — Soient 6, ¢’ € J, avec 6 # ¢, et (y,y) un point fermé de
g(];ﬁzp\]’k_?z,,\])' Estce que (y,Yy) est {c,6'}-classique quand il est a la fois o-

classique et ¢’-classique ?
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DEFINITION 7.2.19
(1) Soit y =y, ® ., un caractere continu de T'(F,, ) a valeurs dans @; On dit que
A est non ramifié algébrique si kxl,s, kxgﬁ € Z pour tout ¢ € X, et il existe aq,
as € @; tel que

k k,
71 ® 7 =unr(a;) [T 671" @unr(ag) [ o7"2".
e, e,

(2) Avec les notations de la définition 7.2.14, on dit que (y,Y) est semi-stable classique
si (y,Y) estclassique et y est de plus non ramifié algébrique.

Notons :

> C(J; kiy,\ j> h2x,\ ;) U'ensemble des points semisstables classiques de I'espace ri-
gide & ([s kg, > kes\ )

X /7(]§ﬁ2p\j’k_22p\1) I'adhérence de Zariski (qui est donc réduit, voir [23,
S1.2) de C(Jihis,\ p kox,\ p) dans & (i by, g kosyy )-

7.2.2. Points compagnons et classicités. — On utilise la théorie des représentations
localement QQp-analytiques de GLg(F,,) pour donner une interprétation en termes
de représentations (proposition 7.2.28) de I’existence ou non de points compagnons
(¢f. définition 77.2.21) et pour montrer un résultat de classicité (proposition 7.2.27).

On fixe jusqu’a la fin de cette section un sous-ensemble non vide | de X,
et ks € Z>9, ko s € Z pour tout 6 € %\ J.

LEMME #7.2.20. — Soient L une extension finie de E, y = L1 ® Lo un caractere localement
J-analytique de T (F,, ) a valeurs dans L™,
C:=Cz(x)NJ

(¢f- définition 6.8.91), et vy un morphisme de O -algebres Z7* (S (K®)) — L. Alors on a une
bijection de L-espaces vectoriels

(7.2.13) Jp (ﬁle}t(K@, W(k—lﬁp\]’@ﬁp\]))]_an ®F I‘)quasi c-all(Fp) =1, Z*(S(KY)) = 7]

- GLo (F,) _ _ c-
— Homg, () ((IndB(sz()‘ Lo IEICG}“’G QXC unr(g~ 1) ®xlxcunr(q))]\ an
G

®L (W(ﬁc’g(:))v R XEI odet ®L(W(ﬁzp\j’@%\/))v,

(H (K, W sy Rsps, )y @ L) Z*(S(KY)) =7]),

Qp-an [

ou ks = k;,vl,(7 — kXQaG + 2 € Zxg pour tout 6 € C, y . est un caractere localement C-

analytique de FpX a valeurs dans L™ tel que klc,ﬁ = —kxl,cy pour tout 6 € C (el ¢ = pdo ).
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Si de plus kll,g € Z pour tout 6 € C, notant ko 5 1= —kxl,g pour tout ¢ € C, on a alors une
bijection de L-espaces vectoriels :

]B(ﬁe!l(Kp’W(th\])ﬁzp\]))j—an ®p L)¢_qlT(Fo) =717 (S(K?)) =v] =
GLg (Fp)

_ — . C-
HomGLQ(FW) ((IndB(F@) Lo Ig(ckl,(ﬁkzc Qunr(q 1) D%, Iélcgkg,g unr(q))]\ an
ocl ocl

o (W Heuon o)),
(LK, W ts sk 50y @ L)Q,,—an[ “(S(K?)) = v]).
Démonstration. — Notons
V= ﬁg[(K@,W(hz,}\_p@xp\]))]_an opl et 3 =77 (ke 00) (e ® 1)
pour simplifier. On a une bijection de L-espaces vectoriels (voir la remarque 7.2.17)
Te((V oL Wheld @y . odet) pcoan) [T (Fp) = 21, Z* (S(K)) = ¥]
= JB(V)quasi—c—a [T (Fp ) = 1,2 (S(K?)) = v].

Comme Cg(y") N (J\ C) = @, par le corollaire 6.3.33, on obtient une bijection de
L-espaces vectoriels

(7.219)  Jp((V oL WHeld @1 5 o odet) pcoan) [T(Fo) = 7/, 7% (S(K?)) = 7]

~ GLo(F,) 9 _ -
= Homaryr,) (g )" 7o Ie](,"kl’“ Freunr(!) @ 147 wnr(e) N,
ol

(v @ W) @y 7 o det) poan[#7 (S(K)) = 1])-

Par le corollaire 6.1.6, il y a une bijection entre le dernier terme de (7.2.14) et le
dernier terme de (7.2.13), d’ou la premiére partie du lemme. La deuxiéme partie
découle de facon analogue. i

Soit y = 7, ® y, un caractére localement Q,-analytique de T(F,) a valeurs
dans E*. Pour § C Cz(7), on note

B, o—k, o—1 B, o—k, o+1
[ 4 4 . Y90 110 %0 YL o0
Ls=11s®hos=x [[o"" "7 @y [Tom” 727 .

ceS GeS

On a par définition Cg(y5) = Cz(x) \ S-

DEFINITION 7.2.21. — Soient z = (y,y) un point fermé de I’espace analytique rigide
g(];th\j, k_gzp\j) et § un sous-ensemble de Cz(y) NJ.

> On dit que z admet un point S-compagnon dans & ( J; th\], k_QEp\]) si
25 = (1Y) € g(ﬁﬁzp\]vkaﬁ\]) (E).

> On dit que le point S-compagnon zg est efficace si zg est quasi-Cg(y§) N J-
classique.
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REMARQUE 7.2.22. — Avec les notations de la définition 7.2.21, si z admet un point
CE.(X) ﬂ]-compagnon Zg[;(x)ﬂ] dans g(];th\],k_gzp\j), alors Zgg(x)ﬁ] est efficace
puisque CE(X(CE(X)WJ) nJj=a.

PROPOSITION 7.2.23. — Soient L une extension finie de E, z = (y,Y) un L-point de
E(J; hzﬁ\], k_gzp\]) > S un sous-ensemble de Cg (y )NJ . Alors z admet un point S-compagnon
efficace si et seulement s’il existe un plongement de représentations localement Qp-analytiques
de GLg(Fy) :

GLg (Fy )

ky o—ky o - C-
(Indyi )" 2 5 I g unr(q™) © 1 g7 wnr()
GE

L (Whelh)Y @ (Whisp phesp )Y @) 4 21 o det

R (ﬁe}t(Kp’W(hxﬁ\%’@zp\%)) ®F L)]—an [Z*(S(KP)) =],

ou

€= Cy(15) N T = (C5G) NN\ S,
ki = kxl,g — kXQ»G +2= kxi,s"’ — ksz-’S,G + 2 pour tout 6 € C, et ou y, ., est un caractére
localement C-analytique de Fgf a valeurs dans L™ tel que kXC,G =—k, o pour tout ¢ € C.

Démonstration. — La proposition découle du lemme 7.2.20 appliqué a y = y§. i

Comme la représentation de Banach PNIél[(K@, W ks, s, ks \5,)) de GLg (Fy) est
unitaire (¢f. théoréme 7.1.2 (1)), par la proposition 7.2.24 et [15, prop. 5.1] (voir en
particulier [15, (1)]), on obtient :

COROLLAIRE 7.2.24. — Avec les notations de la proposition %7.2.29, si z admet un point
S-compagnon efficace, alors on a

Vo(gy (@) 2 X koot X (hy o —hy 0+ 1)
X\ J ces

LEMME 7.2.25. — Soient L une extension finie de E, z = (7, = 7| ® Yo,Y) un L point

de & ([, hE,,\j’ k_ng\j), T € Cg(y) N J. S'il existe un vecteur v # 0 non quasi-t-classique
dans

Jo(Hi(Ko, W sy rtesy ) @ L) [T(Fy) = 7,27 (S(K?)) =],

J

alors z admet un point ©-compagnon. De plus, si c’est le cas, alors il existe un sous-ensemble S
de Cg(y) NJ contenant © tel que z admette un point S-compagnon efficace.

Démonstration. — On note encore v son image dans

V.= ﬁét(K‘@, W(th\]’ﬁzp\])) ®k L

J-an
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via la composée (77.2.9). D’apres [33, prop. 4.4.4], on a

by ok, i1
v = X_/“,{ S v e VN [T(Fo)" =352 (S(K?)) =]

=5 I ([T (Fy) = 7577 (S(K”)) =+].
En outre, I'application U(g:)-équivariante f : U(g;) — V, £ — & - v induit un
morphisme de U(g-)-modules Ver(y ) — V ou y _ désigne le caractere de D :

XT:bT—>L, (C(L)Tdb;) '—)QTkllT—i—diXQT'
Si v/ = 0, I'image de f est donc de dimension finie sur L, ce qui contredit le fait que v
n’est pas quasi-t-classique. Donc v’ # 0, d’ou la premiére partie du lemme. S’il existe
e Cz(xH) NJ = (Cz(x) NJ) \ {7} tel que ' ne soit pas quasi-t’-classique, on peut
reprendre I’argument précédent en remplagant v, T par o', 7',... Cela nous permet
d’obtenir enfin un ensemble § C Cz(y) N J contenant T et un point S-compagnon
efficace de z. a

REMARQUE #7.2.26. — Ce lemme peut aussi se déduire facilement de [16, th. 4.3].

PROPOSITION #7.2.27. — Soient z = (Xl ® XQ’Y) un point fermé de Uespace rigide
g<];h2[,\]’k_2zp\j), e SCCz(x)NJ. Silona

Up(qxl(m)) < E k?,c+inf,{kll,c _k12,0+1}’
ceZ,\J €S

alors le point z est quasi-S -classique.

Démonstration. — On suppose que z ne soit pas quasi-S-classique. Il existe alors T € §
tel que z ne soit pas quasi-t-classique (¢f. proposition 6.1.2). Par le lemme 7.2.25,
il existe §' C § contenant 7 tel que z admette un point §’-compagnon efficace. Selon
le corollaire 7.2.24, on a

u@(qxl(m)) > > kst X (kzl,c - k12,6 +1),
o€Xp\ ] L

une contradiction. a

COROLLAIRE 7.2.28 (Classicité). — Avec les notations de la proposition 77.2.27, supposons

de plus que ky ; := kxl,ﬁ — kXQ’G +2€Zso ethy 5= —k)(rCr € Z pour tout 6 € | (on a
ainsi Cg(y) NJ =]), et notons 4y = y, HGEJ ck25 | qui est un caractere lisse de Fy a

valeurs dans E* . Pour S C J,silona

Vo(gh1 (@) < X koo +inf {k1q —1},
GGZQ ceS

alors le point z est S-classique.
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REMARQUE 7.2.29. — Avec les notations du corollaire 7.2.28.
(1) Dans le cas ou | = %, et § = X, on voit que si

Vo(gh1(w)) < X ke g+ inf {kio—1},
Gezp GGZW

alors le point z est classique. En particulier, si 'on suppose qu’il existe ks
(tous > 2) pour ¢ € X et w des entiers de méme parité tels que ki, = ks,
ko 5 = %(w — ks) pour tout ¢ € X, (ce qui est ’hypothése de parité sur les poids
des formes modulaires de Hilbert), si
V(b1 (w)) < X §(w—ke) + inf {ks — 1},
GEE@ GEZQ
alors le point z est classique. On invite le lecteur a comparer cela avec les conjec-
tures de Breuil [13] et les résultats de Tian-Xiao [79].
(2) Dansle casou S = | = {t} avec 7 € X, si
vo(g1()) < X koo + (ki = 1),

ceX,
alors z est classique. On retrouve alors la pente critique pour les formes modu-
laires surconvergentes de poids (k; 5, k_gzp) sur les courbes de Shimura unitaires

sur (1, E) (¢f. remarque 4.5.2 (2)).

Soit maintenant ¢ une représentation K¥-modulaire de Gal(Q/.%) de dimen-
sion 2 sur E, et supposons que ﬁét(K@, UACEAVEESAV) )zs (¢f.§7.1.3) estnon nul, qui
est aussi une représentation de Banach admissible de GLg(F{,) sur E, munie d’une
action continue de Z*(S(K?)) x Gal(Q/.%) qui commute a celle de GLg (Fy).
On note

Hét (KS’)’ W(th\]’@zp\]))jian’@ss = (f]ét (K@’ W(th\/’ﬁzﬁ\])) E355 )]_an

= (Hy (KO, Wl ks )y, )

(ot I'isomorphisme découle du fait que les actions de GLg(F,, ) et Z7*(S(K®)) com-

A~

mutent), et .Z (J; th\], k_?zp\])555 le faisceau cohérent sur 1y associé au dual fort

de la représentation Jp (Hélt(K@, W his) phes, g) )J—an,g> ) (via 'anti-€quivalence de ca-
tégories, voir §6.1.5). En appliquant le formalisme dans la section 7.2.1.1 a

(Uil hasy o Ty 77 (SKD)) 0, ),
on obtient un espace rigide analytique, noté
AVHLSAVEESYOLS
fini sur 7/:] et également un faisceau cohérent sur & ( J; th\ L k_22[}\j)§ss encore noté

A (Js bz, g bosp e
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Par la remarque 7.1.11 et le lemme 7.2.6,
&S higy p hosy, =
est en fait un sous-espace rigide fermé de & (J; ﬁzﬁ\], k_gzp\]) .

> Pour § C J, un L-point (y,vy) de &(J; @2{)\], k_22[,\])§” est dit quasi-S -classique
(resp. S-classique, semi-stable classique) s’il est quasi-S-classique (resp. S-classique,
semi-stable classique) comme point de & ( J; th\], k_QEp\]>.
De plus, pour un point fermé z de & (J; hzﬁ\], k_2zp\])§ss , on voit facilement que
z admet un point S-compagnon dans & (J; th\j’k_?x,,\ﬂ si et seulement si zg se
trouve dans & ( J; th\], k_?zp\])ﬁss .
> Sic’estle cas, on dit que z admet un point S-compagnon = dans & ( J; hZ,,\j’ k_QEp\j)ﬁss .
> Le point S-compagnon zg est dit efficace s’il est quasi-Cg (3 ) N J-classique.
Tous les résultats précédents restent vrais apres « localisation en p* ».

On suppose jusqu’a la fin de cette section p absolument irréductible modulo wg

(ainsi p% = 7).
PROPOSITION 7.2.30. — Llespace analytique rigide & (J; ky S\ k_sz\ 1)5 est équi-
dimensionnel de dimension 2| ]|, et les points semi-stables classiques sont Zariski-denses
dans & ([; th\]’ k_gzl)\])g.
Démonstration. — Notons

To:={(49) €T(Fp); acv’x (1+wd,),del+wd,}.
On a alors une decomposition de groupes

To =5 (57 0) % (5 1pme) X TG (avee Ty = (71))

qui induit un isomorphism d’espaces rigides sur E :

—

(7.2.15) (To); > 70 x 71 % G,

—

ou (To)[ (resp. 77 1) désigne I'espace rigide sur E qui paramétre les caracteres lo-
calement J-analytiques de Ty (resp. de 1 + @/, ). L'injection naturelle Ty — T (F,,)
induit un morphisme d’espaces rigides

—

pTp—> M), 1= Loy

Par le corollaire 7.1.14 et [33, (4.2.43)], on voit que le I‘(T],ﬁ’@)-module coadmis-

sible
Vv

]B (ﬁgt (Kp, w (th\]’ﬁﬁﬁ\./) ) ]—an,@) b

—

est encore coadmissible comme F((To)]ﬁ@ )-module. On note alors .Z le ﬁ(/TO\) -
J J

module cohérent associé. On note .Z° la E-algébre engendrée par Z*(S(K¥)) et
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les opérateurs

w 0 M0
S‘”:(o m) °t ZMJ‘?::(O xz)

pour tous Aq, he € Hq—l(F@X) (I'ensemble des racines de I'unité dans FS;<) (noter
que T(F,) est engendré comme groupe par 1y, Sy et les Z; ;,). Le faisceau cohé-

rent .# est alors muni d’une action naturelle ﬁiﬂ) -linéaire de .Z°. On peut donc
J

reconstruire I’espace rigide g(ﬂth\]’k_‘lzp\])@ en appliquant le formalisme dans

la section 7.2.1.1 a {#Z, (T/O\)],%}.

Soit {U; = SpmA4;}ic; un recouvrement admissible de 771 x 771, les {U; x
Gn }ier forment un recouvrement admissible de ({1\‘0)] (via I'isomorphisme (7.2.15)).
Le corollaire 7.1.14, [33, (4.2.43)], la proposition 6.4.6 et sa preuve, appliqués a
A=Ay, X =4y, etz =Tl montrent qu’il existe un sous-espace rigide fermé
Z de U; x Gy, défini par une série de Fredholm G;(z) € Ai{{z,z_l}} (Z est alors
appelé une hypersurface de Fredholm) tel que :

(1) 11 existe un faisceau cohérent ./ sur Z° tel que i,.#" = .# ol i désigne le
plongement fermé .2~ — U; x G,,.

(2) 1l existe un recouvrement affinoide admissible {V; = Spm A;[z]/Pj(z)} de 2
tel que :

(a) il existe Q;(z) € Ai{{z}} tel que (P}, Q;) =1 et Gi(z) = Pj(2)Q;(z);
(b) I'(V;,.7") estun A;-module projectif de rang fini avec P; le polynome carac-
téristique de Iy sur I'(V;,.7").
On peut donc reconstruire & ( [; hEI,\]’ k_gzﬁ\])§ en appliquant le formalisme dans
la section 7.2.1.1 a {Z,.#",Z} (voir 'argument au-dessus du lemme 7.2.5). Cette
construction coincide avec celle dans [19, §5] (voir aussi [22, §6]).
La premiere partie du théoréme découle alors de [22, prop. 6.4.2] et la proposi-
tion 6.1.19. La densité des points semi-stables classiques découle de la proposition

7.2.2%7 (voir aussi le corollaire 7.2.28) par le méme argument que celui de la preuve
de [22, prop. 6.4.6] (V). Q

Notons C(J; th\], k_sz,\])ﬁ I’ensemble des points semi-stables classiques de I'es-
pace rigide éﬂ(];th\j,k_gzp\j)ﬁ.

La proposition suivante découle de la proposition 7.2.2%7 (et (1)) par le méme
argument que dans la preuve de [22, prop. 6.2.7].

1. On utilise aussi le fait que ’ensemble des caracteres algébriques localement J-analytiques de 1+,
est d’accumulation dans 27 ; (¢f. [5, §3.3.1]). Lorsque | ]| = 1, c’est clair. Le cas général alors s’en
déduit en considérant le morphisme naturel ere] 71,6 — 71, qui est en fait surjectif et étale (voir le
lemme 4.4.4 et la discussion suivant la proposition 6.1.12).
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PROPOSITION #7.2.31. — Soit z = (y,Y) un point de g(];th\j,k_gzp\j)g avec . non
ramifié algébrique. Alors C( J; ﬁ SAVE k_QZ[,\ [)5 s’accumule en z, i.e. pour tout ouvert admis-
sible U contenant z, il existe un ouvert admissible V. de U contenant z tel que Uensemble
C(J; th\], k_QZ,]\])ﬁ NV (E) soit Zariski-dense dans V .

7.2.3. Familles de représentations galoisiennes. — Dans cette section, on étudie
les familles p-adiques de représentations galoisiennes sur les variétés de Hecke
construites au §7.2.1.

7.2.3.1. Familles de représentations galoisiennes. — Fixons dans cette section un sous-
ensemble | de X, des entiers kyj,; € Zxo, kg s € Z pour tout 6 € X, \ J et p
une représentation K¥-modulaire de Gal(@l,/? ) sur E, absolument irréductible
modulo @y telle que g(];ﬁzﬁ\]’k_?;,\])@ #£ 0.

Soit z = (7 = J; ® Jo»Y) un point semistable classique de I'espace rigide
g(];hz,)\]’k_?zp\])é- Onaky s,k o €Zpourtouts e [, Cx(y) = Zp, et

(s (He (KO, Wty B25)) ) @p E) [T (Fy ) = 41 ® ho, 27 (S(K)) = v] #£0

—k, G —k, G
&IJ1®4»2::)C(HG 1@ ] o "2>
cef cef

est un caractere lisse non ramifié de T'(F, ). On note :
ki i=hy o—hyot2 et kooi=—k o

PROPOSITION #7.2.32. — Avec les notations précédentes, il existe alors une représentation o,
continue irréductible de Gal(Q/.F ") de dimension 2 sur une extension finie de E non ramifiée
hors de Sko (cf. remarque 5.2.4) telle que la restriction ¢ |Ga(Q,/ Fou) vérifie

Frob (_fI) —Y(Xy() Frob |,

pourtout (1, [) € S(K¥), ouFrob ; ) € Gal(Q/F 5 1)) désigne le Frobenius arithmétique.
De plus, la représentation

( ) +v( /\[X)\[[)e =0

pZ’SO = pz ‘Gal(@/)/'?(u,p))

de Gal(@p /Fy) est semi-stable de poids de Hodge-Tate (— (kg ¢ + k1,6 — 1), —ko 5)sesx,, avec
les valeurs propres de <pd0 sur Dar (pzp )o données par

P Ly yto )91 () et Y(Xu,,,aOWz(w)-

De plus, ¢, est cristalline si 7*U1 () # bo (@

Démonstration. — Comme

(J(He (KO, W BisRes)y o) @p E) [T(Fy) = 41 @ o, 27 (S(K®)) = v] #0
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il existe une représentation automorphe irréductible © 2 ¢(7*°) ® 7 sur C (ou T
est une représentation admissible lisse et irréductible de G(A*°) sur E) vérifiant
(voir (5.2.3))

> Teo st cohomologique pour ¢~ ! (W (ix, kes )y

> (m)KY # 0 avec le systéeme de valeurs propres de .2 (S(K¥)) associé égal a vy ;

> JB((F®)up) €% # 0.
Comme ¢ est absolument irréductible modulo wg, ® est cuspidale (voir §5.2.3) et
®)u,e est de dimension infinie (¢f. proposition 5.2.2). On pose g, := p(7*°)
(¢f. §5.2.3). Par la loi d’adjonction pour le module de Jacquet classique, on dispose
d’une application surjective GLg (F, )-€quivariante (e.g. voir [33, (0.2)])

donc (7w

GLy(F,) |
(7.2.16) (Ind (2()” dounr(g™") ® 1 unr(g))™ —» (Foo)uo-
On voit alors que 'on a (7':00)57KJ # 0 et que les valeurs propres des opérateurs U,

Iy p .
Sy sur (Teo) ), sont données par ¢y1(w) et bo(w)y1(w) respectivement. La propo-
sition découle donc de la discussion au §5.2.9 (e.g. voir la discussion au-dessus du

lemme 5.2.6). Q
REMARQUE #7.2.33. — Reprenons les notations de la proposition 7.2.32 et de sa
preuve.

(1) On a p; = ¢ par les relations d’Eichler-Shimura.

(2) Comme (7'c°°)ugJ est de dimension infinie, on a ¢9 # ¢7 par (7.2.16) (et donc
w) # Y1 (w) puisque les caractéres ¢;, i = 1,2 sont non ramifiés).

Pour (), [) € S(K?), on note

W= (X0 € T (E (Ji kg, hag,\ o)’
D’apreés la proposition 7.2.32, pour tout z € C(J; kg AVE ko, \])0, il existe une re-

présentation continue p, de Gal(Q/.%") de dimension 2 sur E telle que @, soit non
ramifiée hors de Sgo et vérifie

(pz (Frob O [))) = (a)\,f)z
pour tout (1,[) € S(K?) ou (a; (). € E désigne I'image de @, ( via le morphisme
. . 0 P
210 E (Jikisy p hosy) parea)” — B

On note .7 5¢¢ I’extension algébrique maximale de .# non ramifiée hors de Sko, et
on dispose alors d’un pseudo-caractére continu de Gal(F 5k? /%) de dimension 2
sur E pour tout z € C(];ﬁzﬁ\]’k_?z,,\])ﬁ

T Gal(F w0/ F) — E, g tr(p:(2)).
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A partir des données

{{Z}ZGC(];hzz]\],@zp\j)ﬁ’ {w e ﬁ(g<];ﬁzp\]’k_QZI,\])ﬁ,red)o}(k,l)eS(K@)},
par [22, prop. 7.1] (et les propositions 7.2.30, 7.2.32),0on a:
PROPOSITION 7.2.34. — Il existe un unique pseudo-caractere continu de dimension 2 :
T Gal(F K )T ) — & (& (Ji by, p kaxy\ Porca)

dont Uévaluation en tout point semi-stable classique z coincide avec 7, := tr(p,) . De plus, soit

2= (17) € E (Ji kg, bosy, )3 (B,
Alors, pour tout (\,[) € S(K®), on a

F(Frob ;1)) = v (X, ),

ou 7, désigne Uévaluation de T en z.
COROLLAIRE 7.2.35. — Soil

2= (1Y) €& (Jihiy, prhos) e (E).
Alors il existe une unique représentation continue irréductible p, de Gal(F 5k /. F ) de dimen-

sion 2 sur E telle quetr(p,) =7, et p, = 5.

Démonstration. — L’existence de p, (unique a simplification prés) découle de [78,
th. 1(2)]. Comme tr(p;) (Frob 6\1’0) = (X, () pour tout (1,[) € S(K¥), on en déduit

2.® = 5. En particulier, p, est absolument irréductible. Ceci permet de conclure. []

REMARQUE 7.2.36. — La représentation g, ci-dessus est réalisable sur une extension
finie de k;, le corps résiduel en z (e.g. voir [78, lemme 6 (1)]). Quitte a augmenter E
sil le faut, on peut bien supposer que p, est une représentation de Gal(Q/.7) de
dimension 2 sur k,.

Par [5, lemme 7.8.11],0na:
PROPOSITION 7.2.37. — Soit U un ouvert affinoide de Uespace rigide
E (s by, p hasy, Parea:

1l existe alors un espace rigide U au-dessus de U et un & -module A localement libre de
rang 2 muni d’une action continue g -linéaire de Gal(Q/.F) (qui se factorise a travers
Gal(F 50 /. F)) et vérifiant :

(1) le morphisme g : U—U se Jactorise a travers un espace rigide U’ fini dominant sur U,
et U est un éclatement de U' le long de U ! \ U " avec U" un certain ouvert de Zariski,
Zariski-dense, de U’ ;

(2) pour tout z € U (E ) la représentation A |, de Gal(@/ F) (de dimension 2 sur E) est
isomorphe @ pg(y) -
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REMARQUE 7.2.38. — Reprenons les notations de la proposition 7.2.97, soit Z un
sous-ensemble de U (E), Zariski-dense dans U, alors g~!(Z) est Zariski-dense dans U.
En effet, si 'on note g’ : U — U le morphisme comme dans (1), par [22, lemme
6.2.81, (g')~1(Z) est Zariski-dense dans U’. Donc g~!(Z) est Zariski-dense dans U.

Considérons la restriction

Pz = P2 1Gal(@y/ Fup)

(qui est une représentation continue de Gal(Q,/F;,) de dimension 2 sur une exten-
sion finie de E) pour tout z € g(];hﬁp\]’k_?zﬁ\])ﬁ'

DEFINITION 47.2.39. — Soient L une extension finie de E, V une représentation

.....

suite décroissante pour tout ¢ € J. On dit que V est de [-de Rham de poids de Hodge-
Tate (—kyg, ..., —kl,o‘)ce‘] si dimy, Dgr(V)s = r et les sauts de la filtration de Hodge
de Dgr (V) sont donnés par kyg,...,k s pour tout ¢ € J.

PROPOSITION 7.2.40. — Soit z € & (]; hzﬁ\], @2’]\])§(E), alors la représentation o,
est de X, \ [-de Rham de poids de Hodge-Tate (— (kg 5 + k1,5 — 1), —h2 6)oex,\ ) -

Démonstration. — Comme I’espace rigide

& Jshisy phosyy e

est emboité et C( J; th\], k_?zj)\])§ est Zariski-dense dans & ( ; th\]’ k_gzﬁ\])g, on
peut choisir un ouvert affinoide irréductible U de g(];th\j’@zp\‘/)ﬁ,red conte-
nant z tel que

§i=C(Js g,y g bosyy s NUE)

soit Zariski-dense dans U (e.g. voir [5, lemme 7.2.9]). Soient g : U— Uet . #
comme dans la proposition 7.2.37, g~!(S) est alors Zariski-dense dans U (cf. 1a
remarque 7.2.38). Comme g, est de X, \ J-de Rham de poids de Hodge-Tate
(=ko 5 +1 = ki, —ko 5)ses,\ 7 pour tout 2’ € S (¢f. proposition 7.2.32), la propo-
sition découle alors de [76, th. 2.19 ET 2.27]. a

Terminons cette section par une conjecture dans le style « Fontaine-Mazur ».
CONJECTURE 7.2.41. — Soient z = ()} ® ).o,Y) un point de Uespace rigide

E (kg p hos, s

e S CCz(x)N{oe]; ky .o € Z} . Si la représentation o, est de S-de Rham, alors z est
S-classique.
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7.2.3.2. Représentations triangulines de Gal(@p/ F,) de dimension 2. — On donne des

rappels sur des représentations triangulines de Gal(@p/ F,) de dimension 2 sur E
selon [59] (voir aussi [26] et [53]).

Notons

Fp,oo = UFSO(P'IJ”)
ou ppn €st une racine primitive d’ordre p" de I'unité, I' := Gal(F@,oo/Fg) ), et HF@ =

Gal(Qy/ Fo.00)-

Nous disposons d’un anneau B:fig (¢f- 16, §3.4]) muni d’une action de ¢ et

= t ot \HEy e -
Gal(Qy/Qy), tel que Brig,F@ = (Brig) © soit isomorphe a 'anneau de Robba %F;g,o
sur FS'OO, ou Féo est 'extension non ramifiée maximale de F,,o dans F, . Pour une

représentation continue p de Gal(@[,/Fso) de dimension 2 sur E,
H,
Diig(p) = (Bl ®q, p)™"s

(¢f- [6, prop. 3.4]) est un (¢,I')-module étale de rang 2 sur BrTig,Fw ®q, £ (i.e. un

(p,I')-module étale sur Bjig 7. muni de plus d’une action de £ commutant a celle de

¢ et I' qui est de rang 2 sur Bjig,F@ ®q, £). Notons

. pf
L@E = Brig,F@ ®Qp E.

Soit § : F — E* un caractere continu de FS a valeurs dans £*. Comme dans
[59, §1.4] (voir aussi [53, const. 6.2.4]), on peut associer a 3 un (¢, I')-module libre
de rang 1 sur %Zg, noté Zg (3). Au fait, d’apres [59, th. 1.45], pour un (¢,I')-module
D libre de rang 1 sur #, il existe un unique caractere 3 de F* a valeurs dans E*
tel que D = FZE(3).

DEFINITION 7.2.42 (cf- [26, déf. 4.1] et [59, déf. 1.15]). — Soit p une représentation
continue de Gal(@p/F@) de dimension 2 sur E.
> On dit que p est triangulines’il existe deux caracteres 31, 39 de F¥ a valeurs dans
E* tels que Dyjg(p) s’insere dans une suite exacte de (g,I’)-modules sur Zj
comme suit :

0— Fr(d) — Drig(P) — Zr(39) — 0.

> Une telle suite exacte est appelée une triangulation de Dyig(p) (ou de p) et notée
(p,91,02).

DEFINITION 7.2.43 (¢f. [55, déf. 4.3.1]). — Soit p une représentation trianguline
de dimension 2 de Gal(@l,/Fgo) sur I avec une triangulation donnée par (p,31,39),
pour ¢ € X,. On dit que (p,31,32) est non G-critique si ky, ; — k3, 5 € Z>1.

En général, pour § C %, on dit que (p,31,39) est non S-critique si (p,81,82) est
non c-critique pour tout ¢ € S; (p,81,39) est dit non-critique si (p,31,39) est non
2, -critique.
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Soient ki 5 € Zx9, kg € Z pour tout ¢ € X, p une représentation cristalline de
Gal(@p/FKJ ) de dimension 2 sur E de poids de Hodge-Tate

(— (ko + ks — 1), —ke )oex,

telle que les valeurs propres de (pdo, a et o, sur D; (ou D := Dgr(p)) soient diffé-
rentes pour un (ou de maniére équivalente tout) ¢ € %,. D’apres [59, §4], si p est
cristalline, Dyig(p) admet alors deux triangulations :

(7.2.17) 0 — FE(51) —>Drig(P) — FE(39) — 0
avec

81 = unr(oc) HGEZQ\ZD({;() G_kQ,c HGEZD(OC) G_(k2,6+kl,ﬁ_1> ,
(7.2.18)

= % —(ho g t+k1c—1 —ke,
82 - unr( « ) HGEE@\ZI) (0() 6 ( ’ ° ) HGEZ{) (OL) G %
ou

81 = unr(a) HceZp\ZD(?i) o k20 HceZD(&) g~ (ke othio=1)

82 = unr(oc) HGEZQ\ZD(E) G—(k2,5+kl,c—1) ngZD(a) G_k2’ﬁ ,

et donc (p,d1,392) est non X, \ Zp(a)-critique ou X, \ Zp (« )-critique respectivement
(o on renvoie au §5.9.1 pour la définition de Zp(«) et Zp(a)).

7.2.3.3. Triangulations globales. — Reprenons les notations du §7.2.9.1. Soit z =
(7, Yz) un point semi-stable classique de é’(];th\j,k_gzp\])@ Il existe alors
ks € Z>9, ke o € Z pour tout 6 € J et 4y ,, P9 , deux caracteres lisses non ramifiés
de F avaleurs dans k (k. désignant le corps résiduel en z, qui est une extension
finie sur E) tels que

(7.2.19) T =112 @ %o, =41 1 6 R @ g, [[ 6~ eothio=2),
cef cef

Notons p, la représentation de Gal(.#k?/.% ) de dimension 2 sur k, associée
(¢f. proposition 7.2.82), ao.. = Y2(},,,) € &, (¢f. lemme 5.2.5), et

ti= ()1 (L,,)s e = g2 () V2 (2,

qui sont en fait les valeurs propres de cpd“ sur Ds (avec D := Dgr(p.p )) pour un (ou
de maniére équivalente tout) ¢ € X, (¢f. proposition 7.2.32). On suppose «, # o .

Par la proposition 7.2.92 et la discussion du §7.2.4.2, on a:

PROPOSITION 7.2.44. — La représentation g, est trianguline avec une triangulation don-
née par

0— %kz (01.) — Drig(Pz,p) I ﬂkz (32,.) = 0
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ou
= —k — (ko g+k15—1
31, = unr(a;) ] IceEp\ZD(az) o ko HceZD(ocz) o~ (ke othio—1)
- % — (kg o+h1o—1 ko
39 , =unr(a,) ] |G€Ep\zb(%) o (k2 othis )HGGZD(%) o ko

REMARQUE 7.2.45. — Avec les notations de la proposition 7.2.44, par I’admissibilité
de D (¢f §5.9.1),0ona Zp(a,) = @ (autrement dit, (P25 91,2, 02 ») est non-critique) si

Ve (az) < E kg o + giélzf {k16 —1}.
o

€L,
Supposons maintenant /| = X, et notons §. I’ensemble des points semi-stables

classiques z = (1, =%, ® Lo o Y2) de & (2 hzﬁ\zp, k_QEl,\Zg, )z qui vérifient

Yo £ qh1: et vp(hz(m) < X ko +Gienzf {k1, — 1}
©

e,
(ou l'on reprend les notations en (7.2.19)). Donc §q est Zariski-dense dans
g(zwﬁzp\z@’k_?zﬁ\zw )s-
Par la proposition 7.2.44 et la remarque 7.2.45, on a:
COROLLAIRE 7.2.46. — Soit z € S¢1. Alors g, := ¢, 1Gal(@y/ F () admet une triangula-
tion
0 — F, (unr(ap,;) unr(q)Xl’z) — Drig(p20)
— %kz<unr(ao,z)x2 .11 G’l) — 0.

cEX,
THEOREME 7.2.47. — Soit
2= (L1, ®%Lo o 7V2)

un point férme de le’space rigide & (Zp; k1 AP k_QEp\zp )5 Alors 0, est trianguline avec une
triangulation donnée par

(7.2.20) 0— %kz(BI,Z) — Drig(Pz,p) — %@(32’1) — 0,
ou

81, = unr(ag,) unr(q)xl’z 11 gl o,

ceEX,
So . — -1 keyg—1
2. =unr(ag:)ye, [[ 67 [l o ,
ceZg, cE,

avec ap, = Y (Xu q) > ko = ky Lo ky )0 + 2 et X, un sous-ensemble (éventuellement vide)
de Cg(y,)-

Démonstration. — Soit U un ouvert affinoide irréductible de ’espace rigide

& (Zpihiy,x, ) kos\5, Jared
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contenant z tel que § := Sq NU (E ) soit Zariski-dense dans U (voir la preuve de
la proposition 7.2.40). Soient g : U — U, .# comme dans la proposition 7.2.37,
donc g~ (8) est Zariski-dense dans U. Le théoréme découle alors de [53, th. 6.3.13]
(voir [53, ex. 6.9.14], voir aussi [55, th. 4.4.2]). a

REMARQUE 7.2.48. — Si z est semi-stable classique avec o, # o, (¢f. début de cette
section), on a alors X, = Zp ().

PROPOSITION 7.2.49. — Soit U un ouvert affinoide de & (Z,; th\Eg,’ k_QZp\E@ )s el que

Sa NU(E) soit Zariski-dense dans U, et supposons que

(7.2.21) unr(q))(l’Z # Lo . 11 o ! pour tout z € U(E).

e,
Alors, pour tout 6 € X, U'ensemble
Zys =={z€U(E); c €.}

est Zariski-fermé dans U . De plus, on a Zyjz N Sq = @.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que Zy,; est Zariskifermé dans Uyeq, ce qui
découle en fait de la construction de « Z » dans la preuve de [53, th.6.5.9] (et [11,
prop. 9.6.3/31). Notons que I'ensemble Z{ dans la preuve de [53, th. 6.3.9] est vide
dans notre cas par la condition en (7.2.21) (puisque sous cette condition, le terme
Hg,FK<N0,z) dans [53, (6.9.9.1)] doit étre de dimension 1, et donc le dernier terme

dans [53, (6.3.9.1)] s’annule) &, a
Soit maintenant | C X, | # @. On considére un point fermé

2=, =71,®%o > Yz)

de & (J; th\], k_gzﬁ\]); et on note z son image dans & (X; th\zp, k_sz\zp )5 via le
plongement (7.2.7) (avec | = X, et § = J). On a donc

Pz =0z
puisque v, = v;. En appliquant le théoréme 7.2.47 au point z, on a :
COROLLAIRE 7.2.50. — Soit

2=/, =71,®%g»Yz)
un point fermé de Uespace rigide & ( J; ky S\ k_gzp\ ])5. Alors la représentation o, , est trian-
guline, de triangulation donnée par \

0— %kz (81,1) I Drig(Pz,go) B %kz (82,1) — 0,

2. Je remercie L.Xiao pour avoir répondu a mes questions a propos de la preuve de [53, th. 6.3.9].
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ou

81,, = unr(agp,) unr(q))(l’Z Hcezp\] s ke [Les, gl

(7.2.22)
So | — —(kyg+ke o—2 -1 he—1
82, =unr(aoz) sy, [lses )\ 70 (k1,5+h2 >Hcezp 6 ey, %L,

avec aoz = Y2 (L, ,)s ko =ky, o —hy, o+ 2 pourc €[, ke =k pourc € X \J,
et X, = 2z (qui est un sous-ensemble de C5(y, ) = Cg(13) )-

REMARQUE #7.2.51. — L’auteur ignore si 'on peut appliquer directement la
théorie de [53] a I'espace rigide g(]?ﬁzﬁ\]rk_?Zp\])é’ puisque I’ensemble S N
E(J; th\], k_QEp\])E(E) n’est pas Zariski-dense dans ce dernier en général.

COROLLAIRE 7.2.52. — Reprenons les notations du corollaire 77.2.50, et supposons de plus
que
(7.2.29) unr(q’l)xiixg’z # [I o" pour tout s, € VAR

€L,

Soit T € J. Si z admet un point T-compagnon, alors T € Z,.

Démonstration. — Supposons que z = (3, , ® 1o ,»Yz) admet un point T-compagnon

1—k-

; . kep—1
22 = Ly ®Ag oo ¥e) = (U1, T F® Ly T 5 7a)-

On a zf € g(];hEp\]’k_?Zp\])§<E) et p,c = p, par les relations d’Eichler-Shimura.
En appliquant le corollaire 7.2.50 au point z£,
Drig(Pzﬁ;,p) ( &= Drig(Pz,p ))

admet alors une triangulation (., 81,39 ,c). Mais par [59, th. 8.7] (et (7.2.23)),
on a

(Pz,ga; 81,Z7 82 ,z) = (Pz,g)’ Sl,z{i: 82 25 ) .

Ceci, combiné avec (7.2.22), entraine 7 € %,. EI
De facon analogue, on montre :

COROLLAIRE 7.2.53. — Avec les notations du corollaire 7.2.50, supposons que z satisfait
la condition en (77.2.23). Soit

SCJn CE(XZ)'
Si z admet un point S-compagnon, alors § C 2.

Ceci combiné avec le lemme 7.2.25 permet d’obtenir

COROLLAIRE 7.2.54. — Avec les notations du corollaire 77.2.50, supposons que z salisfait
la condition en (7.2.23). Soit S € [N Cx(y,), st SN2, = &, alors le point z est quasi-S-
classique.
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REMAROQUE 7.2.55. — Reprenons les notations, et supposons
k)('l,z’cs - kl?,z’c + 2 € ZZQ

pour tout ¢ € X,. Par la définition 7.2.48, (40,091,282 ;) est non X, \ Z,-critique.
Le corollaire 7.2.54, combiné avec la proposition 7.2.40, montre alors que g, est de
2, \ Z;-de Rham. C’est un fait local (¢f. [32, app. A]) :pour une représentation trian-
guline o de Gal(@p/F@) sur k£, § C X, si p est non S-critique (pour une certaine
triangulation), alors p est de S-de Rham, ce qui généralise le fait que si p est non
critique, alors g est de de Rham (¢f. [5, prop. 2.8.4]). Par ailleurs, le corollaire 7.2.54
permet aussi d’obtenir certains cas de la conjecture 7.2.41 : si g, est de S-de Rham
et non S-critique, alors z est S-classique.

COROLLAIRE 7.2.56. — Auvec les notations du corollaire 7.2.50, supposons que y_, est non
ramifié algébrique et satisfait
(7.2.24) D) e () # 1

ot b, =1, @ Yo . est le caractére lisse de T (Qy) tel que qugl soit algébrique.
Soit S C J. Alors si SN2, = &, il existe un ouvert admissible U de & ( J; ﬁE,,\]’ k_QZﬁ\])§

contenant z tel que pour tout 2" = (y',y') € U(E), 2 n’admette pas de point S’ -compagnon
pourtout " C SN Cx(y"), 8" # .

Démonstration. — Considérons I'image z = (73, Y.) de z dans

& (Zp; kisps,kesax, e

via (7.2.7). Alors y . est aussi non ramifié¢ algébrique et satisfait la condition (7.2.23).
Par le méme argument que dans la preuve de [22, prop. 6.2.7], on peut montrer
que S s’accumule en z (voir aussi la proposition 7.2.g1). Il existe alors un ouvert
admissible U" de & (Z; th\ﬁp’ k_QZ,,\Zg, )z contenant z tel que

> Sq NU'(Z) soit Zariski-dense dans U’,

> 2/ satisfasse la condition en (7.2.23) pour tout 2’ € U'(E) (par I'hypothése

(7.2.24)), ¢f. [31, lemme 3]),

> Zy o = @ pour tout ¢ € S (¢f. proposition 7.2.49).

Soit U l'image réciproque de U’ dans g(];ﬁzl,\]’kﬁzp\])@’ le corollaire découle

alors du corollaire 7.2.55. Q

7.2.4. Surfaces de Hecke. — Dans cette section, on compare les variétés de
Hecke construites a partir du H 1-complété (des courbes de Shimura unitaires)
au §7.2.1.2 avec celles construites a partir des faisceaux de formes modulaires (sur
les courbes de Shimura unitaires) au §4.4.4. On suppose F, non ramifié sur Q,
pour tout g;|p dans cette section (voir §4.8.2.1). On fixe un plongement 1t € X,
et des entiers ks € Z>9, kg ; € Z pout tout 6 € Z, \ {r}. Soit K¥ un sous-groupe
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ouvert compact de G(A*¥) tel que K := KK’K(@) soit net et maximal en p. On note
C:=C{r} th\{T}, k_22,,\{~.}> (voir la fin du §7.2.1) pour simplifier.
Soient ky,k_ € Z, ki + k_ > 2, on note

(7.2.25) T(ky, ko) = W (hzhe 2)

avec k1 . = ki +k_, ko - = 1 — k. Notons que pour toute représentation irréductible
t-algébrique W. de GLg(F,), il existe ki, k_ € Z, tels que W, = 1(ky,k_). Les
notations (7.2.25) sont choisies pour coincider avec les notations dans le cadre des
espaces de formes modulaires.

On note W kek=shis \phos () = v (ky, k_) @p W Bis\p 25,051, qui est alors une
représentation Q,-algébrique de GLo(F,).

PROPOSITION 7.2.57. — Soient ki, k_ € Z, ky + k_ > 2, L une extension finie de I,
ag, by € L*, ety : Z*(S(KP)) — L un morphisme de O -algebres. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes
(1) le point z = (unr(ag)/q)’r’”’1 ® unr((q/ap)bp)’rl’k*, Y) se trouve dans C ;
(2) il existe n € Z>1 et une forme modulaire classique h, sur Mg (p"):1 de poids
(ks ks R ey by (o) tels que

Ug(h) = agh,  So(h) = boh

et T(h) =y (T)h pourtowt T € Z*(S(K®)) ;
(8) le point 2/ = (k+,k_,’r(m)k+a@,T(m)’”’k*b@,Y) se trouve dans Uensemble C' des

(ﬁx[,\{r}’@x,,\{—.ﬁ

points classiques de &~ (K) ; (cf. remarque 4.4.35).

Démonstration. — Le fait que (2) et (3) sont équivalents est immédiat. Montrons
que (1) est équivalent a (2). On note

P (1) macmrea)

Par la remarque 7.2.17 appliquée a

Vo= HL (KO, Wt ks o)) @p L,

T-an

la remarque 7.2.15 et lisomorphisme GLg(F,) x Z7*(S(K¥)) x Gal(Q/F)-
équivariant (c¢f. corollaire 7.1.8)

HY (K9, W hehbig by, )))

= (HL (KO, Whsy o Ren)) @ T(ky ko) ®p L)

Z-an
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(ot on prend I'abus de notation W 4=ty \i-pkos (o) pour désigner la représenta-
tion W heh=ibiy \iophes ) @p L), le point z se trouve dans C si et seulement si
; P
H (KO, W kehhg oy by ) 70

(71, = %,nmnl = b, Z*(S(K®)) =y] £0,

ot Ily = (5 7) et I} = (). On vérifie par définition que
. P
H), (Kﬁ”, W<k+>k*’ﬁzﬁ\{r}’@zp\{r}))

ki k_sk ko P
= lim Hgt<MKm@,7( IS sz\{ﬂ)) 0
n

kyoksk o 1o
et B, (M ) 7+ )
n
N (hisk—skig \aokes () o . R L ) . )
ou 77 —EAEEAET désigne le systéme local associé A la représentation algé-
brique W t+#=kis, oy kes ) de G(Qp) (of §3-2.1). En fait, si I'on note

hieim ke + ko, ko= 1— kg,
ey sk ks ki ok . )
alors 7( eh b B n’est autre que 7(*12/) fos,) (¢f- §8.2.1). D’apres les théo-

remes de comparaison p-adique, on dispose d’un isomorphisme équivariant sous I’ac-
tion de .Z7*(S(K¥)) etles opérateurs Uy, S, (¢f. §3.3.8)

(ki ko )
Hgt(MK<@n)@p>7 =5y ) ®q, Bar
- ( H HI(MK(KJH)G,I»VG)) ®Fga BdR-
e,

En outre, on a par définition U, = ¢rr, et S, = wrym, (¢f (7.2.10)). On en déduit
alors que le point z se trouve dans C si et seulement s’il existe n € Z>; tel que le
L-espace vectoriel

H' (Mg (¢")o.1, Vo) [711, = %*’,nnonl = by, 7 (S(K?)) = 7]

soit non nul pour un (ou de maniére €quivalente tout) ¢ € X, et en particulier pour
6 = 7. Ceci entraine que z se trouve dans C si et seulement si le L-espace vectoriel
0 (ks kshr g koy ) a
HO (Mg (0" 55 EI) [my = S mmgn, = 0 # (S(K)) = 1]
est non nul (e.g. en considérant la représentation galoisienne 2-dimensionnelle asso-
ciée au systeme de valeurs propres v de .2 (S(K¥)), ¢f. §5.2.3 et proposition 3.3.9).

La proposition en découle.

Par conséquent, on obtient une bijection entre C et C’'. L’isomorphisme de
groupes (qui dépend du choix de @)

k
FF X OF XL XL 5 T(Fy), (a1,a9, ki, k) —> (“1“' 0 )

0 ocgka
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induit un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur £
(7.2.26) T. = Zox e x Gy x Gy, A1 — (Xl &5 Log ng’h(m)’h(w))‘

Considérons la composée (voir la fin du §7.2.1)

(7.2:27) & ({Fhihig\ e bexp ) — T

s ox VaxGyx Gy = e x Ve x Gy x Gy,
(7.2.26)

ou le dernier isomorphisme envoie (X'l, XIQ’ a,b) sur
I IN—1_-1
(e (o) 77 %a, %ab).
Via (7.2.27), un point fermé (3, ® y,,Y) de %({T};th\{T},k_gzp\{T}) peut alors
s’écrire comme
() 1 o™ D e Tty (@) =ty (U1 %g) (@), 7).

En particulier, un point semi-stable classique z comme dans la proposition 7.2.5%7
peut s’écrire comme

(‘rkﬂ‘rk*, T(m)hap,‘r(m)k**k*bg,,y).
Par le méme argument que celui de la preuve de [5, prop. 7.2.8], le théoréme sui-
vant découle alors de la proposition 7.2.57, la Zariski-densité (par définition) de C
dans .7 ({t}; th\{T}, k_QZﬁ\{T}), et la Zariski-densité de C' dans . (K) iﬁzp\{f}’@ﬁp\{ﬂ)
(proposition 4.4.39).

THEOREME 7.2.58. — 1l existe un isomorphisme d’espaces analytiques rigides sur E

(ki \rovkes ()~
(7.2.28) F(K) 53N = Z (7B his,\ =p Res (o)

T,re
qui envoie (Y, .7 _,a,b,y) sur (unr(%’))h_,mﬂr’l ® unr(%b)x:}mv, Y) ou le caractere y.
de F est tel que
Lawlor =714 el Xi,m<w) =1.
En particulier, pour une extension finie L de E, un L-point
(unr (%)XJF,WT_l ® unr (%b)x:}m‘r, Y)

se trouve dans Z ({1}; th\ (=3 k_gzﬁ\ {T}) st et seulement s’il existe une forme modulaire sur-
convergente h de poids (7, 7 _; th\{f}, k_22,,\{r}> de niveau K sur (7, L) (définition 4.1.6)
telle que

Uo(h) = ah,  Sy(h) = bh
et que T(h) =y (T)h pour T € Z*(S(K®)).

Par la proposition 4.4.46, on a :

COROLLAIRE 7.2.59. — Lespace rigide 7 ({7}; k1 AVEID k_gzﬁ\ (z}) est équidimensionnel
de dimension 2.
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COROLLAIRE 7.2.60. — Soient ki ,k_ € Z, h une forme modulaire surconvergente de poids
(hioks rgy oy Romy\ )
et de niveau K sur (t,L) telle que
Uy (h) = aph, Sy(h) =byh

et que T(h) =y (T)h pour T € Z*(S(K®)) avec ay, # 0, by, y(T') € L. Alors le point

7 1= (unr ()7 @unr (42)71 70 y).
se trouve dans 2 ({7}; th\{r}, k_QZ,,\{‘r}) (L).
Démonstration. — Par le théoréme 7.2.58, la forme £ correspond au point

o oy ks _— - —k_\ k_

(unr (%Smk*)s{mr '@ unr (aipm B X

= (unr (%)Th*l ® unr (qa—l;“’)‘rl*k*, Y),

Ou &; désigne le caracteére de F ) vérifiant e o g =T et trw(w) = 1. a
COROLLAIRE 7.2.61. — Avec les notations du corollaire 77.2.60, et supposons
ky +k_>2.

Sl existe une forme modulaire surconvergente h, de niveau K de poids

(I=ho b= b By oy R y):
vecteur propre pour les opérateurs de 7 (S(K®)) et les opérateurs Uy, S, de mémes valeurs
propres que h, alors z, admet un point ©-compagnon (efficace) dans 7 ({7}; ki AVEIL k_gzﬁ\ =)

Démonstration. — Comme h, est de mémes valeurs propres que h pour Uy, S, et
A2 (S(K¥)), on voit par le corollaire 7.2.60 que la forme £, correspond au point

a b
zp, = (unr(—p)’r_’L ® unr(q—p )Tk+,y)
q ap
qui n’est autre que le point T-compagnon (z)% de z,. De plus, z;,_est efficace par la

remarque 7.2.22 (appliquée avec |/ = {7}). i
Par le théoréme 7.2.58 et la proposition 7.2.11 (2), le morphisme (¢f. le théoréeme
4-4-34)
k kg
i ZH(S(KO)) — & (S (K) D)

k Wk
se factorise A travers & (. (K) ifech\m By
corollaire 4.4.98, le lemme 5.2.5 et le méme argument que dans [22, prop. 6.4.6])

que I’ensemble des points classiques correspondant de plus aux formes modulaires

)0. En outre, on peut montrer (par le

cuspidales est aussi Zariski-dense dans

k Lk
7 (K)o
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Comme au §7.2.3.1, par la proposition 5.2.7 et la théorie de pseudo-caractéres, on
peut alors associer a tout point fermé z, de

2 (K) Bsp iRz )

o
(donc a toute forme modulaire surconvergente propre %) une unique représenta-

tion g; continue et semi-simple de Gal(Q/.7 k) sur E (qui est réalisable sur une
extension finie de E) telle que

tr (pa(Frob ;1)) = y(Xo1)

pour tout (1,[) € S(K¥), ou y(X; () désigne la valeur propre de X;( sur h. Le
corollaire suivant découle du théoréme 7.2.58, de la proposition 7.2.40 et du corol-
laire 7.2.50.

COROLLAIRE 7.2.62. — Soient L une extension finie de I, y 4 L deux caracteres locale-
ment < -analytiques de 7 a valeurs dans L . Soit h une forme modulaire surconvergente de
poids (f .7 _s ka SAVEIE kj2zﬁ\~{ T}) de niveau K sur (7, L), propre sous Uaction des opérateurs

dans 7 (S(K®)) et de U, S, de valeurs propres dans L avec
Uy (h) = agh # 0, Sy (h) = byh, Yoy () = aoh.

Supposons que la représentation associée gy, est absolument irréductible modulo wy, et o}, est
isomorphe a la réduction d’une représentation K¥ -modulaire de Gal(Q/.7") . Alors la restriction

Pho *= Ph|Gal(Q,/F,)

est de Zp\ {7} -de Rham de poids de Hodge-Tate (—kg s+1—k1,, —k2 o) sex,\ (<} €t trianguline
avec une triangulation donnée par (pp,o, 81,492 1) ou

31, = unr(ap) unr(a, )X+ mT_l 11 ok I G2—k1,6’

s€So\{<} oe3)
b, — — — ke _
82 b= unr(ao) unr (qagf)xf,lﬁ; H Gl kl’s kz’a H le"’ 2,
’ seZo\{r} cEY),

et ou Xy, un sous-ensemble (éventuellement vide) de X, (et méme de Xy, \ {7} si l'on a
k)(+,‘r + kx_,r ¢ ZZ?)-

REMARQUE 7.2.63. — Noter que les caractéres 81, d9 ), ci-dessus sont indépendants
du choix de .

On a le résultat suivant en direction de la conjecture de Fontaine-Mazur.

COROLLAIRE 7.2.64. — Avec les notations du corollaire 77.2.60, et supposons de plus que

ky +ko>2, al #qby,
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o, est absolument irréductible et est isomorphe a la réduction d’une représentation K -modulaire.
Si la représentation oy, est cristalline et © ¢ ZD(O('{QY(XM’q)) (ot D := Dqr(pn,p ) ). Alors il
existe une forme modulaire classique k' de niveau K de poids

<k+, k_, hzﬂ\{—_}’ k_QZP\{T})a

propre de mémes valeurs propres que h pour U, S, et les opérateurs dans 2 (S(K?)) (on a
donc un isomorphisme gy = 0)).

Démonstration. — Par le corollaire 7.2.54 appliqué a z = z;, et | = {7}, on voit que le
point z;, est classique. Le corollaire en découle par la proposition 7.2.57. 1

REMARQUE 7.2.65. — Avec I’hypothese du corollaire 7.2.64, I'auteur ignore si I’on
peut montrer que la forme % est elle-méme classique.

7.3. Compatibilité local-global

7.3.1. Une conjecture de compatibilité local-global. — On rappelle une conjecture
de compatibilité local-global (due a Breuil) pour les représentations localement Q-
analytiques de GLg(F,) dans le cas cristallin.

7.3.1.1. Constructions de I1(D). — Reprenons les notations du § 5.9.1 et supposons de
plus «a~! # 1,¢4*!. Dans [15, §4], Breuil a associé au g-module filtré D une repré-
sentation localement Q,-analytique IT(D), dont on rappelle maintenant la construc-
tion.

Soit J1 C Jo C X, posons :

GLo (F, o B .
(731) ID(]I!]Q) = (IndB(;)()‘ ) unr (_) H Gl ko & H 62 k1g—ho 5
5 1 o€h sefo\ /i
® unr(&) H Gl_kl,s_kQ,g H G_k2,5)']2-an’
o€h LISV AW

qui est une représentation localement Je-analytique de GLg (¥}, ). Notons

(73.2) ()= @ (Symp T E o del)”) @ In(J1.f2)-

cE€Zp\ Jo

On définit Ip(J1, J2) et %p(Ji, /o) en remplacant « et & dans les définitions de
Ip(J1,J2) et mp(J1,J2). Notons

wp = Tp(D, D) %1)(@,@),

qui est une représentation localement Qp-algébrique irréductible de GLg(F,)
(puisque I'on suppose o % ~! # ¢!, et on renvoie a loc. cit. si «a ~! € {¢,q7'}).
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On pose (voir [15, §4 (9)]) :
(D) := (n[) (2.5\ Zp(2)) P 7p(2.5\ zp(a)))

D
o @ m»Usus\m@))e( D F(LIJUE\Z(E)).
B (x) BC) (%)
D’aprés [15, th. 4.1] (voir aussi [74, §2.3]), on a
socry,) 1D) e (@ mUn)e( @ wD)
2CJCZp () @CJCZp ()
ou SOCGLy(F, ) V' désigne le socle de V' pour une représentation localement Q-
analytique V' de GLo(F,,). Notons
1 ~
soc(GLL(Fp) (D) := ( @ TED({T},{T})) @ ( @ TCD({T},{T})),
TEZ[)(O() TGZD(E)

qui est donc une sous-GLg (F, ) -représentation de socgr,(r, ) I1(D).

7.3.1.2. Compatibilité local-global. — Soient ki, € Z>3, k3 s € Z pour tout 6 € .
Soit ™ une représentation lisse admissible et irréductible de G(A™) sur E telle
qu’il existe une représentation admissible m, de G(R) cohomologique pour
Q(W(ﬁzp’@xp)) telle que ¢(7™) ® T soit une représentation automorphe et cus-
pidale de G(A) (¢f. §5.2.9). Supposons de plus qu’il existe un sous-groupe ouvert
compact K = K,K® de G(A®) maximal en p tel que mK £ 0. Notons

pr=p(m) et pyi=0[Cal(@)/ Fup)"
Comme on avu au §5.2.3, la représentation p, est cristalline de poids de Hodge-Tate
(—(kQ,G =+ kl,c — 1), _kQ,G)GEZW' Notons
D := Dqr (pp )-
Soient «, & les valeurs propres de ¢% sur D, pour un (ou de maniére équiva-
lente pour tout) ¢ € X, : on a aa ! # gt puisque ¢(n>) ® T est cuspidale et
m& - 0 (voir la discussion au-dessous du lemme 5.2.6). Notons v le syst¢tme de va-
leurs propres de Z*(S(K®)) associé a «, ag = Y(Xu,q) € 7 (¢f lemme p.2.5),

pgg = pp ®F unr;,,(ato)’1 |Gal(@,/Fy) (ou unry(ag) désigne le caractére non ramifié
de Gal(Q,/Q;) envoyant le Frobenius arithmétique sur ag'), D' := Dar(p},), et
o = agdooc, ol = agd%?, qui sont les valeurs propres de ¢% sur D’ pour un (ou

de maniére €quivalente pour tout) ¢ € X, (voir la discussion au-dessous du théo-
réme 5.8.4). On a Zp(a) = Zp (o) et Zp(a) = ZD/(o?’) sia#£ a;Zp=~Zpsia=a
(¢f- §5.3.1). Posons

f(p) = Homg,, 5,.5) (es I?Iélt(Kf*”, W Btsp\so fwy 2 )) 27 (S (K9)) = v]).
qui est une représentation de Banach admissible de GLg(F,) (car tel est le cas de
ﬁgt(K@, W(ﬁx,,\z@’@xp\z@)), ¢f- théoréme 7.1.2 (1)).
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La conjecture suivante est essentiellement due a Breuil (¢f. [15, conj. 8.1]) et adap-
tée au cas unitaire :

CONJECTURE 7.3.1. — Si o £ o, il existe un entier v > 1 tel qu’il y a une injection de
représentations localement Qy-analytiques de GLg (F,, )

(D"®" — H(P)Q/,-ana
qui induit un isomorphisme entre les socles.

REMARQUE #7.3.2. — Par la compatibilité local-global de la correspondance de Lan-
glands locale classique pour GLg (F,,) (e.g. voir [4]), on sait qu’il existe une injection
de représentations de GLg (F, ) :
mpy — T(p)gyran.
En effet, on a une injection de représentations lisses de GLg (£, ) sur E :
(7.8.3) Iy (9,9) & myp — HomGal(@/y—) (p,Hgt(K@, W(’lel,’@xp))).
En outre, il y a une injection continue de représentations de GlLg(F,) équivariante
sous I'action de Gal(Q/.%) :
HY (KO, W sy hesy )y s 1 (K9, W sty )
— ﬁéx (KSO> W(ﬁzp\zp’@zp\zp )) ®p Wiz ks )
ou la premiere injection découle de la proposition 7.1.5 et le deuxiéme isomor-

phisme découle du théoréeme 7.1.2 (2). On peut alors déduire de (7.9.4) une in-
jection continue de représentations de GLg (£, ) :mp — I1(p).

7.3.2. Les résultats principaux. — On montre divers résultats (¢f. théoréme 7.3.9
et 7.3.7 ci-dessous) en direction de la conjecture 7.5.1.

THEOREME 7.3.3. — Supposons Fy,, non ramifié sur Qp pour tout o; | p et o # o . Alors il
existe une injection continue GLg (F, ) -équivariante :

1 A~
s0¢GL g,y (D' == TL(p)gy-an:

Comme les constituants de socgﬁz(%) I1(D') sont distincts (¢f. [15, th. 4.1 (1)]),
il suffit de montrer que pour tout © € Zp (o') (resp. © € Zp(a')), il existe une

injection de représentations localement Qy-analytiques de GLg (F, )

= ({71 7)) = @) gran  (resp- Fpy ({7} {7}) — T(E)gyram)-
Soient 7 € X, et h; une forme modulaire classique de poids (th, k_gzﬁ) de niveau K
sur I, y-propre pour .Z7*(S(K¥)) attachée a o (¢f. §5.9.2). Notons h., (resp. h.z)
la forme p-stabilisée associée par rapporta « (resp. o) (voir (5.3.3)). Par la proposi-
tion 7.2.57, on associe a h-, (resp. h; 3 ) un point fermé de

Z ({eh his\ oy hes ) = & (b higy\ o hesy )

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2017



228 CHAPITRE 7. COMPATIBILITE LOCAL-GLOBAL

donné par

(7-3-4) z2 = (unr ( q) ke ® unr( o ) 2=k ke - Y)

(resp. z = (unr (£)77"27 @ unr(z) MR, y)).
On a par définition (¢f. définition 7.2.21)
¢ = (unr (%)5"heo k?w@unr(&)rlf"?ﬂ,y)
(resp. 25 = (unr (£)7 77 @ unr(z) 71 7, y).

Par le théoréme 5.4.3, le corollaire 7.2.61 et la proposition 7.2.29, on a:
LEMME 7.3.4. — Pourt € Zpi (') (vesp. 7 € Zpy (') ), on a
(7-3-5) Homgr, £, (7pr ({7} {7}),
AR W ) [ (5(K)) = 1]) 40
(resp. Homgry(r,) (Fpr ({7}, {7}),
RO W s, ) 7 (SG60) = 1]) £0).
Démonstration du théoréme 7.3.3. — Soit = € Zp (o') (le cas T € Zp/ (') étant ana-
logue), notons pour simplifier V' le E-espace vectoriel en (7.4.5), qui est muni

d’une action naturelle continue de Gal(Q/.% ) x Z*(S(K®)) vérifiant les relations
d’Eichler-Shimura. Notons pour simplifier

A py - i=unr ( q) I=hiz—hy - o unr(&/)fl_kaT,
iprﬁ =Lk (Bis o\ ey R2s o))

On a CE()ZD,’T) =2, \ {7}. Par le lemme 7.2.20 (voir aussi la remarque 7.2.17), on a
des bijections de E-espaces vectoriels

(7.3.6) V=
~ (kg5 hos s ) ~ .
Js (Helt (K9, W Ux\5e  25y\5, )@,)-an)zp\{r}—cl [T(F,) = Tpies Z (S(K®)) =]
< Ja(He (KO, W Bspe 2sp)) ) [T(F) =g, 27 (S(K)) =],

d’oul on déduit que V est de dimension finie (voir le théoreme 7.2.10 (2)). Par le
lemme 7.9.4, on a V # 0. Par le méme argument que [56, p. 115], on obtient une
injection de représentations de Gal(Q/.#) :

jip— I{OIIICL2 (TCD/({T} {T})
Hey (KO, W tensy ) o [#7(S(K)) = v])

d’oti on déduit une injection continue de représentations de GLg (F, ) :

mp ({7} {7}) — Ti(p)
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envoyant v sur 8 — j(8)(v) pour tout v € wp ({t},{r}) et pour tout § € p (noter
que, si B # 0, alors j(f) # 0, et donc j(B) est injectif puisque 7y ({7}, {7}) est
topologiquement irréductible). Le lemme en découle.

Considérons le cas o« = & (etdonc o/ = a'), de la méme facon et par le théoreme
sur I’existence de formes compagnons dans ce cas (théoréme 5.9.4), on a

THEOREME 7.3.5. — Supposons Fy,, non ramifié sur Q, pour tout ©; | p et o« = o , alors il
existe une injection continue GLg (F, ) -quivariante

T ({‘r}, {‘r}) — H(P)Qp—an
pour tout T € Ly (¢f. §5.8.1).

La raison pour laquelle on suppose F, non ramifié (pour tout g; | p) dans les théo-
remes précédents est que notre théorie des formes modulaires p-adiques (i.e. théo-
réme de classicité, surfaces de Hecke, etc.) dans le chapitre g sont seulement dévelop-
pée sous cette hypothése. On enléve I'hypothése F,, non ramifié sur Q dans la suite
de l'article, puisque les formes modulaires n’apparaissent pas dans les arguments sui-

vants.
Supposons jusqu’a la fin

@z~ 21
(et donc (a'(&')—l)% #1) (¢f (7.2.24)).

PROPOSITION 7.3.6. — Supposons o absolument irréductible modulo wy, et soit | C %,.
S’il existe un plongement de représentations localement Qp-analytiques de GLg (F, )

w (J2)) = () gyan  (mesp Ty (J.]) = () gy-an)-
alors | C Zpy (') (resp. ] C Zp(a')).
Démonstration. — Supposons que 7y ([, J) est une sous-représentation de ﬁ(p)(@p_an
(le cas de wp(/,]) est analogue), et notons encore z (¢f. (7.3.4)) son image dans

& (Zp; hﬁp\zp’ k_QZ,,\Ep ) (etdonc z € & (Z; QE;;\ZQ’ k_‘ZEI)\Z@ )g(E)) via le plongement
fermé (c¢f. théoréme 7.2.13)

& Zoi by, (rp b2y, () — & ot hig\s o oy, )

Par la proposition 7.2.25, z admet un point J-compagnon dans ’espace rigide analy-
tique & (Zy; by S\, kgzp\z ). La proposition découle alors du corollaire 7.2.59 (voir
_— P — (e}

aussi la remarque 7.2.48). 0

Le reste de cet ouvrage est consacré a la démonstration du théoréme suivant.
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THEOREME 7.3.7. — Supposons o absolument irréductible modulo wp, alors Uapplication
de restriction

HOInGL2 (Fp ) (H(D,), H(P)Qp—an)

— Homgr,(r, ) (s0cGLy(F, ) TI(D'), ﬁ(@)@,,-an)
est bijective.

I1 suffit alors de montrer que :

PROPOSITION 7.3.8. — Pour tout | C Zp (') (resp. | C Zp ('), Uapplication de
restriction
(7.37)
Homa, 1) (7 (J.J U (Zp \ Zpr (&)
H;t(K’W(ﬁxﬁ\xﬁ“’@xﬁ\xi’>)Q,,-an [(Z*(S(KP)) =7v])

— Homgu,(r,) (70 (J.J), Helt(K’ W Bz, Rz, ))@p‘an
[Z*(S(K?)) =+]).
respectivement
Homary s, (For ([, U (Zp \ Zp (47))),

Hy (KW Bspisg fes, ) 27 (S(KY)) =¥])

Q[,—an [
— Homg, (Fp) (%D’ ) Ijle}t(K’ W(th\z‘g’@z”\z‘“ ))Qp"dn
7 (569) = 1)),

est bijective.

On suppose dans la suite | C Z;(o') (le cas | C Zp (') étant analogue). On
suppose de plus X, \ Zy («') # @ puisque le cas X, \ Zpy (') = & est trivial.
LEMME 7.3.9. — Lapplication (77.8.7) est injective.
Démonstration. — Soit f un élément dans le noyau de (7.3.7). Si f n’est pas nul,
d’apres le th. 4.1 de [15] (appliqué aux constituants irréductibles de wp/ (51, S9) pour
$1 €8 CXy),ilexiste ' 2 ], J' € JU(Z,\ Zy (o)) tel que f induise une injection
de représentations de GLg(F, ) :

o (J5J) o He (KW Mz Bss)) o L2775 (S(K2)) = 1],
d’ou on déduit par la proposition 7.3.6 que J' C Zp/(¢'), une contradiction. i}

Il suffit alors de construire un inverse de (7.3.7). Supposons que le E-espace vec-

toriel de droite de (7.9.7) est non nul, et notons
. ! 1—ky 5—ks > 1k
> 7 = unr (7)) [Ioey 00 oo @ unr(a') [I;; 002,

> X/ =LA (hzsv\zn’(“/)’ k—QZ@\ZlJ’(“,)) ’
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> ]l = (Zp \ Zpr(a)) uj,

> X = g(]/; klzﬁ\]” kgzp\],)g.

Noter que Cz(y') = Z¢ \ J. Comme Cz (') NJ = @, par le lemme 7.2.20, on a
(7.9.8) Ja (H} (Kp, W(ﬁzp\/”@zp\]’))j,_an)],\]id[
= Homary(ry) (7o (J.J): Hed (KW Bzt ) o [#77(S(K)) = ¥]) (£ 0)

d’ou on déduit que le point z := (3’,y) se trouve dans X (noter que I'on a

T(Fy)=7".2"(S(KY)) =]

(7.3.0)  He (KO, WHsprlesp ) L2777 (S(KY)) =]

- Hélt(Kp,W(th\j”@Z,,\j’)) 2 (S(KSO)) = Y]

J/-an [
puisque I'idéal premier de .2 (S(K®)) défini par le morphisme vy est bien contenu
dans I'idéal maximal m(p), cf. §7.1.9).

LEMME 7.3.10. — Le point z n’admet pas de point S-compagnon dans X pour tout

@ #5CCr0) ﬂ]’ = 30\ Zp (o).
Démonstration. — On a Cy(3") = Xy \ Zp (o), en particulier, Cz(y") N Zpy (o) = @.
Si 2z admet un point S-compagnon pour & 7é S C Cz(y"), par le corollaire 7.2.53,
ona$ C Zpy(a') (donc S C Zpy(«) N Cx(1')), une contradlctlon. a
LEMME 47.3.11. — Linjection naturelle

Iz (ﬁl}t(Kp,W(th\]/’ﬁzp\f'))]/ an) jrg-a T Fo) =1/, 27 (S(K)) =]
s Jp (HY(K®, W Ersy\ rohas, ) ) jroan) [TFo) = 1,27 (S(K?)) = 1]
est bijective. Par conséquent, on a un isomorphisme de E -espaces vectoriels
(7.3.10) Homgr, (r, ) (TCD,(],]),]TH (K,W(ﬁzp\xs)’ﬁzﬁ\z@ ))Qp—an[ *(S(KKj )) Y])
< T (Ha(KO, WSyl ) [T (o) =7/, 27 (S(K?)) = v

J'-an
Démonstration. — Par les lemmes 7.9.10 et 77.2.25, tous les vecteurs dans
Jp(HE (KO, W By s, )y pean) [TFo) = 71,27 (S(KY)) = v]
sont X, \ Zpy (o) = J'\ J-classiques, d’ot le lemme. i}

Comme on a vu dans la remarque 7.2.48, X, = Zjy («’), etdonc £, N Cy(y) = @.
Par le corollaire 7.2.56, il existe alors un ouvert strictement quasi-Stein U de X (cf.
[37, déf. 2.1.17 (iv)]) contenant z tel que pour tout point fermé 2’ = (y”,y') de U,
7 n’admette pas de point S-compagnon dans X pour tout @ # § C Cz(3”) N J'. En
effet, par le corollaire 7.2.56, il existe un affinoide Spm R de X contenant z tel que
tout point fermé 2’ = (3”,v’) de Spm R n’admette pas de point S-compagnon pour
tout @ # § C Cy(1") NJ'. L'existence de U découle alors du lemme suivant.
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LEMME 7.3.12. — Soient R une algébre affinoide sur E, x € (Spm R) (E), alors il existe
un owvert strictement quasi-Stein % de Spm R(E) contenant x.

Démonstration. — On suppose sans perte de généralités que x € (SpmR)(E). Par
définition, il existe n € Z+o et une projection continue et ouverte de E-algeébres de
Banach E(T1,...,T,) — R. On a alors un plongement fermé

i:SpmR — Spm E(T,...,T,).

On peut supposer i(x) = (0,...,0). Soit Z' la boule unité ouverte (qui est stricte-
ment quasi-Stein) de Spm E(T1,...,T,), par définition (¢f. [37, déf. 2.1.17 (iv)]), on
voit que 'ouvert admissible 2 := i~!%" de Spm R est strictement quasi-Stein. Ceci
permet de conclure. i}

Notons pour simplifier (¢f. théoréme 7.2.10 (2))
M = /(hﬁp\//’@ﬁp\ﬂ)

et W= /(U)})/ le dual fort de .# (U), qui est une représentation localement J'-
analytique recevable (¢f. définition 6.3.14) de T(F,) (par le méme argument que
dans I'exemple 6.3.15 (2)). Notons A := & (Z'p xZ ) (ou Z désigne 'espace ana-
lytique rigide sur E qui paramétre les caractéres localement J’-analytiques de 7).
On voit que .Z (U) est muni d’une action naturelle de A induite par ’action natu-
relle de & (fj/) via le morphisme

Ty —=Zy x Py 1 ® Lo = Loy @ Lol
LEMME 7.3.13. — Le module # (U) est un A-module sans torsion.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que .Z (U’) est un A-module sans torsion pour
tout U’ ouvert admissible affinoide suffisamment petit contenu dans U. Comme il
existe un affinoide V de 7/:]/ tel que U’ C i~1(V) (D(U',&%) est donc plat sur
LGY(V),&)) (ou i désigne le morphisme naturel de X sur 7/:]/, ¢f. th. 7.2.10), il
suffit alors de montrer que .# (i~ (V)) est un A-module sans torsion puisque I’on a

A U) 22 (V)) @rio1 vy, TU', k),
ce qui découle de la proposition 6.2.5 et du corollaire 7.1.14. 0

En prenant les duaux, on déduit de la restriction .Z (X) — .# (U) (d’image
dense) une injection (voir le lemme 6.1.19) continue de représentations localement
J'-analytiques de T'(F,, ) équivariante sous I’action de .Z*(S(K*)) :

(7.3.11) A U)] — Jp(HE (KWt ko) ),
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qui induit alors une bijection de E-espaces vectoriels
(7.3.12) A U)][T(Fp) =3",2Z*(S(K®)) =]
S Ja (B (R0 s s ) )
[T(Fo) =7",7"(S(K")) =]

pour tout E-point 2’ = (3”,v’) de U (car ils sont tous isomorphes au dual de la fibre
spéciale de .Z en 7).

On a comme dans [34, lemme 4.5.12 (1)] :
LEMME 7.3.14. — Le morphisme (%7.9.11) est équilibré (cf. définition 6.5.19).

Démonstration. — Par les lemmes 6.9.22 et 6.4.27 et la proposition 6.3.23, il suffit
de montrer que pour tout v € .# (U),/, s'il existe m; € Zx( pour tout ¢ € J' tels
que hv = 0, ou

mg—1 ms—1
h::H H(hc_j> et H(hc_j):zl SimG:O,
ac) j=1 j=1

alors (JL¢p X"2) v = 0, ot on prend 'abus de notation v pour désigner aussi
son image dans ﬁgt(Kp,W(klEp\/’ hoy \J’>)
avec (6.2.1).

J-ans via la composition de (7.3.11)

Notons @/(h) I’espace rigide fermé de T\]; défini par le ¢ -idéal cohérent heZ
J J
(ot h est vu comme €lément de 7 (T}/) via la composée

6.1.18 ~
U(ay) — Zp(T(Fy ), E) L8 2(T)),

voir §6.1.3 et §6.1.4),
Uh) :=U x5 T]/( )

(qui est aussi strictement quasi-Stein), .Z" := / lu(n) - Donc on a

My, =" (U(h)), = A U)/[h=0]
et v € Mj,. Considérons la composée (ou la derniére application est la composition
de (7.3.11) avec (6.2.1))

(7.8.13) My — # (U))

b

N Hl (K@ W s,y jrokes \]/))]/ anp

Et il suffit de montrer que I'image de (7.4.13) est contenue dans le sous-espace
E-vectoriel fermé

(7.3.14) Hélt(K@,W(ﬁEﬁ\j”@Ep\]’ )N" [ H X" = O]

J'-an,p

Par le lemme 6.1.20, les vecteurs propres généralisés pour T'(Qy) x Z7*(S(K?)) sont
denses dans M. Combiné avec le fait que la composée en (7.4.13) est continue, on
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se ramene au cas out v # 0 est un vecteur (y, = 7, ® %y ,» Yo)-propre généralis€.
Comme hv = 0, il existe 6 € J' tel que
me 0, Jjs:= kllv’ﬁ —ky s€{l,...,ms} et (hs—j5)v=0.
Mais par le lemme 7.3.15 ci-dessous, on a (ou “{—}” désigne le sous-espace propre
généralisé)
jo+1 15 1)\ * ( —
X] ‘U E I‘I1 (Kp W(kllp\/ kQZp\] )[/Oanp{T(F@>+ (X )07% ( <Kp)) - YU}’

ce qui doit étre z€ro, puisque (y,Y») n'admet pas de point 6-compagnon dans X.
Ceci permet de conclure. i

2.0

LEMME 7.3.15. — SoientV € Repy, (GLo(F)), 1 un caractere localement Q) -analytique
deT(F,),ve Vo un vecteur propre généralisé pour Uaction de T(F,)*t.Si(hg—j)-v=0,
alors v' = X]_J’rc1 -0 se trouve dans V™0, et est un vecteur Ao -propre généralisé (pour Uaction
deT(F,)™).

Démonstration. — Le lemme découle de la preuve de [33, prop. 4.4.4]. Soit V' le sous-
espace vectoriel de Vo engendré par m,(v) pour tout a € T'(F,)T. On vérifie facile-
ment que (h; — j) - v" = 0 pour tout v € V'. Soit v” € V'; I'action de

‘312)6 = QIQ(FP) ®F@,c E

sur v” (via le caractére y (6“’_6?6) +— jag) induit un morphisme de U(Sly ;)-
modules Ver(y ) — V (ou Ver(y ) ici désigne le module de Verma de y = pour
3ly »). Comme dans la preuve de [33, prop. 4.4.4], on montre alors v/ € V0. Par la

formule dans la preuve de loc. cit. (voir [33, p. 837]), on a
(X5 0") = (67 @ ) (XL - ma (o)
et donc
(=26 @) (X5 ") = 677 @ /) @XLT - (70— 2.(@) ("))
pour tout a € T(F,)* et v” € V/, d’ott on déduit

(7o = 25@)" (XI5 -0) = (677 @ /) (@) XLG - (= 1.(0)" (0)
pour tout n € Z>1 et a € T(F,)". Le lemme en découle. a

Démonstration de la proposition 77.3.8. — Par le corollaire 6.9.30 et les lemme 7.9.19—
7.9.14, on déduit de (%7.3.11) une application non nulle continue de représentations
de GLg(F,,) équivariante sous I'action de .Z7*(S(K¥)) :

GLg(
B(F,
Notons pour 51mp11ﬁer

GLo (F,
B(Fy)

(7.315)  (Ind>20" )/(U) [3717) 77— B (KO, W sy ks, 1)

JRang

Vi (Indgy 0 @) 7)1 v = L (KW s e )

Ji-ang’
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GLg (Fy)

B(E,) (— [8_1]))1/'3“, on obtient une application na-
Qo

En appliquant le foncteur (Ind_

turelle de E-espaces vectoriels

(7.316) A U), [T (Fy) =7 Z*(S(K”)) =]
— Homgi (1, )((IndE(L;:) V) v L (S (R0)) = 1))

Lo (Fy)
B(Fy)
tation Iy (J,J") (¢f. (7.3.1)). Notons pour simplifier

Noter que I'induite parabolique (Ind 18 )]/"““ n’est autre que la représen-

I (J.)) = Ip(J.)) o (( Q) (Symy” > E? o det'2e)).
se/\J

Au fait, on a Ib,(],]) & SOCGLy(F, ) Ip(J,]) (par [15, th. 4.1 (1)]). Considérons la
composée

(7.317) A (U))[T(Fy) =y .7 (S(K®)) = 7]

(7:316) Homgr,(r,) (I (J,J),Vi[Z*(S(K®)) =v])
—>HomCL2 (D’(]]) Vl[ ( (KO)):Y])

(ou la derniére fleche est 'application de restriction). Comme dans le lemme 4.3.9,
on montre que la derniére application en (77.5.17) estinjective. Le diagramme suivant
est commutatif (noter que pour chacune des applications horizontales, son inverse
est bien induit par le foncteur Jp(.))

(7.9.18)
AU [T(Fy) =3, Z*(S(KY)) = Homgr, (r,) (I3 (J.)): V1[Z*(S(K®)) = 1])

<7-s.12>l~ l

JsWo)[T(Fo) =", Z*(S(K®)) =y] ——— Homgry(r,) (I (J.)). Vol Z*(S(K?)) = 1])

(7-8.17)
7] —

ou la bijection en dessous se déduit de (%7.9.10) et du corollaire 6.1.6, et ou la fleche
verticale de droite est induite par (7.3.15).
Considérons la composée

(7.310)  Js(Vo)[T(F,) = 1. Z*(S(K?)) = 7]
I ) [T(F) =17 (S(K?)) =7]

2329 Homgry s, ) (I (J.J) Vi 2% (S(K®)) = 7])
— Homgyy(r,) (I (J.]), Ve [Z* (S(K®)) = 1))
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ou la derniére application est induite par (7.8.15). Par (7.5.18), le diagramme suivant
commute :
(7.8.20)

JpOR) [T (Fo) =7, 7 (S(K?)) =] 212,

Homgr, (r,) (Ip'(J.J') Ve [Z7* (S(K®)) = ¥])

Je(Vo) [T (Fo) =", 7% (S(K)) =v] ——— Homgryx,) (I (J.)), V2[Z*(S(K)) =¥])

ou la fleche verticale de droite est I’application de restriction. Considérons
(7:3:21) Homary(r,) (7 (1)), HL (KW Esps b)) L7 (S(K?)) = 7))

(7%"10)]3(‘/2) [T(Fy) =92 (S(K®)) =]

2319 Homeryr, ) (I (J.]) Ve [Z* (S(K?)) = 7])
— HomGLg(Fg,) (TED/(],]/),[T]élt(K, W(ﬁZP\Ep’@Ep\Ep ))Q,,-an [%* (S(I{SO )) = '\d)

ou la derniéere application se déduit du théoréeme 7.1.2 (2) et le corollaire 6.1.6.
Par (17.9.20), on vérifie que (7.4.21) est en fait un inverse de I'application (7.5.7).
Ceci permet de conclure. i}

REMARQUE 7.3.16. — L’application (7.5.15) sera utile pour trouver plus de compa-
tibilité local-global. L’argument ci-avant est une application de (7.4.15) au niveau des
points. Soit z un point fermé de U, on peut aussi considérer I'espace tangent de U
en z, e.g. un morphisme
t:SpecE[e]/e? — U.

Ainsi (t*.#)" est une représentation de T (F,) sur E[€]/€® (méme une somme di-
recte finie de copies d’un caractere de T(F,) a valeurs dans (E[e]/€®)*). Un tel
caractére est alors une extension entre caractéres de T'(F,) a valeurs dans E*. Dans
le cas ou p,, est semi-stable non cristalline, cette extension devrait contenir l'infor-
mation sur les invariants . (de Fontaine-Mazur) de fzp- En effet, dans [31], en
appliquant (%7.3.15) a ’'espace tangent (de U en z), on montre certaine compatibilité
local-global dans le cas semi-stable non cristallin (concernant les invariants .#”) pour
les courbes de Shimura quaternioniques.
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On étudie les formes modulaires p-adiques sur les courbes de Shimura unitaires
et montre 'existence des formes compagnons surconvergentes en utilisant les
théorémes de comparaison p-adique. Ceci, combiné avec des résultats sur les
représentations localement analytiques de GL9 (L), nous permet d’obtenir des
résultats de compatibilité local-global sur le socle localement analytique dans
le H'-complété des courbes de Shimura unitaires. En outre, en utilisant une
loi d’adjonction en famille du foncteur de Jacquet-Emerton et la théorie de
triangulation globale, on montre également des résultats de compatibilité local-
global sur des représentations localement analytiques non semi-simples.

We study p-adic modular forms over unitary Shimura curves and prove the ex-
istence of overconvergent companions forms over unitary Shimura curves using
p-adic comparison theorems. From which, together with some locally analytic
representation theory of GLg (L), we deduce some local-global compatibility re-
sults on the socle for the completed H' of unitary Shimura curves. In addition,
using an adjunction formula for Jacquet-Emerton functor in family and global
triangulation theory, we also prove some local-global compatibility results for
non semi-simple locally analytic representations.



