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PROPRIETES DE L’INTEGRALE
DE CAUCHY HARISH-CHANDRA POUR CERTAINES
PAIRES DUALES D’ALGEBRES DE LIE

Florent Bernon

Résumé. — On considére un groupe symplectique Sp et une paire duale réductive
et irréductible (G, G’') de Sp au sens de R. Howe. On désigne par g (resp. g’) les
algébres de Lie de G (resp. G'). T. Przebinda définit une application appelée intégrale
de Cauchy Harish-Chandra et notée Chc qui associe & toute fonction de D(g) une
fonction définie sur g'**8, 'ouvert des éléments semi-simples réguliers. Dans cet article,
on montre que ces fonctions sont des intégrales invariantes si la paire est de type II
et possédent les propriétés locales des intégrales invariantes si la paire est formée
de groupes unitaires de méme rang. Les relations de saut sont alors obtenues & une
constante multiplicative prés.

Abstract (Properties of the Cauchy Harish-Chandra integral for some dual pairs of Lie
algebras)

We consider a symplectic group Sp and an irreductible dual pair (G, G') in Sp in
the sense of R. Howe. Let g (resp. g’) be the Lie algebra of G (resp. G'). T. Przebinda
has defined a map Chc, called the Cauchy Harish-Chandra integral from the space
of smooth compactly supported functions of g to the space of functions defined on
the open set g'**¢ of semisimple regular elements of g’. We prove that these functions
are invariant integrals if G and G’ are linear groups and behave locally like invariant
integrals if G and G’ are unitary groups of same rank. In this last case, we obtain the
jump relations up to a multiplicative constant which only depends on the dual pair.
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INTRODUCTION

Soit W un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un produit symplectique
(, ). On note Sp(W) et sp(W) le groupe et lalgebre de Lie associés. Soit (G, G')
une paire duale irréductible de Sp(W) au sens de Howe [4]. Pour un sous-groupe de
Cartan H' de G’, on note T’ (resp. A’) sa partie compacte (resp. sa partie déployée)
c’est & dire les éléments de H' qui ont leurs valeurs propres de module 1 (resp. réelles
positives). Soient A” = Sp(W)4" le centralisateur de A’ dans Sp(W) et A" le cen-
tralisateur de A” dans Sp(W). Il existe un ouvert dense de W que l'on note W 4
tel que A" \W 4 soit une variété d’apres [6, p.302]. On considére une mesure dw
sur A”\W 4. Pour un sous-espace u de sp(W), on considére I'application moment
Tu : W — u* (le dual de u) telle que 7, (w)(z) = (zw,w) pour z € u et w € W. Pour
x € R, on pose x(x) = e?™ et pour w € W

Xz (’LU) = X(%Tsp(W) (w)(m))

On désigne par o’ I'algébre de Lie de A”. Pour tout ¢ € D(a”) (I'espace des fonctions
lisses & support compact), Przebinda ([6]) montre que

/A’”\WA///

On considere la distribution sur a”

Che(y) = /AW\W /” P(x) Xz (w)dzdu.

di < oo.

[ v s

a

Pour 2’ € b’ semi-simple régulier, 'injection i, : g — a”,  +— x + 2/, est transverse
au front d’onde WF(Chc) de Che.

Cela permet de définir 'image réciproque de Chc par l'injection ¢,, que 1’on note
Cheyr. Pour ¢ € D(g), on note Chc(¢) la fonction définie sur g8 par

Che(¢)(«') = Chea (9).



2 INTRODUCTION

Dans le cas ou (G, G') est une paire dite « stable range », pour toute orbite nilpo-
tente O’ de g'*, il existe une unique orbite nilpotente O de g* dense dans Tgo7y ~1(O’).
On note u(O) et p(O’) les mesures positives sur O et O respectivement G et G'-
invariantes. D’apres le théoreme 1.19 de [6] & une constante multiplicative pres, on a

Fo(6) = X g J, o )P () Che(@) @)

pour ¢ € D(g) ou la somme s’effectue sur un systéme de représentants de sous-algebres
de Cartan de g et Dy (2') = |det(ad(z") g /- 1/2 pour 2’ € b8, Cette égalité suggere
que Chc(¢) a les propriétés locales d’une intégrale orbitale.

L’objet de cet article est de montrer que pour les paires duales irréductibles de
type I formées de groupes unitaires de méme rang, la fonction Che(¢) (¢ € D(g)) qui
est définie sur g'*®® possede les propriétés locales des intégrales orbitales de g’. Plus

précisément, on montre que la fonction Chc(¢) est lisse sur g'"°¢ et G’-invariante. On
exhibe une famille de sous-algeébres de Cartan (hy)neq de g’ indexée sur un ensemble
Q) qui représente I’ensemble des systémes de racines admissibles d’un systéme de
racines positives d’une sous-algebre de Cartan compacte de g’. Pour chaque N € ',
on construit une fonction Che(¢)y sur hx®.

Puis, on montre que toutes les dérivées de Chc(¢)n sont localement bornées et se
prolongent par continuité sur I'adhérence des composantes connexes de ’ensemble des
éléments de b’y qui ne s’annulent pour aucune racine imaginaire non compacte de b’y .
Pour une racine « imaginaire non compacte, on note (9(w) Chc(¢)n) la fonction saut
qui est définie d’apres ce qui précede. On montre enfin que pour deux sous-algebres
de Cartan b’y et by, (avec N, M € Q') successives dans 'ordre de Hiraf, il existe une
constante C' telle que pour tout élément w de l'algebre symétrique de b’y, on a

(0(w) Che(¢)n) = iCO(w") Che(p) p

ou w’ est 'image de w par une transformée de Cayley.

Le plan de cet article est le suivant :

Dans le chapitre 1, en utilisant une expression obtenue par T.Przebinda dans [6]
de Chc pour les paires de type II, on montre qu’il existe une fonction ¥ € D(g’) telle
que Chc(¢) représente l'intégrale orbitale de v, Théoréme 1.2.2.

Dans le chapitre 2, on introduit les notations nécessaires a la définition de Chc
pour les paires de groupes unitaires et on précise les expressions de Chc(¢) obtenues
par T. Przebinda dans [6] pour une sous-algebre de Cartan compacte de g’, Théoreéme
2.2.4 puis pour une sous-algebre de Cartan quelconque de g’, Théoreme 2.2.7. Cette
derniere expression est définie modulo une constante qui détermine C'.

Dans le chapitre 3, on considere les paires (g,g’) avec g et g’ de rang 2. Apres
avoir rappelé les propriétés des intégrales invariantes de Harish-Chandra sur u(2) et
u(1,1), on obtient les propriétés de Chc aisément si g est compacte (i.e. u(2)) dans
la section 1. Dans la section 2, on étudie le développement asymptotique de certaines
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INTRODUCTION 3

fonctions qui permettent dans la section 3 d’obtenir les propriétés locales de Chc si
g est non compacte (i.e. u(1,1)). Dans la section 4, on rassemble les résultats obtenus
pour (g,g’) avec rang(g) = rang(g’) = 2, Théoréme 3.5.1.

Les formules obtenues par T.Przebinda rappelées dans le chapitre 2 montrent que
Chc(¢) ne dépend que de I'intégrale orbitale de ¢. Pour généraliser aux paires de rang
quelconque, on montre dans la section 3 du chapitre 4 que les intégrales orbitales de g
(avec rang(g) > 2) peuvent étre approchées par des sommes de produits d’intégrales
orbitales de sous-groupes réductifs de G de rang < 2, Théoréemes 4.3.11 et 4.4.4. Ces
propriétés permettent d’utiliser les résultats du chapitre 3 pour généraliser aux paires
(g,9’) de rang supérieur. Le principe de cette réduction est le suivant : Désignons
I’espace des intégrales orbitales de g par &, alors on construit un espace topologique £
contenant £ tel que Che se prolonge naturellement & &. Les résultats de décomposition
mentionnés précédemment exhibent une partie £ de & telle que tout élément de £
est dans ’adhérence de £’. Dans le chapitre suivant, on utilise le fait que le Che d’un
élément de &£’ s’exprime simplement & partir du Chc pour des paires de rang < 2.

Dans le chapitre 5, dans un premier temps, on étudie les propriétés de Chc(¢)
sur la sous-algebre de Cartan compacte hl. On montre que toutes les dérivées de
Chc(¢)z se prolongent par continuité sur 'adhérence des composantes connexes de

’;g, Théoreme 5.1.25 puis on calcule le saut de cette fonction par rapport aux hyper-
plans associés aux racines (imaginaires) de hi,. La fonction saut obtenue est reliée au
Chc pour une paires (g1, g}) telle que rang(g1) = rang(g}) = rang(g) — 2, Théoreme
5.1.30. Dans la deuxiéme section, on obtient les propriétés locales de Chc(¢) pour
une sous-algebre de Cartan quelconque de g’, Théoréme 5.2.4 et on calcule le ’saut’
de cette fonction, Théoreme 5.2.5.

Ce travail a fait 'objet d’une note [1].

Remerciements. — Je tiens a remercier le Professeur A.Bouaziz pour de tres utiles
conversations pendant ’élaboration de ce travail. Je remercie également le Professeur
T. Przebinda pour son aide.
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CHAPITRE 1

PROPRIETES DE Chc POUR LES PAIRES DE TYPE II

1.1. Rappels et notations

DEFINITION 1.1.1. — Les paires de type II sont les paires
(GL(n,R), GL(n",R)), (GL(n, C), GL(n', C)) et (GL(n, H), GL(n’, H))

avec n,n’ € N.

On note D I'un des corps R, C ou H; V (resp. V') un D-espace vectoriel de dimen-
sion n (resp. n’) avec n’ < n. On peut supposer que V' est un sous-espace de V et on
fixe un supplémentaire U de V' dans V. On note G = GL(V),G' = GL(V') et g, ¢
les algebres de Lie de G et G’. On consideére les sous-algebres de g suivantes :

p={zegla(V)cCV}
n=Hom(U, V') et =g @&gl(U).

La sous-algebre p est une sous-algebre parabolique de g de radical nilpotent n et [ est
un facteur de Levi de p. On note Car(g) (resp. Car(g’')) 'ensemble des sous-algebres
de Cartan de g. Pour h € Car(g) (resp. b’ € Car(g')), on note H (resp. H') le sous-
groupe de Cartan associé de G (resp. G’). On désigne par K un sous-groupe compact
maximal de G. On fixe une forme G-invariante kg non dégénérée sur g a laquelle on
associe une mesure de Haar dg sur G. La forme k4 se restreint sur h avec h € Car(g)
en une forme non dégénérée a laquelle on associe une mesure dh sur H. Sur l'espace
quotient G/H, on considére la mesure quotient dg/dh habituelle. Sur g’, on procede
de la méme maniére avec une forme kg G’-invariante non dégénérée. On note g**%
I’ensemble des éléments semi-simples réguliers de g et pour un sous-espace vectoriel
u de g, on note u'*® = g'°¢ N u. On fixe aussi des mesures de Haar sur n et K,
respectivement dn et dk, de masse 1 pour cette derniere. Le choix de la mesure dn
sera précisé ultérieurement.



6 CHAPITRE 1. PROPRIETES DE Chc POUR LES PAIRES DE TYPE II

DEFINITION 1.1.2. — Une partie P de g sera dite compacte modulo G si elle est
fermée G-invariante et si P N b est compacte pour tout h € Car(g).

DEFINITION 1.1.3. — On note I.(g) I'ensemble des fonctions ¢ lisses sur g*°& dont le
support dans g est une partie compacte modulo G telles que

sup [(w)p(x)| < oo
xEhres

pour tout h € Car(g) et w € Sym(hc). Pour une partie P compacte modulo G,
on note Ip le sous-espace des fonctions de I, dont le support est inclus dans P. On
considere sur ce sous-espace la topologie définie par les semi-normes

Po.w(@) = sup [0(w)¢(x)]
zEhres

pour w € Sym(hc) et h € Car(g). Sur I.(g), on considére la topologie de limite
inductive limp Ip(g).

Pour h € Car(g) et = € h™¢, on note
Dy () = | det(ad(w)]g5)| /.
Sur g"*#, la fonction similaire est notée Dy .

DEFINITION 1.1.4. — Pour ¢ € D(g), on consideére la fonction J(¢) définie sur g*°s
par
30)(a) = Do(a) [ olg-2)ds
G/H
pour x € h*8 avec h € Car(g).

On a la proposition suivante di & Harish-Chandra :

PROPOSITION 1.1.5 ([2, Lemme 3.2.2]). — Pour ¢ € D(g), la fonction I(¢) appar-
tient a I.(g), de plus Uapplication

J:D(g) — I.(9)
¢ — 3(9)
est continue. On utilisera aussi dans la suite I.(g') et J(¢) pour ¢ € D(g'). On
souhaite & présent rappeler la définition de Chec. Pour une distribution u, on note
WF(u) le front d’onde de u. Pour x € R, on pose

X(:L,) _ €2i7rz'

Pour un sous-espace vectoriel v de sp, on considere I’application moment 7, : W — u*
définie par

Tu(w)(z) = (x(w), w) reu,weWw.
Et enfin, on pose pour w € W

Xa(w) = X(iTSP (w)(x))
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PROPOSITION 1.1.6 ([6, Lemme 1.7]). — Soit a” lalgébre de Lie de A”. Pour tout

¥ € D(a"),
/A’”\WA///

cnew) = [ [ v (widsd,
AW g Jar
Che est une distribution sur a” et

WF(Che) = {(z, 7qr (w)) | x(w) =0, z €a’ et we W}

di < 0.

[ v s

a

On pose

PROPOSITION 1.1.7 ([6, Proposition 1.8]). — Pour b’ € Car(g') et 2’ € H'"®, lin-
tersection de WF(Chc) avec le fibré conormal de Uinjection

iz g —a”’
r—z + 2
est vide.

REMARQUE. — Ce résultat montre que 1’on peut définir I'image réciproque de Chc
par linjection i,, d’apres [3, Théoréme 8.2.4].

DEFINITION 1.1.8. — On note Chc, I'image réciproque de Chc par iz et pour ¢ €

/reg

D(g), Chc(¢) représente la fonction définie sur g''*® par
Che(9)(x') = Chear(6).

REMARQUE. — La définition de Chc est identique pour les paires de type 1.

1.2. Résultats pour les paires de type II

On considere 'application
Res : D(g) — D(I)
Y
ou
VE(x) = /K Y(k.(x + n))dndk pour x € [.

Il est bien connu que cette application est continue (cf. [11, p.53]). Le choix de la
mesure dn est tel que

W - 2)dg ! VE (- )i

G/H | det(ad(z)|n)] Jr/m
pour tout sous-groupe de Cartan H de L avec x € h™® ou h est I’algebre de Lie de H.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



8 CHAPITRE 1. PROPRIETES DE Chc POUR LES PAIRES DE TYPE II

PRrROPOSITION 1.2.1 ([6, Proposition 7.21]). — Pour ¢) € D(g), b’ € Car(g’) et 2’ €
h/reg, on a

Che(1)(z/) = / » /E o BESETa  )dad’

THEOREME 1.2.2. — Pour ¢ € D(g), il existe une fonction 6 € D(g') telle que
Dy (2') Che()(2') = 3(0)(2")
pour tout ¥’ € g'*°8. De plus, l'application

D(g) — I.(¢')
¢ — (2 € g"°® — Dy (') Che(¢)(z"))

est continue.

Démonstration. — Posons
O(x") = / Res(v) (2" + z)dz
End(U)

pour 2’ € g’. On a alors 6 € D(g’) et Papplication
D(g) — D(¢')
P — 0
est continue. D’apres la proposition 1.2.1, on a la relation
Dy (2") Che(¢)(2") = 3(0)
pour z’ € g'™8. D’apres la proposition 1.1.5, on obtient la continuité de application
P — J3(0)

d’ou le résultat. O
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CHAPITRE 2

DEFINITION DE Chc
POUR LES PAIRES DUALES UNITAIRES

2.1. Définitions, notations et rappels

Dans cette section, apres avoir introduit des notations générales en particulier sur
les sous-algebres de Cartan et les systémes de racines, on rappelle la définition de
I'intégrale invariante de Harish-Chandra.

2.1.1. Notations. — Soit V (resp .V’) un C-espace vectoriel de dimension n
(resp. n’). On munit V (resp. V') d’une structure hermitienne (, ) (resp. (,)’) de
signature (p,q) (resp. (r,s)). On supposera que p < q et r < s. On pose alors
W = Homg¢(V’, V). On note G (resp. G’) le groupe des isométries sur I’espace her-
mitien (V, (,)) (resp. (V/,(,)’)). On désigne par g et g’ les algébres de Lie de G et
G’. Les actions de G, g, G’ et g’ sur W sont définies ainsi :

grw=gow pour w € W et g € G ou g,

1

g -w=wog~ pourw € Wet g € &,

g -w=—-wog pour w e Wet g €g'.
Pour w € W, il existe w* € Homc(V, V') unique tel que :
(w'),v) =i, w*()) Yoe Vetv eV,

On pose
(w,w') = Trg(w w) w,w € W.

W muni de (, ) est alors un R-espace symplectique de dimension 2n-n’. On note Sp =
Sp(W) le groupe symplectique associé, son algebre de Lie s’identifie & sp = sp(W).
On fixe une forme bilinéaire Sp-invariante x non dégénérée sur sp. Sur chaque sous-
groupe L de Sp d’algebre de Lie [ ou la restriction de k a [ est non dégénérée, on note
K1 cette restriction et on considere sur L et [ les mesures associées a x;. Les actions
définies précédemment montrent que G, g, G’ et g’ peuvent étre considérés comme des
sous-groupes de Sp(W) ou des sous-algebres de sp(7). On montre alors que (G, G')



10 CHAPITRE 2. Chc POUR LES PAIRES DUALES (u(p,q), u(r,s))

est une paire duale irréductible dans Sp(W) au sens de Howe, [4] et [5]. La forme s
induit sur g et g’ des formes invariantes et non dégénérées. Pour un sous-groupe de
Cartan H’ de G’, on note T’ (resp. A’) sa partie compacte (resp. sa partie déployée)
c’est & dire les éléments de H' qui ont leurs valeurs propres de module 1 (resp. réelles
positives ). On rappelle que A” = SpA’ désigne le centralisateur de A’ dans Sp; de
méme, on note A" le centralisateur de A” dans Sp. On montre alors qu’il existe un
ouvert dense de W que l'on note W4 tel que A”'\W 4 soit une variété (cf. [6,
p.302]). D’apres ce qui précede, A"’ posseéde une mesure déterminée que ’on note da ;
la mesure quotient da\dw sur A”"\W 4. sera notée dw. Pour tout sous-espace u de g
(resp. de g’), on note u**® ensemble des éléments semi-simples réguliers de u dans g
(resp. g’). L’ensemble Car(g) (resp. Car(g’)) désigne I’ensemble des sous-algebres de
Cartan de g (resp. g’).

Soient X un R-espace vectoriel de dimension finie, U un ouvert de X et p € NU{oco}.
On désigne par X¢ le complexifié de X et £(X, p) les éléments de Sym(Xc) de degré
inférieur a p. On identifie ’algebre des opérateurs différentiels a coefficients constants
de X avec Sym(Xc). On note CP(U) Iespace des fonctions de classe CP sur U. Pour
une partie compacte K de U, on note C?(U) (resp. Ci-(U)) le sous-espace de CP(U)
des fonctions & support borné (resp. dans K). Pour ¢ € C.(U), on note Supp(¢) le
support de ¢. Sur Cj-(U), on consideére la topologie définie par les semi-normes

Puw(9) = sup|0(w)d(z)]
zeU

pour w € £(X, p). On consideére sur C?(U) la topologie de limite inductive limy C{.(U).
Si p = 00, on notera les espaces C°(U) et C2(U) respectivement D(U) et D (U).

Soient K une partie compacte de X et p € NU{oo}. On note H(U, p) (resp. Hc(U, p),
Hic (U, p)) le sous-espace de CP(U) (resp. CP(U), Ci-(U)) des fonctions ¢ telles que
O(w)¢ se prolonge par continuité sur 'adhérence de chaque composante connexe de
U dans FE pour tout w € (X, p). On considére sur Hi (U, p) la topologie définie par
les semi-normes

Pu(@) = sup|d(w)o(x)]

zeU
avec w € &(X,p). On considére sur H.(U,p) la topologie de limite inductive
limg Hic (U, p). Sur Uespace H(U,p), on considére la topologie définie par les semi-

normes
Puw,k(¢) = sup|d(w)e(z)|.
zek
2.1.2. Systémes de racines et systéme de représentants de Car(g). — Pour

h € Car(g), on note X(h) (resp. X%(h), ¥"°(h)), 'ensemble des racines (resp. racines
imaginaires, racines imaginaires non compactes) de fj; on considere les ouverts sui-
vants : h**¢ (Pensemble des éléments semi-simples réguliers de h) et h¢ ’ensemble

{reblalx)#0Vae ™ (D)}

MEMOIRES DE LA SMF 93
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Il existe une base orthogonale (f;)1<i<n (resp. (f!)i1<icn) de V (resp. V') telle que

K2

1 sil1<i<
(fis fi) = o
<
et

1 sil<i<r,
fz?f . .
<

L'espace V (resp. V') s’identifie alors avec C" (resp. C" ) et g avec :

. I, 0
{z € gl,(C) | 20p,q + Ip,q'Z = 0} o Jpq = (6) —I )
q
De méme, g’ s’identifie avec
I
{Z € g[n’((c) | ZIr,s + Ir,stz = O} ou vas = <0 OI >
—1s

On note hyz la sous-algebre de Cartan diagonale (et compacte) de g et E; ; 1'élément
de g[,(C) qui vaut 1 en (4, ) et 0 ailleurs. On désigne par (e;)1<i<n la base duale de
(Eii)1<ign dans hg ¢ (la complexifiée de hg). Alors

P(ho) ={ei—e; |1 <i<j<n}

constitue un systéme de racines positives pour hgy c. L’ensemble des racines (imagi-
naires) non compactes de ®(hg) est égal &

P(hy) ={ei—e; [ 1<i<p<j<n}=%"(hg) N P(hy).

On considere la fonction polynomiale sur hg ¢ :

Thy = H (e; —ej) (le produit des racines positives).
1<i<j<n
Pour 1 < j < p, on note a;j = €; — ejqp € P*(hy), Sm = {o1,...,am}
pour 1 <m < pet So=d. Le choix des a; est tel que S, est un systeme de ra-
cines fortement orthogonales. Pour 1 < j < p, on note P; = E; ;4o + Fjyp; et
A;j =i(Ej; + Ept+jp+j); on pose alors

(2.1.1) bs,, = @;?“ZlRPj @;7;1 RA; & m<j<p RiE; ;.
ou p+m<j<n

La famille (hs,,)o<msp constitue un systéme de représentants de sous-algebres de
Cartan de g. On considere sur bs,, le systeme de coordonnées associées suivant :

(ujhici<m,  (Viigicm et (T5)  m<j<p
ou p+m<j<n
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12 CHAPITRE 2. Chc POUR LES PAIRES DUALES (u(p,q), u(r,s))

Ensuite, on définit I'application cs,, appelée transformée de Cayley de hg c dans

bs,, c ainsi :

—iu; + v; sil <y <m,
1 . . .
(csm(:n))j = Siuj_p +v_p sip<j<p+m,
Z; sim<j<poup+m<j<n

On peut vérifier que cs,, (hz,c)Ng = bhs,,. On considére aussi pour g, la sous-algebre
de Cartan diagonale b, ; sur hg ¢ et bl@,C les coordonnées sont fournies par les bases

(iBj)igi<n et (iBj)igicn -

2.1.3. Intégrale invariante de Harish-Chandra. — Pour § = Sy,...,S,, on
note Hs le sous-groupe de Cartan de G associé a hs et ®(hs) le systéme de racines

positives issu de ®(hg) par cs. Pour z € h's*®, on pose

es(x) = sign <H o csl(x)> .

acs

On a la définition suivante :

DEFINITION 2.1.1. — L’intégrale invariante de Harish-Chandra d’une fonction 1 €
D(g) est définie pour z € hg*® par

bs(z) =Tz o c5) (1)es () / (gzg)d.

G/Hs

Les propriétés de ces fonctions sont précisées si G est de rang 2 dans la sous-section
3.1.1 et pour G quelconque dans la sous-section 4.1.2.

2.2. Formules de calcul de Chc

La définition de l'intégrale de Cauchy Harish-Chandra pour la paires duale
(u(p,q),u(r,s)) est identique & celle donnée pour les paires de type II dans la pre-
miere partie.

Dans cette section, on donne une expression de l'intégrale de Cauchy Harish-
Chandra tout d’abord pour les sous-algebres de Cartan compactes de g’, Théoreme
2.2.4 puis pour les sous-algébres de Cartan quelconque de g’, Théoréme 2.2.7. L’ex-
pression de Chc dans le premier cas, nécessite I'introduction de fonctions polynomiales
qui sont définies dans un premier temps ci-dessous.

Dans toute cette section, on consideére n et n’ deux entiers tels que n’ < n.
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2.2. FORMULES DE CALCUL DE Chc 13

2.2.1. Préliminaires. — Pour z € C" (resp. z’ € C"), on pose :
() = [icicjcn(@i —25) sin>1
1 sin=1"
m'(a) = icicjew (@i —25)  sin">1

1 sin=1"

n/

M,(z") = H(l +iz)? pour p € Net Qp(z,2") = H (zi — %)
j=1 (3,5)€{1,...,n}x{1,...,n"}
i#L(J)

ou L est une application de {1,...,n'} dans {1,...,n}. Si K désigne un des corps R ou
C, K[z] (resp. K(z)) désigne l'algebre des fonctions polynomiales (resp. des fractions
rationnelles) & coefficient dans K en (z;)1<i<n. Pour tout ensemble fini F, G(E) dé-
signe le groupe des permutations de E. Dans la suite de cette sous-section, L désignera
toujours une application de {1,...,n’} dans {1,...,n}. On définit alors

E(L) _ (7l)Card{(i,j)E{l,...,n’}x{l,...,n’}\i<j, L(i)>L(j)}

n(L) _ (71)Card{(i,j)€{1,m,n}X{l,...,n}\jGim(L)A,j<i}

ou im(L) représente I'image de L.

REMARQUE. — Si n = n’ et L est une application bijective de {1,...,n} dans
{1,...,n} alors (L) est la signature de L au sens habituel.
PROPOSITION 2.2.1. — Pour p € {0,...,n — n'}, il existe une unique famille de

fonctions polynomiales (Prp)r de Rlz] indexée sur l'ensemble des injections L de
{1,...,n"} dans {1,...,n}, telle que :

My(a)m(z)r (') = > Ppp()Qu(x, ') VzeC" o' eC".
L

On a de plus les propriétés suivantes :

(1) Ppp(x) = e(L)n(L)Mp(x7) H;%gén)(wi o))

i,j¢im

otz est Uélément de C" définit par (27); = xpu) pouri e {1,...,n"}.

(2) Prpplo-x) =e(0)Ppp(x) Vo € 6({1,...,n}).
Démonstration. — Premiére étape : Montrons tout d’abord que la famille (Qr)r in-
dexée sur I'ensemble des applications de {1,...,n'} dans {1,...,n} est une base du
sous-espace vectoriel £(n,n") de C(z) ® C[z'] des fonctions polynomiales P a coefhi-
cients dans C(x) telles que deg,,(P) < n — 1. Pour n’ = 1, on note Q; pour @y, si
i = L(1). En évaluant Q;(z,.) en z;, on a

a0 51

sinon.
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14 CHAPITRE 2. Chc POUR LES PAIRES DUALES (u(p,q), u(r,s))

On en déduit que (Q;)ieq1,....n} est une base de £(n, 1) en tant que C(x)-espace vec-
toriel. Pour n” > 1 quelconque, on note pour i € {1,...,n'}, &(n,1) lespace des
fonctions polynomiales de £(n,1) en la variable z (en remplagant z} par z}). On
obtient le résultat avec ce qui précede en remarquant les points suivants :

(1) En,n) =&, 1)@ ®@Ev(n, 1),
(2) Qr(x,2) = [licqr,. wy Quey(z,2}) VL:{1,...,n"} = {1,...,n}.
Deuziéme étape : Comme deg,, (M, (z")7’(z')) < n — 1, on peut considérer les coor-
données Pr, , € C(x) de Mp(x’);r(ac)ﬂ’(ac’) dans cette base, ainsi :
(2.2.1) M (") (z)n' (') = > Prp(2)Qr(z,2).
Li{1,.n'}—{1,....n}
On considére ji,j2 € {1,...,n'} tels que j1 # j2 et ig € {1,...,n}. En évaluant

I’égalité précédente pour les variables 2/,

i, et 2 en x;,. Le membre de gauche devient

nul et on a
(2 — ) (TT (25 — 24,))?
(4,)€{1L,...,n" I x{1,...,;n} i7do
a1 = 1#L(3), j#51 et j#j
QL @)y, s, T si L(j1) = L(j2) = io
Tja=Tio ;

0 sinon.

On pose

éL(CE, :El) - QL(:Ea :El)|:c;-1=:ci0 .

;c;2=:ci0
En notant L = L{{1.._ o)\ {j1.jo}> O0 @

Qu(z,7') = RQz(z,a'), ot R(x) = ([T, (1 — 7i))*-
L’évaluation de ’égalité (2.2.1) devient apres simplification par R :
> Prp(#)Qg (x,2") = 0

L:{1,...,n"}—={1,...,n}
L(j1)=L(j2)=io0

L’'indépendance de la famille (Q;); montre que Pr;, = 0 si L(j1) = L(j2) = 0. On
en déduit que Pr,, = 0 dés que L est non injectif. Pour montrer que Pr, , € Rz], il
suffit d’évaluer I'égalité (2.2.1) en 2" en posant x; = xp,(;) Vj € {1,...,n’}; on obtient

alors :
(T, — @ oy — T
Prple) = Myt Hze T ncn (Ot — 200
i#j,jeim(L)\Ti — Tj
= My (2 )e(L)n(L) T] (i —=).
1<i<j<n
i,jgim(L)
On a ainsi le point (1). Le point (2) de la proposition découle des relations suivantes
(o -z)=¢c(o)n(z) et Qpr(o-z,2")=QL(x,2). O
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COROLLAIRE 2.2.2

(1) Ppo ne dépend que des variables x; avec i ¢ im(L).
(2) Sin=n', Ppo=e(L)(—1)""" /2,

2.2.2. Calcul de Chc pour une sous-algebre de Cartan compacte. — On
pose pour i € {1,...,n}, V; = Cf;. La décomposition de V en hg c-modules irréduc-
tibles s’écrit
V =®1<i<n Vie
On a le méme résultat pour le b’g’c—module V'’ en posant pour i € {1,...,n'}, V/ =
Cf/. On obtient alors en posant W; ; = Homc(V/, V;), la décomposition de W en
ho.c ® bl c-modules irréductibles :
W =& ;Wi;.
Pour chaque espace A muni d’une forme hermitienne de signature (a,b), on pose
sign(A) = (—1)" ainsi, on a
sign(V) = (-1)9, sign(V’) = (-1)°
1 sil<i< 1 sil<i<r
sign(V;) = SESP sign(V/) = -
—1 sip<i<n -1 sir<i<gn’
On considere les fonctions suivantes pour € hg c et 2’ € b, ¢ avec detw (z+2') # 0

2isign(V;) sign( V)

L !
Tj— %,

—_

chel =
7 H1<z<n/ (L) — )

che = H chc(i’j) et Mp,h’g(fl) = Mp(x/)'

(i,5)€{1,...,n}x{1,...,n"}

On note Cy o = 2™ sign(V')" sign( V)" i+

che ™) (¢ + o) =

n(n—1) o/ (n' —1)
2 2

PROPOSITION 2.2.3. — On a pour ' € by « et ¥ € hg ¢ avec detw (z +2') #0

Myp, (2" )T, ()7, () che(z + 27) = Cy o Z Py () che® (z + 2')

ot la somme s’effectue sur les injections L de {1,...,n'} dans {1,...,n}.

Démonstration. — Cela découle directement de la proposition 2.2.1. O
Pour une injection L de {1,...,n"} dans {1,...,n}, on considere y* € hy et y& € hs

définis ainsi :

L {sign( Vi) sign(V}) sik = L(j) ot yé,k _ {y,f sia(Err)=0VaeS .

Y =

0 sinon 0 sinon

La forme k4 fournit la décomposition de Cartan suivante g = k @ p. On a alors
hs = (hs Nk) & (hs Np). On fixe une chambre de Weyl de p N hs ot es > 0 que 'on
note (p N hs)™ et on pose h& = kN bhs + (p N hs)*. De plus, on note ns le quotient
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16 CHAPITRE 2. Chc POUR LES PAIRES DUALES (u(p,q), u(r,s))

du cardinal de la restriction de W(Hs) & pNhs par le cardinal de W (Hg) ot W (Hs)
désigne le groupe de Weyl de Hs. On considere 'application :

CL:pEx[0,1] — bsc (la complexifiée de bs)
(z,t)  +—— x+ityk
On étend la définition de ®"°(hg) aux sous-algebres de Cartan hs en posant :
" (hs) = {a € ®(hy) | a o cg'est une racine imaginaire non compacte de hs}

Pour N € Net v € Sym(gc), on pose :

@) =3 ;—',’ € Sym(ge)

p=0 """

On rappelle que l'on identifie les opérateurs différentiels a coefficients constants de g
avec Sym(gc). Pour une fonction v lisse sur g**® et N € N, 'extension de degré N
(cf. [6, Appendice A]) de ¢ est la fonction 1y définie sur I'ensemble

{u+iv|uehs® vebhs}
que l'on note hg% par

Un (u+iv) = gn(iv)Y(u).
On note ainsi ¢¥s, 5 'extension de degré N de ¢ s définie sur hf;%:. Pour a € ®"°(hs),
CL|, représente la restriction de C% & ker(aocg') x [0, 1]; de méme, C%(1) représente
la restriction de Cf;“ pour t = 1. On considere aussi sur hs,c

Via s, (2) = Prp(cs'(2)) che® (et (z) + ) - s v (2)ps

ol is désigne la mesure induite par k4 sur hs en considérant la base de la décompo-
sition (2.1.1) directe.

THEOREME 2.2.4 ([6, Théoreme 10.19]). — Pour 2’ € h5°® et N > 0 assez grand,
on a

M,y ("), (") Che(y)(2')

= Cog Y _1s / VL,x',s,N—/ dvp,ssn)— ) / VL2, S,N
cL(n) cL Céla

acdye
ot la somme s’effectue sur les injections L de {1,...,n'} dans {1,...,n} et la famille
de systémes de racines fortement orthogonales S = S, ...,Sp. Chaque intégrale est

absolument convergente.

On note vy, .5 = V1 4r.5,0- Le théoréme précédent permet d’obtenir ’expression
suivante :
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COROLLAIRE 2.2.5. — Pour x’ € h;8, on a
I\Ne— /
My, (¢ )Ty, (2') Che(y)(2') = Cog Y ns ey NS

ot la somme s’effectue sur les injections L de {1,...,n'} dans {1,...,n} et la famille
de systemes de racines fortement orthogonales S = So, ..., S,.

Démonstration. — On obtient cette égalité en considérant 1’égalité A.3 de I’appen-
dice A de [6]. O
2.2.3. Calcul de Chc pour une sous-algébre de Cartan quelconque. — On

considére H' un sous-groupe de Cartan quelconque de G’. Sa décomposition de Cartan
sécrit H' = T'A’. On pose alors V! ={z € V/|a-z =xVa e A'} et V! = V/* son
orthogonal dans V’. Il existe alors deux lagrangiens X’ et Y’ de V!, H’-invariants
tels que V! =X'@ Y'.

PROPOSITION 2.2.6 ([6, Lemme 11.11]). — On a lalternative suivante :

(1) Si V ne contient pas un sous-espace isotrope de dimension égale & dimg X'
alors Che(y)(z') = 0 pour x’ € h™°8 et ¢ € D(g).

(2) Sinon, on peut supposer que V. C V et la restriction de (,) a V! est non
dégénérée.

On suppose jusqu’a la fin de cette sous-section que 1’on se trouve dans la deuxieme
situation. On adopte les notations suivantes. On pose U = V!*(C V) et G(U) le
groupe des isométries associé a (U, (, )); on note g(U) son algebre de Lie. On a les
injections naturelles suivantes End(X’) — g, Hom(U, X') — g et g(U) — g. Enfin,
on note n (resp. n’) le radical unipotent de la sous-algebre de g (resp. g’) préservant
X' et K un sous-groupe compact maximal de G. On considére sur K la mesure de
Haar de masse 1. On rappelle qu'’il existe une mesure de Haar dn sur n telle que :

1
e —
om0 = TaaGa@l L w

pour tout h € Car(l) et p € D(g); oul =End(X’)+g(U) (L le groupe correspondant)
et

VI - :E)dl pour x € h°8

:/ (k.(z + n))dnd.

On pose G'(V!) le groupe des isométries associé & (V. (,)"); on note g'(V!) son
algebre de Lie. La paire de groupes (G(U), G'(V/)) est une paire duale réductive qui
est réalisée dans le groupe symplectique Sp(W;) avec Wy = Hom@(V’ U). On note
Iintégrale de Cauchy Harish-Chandra associée a cette paire ChcY"Ve. On remarque
ensuite que la restriction de la sous-algebre de Cartan h’ & V! est une sous-algebre
de Cartan compacte de g'(V/). Le théoréme suivant fournit un lien entre Che et
Chc?
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THEOREME 2.2.7 ([6, Proposition 11.14]). — Pour §' € Car(g'), il existe une
constante Cg o/ telle que pour ' € h™°8 et ip € D(g), on a :

Cqq',0’ U,Vv, K -1 : /
Chc(y)(z') = —22) _ _ Chc""* e (gzhg™ 4+ )dg | (2),
| det(ad(2’)]n)] cuxna " ¢
ot H = H'| X' et o!, = 2'| V] et !, = 2'| X'.
REMARQUE

(1) On a €y g5 = &g g, si b’ et h} sont conjugudes.
(2) Cogpy, = L.
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CHAPITRE 3

PROPRIETES DE Che SI ¢ ET ¢/ SONT DE RANG 2

Dans ce chapitre, on étudie les propriétés de Chc pour les paires
(G,G") e {(U(2),U(2),(U(2),U(1,1),(U(1,1),U(2)),(U(1,1), U(L,1))}.

On rappelle dans la premiére section les propriétés des intégrales invariantes de Harish-
Chandra pour g = u(2) et u(1,1). Dans la section suivante, on obtient les propriétés
de Chc() si g = u(2). Puis dans la section 3, on calcule des développements asymp-
totiques d’intégrales qui permettent dans la sous-section 4 d’obtenir les propriétés si
g =u(1,1). Dans la sous-section 5, on rassemble toutes ces propriétés locales.

3.1. Préliminaires

On adopte les notations suivantes dans cette partie. On pose kg = kg = Trr(zy)
pour z,y € gly(C). On note

B izy 0 o iz; 0 ;o
h@{<0 Il‘g) 1'1;1'2€R},h@{<0 Il‘/2 zlaz2€}R
H [ /
h${<w_u) u,vER}; hfg{<w,.u,> u’,v’GR}.
u v u v

On pose a = (x5 — x})/2 et f = (ah + 27)/2. On désigne par (1,2) la transposition
et par id I'élément neutre de &({1, 2}).

3.1.1. Intégrales invariantes de Harish-Chandra. — Soit 1) € D(g), les inté-
grales invariantes de ¢ sont définies ainsi : Si g = u(2) ou u(1,1), on pose

Yo 1 hg® — C
x — i(xg — xl)/ P(g - x)dg.
G/Hs
Sig=u(1,1), on pose
Yshg® — C
z — 2y (g - x)dg.

G/Hs
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Si g =u(l,1), on consideére la transformée de Cayley définie ainsi

(75 w)) = (i)

Cette application induit un isomorphisme d’algebres entre Sym(hz c) et Sym(hs,c)

que 'on note aussi cs. Pour toute fonction 6 définie sur hi;® ou h® telle que les

limites
lir%O(ert,v —t) et lir%ﬁ(ert,’uft)
=0 <0
ont un sens, on notera
(0)Y(v) =limO(v+t,v—t) — im O(v +t,v —1).
=0 <0

Les fonctions 14 et 1s ont les propriétés suivantes :

THEOREME 3.1.1. — Si g = w(2), la fonction 1y se prolonge en une fonction lisse
sur hg a support compact et vérifie la relation
VYo (21, 22) = —ho (2, 21)

pour x € hg.

Pour g = u(2) ou u(1,1), le centre de g s’identifie & R par l'application

R—g
o iv 0
0iv)"

THEOREME 3.1.2. — Sig=u(1,1),

(1) La fonction s se prolonge en une fonction lisse a support compact sur hs et
vérifie la relation

Ys(u,v) = Ys(—u,v)

pour x € bs.

(2) La fonction g est lisse sur hz® et a support borné.

(3) Pour tout w € Sym(hac), la fonction O(w)ye se prolonge par continuité sur
les ensembles {x € hg | x1 < 22} et {x € by | 1 = x2}. On peut donc considérer
(O(w)dg).

(4) On a la relation de saut

(O(w)pg) (v) = 10(cs(w))ps (0, v).

REMARQUE. — Soit s la réflexion de hg ¢ définie par
a0 b0

s = .
0b 0a
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L’application s induit un automorphisme de I’algebre symétrique Sym(hg c) que 'on
note aussi s. Pour w € Sym(hg ), si s(w) = —w, on a (J(w)yz) = 0 et la fonction
O(w)g se prolonge en une fonction continue sur hg.

3.1.2. Fonctions associées & Chc. — Soit 1 € D(g). On associe & la fonction
Chc(v)) les fonctions suivantes.
Si g’ =u(l,1) ou u(2), on pose

Chc(¥)g : hy® — C
2 — i(zh — 2}) Che(¥) ().

Si g’ =u(l,1), on pose

Che(¢)s : hs® — C
z' — 2Ju/| Che(y)(z').

3.2. Propriétés de Chc pour G compact
L’espace V est un espace hermitien de signature(*) (0,2) (p = 0, = 2). On a ainsi

sign( Vi) = sign(Vs2) = —1.

3.2.1. Pour G’ = U(2). — Dans cette sous-section, par un calcul explicite, on
obtient le corollaire 3.2.2 qui précise les propriétés locales de Chc.
Le corollaire 2.2.5 permet d’obtenir :

Ireg

PROPOSITION 3.2.1. — Pour ¢ € D(g) et ' € h™, on a :
Che(th)s (2') = —16 / I — 2| In 22 — 2|01 20 (2)da
RQ

16 m{ / Ontbo (), w2) In |22 — Thlda + / Do (21, 2) In|as xa|dx1}
R R

+ 167%g (2, 2).
Démonstration. — Avec les notations de la section 2.2, on a pour L = id ou (1,2)

yf(k) = sign(V},) sign( Vi) avec k = 1,2 (p-15)

ainsi

(D Tous les espaces hermitiens que I’on considére sont de signature (a,b) avec a < b.
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Ensuite, on a Pr, g = —e(L) d’apreés le corollaire 2.2.2, ng = 1 (p.15) et Cg g = 16
(p-15); d’ou :

(3.2.1) Chc(y)g(z') = Ty, (¢) Che(y)(z')
RTINS RPN Yo (z) N
}Lr%{ 8 /]R2 ($1+it—x’1)($2+it—x’2)d

t>0
. Yo ()
8 /R (@2 + it — ) (@1 il = xg)dx} '

Comme 1z est une fonction antisymétrique, c’est a dire vérifie

Yo (r1,22) = =Yg (v2, 21),

on a 1’égalité

Yo(2) _ Yo (@)
/Rz (22 + it — ) (21 + it — zg)dm - /R (22 + it — xh)(z1 + it — xg)dx'

ainsi, I’égalité (3.2.1) s’écrit

n Yo (z) :
Che(y)g(2') = %tl;r%*m /RQ (1 +it — ) (@2 + it — xé)dx,

puis en intégrant par parties par rapport a x; et xo, 'expression précédente devient
- 16 /]R2 In |z — 2} |1In |y — 25|01 20 (z)dx
— 16 -iw {/ Ooth (2, 22) In |xg — 24|dxo + / MYy (r1,xh)In |z — x’1|dx1}
R R
+ 1672 (2, 25). O
Cette proposition permet d’obtenir le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.2.2. — La fonction

Chc(¥)»

se prolonge en une fonction lisse sur hl;.

3.2.2. Pour G’ = U(1,1). — De nouveau par un calcul explicite, on obtient les
propriétés de Chc dans la proposition suivante et dans le corollaire 3.2.4.

PROPOSITION 3.2.3. — Pour v € D(g), on a
(1) Sia' € b5, on a Che(y)(z') = 0.
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(2) Sia' €by®, ona :
Che(th)s(2') = —16 / I — 2| In |22 — 24|01 210 (2)da
RQ

+ 16i7r/ In|u — 25|02 (2, u)du — 16i7r/ Inju — 27 |01 (u, 24)du
R R
— 16720 (2], 5).
Démonstration. — Le point (1) découle de la proposition 2.2.6. Pour le point (2), on a

sign( V) = sign(Va) = sign(Vy) = —1 et sign(V{) =1

. -1 1
id _ (1,2) _
(1) =)

D’apres le corollaire 2.2.5, on obtient

ainsi

Chc(v) g (')
= lim 8/ Vo () - dx
t—0 r2 (X1 — it — 2))(zg + it — b))

+8/R2 (w2 twiﬁx) +itx'2>dx}'

Comme 1» est antisymétrique, cette expression s’écrit :

~16lim Yolo)
120 Jre (1 —it — 2))(zg + it — ah)

Puis en intégrant par parties par rapport a x1 et xs, on obtient :
- 16/ In|xy — )| 1In|zy — 25|01 20 (z)dx + 16i7r/ In |z — 24|02t e (2], w2)dwo
R2 R
- 16i7r/ In |z — 2} |O1bg (21, 2h)dry — 16720 (2], 2h). O
R

COROLLAIRE 3.2.4. — La fonction
Che(y) s

se prolonge en une fonction lisse sur hl;.

3.3. Etudes de quelques intégrales

Le calcul de Chc(y)g dans le cas ot G = U(1,1) (section 4) nécessitent I’étude
de quelques intégrales, c’est 'objet de cette section. Dans la premiere sous-section,
on s’intéresse a une intégrale qui intervient dans la contribution de 5. On utilise le
lemme 3.3.2 dans la sous-section 4.1. Dans la deuxiéme sous-section, on s’occupe de
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24 CHAPITRE 3. PROPRIETES DE Chc SI G ET G’ SONT DE RANG 2

certaines intégrales qui apparaissent dans 1’étude des termes dépendant de 1g. Ces
résultats sont utilisés dans la section suivante.

3.3.1. Etude d’une intégrale liée A la partie déployée. — On désigne par Arg
Pargument principal (i.e. défini sur C\R_) et Py le demi-plan de Poincaré.

DEFINITION 3.3.1. — Pour une fonction ¢ € C}(C), on pose :
Zo(wlah) = [ (cos(0)010 -+ sin(6)0a0) (pe” + o5) Are(pe” + ' — 3)dpdd
R4 x]0,7[
et B¢ (27, 75) = Bg(2], 73) — Eg (2, 1)
Pour une fonction ¢ € C2(C) et 8 € R, on note ¢(3 + .) la fonction définie par
PB4+ .)(v) = d(B+v).
On désigne par d un élément de N. L’objectif de cette sous-section est de montrer le
résultat suivant :

PROPOSITION 3.3.2. — Soit ¢ € CIT2(C) telle que :
b() = 6(z) ¥z €T

alors §¢ S Cd(RQ). Pour démontrer cette proposition (p.34), on aura besoin de trois
lemmes qui nécessitent I'introduction des notations suivantes. Pour ¢ € Cl(C), on
pose

D¢ =019 +i029

Eo(e) = /P quﬁ(z —a)dz (a #0)

et
A

Qole) = /p wri(lzug) Dé(jofw +a)dw (o #0)
ou ¢ = sign(a).
REMARQUE. — Si ¢ est a valeurs réelles, on a la relation
(3.3.1) R(e™Dg) = cos(0)d¢ + sin(0)da¢ = 0, (¢(pe)).

Les égalités (3.3.2) et (3.3.20) (p.35) précisent le lien entre Z4 et Q4 d’une part et
Hy et E4 d’autre part.
LEMME 3.3.3. — Soit ¢ € C4H1(C). Les fonctions
{a#0} CcR*> —C
(@, B) — Eg(p4(a)
(@, 8) = Qy(s+.)(a)
appartiennent ¢ C4({a # 0}).
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Démonstration. — On a

A
Oyl = [ B Dolalw +a+ pidu,

ainsi, on peut dériver sous le signe somme et cette fonction est de classe C¢ sur
l'ouvert {« # 0} C R?. Ensuite, avec le changement de variable z = |o|w + 2a, on
obtient la relation

(3.3.2) Zs(0) = ol (0)
ainsi, on a
Ep(p+ (@) = |alQyp4)(a).

On en déduit le résultat pour la premiere fonction. O

LEMME 3.3.4. — Pour ¢ € C1(C) impaire telle que
(3.3.3) o(z) =¢(z) V2 e C

on a

Es(—a,a) = m2¢(a).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer ce résultat dans le cas ou ¢ est a valeurs
réelles. Soit ¢ € CL(C) vérifiant cette hypothese. Par définition, on a la relation

¢(z) = —¢(—2) V2 €C
qui permet d’obtenir
Do(—z) = —Dg(z).
De plus gréace a (3.3.3), on a

D¢(z) = Do(2);

ainsi, on a

D¢(z) = Dp(=72).

En considérant le changement de variables z — —Z, on obtient les égalités

Z,(a) = f/P @D(b(fff )dz

/ Arg(z_—i— ZQ)MCZZ . qu(z_—i— ) &
Py Z Py Z

D¢(z_+ a)

P, z

dz.
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Puis, on a en posant z = pe'?

éd)(fa,a) = *W/P %{M}dz

= 77‘[’\/ R {eieDd)(pei" + a)} dpdf
R+ X]O,ﬂ'[

= —7r/ 9, (pe’ + a)dpdd = w2p(a). O
R4 x]0,7[

LEMME 3.3.5. — Soit ¢ € C4H(C) paire!® avec d pair telle que
6() = 6(2) ¥z € C
alors la fonction
a € R — éd)(fa, )

appartient a C4(R). De plus, pour toute partie compacte K de C, n < d pair, il existe
une famille finie d’éléments wy, ..., wy, de Sym(C) de degrés inférieurs a n + 1 telle
que pour € > 0, il existe n > 0 vérifiant

(é(ﬁ(fa, a)) "

dés que |o| <1 pour ¢ € C(C).

<e sup [O(w;)d(x)|
zeC
1<i<m

~

REMARQUE. — Cette inégalité exprime que (E¢(fo<, a)) () converge vers 0 si « tend
vers 0 uniformément en ¢.

Démonstration. — Il suffit de montrer le résultat pour ¢ a valeurs réelles. On suppose
¢ a valeurs réelles. Comme ¢ est une fonction paire sur C, les deux égalités :

P(z) = 6(2) et ¢(2) = ¢(—2)
impliquent
(3.34) 8{’7’3 (0)=0

dés que p ou ¢ est impair. Le changement de variable z = |a|w+ 2« permet d’exprimer
la fonction Ey ainsi :

ol 52 Dollatu + a)w = af9(a)

ou € = sign(a). Pour n < d, on a:

= —1
=0 (a) = [alQ0 (@) + nef ™ (a).

@j.e. ¢(z) = ¢(—2) pour z € C.
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La dérivée d’ordre n de Q¢(a) en o (a # 0) est égale & :

/P+ w+2 w1 + 1)p(5w2)”_p0f7’;’7p(D¢)(|a|w +a)dw

oll wy (resp. wg) désigne la partie réelle (resp. la partie imaginaire) de w. On pose
maintenant : u = |a|w; l’expression précédente devient :

Arg(u e A
WlZ 2] P O D)+ o)

En développant les polynémes en w1, on obtient :

Poocp ¢y Arg(u) , nipopne
(3.3.5) Ezzan+1+r p/ ( ujuy 075 (Do) (u + a)du.

U+ 2«
p=0 r=0 Py +

Jusqu’a la fin de cette preuve, n désigne un entier pair. Dans un premier temps,
on détermine le développement asymptotique de

o [a]2” ()
en 0 puis on s’intéresse (p.31) &
o — EQ((;_I)(OL).
D’apres (3.3.5), on a 1’égalité :
S\~ GG Arg(u) n—
330) ool @ =Y Y e | WLl PO (DY) (u + a)du.

U+ 2«
p=0 r=0 Py +

On a la relation si u ¢ {0, —2a}

n—+r—p k k n+r—p+1
1 2%« 2« 1
(3.3.7) = (—1)’“uk+1 + <—>

u+ 2a P u u+ 2a

En remplacant dans 'expression (3.3.6), il apparait expression

u+ 2a

(_2)n+r7p+1a/ Arg( ) u?{u;lf;n 6 (qu)(u—l—a)d
Py

u + 2a yntr—rtl

Montrons que cette expression tend vers 0 si a tend vers 0 uniformément en ¢. Soit
K une partie compacte de C et ¢ € C,%H((C), on a l'inégalité

—P

‘(2)"”“1& /P Arg(u) ujuy a3 P(Dg)(u + a)du

u + 2a0 yntr—rtl

1 1

< 2Pl qup [P P (Do) (u — 2| du.
swp o5 (e | |
Comme
1 1
lim — du =0
a—=0 Jelut+a u—«o
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d’apres le théoréeme de convergence dominée, I'expression (3.3.6) devient, en considé-
rant la relation (3.3.7) :

n p ntr—p . Qka;C:Z Arg(u) . npapp
(3.3.8) E E g (-1) a"+’“—1’—k/P Pt Uit s P(D¢)(u+a)du+o(l)
+

p=07r=0 k=0

ol o(1) représente une fonction qui tend vers 0 si « tend vers 0 uniformément en ¢.
On pose 0 = r + n — p. L’expression (3.3.8) devient :

n o o 2k CrJrn UCT+ Arg( ) "
_ rTn—o O’ rar+—n—o,0—r D d .
D33 [ S o Do)+

0=0r=0 k=0

On remarque que 'on a 1’égalité suivante :

Cr-i—n o Cr

r4+n—o

=C, Gy,
On en déduit la nouvelle expression

QkCU Arg( ) 7‘ —Tr Qr,0—T qQgn—o
ZZZ Qo —F /P+ S e dry 077 (De)(u + a)du.

o=0r=0 k=0

On considere les coordonnées polaires définies par u = pe'? ; 'expression précédente

devient :
(3.3.9) ZZZ
0=0 k=0 r=0
k2kcac o—k —|(k+1)9 T . T,0—T n o i0
(=) —"%Pp cos”(0) sin” " (0)0; 3 (D) (pe"” + a)dpdb.
a’ R, x]0, 7T[

L’égalité suivante :
97 (977 (Do) (pe” + o) ZCT cos” () sin” " (0)0y'3 "0y 7 (D) (pe? + o)
permet de rééerire (3.3.9) ainsi

n (e k o
SO (il / 65710002 (917 (D) (pe® + a)) dpdb.
ag ]R+><]

0=0k=0 0,7

En intégrant en p, o — k fois, on obtient la nouvelle formule :

2k C7 (0 — k)! _ no i
§ § Tk) /}R ]9 B0k (9177 (D) (pe + ) dpd.
+ X

oc=0 k=0 071'[

En revenant aux coordonnées (ul, ug), cette expression devient

n o k ;
L2kCsCs (o —k)! Arg(u) o hesask—san—o
S S0y (- ARG IR R koo (Do) + )
+

0=0 k=0 s=0
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En utilisant le développement de Taylor de ﬁfjgfsaf_a(DqS)(qu a) en a =0 alordre
oc—k,ona:

o k o—k

(3.3.10) Ry + zn: >

o=0 k=0 s=0 t=0

2k CaCs (0 — k) Arg(u) o hosastth—san—o
(=17 i )/P B )UWS 81,-gt7k 01 (D¢)(u)du.
+

oo —k—t ukt1
ou
n o k
2k co s (o —k)!
Rl _ (71)0 n >k
o=0 k=0 ; (U N k)|
Arg(u) s k—s * o—k qst+o—k,k—s qn—o
R U1tz 0(a — )77 01 91 (D) (u + v)dvdu
P.

Montrons que R; tend vers 0 si « tend vers 0 uniformément en ¢. Soit K une partie

compacte de C et ¢ € CZT(C). On pose K1 = K + [~1,1], on a alors pour |a| < 1,

A “ ; »
[ S s [ v hap oy (Do) v)dud

é/ / |(a — v)7F|dv
K1 0

Mty g
= g — k + 1 K1

uju
1

ukt+l 2

On en déduit la propriété annoncée, on peut donc négliger le terme R; et ne considérer

Arg(u)
wk+1

s, k—s

uub ™| du sup|0; 57 HF 017 (D) (x))|

zeC

du Sléglaffg"_k’k_sa?_"(ch)(:ﬂ)|

que 'expression
(3.3.11)

k
o2kcocs (g — k) [ Are(u —sas —san—o
>3 (B RE [BE uke0r o (Do) )

t!aa—k—t P+U’k+1

Ca} : _ i0
qui s’exprime en posant u = pe'?,

n o o—t |

_ k po o — | . .
ZZZ(]_)U%/R 967|(k+1)685 (a{z—a-‘rt(Dd))(pelG)) dpds.

=0 t=0 k=0 +x]0,7[

Ensuite, en posant v = o — t — k, U'expression précédente devient

1 KR, L 20 ()
EPE

/]R oefi(crftfqul)Gathfy (a{z—a+t (D(ﬁ) (peie)) dpd&} )

+><]0,7l’[
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En considérant le changement d’indice 0 — o + v, I’expression ci-dessus s’écrit :

(3.3.12) zn: Ch7y,

aVv
v=0

ou

n—v o

=2

(=17

L’étape suivante est d’exprimer I'), en une somme de 8{7”3 (0). En posant n = o — ¢
puis ¢ — o + 1, on obtient :

207tcg+y t+v)! —i(o— o— n—o—v
i ( ) e t+1)98 t (8 +t(D¢)(p€ )) dpdo.
° ]R+><]O7T[

(3.3.13)
r,=> Y
n=0 o=n
—1 a2ncg+y oc—n+v ! —i n—n—v i
(1) (U;)' n+v) 5 96]0 (v[7+1)06:)7 (51 n (D¢)(pe9)) dpdf
' + X0,
n—v n—v—m
— Z(_l)nyr Z
n=0 o=0
-1 UCngnJrV o+ ) . o
( ) . ( ) A 9]0 (7[7+1)9877 (@ n(Dcf))(pe )) dpdﬂ.
' + X ™

Le terme d’indice n = 0 de la somme précédente se calcule ainsi :

—if qn—v D i0
Z n—o—ylgl /RM]OW[% (D) (pe'” )dpdo

= 77“ — —1\° C° —if qn—v i0
 (n—v)! <Z( ) C””) /RM]O’W[‘% 91" (Do)(pe”)dpdo.

o=0
Si v < n, cette expression est nulle. Les autres termes d’indice np > 1 s’écrivent :

n—v n—v—mn
DICVELDY
n=1 o=0
~1)7CT (o + ) [T —1 (gn—v— i
S ol ( )/0 fe 1TV 1L (9] n(D¢)(pe"))p:0d9.

L’intégrale ci-dessus s’écrit ainsi :

(3.3.14) /O fe 10N (977D (pe)) ,_y dB

—ch . / B~ (D0 cosb (9) sin 1 (0)d9ay 3"V (D) (0).
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Ainsi, pour v < n, on en déduit qu’il existe une famille de nombres complexes
(T'y.s)s=0,... n—v—1 telle que

n—v—1

(3.3.15) Z T,,.07% "1 (Dg)(0)

D’apres lexpression (3.3.12), on sait que la fonction
a€R" — |a|Qf¢n)(a)

possede un développement asymptotique en 0 en puissances de =" avec 0 < v < n.
Ainsi la partie impaire de la partie réelle de cette fonction

ar— R (108" (@) = ® (100)" (~a))

possede un développement asymptotique en puissances de o avec v impair et
0 < v <n. Dapres (3.3.15), les coefficients de ce développement dépendent des dé-
rivées d’ordre n — v qui sont nulles d’aprés (3.3.4) puisque n est pair et v impair.
Ainsi, cette fonction se prolonge par continuité en 0 et tend vers 0 si « tend vers 0
uniformément en ¢.

On s’intéresse maintenant au calcul du développement asymptotique de EQ((;_D (@)
en 0 (n désigne toujours un entier pair). On rappelle que ¢ = sign(a). On a, en
considérant 1’égalité (3.3.5) :

anCP

n— n 7‘ A T n—
3:3.16) 00 Vi) = Y Y AL / B 90 (Dg) k)
+

p=0r=0

On va considérer la partie impaire (en «) de Pexpression (3.3.16). On fixe p,r et n. Il
existe deux fonctions I'; et I's sur C x R paires en la deuxieme variable telles que

or5 P (D¢)(u + @) = i (u, @) + ala(u, @)

pour u € Cet a € R. On souhaite tout d’abord étudier la partie impaire de I'expression

1 Arg( ) n—p—1
(3.3.17) — / ujuy P T (u, a)du.
a™trr Jpu+ 20
On a la relation si u 4+ 2a # 0
1 ey 9k ok 2\ g
3.1 = 1k _2= .
(3:3.18) u+ 2 kz—:o( )uk+1+( u) u+ 2

Le développement (3.3.18) multiplié par 1/a"t"~P est égal &

1 ntr—p ok o k+p—n—r ) n+r—p 1 1
= o U (2
antrP(u + 2a) ukt u ut2a  u

k=0
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La partie impaire de cette expression s’écrit

1 1
(3.3.19) B {anJer(u ¥ 2a) - (—a)tr=p(u — 2a) }

T insiniulE () R (N N
uk+l 2 m u+20 u—2a)’

ke{0,...,n+r—p}
k+p—n—r impair

On observe alors que chacun des termes de l'expression précédente multipliée par

u{u;“l*p est une fonction localement intégrable en u. En utilisant I’égalité (3.3.19)

dans Pexpression (3.3.17), on obtient

n—+r—p . 2k Cﬁ_l C; / AI‘g(’U,)
P

_ r n—1—p
) P E— T UiU2 Iy (u, a)du + Ry

k=0

avec k + p —n — r impair et R; est égal a l'intégrale

_ 1 1 Arg(u) , o1
—2)ntr=p — "us P d
=2) /P+ (u+2a U — 204) antr—p 1142 1(u, a)du

On montre que cette expression tend vers 0 si « tend vers 0 uniformément en ¢. Soit
K une partie compacte de C et ¢ € C¢t!(C), on a l'inégalité

(—2)ntr=r L1 Arg(u) iy P (u, o) du
Py \u+20  u—2a) untrop 172 n

1 1

— d
u+2a u-— 2« Y

<2 Pl sup [Ty (u, )]
uEK—a K—a

Comme

1 1

lim
a—0 K—o

du=0
u+2a  u— 2« Y ’

la propriété est démontrée et R; tend vers 0 si « tend vers 0 uniformément en ¢. En-
suite, il s’agit de procéder de la méme maniere avec la fonction I's. On en déduit que la
partie impaire de l'expression (3.3.16) possede le méme développement asymptotique
en 0 que la partie impaire de

P n+r—p k op r

2"C, . C Arg(u) . po1- -1-

>3 ) it [ SR o (D) o+ ),
+
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En posant c =n+7r—p — 1 puis ¢ — n — 1 — o P'expression précédente devient :

n—1 o+1

SIS

p=0 o=n—p—1 k=0

2k C:D Co+p+1—n A
(_1)k n—1%p /P rg(u)ua-‘rp-‘rl nu'g 1— papn 1— p(D¢)(U+Oé)dU
+

aot1—k ukt+1 1

n—ln—1ln—o

2.0,

o=0p=0 k=0

2kcP _ cr—e
(71)]9 n—1%p / Arg‘(u) upfau;zflfpa{):énflfp(D(b)(u + a)du,
Py

aqn—o—k N

puis en posant p — p + o, on obtient :

S

kcp+g Cp Arg U n— g ,n— e
(—1)k e L / ukfl)ufug 1P TP 97 (D) (u + o) du.
+

En considérant les coordonnées polaires u = pe'? puis en intégrant par parties, on
obtient :

1 o -0
"Z "Z nz p2CGaCi,
n—o—k
0=0 k=0 p=0 «
Opr 1o eI cogP (0) sin™ 1P (0) 0y T TP TO07 (Dg) (pe? + a)dpde
R4 x]0,7[

n—ln—o

=22

oc=0 k=0
(_ )k QkC'g—l 0 n—1—o—k —i(k+1)98n—1—a (6U(D )( i9+ ))d 46
= oo ” e ; i (D)(pe™ + a)) dpd.
+ X ™

En effectuant n — 1 — o — k intégrations par parties dans chacune des intégrales ci-

dessus, on en déduit ’expression suivante :

n—1ln—o
o=0 k=0
.2k CT  (n—1—0—k) . . i
() —— / ¢TI DO (97 (D) (pe® + ) dpd.
o Ry x]0,7[
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En revenant aux coordonnées cartésiennes (u1,us), on obtient :

n—ln—o k

2.0

o=0 k=0 r=0
1o 28Ce  Cr(n—1—0—k)! [Arg(u) , okt
=0 [ o5 (Do) -+
+

On peut & présent considérer le développement de Taylor de 8T+U FT(D@)(u+ ) en
a = 0 al’ordre n — o — k, on obtient que le reste qui apparait tend uniformément vers
0 quand a tend vers 0. On est ramené a considérer la somme suivante :

n—o—k

n— —ansz Cr(n_l_o-_k)! AI‘g ) rar+o r
(e 2 0 [ o (D) i
+

ln—0o

En coordonnées polaires cette expression s’écrit :

2k Ce Cr(n—1—0—F) i i
(=1 P / 0p~ Dk (97 (Do) (pe™)) dpdf.
° R+ X]O 7T[

On remarque que les intégrales qui apparaissent dans cette expression sont identiques
a celles de lexpression (3.3.13). On en déduit en posant v = n—o —k—t que la partie
impaire (en «) de 'expression précédente, s’écrit

>

y=u.
v impair

v

ol
V*ZAVS s,n—v— s¢(0)

avec A, s € C. Comme n est pair et v impair, s et n — v — s sont de parités différentes
P s,n—v—s .
ainsi on a Jy’y #(0) = 0 et la fonction

o — sign(a)?R(Q((b") () + Q((b")(fa))

se prolonge par continuité en 0. De plus, les termes négligés au cours du calcul tendent
vers 0 si a tend vers 0 uniformément en ¢. On en déduit que le lemme est démontré. [

Démonstration de la proposition 3.3.2. — 1l suffit de démontrer le résultat suivant :
Pour ¢ € C4+1(C) a valeurs réelles avec d pair, on a 2, € C4(R?).
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On pose 2} = f — a et 2, = B+ «. On a alors I'égalité :
Sy, 25) = / (cos(0)81¢ + sin(0)Da0) (pe' + 5 — a) Arg(pe? — 2a)dpdh
]R+ X]O,TK‘[
= E¢(ﬁ+v)(—0é, Oé).

En considérant le changement de variable z = pe' et en utilisant (3.3.1), on obtient

(3.3.20) R(Epsr) (@) = Egary (—a, ).

D’apres le lemme 3.3.3, on en déduit que la fonction
(aaﬁ) — E(ﬁ(ﬁ - aaﬁ + Oé)

est de classe C?% sur I'ouvert {a # 0} C R?; de méme pour §¢. Pour n < d, on a
95 (Z6(8 — a, B+ a)) = Zgp(p) (8 — @, B+ @),
ainsi en montrant que pour toute fonction ¢ € C?*1(C) et tout entier pair n la fonction
(a’ﬁ) = 82(5¢(ﬁ —a, B+ a))

se prolonge par continuité sur R? on aura démontré le lemme. En effet, si ce prolon-
gement existe, la fonction
O (68— 0, 6+ )

pour m impair tel que m < n admet un prolongement par continuité sur les ensembles
{a > 0} et {& < 0} qui coincide puisque la fonction est paire en « ainsi cette fonction
se prolonge sur R2.

Pour une fonction ¢ € C?T*(C), on note ¢; (resp. ¢,) sa partie impaire (resp. sa
partie paire). On a ainsi

= ¢i + ¢p.
Soit ¢ € C?T1(C). On a I'égalité

~
—
—

36+ (@) = Eg(p+.): (@) + Eg(a+), ().

D’apres le lemme 3.3.4, on a
2

= T
Esa+:(@) = 5 (@B + ) = &(8 = a));
cette fonction appartient & C?*!(R?). Soit n € N pair. Montrons maintenant que
(@, 8) — 94 (Eg(p+.), (0, a))

se prolonge par continuité & R2. Soit KC; (resp. Kz) une partie compacte symétrique(®)
de C (resp. R) telle que
Supp(¢) + K2 C K;.

(3)i.e. stable par z — —z
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Soit € > 0, d’apres le lemme 3.3.5, il existe wy, ..., w, € Sym(C) de degrés au plus
n+1 et n >0 tel que |a| < n entraine
0 (Ev(~a,0))| < sup 10(w)p(@)

e
1<i<m

(3.3.21)

pour tout ¢ € C,’éjl((C) vérifiant les hypotheses du lemme. On remarque ensuite que
pour 3 € K,

$(B+)p € & (C)

et
sup [0(wi)p(B +.)p| < sup [0(wi)o(z)|.
z€Ky zeC
1<<m 1<i<m

Ainsi, l'inégalité (3.3.21) permet d’obtenir

0% Botpr, (~o )| <& sup [(wi)o(w)
x
1<i<m

pour 8 € K3 et |a| < . Comme la partie compacte Ko peut étre prise aussi grande
que 'on veut, on en déduit que I’application
(0‘5 ﬁ) — 62 (E¢(ﬁ+»)p (_av a))

se prolonge par continuité sur R2. La proposition est démontrée. O

3.3.2. Etude des intégrales liées a la partie compacte. — Pour calculer les
termes dépendant de 1z, on a besoin de quelques lemmes préparatoires. L’objet de
cette sous-section est de montrer les lemmes 3.3.7, 3.3.8 et 3.3.12. Ces résultats sont
utilisés dans la section suivante.

DEFINITION 3.3.6. — On considere pour une fonction ¢ € CL(R), e,n € {£1} et
a, B, 2], x5 € R tels que z} # xf et o # 0 les intégrales suivantes :

In(v + ite — )
Pyt ) = [ L=
R Utitn— x5

Hy(8) = /R In [ul ¢ + ),

o(v)dv avec t > 0,

Ag(0,0) = [ wlu)(6(20u-+a-+ B)+ o(~20u - o+ B))du
de(OL,ﬂ) :1H|204| (H:;S(ﬂ+a) - Hq/b(ﬂ - a)) )
Cy(a, B) z/Rln lu — a|In|u + a|p(u + B)du

ol
~ In |14 ul
B u

w(u) pour u € C\{%1, 0}.
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On pose aussi :

0 n __ 0 n __
In:/ Gtar -1 1dxetJn:/ a2 -1,.

1 x —92 xz

w désigne la fonction caractéristique de I'intervalle | — oo, 0].

LEMME 3.3.7. — Pour ¢ € C1(R), la limite
lim Fi(a},5.2,1)
>0
existe ; de plus, cette limite que l'on note Fy(x}, x5, €,1n) vérifie
Fy(w1, w5, €,m)
In(ay — o) [iem(z}) — inm(ay) — Hy(x))]
—iem /< / In |25 — v|¢ (v)dv + / wv)p(2av + o + B)dv
o ’ sixh < b,
In(wy — ) [iem(z}) — inme(xh) — H(a})]
fisw/ In |z}, — v|¢’ (v)dv — /Rw(v)qb(Qav + a + B)dv + mleng(xh)

vz
sixh < .
Démonstration. — Premier cas : Si xy < x5, Fj(x, x5, €,n) s'écrit :
7J+it8793'2
In(z! — 2 1n(1+ T )
(3.3.22) / (.2712¢(U)dv +/ = x,l o(v)dv.
R U 1tn — x4 R Uty —xh

Le premier terme de I'expression précédente s’integre par partie ainsi

1 /I . / /
/R %éf)(v)dv = —In(z — fﬂﬁ)/Rln(’U + it — x5)¢' (v)dv.

En prenant la limite en ¢ = 0 de cette expression, on obtient 1’égalité

lim Md)(v)dv = —In(af — 2 )H} (z5) —imnln(zh — ) o))
e vv it~ > — e Hy(a5) —immin(e) = 2)6(a5)

Le deuxieéme terme de (3.3.22) s’écrit :

(1)
1 zh—z, Jvutite —x
(3.3.23) 1 / S 2 G (0)do,
Ty — 27 Jr 2 v+ 0ty — x5
2 1

Soit K une partie compacte de R telle que Supp(¢) C K. Comme la fonction u —

W est localement bornée sur 'ensemble {u € C | 1 +u € C\R_}, il existe une
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constante C; > 0 telle que

In (1 + 'u+it6—ac’2>

! !
Lo—Ty

<y

v+tite—x)
/ ’
Lo~ Ty

pour v € K et 0 < t < 1. Ensuite, on a les relations suivantes

[t
Y e —
=\ 2nllv — a5

4
v+ itn — x4

v+ ite — xh

— 1 it—— et
vtitn — v+ itn —

On en déduit la majoration

vtite—a)
1 1n(1+Tz’l2>v+its—x’2

Il vtite—al it — ol
T4 — ] vtite—ay v+ ity — zf
T2~y

¢(v)

Cy 1
<7 |1+ ——=| I8
xéﬁﬂi( \/2|U—x’2|>|¢( )

pour v € Ret 0 < t < 1. Cette inégalité permet d’appliquer le théoreme de la
convergence dominée, ainsi I’expression (3.3.23) converge en t = 0 vers

’
v—xT
1 v— - M=)
/ ; ,w( ; 2,>+|57rx27x,1 ¢(v)dv.
R\ Th—x)  \zh—x) v — b

Cela montre l'existence de la limite du deuxiéme membre de (3.3.22). En posant

v—ah : L o
u = ————, l'expression précédente s’écrit :
Th—
2 1

ierg(z)) In(zh — ) — isﬂ/

vz

In(zh — v)¢' (v)dv + / w(u)p(2au + B + a)du.

R

Ainsi, Fy(x], x5, e,n) s’écrit

In(y — %) [iemg(xy) — inne(xy) — Hy(x5)]

—ien [l — o)/ @do+ [ wlu)o(au+at G
v

R

Deuziéme cas : Si xh < 2}, on a la relation :

/

e
In(v +ite — 2) = In(z] — 25) + In (1 - w) + ime.
L1 — Xy
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En appliquant de nouveau le théoreme de convergence dominée, on montre que
F(x',25,¢,m) converge en t = 0 vers

— [In(2} — a3) +ime] [Hy(x3) + imng(z5)]

I
T —v

1 - 1(77=7)
f/ ; W ( %2 U,) 7i7r5# ¢(v)dv.
r \ @y —abh \ ) —af xh—v

[1n(x’1 —xh) + iﬂe} [ —imng(zy) — Hé)(xg)} +ime In(x] — z5)o(x])

+iem /OO In(v — 25)¢’ (v)dv — / w(u)p(20u + o + B)du.

i R

Ainsi, Fy(x], 25, €,n) s’écrit

Cette expression s’écrit aussi

In(z) — b)) [iemp(x)) — ipme(ay) — Hj(ah)] — iE?T/ In |25 — v|¢' (v)dv

v
- / w(v)p2aw + o+ B)dv + mlenp(xh). O
R
LEMME 3.3.8. — Soit ¢ € CT2(R). Il existe une fonction T' € C4(R?) telle que :

(3.3.24) Cy(a, B) = T(e, B) + WQ/ d(u + B)du

u<—lal

et
[(a,4) = T(~a, B).
On en déduit alors :
" Cy(a, 3) est une fonction continue sur R? sim est pair.
INCy(a, B) = —sign(a)m2¢™=(B) modulo une fonction continue sur R
st n est impair,
pour n < d.

Démonstration. — 11 suffit de montrer la premiere partie du lemme, en effet en déri-
vant la relation (3.3.24) en « & l'ordre n avec n > 1, on obtient

OnCy(, B) = 4T (a, B) + 7 (= sign(@))" "~V (8 — |a]);
ainsi, pour € = +1
orT(0, 8) + w2~ D(B)  sin est pair,

—m2epm=1(B) si m est impair.

a—0
sign(a)=e

lim C(;n)(a) = {

Pour z € C avec $(z) # 0 et a € R, on pose :
fa(z) =In(a+ 2)In(z — ).
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La fonction f, est holomorphe sur ouvert {z € C|(z) > 0}. Soit K un intervalle
compact de R. Il existe une constante C' > 0 telle que

(3.3.25) Velln(a+xz +ie)| < C et Ve|ln(a —z +ig)| < C
pour z,a € K et 0 < e < 1. Ainsi, on a
|falz +ic)| < Ce™t

pour z,ao € K et 0 < e < 1. Soit N € Navecl < N < d+ 1; d’apres 'inégalité
précédente, on a

(3.3.26) |fu(z+ie)| < Ce™ Va,reKet0<e< 1.

D’apres le théoréme 3.1.11 de [3], la limite

lim [ ¢(u+ B)folu+ic)du
=0 /R

existe et cette limite que ’on note

A¢w+mnw+mgm

vérifie [3, p.65] :
(3.3.27) / o(u~+ B)falu+i04)du = /¢N(U + B +ieo) falu+igg)du
R R

. N+1 1
+@%ﬁ_4/¢M”W+mnw+meﬁM
. 0

ou &g est un réel positif fixé et ¢ désigne la fonction définie sur C par :

()
onlr+iy) = 3 oV (@),

Jj=0

Montrons que
[ ot B0 )

est une fonction de classe C?% sur R2. La fonction f,(u + ieg) est lisse par rapport &
« ainsi on en déduit que

/R(,zb(u + 0) fa(u +igg)du

est de classe C¢ sur R? (la dérivation en (3 se fait sous le signe somme). Ensuite, on a

(3.3.28) N1 f,(u+ iteg)t™

N-1
= Z (—)NtPeR In® (a + u+ iteg) InV 1P (4 — o + iteg)tN
p=0
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Cette expression est bornée sur 'ensemble {(c,u,t) € K x K x ]0,1]} en effet, pour
p#0,o0na
(p—1)!

ebtr

| In® (o + u + iteg)| <

ainsi en utilisant les inégalités (3.3.25), on en déduit que l'expression (3.3.28) est
bornée sur 'ensemble {(a,u,t) € I x K x ]0,1]}. D’apres le théoréme de dérivation
sous le signe somme, on obtient que

1
/ / PN (0 + B) fu (u + iteo)tN didu
RJO

est dérivable N — 1 fois sur l'intérieur de K ; cela montre que

A¢w+mmw+mum

est dérivable N — 1 fois en « sur 'intérieur de K. Comme ce résultat est vrai pour
N < d+1 et toute partie compacte assez grande, on obtient que cette fonction est de
classe C% sur R?. Ensuite, on observe que I'on a 'égalité

1ir%fa(u +ie)=In|ja+u|ln|u—a| +itp(u — a) In |a + u
>0
+imp(u 4 ) Inju — a| — 72 p(u — @)p(u + a)

pour u # +a ou chaque terme est localement intégrable et la majoration

|fo(u +ie)| < (% In ((a+u)®+1) + w) (% In ((a—u)? +1) + ﬂ)

pour 0 < € < 1; d’apres le théoreme de la convergence dominée, on obtient 1’égalité

(3.3.29) /Rz,b(u 1 B) falu+i04)du = Cy(a, B) — 72 / d(u+ B)du

<—laf

+i7r/¢(u+ﬂ)u(ufa)1n|u+a|du+iﬂ/¢(u+6)u(u+a)ln|’u*a|du.
R R

Cette relation est aussi valable pour la conjuguée de ¢, ¢ et s’écrit

[ 3+ 0 aluti0)du=Coap) = [ Gt g
R

us—]of
+iﬂ'/5(u+ﬁ),u(u—a)ln|u+a|du—|—i7r/$(u+ﬁ)u(u+a)ln|u—a|du.
R R

En prenant le conjugué de chacun des termes de I'expression précédente et en remar-
quant que

Cg(a,ﬂ) = Cd)(aaﬂ)a
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on obtient

(3.3.30) /]R B+ B) fa(u+i0, )du = Cp(ar, B) — 72 / et i

fiw/¢(u+ﬂ)u(ufa)1n|u+a|dufiﬂ/¢(u+6)u(u+a)ln|’u*a|du.
R R

En posant

I(a, §) = /R &t + B) fouu + 10, ) + /R B+ ) folu + 104 )dus,

la somme terme a terme des égalités (3.3.29) et (3.3.30) permet d’obtenir
Cole,0) =T B+ [ ofu+t Bydu
u<—|af
D’apres la premiere partie de cette démonstration, T' est une fonction de classe C?
sur R?. Comme Cy et a / ¢(u + B)du sont des fonctions paires en a, I' est
u

<=l
<
paire en . O

LEMME 3.3.9. — On a :

/ Infl+u , 7
ru(u+2) 2
Démonstration. — La relation u(u1+2) =2(%- u+r2) permet d’obtenir :
In|1 In|1
/ Wy, gy [ R,
r u(u+2) a=00 Jjy|<a WU +2)
1 In|1 —In|l -
- g [ mlErEni e,
47 2 Jjul<a u

Par le changement de variable u — 1/u, on apour 0 <1< a :

/ 1n|1+u|71n|17u|du:/ 1n|1+u|71n|17u|du
1<|ul<a u <t u

On en déduit ’égalité :

1 In|1 —In|1 - Yn(1 —In(1 —
lim —/ njl+u—In u'du:Q/ n(1+w) — Inf u)du.
lul<a 0

a—o0 2 u U
Comme
u2n+1
In(1 4+ u) — In(1 — u) :22 o 1
n=0
pour 0 < u < 1, on obtient
In|l 2
/ Infltul, _m° 0
r u(u+2) 2
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LEMME 3.3.10. — Soit ¢ € C*1(R). La fonction Ay appartient a C?({a # 0}). De
plus, on a les égalités

aﬁA¢ = Ad)/,
et pourn < d, 0L Ay posséde un développement asymptotique en o = 0 qui est égal a :
n

—2sign(a) Z (s —1)! a_sHénHis)(ﬂ) + 2sign(a) In |a|H(§)"+1)(ﬂ)

s=2
s pair

— sign(a) [JnH;"“)(ﬁ) +2 / In [u*6(" D (2u + B)du| + o(1)
n - R

O Ag = st n est impair,
2sign(a) D (s = D0a HITTI(B) + 776 (8) + o(1)

s=1

s tmpair

st n est pair.
ot o(1) représente une fonction continue sur R? nulle pour o = 0.

Démonstration. — Sur I'ouvert {a # 0} C R2, 'application
(a, B) = / w(u)o(20u + a + B)du
R

est de classe C?, sa dérivée en (3 est égale &

/ w(u)¢' (2au + a + B)du
R

et sa dérivée d’ordre n en a s’écrit

(3.3.31) ag/Rw(u)qﬁ@au +a+ B)du = /Rw(u)(Qu + 1™ (20u + a + B)du

= Z 21 Cg/ In |1+ u|u?" o™ 20u + o + B)du + / w(u)o™ (20m + o + B)du.
e R R

On étudie tout d’abord le second terme fourni par ’expression précédente suivant la
parité de n.

Premier cas : n est pair. Dans I'expression de la dérivée d’ordre n en a de Ay apparait
d’apres Pégalité (3.3.31) Pexpression

/ w(u)p™ (20 + a + B)du + / w(u)p™ (—=20m — o + B)du.

R R

En utilisant le changement de variable u — —u — 2 dans le deuxiéme terme de cette
expression, celle-ci devient

Inll In |1
/ dissl o™ (20u + a + B)du — / M‘b(n)@a“ +3a + f)du
R u R U+2
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puis,

Infl+ul g,
2/]Riu(u+2)¢ (2au + a + ()

+/Ru7+2( Lau+a+6) —¢ (2au+3a+ﬁ)>du

In|l+ ul

m est intégrable sur R, la fonction

Comme u —

(a, 3) € R? 2/Riu(u+2)¢ (20u + a + B)du

est continue. Pour a = 0, la valeur de cette fonction est égale a

200(9) [ g

D’apres le lemme (3.3.9), cette expression se simplifie ainsi
7_[_QQ/)(n) (ﬁ)

Montrons que la fonction

(0, B) — /R WL E ]G0 (9au 4 a - B) — ¢ (20u + 3a + B))du (a £0)

u

se prolonge en une fonction continue sur R? nulle pour o = 0. Par le changement de
variable u — u/«, on obtient

/ W@(") (20u + o+ 8) — 6™ (20 + 30 + §))du
R

=Tl / 1n|_1++2 (6™ 2u+a+ B) — ¢ (2u+ 3a + B))du

Il existe une fonction n continue et a support compact sur R telle que
") (@ +20) = ¢ (2)| < laly(z) VY €ER, Vael-11]
On en déduit la majoration suivante

1

1 /M(qs(”)(QquaJrﬂ)¢(n)(2“+30‘+6))du
ol [Jr

</
R

pour |a| < 1. Soit K le support de la fonction n et K’ une partie compacte de R. On
considere alors la partie compacte K" de R suivante

K”{%Wex,ﬂex’}.

In |1+ %

T n(2u + B)du
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Pour [a] < 1let f €K', on a
In|1+ %]

L

On en déduit que

/Rw(u)qﬁ(") (20u + a + B)du + / w(u)p™ (=20m — o + B)du = 72¢™ () + o(1)

R

In|l+ %

du — 0si a — 0.
= +2

n(2u + B)du < sup [n(z)|
z€R K

ot1 o(1) est une fonction continue sur R? nulle pour o = 0.

Deuziéme cas : n est impair. Dans I'expression de la dérivée d’ordre n en a de Ay
apparait d’apres (3.3.31) l'expression
/ w(u)p™ (20m + a + B)du — / w(u)p™ (=20 — o + B)du.
R R
En utilisant le changement de variable u — —u —1 sur le second terme de 1’expression
précédente, celle-ci devient

In|1 1
/ qu(”)@au + a + B)du + / qu(”)@au + a+ B)du
R u R u + ].
puis en intégrant par partie,
7204/ In |1 + u|In |u|o™ D 20u + o + B)du
R

et enfin en posant le changement de variable u — u/a,
(3.3.32) —2sign(w) / In |u|In|u + a|¢™ D (2u+ a + )du

R

+ 2sign(a) In |« / In u + oo™ (2u 4+ a + B)du

R

+ 2sign(a) In |of / In |u|p™ Y (2u + o + B)du.
R

On observe que l'on a le développement asymptotique suivant
2sign(a) In |« / In u+ o™ (2u + o + )
R

+ 2sign(a) In |« / In u|o™ D) (2u + a + B)du
R

= 2sign(a)In |a|H§)"+1)(ﬁ) +0(1)

ou o(1) représente une fonction continue sur R? nulle pour a = 0. Le changement de
variable 4 — u + «/2 permet d’obtenir

)

o

/ In Ju|In |u + a|p™+) (2u + o + B)du = C’w(%,
R

ou

Y(u) = ¢ (2u).
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D’apres le lemme 3.3.8, C'y, se prolonge contintiment sur R? ainsi le développement
asymptotique de 'expression (3.3.32) s’écrit

—2sign(a) / In |u2¢" D (2u + B)du + 2sign(a) In |a|H(§)"+1)(ﬂ) +o(1)
R

ot 0(1) est une fonction continue sur R? nulle pour a = 0. A présent, on étudie le
premier terme de (3.3.31).
Pour 1 < ¢ < n, par le changement de variable u < «(u + 1), on a I’égalité :

(3.3.33) / In |1+ ulu? 1™ (20u + a + B)du
R

qg—1

= sign(a) ZO(_UQ—I—* /R(ln lul = Inlal)C;_, aff;l ¢ (2u — o+ B)du
Pour r < n, en intégral_lt par parties, on a 'égalité
(3.3.34) /Rurd)(")(Qu —a+ B)du =0,
ainsi, on a
(3.3.35) /Rln [ulu"¢™ (2u — o + B)du = 2T—1+1 /Rln lulu" o™ (u — a + B).

Puis, pour r > 1, en intégrant par partie, on a :

/Rln luu” g™ (u — a + B)du = —r /}R In u|u" "D (u — o + B)du;
d’ou par récurrence pour r > 0, avec r < n, on obtient

/Rln lulu" ™ (u — a + B)du = rI(—1)" /]R In |ul¢™ ) (u — o + B)du.

Ensuite le développement de Taylor en o & Pordre r + 1 de ¢("~") (u—a+p) est

r+1 (71)1@
(3.3.36) "N (u—a+p) = Z Takd)("*k’” (u+ B) + o(a"th)
k=0 )

ot o(a™™1) représente le produit d’une fonction continue sur R? nulle pour a@ = 0
multipliée par a” 1. Les égalités (3.3.34), (3.3.35) et (3.3.36) permettent d’obtenir le
développement asymptotique suivant de (3.3.33)

q—1 _1\q—1 pr | T+l _1\k
sign(a) Z (% ozkrl%/]R In [u|¢™ ) (u + ﬁ)du) + o(1).

r=0 k=0
Cette expression s’écrit aussi

q g—1 (71)q75+r C;—l rl

sgn(@) Y- (07 X e / In [ul ™) (u + B)du | + o(1).

5=0 r=max(s—1,0)
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On en déduit le développement asymptotique du premier terme de ’expression
(3.3.31) :

1 sy X
3 (_1)(1 + C(’gfl r! (n—s+1)

sign(a Za s Z 2¢C Z (r—s+1)l2r ¢

g=max(s,1) r=max(s—1,0)

(8)

Calculons les coefficients de ce développement.
On suppose tout d’abord s > 1, le coefficient s’exprime alors ainsi :

n q—1 q s+rCT
904
22 C Z T—S+1'2T+1
qg=s r=s—1
- a q+s+r+12q T

:0 r=0

On obtient en exprimant de deux manieres différentes le ¢**™° terme du développe-

ment en série entiere de eXe2X 1’égalité suivante :

q q+s+r+12q r (_1)q+s+1

(3.3.37) Z T T R

On est donc ramené a calculer :

_ s+1n (_1)(1
O

De méme,

qZ::O (n—q—s)(qg+s)g

coefficient du développement en série entiere de

X /Xs—le—XdX

ou la primitive est prise nulle en 0. Pour ¢ € N, posons

0y = eX/qu*XdX.

représente le nteme

En intégrant par partie, on obtient pour ¢ > 1 la relation
—04 + qby—1 = X1,
ainsi pour n > ¢, on a
05")(0) = 96,1 (0).
Ensuite, comme la primitive dans la définition de 6, est prise nulle en 0, on a

1
90:eXflet9(()"):—
n!
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pour n > 1. On en déduit 1’égalité suivante

|
6™ (0) = %

pour ¢ < n. L’égalité entre les deux expressions du n'™°
de 0;_1 permet d’obtenir ’égalité :

coefficient du développement

(71)s+1nynzs L = (=" (s =1L

(n—q—s)(q+s)q

q=0

Pour s = 0, I’égalité (3.3.37) montre que le coefficient est égale & :

n—1 n
ns (—1)atigatt _ / Qtaor—-1._
—(n—qg=Dlg+1)(g+1) 2 x "

Pour n impair (resp. n pair), 0 As est une fonction impaire (resp. paire) en ¢, ainsi
seules les fonctions sign(a)a® avec s pair (resp. s impair) interviennent dans son dé-
veloppement asymptotique. On en déduit le résultat. O

LEMME 3.3.11. — Soit ¢ € CItL(R). La fonction By est de classe C sur l'ouvert
{a# 0} C R2%. On a l’équation

et O By posséde un développement asymptotique en o = 0 qui est égal a :

n
2In 2a/HS V() 2 Y (s = DlaH ()
"parr
OBy = +2[nHén+1)(ﬁ) +0(1) sin est impair,
2 Z (s—1)! a_sHénH*S) (8) +o(1) sin est pair.
s=1

s tmpair

pour n < d ot o(1) représente une fonction continue sur R? nulle pour a = 0.

Démonstration. — La fonction Hy est de classe C%1 sur R et pour a,b € N tels que
a+b < d+ 1 le développement de Taylor de Héa)(ﬁ + «) a lordre b en « s’écrit

b

t
HY(B+a)=>" %H;a”) (B) + o(a)
t=0

MEMOIRES DE LA SMF 93



3.3. ETUDES DE QUELQUES INTEGRALES 49

ott o(a’) représente le produit d'une fonction continue sur R? nulle pour o = 0 par a®.

En utilisant les développements de Taylor ci-dessus, on obtient
(3.3.38)
o (In[2alH) (B + av))

n
+1
:1n|2a|Hd()" ) Jrz

p=1

)P 1Cp

— D= Q0 (nmprrat)
Z?Hqg (B)| +o(1)
q=0 "

n S - —1)P! pf]' 'Cg —sgn+l—s
=In |2a|H" TV (8) + > ( )(pfs), ) a " H372(8) + o(1)
5=0 | p=max(s,1) ’

ott o(1) représente une fonction continue sur R? nulle pour a = 0. Calculons le coeffi-
cient entre crochet. En supposant s > 1, on a

>

p=s

— 1)'C” p+a 1

n_s|2 S

| 0
=" /(1+u)"—sus—1du.

(n—s)!J,4

On montre que
0 s+1

—1)st

1 n—s sfld :( .

L< ruretan= S

ainsi

STE TR DI (e,

p=s )

" (=1)ptcp a1 n_1
y e C”:/ Ural =1, g,
el p -1 z

Pour obtenir le développement asymptotique recherché, il reste a considérer les puis-

Pour s =0, on a :

sances paires (resp. impaires) de « si n est impair (resp. pair) ainsi pour n est impair,
comme By est impaire d’apres (3.3.38), on a

n

0nBs =220/ HS TV (B) =2 3 (s = Ve HY"7(8) + 2L, HS TV (8) + o(1).

8=2
s pair
Pour n pair, on obtient
OnBy=2 > (s—D0a *HI(8) +o(1). O
s=1
s impair
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LEMME 3.3.12. — Pour ¢ € C2*1(R), on a les propriétés suivantes :
(1) La fonction
sign(a)Ay — By

appartient ¢ H({a # 0}, d).
(2) On a léquation

0p (sign(a)Ay — By) = sign(a)Agy — By
(3) On a

une fonction continue sur R2 st n est impair,
sign(a)dy Ag — 9 Bg =< sign(a)m?¢(™ (3) modulo une fonction continue sur R?,

st n est pair

pour n < d.

Démonstration. — Cela découle des lemmes 3.3.10 et 3.3.11. Pour n impair, on obtient
sign(a)dy Ay — 0, By
= (2L, + 22| — J)H () — 2 /]R In |u) 26"V (2u + B)du + o(1).
Pour n pair, on a

sign(a)d" Ay — O By, = sign(a)w?¢™ (3) + o(1). O

3.4. Propriétés de Chc pour G non compact

Grace aux résultats de la section précédente, on peut calculer les termes du co-
rollaire 2.2.5. Tout d’abord, on s’intéresse aux termes associés a hs dans la premiere
sous-section puis aux termes associés a hg.

DEFINITION 3.4.1. — Pour d € N, on considére I'espace de fonction W, (hg, d) consti-
tué des fonctions ¢ de H.(hy®, d) telles que

(01 — 02)P (01 + 02)1¢

se prolonge en une fonction continue sur by si p est impair et W..(hs, d) le sous-espace
des fonctions de C%(hs) paire en wu.

REMARQUE. — Pour ¢ € D(g), on a ¢g € We(hg,d) et ¢s € We(hs).
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3.4.1. Les termes associés a hs. — Ona S = {e; —ea} et es(z) = —2-u, ainsi :

s=1()

Soit 1 € D(g). On identifie hs avec C par I'application (" #) + v + iu ainsi b3
s’identifie a

u<0etv€R} et yk =0 VL.

P_={zeC|3(z) <0}

On rappelle que Py désigne le demi-plan de Poincaré {z € C | (z) > 0}. On note
dz = dudv la mesure produit sur C, In la détermination principale du logarithme, Arg
la fonction argument associée et p la fonction définie sur R par pu(z) =0six >0et 1
sinon. Avec l'identification de hs avec C, 1s vérifie

(3.4.1) Vs(z) = ¥s(z).
On a I’égalité

(3.4.2) /C

Vz‘d,;c',s-i-/(l 2 V(1,2),2',S
(1) Cg 7 (1)

_ ¥s(2) ; ¥s(2) :
- 2/13, CErACET Ak ”/p, EErACEr ke

id
S

REMARQUES

(1) Comme y§ = 0 pour L = id et (1,2), Pexpression de gauche ci-dessus est
indépendante de t; on omettra le ¢ dans la suite de cette sous-section.
(2) Le facteur 2 de 'expression de droite provient de la normalisation des mesures.

Ireg

DEFINITION 3.4.2. — On considere pour ¢ € W,.(bs, d), la fonction définie sur by

par
Blo)') = — /P %dwﬂ/}) (Ldz.

 G-ah) (-} T ) (E —b)
L’expression précédente s’écrit grace a 1’égalité (3.4.1) qui est vérifiée pour ¢

) o) o)
2/& CErAlcErak “/m CEFACErAk

ainsi, on a

(3.4.3) B)(@) = —i- /P s (m) 6(2)d-.

LEMME 3.4.3. — Soit ¢ € C2+2(C) telle que

¢(2) = ¢(2)
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pour z € C, alors il existe une fonction B de classe C* sur R? et antisymétrique (4

telle que
2

/s (%) o(2)dz = TN T i o)) + B} ).

A )(Z — x5

Démonstration. — On pose ['(p,0) = ¢(z} + pe?). En utilisant le changement de
variable z = 2 + pel?, on a :

T'(p,0
/ S ) — - / A L N
p, (2 — 1) (Z — %) R, x]Jo,x] €7 (pe™ + 27 — 3)

Puis en intégrant par partie en p, on obtient :

(3.4.4) /0 ' [T(p,0) In(pe ™ + 2} — a)]; db

- / 9,0 (p,0) In(pe™" + 2 — ab)ddp
Ry x]0,7[

= —mlnjay — 24]é(2)) +in’u(z] — x3)(x})

— / 9,1 (p,0) In(pe ™ + 2} — a%)ddp
R+ X]O,ﬂ'[
On remarque que

9,1 (p, 0) Arg(pe ™" + 2} — a%)ddp
R4 x]0,7[

= f/ 9,0 (p,0) In(pe? + x| — x)dOdp
R+ X]O,ﬂ'[

= —Ey(2,z5) (Définition 3.3.1);
ainsi
1
(3.4.5) S| ————— ) d(2)dz = T () — xh)p(xh) + g (], x5).
r G- L= m)0lan) + Eploh
+

Ensuite, on a la relation :

|2 (T e == ], o (e ) oo

On en déduit la nouvelle expression suivante :

340 [ (o) 0 = - o) - Zuleg )

Avec les égalités (3.4.5) et (3.4.6), on obtient :
2

3 (s ) otz = T senas - potminat ) - =532

o\ (2 —a1)(Z — a5) 2

[

®Wie. B(z),ah) = —B(ah,z))
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ol Eg (), 2h) = Bg(x), ) — Sy (ah, ) (Définition 3.3.1). D’apres le lemme 3.3.2, la
fonction 2 est de classe C?, on en déduit le résultat. O

PROPOSITION 3.4.4. — Soit ¢ € We.(hs,d + 2). 1l existe une fonction D de classe
C? sur R? et antisymétrique telle que :

B(¢)(z') = —2in? sign(a)¢(0, 8 — |al) + D(x}, zh).

Démonstration. — Cela découle directement du lemme précédent et de 1’égalité
(3.4.3). O
COROLLAIRE 3.4.5. — On a en particulier les propriétés suivantes :

(1) La fonction g((gﬁ) appartient ¢ H(h8, d). Pour tout opérateur différentiel w de

degré au plus d, on peut définir (O(w)B(¢)).
(2) On a l’équation

93B(¢) = B(0-0).
(3) Pourn <d, on a

0 st n est impair,
4im20n¢(0,8)  sin est pair.

(0iB(9)) = {

3.4.2. Calcul des termes associés a hgy. — Par hypothese, on a sign(V7) =1 et
sign(Vs) = sign(Vy) = —1 ainsi, en posant ¢ = sign(V7), on a :

=) e ()
1 —€

comme by est une sous-algebre de Cartan compacte, y5 = y= pour L = id ou (1, 2).
La transformée de Cayley vérifie :

(75 ) - ()

D’apres les propriétés des intégrales invariantes, (O(w)yg) avec w € Sym(hg,c) est
une fonction définie sur le centre de g. Pour w € Sym(hz c), la relation de saut s’écrit

(O(w)Yg)(v) = i0(cs(w))s(0, ).

Cela montre en particulier que (O(w)tg) est une fonction lisse sur R. On a 1’égalité

/ Vid,m’,@+/ L P2)e
cy () cs? ()

/RQ{ (z1 + iet — ac’j(xg + it — ) * (g —ict — :ci;(xl — it —x5) }wg(m)d:ﬂ
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On pose pour t > 0, 2’ € b5 et ¢ € We(hg,d)

AL (9)(a')

1 1
- — d
/R{ (o Fiel — ) (s +it —ah) | (22 — it — 2] (@1 — il — ) }"5(:”) v
On a le premier résultat suivant pour les termes du corollaire 2.2.5 associés a hy.
LEMME 3.4.6. — Pour 2’ € h3*® et ¢ € We(hg,d) avec d > 2, la limite
lim A*(¢)(z")
=0

existe ; on note cette limite A(¢)(z'). De plus, on a

A(o)(a')
(3.4.7)  =sign(a) Ay — By + me(d(ay, 75) — by, 21))
(3.4.8) —|—/ (In|zy — 25| In |22 — 2} | — In|zy — 2| In|ze — 25|)O1 20(z)dx
R2
(3.4.9) —ime </ In|ju — 25|01 ¢(u, 2} )du + / In|u— :E’2|82q5(m’1,u)du)
R R
(3.4.10) —im (/R In|u — 2 |020(25, u)du + /Rln lu — z|O16(u, :E’Q)du) .
Démonstration. — On obtient les relations

(3.4.11) A(¢)

:/]Rz{_ (z1 +iet — 33/5(%2 +it — a5) - (z2 — ict — 93'5(961 — it —x5) }(b(x)dm

_ /R (111(:02 +iet —af)  In(ws —it — :c’g)) () (2)das

H ! H !
To + 1t — x5 T9 — et — ]

+/ (In(zy +iet — x7) In(xq + it — xh) — In(zy — it — x5) In(zy — it — x}))
) (019) (x1)da

+ /2 (ln(ml —it —xh) In(zy —iet — x)) — In(xy +iet — 27) In(zo + it — x'Q))
- 01 2¢(w)d.

On sait d’apres le lemme 3.3.7 que

WmFy, (07,75, €,1) = Fg) (@, 25,6, 1)
t>0
et

}L%F(tqs)(xl%xlla -1, 75) = F(¢)(ml2azlla -1, 75)'
t>0
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De plus, on a la majoration suivante pour 0 < ¢ < 1
. 1
|[In(xy +i+t—a))| < §ln((x1 — )’ +1)+n

ou le terme de droite est une fonction localement intégrable en z;. On en déduit
que l'on peut prendre la limite en ¢ = 0 de chaque terme de l’expression (3.4.11), en
utilisant le théoréeme de la convergence dominée pour les deux derniers termes; on
obtient :

(3.4.12)
F((b)(xllvxl%ga 1) - F(¢) (lJvalla 71; 75)

+2i7r{/u(’u —z5)Injv — ac’1|(81q5)(v)dv+€/Ru(v —z))Injv — 25 [{010) (v)dv}

R

—|—/ (In|zy — 25| In |zo — 2| — In|zy — 2| In|ze — 25|) 01 2¢(x)dx

R2

~ e [ (s~ gh)(er = at) - plas = s — 33)) 1 20(0)da

“ine [ nfer — ablues —af) + 0 fas — whlater —20)) 12000
R2

—in / (I fy — 4 |y — o) + In |y — a4 ja(s — 25)) D1 26()da
R2
Grace au lemme 3.3.7, on a :

(3.4.13)  Figy(al,wy,e,1) — Frgy (x5, 7, —1, —¢)
= In |20|(H{,) (2}) — Hiyy (x5)) — sign(e)m*e(¢) (8 — |o])

—iem /< / In|zh, — v|{¢p) (v)dv — im /< , In |z} —v|[{¢) (v)dv

+ sign(«) /Rw(u)(d)) (2au + a + B)du + sign(«) /Rw(u)(gzb)(f2au —a+ fB)du
= —sign(e)n’(4) (8 — |al) + sign(@)A(gy — By
—iem /< , In |xh — v|{(¢) (v)dv — in /< / In|z} —v[{¢) (v)dv.

Le lemme 3.4.7 ci-dessous et ’égalité (3.4.13) permettent de simplifier (3.4.12) ainsi
sign(a) A(gy — Bygy + me(d(a), x5) — d(h, 1))

—|—/ (In|zy — ab|In |2y — 2} | — In |z — 2| In|ze — 24|)O1 20(z)dz
R2
—ime (/ In jv — z5|O1d(v, 2} )dv + / In|v — x5|Oap (], v)dv>

R R

—ir (/ In |v — 2 |Oap(xh, v)dv + / In|v — x'1|81¢(v,x'2)dv) : O
R R
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Le lemme suivant est utilisé dans la démonstration du lemme précédent.

LEMME 3.4.7. — On a les relations suivantes :
[ o = abtas =) = plor = ) = a3)) Dy a6
= ¢(ah, x7) — @2, x3) — sign(a){(¢) (B — |a])

/ (In |21 — 2 (s — ) + In |p — 2 |u(r — 2})) Or il
RQ

= / In v — 2 |O2¢(xh, v)dv + / In jv — 2} |1 P(v, xh)dv.
R R

Démonstration. — En intégrant par parties deux fois, on a :
[ nlor = e — )01 a0(w)do
R2

= $(ah, zy) + plah — 2)(B) () — / (026) (2) s,

wa<min(a} )

En échangeant les roles de x| et x}, on a P'égalité
[ lor = e — )01 a0(w)do
R2

= $(a}, 7h) + p(zh — 2b)(B) () / (026) (2) s,

ro<min(z,x))
La différence des deux expressions précédentes permet d’obtenir la premiere relation.
En intégrant par partie, on a :

/}R2 In|zy — o) |p(ze — 25)01 20 (x)d
= /Rln|v — 21|01 ¢(v, z5)dv + /< / In v — 2, (916) (v)do.
De méme, on a : <z}
/]R2 In|zo — 2} |u(z1 — 2%)01 20(x)dx

= / In v — 2} |02¢(xh, v)dv — / In v — 2} [{D20) (v)dv.
R v<xh

Comme ((01 — 02)¢) = 0, en sommant les deux expressions précédentes, on obtient
I’égalité recherchée. O

Les quatre lemmes suivants permettent de compléter les propriétés de ’expres-
sion de A(¢) en étudiant les expressions (3.4.8), (3.4.9) et (3.4.10). On introduit les
notations suivantes :
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Pour ¢ € W,(hg,d), on désigne par ¢ (resp. ¢<) le prolongement par continuité
sur le fermé {x1 > x2} (resp. {z1 < z2}) de ¢.

LEMME 3.4.8. — Pour ¢ € W.(hg,d) avecd > 1, on a (02 + 01)¢ € We(hg,d —1).

Démonstration. — La fonction (92 + 91)¢ est de classe C471 sur hi;® et pour w €

E(hz,d — 1), la fonction I(w)d(B)¢ se prolonge par continuité sur I'adhérence de

chaque composante connexe de h®. Puis, on a pour p,q € N avec p impair

(((92 = 01)P(02 + D1)*T 1)) = 0. O

LEMME 3.4.9. — Pour ¢ € W,.(hg,d), il existe 0> et < dans CE(R?) qui prolongent
respectivement ¢ et ¢<.

Démonstration. — Montrons le résultat pour ¢, la démonstration est identique pour
¢<. Pour montrer ce résultat, on utilise le théoreme de prolongement de Whitney. Pour
(m,n) € N2 tel que m + n < d, on note (gﬁg’n le prolongement par continuité de la
fonction 905 définie sur l'ouvert {r € R? | 21 > x2} & {x € R? | 21 > x3}. Soit
K une partie compacte convexe de {z € R? | z; > z2} telle que Supp(¢s) C K, K’
une partie compacte et y € D(R?) telle que x(x) = 1 pour z € Supp(¢>). La famille
de fonctions (¢2")y1n<a constitue un jet d’ordre d sur K (cf. [9, p.68]). D’apres la
définition de ¢, on a pour m,n,r € N tels que m +n <ret z,y €K

_ p _ q
PR S e

) =o(ly —z"™™™")

pHgsr—m—n
ainsi, (¢2"")mtn<a est une fonction de Whitney de classe C? (cf. [9, Définition 1.6])
sur K. Il existe donc d’apres le Théoréme 2.2 de [9], une fonction f de classe C¢ sur
R? qui prolonge ¢ |k, la fonction fx est de classe C?¢ sur R? et prolonge ¢ en effet,

on a ¢>x = ¢> ainsi, la fonction 6> = fx convient. O

LEMME 3.4.10. — Soit ¢ € W.(bg,d + 1). Les fonctions suivantes appartiennent d
Cd(RQ) .

(3.4.14) /Rln |u — 2|02 (2hy, w)du + /Rln |u — 2 |01 (u, 25 du.

(3.4.15) / In |u — 25|01 ¢(u, ) )du + / In|u — 245|02¢(2, w)du.
R R

Démonstration. — On étudie tout d’abord la fonction (3.4.14); pour ¢ €
We(hg,d + 1), on a 1'égalité suivante :

/ Inju — 2 |O29) (25, u)du + / In ju — 27 |01 (u, x%)du
R R

= / Infu|(820(B+ a,u+ B — @) + Hv(B — a+u, B+ a))du.
R
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On note Ey(a, 8) Pexpression précédente, montrons que cette fonction est de classe
C4 sur I'ouvert {a # 0} C R2. 1l existe une fonction de C4+(R?), 65 (resp. O<) qui
prolonge ¢ (resp. ¢<) d’apres le lemme 3.4.9. Pour 2’ € h’™*8, on a ’égalité

/ In |u|020(8 4+ o, u + B — a)du
R

:/ ln|u|829<(ﬂ+a,u+6fa)du+/ In|u|0205 (8 + o, u+ B — a)du.
u>22a u

2«

Les fonctions
Zs : (1,2") € R\{0} x by — / In|u|020< (8 + o, u+ 5 — a)du
u>T

Z¢ : (1,2") € R\{0} x by — / In|u|020> (8 + o, u+ 5 — a)du

uT
sont de classe C%. De plus, on a pour a,b € N tels que a + b < d
(3.4.16)
(B Zs (1,2") = / In|u|(81 — 02)% (01 + 02)°0eb< (B + v, u + B — a)du

u>T

et
A(raB)Z5 (1,2') = —In|7|(01 — B2)* (01 + 02)°D2b< (B + o, T + B — )du.
Comme

(3.4.17) / In |u]O20(B + o, u+ B — a)du = Z> (20, o, B) + Z< (20, v, ),
R

on en déduit que E, est une fonction de classe C? sur louvert {a # 0} € R%. On
observe ensuite que d’apres (3.4.16) et (3.4.17), on a

I Ey(a, B) = Eo,p+0,6(c, ).

On en déduit qu’il reste & démontrer que 9]} E4 se prolonge en une fonction continue
sur R? pour ¢ € We(hg,d + 1) avec n < d pour obtenir le résultat. Calculons cette
dérivée par récurrence sur n. Supposons que l'on a :

n

(3.4.18) O2Ey(a,8) =3 (~1)" P cE / TP G(B + o, B+ u— a) In fuldu
p=0 R

n

+Z(—1)p0£/0{;:51’"_”(;5(5—a+u,ﬁ—|—a)ln|u|du
R

p=0

MEMOIRES DE LA SMF 93



3.4. POUR G = U(1,1) ET G’ = U(2) ou U(1,1) 59

On a alors en dérivant de nouveau en « :

(3.4.19)
n+1
Ot Eyla,0) = Y (-1 el / HEH PGB + @, B+ u— o) In |uldu
p=0
n+1
+ Z Crs1 / ale’n+1_p¢(ﬁ —a+u,f+ a)ln|uldu
R

+1n|2a|2 )P CE (AP TP Y (B + a)

1n|2a|z 1)PCE (0 p+1n Pe) (B + ).

On considere 'opérateur différentiel D suivant
D= Y () eR Ry = S (P e apy
p=0

Les deux derniers termes de l’expression (3.4.19) s’écrivent :

In[2a[{D¢)(8 + )
On observe que

= (01— 02)"02 — (02 — )" 01
ainsi
—(02 — 01)™(02 + 01)  sin est impair,
- {(02 — )"t si n est pair.
On en déduit
In[2a[{D¢) (5 + o) =0,

et I'égalité (3.4.18) est démontrée par récurrence, ainsi Ey(a, 3) est de classe C¢ sur

R? pour ¢ € W,.(hg,d + 1). La démonstration est identique pour (3.4.15). O

DEFINITION 3.4.11. — Pour ¢ € W,.(hg, d) avec d > 2, on note G la fonction définie
sur R? par

/ (njz1 —f—a|ln|zs — f+a| —In|zs — B+ a|ln|zs — B — af) O1,2¢(z)dx
R2
Le lemme suivant donne les propriétés de I’expression (3.4.8).

LEMME 3.4.12. — Soit ¢ € We(ha,d + 3). On a les propriétés suivantes pour :

(1) Gy(a, B) appartient o H({a # 0},d).
(2) 95Gs = Gor+a:)6-

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



60 CHAPITRE 3. PROPRIETES DE Chc SI G ET G’ SONT DE RANG 2

une fonction continue st n est impair,

(3) 9aGy = | —sign(a)m® (&)™ (8) — (22 — 01) M) (9))
modulo une fonction continue sur R2  sin est pair,

pour n < d.
Démonstration. — On pose pour ¢ € He(hg,d + 3),

L¢(Oé, ﬁ) = /]R2 In |I1| In |I2|8172¢($1 + ﬁ + o, T2 + ﬁ — a)d$1d$2,

on a ainsi la relation
G¢(0¢, ﬁ) = L¢(a’ﬁ) - L¢(_0‘a ﬁ)

pour ¢ € W,(hg,d+ 3). Montrons que Ly est de classe C?¢ sur 'ouvert {a # 0} pour
® € He(hz,d+ 3). On note < (resp. 0>) un prolongement de ¢< (resp. ¢>) a R?; la
démonstration du lemme 3.4.9 s’applique aussi pour ¢ € H.(hz,d+ 3). On obtient la
relation

Ly(a, ) = / In |z1] In |w2|01,20<(x1 + B+ o, x2 + B — a)dz1dzs
{zo—z122a}
+ / In|z1|In|ze|0h 205 (21 + B + o, z2 + B — a)dz1dzs
{z2—z1<2a}
En posant s = (21 + x2)/2 et r = (z2 — x1)/2, 'égalité précédente devient
Ly(a, ) = 2/ In|s—r|ln|s+r|0120<(s —r+ B+ a,s + 7+ — a)dsdr
{r>a}
+2/ In|s —r/ln|s +7r/0120s(s —r+ B+ a,s+r+ [ — a)dsdr
{r<a}

On en déduit que L, est dérivable en § et en « (a l'ordre 1); on obtient les relations
suivantes

83L¢(Oé, ﬁ) = L(31+32)¢(a’ ﬁ)

OaLy(, B) = La,—a,)(0) (@, B) +2C 5, L4y (v, B).

A lordre n > 1, on obtient par récurrence pour o # 0 :

n—1

On Lo (ct, B) = Lio,—on)m(6) (@ B) +2 Y (0077 Co,—amron a0y (. B)) -
p=0

On considére maintenant ¢ € W,(hg,d + 3), on obtient alors & partir de 1’égalité
précédente et de la relation

Gd)(o"ﬂ) - L¢(O‘a6) - L¢(*avﬂ)v
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la formule :
(3420) ang)(aaﬂ) = L(81—62)"¢(aa 6) - (71)nL(82—61)"¢(7O‘a 6)
n—1
+2 Z (82_1;_10((61*32)"31,2@ (a, ) — (—1)"03_1)_10«81782);961’2(1)) (—a, ﬁ)) :
p=0

Comme

((01 — 02)P0120) =0
pour p est impair (¢ € We.(hg,d + 3)), Pexpression (3.4.20) se simplifie ainsi
(3421) ang)(aaﬂ) = L(81—62)”¢(aa 6) - (71)nL(81—62)”¢(7O‘a 6)

n—1

+2 2(337”710((61—82>p61,2¢> (a,8) = (=1)"08 P C(ay—0s)r0, 20y (—, B)) -
p=0
p pair

Si n est impair, alors pour p pair, d’apres le lemme 3.3.8,
Dl(ii% aZ?pilC((alfaz)pC‘)lz(ﬁ) (Oé, ﬁ)

existe, on en déduit la premiere partie du point (3). Si n est pair, on a pour p pair,
d’apres le lemme 3.3.8,

lim 62_1)_10((81*82)1’81,2(;5) (a’ﬁ) = _5772«81 - a2)1081,2(@(n_p_Q) (ﬁ)a

a—
sign(a)=e

de plus, on a les égalités suivantes

437 (01— 0)P0120) "2 (B)

n—1
= Y (@ = 22y0) " — (01 - 22 20) ")
oo
= ()" (0) — (@2 = 2)9) (B);
on en déduit que l'expression (3.4.21) tend vers
—em* ((8)™ — (02— 01)"9)(8))-
Le deuxiéme partie du point (3) est obtenue. O

On identifie hy et by en posant z; = 2 pour j € {1,2}. On obtient la proposition

suivante qui fournit les propriétés de A.

PROPOSITION 3.4.13. — Soit ¢ € W.(hz,d + 3), on a les propriétés suivantes :
(1) La fonction A(¢) appartient o H(bE,d). Cela permet de définir la fonction
saut (O(w)A(@)).
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(2) On a
9pA(¢) = A((O1 + 02)9)-
(3) Pour n <d, on a l’égalité
(3 A(9)) = —4m(6) ™ (8) + 27 (1 + £){(02 — 01)"6) (B)

st n est pair et O sinon.
Démonstration. — D’aprés le lemme 3.3.12, Dexpression (3.4.7) appartient a
H(bh5®8,d). T en est de méme pour (3.4.8) d’apres le lemme 3.4.12. Et enfin, les
expressions (3.4.9) et (3.4.10) sont des fonctions de classe C? sur b, d’apres le lemme
3.4.10. On en déduit les points (1) et (2). D’apres les lemmes 3.3.12 et 3.4.12, les

expressions (3.4.7) et (3.4.8) vérifient la propriété d’invariance par d; + J2, comme
celle-ci est clair pour les expressions (3.4.9) et (3.4.10), on en déduit que

9A(¢) = A((01 + a)0)

et le point (3) est vérifié. Pour n < d impair, la dérivée d’ordre n en «a de I'expression
(3.4.7) est égale &

sign(a) 0y A(gy — OnB(gy + ¢ (82 — 01)"d(x, 2) + (92 — 01)"d(ay, 7))

Cette expression est continue d’apres le lemme 3.3.12. De méme, la dérivée d’ordre n
en « de 'expression (3.4.8) est une fonction continue d’apres le lemme 3.4.12 ainsi, on
obtient la deuxiéme partie du point (4) avec le lemme 3.4.10. Pour n pair, la dérivée
d’ordre n en « de 'expression (3.4.7) est égale &

sign(a) 9 Aqgy — On By + 17 (82 — 01)"d(, 75) — (92 — 81)" b (3, 27)) -
On obtient le saut de cette expression
~2n%(6)"(8) + 2n°2((02 — 01)" ) (5)
grace au lemme 3.3.12. D’aprés le lemme 3.4.12, le saut de Pexpression (3.4.8) est
égal a
—2m%(9) "™ (8) + 21*((92 — 01)" ) (5)

En sommant les deux derniéres expressions, on obtient le résultat. O
Le corollaire 3.4.5 et la proposition 3.4.13 permettent d’obtenir le résultat suivant.
PROPOSITION 3.4.14. — Soient ¢ € W.(hg,d+ 3) et p € We(bs,d + 3) telles que
(O(w)¢) = i0(cs(w))y.

On a les propriétés suivantes :

(1) La fonction A(¢) + B(1) appartient o H(HEE, d).
(2) On a

95 (A(6) + B(w)) = A((01 + 02)9) + B((01 + 02)v).
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(3) Pour n < d, on a l’égalité

(02 (A(0) + B)) )(8) = 27*(1 + £){(02 — 61)"6)(8).
On note 0, l'opérateur différentiel de g associé a 1’élément ((I) ?) de Sym(gc).

PROPOSITION 3.4.15. — Soit ¢ € D(g), on a les propriétés suivantes :
(1) La fonction Che () appartient a H ().
(2) On a la relation

0 Chc(¢)z = Che(0,9) .
(3) Pourn €N, on a

(0n Che(¥)o) = 32(c + 1)7*(avo) (0).

Démonstration. — Cette proposition découle de la proposition 3.4.14 ; en effet, on a
Che($)s (') = Cog { Alwo)(@') + Bliss)(@') |

ou Cy,q = 16. O

3.4.3. Le calcul de Chc pour 2’ € h’s. — On suppose ici que G' = U(1,1), on

peut identifier g et g’.

PROPOSITION 3.4.16. — Pour 2’ € 5%, on a :

Chc(w)s (ml) = Cg,g’,bgws (xl)

Démonstration. — On a, avec les notations de la section 2.2.3, V! = V', V! =

U = {0} et n = n’. Grice au théoreme 2.2.7, on obtient pour z’ € h’s*® :

ngg’,hfg

Che(¥)(2') = Tdet(ad (V)] Jason b (929 1)dg,
d’on
Che(¢)s(a) = |my; (27)] Che()(2') = Cq g5, ¥s(2).
On en déduit le résultat. O

3.5. Propriétés de Chc pour G compact ou non
On consideére ici une des paires
(U(2), U(2), (U(2), UL D), (U(L,1), U(2)) ou (U(L,1), U(L,1))
que l'on note (G, G').
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THEOREME 3.5.1. — Soit ¢ € D(g), alors Chc(vp) vérifie les propriétés suivantes :

(1) La fonction Che(v) est une fonction lisse sur g'™*8 et G'-invariante.
(2) Pour toute partie compacte K de b et tout w € Sym(bhy c), on a :

sup  |0(w) Che(¥)g(2')| < oco.

Ire,
xz'eknhy°e

(3) Si G' = U(2), la fonction Che(y)g se prolonge en une fonction lisse sur b,.
(4) i G =U(1,1),
(a) Si G = U(2), on a Che(y)s =0 et pour w € Sym(hy, ), on a
(9(w) Che(y)g) = 0.

(b) Si G = U(1,1), la fonction Che(y)s se prolonge en une fonction lisse
sur bls a support compact et pour w € Sym(bhy ), on a

. (8m)?
(9(w) Chie(s)) 1) = i —0es(w)) Che(w)s(0.1).
9,9’,h’s
Démonstration. — Montrons tout d’abord la premiére partie du point (1). Soient b,

b5 deux sous-algebres de Cartan de g’ conjuguées par g € G’ (i.e. b} = ¢-b}). En
conservant les notations de la sous-section 2.1.1, on a af = g-a} et A = ¢g- A}
ainsi, on obtient avec les notations de la proposition 1.1.6 pour ¢ € D(af) :

Che () = Che(y?)

ott Y9 € D(ay) est définie par ¥9(x) = (g - x). Pour 2’ € b8 l'opération de
restriction de ces distributions respectivement & ' + g et g - 2’ + g fournit I’égalité :

Che(y)(2') = Che(¢)(g - ) Vv € D(g)

Si G’ = U(2), on a g8 = G’ - b et d’apres les propositions 3.2.1 et 3.4.15, la
fonction Che(v)) g est une fonction lisse ainsi Che(1)) est une fonction lisse sur g8, Si
G' = U(1,1),onag"™ = G'-h5 I G’ hs° et d’apres les propositions 3.2.3 et 3.4.15,
les fonctions Che () et Che(v))s sont lisses. On en déduit le point (1). Le point (2)
découle de la proposition 3.4.15 si G = U(1,1) et des propositions 3.2.1 et 3.2.3 si
G = U(2). Supposons & présent que G’ = U(2). D’apres la proposition 3.2.1, on a le
point (3) si G = U(2). Si G = U(1,1), d’apres la proposition 3.4.15, comme ¢ = —1,
le saut de la fonction d(w) Che(e)) e est nul pour tout w € Sym(hg c) ainsi, Che(y) e
se prolonge en une fonction lisse sur hi;. On en déduit le point (3). Supposons enfin
G’ = U(1,1), le premiere partie du point (4.a) découle de la proposition 3.2.3. D’aprés
cette proposition, on sait aussi que Che(¢))z se prolonge en une fonction lisse sur h,.
On en déduit 'égalité

(9(w) Che(y)g) (v) = i0(cs(w)) Che(y)s(0,v) = 0.
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Pour G = U(1,1), la premiere partie du point (4.b) découle de la proposition 3.4.16.
Puis, pour n,m € N, on a
(0505") Che(¥)g = (9y Che(97")) o) (v)
. (8m)?

97 Che(0')s(0,v)
ngg’,hfg
2
=i gnom Che(s)5(0,0).
9,9",h%
On en déduit le résultat. O

COROLLAIRE 3.5.2. — On suppose que (G, G") = (U(1,1), U(1,1)). On a
9(w) Che(y) g (B) = i0(cs(w)) Che(y)s(0, 5)

st et seulement si
2
€M{’,h’s = (8m)".
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CHAPITRE 4

PROPRIETES DES INTEGRALES INVARIANTES

Dans ce chapitre, apres avoir étendu les notations sur les sous-algebres de Cartan,
on rappelle la définition et les propriétés de 'intégrale invariante de Harish-Chandra,
sous-section 4.1.2. On montre ensuite que celle-ci se décompose en une somme finie
de fonctions qui ne possedent des singularités que sur certains hyperplans, Théoreme
4.3.11, puis on montre que ces fonctions peuvent étre approchées par des produits
d’intégrales invariantes sur des sous-algebres réductives de rang inférieur a 2, Théo-
reme 4.4.4. Dans la section 4.2, on obtient une nouvelle formulation de Chc pour une
sous-algebre de Cartan compacte. Ce chapitre est indépendant des précédents.

Dans ce chapitre, on note I = {1,...,p} et J={p+1,...,n}.

4.1. L’intégrale invariante de Harish-Chandra

Dans une premiere sous-section, on construit une famille de sous-algebres de Cartan
(bar) meq ot Q s'identifie avec Iensemble des systémes de racines admissibles de
d"¢(hg) puis, on détermine le groupe de Weyl associé a chacune de ces sous-algebres
de Cartan. Dans la deuxieme sous-section, on définie 'intégrale invariante de Harish-
Chandra sur by pour M € Q et on rappelle les propriétés de ces fonctions. Dans la
derniere sous-section, on obtient une reformulation du corollaire 2.2.5.

4.1.1. Propriétés des sous-algebres de Cartan

Notations et définitions. — On désigne par 2 'ensemble des injections L d’une partie
de I dans J. On note pour L € , A, le domaine de définition de L. Deux éléments
L et M de Q seront dits disjoints si A, N Ay = @ et im(L) Nim(M) = &. On notera
alors L + M € € le prolongement de L par M ; cette opération est associative et
commutative. Pour un couple (i,j) € I x J, on note [i,j] ’élément de Q qui vérifie
Ay g = {i} et [i,4](0) = j.

A chaque élément L de €2, on associe le systéme de racines imaginaires non com-
pactes Sp = {e; —er() | j € AL} C ®"°(hy), ainsi une partie S de ®"°(hy) est



68 CHAPITRE 4. PROPRIETES DES INTEGRALES INVARIANTES

fortement orthogonale si et seulement si elle est associée a un élément L € 2. On note
I, =I\Ap et Jp = J\im(L). Pour (a,b) € I x J, on pose
Pa,b = Ea,b + Eb,a et Aa,b = i(Ea,a + Eb,b)-
On associe & L I'élément b, de Car(g) défini ainsi
= @& RP, 1y & RA,1(; e iRE,;.
br jeaL 3,L(35) ey, 3,L(5) el o 3,
On considere sur la sous-algebre de Cartan by, le systéme de coordonnées (u;) eay

(vj)jen, et (z;)jer vy - Pour (a,b) € I x J, on définit la transformée de Cayley cqp
de CE,,, ® CEpp dans CP, , @ CA,p dont la matrice dans les bases (iEq q,iFpp) et

(Pa,b;Aa,b) est
l i —i
2\11/°

Si [i, j] et L sont disjoints, 'application ¢; ; s’étend de bz c dans bz, [; j,c en posant
¢ij(Epp) = Epp pour p € {1,...,n}\{3,j}. Soit [a,b] disjoint & la fois avec [i, j] et
L; les éléments L + [a,b] et (L + [a,b]) + [i, 4] = (L + [i, j]) + [a, b] sont définis et on
a le diagramme commutatif suivant :

o
bre ——  briuc

Ca,bJ/ lca,b

DL+[a,0),C 0 D L-+[i,j)+[a.b].C-

Ce diagramme permet de définir sur hz c pour un élément M € Q disjoint de L

L _
‘M = H €5,M(j)-
JEAM
Si L' € Q est tel que M et L’ soient disjoints alors pour x € hrc Nbhr ¢, on a
¢k (x) = ¢k (x) ; ce qui permet de poser cpr(x) = ¢ (). On considere sur Q I'action

naturelle du groupe &(I) x &(J).

I’application

PROPOSITION 4.1.1. — On a les propriétés suivantes :

(1) Pour L, M € Q disjoints, on a cr, : harc — brim.c.

(2) L’ensemble quotient Q/(S(I)x&(J)) est isomorphe avec lensemble des classes
de conjugaison de sous-algebres de Cartan de g par Uapplication

L+— .

Démonstration. — Le point (1) découle des propriétés énoncées ci-dessus. Pour le
point (2), on peut remarquer que deux éléments L et M de € sont conjugués par
S(I) x &(J) si seulement si Card(Ar) = Card(Aps) ce qui équivaut a dire que bz et
har ont des parties déployées de méme dimension donc sont conjuguées d’apres [8,
p. 400]. O
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REMARQUE. — On a en particulier ¢z (hg,c) Ng = b pour L € .

On note Hy le sous-groupe de Cartan de G d’algebre de Lie hy pour N € Q. L’ap-
plication
f:9g—g
T — =T
définie une involution de Cartan de g. Les sous-algebres de Cartan h sont H-stables.
On pose
tv={zebhn|0(x)=2x} et ay ={x €bhn|0(z) =—z}.

Propriétés du groupe de Weyl de Hy. — Dans ce paragraphe, on utilise les notations
introduites dans [7]. On désigne par S le systeme de racines fortement orthogonales
associé a M € . On considére les sous-groupes suivants du groupe de Weyl de Hyy,
W (Hpy) (cf. [7, (2.35) et (2.25)] pour plus de détails).
W(Hy) - = (sa | @ € 2(hu), af,, = 0)
U(Hy) = {cmowocy |we W(Hgy), wS CSU-S}
ol s, désigne la réflexion associée & a. On considére pour o € G(I U J) I'élément w,
de W(hg ) (le groupe de Weyl de hg ¢ en tant que sous-algebre de Cartan de gc) qui
vérifie (wy(7))i = ¥,-1(;) pour * € hg c et i € {1,...,n}. On sait que I"application
(:6(IUJ) — W(bec)
0 — W,
est un isomorphisme de groupes dont la restriction & &(I) x &(J) induit un isomor-
phisme de groupes avec W(Hg). On note aussi W (has,c) le groupe de Weyl de hasc
en tant que sous-algebre de Cartan de gc et on considére le morphisme de groupes
¢':6(IUJ) — W(hm,c) défini par
¢'(0) = earo¢(0) oy -
PROPOSITION 4.1.2 ([7, Proposition 2.36]). — L’application
W(HM)_ X U(HM) — W(HM)
(w1, w2) > wiw

est surjective. On a le lemme suivant :
LEMME 4.1.3. — Le groupe U(Hyy) s’identifie par ¢’ a
{c€eB(I)x6&(J)|o(Ar) =Ar et Moo(i) =00 M(i)Vi € Ay}

Démonstration. — Pour un élément w € W (Hy), on a ’équivalence suivante
(1) eprowocy € U(Hu)
(2) w permute les hyperplans {z; = xp¢;) } avec i € Apy.

On en déduit alors le résultat. O
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LEMME 4.1.4. — Le groupe W(Hy)— s’identifie par (' a

(6, M(@)) | i € Ay) € S(TUT).

Démonstration. — Les racines a € ®(hay) telle que alg,, = 0 sont les racines de la
forme cproBoc,; avec 3 € S ainsi W(Hyy) s'identifie par ¢ & (4, M () | i € Ap). O

ProPOSITION 4.1.5. — On a

Card{W(Hpy)} = (p—m)! (@ —m)lml2™
Card{wla,, | w € W(Hp)} =m!2™

ot m = Card(Ap).
Démonstration. — D’apres les lemmes 4.1.3 et 4.1.4, on a
U(Hpy) NW (Hy)— = {id}
ainsi en utilisant la proposition 4.1.2, on obtient
Card{W (Hm)} = (p — m)! (@ — m)Iml2™.
D’apres le lemme 4.1.3, U(Hyy) s’identifie &
S(In) x &6(Jp) x S(Ap).

On observe que pour o € &(Iy) x &(Jpr), Wela, = id. Puis, pour o € G(Ap) et
u = (Us)ienn € ap, on a pour w, € U(Hu)

(c&l(u))izo sit e Iy Udy
(we 0 cy7 ()i = § (¢af (W)o1(i) = —itg1() = i (0 u);  sii € Ay
(C&l(u))Mo c—loM~—1(i) = CJT;(U ) sii € im(M)

olt (0 - u); = us-1(; pour i € Aps. Ainsi, on en déduit que

S(An) — {wlay [ w e W(Hy)}

o w0|aM
est injectif. Comme
{w0'|01\/1 | oc G(AM)}’ N {wlﬂM | w e W(HM)—}’ =,
on obtient

Card{w|q,, | w € W(Hpy)} = Card &(Ap) Card W (Hpr) - = ml2™. O
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4.1.2. Définition et propriétés de I’intégrale invariante de Harish-Chandra

DEFINITION 4.1.6. — Soit ¢ € D(g), M € Q et S le systéme de racines fortement
orthogonales associé & M. On consideére la fonction ¢, définie sur by par

o (z) = TH(crt (@)er (2) / &g - 2)dg

G/Hn
ou eps(z) = sign <H6(CM1(:E))> .
a€sS

On appelle cette fonction I'intégrale invariante de Harish-Chandra. Il existe un mor-
phisme de groupes

em s W(Hy) — {£1}
tel que
Tz (car (0 - 2))enr(0 - x) = enr(0)Ta (cyy () enr ()

pour o € W(Hys). Pour M et [a,b] € Q disjoints, on remarque que 'on a 1’égalité
entre hyperplans

ba N {2 = 26} = bary[ap) N {ua = 0}

on considere 'ouvert bg\‘}[’b) de cet hyperplan défini ainsi

{x ebhyn{xg=ap} | xi #2;V(i,5) € I X JM\{(a,b)}}.

Le théoreme suivant énonce les propriétés de 'intégrale invariante de Harish-Chandra
qui seront utilisées dans la suite.

THEOREME 4.1.7. — Pour ¢ € D(g), on a les propriétés suivantes :

(1) Pour M € Q, la fonction ¢ est lisse et a support borné.
(2) Pour M € Q, w e Sym(hac) et K une partie compacte de har, on a

sup |O(w)om(x)] < oc.
zeh R FNK

(3) Pour M € Q et w e Sym(bar,c), O(w)dar se prolonge par continuité sur h45.
(4) Pour M, [a,b] € Q disjoints et w € Sym(ha,c), on a

<a(w)¢M>a,b(fE) = ia(ca,b(w))¢M+[a,b] ()

pour x € bg\‘}[’b).

(5) Pour o € W(Hp) et z € byf, on a

(o - x) = en(0)Pu ().

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



72 CHAPITRE 4. PROPRIETES DES INTEGRALES INVARIANTES

4.2. Propriétés générales de Chc

Les notations introduites au début de cette partie permettent de nouvelles formula-
tions du corollaire 2.2.5. Le principal résultat de cette section est la proposition 4.2.2
qui sera utilisée dans la partie suivante.

On rappelle que n et n’ désignent deux entiers tels que n” < n. On note Z ’ensemble
des injections de {1,...,n’} dans {1,...,n}. On généralise les notations utilisées dans
la sous-section 2.2.2; pour M € Q, L € Z, ¢ € D(g) et 2’ € h};® on pose

VL (9)(x) = Prp(cyf () che(cyy (x) + ityy — 2" () s

ot les définitions de che et Pp, sont inchangées et y¥, € by vérifie

Ynve = .
0 sinon.

. {sign( Vi) sign(V/) si L(i) =k et k € Ing U Jay,
On pose aussi
by =t +aj;
ol aj\'/[ représente une chambre de Weyl de ay; telle ejs soit positive sur celle-ci. Le
corollaire 2.2.5 devient alors avec ces notations
M,y (/)75 (2') Che(d)(2') = Cggr Y nar lim Vi (¥)

t—0,t>0 b+
M

ol la somme se fait sur un systeme de représentants de sous-algebres de Cartan de g
et sur ’ensemble des injections L € Z. L’entier nys est égal a
Card{wlq,, | we W(Hy)}
Card(W (Hyy))

etpe{0,...,n—n"}.
On obtient la nouvelle expression suivante.

LEMME 4.2.1. — Pour 2’ € 3%, on a :

C ’
, N (! N 78,8 ! : t o
My, (@) (') Che(v)(2) = 105 >, om tjg)%o/w VLw M
(M,L)eQxT M

ot Uentier m est égal o Card(Apr).

Démonstration. — En posant m = Card(Aps), on a les égalités suivantes d’apres la
proposition 4.1.5

Card(W(Huy)) = (p—m)! (g —m)!2™m!

ainsi

1
(p—m)!(q —m)!
Card{w|a,, | w € W(Hpm)} =ml2™.

Ny =
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Le centralisateur de M € 2 sous 'action du groupe S(I)x &(J) (= W (Hgy)) s’identifie
au groupe &(Apr) X &(Jpr) x &(Ipr) ainsi, le cardinal de 'orbite de M sous P’action
de 6(I) x &(J) est égal a

plq!

Card{(&(I) x &(J)).M} = m! (p—m)!(q—m)!

)

d’ou
" _m
Card{(&(I) x &(J)).M}  plq!’
On en déduit le résultat. O
On pose :

bar = {z € bar | a(cyf (x) > 0V € S}

On obtient alors la nouvelle expression suivante :

PROPOSITION 4.2.2. — Pour 2’ € h;®, on a :
= 9.9’ : t
M,y (/Y (2') Che(y)(2') = i > Jm Ve ():
(M,L)EQXT b

Démonstration. — On pose m = Card(Ajps). Les chambres de Weyl de la partie dé-
ployée aps de by sont en bijections avec {+1}™ x &({1,...,m}) par 'application
suivante

((Eir<icm, 0) € {1} x 6({1,...,m})

N {x c an | 0 < Eluo'(l) < < Emug(m)} Cap

Les chambres de Weyl de aj; contenues dans hy; correspondent par Papplication ci-
dessus aux couples ((—1)1<igm,0) avec o € 6({1,...,m}). On en déduit le résultat.
O

4.3. Décomposition des intégrales invariantes

L’objet de cette section est de montrer le théoreme 4.3.11 et la proposition 4.3.14.
Le premier de ces résultats montre que les intégrales invariantes de Harish-Chandra
peuvent se décomposer en somme finie de fonctions qui ne possedent des sauts que
sur certains hyperplans. Puis la proposition 4.3.14 montre que cette décomposition
est continue.

Dans cette sous-section L désigne un élément de Q, I, = I\Ar et Jp = J\im(L).

DEFINITION 4.3.1. — Pour d € N, on note £(h1, d) le sous-espace de dimension finie
de Sym(br,c) constitué des éléments w tels que
deg(w) < d.
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Si I' est une partie de I, x Jr,, on pose
br={z €br | @i # ;¥ (i,j) €T}
Une fonction ¢ définie sur hY est dite de classe C? si elle posséde une dérivée 9(w)¢
continue sur L pour tout w € £(hz,d). Pour L € 2, on pose
I, ={(i,L(i)) | i € AL}.
On considére la racine positive a = (e; —e;) oc; ', (i < j) de hz. La nature réelle,
imaginaire compacte, imaginaire non compacte ou complexe de a se détermine ainsi

(1) La racine « est réelle si et seulement si (¢,5) € T'f.

(2) La racine « est imaginaire compacte si et seulement si (4,j) € (I x I) U
(JL X JL).

(3) La racine « est imaginaire non compacte si et seulement si (¢, ) € I, X Jr.

(4) La racine « est complexe sinon.

REMARQUE. — On a en particulier héLXJL = hye.

Pour (a,b) € Iy, x Jp, on note s, la réflexion de hps par rapport a 'hyperplan
{aa,p = 0} telle que
Sa,b(iEa,a — iEbyb) = iEbyb — iana.
Cette réflexion induit un automorphisme de £(hr,d) que l'on note aussi sq. Pour
I' C Ij, x Jp, on note §r 'ensemble des applications de I" dans {£1} et on considére
pour € € §r, le cone fermé de fhy,
Cr={xeby| @) (e —z;) >0V(i,j) €T}

Pour une partie (convexe) A d’un R-espace vectoriel de dimension finie, on note Int (A)
I'intérieur de A en tant que partie de Vect(A) (le sous-espace vectoriel engendré par A),

by = ] e (CL).

e€Fr

on a alors

DEFINITION 4.3.2. — Pour I' C Iy, x Jr, on note W.(hr,d,T) le sous-espace de
H(hY,d) des fonctions 6 telles que
(1) Pour w € &(hr,d) et (4,5) € T tel que s; ;(w) = —w, la fonction J(w)d se
: : (@)}
prolonge en une fonction continue sur b .
(2) Pour i € Ay, 6 est une fonction paire en u;(1).

Pour € € r, on note le prolongement par continuité de d(w)f & CZ par d(w)f)|cr.
Pour (i,7) € I, x Jr, on remarque que l'on a 1’égalité suivante

Brifig) N {wi =0} =br N{x; =23} = b Nbhryp ).

(1) Ceci équivaut & dire que 6 est invariante par la réflexion orthogonale relativement & I’hyperplan

{u; =0}
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Pour € € §r et (i,7) € I avec €(¢,j) = 1, on note &, ; € §r telle que
€i,;(1,5) =—1let & (a) =¢(a) Ya € T avec a # (i, 7).

Pour une partie ' C I x J et (i,j) € ', onnote I'; ; = {(a,b) €' | a # i et b # j}.
On obtient le résultat suivant :

LEMME 4.3.3. — On a les égalités et linclusion suivantes :

(1) 11 [T me(cinck,)=n 0 0 e =),

neSr,; ; e€Fr,e(i,5)=1

8|Fi)j =n
ij IPW]
2) [T mt (cgﬂ I {y = 0}) = b, N {ui =0},
LSS
(3) ] In (cg N cgd) C Int (C,Lﬁ[iﬂ N {w = 0}) @,
e€Fr,e(i,j)=1
elr; ;=n
pour n € §r, ;-
Démonstration. — Démontrons le point (1), on a tout d’abord
bt e =ay = [T e (CF) e = a5}

QEFr\{(i.)}

Puis, pour o € Fr\{(i,5)}, s0it € € Fr le prolongement de a a I tel que (i, j) = 1. On
a alors

L L L
Int (C%) N{z; = ;} = Int (CE N cgw,) .
On en déduit I’égalité. La deuxiéme égalité se montre de la méme manieére. Pour le
point (3), soit z € Int (CIg nck j), on a alors

n(a,b)(zq —xp) >0 VY(a,b) €Ty ;
e(a,b)(zq —xp) >0 VY(a,b) € T\(T;; U{(,7)})

On en déduit I’inclusion. O

REMARQUE. — Pour z € bz\{(zd)} e {wi = xj}7 il existe un unique € € §r tel que
e(i,j) =1et z €lnt (Cg nCL )
1)

Pour ¢ € §r tel que e(i,j) =1 et w € £(hy,d), la fonction
v €CENCE s d(w)fles (@) — Dwler (2)

est définie et continue, on pose la définition suivante :

(11 y a égalité si et seulement si T; ; = T\{(3, j)}.
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DEFINITION 4.3.4. — Pour 6 € W,(br,d,T), (i,5) € T et w € E(hr,d), on considere
la fonction définie sur hi\{(l’”} N{z; = x;} par

(O(w)o), ;(x) = d(w)blcs (x) — O(w)blor ().
ou ¢ € Fr est tel que (4, 5) = 1.

REMARQUE. — D’apres le point (1) de la définition 4.3.2, si on a s; j(w) = —w alors
(O(w)d), ; =0.

Le lemme suivant caractérise 'espace W.(hr,d,T'\{(4,7)}) en tant que sous-espace
de W,.(br,d,T).

LEMME 4.3.5. — Soit (i,5) €T et ¢ € W.(br,d,T) telle que

<a(w)¢>i,j =0
pour w € E(hr,d). On a alors ¢ € We(br,d, T\{(7,5)}).

Démonstration. — Soit 1 € Fr\{@,)) et € € Sr son prolongement a I' tel que
e(¢,j) = 1. On a alors

Int (CF) [t (Cz,,) € Int (C})
et
ctuck =coy
La fonction d(w)¢ se prolonge par continuité sur CX et Cé I D’apres 'hypothese,

ces prolongement coincident sur CL N C’gLi ; ainsi d(w)¢ se prolonge par continuité sur
CF et on en déduit que ¢ € We(br,d, T\{(i,)}). O

Pour un élément M € Q disjoint de L la transformée de Cayley c; induit un
isomorphisme d’algebres de Sym(har,c) dans Sym(ha4r,c) qui se restreint en un
isomorphisme d’espaces vectoriels entre E(hpr, d) et E(hrr41,d). Pour (i,5) € I x J,
on note o ; = (x; —x;)/2 et Bi; = (z +x5)/2.

On définit le sous-espace de W.(h,d, ") suivant :

DEFINITION 4.3.6. — Pour I C I, x Jr, non vide, on considére 1’espace Wc(f)L, d,T)
constitué des fonctions ¢ de I'espace W,(h,d,T") qui vérifient les propriétés suivantes :
Pour (i,7) € T, il existe ¥; ; € We(br1p,j1,d, T 5) telle que
(O(w)g); ;(x) =i0(ci;(w))vi,; (x)
pour tout w € E(hr,d) et x € bg\{(i’j)} N{z; =x;};siT = &, on pose WC(bL,d,I’) =
We(br,d,T).
REMARQUES

(1) Comme on a Card(I'; ;) < Card(T'), l'espace We(br,d,T) est bien défini par
récurrence sur le cardinal de I'.
(2) On observe que I' C I, x Jr, implique I'; j C T4 (55 X Jr4(i)-
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(3) D’apres le lemme 4.3.3, on a hF\{(m)} N{z; =z;} C hL+ i) N {uwi = 0} ainsi
la fonction 9(c; ;(w))1;,; est définie sur bL\{(m)} N{z; = z;}.

Pour une partie compacte K de hr, on note VNV;C(bL,d I") le sous-espace de

(f) 1, d,T) des fonctions dont le support est inclus dans K. Sur I’espace W;C(f) L,d,T),
on considere la topologie induite de Hx(by,d, I‘) De plus, on considere sur

We(br,d,T) la topologie de limite inductive limx Wi (b1, d,T). Avec les notations
de la définition précédente, on a :

LEMME 4.3.7. — Pour (i,j) € T', on a l’égalité

(4.3.1) We(br,d, T\{i,5}) = We(hr,d, T) N We(hr, d, T\{i, j}).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le cardinal de I'. Si ' = {(i,5)},
I’égalité a montrer s’écrit

(4.3.2) Welbr,d, @) = Welbr, d, {i,j}) N We(br, d, @).
Comme VNVC(K)L, d,2) =W.(h1,d, D), Pégalité (4.3.2) est équivalente a
Wc(va d7 @) - WC(va d7 {(l’j)}')

qui est vérifiée.
On suppose maintenant que I’égalité (4.3.1) est vérifiée pour toute partie @ ; T.
Montrons tout d’abord Iinclusion C, soit ¢ € We(b,d, T\{(,§)}). Par définition,
ona ¢ € W.(hr,d,T\{(4,5)}) et on remarque que

We(br,d, IN{(i,5)}) C We(br,d,I).

Pour (a,b) € T\{(3, 5)}, il existe Pa, € We(B1 4[] ds (T\{(i,)}ap) telle que
(W) ) 4 (%) = 10(Ca,p(w))Pap ()
pour z € b D@ A fg, = 2} On a Tégalité (I\{(i,5)})ap = Lap\{(i,5)} ainsi,
d’apres 'hypothese de récurrence, on a
We(L 40t ds (T\{(i, 5)}ap)
c(hL-‘r[a,b]ad; Lap) OWe(bry(ap), 4 (Tap)\{(4,5)}),
d'olt Yap € We(BL 40}, d> Tap). Maintenant pour (a,b) = (i, ), on a
(D(w)g), ;=0

pour w € E(hr,d). Ainsi, en posant ¢; ; =0 € WC(bLHZ—J],d, T, ;), on en déduit que
¢) € Wc(blnda F)
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Pour l'inclusion O, soit ¢ € We(hr,d,T) 0 W.(b,d, T\{(i,)}). Pour (a,b) €
T\{(7,7)}, il existe Ya,p € We(br4(ap)> d, Tap) telle que

(O(w)d) 4 (x) = 10(Cap(w))thap(x)
pour x € hg\{(a’b)} N{zq = ap}. Si (¢,7) & Tap, alors (I\{(?,5)})a,p = T'ap ainsi, on a

Va € Welbrtfap) & (C\{(i )} )a)-

Si (4,7) € Typ, on a la relation de commutation

<<6(w)¢>a,b>i,j = <<a(w)¢>i,j>a,b
ainsi, comme (8(w)¢)i’j = 0, on obtient d’apres le lemme 4.3.5 que la fonction ¢,
appartient & We(hr 10,5, d, Ta,p\{(é,7)}). D’apres 'hypothese de récurrence, on a

wa,b € WC(hLJr[a,b]ada (Fa,b)\{(laj)})
On en déduit que ¢ € VNVc(f)L, d, T\{(7,7)})- O
LEMME 4.3.8. — Pour ¢ € We(br,d,T) et (i,5) €T

(1) Pourn € 3r, ;, la fonction (0(w))
{u; =0} pour w e E(hr,d). N
(2) Si (d(w)p),; ; =0 pour tout w € E(hr,d) alors ¢ € We(hr,d, T\{(7,5)})-

o id S L+[i,j]
ij S€ prolonge par continuité sur Cj; N

Démonstration. — Comme la fonction 9(c; j(u))y; ; se prolonge par continuité sur
C’#Hz’]], on en déduit le point (1). Pour montrer le point (2), d’apres le lemme 4.3.5,
on a ¢ € Wc(blm d7 F\{(laj)}) a'inSia

¢ € WC(bLa d, F) n Wc(hL, d, F\{(%J)})

d’ot le résultat d’apres le lemme 4.3.7. O

On fixe une fonction plateau 7 sur R paire telle n(t) = 1 pour |¢{| < 1. Pour ¢ €
We(br,d,T), il existe ¥; j € We(br1p,j1,d, i 5) telle que

(O(w)9); ;(x) = i0(ci (W) ;(x)

pour w € E(hr,d) et x € bg\{(i’j)} N{z; = x;}. On note p; ; la projection de b, sur
hr N{x; = x;} suivant la décomposition

hr =bhr N {Ii = xj} @RAZ‘J.

On a alors la définition suivante :

DEFINITION 4.3.9. — On pose pour z € h%’ju{(i’j)}
sign(a; ;) 7t oy |
¢i,j(x) = B = 77(041',]')27])! J a(uf)l/}i,j(l)i,j(lﬂ)).

p=0

La fonction ¢; ; ne dépend que de ¢, on dira que ¢; ; est associée & ¢ et (i,5) € I
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REMARQUES
(1) Comme la fonction d(ul)i; ; est définie sur bl;if[i,j] la fonction ¢; ; est bien
définie.

(2) La fonction n est fixée une fois pour toute.

PROPOSITION 4.3.10. — Pour ¢ € Wc(hL, d,T') et (i,5) € T, la fonction ¢; ; associée
a ¢ et (i,7) appartient d We(hr,d, T ; U{(3,5)}) et vérifie

¢ — ¢i; € Welbr,d, T\{(i,5)})

ainsi, on a en particulier

(4.3.3) (O(w)dij); 5 = (O(w)e); ;
pour w € E(hr, d).

Démonstration. — Si I’ = &, le lemme est évident. On raisonne par récurrence,
on suppose que le lemme est vérifié pour toute partie Q ; I'. Montrons que
¢ij € We(br,d,Ts; U{(i,4)}). On observe que ¢;; est une fonction de classe C?
sur bEi’jU{(i’j)} & support borné. De plus, comme 9(u)i; ; est paire en u, pour
q € AL C Apqpi ), @i est paire en u, pour ¢ € Ar. On considere r € £(hr,d) de la
forme r = sozgyj Z"; ot g+ m < d et s est un élément indépendant de z; et z;. La
dérivée O(r)¢; ; est égale a

(434) 6(7‘)(f)i,j($)
1. Cln®(ay;)al 4

. d
= %Zsign(ai,j)erl ( Z ” ) O(uy 87 8)Vi i (pij(x)).
p=0

_ !
t=q—p (p—g+t)

Soit € € 8, ,u{@,j}- On note A € Jr, ; sa restriction a I'; ;. Comme la fonction
[4,4]

o(u? 1".5)1; j se prolonge par continuité sur C 531 on en déduit d’apres la relation

(4.3.4) que O(r)¢; ; se prolonge par continuité sur CX. On a ainsi montré que ¢; ; €
Wc(hLadaFi,jU{(iaj)})' .
Soit (a,b) € T ;. Comme 9; ; € We(hrypi g, d, i), il existe une fonction 6; ; €
WeO L4 g1 +(ap): 4 Tij ) telle que
(O(w)ti5) g () = 10(cap(w))0i;(x)

pour w € E(hr i ;1,d) et x € bszh\.’%a’b)}. On pose
d .

sign(a; P [P
Yab(z) = 7(2 J)ﬂ(oéi,j) > " o 9(uz)0i,5(pi,j(x))
p=0

p!

ida,p 9005}
v +[a,b] -
We(br41a,p), 4, Lap). En effet, il existe une fonction v € We(brq(ap), d, Tap) telle que

(O(w)) 4 () = 10(cap(w))y()

r
pour z € b, Montrons que cette fonction appartient a ’espace
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pour w € E(hr,d) et z € hg\{(a’b)} N {zqs = xp}. On obtient alors avec la relation de
commutation

(<a(w)¢>a,b>i7]‘ = <(a(w)¢>i7j>a,b
I’équation
(O(w)7); ;(x) = i0(ci j(w))0i ; ()

pour w € E(hpy[ap),d) et T € hL‘f;{b%Z’j 'n {z; = z;}. On en déduit que v, est

la fonction associée & -y pour (a,b). Comme Card(T', ;) < Card(T"), on sait que la
fonction vy, appartient a Wc(h L+[ab)» @ Tap) d’apres 'hypothese de récurrence.

Il reste & montrer les relations de saut. On considere w de E(hr,d) de la forme
w=xlxy";ona

(@0)61),(0) = 2205,y S B o) @001, 0101
= i0(cqp(w))Tqp(z).

pour x € f)gi’ju{(i’j)})\{(a’b)} N{xq =axp}. Siv € E(hL,d) est indépendant de z, et xp
tel que vw € (b, d), la relation précédente montre que

(D)1 1) p(x) = D) (O(W)1) ()
= 10(v)0(Cap(w))Vab(2)
= 10(Ca,b(VW))Vap(2);
en effet on a ¢, 4(v) = v. On a montré que ¢, ; € Wc(hLa d, iy Ui, j}).

D’apres le lemme 4.3.8, il suffit de montrer la relation (4.3.3) pour montrer que

¢ — di; € We(hs,,d, T\{(5,7)}).

Pour |o ;| < 1, Pexpression (4.3.4) se simplifie ainsi
p—q

0(r)15(x) = (e ngn T 0 0 B ) (i ()

Cette expression permet d’obtenir 1’égalité suivante

(0(r) @i j); () = i0(ci (o ;Bi58)) i (pij (x) = (O(r)@); ; ().

Le lemme est démontré. O

On note T'ps Pensemble {(i, M (i)) | ¢ € Ap}. Pour T' € T x J, on note Q(T")
I’ensemble des éléments M de 2 tels que 'y C T

THEOREME 4.3.11. — Pour L€ Q et C Iy, x Jr, on a

(4.3.5) Welbr,d,T) = > Welhr,d.Tur).

MeQ(T)
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Démonstration. — Cette égalité est claire pour I' = @. Soit I' C I, x Jr non vide
et supposons ’égalité (4.3.5) vraie pour toute partie @ telle que @ ; I'. Soient ¢ €
We(br,d,T) et iy € I tel que J;, = {j € J | (i1,j) € T'} vérifie Card(J;,) > 1. Si un
tel 41 n’existe pas alors il n’y a rien & démontrer en effet, il existe M € Q(T) tel que
I'pr =T, Sinon, posons en utilisant les notations de la proposition 4.3.10

R=¢— > ¢
J€Jiy
On observe que R € W,(h,d,T") ou I" = {(a,b) € T | a # i1} ; en effet, on a, d’apres
la proposition 4.3.10, pour w € E(hr, d)
<8(w)¢>i1,j = (0(w)oi, aj>i1,j et <6(w)¢i1,k>i1,j =0
pour k # j, ainsi

(O(w)R), . =0

11,]
pour w € E(hr,d) et j € J;,. On en déduit que R € Wc(f)L,d, I'") d’apres le lemme
4.3.8. D’apres ce qui précede, on a la somme
We(br.d.T) = > We(br,d,Ts, ; U{(i1,5)}) + We(br,d,T").
jeds,
De plus, on a la relation
Q) = Ujes, UT4, 5 U{(i1,4)}) U Q).
Comme Card(I';, ;) U {(i1,7)} < Card(T') et Card(I") < Card(T'), 'hypothese de

récurrence permet de conclure. O

En comparant les propriétés des intégrales invariantes et la définition de I'espace
We(br,d, I, x Jr,), on obtient le résultat suivant :

PROPOSITION 4.3.12. — Soit ¢ Uintégrale invariante de Harish-Chandra sur §p,
d’une fonction de D(g) alors ¥ € We(bhr,d, I, x Jr) pour tout d € N. On souhaite &
présent montrer que la décomposition obtenue au théoreme 4.3.11 est continue.

LEMME 4.3.13. — Avec les notations de la définition 4.3.9, Uapplication

We(br,d,T) — We(br,d, T ; U{(i,5)})
O P

est continue.
Démonstration. — On a la relation suivante :

sign(a,;

e P
o) = Ty ) S ot )0
p=0
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Si on fixe un compact K de b, il existe un compact K’ tel que pour ¢ € VNV;C(bL, a1,
ona@;; € Wir(hr,d, I'; jU{(%,5)}). On en déduit que pour tout élément w € E(hz, d),
il existe une constante C' > 0 et une famille d’éléments ws, ..., w, de E(h, d) tels que

Pw(ij) <C sup pu, (9)
1<m<k

Ainsi, I'application

Wi (hr,d, T) — Wicr (b, d, T 5 U {(4,5)})
¢ — Gij

est continue et on en déduit le résultat. O

On considére maintenant ’application linéaire naturelle

ur D WC(bL7d7rL) — WC(bLadar)
LeQ(D)

(PL)rear) — Xream) PL
Cette application est continue. D’apres la proposition suivante, elle possede un inverse

a droite.

PROPOSITION 4.3.14. — Il existe une application linéaire continue

or : Welbp,d,T) — & We.(bp,d,Ty)

LeQ(TI)
telle que
ur ovr = idwc(hL,d,F)'
Démonstration. — Si I' = &, le résultat est clair. Supposons le résultat vrai pour
toute partie @ C I'; ainsi, il existe une application continue
vQ - W ) da — @ W ) d7 F
(4.3.6) Q : Welhr,d, Q) 2o e(br,d,T'r)
telle que ug ovg = idVvC (h2.,d.T)" En reprenant les notations de la démonstration de

la théoreéme 4.3.11, on peut supposer qu’il existe i; € I tel que Card(J;,) > 1 sinon il
existe L € Q(T) tel que I' = T',. L’application

Welbr,d,T) — @ Welbr,d,Ti, jU{(i1,5)}) ® We(br,d,T)

j€Jiy
¢ ((éf)z'l,j)jeJil 0= e, ¢n,j)

est définie et continue d’apres le lemme 4.3.13. En utilisant (4.3.6) pour Q@ =T, ; U
{(i1,7)} et @ =T, on en déduit le résultat. O
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4.4. Décomposition en sous-espaces élémentaires

On fixe M et N deux éléments de €2 disjoints. Dans cette section, on montre que
We (b, d, T n) se décompose en un produit tensoriel d’espaces plus simples, Théoréme
4.4.4.

On pose Kyrynv = Ingy v U Jdprg N

DEFINITION 4.4.1. — On considére les sous-espaces de hjs suivants :

(1) Pour (4,5) € Ay x im(M) tel que M (i) = j, on pose har;; = RP; ; & RA; ;.
(2) Pour (4,5) € Ins X Jar, on pose b ; = RiE; ; @ RiE; ;.
(3) Pour i € Ing+n U Jp4n, on pose b = RiE; ;.

On a alors 1’égalité suivante :

(4.4.1) bv = O Barenm) 3 barinG @ b
i€AN

i€AN €K M4N

A cette décomposition, on associe les coordonnées

(Ui)iEAM; (’Uz’)ieAMa (ai,N(i))iEANa (ﬁi,N(i))iEAN et (Cﬁi)ieKNHN-
On remarque que les espaces has;; (cas I et 2) sont des sous-algebres de Cartan
d’une sous-algebre de Lie de g isomorphe & u(1,1) ainsi on désigne par b;&g’iyj les
éléments réguliers de has, ; en tant que sous-algebre de Cartan. On rappelle que
'y ={(i,N(i)) € I x J | i € An}. Pour une partie @ de Iy, on pose

b5 = {2 € bar | 2 # 2,9, 5) € Q).
On observe que l'on a 1’égalité
'y _ reg
= & i M) D CNT(d S¥ ;-
M Z_GAMhM,z,M(z) ichy bM,z,N(z) €K Doz

Pour les espaces de la définition 4.4.1, on considere les espaces de fonctions suivants :

DEFINITION 4.4.2. — Pour (4,j) € Iy X Ju, on note We(harij . d,[i,j]) C
H(h;&g’m,d) constitué des fonctions ¢ telles que pour w € E(hasi,;,d) de la forme
w = oﬂf,j Zj’ la fonction 0(w)¢ se prolonge par continuité sur has; ; si p est impair.

On note aussi We(hari,;,d, @) Uespace C(hasi ;).
REMARQUE. — On a We(bar,ij,d, @) C Welbai g d, [i, 5])-

DEFINITION 4.4.3

(1) Pour i € Aps, j = M (i) on note We(bar,i,j,d) Pespace des fonctions ¢ de classe
C? sur by, & support borné et paires en ;.
(2) Pour i € Ips U Jy, on note We(hari, d) Uespace C2(bar ;).
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On désigne par W, 'un des espaces précédents. Pour une partie compacte K, on
note Wy le sous-espace des fonctions de W, a support dans K. On considere sur Wi
la topologie fournie par les semi-normes

zm@%:%mmwwwﬂ

ou w est un élément de degré inférieur a d.
Dans cette section, on souhaite démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 4.4.4. — Pour M, N € Q disjoints et d €N, on a

Wc(bMa da FN)
= @ Welbarinm),d) @ Welbarina,d[i N@)]) @ We(bari, d).
i€ANM 1EAN i€EKM4N

Pour cela, on a besoin du résultat classique suivant :

PROPOSITION 4.4.5 ([10, Théoréme 39.2]). — Pour E, F deuz R-espaces vectoriels

de dimension finie, le sous-espace C4(E) @ CL(F) est séquentiellement dense dans
CHE x F).

DEFINITION 4.4.6. — Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie et A une partie
convexe fermée de F' d’intérieur non vide. On note C4(A) le sous-espace de C%(Int (A))
des fonctions ¢ & support borné telles que pour tout w € E(F,d), la fonction d(w)¢
se prolonge par continuité sur A.

Pour une partie compacte K de A, on note CZ(A) le sous-espace de CI(A) des
fonctions a support dans K et on considere sur cet espace les semi-normes

Pw(@) = sup|0(w)p(x)].
T€EA
On munit I'espace C¢(A) de la topologie de limite inductive limy Cg(A).
REMARQUE. — Si A = F, on retrouve la définition de C4(F) précédente.

Grace au théoreme de Whitney sur le prolongement des fonctions, on a la propo-
sition suivante qui doit étre bien connue que ’on rappelle faute de référence.

PRrROPOSITION 4.4.7. — Soit F' un R-espace vectoriel de dimension finie et A une
partie convexe fermée de F d’intérieur non vide. L’application de restriction
CI(F) — C(4)
¢ la
est surjective.
Démonstration. — Soit K une partie compacte de A et ¢ € CE(A). On considere
un voisinage compact K’ de K et n une fonction lisse sur E telle Supp(n) C K’ et

n(t) = 1 pour t € K. On a ainsi ¢ € CL - 4(A). Soit (e;)iex une base de E. Pour
n € N¥X, on note |n| = Y icx Mi; pour x € E, on pose 2™ = [[;cx x;" ol z; est
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la i°™¢ coordonnées de x et n! représente I'entier [[,.y n;!. On désigne par ¢" le

prolongement par continuité de
0 ( H e?“) 0]

ieX
a K'NA. La famille de fonctions (¢™)nex constitue une jet d’ordre d sur K'NA (cf. [9,
p.68]). D’aprés la définition de ¢™ et comme K’ N A est convexe, on a pour n € NX,
r € N tels que |n| <r < deta,ye K NA, le développement de Taylor suivant :

- Y WD gy = oy — 2 1),
<

On en déduit que (¢"),cnx est une fonction de Whitney de classe C¢ sur K' N A
(cf. [9, Définition 1.6]), ainsi d’aprés le théoreme 2.2 de [9], il existe une fonction
Y € C4(E) telle que ¥|xrna = ¢. On en déduit que la fonction ¢n € CI(E) et vérifie
(6n)la = 6. O

On obtient la généralisation de la proposition 4.4.5 suivante :

PROPOSITION 4.4.8. — Soient E (resp. F') un R-espace vectoriel de dimension finie
et A (resp. B) une partie conveze fermée d’intérieur non vide de E (resp. F), CA(A)®
C4(B) est séquentiellement dense dans C2(A x B) donc en particulier

CHA x B) =Cl(A) ® C4(B).

Démonstration. — On observe tout d’abord que A x B est un fermé convexe de E X F’
d’intérieur non vide. Soit ¢ € C4(A x B). D’aprés la proposition 4.4.7, il existe une
fonction ¢ € C4(E x F) qui prolonge ¢. Soit K1 (resp. K2) un compact de E (resp. F)
tels que Supp(v)) C K1 x K. D’apres la proposition 4.4.5, il existe deux suites (65, )n>0
de C¢ (E) et (yn)nz0 de CE_(F) telles que

n—oo

(Onyyn) — ¥

dans C,"élx,c2 (E x F). La continuité de application ¢ — ¢|4 permet d’obtenir que

(On]a,mlB) = ¢

dans C(dICmA)x(icsz)(A x B), d’ou le résultat. O

Pour une partie P de Iy x Jps, on rappelle que §p désigne I’ensemble des appli-
cations de P dans {£1} et on pose pour € € Fp

by = {z € bar | e(i, j)ou; = 0V(i, j) € P}
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DEFINITION 4.4.9. — Soit P C I'y. Pour i € Ay, on considére les applications
linéaires suivantes :
Yi - Wc(hM7d7P) — Wc(bMadaP)
b—rze ¢(x) + ¢(25i,1v(z‘) ()

et
Bi : Wc(hMadap) I Wc(bMadaP)
b—ze p(x) — ¢(;i,N(i) (z))
REMARQUE. — Ces applications sont bien définies, vérifient ~; + 5; = id et
(resp. 3;) commute avec y; et 3; pour j € Ax\{i}.

DEFINITION 4.4.10. — Pour Q C Ay, on pose

o=[1w ] 8-

i€Q  ieAN\Q

DEFINITION 4.4.11. — Pour Q C Ay et P C 'y, on note W2 (b, d, P) 'ensemble
des fonction ¢ de We.(har, d, P) telles que

¢ = ¢os;na pouri € Q
¢ = —pos;ng pour i € AN\Q

On consideére sur cet espace la topologie induite(®).

Pour ¢ € Ay, la réflexion s; n(;) se restreint en une réflexion de b ; vy que 'on
note aussi s; ;). On considere pour We.(bass,n (), d, [1, j]) les sous-espaces suivants :

DEFINITION 4.4.12. — On  consideére Wgaife(hM@,N(i),d) le sous-espace de
Cd(bar,i,N(:)) des fonctions paires en a; n(;) (i.e. qui vérifie ¢ o s; vy = @) et
WP (bara Ny, d, [i,7]) le sous-espace de We.(baring),d, [i,5]) des fonctions
impaires en a; n(;, qui vérifie ¢ o s; y) = —¢.

REMARQUE. — On a
WE(bar,d, P) = {¢ € We(bar,d, P) | 7q(¢) = o}
On a le premier résultat suivant :

LEMME 4.4.13. — Pour Q C Ay, on a l’égalité

(3)Cette topologie coincide avec la topologie de limite inductive limx VV,?(hM,d7 P) ou K est une
partie compacte de hys invariante par les s; n(j), J € AN-
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Démonstration. — On a

WC(hM; da FN\Q) C WC(hMa dv FN)?

ainsi, on a l’inclusion
We(bar, d, TN\Q) € W (b, d, T).

Soit ¢ € W2(bas,d, Tn). Pour i € Q, la fonction ¢ est paire en Q; N(7) ainsi pour
w € E(ba,d) tel que s; n(y(w) = w la fonction d(w)¢ se prolonge par continuité
sur bl;\/}v\{(i’N(i))}. Comme on a déja ce résultat par définition de We(bar,d,T'n)
pour w tel que sin(i)(w) = —w, on en déduit d’apres le lemme 4.3.5 que ¢ €
We(bar, d, T n\{3, N(4)}). En procédant par récurrence sur le cardinal de @, on obtient
le résultat. O

Les mémes arguments montrent le résultat suivant :

LEMME 4.4.14. — On a pour i € Ay,

We(bari NGy, ds [is N(5)]) = WP (has 5 niays d) & WP (bar i iy ds [, N (3)]).

Démonstration. — Pour ¢ € We(baine),d, [i, N(4)]), on peut écrire ¢ = ¢, + ¢;
olt ¢, (resp. ¢;) est une fonction paire (resp. impaire) en o; n(;). On observe que la
fonction ¢; € W™ (hari n(i), d, [i, N (i)]). Montons que ¢, € WE(bhys: v, d).
Pour w = aZN(Z.)BfVN(i) € E(bar,i Ny, d) tel que a est paire; comme ¢, est paire, la
fonction d(w)¢ se prolonge par continuité sur has; n¢;). On a aussi ce résultat pour
w tel que a est impair par hypothese ainsi ¢, € Wﬁ’aire(bM’LN(i), d). On en déduit le
résultat. O

LEMME 4.4.15. — Pour Q C Ay, [’espace

® Welbarinm@:d) © W (i Ny, d) @ WP (hari vy, ds [i, 5])

1€AN i€Q 1€EAN\Q

® Wc(hM,’iad)

€K N

est un sous-espace dense de W% (hyr,d, T n\Q).

Démonstration. — On note § I’élément de §p,\q qui prend la valeur 1 pour (4,5) €
I'n\Q. On a I'égalité

- +

= ) T baving N+ b
hM ieAMhM,z,M(z) ico bM,z,N(z) iean\Q hM,z,N(z) i€Knran h K

ou

Daring = 1% € barinG) | aing =0}
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ainsi d’apres la proposition 4.4.8, on a
(4.4.2)

chpl ) = » cd i) ® Cd NG ® Cipt = . ® Cd i
¢ (bar) “HM<JbM,Ju))EQ AhMHN(ﬂi@NVQJmeNuﬂieKM+;(mm)

On remarque que si,N(i)(hﬁ/j) = h3, pour i € Q. Notons C»?(h3,) les fonctions ¢ de
Cd(h3,) telles que ¢ o 5, N(i) = ¢ pour i € Q (i.e. ¢ est paire en a; y(;)). De méme, on
note CZP(h s ny) les fonctions de CZ(har; v(i)) Paires en a; n(;) (ie. qui vérifie
¢osinE = ¢). On déduit de I'égalité (4.4.2)

CE2b%y)
= ® Cd iWM(i)) © Cg’paire i.N(i ® CUbT, . v ® Cd i)
ichn € (bM, M ( )) icQ (bM, N ( )) ieAv\Q c (bM,z,N(z)) ieKM+NC (bM, )

On considere 'application

S WcQ(bMa d, FN\Q) - Cg’Q(b(ISV[)
On observe que cette application est bien définie. Montrons que c’est un isomorphisme
topologique. Pour i € AN\Q, on a ¢ o s; ny = —¢ et

Si,N(i)(b}?\/I) = 17717\/1
ou
. n(j)  sij#i
(7)) = { L
—n(i) sii=j
p7 = 0 implique ¢ = 0. Soit v € C2(h3,). Comme

M

On en déduit que ¢

I Int(p7,) = hoN\9,
neSry\Q

il existe une unique fonction ¢ définie sur bI;VIN\Q qui prolonge v et qui vérifie

¢ osinug = —¢ pour i € I'y\Q. On observe alors que ¢ € W(bys,d,I'y\Q). Par
construction ¢ est impaire en «; ; pour (4,j) € I'ny\Q. Comme ¢ est paire en «; ;
pour (i,7) € Q, ¢ vérifie la méme parité. On en déduit que ¢ € WL (har,d, Tn\Q).
La continuité de P’application est claire. Montrons la continuité de S~!. Soit X une
partie compacte de b‘lsw. Soit 1 une partie compacte de hps contenant KC telle que
5N (K1) = Ky pour i € Tn\Q et ¢ € W,%(f)M,d, I'n\@Q). L'application s; n ;)
induit un automorphisme d’espace vectoriel de £(has,d) que I'on note s; y(;y. Pour
w € E(har,d), on a

sup [0(w)¢(x)| = sup |0(si,n i) (w))d(x)|

zEh, thX;
ou 7’ est défini par (4.4). Ainsi, il existe une famille (wy)neg, .\, telle que

sup [0(w)o(2)]| < sup 9w, lys |

zEh M z€hyy,
neSry\Q
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On déduit que S~ est continue.

L’image par S de
® Welbarinm@y,d) © WE(bariney,d)  © WP (Bars vy, ds [i, N(i)])
iCAn 1€Q 1EAN\Q

®Wc(hM,ia d)

€K N

est égale a

® Clbarimm) © CIP (b ng ®  CHbL, i N ® Cf i)-
-y (GIVERYIO), 2 (harinG)) o (O3in) i (bars)

On en déduit le résultat. O
Démonstration du théoréme 4.4.4. — On a la somme directe topologique

Wc(bM7daFN): ©® WCQ(bM7d7FN)
QCI'n
Puis, grace au lemme 4.4.13, on obtient
Wc(bMad; FN) == &) WCQ(bMada FN\Q)
QCI'n
Pour i € Ay, on a

We(barinGys ds [i, N(0)]) = WP (s niays d) & WP (Bari N ds 6, N (3)])

d’apres le lemme 4.4.14. Cette derniere relation permet d’obtenir 1’égalité entre

@ ( ®WC(bM7i,M(i)’d).gngaire(bM,i,N(i%d) A®1<\§mp'(bM,i,N(i),d, (i, N(2)])

QCI N\ i€AM i€

®Wc(bM,i7 d))

i€KMN
et
@ We(barim),d) @ Welbamingy,d, [i, N@)]) @ Wel(bari, d).
i€AM i€AN i€EKMAN
On déduit le résultat. O
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CHAPITRE 5

PROPRIETES DE Chc
SI ¢ ET ¢’ SONT DE MEME RANG

Dans ce chapitre, on étudie sous ’hypothése que g et g’ sont de méme rang, les
propriétés locales de Chc. On considere des espaces hermitiens V et V' de signatures
(p,q) et (r,s) avecn = p+q =r+s, p < g et r < s. On conserve les notations
introduites dans le chapitre précédent et on pose I’ = {1,...,r} et J'={r+1,...,n}.
On désigne par €2’ I’ensemble des injections d’une partie de I’ dans J'. A chaque
élément N de €', on associe une sous-algebre de Cartan by de g’ et un systeme de
racines fortement orthogonales S en utilisant la construction de la sous-section 4.1.1.

Ireg

Pour N € ', on pose pour ¢ € D(g) et 2’ € hy
Che(¢)n(2') = Tz (cy' (2'))en(2') Che(e)(x')

ou ey(z') = sign ( [T aocy (@ )> et S représente le systeme de racines fortement
a€eS
orthogonales associé a IN. Dans une premiere section, on étudie les propriétés de

Chc(¢)z puis dans la section suivante, on obtient les propriétés de Che(¢)y pour
N € Q' Théoremes 5.2.4 et 5.2.5.

5.1. Pour une sous-algeébre de Cartan compacte

Dans cette section, on étudie les propriétés de Chc pour une sous-algebre de Cartan
compacte ; les résultats principaux de cette section sont le théoréme 5.1.1 (ci-dessous)
et le résultat de continuité énoncé dans la proposition 5.1.25.

THEOREME 5.1.1. — Pour ¢ € D(g), on a les propriétés

(1) Chc(p)y est une fonction lisse sur by .

(2) Pour w € Sym(hy ), la fonction O(w) Che(p)e posséde un prolongement par
continuité sur l'adhérence de chaque composante connexe de f)geg.
(3) Les relations de sauts.

REMARQUE. — Le point (3) est explicité au théoreme 5.1.30.

On adopte les notations suivantes. On considere des éléments M et N € () disjoints.
On pose 6, = 6({1,...,n}) et on désigne par L un élément de &,. On associe
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a M le systeme de racines fortement orthogonales S et la sous-algebre de Cartan
ha € Car(g). La transformée de Cayley associée & M vérifie

—iu; +v; sij € A,
-1 . L.
(CM ($))] =\ upm-1(y) +UM*1(j) sl € 1m(M),
z; sinon.

On rappelle que
BM:{CEGhM|Ui§OVi€AM}
et

0 sinon.

— {sign(VL(i))sign(Vi’) si L(i) ¢ Ay Uim(M),
Ymra) =

Dans toute cette section d et d’ sont deux entiers tels que 3 < 3d’ < d.

DEFINITION 5.1.2. — On considere les espaces topologiques suivants pour d € N
Z(b,d) = H(bg™, d) et Z(h) = H(h5™, o)
Pour une partie compacte K de h;, on pose
Zx (b, d) = Hi(hg®, d) et Zx(hy) = Hi(hs™, 00).
Pour (ig,j0) € {1,...,n}? tel que iy < jo, on note b’g(io’jo) r
{z ety |z # a9, ) € {1,....n}?% i < j et (i,5) # (io, jo)} N {wip = 5}
Pour ¢ € Z(b},d) et w € E(h,d), on pose pour ' € blg(i07j0)7

(O(w)e);, 4, (&) = limd(w)p(z" + itH) — limo(w)p(z" — itH)
0 =

espace

ou H = E;, ;, — I}, ;, représente la coracine de o = e;, — ¢j,.

REMARQUE. — L’espace Z(bly,d) (resp. Z(hYy)) est un espace de Fréchet.

On considere aussi des sous-espaces de b, auxquels sont associés des espaces de
fonctions Z. Pour p < ¢ € {1,...,n}, on pose

, o .
Do .pq = RiEpp @ RiE
Sur bl p,q: 00 considere l'espace de fonctions suivant :

DEFINITION 5.1.3. — Pour p,q € {1,...,n}, avec p < ¢, on considére I’espace topo-
logique
Z(0y p,qd) = H(bgp 4 d)-

9,p,q°

!
q

(0(w)0),,(x') = lmd(w)o(x’ +itH) — lmd(w)o(e’ — itH)
t>0 t>0

Pour w € (b, ,,d), on pose pour 2’ € by, tel que ), =z

ou H = Eyp — Eyq-
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DEFINITION 5.1.4. — Pour p € {1,...,n}, on note b, = RiE,, et on considere
Pespace topologique Z (b, ,,,d) = C4(b},).

DEFINITION 5.1.5. — Soient (4, ) € In X Jar, p, g deux entiers telsque 1 < p < g < n
et € We(haij,d, [0, j]). On considere pour ¢ € Ry et €1,e2 = %1, la fonction définie

Ireg
sur hg , , par

(b(xiv xj)

APBELERE (4 (0! o) / i - dz;dx;
i, (¢)( p q) R2 (1'1 + iteq — QL';;)(IL'] + iteg — Zi]) R

et on pose

-'Zﬁbqﬁlﬁ?’t((b)(x;;a m;) _ Aﬁ’;]’el’a%t((f))(.ﬁ/ x/) _ Aﬁ’;]’_m’_eht((b)(I/ o )

p’*q q’*'p

PROPOSITION 5.1.6. — Awvec les notations de la définition précédente, on a les pro-
priétés suivantes

(1) Pour 2’ € b8, la limite

9,p,q’
lim A5 () (a)
t>0

existe. On note la limite obtenue jﬁf’al’”((ﬁ)(x’).
(2) La fonction ﬂﬁ’]q’el’ez (¢) appartient a Z(by , . d').
(3) Si ¢ € We(baij,d, D) alors

(O(w) AP P2 (g)y =0

p.q

pour w € E(h ,, ,d').

Démonstration. — Le résultat de la proposition 3.4.13 est vrai pour ¢ €
We(Bar,i,5,d, [1,7]) et e1 = £1 sous la forme suivante :
(1) La limite
lim AD®*0 71 () (2)

t—0 »J
t>0

. / Ireg
existe pour tout 2’ € hg ) .

(2) Pour w € E(hy , . d'), 8(111);1?7’]‘7’81’71(41)) se prolonge par continuité sur I'adhé-
Ireg

rence de chaque composante connexe de b .
(3) Sige Wc(f)M,iJ,d,@) alors

(O(w) APB"Y(g)), =0
pour w € E(h 40 d)-

Pour obtenir le résultat avec e5 = 1, il suffit de remarquer que I'on a la relation
APsq:€1,€2,t AP:q,—€1,—€2,t
Apaerent(g) = Fpamrmei(g),

On en déduit le résultat. O
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PRrOPOSITION 5.1.7. — L’application linéaire
A;Z39761’62 : Wc(hM,i,ja d, [Za]]) - Z( Z,p,q° d/)
est continue.

Démonstration. — Montrons tout d’abord que pour ¢ > 0, KL une partie compacte de

. ’ Ireg c .
baryij et @ € by o la forme linéaire

ADEEEE O () Wi (barig, d, [i, 5]) — C
¢ — AP () (2!

est continue. En effet, on a

APEE R () () — / L daid,;
©J (¢)( ) R{id} (Ii +iteq — I;)(fj + iteg — f&) !

ainsi, on obtient I'inégalité

AZTE = (9 a')| < po(é) H(K)

ou M(K) représente la mesure de K. On en déduit que l'application linéaire

,Zﬁ ’Jg’al’”’t(-)(ac' ) est continue. Comme cette famille d’applications linéaires converge
simplement en t = 0 d’apres la proposition 5.1.6, on obtient que

APEEE2 (0 (@) s Wic(barig, d, [i, 5]) — C
¢ — .A;Z’;-I’Elﬁ? (9)(z")

est continue d’apres le théoréeme de Banach-Steinhaus. On considere a présent ’en-

(5.1.1)

semble

Gr = {(¢,¥) € Wi(bam,ij,d,[i,5]) X Z(0 ¢ d) | AT () = ¥}
Comme les espaces Wic(har,i,5,d; [i,7]) et Z(h% , ,,d’) sont des espaces de Fréchet,
d’aprés le théoreme du graphe fermé, il suffit de montrer que Gr est fermé pour
obtenir le résultat. Soit (¢, )n>0 une suite de Wic(har,i,j, d, [i, 7]) telle que

(5.1.2) lim ¢, = ¢

dans Wi (har,i 5, d, [4, 7]) et

(5.1.3) lim AP (¢,) = ¢

dans Z(hg pq. d, [i,5]). Pour 2’ € b5 | dapres (5.1.1) et (5.1.2), on a
lim AP (g,) (') = ADPE%2(g) ().

On a aussi d’apres (5.1.3)
lim AP7%(9,)(a') = v(a'),

n—oo
ainsi on obtient ’égalité
A () =

et G'r est un fermé. O
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DEFINITION 5.1.8. — Soient ¢ € Ay, j = M(i), p,q € {1,...,n} avec p < q et
¢ € We(bar,i5,d, @). On considere la fonction définie sur b%‘jq par

Ug, V;
Bﬁ’f(qﬁ)(x;, xy) = 2/1“@7 wier (—ii + v; qb(x;)(i;)i T %)duidvi
et on pose gg’f((b)(m;, xy) = Byl (0)(xy, xy) — B (9) (g, 7).
liROPOSITION 5.1.9. — Awvec les notations de la définition précédente, la fonction
Bf,’]q(d)) appartient @ Z(by , ,,d').
llémonstmtion. — Le résultat de la proposition 3.4.4 est vrai pour ¢ €
We(barij,d, @) sous la forme suivante. Il existe une fonction D € C%( @ .pg) AN-

tisymétrique telle que

gg’f(q&)(m’ z') = —2ir? sign(z;, — 3,)¢( 0, min(z, ;) + D(x),, ).

P g /P pr g q
V4
On en déduit le résultat. O
ProroOSITION 5.1.10. — L’application linéaire
Bf,,]q : Wc(bM,i,ja da @) - Z(b/@,p,q) d/)
est continue.
Démonstration. — Pour ¢ > 0, on considere 'application linéaire
Ujy ;)
BYA(¢) (), ) :/ : ous, - du;dv;.
1,5 (@)( P g wi<—t, iR (—iu; +v; — m;)(lui +v; — ﬂcg) e

Pour 2’ € hgﬁ’iqet K une partie compacte de hps,; ;, on observe que

[BIF46) )] < s7r0(é) 1K)

ou (k) représente la mesure de K. On en déduit que Papplication
BY (@) s Wielbarind: @) — C

¢ — B (¢)(a)

est continue. Comme Bﬁf’t(d))(x’) converge vers By /(¢)(2') en t = 0, on obtient

d’apres le théoreme de Banach-Steinhaus que

P,q (. ANE .

(5.1.4) Bi,j()(x) Wk (bari g, d, D) 4’(Cpq )

¢ — Bij()(2')

est continue. On considere ensuite 1’ensemble
Gr = {(¢,¥) € Wi(br,i5,d, @) x Z(b, .0, d') | BUf () = v}

Comme les espaces Wic(ba,ij,d, D) et Z(by, . d) sont des espaces de Fréchet,
d’apres le théoreme du graphe fermé, il suffit de montrer que Gr est fermé pour
obtenir le résultat. Soit (¢y,)n>0 une suite de Wi (has,i,5, d, @) telle que

(5.1.5) lim ¢, = ¢

n—oo
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dans Wi (har,i,5,d, @) et

(5.1.6) Jim BP (fn) = ¢
dans Z(hg p,q: d; [i,j]). Pour 2’ € b5 d’apres (5.1.4) et (5.1.5), on a

Jim_ B (6n)(@') = B (9)(x).
On a aussi d’apres (5.1.6)
lim B2 (60)(+!) = $(),

n—oo
ainsi on obtient ’égalité
BYi(¢) = ¢

et Gr est un fermé. O

Pour (i,5) € Ing x Jur et p,g € {1,...,n} tels que p < ¢, on pose tr;;,{l I’isomor-
phisme d’espaces vectoriels entre h/&p,qﬁc et bars,5,c défini par

tryy(Epp) = Ei; et trp7(Eqq) = Ej ;.

On observe que cette application induit un isomorphisme d’algebres entre
Sym(h .q.c) et Sym(hasi,j,c) qui se restreint en un morphisme d’espaces vectoriels

de E(h% . 4:d') sur E(barij,d). On a le résultat suivant avec Aet B.

PROPOSITION 5.1.11. — On considére une fonction ¢ € Wc(hM,iyj,d, [i,7]) et une
fonction 1 € We(bar41i,j1,i.5, d, @) telles que

<8(w)¢>i,j = i0(ci,j(w))Y

pour w € E(Oar,i,5,d) (cf. Définition 4.8.6). On a alors pour p,q € {1,...,n} tels que
p<qetwe E(b’g,p,q,d’)

(O()BL (9) + D) AT (9)),,, = 2ler + ealm® (Ot (w)) @), o try

p,q*

Démonstration. — D’apres la proposition 3.4.14, on a
(DW)BPI () + A(w) AP~ (), = 22 (1 + )(D(trd (w))g),, o i
pour w € (5, 4 d'). On a ensuite les relations
BYJ (@) = =Bi(), ALPH(@) = AP0 (@)

On note W le conjugué de w € Sym(hy , . ). On obtient

(O(w) B () + 0(w) AL (9)), . = (Q@)BLI (=) + (@) AT =71 (@),

=27%(1 +¢)(0 tri? (w ¢);jo© trisd
On en déduit le résultat. O
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DEFINITION 5.1.12. — Soit j € Iny U Jar, ¢ € Welbaj,d), t € Ry, e = £1 et

p €{1,...,n}, on considere la fonction définie sur b, , par
;)
Cp,a,t x/ _ / ¢( J dox..
7 (¢)( p) R xj + It€*l’;) J

PROPOSITION 5.1.13. — Awec les notations de la définition précédente, la limite

li p,s,t

lim €5°7(¢)

>0

existe ; on note la fonction obtenue C;”E(d)). Cette fonction appartient a Z(by ,,d').

Démonstration. — Pour t > 0, on a
b(x5) -
/R mmcj =— Rln(:ﬂj + ite — a,)¢' () dx;
On en déduit que
: €5t
lim €24 (9)())

existe et on a
Cre(e)(xy,) = f/Rln lzj — ap|¢' () da; — iemg(x),).

On observe alors que la fonction Cf’e(qﬁ) appartient & Z(hy ,,d—1) donc en particulier
Z(hg ). O

PRrOPOSITION 5.1.14. — L’application
C?’E : WC(hM,iad) - Z( /Q7p7d/)
est continue.

Démonstration. — Soit K (resp. K') une partie compacte de has; (resp. by ), une
fonction ¢ € Wic(har,j,d) et » < d'. On a alors

CPe () (ay) = — /R In fzj — ap| "V (2;)da; —iemd™ (a,).
On en déduit les inégalités

sup [CP°(¢)") ()|
z, €K’

< sup/
I%E’C/ lez;)

g /
K—-K’

qui permet de conclure. O

dz; swp |00 (@) +7 sup |6 (a;)

z;€hM,; z;€hM,;

In [,

dz; sup [0V () +7 sup |60 (a;)

EZISLBY S z;€hM,;

In [a;]
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On consideére les parties de {1,...,n} suivantes :

Inp={ic{l...on} |LG) € Ansy  Jarp = {i € {1,....n}| L(i) € im(M)}
Inp={ie{l,....,n} | L(i) € An} Inp={ie{l,...,n}| L(i) € im(N)}
I =L (Inan) Junr =L (Juin).

D’apres les définitions de Inr,1 et Jarr (vesp. In .z et Jn 1), Vapplication L™ oMo L
(resp. L= o N o L) définit une bijection de I/ 1, dans Jysp, (resp. de Iy, 1, dans Jy, 1)
que T'on note My, (resp. N1).

Pour une bijection L € &, on note & n,1, le sous-groupe du groupe symétrique
S, engendré par les transpositions (i,]/\iL(i))iE[MYL et (4, ]I\\TL(i))ie[NWL. On considere
alors sur ’ensemble &,, la relation suivante :

L~y n L' siil existe 0 € Gy oy, 1 tel que L' = Lo.
LEMME 5.1.15. — La relation ~p; n est une relation d’équivalence.

Démonstration. — 11 suffit pour cela de montrer que L ~j v L' entraine Sy n 1 =
G, n,1- On observe tout d’abord que

o(Im,p)=Imp et o(Inrp) = InL.
Puis, pour % € Ips 1/, on a
L' o Mp/(i) = Mo L (i)
ainsi, comme L’ = L o o, on obtient
Looo My oo (i) = Mo L(i)

pour ¢ € Ips 1. On en déduit que

ocoMj oot =M.
De méme, on a

JONiOU_l :]/\\TL.
Comme o € &y N,1, on en déduit 1'égalité

GuNL=6MmNL- O

On note ZM7 ~ la classe de L. Chaque classe possede un unique élément L qui vérifie
i< Np(i)Vie Iny et i< Mp(i)Vi € In.L

que 'on appelle 1’élément principal de la classe. On note ’ensemble des éléments
principaur de ~p n par Pr(M, N). On rappelle que £(L) désigne la signature de L
pour L € G,,.
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DEFINITION 5.1.16. — Pour ¢ € W,.(bas,d, Ins x Jar), on pose pour =’ € hiz et
t>0:

Ru@@)= Y [ e
M M

L:{1,...,n}—{1,...,n} j€{l,..,n}

Si N € Q est disjoint de M, on pose pour ¢ € W.(har,d,T'n)

¢(x)
vz @6 = 3 =) [ - — da.
M,N,Ly, N L/g}/LN b je{ll_[ n}(ch (x)L’(j) + 'tyI\L/IL/(j) — l‘;)

¢(x)

L) + ityl\L/IL(j) - j)

dx,

On montre tout d’abord un lemme de continuité ponctuelle.

LEMME 5.1.17. — Pour ¢ € We(ba,d,T'n), N € Q tel que Ty C Ing X Jp et
x' € h® la limite

ot

th_r% TMyNszYN((b)(II)

>0

existe; on note cette limite Ty, n 7, (#)(2"). De plus, la forme linéaire
Wc(bMadarN) —C
¢r— TM7N7ZM’N(¢)(QCI)

est continue.
Démonstration. — En utilisant les arguments utilisés au chapitre IIT (p.56), on
montre que la limite

. t /

tlg% TM,N,ZMYN((’ZS)(:E )
existe pour ¥’ € h3°®. Montrons maintenant la continuité de 'application ¢

Tr1 N T n (@)(@). Soit K une partie compacte de hus et ¢ € Wic(har,d,I'n). Pour
t>0, on a

p(x)
5 — — —dx
bar [licqr,..ny(car (@) + YN L) — )
1
<nir) [ . — i sup [6(7)|
K Hie{l,m,n}(ch(I)L/(i) + ItyIML’(i) — ;) TEhM
On en déduit que pour ¢t > 0, 'application
Wc(bMadarN) —C
6 Tl v p, (D)
est continue. Le théoréme de Banach-Steinhaus permet de conclure. O
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PROPOSITION 5.1.18. — Pour ¢ € We(har,d, Tn), N € Q tel que Ty C Ing x Jpy ™,
on a les propriétés suivantes :

1) La limite lims—o R} 2') ewiste pour ' € Tee ot définit une fonction notée
M I
t>

R (P) qui appartient o Z(hly,d').
(2) L’application
RM : Wc(hM,d,FN) — Z( lg,d/)
est continue.
Pour démontrer cette proposition, on a besoin de nouvelles définitions. On fixe
M,N € Q disjoints et L. On pose Ky n.r = Iv.n,p U Jy,n,p. Soient P C Iy g,
Q C Iy et R C KN,z On considere I'espace vectoriel suivant :

5.1.7 =@ gNoL(i) @ b o - @
(5-17) bro.r= Shu.ra).NoL %erN,L\JE)WNL(” RRLRAORIEAT)

! I
= . D i 57 ;.
iGIM,L\C?z’l’ML(z) 1ER bM’L(?GKM,N,L\?:igJ
Pour i € P laréflexion sy,(;) nor ;) définie sur has 1(5), Nor(s) 8'étend en une réflexion de
bp,q,r suivant la décomposition ci-dessus que I’on note sy,(;), vor (). Cette application
induit un automorphisme de Sym(hp.g rc). Sur 'espace vectoriel hp g r, on a les
coordonnées
(Tr@))ier, (TNoL))iePs (T3)icty \P> (ﬂflﬁL(i))ieIN,L\P, (wi)ieq, (vi)ieq
et / / /
(mi)iEIM,L\Q’ (ZA’ZL(i))iEIM,L\Q(:L'L(i))iGRa (xi)ieKM,N,L\R'

On considere 'ouvert de hp,g,r

OP’Q’R = 9 hreg Ireg

&M L) NoL (i) ) @Q Oar,L(i), MoL(4)

5] P
icly L \P 2:6NL() e
Ireg /
i€ln, L\ Q YLVIL(Y) 4eR €K n N, L\R

DEFINITION 5.1.19

(1) Une partie A de hp,r est dite décomposable si il existe des parties K; pour

1€ IN,L @] IN,L @] KM,N,L telles que
A= X K:l
i€In,LUJN, LUK M N, L

suivant la décomposition (5.1.7). Pour i € In UIn UK N L, o0 appelle K; la jeme
composante de A que 'on note A;.

(2) Une partie A de hpg r décomposable est dite adaptée si il existe des parties
compactes K; pour i € PUQ U R respectivement de s 1.¢:),NoL(s)> D, L(),MoL(i) €t
Bar, L) telles que

A: @K:l X

/ / /
oo x Ko o x x Ki % by,
ieP eIy, \P 20N ieq "

iGIM,L\Qz’i’ML(i) 1€R €Ky N, L\R

(1) Cette hypothese équivaut a M et N disjoints.
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NOTATIONS. — Pour une fonction ¢ € H(OP? % d), on consideére les propriétés sui-
vantes :
(1) Pour i € Q, on dit que ¢ vérifie la propriété (P;) si ¢ est paire en u;.
(2) Pouri € Ax et j = N (%), on dit que ¢ vérifie la propriété (.5; ;) si (O(w)@)
des que s; ;(w) = —w.

ij 0
DEFINITION 5.1.20. — Soient S € P C Inyg, T C Q C Iy et R C Kyon,L
Sur l'ouvert OF@F on considere le sous-espace (P, Q, R, S,T,d) de H(OP@F d)
constitué des fonctions ¢ a support dans une partie adaptée de hp g r qui vérifient
(P;) pour i € T et (S; ;) pour ¢ € L(S) et j = N(i). Pour une partie adaptée A de
hrq,r, on note Fa4(P, Q, R, S,T) le sous-espace des fonctions & support dans A et on
considere sur cet espace la topologie définie par les seminormes

Pr.w(9) = sup|d(w)e(z)|
ze

ol K est une partie compacte de A et w € Sym(hp,g,r,c) de degré inférieur & d. On
considere sur §(P,Q, R, S, T, d) la topologie inductive lima Fa(P, Q, R, S, T, d).

On pose pour i € Pet j € Q

$(P,Q, R,d) = 3(P,Q, R, P,Q,d),
8i(P,Q, R, d) = (P, Q, R, {i},2,d),
8;(P,Q, R,d) = 3(P,Q, R, 2,{j},d),

et §o(P,Q,R.d) = §(P,Q,R,2,2,d)

Si A est une partie adapté de hp g r, on observe que Fa(P,Q, R) est un espace de
Fréchet et que 'on a les égalités d’espaces topologiques suivantes

SUn,L, INL Kmonn,d) = Welba, d,Tn) et §(2,9,9,d) = Z(hy, d)
REMARQUE. — On a les inclusions d’espaces topologiques
S’(P’ Qa Ra d) — S’L(Pa Qa Ra d)a
S(Pa Q7 Ra d) — 3](P7 Qa R7 d)7
3(P5Q7R)d) — 3Z(P;Q,R;d)-

Ni,ﬁL(i) ,—sign(V}/),sign( V]LV )
. . . s . . i TR KN
Pour i € P, on souhaite étendre l'application AL(i% NoL(3) a

F(P,Q, R, d). Soit x € OP@F_On écrit alors x = x1 + x5 ot 71 € b;f[gL(i) NoL(i) €t
ro appartient au complémentaire de Bz, 1,(i), Nor (i) Suivant la décomposition (5.1.7).
On note ¢(. + x3) Papplication définie sur b;f[gL(i) Nor(i) PaT

o(. + x2)(a) = d(a + x2).
On observe que ¢(. + z2) appartient & We(bas, £.(5),NoL(i)s &, [L(i), N o L(i)]), ainsi

~i,ﬁL(i),fsign(Vi'),sign(V'A o)
AL(i),NoL(i) MO (@ 4 12)) (21)

€T —
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est une fonction définie sur OF M@ R On note cette fonction
,vi,NL(i),—sign(V{),sign(V]LV (7’))
L(i),NoL(i) ().
LEMME 5.1.21. — Pouri € P et ¢ € F(P,Q,R,d), on a

~i,ﬁL(i),fsign( Vi'),sign( VL ; ) .
ALy NoL(i) YEON(9) € F(P\{i},Q, R, d)
et Uapplication linéaire
—i,N 1, (i), — sign( V!),sign( V%

N 1) . ’
'AL(i),NoL('L') Lt (¢) : g(P7 Qa R7 d) — S(P\{Z}V QaRa d )

est continue.

Démonstration. — Soient A une partie adaptée de h(P,Q, R) et B la partie adaptée
de h(P\{i},Q,R) telle B; = A; pour j # i. On considere ¢ € F; a(P,Q,R,d).

~4,Nr (i),— sign(V;),sign(Vg )
Montrons que AL(i)LNoL(i)g D (¢) appartient & §z p(P\{i},Q, R,d). On

observe tout d’abord que

A,i,]vL(i),fsign(Vi'),sign(VL o)
Supp <AL(1.),N0L(1.) M@ (<z>)> CB
Soit w = wiwy € Sym(hp\3y,0,r) de degré inférieur a d’ avec wy € Sym( I@,z‘,ﬁL(z‘),C)

/
@,i,NL (i)
le lemme 5.1.7, il existe une famille (v;)1<j<m de Sym(bar (i), NoL(s),c) de degré au

et wy indépendant de z; et x No(i): Soit K une partie compacte de b . D’apres

plus max(3, 3 deg(wy)) telle que

,J,]?]L(i),fsign(Vi'),sign(VL o)
(518) sup 8(w1)AL(i),NoL(i) A (w)(x)

ze

< sup |9(v))y(x)]

1SjSm,zeA;

pour tout ¢ € We(bar,£(s),NoL(s), d, [L(i), N o L(i)]). On observe ensuite que
¢(. +x2) € We(bn,L(iy,NoL(i), d, [L(), N o L(3i)]).

En considérant I'inégalité (5.1.8) pour ¢ = ¢(. + x2), on obtient que

~i,ﬁL(i),fsign(V,f),sign(V'A o)
Owi) AL Nor (i) T ()

se prolonge par continuité sur 'adhérence des composantes connexes de OP@F dans
hp.g,r. Supposons que deg(ws) > 0. Soit v # 0 appartenant au complémentaire de
D ar,L(i),NoL (i) Suivant la décomposition (5.1.7). Comme

o+ 22 + tvt) —o(+a2) O(v)d(. +2) =50

dans We(bar, (i), NoL (), d, [L(7), N o L(7)]). On en déduit que

A,i,]?]L(i),fsign(Vi'),sign(VL o)
a(vwl)AL(i),NoL(i) Mo (¢)(x)
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existe pour € OP@ % de plus, on a I’égalité
~i,N 1, (i),— sign( V/),sign( V4 o)
a(vwl)AL(i)yNoL(i) Mo ((b)(lﬂ)
i, N1 (i),— sign( V/),sign( V4 »)
= 8(w1)AL(i),NoL(i) M@ (8(U)¢)(x)

On en déduit par récurrence sur le degré de wy que

~i,Np, (4),— sign( V/),sign( V4 o)
O(w) ALy Nor(i) MO () ()
existe pour z € OP@ % de plus, on a 1'égalité
~i,ﬁL (i),— sign(V/),sign( V% ; )
O(w) ALy Nor(i) MO () ()
~i, N, (i),— sign( V) sign(V% )
= 6(w1)AL(i),NoL(i) MO B(w2)9) ().

On obtient ainsi

—i,N 1, (i),— sign( V/),sign( V% o) .

ALy NoL(i) Me9(¢) € Fo.8(P\{i},Q, R, d)
Soit K une partie compacte décomposable de bp\ (1.0, r de i*™e composante K’ et K
la partie décomposable de hp g r telle que K7 = K pour j # i et K] = A;; on a alors
I'inégalité

SUP|8(w)AL(i),NoL(i)¢(x)| < sup [O(wa2v)d()|.

zek zek”
1<G<m

Ainsi, les applications
S:iyA(Pa Q,R, d) I %’Z,BA(P\{Z}a Q,R, dl)

~i,Nr (3),— sign(V/),sign( V- i )
¢ — ALy NoL() R

et
gi(Pa Qa R) d) — 31(?\{2}7 Q) Ra dl)
~4,Nr (3),— sign(V/),sign( VL% ; )
¢+ 'AL(i),NoL(i) MO (g)
sont continues. Soit ¢ € F(P,Q, R,d). On rappelle que 'on a linclusion d’espaces
topologiques
‘S:(PaQaRa d) C 'S’L(P)Q7R’d)
De plus, on observe que
i,Np,(4),— sign( V/),sign( VL (i))
'AL(i),NoL(i) T (9)
appartient & F(P\{i},Q, R, d’). Comme la topologie de F(P\{i}, Q, R, d’) est la topo-
logie induite de §Fz(P\{i},Q, R,d’), on en déduit que I’application
‘S:(Pa Qa Ra d) I %’(.PA\{Z}, Qa R7 d/)
~i,Np (i),— sign(V}),sign( VL (i))
L(i),NoL(i) T (9)

¢ —
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est continue. Le lemme est démontré. O

On souhaite étendre EZ?:I)LJ(&L(Z) aF(P,Q,R,d) pour i € Q. Soit x € OP@F, On
écrit alors x = x1 + 2 ol 1 € b, 1.(5),MoL (i) €6 T2 appartient au complémentaire de
Bas,L(i),MoL(s) Suivant la décomposition (5.1.7). On note ¢(.+ x2) I'application définie
sur bM,L(i),MoL(i) par

o(. +z2)(a) = ¢(a + x2)

On observe que l'application ¢(. 4 x2) appartient & W, (bas,£(s),m0L(s), d, D),ainsi

NiJ/\Z .
i Byt (@0 + ) (21)

est une fonction définie sur OP@\HE On note cette fonction

i, M (i)
BL(i)L,MoL(i) (¢)

LEMME 5.1.22. — Pouri € Q et ¢ € §(P,Q, R,d), on a

=i My (i .
By inw (9) € 5(P,Q\{i} R, )
et Uapplication linéaire

By (9)  S(P.Q, R, d) — F(P,Q\{i},R.d)

est continue.

Démonstration. — Soit A une partie adaptée de hp g r et B la partie adaptée de
br,qQ\(it,r telle que B; = A; pour j # i. On considere ¢ € §;(P,Q, R, d). Montrons
que la fonction EZL%LI(VZI)OL(Z) (¢) appartient & §z (P, Q\{i}, R,d). On observe tout
d’abord que

My (i)
Supp (BzL(i)fMoL(i)(d))) cB
Soit w = wiwz € Sym(hp,o\(i},r) de degré inférieur a d' avec wy € Sym(h’aiﬂL(i),C)

et wo indépendant de z; et TR, (i) Soit K une partie compacte de b’ . D’apres

i @,i, My (i)
le lemme 5.1.10, il existe une famille (v;)i1<j<m de Sym(har, i), moL(i),c) de degré au
plus max(3, 3 deg(wy)) telle que

(5.1.9) sup 6(w1)gggf§ﬁw)(w)(x) < sup [0(vy)d(2)

zek 1<jsm, ze Ay

pour tout ¥ € We(bar, i), MoL (i), d, D). On observe ensuite que

&(. + x2) € We(bar, (i), MoL (i), d> D).

En considérant 'inégalité (5.1.9) pour ¢ = ¢(. + x2), on obtient que

O(w1) By Ao (@ + )
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se prolonge par continuité sur l’adhérence des composantes connexes de OP@FR
dans hp g r. Supposons que deg(wz) > 0. Soit v appartenant au complémentaire
de Bar,1(i),MoL(s) Suivant la décomposition (5.1.7). Comme

6+ 2 +“’t) — L) p)g(. +a) 00

dans We(bar, (i), MoL(s), d, D). On en déduit que

O(vw1)By A ) (0) (@)

existe pour € OP@ % de plus, on a I'égalité

z,J/\Z : z,J/\Z i
D(vwn)By A iy (9)(@) = B(w)BE (A ) (0(0)6) ().
On obtient par récurrence sur le degré de wy que
=i My (i
O(w)By 5 A o0y (0) ()
existe pour € OF@ 1 de plus, on a I’égalité

D(w)By 0 L o (0)(@) = Dwn) By (e 1 oy (O(w2) ) (x).

Ainsi, on a

Byl | (6) € Fa(P\[i}, Q. Rod).

-eme

Soit K une partie compacte décomposable de hp\;},0,r de i composante K’ et "
la partie décomposable de hp g, r telle que K7 = K pour j # i et K} = A;; on a alors
I'inégalité
i, My, (i
sup|A(w) By Ao #@)] < sup [0(wav;)é(x)].

zeC zek”
1<G<m

Ainsi, les applications

Si,A(P; Q,R, d) - Sﬂf(Pv Q\{Z}v R, d/)
b — Bzé\f)fﬁlL(i)(¢)
et
'S’L(P) Qa Ra d) — S@(Pa Q\{Z}v Ra d/)

i, N (i)
¢ — BL(i)L,NoL(i)(d))
sont continues. Soit ¢ € F(P,Q, R,d). On rappelle que 'on a 'inclusion d’espaces
topologiques

g(P7QaR7 d) C Sl(PaQaRad)

De plus, on observe que

4, Mp (i)
BL(i)L,MoL(i) (¢)

appartient & F(P, Q\{i}, R, d’). Comme la topologie de F(P, Q\{i}, R,d’) est la topo-
logie induite de F& (P, Q\{:}, R,d'), on en déduit que l'application
S(Pa Qa Ra d) — 3’(5@\{2}, Ra d/)
i M (4)
¢ r— BzL(i)fMoL(i)((’b)
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est continue. O
On souhaite ici aussi étendre CE&;ign(v’!) a §(P,Q,R,d) pour i € R. Soit x €
OPQ:R_QOn éerit alors x = x1 +x2 olt 21 € Bar,L(i) et T2 appartient au complémentaire
de bz, ;) suivant la décomposition (5.1.7). On note ¢(.+x2) I'application définie sur
bM,L(z’) par
O(. + z2)(a) = d(a + 22)
On observe que I'application ¢(. + 22) appartient & We(bas, (), ainsi

z— Cp Y (. + 22)) (1)

est une fonction définie sur OP@B\} | On note cette fonction

i,— sign V%'
CL(i) g ( )((b)

LEMME 5.1.23. — Pouri € R et ¢ € F(P,Q, R,d), on a
i (9) € 3(P.Q.R\{i}. )
et Uapplication linéaire
i = (9) : §(P.Q. R, d) — F(P.Q,R\{i}.d)

est continue.

Démonstration. — Soit A une partie adaptée de hpg r et B la partie adaptée de

bpq r\{i} telle que B; = Aj pour j # i. On considere ¢ € §4(P,Q, R,d) Mon-

trons que la fonction CE&;ign(v’!) (¢) appartient & Fo (P, @, R\{i}, d). On observe tout

d’abord que
i,— sign(V/
Supp (CzL(i) i )(qb)) CB

Soit w = wiwz € Sym(hpq, r\{i}.c) de degré inférieur & d’ avec w1 € Sym(by ;)
et wy indépendant de x;. Soient K; une partie compacte de by ;) et K une par-
tie compacte de by, ;. D’apres le lemme 5.1.14, il existe une famille (v;)1gj<m de
Sym(bas,L(i),c) de degré au plus max(3, 3 deg(wy)) telle que

(5.1.10) sup [0(wn)Cy 5 D W) @) < sup [0 (@)]

zeK 1<j<m,zek;

pour tout ¢ € We(har, (), d). On observe ensuite que

(. + x2) € We(bar, i), d)-

En considérant I'inégalité (5.1.10) pour ¢ = ¢(. + x2), on obtient que

D(wn)Cy = (g( + )
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se prolonge par continuité sur 'adhérence des composantes connexes de OF@F\i},
Supposons que deg(wz) > 0. Soit v appartenant au complémentaire de by, 7,(;y suivant
la décomposition (5.1.7). Comme

G+ 32+ “;) — L) p)g(. +a) 00

dans We.(baz, iy, d). On en déduit que
i,— sign(V/
A(vw)Cy " (0) ()
existe pour € OP@ % de plus, on a I'égalité
i,— sign(V/ - i,— sign(V/
O(vwn)C; " () (@) = O(w1)Cy Y ((0)9) ().
On en déduit par récurrence sur le degré de wy que

o(w)Cy i, (@)(w)

existe pour € OF@ 1 de plus, on a I’égalité
i,— sign(V/ - i,— sign(V/
A(w)C " (0)(x) = Bwn)Cy BV (0(w2) ) (x).

Ainsi, on a

Ci,&)sign(V{)((b) c SQ(P,Q,R\{i},d/).

Soit K une partie compacte décomposable de hp o r\ iy de i*™me composante K’ et K

la partie décomposable de hp,q,r telle que K7 = Kj pour j # i et K = A;; on a alors
I'inégalité
i, — sign( V]
sup|D(w)Cp " o ()| < sup [0(wav)) ().
zeK zek”
1<jsm

Ainsi, les applications
$2,4(P,Q, R,d) — Fo,5(P,Q, R\{i},d’)
6 — Cpy (o)
et
$o(P,Q, R,d) — $o(P, Q, R\{i},d)
6 Cry ()
sont continues. Soit ¢ € F(P,Q, R,d). On rappelle que 'on a 'inclusion d’espaces
topologiques
$(P,Q,R,d) CFa(P,Q, R,d).
De plus, on observe que
i e
appartient & F(P, Q, R\{i},d"). Comme la topologie de F(P, Q, R\{i},d’) est la topo-
logie induite de (P, Q, R\{i},d'), on en déduit que lapplication

3(P,Q, R,d) — (P, Q,R\{i},d)

i,— sign Vi’
¢ r— CL(i)Sg ( )(¢)
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est continue. O
Démonstration de la proposition 5.1.18. — On rappelle que 'on a 1’égalité d’espaces
topologiques

We(brn, d,T'n) =3I, Iy, Kniyn,z, d).

Soit A une partie adaptée de hys, donc en particulier compacte. On considere une
fonction ¢ € Wy (bas,d,T'n). Pour L € G, on a I’égalité suivante

(5.1.11) — oz) - —dx
bar [licqr,ny (€ar ()i + YNy 1) — 70
i i () i,NL(z), sign(V}), 31g11(VN (l)
H Bl ) MoL () H ALy NoL () HRMNL(¢)
i€In, L i€IN, L

ou
Ry np(d) = H Cz’islgn (¢)
1€K M, N, L
et J] représente la composée des applications. On suppose maintenant que L €
Pr(M,N) et on somme lexpression (5.1.11) sur les éléments L' de la classe de L
pondéré de la signature €(L’), on obtient :

Ty N T (@)

- 3 ) ¢z) da

1 . ’
L'€Tarn bar [lieqr,...ny(car (@W)ra) + ItyIML’(i) — ;)
WM ~z NL(z),—Slgn(V ),sign(V4 ;
(5.1.12) = H B z)L]\yo)L (4) L(z ,NoL(4) i @) HRMNL
i€ln, L i€In, L

olt la définition de R}, y 1 (¢) est inchangée et ne dépend que de L. Montrons que
lon peut prendre la limite en ¢ = 0 de 'expression (5.1.12). Soit (f,)nen une suite
de réels strictement positifs de limite nulle et K une partie compacte décomposable
de bar. Soit © € by (= b e.2), on remarque que b est décomposable ; pour i €
In.r Ulnp UKy L, on note x; € by, ; tels que x = Y x;. D’apres le théoreme de
Banach-Steinhaus, les familles de formes linéaires

i,N (i),— sign(V/),sign( Vi (i))otn

) i i) )otn i,— si n(Vi'),tn
(AL(iLNoL(i) (')(xi))neN et (CL(i) ) (')(M)

sont équicontinues respectivement sur les espaces Wi, (bas,n(),NoL() & T'v) et
Wi, (ba, L), d). Cela permet de montrer que la famille de formes linéaires

neN

~ i, NL(1),— sign(V}),sign(V%

H Bg(iwLI\/(Ilc?L(z H AL(z),NoL(z) i (7) HRMNL

i€ln, L i€IN, L neN
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est équicontinue sur Wi (har, d, I'y). On en déduit que

(5.1.13) hm T[\t/l NTar (@)
v () ~ N1, (4), — sign(V}'),sign(V- @
H BZ(z) LI\/IoL(z) AL(I),NOL(I) w HRM N,L(®)-
’LEIA[L 7«€IN,L

On note cette expression 7, Tar v (¢). D’apres les propositions 5.1.7,5.1.10 et 5.1.14,
on obtient que Ty, y 7, . (¢) € Z(hy,d’) mais aussi que I'application
TM,N,ZM,N : WC(hM7 d7 FN) B Z(h§37 dl)
¢ Ty N T n (9)

est définie et continue. Il reste ensuite a observer que

ZMNLMN )

ol la somme s’effectue sur les classes d’équivalences de ~j7, x. Comme 7T, T €St

continue, R est aussi une application continue. O
COROLLAIRE 5.1.24. — Awec les notations du lemme précédent, on a pour ¢ €
Wc(bM; da FN)

(5.1.14) TM,N,EM,N(@
i (%) ~1 NL(z),—blgn(V ), 31gn(VA (w
H BL(z LIVIoL(z H A L(i),NoL(i) HRMNL
ZEI}\/I L ZEIN,L
et Uapplication
Wc(bM7 d7 FN) — Z(blg7 dl)
¢ — TM,N,fM,N (¢)
est continue.

REMARQUE. — Les [] représentent la composée des applications.
Démonstration. — Cette égalité découle de I'égalité (5.1.13). O
Le résultat suivant montre les points (1) et (2) du théoréeme 5.1.1.

PROPOSITION 5.1.25. — Pour ¢ € D(g), on a les propriétés suivantes :
(1) La fonction
a' € h® —— Che(d)o(a’)
appartient ¢ Z(hly).
(2) L’application

D(g) — Z(b%)
¢ — ChC(¢)g

est continue.
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Démonstration. — Pour M € (), on rappelle que ¢p; est Uintégrale invariante de
Harish-Chandra de ¢ € D(g). On considere d,d’ € N tels que 9 < 3d' < d.
D’apres la proposition 4.3.12, ¢p; appartient a Wc(hM,d, Ing x Jpr). Pour chaque
N € Q(Iy U Jur), il existe une application continue

oan  WelOar,d, Ing X Tar) — Welbar, d,Tw)
telles que

E : UM,N = ZdWc(hA17d1]]WXJ]W)
NEQ(IMUJM)

d’apres la proposition 4.3.14. D’apres la proposition 4.1.7, on a en prenant p = 0

Cy.q )
Che()sr) = S S i [ vh(o)

1q!
p-q: (M,L)EQXG,

ainsi on a la relation pour z’ € h5® et ¢ € D(g)

(5.1.15) Che(d)o(2) = Cp o > Rar(dnmr).
MeQ

ou Cy v = (—1)"("71)/2%%9!—'. D’apres le corollaire 2.2.2, on a

Om

II (CX/[l (I)L(i) + ity]@L(i) —x7)
i€{l,...,n}

Vi (@) = (1) 2e(L) fin -

On obtient ainsi I'égalité

S [ vhaa(@) = (02 ST Ry (o (ow))
Meq Vb €
LeG, NeQIpUJdar)

ainsi d’apres le lemme 5.1.18, on sait que

i S [ (@)
t—0 b4 e
M,L M

existe et définit une fonction qui appartient & Z(hj,d’). On obtient le point (1)
puisque que ’on peut prendre d’ aussi grand que 'on veut. Comme les applications
v, N et Ras sont continues d’apres les propositions 4.3.14 et 5.1.18, on en déduit le
point (2). O

Relations de sauts. — On souhaite a présent calculer les relations de sauts et ainsi
expliciter le point (3) du théoréme 5.1.1. Pour cela, on aura besoin de considérer
certains des objets introduits jusqu’ici dans un cadre plus général. On notera par
exemple hy, o pour désigner la sous-algebre de Cartan diagonale compacte du sous-
groupe G(V7) si V7 désigne un sous-espace de V. On mettra en indice ou en exposant
les sous-espaces de V et V'’ auxquels sont associés les objets pour lever ’ambiguité.
On note pour des ensembles finis A et B, Q(A, B) l'ensemble des injections d’'une
partie de A dans B. Pour (a,b) € {1,...,n}?, onnote V,, ={z € V | 2, = 2, = 0},
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de méme pour V’. La restriction du produit hermitien de V' & V, 5 est non dégénérée
ce qui permet de considérer le groupe G(V, ). Dans un premier temps, on calcule le
saut de Ryys.

PROPOSITION 5.1.26. — Pour ¢ € VNVC(bM,d,IM x Jum), to,jo € {1,...,n} avec

iO < jo et w e 5( /z,ig,j[)’d/)’ on a
(8(w)RM(¢)(fEl)>i0,jo
. . Va,]VI a 7V7,/ Ni 1R10,J0
= 3 (et OR G 0w (DB (), )
a€hyy

ot Va,b, Vi ~i0,j0,— sign( V. ),sign(V/
+ Z (71)10+Jo+a+bRva 0+90 ((a(w)Aa?bjo gu(Vi, ) sign( JO)(¢)>io,jo>

(a,b)eIMXJM
ot My désigne la restriction de M a Ap\{a}. Pour démontrer cette proposition, on
a besoin de deux lemmes. On fixe un couple (ig, jo) € {1,...,n}? avec ig < jo, N € £
tel que M et N soient disjoints, L € Pr(M,N) et ¢ € We(hp,d,T'n). On considére
les deux parties de {1,...,n}? suivantes
Carr = {(i,5) € {1,...,n}? | i € Ins.p, et M(i) = 5}
Tnr={(,7)€{l,...,n}2 i€ lnp et N(G)=j}.

Comme L € Pr(M,N),onai < jsi(i,j) € T'arp UTw, 1. On considere le sous-espace
WM,N de WC(bM? da FN) égale a

(5.1.16)
24 Wc j '7d & WC j 'ada .aN j o2 Wc '7d'
2 (Barj s d) B (harj.n()» d, 13, N(G)]) setns Bt (bar,j, d)

On sait d’apres le Théoreme 4.4.4 que Wy n est dense dans We(har, d, T' ).
LEMME 5.1.27. — Pour (ig,jo) ¢ Tm,e UTN,L et ¢ € We(ba,d,T'n), on a

QW) Tys N, Zag (D)) o = 0

Démonstration. — Pour a2’ € b’g“’jo), en utilisant le lemme 5.1.21, on observe que
I’application
Wc(hM,d,FN) — C
0,0, — sign(Vy),aign(Vy ) p
¢ — (O(w)A, (©)) 0,5, (')

est une forme linéaire continue. Pour ¢ € Wy v, on a

o= X ®;
JEAMUANUIN A NUT M4 N
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suivant la décomposition 5.1.16. D’apres le corollaire 5.1.24, on a

TM,N,ZM N (¢)

~ M(z ~’L N(@i),— sign(V}),sign( Vﬁ( 5 i,— sign( V] )
H BL(@) MoL(%) H L(i),NoL() H CL(’L) ¢)
1€ML i€In, L i€y, N,LYUJIM, N, L
~i,N (i), — sign( V/),sign( V.
— (L < Bz M (2) ; < A N(z) ;
( )iEIM,L L(i),MoL(%) (¢ ) icln.s L(i),NoL(%) (¢ )

i,— sign V%'
Cros ™) ().

D’apres les propositions 5.1.6, 5.1.9 et 5.1.13, cette fonction ne possede des sauts

i€ly N, LUJM N, L

que sur les hyperplans

{I’i = I]\/Z(i)}iEIM,L et {I’i = xﬁ(i)}iEJM,L'
Comme (ig, jo) ¢ I'amr, UT N1, on en déduit le résultat pour ¢ € Wy n. On obtient

le résultat pour ¢ quelconque en utilisant la densité de Wiy n dans We(bar,d,I'n)
(Théoréme 4.4.4) et la continuité de 7y, y 7, . (corollaire 5.1.24). O

LEMME 5.1.28. — Pour (a,b) € Ins x Jpr tel que b # N(a) et ¢ € We(hn,d, T'n),
on a
~io o, sign(V}, ) sign(Vsq)

(0(w)Ay; (6))i050 = 0.

Démonstration. — Comme les dérivées de ¢ ne possedent pas de saut suivant I’hy-
perplan {z, = 23}, on a le résultat d’apres le point (3) de la proposition 5.1.6. O

Démonstration de la proposition 5.1.26
Si (i0,J0) ¢ Tar, U N 1, on a d’apres le lemme 5.1.27

<6( ) MNLMN(¢)>1'0,]'0 =0

Si (i0,jo) € T'm, 1, en utilisant expression (5.1.14), on obtient

i M(z ~1 ﬁ(z) — sign(V;),sign(V% ; )
@) Tor n Tor e i =) 1T Bl vtory T AL oz o
i€lm, L 1€IN,L
iio

IT Rarv (OB 1) i o)) -
On souhaite comparer cette expression avec

Va, ,V,L-' v 20,
T (@B i)

ou les éléments M; et Ly sont déduits de M et L (ils seront définis plus loin).

Pour M,N € Q(I\{a}, J\{b}) disjoints, on notera les ensembles I;‘?f’v"o’jo,

Va,b, Vi , . . s
INaL 090 pour éviter I’ambiguité avec les ensembles Invp, In.p; en effet, on a
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Q(I\{a}, J\{b}) C Q(I,J). La relation d’équivalence sur les bijections L,L’ de

{1,...,n}\{é0,jo} dans {1,...,n}\{a,b} relative aux éléments M et N est no-

Va, Vi i P . s
tée L ~) v 7 L'. On a les équivalence suivantes pour des bijections L,L’ :

{ y o "n}\{ZO;jO} = {17 R n}\{a’ b}

v/

Vo Vi, . . . .
L~yy % L' <= L+ lio,a] + [jo, b ~arsfap,n L'+ lios a] + [jo, ],

L e PrVer Vs (M, N) < L + [ig, a] + [jo, b] € Pr(M + [a,b], N).
On obtient les relations suivantes entre ensembles :

Ingsfab), Lt lioal+Lio ) = Iafz 70 I {io}

Va,bg i0,J .
I t{ab), L+ fiosal+1Go.b) = Jar 70 T {do}

Va, b,V

I . I i0,30
(5.1.17) N,L+[io,al+[jo,b] = NaLb o

IN Ltlioal+liob) = Ing  °7°
Va b,V

Ing 4 {a,b), N Lt {iona) + o) = Iarv
Va biv

_ 103
I {a,0) N Lt fiosa] +[Go.b) = Tarnp "

34V

— ubuv

Vo, Vi L. i
D’apres ces relations, M 700 est la restriction de M+ a,b); a1y, 070 ef,

A7 Va 1Vil j ) Nt 52 s .y
N, 0 Ti0do oot égal A Np. L'égalité (5.1.14) associée aux sous-espaces V b et V!

0,J0
s’écrit
/
Tva b7V70 jo (1/})
MNTLel oo
H B i M+[a bl (3) ./Zl NL(z),—s1gn(V ),blgl’l(VA (%)) H R Va,b,V, ,0 JO )
L(i),MoL(7) L(i),NoL(%)
Vb Vig o - VabVig o
i€y T icly g,

ou € Wc(b VauM,d, ') et L € PrYe Vio.do (M, N). En comparant les applications

s . V. b Vi, j N .
linéaires RMG’N’L 070 et Rarq(a,b],N,L+[io,a]+[jo,b]» 4 apres les relations (5.1.17), on a

Va buvi/ j
}i ’ 0:70
M,N,L

14V,

= Rpr4(a,b],N,L+[io,a]+[jo.b]»

on en déduit I'égalité suivante

Vab, Vi
T 0 .70 (w)
ML oo
B M+ab], ji,m(n,—signm’xsign%(i))
H L(3), MoL(z) II L(:),NoL(i)
.eIMaLb Vio.do PE€IN, L+(ig,al+1ig:b]

H RAL 4 (a,b],N, L+ [i0,al+ [jo,b] (¥)-
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On remarque ensuite que (8(w)g§\‘}[’i"’b)imo(¢) € Wc(f)va,b,M7d7 I'n) et d’apres
s Vi il 134 1es s
(5.1.17), on a IMLb 07 = Inr4a,b], L+ [io,a]+[jo+a) - On en déduit I'égalité

(O(W) Ty 4 10N 50l 001 (D) i o
; . Va, ’Vl/o jo 210,70
= &(L+ fio a] + [jo, )=(D)T "0, ((@(w)B),, 5,(9))
M7N7L1WN O,JO

D’apres le lemme 5.1.29, on a e(L + [ig,a] + [jo,b])e(L) = (—1)aF0Fio+io ainsi la
relation précédente s’écrit

OW) Ty 0,8 T o P oo

= (-t e (@B, (@)
MNLN}I:] 040 s 0,J0

Si (i0,jo) € I'nv,1, comme précédemment, on obtient

M(z) ~’L N(z),—blgn(\/ ),sign(V4 o)
<a(w)TM,N,Z)iO,m = H B ' L(i),MoL(i) L(i),NoL(i) A

i€ln, L i€In, L
iig
~10,J0, 51gn(Vi' ),sign( V! )
HRMNL <<a( )A 0100) L(jo) ’ ’ >i0,j0(¢)> ’

On procede ensuite comme dans le cas précédent et on utilise les mémes notations.

On a les équivalences suivantes pour deux bijections L, L’ : {1,...,n}\{éo,jo} 5
{1,....n}\{a,b}
Va,bfv',

L~y 090 [ = L + [ig, a] + [jo, b] ~a N+lab) L' [i0,a] + [jo, b]
et
L e PrVerVioso (M, N) < L + [io, a] + [jo, b] € Pr(M, N + [a,b]).
Puis, on obtient les égalités suivantes entre ensembles

a bg 7,0 Jo
I, L+4(io,a] + 1o b] =

Vab, Vlo jo
M, L+{io,a]+[jo,b] =

ot oo 1 {jo}

“b’vlo Jjo

I,

J
INa,b],L+1io,al+[o.b) = I, ab’ fo.do I {io}
IN+{a,b], L+[io,al+1iob] = I

1

Ing N +a,b), Lt fiosa)+ o b] = ML
a by V

0> JO
JIM N +[a,b], L+ [io.al+[Go.b] = Jar.N.L
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N . ~Vab, Vi Va,o, Vi
D’apres ces relations, N, 090 ost la restriction de Np & Inyn g7 et

=Vau Vi T ‘i
M, 070 = My. On en déduit la relation

(O(wW)Tys N 0,00 TT0sal 5 ol (Do o
a io+jog Ve Vig.do Frt0.do,—sign( V7 ) sign(Vj, )
= (caybriotiog Ve Vi (<a<w>Aa; (Vi) e >i0,j0<¢>),

+Va.b:Yig 5q
M ’LJ\/IN

en utilisant a nouveau le lemme 5.1.29.

On peut & présent en déduire le saut de Rps(¢)(z'). On fixe N € Q disjoint avec
M. On rappelle que Pr(M, N) est en bijection canonique avec les classes d’équivalence
de ~)s n. Par définition de Ry, on a

(5.118) (O(W)RuM (D)@ 0= D, (OW)TarnL)iy g,

LEPr(M,N)
= D OTuni(@))y g+ D (W) TN L(d)), 4,
LEPr(M,N) LEPr(M,N)
avec (i0,50)€lM, L avec (i0,J0)€TN, L
io-+jo+L (i jo) - VL Gi0). Loy Vig.s ;
_ Z (—1)foHotLlio)+Lio) 7 o) E60) Vo do ((8( )BE’(ZS’) L(]O)(qﬁ))io,jO)
LEPr(M,N)
avec (i0,J0) €M, L
+ > (—1)fortdotLlio)+LGio) - Va0, £60): Vi o
LEePr(M,N) o
avec (20,J0)€TN, L L . ’ . ’
: ~i0,j0,— sign( V) sign( V)
((3(W)AL(¢O),L(3'O) ’ ’ (d’))io,jo)

ou l'application M, (resp N1,L1) est la restriction de M (resp. N,L) a Ay \{L(i0)}
(resp. AN\{L(i0)},{1,...,n}\{L(%0), L(jo)}). On a les égalités suivantes

i VL(ig),L( )1V7, j 1210,7
Z (—1)yioHdo+Llio)+LUo) T f,(l\;),Li(o 0-70 ((3(10)3?(55),1;(]‘0)(¢)>i0,jo>
LePr(M,N)
avec (i0,jo)€l M, L

= 3yt SR g o (@) B (6))y,4)

a€hu LEPrV“vM(@’V{oJo(Ml,N)

. . Va,Mm(a)> Vig,j ©0,]
_ Z (_1)10+]o+a+M(a)RM1M( ) 0 0 ((8( )Ba[jAjj)(a)((b)}io,jO) .
a€hp

De méme, on a

Z ( 1)10+j0+L(10)+L(]0)TVLN(70) JL(jg)> Vm Jo
1 1,41
LEPr(M,N)
avec (i0,j0) €N, L
1 ~io,jo,— sign( V] )Slgn(V )
<<8( WALGo), L (o) (¢)>i0,jo)
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L v \
_ _ 1)éo+jo+a+N(a) a,N(a)> ¥ig,jo
=Y (-1 Ty, L

acAn Vo N(a) Vi s

LePr @ N o .do (M,Ny)

~i0,j0,— sign( V%’ ),sign(V{ )
(@A W R g, )

L Va,N(a) v
— E (*1)10+]0+G+N(G)RM’ 0,70

aCAN ( ~10,J0,— sign( Vi/0)7Sign( Vj/o)

<a(w)Aa,N(a) (¢)>i0,j0) :

L’expression (5.1.18) devient

(5.1.19)  (O(w)Rasr(6)(2")), o
_ Z (71)i0+j0+a+M(a)RAVZ,M(a)’Vilovjo ((a(w)gi(j}&)(a)(gb))io,jo)

a€hApns

] 1 Va,N a 7Vil 9
+ E (_1)10+j0+a+N(a)RM (a)> Vig,ig

acAn . . ’ . ’
~i0,j0,— sign(V; ),sign(V/ )
(<a<w>Aai’N‘ga> iV, <¢>>i0,jo) |

Comme ¢ € Wc(bM,d, I'n), pour (a,b) € Ipy x Jas tel que b # N(a), on a d’apres le
lemme 5.1.28

~10,7 ,7sign(Vi' ),sign( V! )
(5.1.20) <a(w)~/4a?b ’ ’ JO (¢)>i0,j0 =0.
Cela permet d’écrire la relation (5.1.19) ainsi
O(W)RMm (D)), 4o
. - Va, avvq,/,' 210.J
_ Z (71)10+]0+G+M(&)RM1 M(a)> Vig,jo ((8(11))8(107]840((1) ((’b))io,jo)
a€hApns

07 Vb, Vi ~ig,jo,— sign( V] ),sign(V},
+ Z (71)10+]0+a+bRM by Vig,d0 ((a(w)Aai}bJO gn( 0) gn( o)((b))’io’jo) )

(a,b)eI]\/j X J
Comme cette relation est indépendante de IV et vérifiée pour tout N disjoint de M,
d’apres le théoreme 4.3.11, elle est vérifiée pour ¢ € W.(bas, d, Ing X Jar). O
Pour une injection L d’une partie P de N dans N, on note

(L) = (71)Card{(i,j)€P2|i<j et L(i)>L(j)}
Pour L € &(P), on retrouve la définition de la signature de L.

LEMME 5.1.29. — Soient L une bijection de {1,...,n} dans {1,...,n} et ip,a €
{1,...,n} tels que L(ip) = a On note Ly la restriction de L a {1,...,n}\{ig}. On a
alors la relation :

e(L) = e(Ly)(—1)2+io,
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Démonstration. — On rappelle la définition suivante :

e(Ly) = (_1)Card{(i,j)e{l,...,n}\{ig}2\i<j et L1(i)>L1(j)}

On a les relations modulo 2 suivantes sur les cardinaux :
Card{i < io | L(z) > a} + Card{i > io | L(i) < a}
= Card{i | L(z) > a} + Card{i > i | L(:) > a} + Card{i > i | L(z) > a}
+ Card{i > i}
= a+ 9.
On en déduit le résultat. O

Pour le prochain théoreme, on a besoin d’introduire les notations suivantes :
Soient ¢ € D(g) et M, N € Q disjoints. On rappelle que

1 1 sii<p;
V= @ Cf;avec (fi,fi)=
i€{l,...,n} —1 sii>p.
On considere les sous-espaces de V
1
Uv= @ Cfi, Xn= & C(fi—fnw) Yv= & C(fi+ fnw)
i¢ANUIim(N) 1EAN 1EAN

On note py la sous-algebre parabolique de g
pyv ={ueg|u(Xy)C Xy}
et ny le radical unipotent de py. La restriction du produit hermitien (, ) & Uy est
non dégénérée. On considere la sous-algebre de Lie de g
8(Un) ={u € glc(Un) | (u(z),y) + (z,u(y)) = 0Va,y € Un}.
Les espaces Xy et Yy sont totalement isotropes; de plus la restriction de (, ) a
XN @ Yy est non dégénérée. L’isomorphisme d’espaces vectoriels
On : Xy — Yy
fi— fne — fi+ v
est tel que la forme bilinéaire
(,)N: Xnx Xy —C
(z,y) — (2,0~ (y))
est un produit scalaire sur Xy. Pour u € glz(Xn), on note u* € glc(Xn) 'adjoint de
u défini par
(u(x),y)n = (z,u"(y))n Vo, y € Xy
On montre alors que I'application R-linéaire

glc(Xn) — glc(Xn) @ gle(Yn)
u;—»u@—@Nou*OQX,l
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définit une injection de glo(Xn) dans py. On identifie ainsi gle(Xny) & une sous-
algebre de pn et GL(Xn) & un sous-groupe de G. La restriction de la forme k4 aux
espaces g(Un) et glo(Xn) est non dégénérée. Cela permet de considérer les mesures
dg1 et dgo respectivement sur G(Uy) et GL(Xy). On observe que la sous-algebre de
Cartan by N de g stabilise Xy et Y. Elle se décompose naturellement sous la forme

by+N =buy,m @ bhxy

ol hyy.m € Car(g(Un)) et M s’identifie & un systéme de racines fortement or-
thogonales pour cette sous-algébre; de méme hx, € Car(glz(Xn)). La sous-algebre
g(Un) @ glc(Xn) est un facteur de Levi de pu, que 'on note [. Il existe une unique
mesure dn sur ny telle que

| det(ad(z1 + z2)[an)| | ¢(g- (21 +22))dg
G/Hm+nN

= / or (g1 - 21 + g2 - w2)dg1dgs.
G(UN)/Huy ar ) GLe(XN)) Hiy,
ou

K X)) = AT n n
oF (2) /K ol + )k

pour z € [y. L’ensemble des racines de by, ar positives en tant que racines de har4n
constitue un systéme de racines positives pour hy, ar que I'on note ®(hyy ar). De
méme, on note ®(hx, ) lensemble des racines de hx, positives en tant que racines de
har+n . Pour une fonction ¢ € D(g), on rappelle la définition de l'intégrale invariante
de Harish-Chandra de ¢ définie sur bhyf, v :

brren(x) = Tz (crtn (@)errs n (2) /G Ol (@ )y

De méme, pour ¢ € D(g(Uy)), 'intégrale invariante de Harish-Chandra de ¢ sur

reg T
by s est définie par

5 (@) = T (el @ews (o) [ g - (o1 + 22))dg
G(Un)/Hupy,m
ou
ﬂ-hUN,ﬂ(x) = H Ot(:L')
a€@(huy,o)

Et enfin, pour une fonction ¢ € D(glc(Xx)), on pose pour z € h'y®

WO (@) = Dy (o) [ (g - 2)dg
GL(Xn)/Hxy
ou
Dx,(z) = H alx)].

a€®@(hxy)
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Pour z € b}, 5, on pose
en(z) = sign < I] at: )
aESN

THEOREME 5.1.30. — Pour ¢ € D(g), w € Sym(hy ¢) et (io,jo) € {1,...,n}* avec
10 < jo, OM G

(0(w) Che(@)a);, 4, (x) =0 si a = e;, — ej, est une racine compacte

et
<a(w) Chc((yb)@)io,jo (1,/) _ i7T2(71)i0+j0+n16n71

GL(Xppn)
Cthp ns 70 Jo <a (Cp nt’f',z)’ Jjo (w)) (gf)‘{(p n) [p,n] /

(v >>z )

oty (resp. v') désigne la compo-
sante dans bv ..o (resp. R(E;, ;o +1Ej,.40)) de &' par rapport a la décomposition

{bezla( ) =0} =by,

0,30

' . i
st v est une racine non compacte pour ' € by (io.5o)
s D ]R(lEio,iO + IEjOij)'
La démonstration de ce théoréme nécessite les lemmes suivants :

LEMME 5.1.31. — Pour ¢ € D(g) et M, N € Q disjoints, on a pour x € b?&iN

UN) GL(Xn)

darn (@) = (NN ((65)

)

ol

Card(An)(Card(An)—1)
2

M(N) _ (_1)Card{(i,a)€I><AN|i<a}+Card{(j,a)€J><AN\j>N(a)}+

Dans le cas particulier o N = [a, b], on a le résultat suivant

COROLLAIRE 5.1.32. — Pour N = [a,b], avec (a,b) € Ip x Jyp, on a pour x €

reg
hMJr [a,b]

GL(X(a.)\ Ula:tl
PrMtlab] = (—1)a+b+n((¢£w]) o )M

Démonstration du lemme 5.1.831. — Pour z1 € by, v et z2 € hx, tel que z1 + 29 €

reg
Barin, on a

(5.1.21) [det(ad(z1 +z2)lay)| [ (g (21 + 32))dg

G/Hy4N

= / or (g1 1 + g2 - x2)dg1dgo.
G(UN)/Huy o J GLe(XN)/ Hxy

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2003



120 CHAPITRE 5. PROPRIETES DE Chec SI G ET G’ SONT DE MEME RANG

Soit E l'ensemble des racines o € ®(har4n) (systéme de racines positives) qui ne
sont pas des racines de hy, ar. On remarque que ey (z) = ey, m(z1)en(x). La
relation (5.1.21) permet d’obtenir

(5.1.22)  dpryn (a1 + 22)

HaeEa(xl + x2)) ( K G‘L(XN)> Un
— ONE T+ x2).
we )DXN (z2)| det(ad(z1 + 22)|ny )| (Pny) (1 + 22)
On montre que la transformée de Cayley cprn vérifie pour j € {1,...,n}
—uj —iv; sij € Ayn
e_j(CA_/I1+N(ﬂC)) = ’U,(M—i—N)*l(j) — iv(M-l—N)*l(j) Sl] = 1m(M + N)
—iz; sinon

Dans la suite de cette démonstration, pour deux parties finies Q1, Q2 de N, on pose
< Q1, Q2 > = Card{(a,b) € Q1 x Q2| a < b} modulo 2

Pour j € Ajy et a € Ay, on a

m(cl\}lﬂv(ac)) = —Ug — Vg — uj +ivj
m(c_MlJrN(m)) = —Uq + iV — uj —iv;
ainsi
€a — e (Carsn (2))e = enga) (Carpn (@) > 0
et

sign{ T1 @m0 et ()T = ena i) } =
JEANM
a€Apn

On obtient aussi

Sign{ H (ea — €N(j)(cz\_/11+1v($))@j - @N(a)(CJT41+N($))) } =1
a,jEAN

a<y
Par définition, on a
(5.1.23) sign{ H €a — €N(a) (CA—/I1+N(35))} =en(z).

acAn
Pour j € Ajy et a € Ay, on a
€j — ea(cA_/I1+N(x)) = —u; —ivj + Uq + Vg

en(y) — en(a) (Carpn (@) = w5 — ivj — ua + v

ainsi

e; — €a(Chrsn (@)err() — en(a) (Caryn (@) <0
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et
sign { 11 (e = alenrin (@))enr) — enia (Carpn (7))
JEAN,aEAN
j<a, M(j)<N(a)
11 (€a — €5(caryn(@))en) — enta (Carpn (@)
JEAN, aEAN
j>a, M(j)<N(a)
II (@ clain@ene —enp ety ()
JEANM,aCAN
j<a, M(j)>N(a)
11 (€a = €5(carin (@))en(a) — ear (Carpn (7)) }
JEANM,aCAN
j>a, M(j)>N(a)
_ (71)Card{(j,a)eAM XAN|j<a, M(j)<N(a)}+Card{(j,a)EAp XAN|j>a, M(j)>N(a)}
(5124) — (71)-<AM,AN>-+-<irn(N),im(IV[)>-'

Ce calcul permet aussi en prenant M = N d’obtenir

sign { 11 (5 — ealcaryn (®))en() — enca) (Caryn (@)
JEAN,a€AN
j<a, N(j)<N(a)

I1 (€a — €5 (caryn (®))en() — ena) (Carpn (@) }

JEAN,a€AN
j>a, N(j)<N(a)
— (_1)Card{(j»a)€ANXAN|j<07N(j)<N(a)}

(5125) — (_1)Card(AN)(Card(AN)—1)/2€(N).

Puis, pour j € Ip4n U JM+N(2) et a €Ay, on a
€j — €a(Cyryn (@) = —izj + uq + ivg
ej — eN(a)(cJT/[1+N(x)) = —ixj — Uq + Vg
ainsi

€5 — €a(Cayn (2))€5 — en(a) (caf iy (2)) <O

(2)1M+N @] JM+N = (IM @] JM) n (IN @] JN)
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et

sign { H (ej - @a(CA_/11+N($))@j - eN(a)(CJT/[l-i-N (35)))
jGIM+N, acAn
i<a
H (ea - ej(C&l+N(m))€j - €N(a)(CX41+N(93)))
J€lmi N, a€AN
Jj>a
II =

JjE€EJIM4N,a€AN
J<N(a)

II (€a —¢j(caryn(@))en(a) — &(earin(2))) }
JEIM4N,aEAN
J>N(a)

_ (_1)Card{(j,a)€IM+N XAn|j<a}+Card{(j,a)€JnnNXAN|j>N(a)}

(5.1.26) _ (_1)<1M+N,AN>+<im(N),JM+N>
On a I’égalité

<Ay, AN =+ <Im(N),im(M) = + < Iy N, Ay =+ <im(N), Jaren >
= <Ay, Ay >+ <im(N),im(M) >+ < I,An >+ <Ay, An >
+ < AN, AN =+ <Im(N),J =+ <im(N),im(M) >
+ <im(N),im(N) = + < I, Ay > + <im(N), J >
Ainsi le produit des expressions (5.1.23),(5.1.24),(5.1.25) et (5.1.26) est égal a

E(N)(71)Card(AN)(Card(AN)*1)/2(71)-< LAN =+ <im(N),J en(z)

et cette expression représente

sign ( I @t + mz)).

ack

On en déduit le résultat en considérant (5.1.22).
Le lemme 5.1.31 est équivalent a :
LEMME 5.1.33. — Pour M,N € Q disjoints et x € h% ,;, on a

TON+M (c]Tf{i-M(I)) = E(N):U’(N)FUUN,M (CJT; (Il))DXN (IQ) |det(a‘d(x)|ﬂz\l|

ot =x1 + 22 avec x1 € hyy m el T2 € hxy .
On rappelle que

o = (—D)rn=D20y o
g.g' plq! '
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LEMME 5.1.34. — On a l’égalité

C/ B 16n—1

CaVau) (V] 10) Pq

Démonstration. — Par définition, on a
—2)2 _. n—2 _: n—2:(n—2)2
Cg( Vab),0 (V;O .70) = 2(" 2) 81gn( Va,b) 2 81gn( VZ/O ]0) 2|( 2) )
ainsi,
2
2" 2 C, o
: n.: n:n“+4—4n __ 9,9
Cg(Va 0 (V00 = Ton—1 sign( V)" sign( V)™ = Tgn-1
et
Cq.q 16"t 0
CaVa) ' (V, 10 Pq
Démonstration du théoréme 5.1.30. — On rappelle que ’'on a la relation pour =’ €
8 et ¢ € D(g)
Che(p)s(x') = Cp o Y Rur(dnr). cf. égalité (5.1.15), p.110

MeQ
Soit w € Sym(hg i0.5,c)- Grace a la proposition 5.1.26, on obtient les égalités suivantes

(O(w) Che(d)o () 5o = Cagr > (OW)Rar(dn))s, o

MeQ

:Cé,g’ Z ( Z( 1)10+J0+a+M(a)R Va,M(a): V. 7.0 io ((6( )BZO}\];(Q)(¢M)>’L'0J0)

MeQ “a€hAnm
C Vas, Vi ~ig,j0,— sign(V; ),sign(V/ )
+ Z(*l)erjOJraerRM b Vig.jo <(8(w)_,4a?b 0 0 o (¢M)>i0,jo)> .
(a,b)EIM X Jnr
On rappelle que M représente la restriction de M a Apr\{a}. L’expression précédente

s’écrit ainsi

Va, Vi, J 1210,J0
C;yg’ Z ( 1)zo+j0+a+bR bs Vig o ((a(w)Ba,b] (¢M+[a,b]))i0,j0)

MeQ
(a,b)GIM X Jnr

Va,b, Vi ~i9,j0,— sign(V/ ),sign(V/
* Z LyiotiotatbR, ot e <<a(w)A§3f” an(Vi, ) sien( 70>(¢M)>i07j0>

(a b)GIMX I

— Z (_1)io+j0+a+b Z

(a,b)eIxJ MeQ(I\{a},J\{b})
(5.1.27)
Vo, V] S0 ~ig,] ,7sign(V7’ ),sign( V )
Ry 0% ((3( W) B (Grr4an) + O(w) Ay (¢’M)>io,jo)
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Si a est une racine compacte, on a sign(V;) = sign(V; ) et on sait d’apres la propo-
sition 5.1.11 que
~io,jo,— sign(V/,)sign(V},)

(O(w)BF (dar41a)) + O(w) A, (@n))i,50 =0

ainsi on a le point (1).

NOTATION. — Dans la fin de cette démonstration, on utilise par exemple la notation

v;, (resp. 0) pour signifier que 'on évalue en v, par v;, (resp.en u, par 0). La
u
Va a
notation ..., 0,v;,,... signifie que 'on effectue les opérations définies ci-dessus sur
Uq Vg

u, et v, sans intervenir sur les autres variables.

Si a est une racine non compacte, on a sign(V;) = —sign(V; ) et on sait par la
méme proposition que

(O(w)B2F (dr41a,) +O(w) Ay )" (631050
= 2| sign(V},) — sign(V;)|x2((tri", (w))dar) ., (Vi)

Va

. ’ B ’
sign( Vio ),sign( Vio )

= Am%i0(captris’ () Saras) (0, ig)-
Ua' g,
D’apres le lemme 5.1.32, 'expression précédente s’écrit

. Va,b
A=) i (ea oty () (5, )] (0, v,).
a Vg

L’expression (5.1.27) devient

dir?(—1)otdotrcy

Va Vi /
S R (0t )6, ) (0,0 )
(a,b)EIXT
MeQ(I\{a},J\{b})

- Ch o
(5.1.28) = dir?(—1)ototr  N" L

Cl
(a,pyeIxJ 8(Vap),a (Vi ;)

Che Vap, V;O’jo <a(ca,bt7n(‘l’b (w))((b'}‘{[a,b] )GL(X[a'b] ) (uo y Vig ))
j%)

0,J0
a oy,

ol z7 est la composante de =’ dans b, . D’apres le lemme 5.1.34, on a

mdo’g
c Lo _ L
8.8 8(Var) o' (Viy jo) = pq
De plus, on remarque que
/ GL(X[a,b])
Vs,V . b
Che Ve Vio o (a(ca,btrfo’jo(w)) (¢%.,) (o) P,vio,...)) (ah)
A ”
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est indépendant du couple (a,b) € I x J. En effet, si on considere (a’,b") € I x J, on
note 'isométrie u de V suivante

U|Va,mVa/,b/ =id, u(zy) = 7, w(x)) = za, u(zy) = 33, et u(zy) = xp.

On remarque alors que u : Vg p — Vo pr est une isométrie, u induit un automorphisme
de G et g que I'on note u qui vérifie u(K) = K, u(pap) = Parpr €t u(tfgp]) = ar p1-
De plus, w induit un isomorphisme de G(V,) sur G(Vy ). On obtient pour z €
9(Va,) ® 9l(Xja0))

OK (@) = 6K, (ul(@)).

Puis, pour z € h=°8
» P hVaL,Iﬂ[a’b]

GL(Xja,07) GL(X{ar p17)
(#%.) () = (48,,,) (u(a)
D’ou

0/ )
d(cq, btrfo’bjo ( ) " 2 050, )

“’Ua

= dearwrtr, 5, (w) (qsn

GL(X0r 1))
) ,Q,vio,...)ou.
U v’
a

On en déduit I'indépendance par rapport au couple (a,b) € I x J. En posant (a,b) =
(p,m), V'expression (5.1.28) devient

iﬂ2(71)i0+j0+n42n71

1
)GL(X[p,nJ)

Che "> Vio.io <8 (cpyntrf(;zo (w)) (qﬁf{ml] (19,1)1-0)> (x}).
P ’Up &

On en déduit le résultat. O

5.2. Pour une sous-algebre de Cartan quelconque

Onnote I’ ={1,...,r}, J/ ={r+1,...,n} et on rappelle que 2’ désigne I’ensemble
des injections d’une partie de I’ dans une partie de J'.

Soient N € €, Sy le systeme de racines fortement orthogonales associé et by
la sous-algebre de Cartan de g’ correspondante. Dans cette section, on étudie les
propriétés de Chc(¢)y (définition en début de partie), on obtient les principaux
résultats de ce travail, les théoremes 5.2.4 et 5.2.5.

On considére les sous-espaces de V' suivants :

Vi,={we V' |w,=0sii¢AyUim(N)}et Vi.= Vi,

On vérifie que Vi . ={w € V' | a.w = wVa € Aly} ot Ay est la partie déployée du
sous-groupe de Cartan Hy associé a by. Les sous-espaces Xy et Yy de Vy . définis
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par
Xy = ®ieanC(f] — fvw) et Y& = SieanC(fi + )

sont des lagrangiens de V]'\,’S7 H},-invariants et complémentaires, c’est & dire qu'’ils
vérifient

Vis=XN® Yy
La sous-algebre de cartan b’y se décompose ainsi :

by =ay Sty

ou a’y (resp. ty) représente la partie déployée (resp. la partie compacte) de b'y.

REMARQUE. — On observe que dime¢ Xp = Card(Ayx) = dim(a’y).

On rappelle que V est un espace de signature (p, q) avec p < q ainsi index(V) = p.

Ireg

THEOREME 5.2.1. — Siindex(V) < dim(ay) alors pour ¢ € D(g) et 2’ € h\®, on a
Che(¢)n(z') = 0.

Démonstration. — Cela découle directement de la remarque précédente et de la pro-
position 2.2.6. O

On suppose maintenant que dim(a’y) < index(V).

On sait que pour Ny, Ny € €, by, est conjuguée a bly, si et seulement si
Card(Ay,) = Card(An,). Ainsi & conjugaison preés, on peut supposer que N vérifie
Ay C I et im(N) C J. L'injection N est alors un élément de Q, V{ y est un sous-
espace de V et X}, Yy sont des lagrangiens de V/ \ en tant que sous-espace de V.
On pose Uy = V’j"N C V. On remarque que X5 = Xn, Y4 = Yn et que cette
définition de Uy est cohérente avec la précédente définition (p.117). On note ny
(resp. ny) le radical unipotent de la sous-algébre parabolique de g (resp. g’) préser-
vant X, n1 = dimc(Un) et n} = dime(Vy ). Enfin, on pose

Dx, (z) = | det(ad(@)|gi(xy))["/?

pour x € ay et

$OUX) (1) = Dy, (2) / (g - z)dg.

GL(Xn)/H] y

pour ¥ € D(gl(Xy)) et x € ay® (les éléments réguliers de ay en tant que sous-algebre
de Cartan de gl(Xn)). L'égalité du théoreme 2.2.7 s’écrit alors avec les notations
introduites ci-dessus :

(5.2.1) Chc(¢)(z')

Cyo.N Un, Vi / K ! g | (2]
= ——=22" _ Chc V' "Ne n (gl’+)dg (l‘ ')’
[det(ad(a")uy )| cLxnyiy )
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ou H, y = Hy| Xy, ol = 2'|Vy ., o = /| X}. Le lemme suivant permet d’obtenir
une nouvelle égalité.

LEMME 5.2.2. — Awec les notations introduites ci-dessus, on a
Che(@)(2') = Cq g xa(N)E(N) Che™ Vie (6 (2 +) 0N (a).
@
Démonstration. — D’apres le lemme 5.1.33, on a pour N, M disjoints et x € hﬁﬁ_M

oo (Cnar (7)) = 1(N)e(N)TTy 5 (1) Dy (22)| det(ad (), )]

ol x =z + x2 avec T1 € hyy,m et x2 € hx, . Ainsi, on obtient

Che(¢)n (') = €q.g N i(N)e(N) Che V¥ Vive

(DXN(:c;)/ <Z>£fv(g-:c’s+-)dg> (zp). O
GL(Xn)/H] y

@
Pour h € Car(g), on note W,(h) I'espace topologique H.(h™2). On a le résultat
suivant di & Harish-Chandra :
PROPOSITION 5.2.3 ([2, Lemme 3.2.2]). — Pour M, N € Q, Uapplication
D(g) — We(bm)
¢) — ¢M
est continue. De méme, 'application

D(gl(Xn)) — We(ay)
0 —s QGL(XN)

est continue.

REMARQUE. — Comme la sous-algébre de Cartan oy € Car(gl(Xy)) n’a pas de
racines imaginaires, on a

LX) ¢ D(dly).
Le but de cette sous-section est de montrer le résultat suivant :

THEOREME 5.2.4. — Pour ¢ € D(g), on a les propriétés suivantes :
(1) La fonction Che(¢)(z') est définie, lisse sur g'**® et G'-invariante.
(2) Pour N € ', w € Sym(by c) et K" une partie compacte de by, on a

sup  |9(w) Che(¢)n(z')| < .

z’ eK'NpE
(3) Pour N €, lapplication

D(g) — W(by)
¢ — Chc(¢)n(2')
est continue.
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Démonstration. — Montrons la G’-invariance. Soient bi,h5 € Car(g’) deux sous-
algebres de Cartan conjuguées, il existe alors g € G’ tel que b} = g - bh. Avec les
notations introduites dans la sous-section 2.1.1, on a af = g-af et AY = g- AY'.
Pour une fonction ¢ définie sur af, on pose 99 la fonction définie sur aj par ¢9(z) =
(g - ). Pour une distribution T sur af, on note T9 la distribution définie sur af par
T9(4p) = T(19 ). On obtient avec les notations de la proposition 1.1.6 :

Chccgl/l/ = Chcay .

Pour 2’ € b;°® avec i € {1,2}, on note I, ,» I'injection x € g < x + 2’ € a/. Par
définition, la distribution Chc, est la restriction de Che par I; v si &’ € h;reg. Pour

Y € D(g) et 2’ € b8, on obtient les égalités suivantes

Chcx’(@ = I;J/ Chcag (’(ﬂ
= I3 Chely (1) = (g Tawr)" Cheay (1)

= I} g Chean () = Cheg.ar (1)

Par définition, on a Chc(y)(z') = Chey (1), ainsi on en déduit la G'-invariance de la
fonction Che(1)).

On considere w' = wiwy € Sym(h'y ¢) avec w) € Sym(aly ¢) et wh € Sym(ty c) et
une partie compacte ' de hy. Il existe alors des parties compactes K] et K de aly
et tyy telles que K' C K} + K5. D’apres le lemme 5.2.2, on a la relation

(5.2.2)  9(w) Che(y)y(z)
= Cagrw(N)e(N)Daz) Obe ™ Vi () ¥ O 1)) (a)

ot ¢ = YK € D(gl(X}) @ g(Un)). Soit K une partie compacte de g. Il existe alors
une partie compacte Ky de gl(X}) @ g(Un) telle que I’application

Dic(g) — Dr, (9l(Xy) ® 9(Un))

P — z/jr{(N
soit définie et continue. On fixe ensuite deux compacts Ko et K3 respectivement de
gl(X}) et g(Un) tels que K1 C Kg + K3. D’apres la proposition 5.1.25, application

D(g(Un)) — W(ty)

0 — 1), € 58 > CheV VN (0) 5 ()

(5.2.3)

. Ny ) 12 , .
est continue, olt t® désigne Pensemble des éléments réguliers de t)y en tant que sous-

algebre de Cartan de g'(Vy ). Ainsi, il existe une famille d’éléments #1,...,t, de
Sym(g(Un)c) telle que

sup  |9(wy) Che"VNe(0)5(2l)| < sup  |0(;)0())|
zL EL2NENE 1<i<m
z€g(Un)
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pout tout 6 € Di,(g(Ux)) Comme 0(w1)¢]c\:,L(X’/V)(xg +.) € Dx,(g(Un)), on obtient
I’inégalité suivante

(5.2.4) sup O(w2) Chc U~ Ve (a(wl)(bGL(X]’V)(w; + -))g (x)

c
Ireg
:E;E’Czﬁtz\r,

< sup [0(tn) (60N ) + )
1<i<m
z€g(Un)

pour z, € a’y. On sait ensuite d’apres la proposition 5.2.3 que I’application

D, (gH(XN)) — We(an)
0 — GL(XN)

est continue, ainsi il existe des éléments y1,...,y, de Sym(gl(Xn)c) tels que
sup [9(w1)0 PN ()| < sup  [0(y;)0(=)]
zEANE 1<i<q
N z€gl(XN)

pour tout § € Di, (gl(Xn)). Cette derniere inégalité permet d’obtenir avec (5.2.4), la
majoration

sup |9(ws) Che ™ Voor (9w o 0N (1)) (2l
@' €KIAEeE 2
< sup sup ‘0(tiw1)(¢GL(X”))(IQ+$)‘
T, €ai®Nky \ 1Sism
z€g(Un)
(5.2.5) < sup 10(tiy;)(0) ()] -
1<i<m
1<j<q

z€g(Un)Dgl(XN)

Cette inégalité montre le point (2). Il existe d’apres (5.2.3) une famille d’éléments
21,...,2 de Sym(gc) telle que

sup  |0(tiy;)o(x)| < sup |0(zk) ()]

1<i<m 1<k<l
1<5<gq z€g
z€g(Un)+a(V))

On obtient ainsi avec (5.2.5), 'inégalité

sup  |0(w) Che(¢)n(2)] < sup [0(zk)ih(x)] -
a:’EIC’ﬁh;:reg 1§Ig§l

On en déduit le point (3). O
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Le théoreme suivant complete les propriétés locales.

THEOREME 5.2.5. — Pour ¢ € D(g), on a les propriétés suivantes
(1) Pour N € Q' et w € Sym(bly ), la fonction
d(w) Che()n (")

se prolonge par continuité sur huC.
(2) Pour a = e;, —ej, € X'(by) (racines imaginaires) non compacte et w €
Sym(b’N’C), on a
(a) i index(V) > dim(ay),
Co.0'.N

(O(w) Che(P)n ), 5, = im242nim
' Cg,g/,N+[io.jo]

a(c’ioJo (’LU)) Chc(¢)N+[i0,j0]
ot m = Card(An).
(b) Siindex(V) = dim(ay),
(O(w) Chc(¢)N>i0,j0 =0.

Démonstration. — On souhaite montrer le point (1). Si Card(Ay) > index(V), le
point (1) est vérifié. Sinon, on peut supposer comme Chc(y) est G’-invariante que
N e QN Légalité du lemme 5.2.2 permet d’obtenir w € Sym(bly )
9(w) Che(¥)n (2')
= Cq (N)(N)D(ws) Che™ Voo (0 )6 MW (o, 1)) (2l
@

ot wy € Sym(ay c), w2 € Sym(ty c) et w = wiwz. Comme X3 = Xy, on utilise Xy
uniquement. Pour z € g(Un) et w3 € Sym(g(Un)c), la fonction

a, € adx® — O(w1)0(ws) N (2 + 2)

se prolonge par continuité sur a’y. Pour z,y. € K4 ol K4 est une partie convexe
compacte de ay, il existe une famille d’éléments v, . .., vy, de Sym(a/y ) telle que

O(wrws) 7N (@), + 2) — Dlwrwg) 6 “HON (g + 2)]

Ul =gl sup |O(viwnw)6“H (o + 2)
z' €Ky
1<i<m
pour une norme donnée sur af en utilisant l'inégalité des accroissements finis. On
sait qu'’il existe une famille d’éléments z1, ..., z, de Sym(gl(Xn)c) telle que

sup  [(viwyw)pFLEN) (o7 4 z)‘ < sup  |O(zjw)e(x + 2)|.
z' €Ky 1<G<r
1<i<m regl(Xn)
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On en déduit alors 'inégalité suivante

sup ‘0(1{1) (0(w1)¢GL(XN)(x; + 2) — (w1 )LV (4 z))‘
z€g(Un)

AT sup |0(zjw)(y)| -
1<y<r
y€g(Un)+gl(Xn)

On a ainsi montré que I'application

ay — D/C3 (Q(UN))
(526) ;L-]Z — a(wl)d)GL(XN)(Z{s + )

est continue. On en déduit en utilisant le point (3) du théoréme 5.2.4 que application
ay — W(ty)

2. /
(5.2.7) a, — Che"™ N (9w )pFLEN) (2, + )

est continue. On note t3° les éléments de ty qui ne s’annulent pour aucune racine
imaginaire de ty. On remarque que les racines imaginaires de ty sont les restrictions
des racines imaginaires de h . Soient P 'adhérence d’une composante connexe de t3°,
@ une partie compacte convexe de P et R une partie compacte de a/y. On considére
',y € by tels que 2,y € Q et 2, y. € R. On sait d’apres la proposition 5.1.25 que
I’application

2!, € P — O(wy) CheU~>Vhe (O(wy)p LX) (2], + ) (2l,)

est continue pour tout wy € Sym(tyc). Il existe donc une famille d’éléments
t1,...,tm € Sym(tn c) tels que

O1wz) Che ™ Ve (0(u)0%0% (@] +)) (2l

~0(ws) Che™ Vi (9(wn)d MO (w, +)) _(y)

<|lal—y. |l sup ‘6<ti>0thN"’f’v’c (8<w1>¢GL<XN><x;+->) (z2)
1<i<m o
zéGQ

D’apres (5.2.7), il existe une constante M > 0 telle que

sup <M
1<is<m
2/ €Q
z,ER

O(t;) e Vie (9(wn) g (), +)) _(=0)

ainsi, on a
‘a(wQ) Che!NYhee (9(wn)o“HON (o, + ) (a)
1%}

—0(wz) Che"™ V&e (9(w) M (@l +)) (yl)| <l @l — i | M.
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Cette inégalité permet avec (5.2.7) d’obtenir que l'application

QxR—C
(a,2%) +— B(wz) Che "™ Vi (9(wi)¢ FH) (o, + ) ()

c

est continue. On en déduit que O(w) Che(y)n est continue sur 'ensemble a’y + tR°.
Comme on a

b/nC — a/]\] + t/]GC,
on en déduit le point (1).
c s . . s _ —1 /
On consideére la racine imaginaire non compacte a = (e;, — €5, )cy de by (avec

ig € Iy et jo € Jy ). On remarque que « est aussi une racine imaginaire non compacte
de b, , =ty. L'égalité (5.2.2) permet d’obtenir
N,c’

(0(w) Che(Y)n),, j, (@)

= Corwn(N)=(N) (D) Chet™ Ve (9wn)g PN (w, +)) )i ()

%)

ot ' € hl, 07 ol = 2! 4 2/ avec 2, € by et ze € by, 5 = ty. Siindex(V) =
dim(d’y), on a index(Uyx) = index(V) — dim(a’y) = 0, ainsi G(Un) est un groupe
compact et d’apres le théoreme 5.1.30, on a

(D(ws) Che ™ YRee (D) ) (al +.)) =0

o >i0,j0

On en déduit le résultat dans le cas index(V) = dim(ay). Sinon, si index(V) >
dim(ay), on peut supposer que

AN+[’i0,j0] C I et 1m(N + [io,jo]) C J
On suppose de plus que wy peut s’écrire sous la forme wy = w3wy avec ws indépendant
de x; etz et wy € Sym(ty ,; s c) oty , . désigne le sous-espace de t); défini par

!

N iojo = 12 €ty | aj, =2 = 0}.

Jo
On remarque que

t9\/ = t?V,io,jO D RiEioJo D RiEjOgjO
On écrit a!, = 2} + x4, suivant cette décomposition. D’apres le théoréme 5.1.30, Pour
0 € D(g'(Vy ), on a

(0(wz) Che"™ Ve (0)g), . (ah)

= i7T2(—1)i0+j0+n_2m42n_4m_18(w3) Chc UN.a,b; V;V’Caiovjo

K, GL(X{a,b])
(Ocnstrl Cwa) (emis)

(m'»)g ()
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oll a est un élément de Iy, b un élément de Jn, Kg(yy) est un sous-groupe compact
maximal de G(Uy) et

UNio.jo = 17 € UN | miy = xj, = 0}

VJ/\LCJOJO = {l‘ € VJ/V,C | Tig = Tjo = 0}'

V]/V,C = V]’\[,C,io,jo @ Rieio @ Riejo
et
/ oy
VN7C7i0,j0 - VN+[i07jo],C'
On peut prendre a = iy et b = jo puisque N + [ig, jo] € 2. Il reste & présent a poser
0 = d(w1)p LN (2] 4+ )
dans l'expression précédente. On remarque que 1'on a 1’égalité
UNiojo = UN+liojo) = {& € V | 2i =0 Vi € Anig,jo) UIm(N + [io, jo) }-
On considere un élément M € Q(In(i;.jo]» /N+[io,jo)) €t 12 sous-algebre de Cartan

10,J0

associée har de g(Uny(ig.50))- On observe que tr;"}

suivante grace au corollaire 5.1.32

(ws) = wy. On a alors I'égalité

K GL(Xlig,jo1) N+lig,dol o
(a(cio,jo (w4)) <9n[ico<?ﬁ>> ) = (—TyHRm e )0
M

Puis, en utilisant le lemme 5.1.31 & deux reprises, on a les égalités
GL(XN) (.. Un / ’ /
(D)o X 1)) o (ah) = WN) (N1 orre -4l (5 + 2)
20,J0
et

G(UNH%()J’()])

PM+N+1iojo] = M(N + [io, jo])e(N + [io, jo]) (¢GL(XN+“°’”'°])>M

On rappelle la définition de p(N) :

_ Card{(i,a)eIxAn|i<a}+Card{(i,a)EJXAN|j>N(a +card(AN>(card(AN)7l)
J(N) = (—1)Card{ (i) xhy|i<a}+Card{(i.a)e T xhn|7>N ()} ;

On pose m = Card(Ayn). On obtient les relations suivantes :

(N + [ig, jo])(N) = (—1)Cardli€lli<io}+Card{i€Jlj>jo}+m — (_1)io+jotntm+l
et

(5.2.8) (N + [io, jo])e(N + lio, jo] Ju(N)e(N)(=1)"0 0% = (—1)™.
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Ainsi, on obtient les relations

P GL(X(ig o)) UN +1ig.4o]
G(UN)
8(ci0,j0 (’LU4)) (0“[io,jo] )

M
= u(N)e(N)(=1)° 029 (wy i, o (wa))Pars N -+[io,jo) (T + -)

UN 46,5
= (=1 Dwnciy gy (wa)) (9 FHE Vo) (@l 4 ) T
M

On en déduit

(0(w) Che(¥)n),, j, (@)

= €. NO(N)e(N)(D(ws) Che™ Re (uwn)p T N (af, +.))),, 5, (a0)

= AB(w3) CheYN-050-Yicsio.so (8(wi)cig o (wa)d FE N Hioso) (!, 42ty +.))  (a})
ol

A = €y g (V)N )i (~1)io o rémgin=am-1
Puis, en utilisant expression (5.2.2) avec N + [ig, jo], on obtient
im? BO(wswiciy o (ws)) Che(¥) N 4ig, o] ()

ou

B = (—1)iotiotntm2n—dm—1 Qg,g/,Nﬂ(N)E_?(N) .
€9, N-+lio,jol KV + [ios Jo])e(IV + [io, jo])
D’apres égalité (5.2.8), on a
B = 42n—4m—1 Cgg.N )
€q.q',N+lio.jo]
Ainsi, en remarquant que
¢ ;(w) = wawic; j(wa)

on obtient la relation de saut

(0(w) Che(y)n )y, 5, (2")

9 on—am-1__ %ag N
= w242 dm lezg%a(cio,jo (w)) Che () N 1{ig.jo] (27)-
9,8’,N+[io,Jo]

Le point (2) est démontré. O

COROLLAIRE 5.2.6. — Pour ¢ € D(g) et N € ' tel que index(V) > dim(a’y), la
fonction Che(¢)n vérifie les relations de sauts

(0(w) Che(@)n (2'))y, 5, () = 10(ciy jy (w)) Che(d) N4 iy o) (2)
pour w € Sym(hg) si et seulement si

_ _242n—4m—1
Cy.0/ N+liogo] = T 4 €9/, N-
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REMARQUE. — Pour N € €, on considere une fonction polynomiale de Sym(bly )
telle que deg,. (P) < 1 pour ¢ € I}, U J) alors on peut montrer que la fonction

2’ +— P(2') Che(g)n(2')

est bornée sur b’y
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