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UNE CONJECTURE DE LUSZTIG
POUR LES GROUPES CLASSIQUES

Jean-Loup Waldspurger

Résumé. — Pour un groupe classique défini sur un corps fini de caractéristique
assez grande, on prouve une conjecture de Lusztig reliant les caractéres des représen-
tations irréductibles aux fonctions traces des faisceaux-caractéres. La preuve inclut
une normalisation précise de ces derniéres fonctions. Cela généralise des résultats de
Shoji a tous les groupes classiques, en particulier au groupe orthogonal pair qui n’est
ni connexe, ni a centre connexe.

Abstract (A conjecture of Lusztig for classical groups). — For a classical group defined
over a finite field of sufficiently large characteristic, we prove a conjecture of Lusztig
connecting characters of irreducible representations with characteristic functions of
character-sheaves. Those functions are precisely normalized in the proof. Our result
generalizes Shoji’s results to all classical groups. We consider in particular the even
orthogonal group, that is neither connected nor with connected center.
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INTRODUCTION

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps fini Fy, notons G = G(F,)
son groupe de points sur Fy et C(G) 'espace des fonctions sur G, & valeurs com-
plexes, invariantes par conjugaison. Cet espace a pour base I’ensemble des caracteres
des représentations irréductibles de G. Lusztig a introduit en [L6] une autre base,
formée des fonctions traces associées aux faisceaux-caracteres sur G invariants par le
Frobenius. Il a conjecturé la forme de la matrice de transition entre ces deux bases.
Cette conjecture a été prouvée par Shoji, en [S1], dans le cas ol le centre de G est
connexe. Une autre démonstration a été esquissée par Lusztig dans [L10]. 11 faut pré-
ciser qu’un probléme de normalisation se pose pour ces fonctions traces associées aux
faisceaux-caracteres. Elles ne sont bien définies qu’a un scalaire pres. Le résultat de
Shoji, comme la conjecture de Lusztig elle-méme, consiste a dire que ’on peut norma-
liser ces fonctions de sorte que la matrice évoquée ci-dessus ait la forme prédite. Mais
la normalisation n’est pas précisée en général. Elle 'a été ultérieurement par Shoji,
en [S2], dans le cas des représentations unipotentes des groupes classiques déployés a
centre connexe.

Dans le présent article, nous considérons le cas des groupes classiques G = Sp(2n),
SO(2n+1) et O(2n). Ce dernier n’est pas connexe, mais il n’est pas difficile de généra-
liser dans son cas les différentes constructions utiles, en particulier celles des faisceaux-
caracteres. D’un point de vue combinatoire, le groupe O(2n) est d’ailleurs plus simple
que son sous-groupe SO(2n). Signalons que le cas des groupes non connexes a été
abordé par différents auteurs, cf. [DM2], [E].

Nous nous limitons & un sous-espace C[Quad(G)] de C(G). Expliquons sa défini-
tion. D’apres Lusztig, on sait associer a toute représentation irréductible de G' une
classe de conjugaison semi-simple dans le groupe dual. On dira qu'une représentation



2 INTRODUCTION

irréductible est quadratique-unipotente (cette terminologie s’inspire de [M]) si les élé-
ments de cette classe de conjugaison ont pour carré l'identité. C’est équivalent a dire
que leurs valeurs propres dans la représentation naturelle du groupe dual sont +1,
ou encore que le commutant d’un de ces éléments n’est pas inclus dans un groupe de
Lévi propre du groupe dual (on appelle groupe de Lévi un sous-groupe de Lévi d’un
sous-groupe parabolique). On note Quad(G) I'ensemble des représentations irréduc-
tibles quadratiques-unipotentes de G et C[Quad(G)] le sous-espace de C(G) engendré
par leurs caracteres. On peut caractériser les faisceaux-caracteres dont les fonctions
traces appartiennent a cet espace. Un faisceau-caractére apparait toujours comme
composante d'un complexe « induit » a partir d’un systéme local cuspidal £ porté par
une sous-variété d’un groupe de Lévi M de G. Notons Z (1)\/1 la composante neutre du
centre de M. Il existe un systeme local Lz sur Z?\/I qui joue le role de « caractere
central » de L. La trace du faisceau-caractére appartient & C[Quad(G)] si et seule-
ment si £§? est trivial. Se limiter & C[Quad(G)] n’est pas une restriction essentielle
car I’espace C(G) tout entier se reconstruit & I’aide d’espaces R§;C[Quad(M) ® 7] ol
M est un groupe de Lévi de G, 7 est un caractere de degré 1 de M et Rf/[ est le
foncteur d’induction de Deligne-Lusztig.

Nous imposons une hypothése plus sérieusement restrictive, & savoir ¢ > 2n (et ¢
impair). Cela est nécessaire pour utiliser les résultats de [L8] comparant les foncteurs
d’induction de Deligne-Lusztig a I'induction des faisceaux-caracteres.

Sous cette hypothese, on donne dans cet article :

— une classification des représentations irréductibles quadratiques-unipotentes de
G (le travail est presque entierement fait en [L2]);

— une construction et une classification des fonctions-traces de faisceaux-caracteres
qui appartiennent & C[Quad(G)]. Ces fonctions sont précisément normalisées;

— une preuve de la conjecture de Lusztig dans ce cadre, qui exprime la matrice de
transition entre les deux bases ci-dessus de C[Quad(G)].

Les constructions sont effectuées dans les paragraphes 3 et 4. Le théoréme principal
est énoncé au paragraphe 5. Nous n’en donnons une démonstration complete que dans
le cas du groupe O(2n) (paragraphes 6 & 12). Nous passons sous silence le cas du
groupe SO(2n + 1). Parce qu'il est connexe et adjoint, son cas releve beaucoup plus
simplement des travaux de Lusztig et Shoji. Nous indiquons brieévement au paragraphe
13 les modifications & apporter a la preuve dans le cas du groupe Sp(2n).

Expliquons la structure de la démonstration dans le cas du groupe orthogonal
pair. Il est commode de regrouper les deux formes de ce groupe, la forme déployée
O, (2n) et la forme non déployée O_(2n). On étudie donc 'espace C[Quad(O(2n))] =
C[Quad(O4+(2n))] ® C[Quad(O_(2n))]. Pour un entier m > 0, Lusztig a introduit en
[L2] Pensemble Sy, pair des symboles de rang m et de défaut pair. Un tel symbole
est une classe d’équivalence, pour une relation convenable, de paires (AT,A™) de
sous-ensembles finis de N, ol 'on ne tient pas compte de l'ordre, c’est-a-dire que
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INTRODUCTION 3

(AT,A7) = (A, A"). On note S,, pair ’ensemble des symboles ordonnés de rang m
et de défaut pair : la définition est la méme, sauf que ’on tient compte de ’ordre, c’est-
a-dire que I'on n’identifie pas (AT, A~) & (A=, A"). On note SS, pair st la réunion
des Snl pair X Sn2 pair Ol M1, Ny parcourent les entiers > 0 tels que n = ny + ng. On
note (C[SSmpmr] I’espace vectoriel complexe de base SSmpair. On le munit du produit
hermitien pour lequel cette base est orthonormée. A la suite de Lusztig, on définit
une isométrie involutive F de cet espace. Lusztig I’appelle transformation de Fourier.

On construit explicitement une base de C[Quad(O(2n))] formée de fonctions traces
de faisceaux-caracteres, qui est naturellement paramétrée par ggn,pair- Cela déter-
mine une isométrie k, : C[SS, pair] — C[Quad(O(2n))]. On classifie ensuite les repré-
sentations irréductibles quadratiques-unipotentes de O4(2n) et O_(2n). La méthode
consiste & classifier d’abord les cuspidales, grace a [L2], puis & décomposer les re-
présentations induites de cuspidales (cette méthode remonte a Harish-Chandra). 11
s’avere que I’ensemble des représentations irréductibles quadratiques umpotentes est
aussi paramétré par SSn pair- Cela détermine une autre isométrie 7, : (C[SSn pair] —

C[Quad(O(2n))]. Posons i,, = 7, ! 0 k,, o F. Le théoréme est que 4, est I'identité.

La premlere étape est de prouver que i, est l'identité sur un gros sous-espace
de (C[SSn pair]. Soit m un entier < n. On définit des homomorphismes d’induc-
tion R : C[Quad(O(2m))] — C[Quad(O(2n))] de la facon suivante. Soient 7, ¢ deux
signes +; soit T un tore tel que M = T x O,(2m) soit un groupe de Lévi défini
sur Fy de G = O,,(2n); soit x un caractére quadratique-unipotent de 7'. On dis-
pose du foncteur d’induction de Deligne-Lusztig R$;. Pour f € C[Quad(O,,(2m))], on
pose R(f) = R, (x x f). Comme on le voit, on dispose de plusieurs choix possibles
pour T et , d’ott plusieurs homomorphismes R. Fixons-en un. Notons R*, R™ les
applications linéaires qui rendent les diagrammes suivants commutatifs :

k T
(C[Ssm palr] R—> (C['SSn palr] (C['SSm palr] R—> (C['Ssn palr]

S

ClQuad(0(2m))] - CjQuad(0(2n))]  C[Quad(0(2m))] -2 C[Quad(0(2n))).

Lusztig a montré dans [L8] comment se comportaient les faisceaux-caracteéres pour
I'induction de Deligne-Lusztig. On en déduit le calcul de RF.

Si, dans la construction ci-dessus, M est un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe
parabolique défini sur g, il est facile de calculer R™. On voit alors que FoR™ = RFoF
(le premier F agissant dans C[SS, pair], le second dans C[SS,, pair]). En supposant
par récurrence que %,, est l'identité, on en déduit que i, est l'identité sur I'image
de R™.

Si M n’est plus un sous-groupe de Lévi d'un sous-groupe parabolique défini sur
Fq, le calcul de R™ devient difficile. Il est essentiellement dii & Asai. Soit (A, Ag) €
SSm pair- On connait trois propriétés de R™ (A1, As) :
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4 INTRODUCTION

— notons ™ = 7, (A1, A2) la représentation irréductible associée & (A1, As). On
sait que RAG/I (tracem) est la trace d’une représentation virtuelle de G, c’est-a-dire
une combinaison linéaire a coefficients entiers relatifs de traces de représentations
irréductibles. Donc, avec une notation évidente, R™ (A1, Ag) € Z[ggmpair] ;

— soit (A}, AL) € §§n,pair un couple de symboles de défaut 0. On sait calculer le
produit scalaire (R™ (A1, A2), F(A], AS)). Cela résulte de égalité i, o F(A],Af) =
F(A], AY). Celle-ci résulte elle-méme de la comparaison entre notre paramétrage « a
la Harish-Chandra » des représentations irréductibles et le paramétrage de Lusztig.
Ce dernier classifie les représentations par le produit scalaire de leur trace contre les
fonctions k, (A}, A}), pour (A}, A}) comme ci-dessus;

- si R’ : C[Quad(O(2m/))]—C[Quad(O(2n))] est un homomorphisme analogue & R,
si (Af,A%) € S‘S*m,,pair, on peut calculer le produit scalaire (R™ (A1, Aa), R'™ (A}, Ab)).
En particulier, on connait la norme de R™ (A1, Ag).

A Taide de ces trois propriétés, un peu de combinatoire permet de déterminer
R™(A1,A2) (en fait, pas complétement, cf. ci-dessous). De nouveau, on constate que
FoR™ = RFoF. Alors i, est I'identité sur I'image de R™.

On note (C[ggn,pair]l.] le sous-espace de C[§§n,pair] engendré par les images des
homomorphismes R™ pour tous les R possibles. A ce point, on a démontré que i,
était I’identité sur ce sous-espace. Puisque i, est une isométrie, elle se restreint en
une isométrie de l'orthogonal de ce sous-espace. Cet orthogonal a pour base la fa-
mille des F(A1, As), quand (Aj, Ag) décrit le sous-ensemble H des éléments « cus-
pidaux » de 88, pair- On introduit la matrice carrée C d’ordre |H| x |H| telle que
Caynoiny ny, = (inF (A1, Ag), F(A], Ay)) pour (A1, Az), (A],A) € H. Pour ache-
ver de prouver le théoréme, on doit montrer que C' est lidentité. Remarquons que
Oy noinr Ay = (kn(Ar, Ag), m, 0 F(A], AY)). De cette égalité, on déduit sans peine que
CA17A2;A’17A/2 est rationnel et méme dans 2~VZ pour un entier N assez grand. Soit
(A1, A0) € ggmpair. Le terme 7, (A1, A2) — ky, 0 F(A1, A2) se calcule en fonction des
coefficients de la matrice C. En effet, on écrit (A1, Ag) = F o F(A1,A2); on décom-
pose F(A1,A9) en Z+ Z' ou Z € C[g'gn,pair]u et Z' appartient a I'orthogonal de ce
sous-espace; on sait que i, o F(Z) = F(Z); donc

(A1, A2) — kp o F(A1, Ag) =m0 0 F(Z') — kn(Z')

et ce dernier terme s’exprime & ’aide de la matrice C' par définition de cette matrice.
Supposons la conjecture & démontrer vraie. Alors k,, o F(A1, A2) = m, (A1, Ag). Ce
terme est la trace d’une représentation irréductible, en particulier il est a valeurs
entieres. On peut effectivement montrer que k, o F (A1, A2), calculé en certains points
particuliers, a pour valeur, sinon un entier, du moins un rationnel dont on peut minorer
la valuation 2-adique. C’est 'idée de Shoji, que 'on reprend en y insérant quelques
résultats combinatoires de [W]. Il est curieux de constater & ce propos la similitude
entre les problémes combinatoires qui se posent ici et ceux qui se posaient en [W]
concernant I’endoscopie pour les groupes p-adiques. Traduite en termes des coefficients
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de la matrice C, cette propriété entraine des congruences mod 2Zy de ces coefficients.
On sait donc que C est unitaire, que ses coefficients appartiennent & 2~NZ, et vérifient
ces congruences. Cela détermine entierement C, qui est bien l'identité.

En fait, il y a quelques difficultés supplémentaires. D’abord, les congruences aux-
quelles on vient de faire allusion ne sont assez fortes que si n > 5. Pour n < 4, il
faut ajouter des arguments ad hoc, utilisant des descriptions explicites de certaines
représentations.

D’autre part, toutes nos classifications reposent sur des choix. Il ne semble pas y
en avoir toujours de naturels et nous ne prétendons pas avoir fait les plus judicieux.
Par exemple, ’ensemble Quad(O4(2)) a 4 éléments : le caractére trivial, le caractére
det et les deux caracteres prolongeant I'unique caractére quadratique non trivial de
SO+ (2). Les deux premiers caracteres se distinguent aisément mais il n’y a pas de
moyen naturel de distinguer chacun des deux autres. Pour identifier Quad(O(2)) & un
sous-ensemble de §§1,pair, on doit nécessairement faire un choix. Plus généralement,
on doit faire des choix a deux niveaux :

— celui du paramétrage des représentations cuspidales. On verra qu’a tout couple
d’entiers hy, ha > 0 tels que h? + h3 = n, on peut naturellement associer un ensemble
de |H| représentations irréductibles cuspidales de O1(2n) ou O_(2n) (selon la parité
de hy — hs), ot H est ’ensemble des couples d’entiers relatifs de la forme (+hq, £hs).
On doit fixer une bijection entre H et cet ensemble de représentations. En fait, nous
ne précisons pas cette bijection. Notre résultat est qu’on peut la fixer de sorte que la
conjecture de Lusztig soit vérifiée;

— si 7 est une représentation irréductible cuspidale, disons de O (2n), que 'on pro-
longe en une représentation myy de M = F x 04 (2n) par un caractere quadratique
de F, il arrive que I'induite & la Harish-Chandra de mas & O (2n + 2) se décompose
en deux représentations de méme dimension. Elles ne sont alors pas naturellement
discernables. Nous les séparons en imposant les valeurs de leurs caractéres sur cer-
tains éléments particuliers de O4 (2n + 2) (les symétries orthogonales par rapport aux
hyperplans, cf. paragraphe 10).

Evidemment, la nécessité de faire des choix se reflete au cours de la démonstration
et explique la difficulté technique du paragraphe 11 : les méthodes purement combi-
natoires développées par Asai ne peuvent suffire & calculer les foncteurs R%’} ; 1l faut
forcément montrer que les choix effectués pour classifier les représentations de M sont
compatibles a ceux effectués pour classifier celles de G.

Il est clair que notre article n’a rien d’original et n’apporte que des précisions
minimes sur les travaux antérieurs. L’essentiel a bien stir été fait par Lusztig. Le reste
repose sur les idées d’Asai et Shoji. L’auteur n’est pas spécialiste de la théorie des
groupes finis. La motivation de ce travail est I’ article antérieur [MW] de C. Moeglin
et 'auteur. Dans cet article, concernant les L-paquets de représentations de groupes
SO(2n + 1) sur un corps p-adique, on avait impérativement besoin de connaitre la
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6 INTRODUCTION

conjecture de Lusztig pour les représentations unipotentes d’un groupe O(2n). Cette
conjecture avait été admise en [M'W], rendant la preuve de cet article incomplete. La
principale conséquence, a nos yeux, du présent article, est que, maintenant, la preuve
du théoreme de [M'W] est compléte.

Je remercie vivement C. Moeglin pour I’aide qu’elle a apportée pour mettre au
point les preuves combinatoires du paragraphe 11.
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CHAPITRE 1

NOTATIONS

On introduit des notations et on pose des définitions concernant les groupes algé-
briques, les foncteurs d’induction de Deligne-Lusztig, les groupes classiques et leurs
éléments unipotents.

1.1. Soient p un nombre premier # 2, ¢ une puissance de p, F, le corps fini a ¢
éléments, Fq une cloture algébrique de Fy. Pour tout entier n > 1, on fixe un isomor-
phisme :

Hom(Fy.,C*) ~F,
de sorte que, si m divise n, le diagramme suivant soit commutatif :

Hom(F g, C*) >~ Fpn

1 1
Hom(Fj.,C*) ~ Fy.

(la fleche de droite est I'inclusion naturelle, celle de gauche se déduit de la norme).
En particulier, on note ¢ le caractére de F; correspondant & —1 par cet isomor-
phisme. C’est I'unique caractere d’ordre 2 de IFqX.

1.2. Soient X un ensemble et A un anneau commutatif. On note A[X] le A-module
libre de base X. Supposons X fini. On note |X| son nombre d’éléments.

Supposons que X soit un groupe fini. On note C(X) 'espace des fonctions sur X, a
valeurs complexes, invariantes par conjugaison. On munit C(X) du produit hermitien :

(£ 1) = 1XI71 Y F@)f (@),
zeX
On appelle représentation de X un couple (7, E), ou E est un espace vectoriel com-
plexe de dimension finie et 7 : X — GL(E) est un homomorphisme. On oubliera
souvent I'un des termes du couple en parlant d’une représentation m ou d’un X-
module E. On identifiera souvent des représentations équivalentes. On note Irr(X)
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I’ensemble des classes d’équivalence de représentations irréductibles de X. L’appli-
cation qui & m € Irr(X) associe le caractére trace(m) définit un isomorphisme de
C[Irr(X)] sur C(X). On identifie ainsi ces deux espaces. On note Zx le centre de X.
Pour z € X, resp. Y C X, et X’ un sous-groupe de X, on note Zx/(x), resp. Zx:(Y),
le centralisateur de x, resp. Y, dans X’.

1.3. Soit H un groupe algébrique défini sur Fy, réductif. On note H Y sa compo-
sante neutre et H = H(F,) son groupe de points sur F,. Fixons un sous-groupe
de Borel B de H® et un sous-tore maximal T' de B, tous deux définis sur Fy. Ces
groupes déterminent une donnée de racines D = (X*, A, X, A), ou X*, resp. X,, est
le groupes des caractéres, resp. des sous-groupes 4 un paramétre, de T', et A, resp. A,
est ensemble de racines, resp. coracines, simples déterminé par B. Notons Aut(H 0),
resp. Aut(D), le groupe des automorphismes de H O resp. D. Il y a un homomor-
phisme naturel H/H° — Aut(D). D’autre part, le choix d’un épinglage détermine
un homomorphisme o : Aut(D) — Aut(H"). Ces homomorphismes sont équivariants
pour les actions de Frobenius, pourvu que 1’épinglage soit stable par cette action.
On note ﬁo le groupe dual de H”. C’est aussi un groupe algébrique défini sur F, et
réductif. On effectue pour ce groupe les mémes constructions que ci-dessus : on fixe une
paire B T on définit D et un homomorphisme équivariant pour ’action de Frobenius
& : Aut(D) — Aut( ) On a D = (X,,A, X* A), donc Aut(D) ~ Aut(D). Cet
isomorphisme n’est pas équivariant pour les actions de Frobenius il entrelace ’action
du Frobenius sur Aut(D) avec I'inverse de cette action sur Aut(D). On note (H JH°Y
le groupe H / H? dont on inverse I'action de Frobenius. Ce groupe agit sur H grace

a la suite d’homomorphismes :

~ G —0
(H/H°T=H/H" — Aut(D) ~ Aut(D) -Z> Aut(H ).
—~ —0
On définit alors H comme le produit semi-direct de H et (H/HY.
Deligne et Lusztig ont défini une décomposition en union disjointe :

Irr(HY) = UTIrr(H?, 5),

ol s parcourt les éléments semi-simples de H 0. & conjugaison pres par HO. Soient s un
tel élément et m € Irr(H ). Pour une sous-représentation irréductible 7° de la restriction
de m & HY, considérons la condition : il existe s’ € H Y. conjugué & s par un élément
de H , tel que ¥ € Trr(H?, s’). Alors toutes les sous-représentations irréductibles 7°
vérifient cette condition ou aucune ne la vérifie. On note Irr(H, s) 'ensemble des 7
pour lesquelles la premiere éventualité se produit. On a une décomposition en union
disjointe :
Irr(H) = JIrr(H, s),

ou s parcourt les éléments semi-simples de H®, & conjugaison pres par H.
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1.4. Soit H comme ci-dessus, supposons-le d’abord connexe. On appelle groupe de
Lévi de H tout sous-groupe M qui est sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe para-
bolique P de H. On sait que 'on peut caractériser les groupes de Lévi de la fagon
suivante. Pour tout sous-groupe algébrique M de H, notons T'ps le plus grand sous-
tore central dans M et Aps le plus grand sous-tore défini sur F, et déployé de T'ps.
Alors M est un groupe de Lévi si et seulement si M = Zg(Thr). Et M est un
sous-groupe de Lévi défini sur I, d’un sous-groupe parabolique P défini sur I, si et
seulement si M = Z g (Anr).

Ne supposons plus H connexe. Pour tout sous-groupe algébrique M de H, défi-
nissons T'ps et Apgs comme ci-dessus. Nous dirons que M est un groupe de Lévi si
M = Z g (T ). Soit M un tel groupe. Alors M est un groupe de Lévi de H®. Soit
P° un sous-groupe parabolique de H® de sous-groupe de Lévi M, notons U son
radical unipotent. Supposons que U soit stable par conjugaison par M (ce n’est pas
toujours le cas, mais on peut choisir PP de sorte qu’il en soit ainsi). Posons P = MU.
Un tel sous-groupe sera appelé sous-groupe parabolique de H. On dira que M est
défini sur Fy s’il est stable par I'action de Frobenius. Par abus de terminologie, on
dira que P est défini sur I, s’il est stable par ’action de Frobenius et si, de plus, on
a l'égalité M = ZH(AM)

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de H (ici comme dans la suite, une
telle phrase signifie implicitement que M est un sous-groupe de Lévi de P et U le
radical unipotent de P). Supposons P et M définis sur F,. Soit A un sous-anneau
de C. On définit de facon usuelle I'induction d’Harish-Chandra :

IndZ : A[lrr(M)] — A[lrr(H)).
Supposons seulement M défini sur F,. A la suite de Lusztig, on définit un homo-
morphisme :
RE . Allrr(M)] — A[lrr(H)).
Notons F' le Frobenius de H, introduisons la variété :
X={2(UnFU)c H/(UNFU));z 'F(z) € F(U)}.

Considérons ses espaces de cohomologie H:(X). Ce sont des Q,-espaces vectoriels, oit
£ est un nombre premier fixé, # p. Ici comme dans la suite, on les considere comme
des espaces sur C, en fixant une fois pour toutes un isomorphisme Q, ~ C. Le groupe
H x M agit sur X par (h,m)z(UNF(U)) = ham™ (U N F(U)). 1l agit aussi sur les
espaces H!(X). Pour un M-module E et i € N, I'espace d’invariants (H!(X) ®c E)M
est un H-module. On pose :
R (E) =) (-1)'(HiX) &c B,
€N

REMARQUE. — On utilise la notation traditionnelle Rﬁ. En fait, on ne sait pas, en
général, que cet homomorphisme est indépendant du choix de P. Ce n’est connu que
si 'on suppose, comme nous le faisons, que ¢ est grand.
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Il y a des variantes a cette construction. Par exemple, on peut remplacer M par
M et définir R]\H40. Dans le cas ot P est défini sur Fg, on a 1'égalité R = Indg.

Soient P = MU, P’ = M'U’ deux sous-groupes paraboliques de H. Supposons
PCP ,MCM et Met M définis sur F,. On a la relation de transitivité :

(1) R, o R = RI.

1.5. Soit » € N. On note P(n) l'ensemble des partitions de n. Pour A €
P(n) et « € N, ¢ > 1, on note multy(¢) la multiplicité de ¢ dans A. On pose
Jord(A) = {i > 1;multy(¢) > 1}. On dit que A est orthogonale, resp. symplectique,
si multy (i) est paire pour tout ¢ pair, resp. impair. Quand A est supposée orthogo-
nale, resp. symplectique, on note Jordbp(A) le sous-ensemble des éléments impairs,
resp. pairs, de Jord()A) ('exposant bp signifiant « de bonne parité »). On appelle
partition un élément de (J,, oy P(n).

1.6. Soit V un espace vectoriel de dimension finie d sur F;, muni d’une forme qua-
dratique non dégénérée . On pose :

(V) =n(Q) = ¢((~1)* det(Q)),
ou det(Q) est le déterminant de @ calculé dans une base quelconque de V. Par conven-
tion, n(V) = 1 si d = 0. On introduit les groupes usuels O(V), SO(V), CO(V)
(groupe des similitudes). On note :

A: CO(V) — F

I’homomorphisme tel que, pour tous g € CO(V), v,v" € V, Q(gv, gv') = Mg)Q(v,v").
On définit un homomorphisme « norme spinorielle » :

sp: O(V) — {£1},

par la propriété suivante. Soient v € V tel que Q(v,v) # 0 et s, la symétrie par
rapport & I’hyperplan orthogonal & v ; alors sp(s,) = ((Q(v,v)). Cet homomorphisme
dépend de Q. Par contre, sa restriction & SO(V') en est indépendante (c’est-a-dire que

lon peut changer @ en z(Q, avec z € F), sans changer cette restriction). Soit s un

q )
élément de O(V') dont toutes les valeurs propres sont £1. Notons V'~ le sous-espace

caractéristique associé a la valeur propre —1. On calcule :

(1) sp(s) = n(V 7)¢(=1)1 /2,

Soit w un élément unipotent de O(V). Notons A(u) la partition de d formée des
dimensions des blocs de Jordan de u. Elle est orthogonale. Posons JordP(u) =
Jord"P(A(u)). Soit i € Jord”P(u). Décomposons V en une somme directe orthogo-
nale V.= V; ® V4, de sorte que V; et V,; soient stables par u et les blocs de Jor-
dan de u agissant dans V;, resp. V;, soient tous de dimension ¢, resp. # 7. On pose
nu (1) = n(V;). Cela définit une fonction :

Ny = Jord™ (u) — {£1}.
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On a I’égalité :

(2) I (i) = n(v)¢(-1)iPord™ /2,

i€JordPP (u)

Les données (A(u),n,) caractérisent la classe de conjugaison de u dans O(V).

1.7. Soit n € N. On note W, le groupe des permutations w de {£1,...,4+n} telles
que w(—i) = —w(i) pour tout i. Pouri € {1,...,n—1} on note s; I’élément de W, qui
permute i et i + 1 et fixe j pour tout j € {1,...,n} ~ {i,i+1}. On note s,, 1’élément
qui envoie n sur —n et fixe j pour tout j € {1,...,n — 1}. On note sgn le caractére
signe usuel de W, et on définit le caractere :

sgnep : W, — {£1}

W —s (71)|{i6{1,...,n};w(i)<0}|'

On note WP le noyau de sgnq .

Soit (V, Q) comme en 1.6, de dimension d. Sid = 2n+1, resp. d = 2n et n(Q) = 1,
resp. d = 2n et p(Q) = —1, il est bien connu que les classes de conjugaison de sous-
tores maximaux définis sur Fy de O(V') sont paramétrées par les classes de conju-
gaison dans W,,, resp. les classes de W,,-conjugaison dans WnD , resp. les classes de
sp-conjugaison dans WP (w,w’ € WP sont s,-conjugués s’il existe w” € W, tel
que w = w"w'(s,w"”s,)"t). Dans le dernier cas, par 'application w — ws,,, on rem-
place les classes de s,-conjugaison dans W2 par les classes de W,,-conjugaison dans
Pensemble {w € Wy;sgnep(w) = —1}.

1.8. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie d paire sur Fy, muni d’une forme
symplectique @, non dégénérée. On introduit les groupes Sp(V'), CSp(V) et I'homo-
morphisme A : CSp(V) — F.

Soit u un élément unipotent de Sp(V). On définit A(u) et Jord”P(u) comme en
1.6, la partition A(u) étant cette fois symplectique. Soit i € Jordbp(u). On décompose
encore V en V; @ V. L'espace V;/(u — 1)(V;) est muni d’une forme quadratique non
dégénérée ¢; définie par :

¢i(v,v") = (=1)"*71Q((u — 1) (v),0').
On pose 1, (i) = 1(g;). Cela définit une fonction :
Ny : Jord™ (u) — {£1}.

Les données (A(u),n,) caractérisent la classe de conjugaison de u dans Sp(V).
Les classes de conjugaison de sous-tores maximaux définis sur F, de Sp(V) sont
paramétrées par les classes de conjugaison dans Wy /o.
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1.9. Soit V un espace vectoriel sur Fy, de dimension finie d, muni d’une forme bili-
néaire non dégénérée . On suppose vérifiée I'une des hypotheses :

(i) d est pair, @ est symétrique;

(ii) d est impair, @ est symétrique;

(iii) d est pair, @ est symplectique.

On pose respectivement H = O(V), SO(V), Sp(V). On peut fixer un espace v
de dimension finie sur F,, muni d’une forme bilinéaire non dégénérée @, de sorte que,
respectivement :

(i) V est de dimension d, Q est symétrique, n(V) = n(V), H= oWV);

(ii) V est de dimension d — 1, @ est symplectique, H= Sp(‘A/) ;

(iii) V est de dimension d + 1, @ est symétrique, H= 50(17).

Soient s, s’ deux éléments semi-simples de H°. On dit qu’ils sont quadratiquement
équivalents s’il existe une décomposition orthogonale V = V**@a VT et un élément s”
conjugué & s’ par un élément de H , de sorte que :

~ V* et V7% sont stables par s et s”;

~ les restrictions de s et s” & V#£ sont égales;

~ les restrictions de s et s” & V* n'ont pour valeurs propres que 1 ou —1.

On pose :
Quad(H,s) = UIrr(H, s),
oll s’ parcourt les éléments quadratiquement équivalents & s. On pose simplement :

Quad(H) = Quad(H, 1).

On appelle représentation « quadratique-unipotente » un élément de Quad(H).

1.10. Les objets que nous définirons dans la suite sur différents groupes classiques
ne sont pas tous invariants par l'action des groupes adjoints. Pour les préciser, on
a besoin de réaliser nos groupes concretement. Pour cela, nous fixerons, pour tout
entier n > 0, resp. n > 1, un espace vectoriel Vi (2n), resp. V_(2n), de dimension
2n sur Fy, muni d’une forme quadratique Q4 (2n), resp. @_(2n), non dégénérée, de
sorte que N(Q+(2n)) = 1, resp. n(@Q—(2n)) = —1. On note O (2n), resp. O_(2n),
le groupe orthogonal de Vi (2n), resp. V_(2n). On définit de méme SO, (2n) etc.
Désormais, pour tout espace V' de dimension 2n, muni d’une forme quadratique non
dégénérée @, on identifiera O(V') a O, v)(2n) via le choix d'un isomorphisme de
(V,Q) sur (Vy(vy(2n), Qpvy(2n)) (ici comme dans la suite, on identifie n(V') € {£1}
a un signe +).

Pour n = =, le groupe O,(2n) est isomorphe & son groupe dual, mais il peut étre
utile de les distinguer. Pour cela, on pose 177,(271) = V,(2n), 6,,(271) = 0(17,,(271))
quand ce groupe intervient en tant que groupe dual.

De méme, pour tout entier n > 0, on fixe un espace vectoriel V(2n) de dimension
2n sur F,, muni d’une forme symplectique Q(2n). On pose Sp(2n) = Sp(V(2n)) et
on adopte des conventions similaires a ci-dessus.
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Les groupes spéciaux orthogonaux impairs étant adjoints, on n’a pas vraiment
besoin de telles subtilités dans leur cas. Il est néanmoins commode de fixer, pour tout
entier n > 0, un espace vectoriel V(2n + 1) de dimension 2n + 1 sur F,, muni d’une
forme quadratique Q(2n + 1), non dégénérée. On pose SO(2n+1) = SOV (2n+1)).
Dans ce cas, pour tout espace V de dimension 2n + 1, muni d’une forme quadratique
non dégénérée Q, on identifiera SO(V') a SO(2n+ 1) via le choix d’une similitude de
(V,Q) sur (V(2n+1),Q(2n+1)).

Ces deux derniers cas sont duaux I'un de l'autre : on pose ‘A/(Qn)
Sp(2n) = SO(V(2n)) = SO(2n + 1) etc.

V(2n + 1),
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CHAPITRE 2

SYMBOLES

On introduit des ensembles de symboles. Ils sont étroitement liés aux représenta-
tions de groupes de Weyl. Dans certains espaces de symboles, on définit I'involution F
qui intervient dans la conjecture de Lusztig. On introduit d’autres homomorphismes
entre espaces de symboles qui permettront d’exprimer de fagon combinatoire les fonc-
teurs d’induction de Deligne-lusztig.

La plupart des définitions sont dues & Lusztig. On les a reprises en [M'W] para-
graphe 2. Il y a quelques modifications par rapport a [MW].

2.1. Pour tout ensemble fini (resp. pour toute famille finie) X de nombres complexes,
on note S(X) la somme des éléments (resp. des termes) de X. Soit A un sous-ensemble
fini de N x {£1}. On pose :

— pour ¢ € {£1}, A° = {z € N; (z,¢) € A};

—1g(A) = S(A*) + S(A) — [(B5)7);

— def(A) = |AT]| — |AT].

On a l'inégalité :

0> [(S50)7]

On définit une relation d’équivalence entre sous-ensembles finis de Nx {1}, engendrée
par A ~ Aot A = {(x + 1,¢);(x,e) € A} U{(0,1),(0,—1)}. On appelle symbole
ordonné une classe d’équivalence (en pratique, on choisira des représentants dans
les classes d’équivalence). Remarquons que les fonctions rg (rang) et def (défaut)
sont constantes sur toute classe d’équivalence. Pour n € N et D € Z, on note §n D
I’ensemble des symboles ordonnés de rang n et de défaut D.

Pour A € gn,D7 on pose oA = {(x,—¢); (z,e) € A}.OnacA € S, —p.Pour D € N,
on note S, p le quotient de §n’D us, —p par la relation d’équivalence A ~ gA. On
pose :

Sn,imp = U ’Sn,Da Sn,pair = U Sn,D~
DeN DEZ
D impair D pair
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On munit C[Sy imp), resp. C[Sp pair], du produit hermitien pour lequel S, imp,
resp. gmpair, est une base orthonormée.

Soit A € §n,pair. On dit que A est spécial si dAe/f(A) = 0 et si 'on peut écrire
At ={z,...,2 0, A~ ={y1,...,yr},avec 1 = y1 = w3 = -+ = 1, = Y. Soient
AN € gn,pair. On dit qu’ils appartiennent & la méme famille si, quitte a les remplacer
par des symboles équivalents, on a :

ATUA" =ATUAN T, ATNA =Nt A,

Toute famille contient un unique symbole spécial. Soit Fam une famille, notons ASP
son symbole spécial. Pour A, A’ € Fam, posons :

(A A7) = (JAT] + [APT(AF] + AT
+IATAATAAP T+ ]AT N AT N AT mod 2Z.

Cela définit une application symétrique sur Fam x Pgr/n, a valeurs dans Z/2Z. On
pose :
F(A) = [Fam|~"/2 ™ (—1)*A0N

A’ €Fam

C’est un élément de Q[S,, pair]. Par linéarité, on définit ainsi un endomorphisme F de
Q[Sn.pair]. Cest une involution isométrique. Notons (—1)3/2 'involution isométrique

de Q[gn,pair] qui & A associe (fl)cgf(/‘)/QA. On vérifie les égalités :
Foo= (71)&&/2 oF, ocoF=Fo (71)(ﬂ;‘f/2.

Soit A € Sy imp- On dit que A est spécial si |&‘e/f(A)| = 1 et si, quitte & changer
de représentant A, on peut écrire AY = {z1,...,z41}, A~ = {y1,...,yr}, avec
T1Z2Y1 = T2 2 2 Yy 2 Tpyp1. On définit des familles dans Sy, jmp comme ci-dessus
et, pour une famille Fam C S, imp, une application symétrique (e, ) sur Fam x Fam,
a valeurs dans Z/2Z, par la méme formule que ci-dessus. De méme, on définit ensuite
une involution isométrique F de Q[Sy, imp)-

2.2. Soit n € N. On sait que les représentations irréductibles de W,, sont paramétrées
par les couples de partitions (¢, §) tels que S(a)+S(8) = n (la représentation triviale
est paramétrée par ((n),d)). Soient h € Z tel que h2 < n et p € Irr(W,,_p2). Notons
(@, ) le couple qui parametre p. Quitte a ajouter & a et 3 des termes nuls, écrivons :

a=(m 2 Zagan), B=(01==Pfa)

Posons :

L ih>0
o(h) = si
-1, sih <0,
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et :
A ={ag +a+2h|—Laz+a+2hl —2,... a0}
Aiy(h) - {61 +a— ]-a ce '7ﬁa}7
A= (AT x {1}HU(A™ x {~1}).
Alors A € gmgh. L’application qui & (h, p) associe A est une bijection de I’ensemble
des couples (h, p) vérifiant les conditions ci-dessus sur Sy, pair-
Soient h € N tel que h? + h < n et p € Irr(W,,_p2_3,). Notons (a, B) le couple qui
parametre p. Ecrivons :
a=(ar 22 aapont1), B=001=--=fa)
Posons :
AT = {Oél +a+2h,as +a+ 2h — 1;---aaa+2h+1};
A_ = {ﬁ1+a_17"'7ﬁa}a
A=A x {1HU (A" x {-1}).
Alors A € Sy, 2n+1. Lapplication qui & (h, p) associe A est une bijection de l'en-
semble des couples (h, p) vérifiant les conditions ci-dessus sur S, imp-

2.3. On rappelle ici des résultats d’Asai ([A]). Soient n € N, a € Z~ {0}, 0 € {£1},
6 € {0,1}. On suppose n+a > 0. Notons gn I’ensemble de tous les symboles ordonnés
de rang n. Pour A € g’n, que l'on suppose représenté par un ensemble ayant un assez
grand nombre d’éléments, posons :

Eu.o(A) ={(z,e) e Az +a>0,(x +a,be) & A}
Pour (x,¢) € E,9(A), posons :
Aao(z,e) = (ANA{(z,e)}) U{(z +a,be)},
Ca,e,A(IE,E) _ 9(71)|{az ,,,,, o}mAf\+|{a:+a,,,,,o}mAa,9(z,s)"f\'
On définit :
Ta,s(A) = Z £%Cao.n(2,6) Mo (T, ).

(z,6)€Eq,0(A)
Par prolongement linéaire, on obtient un homomorphisme :

Ia7975 : Z[Sn] — Z[Sn+a].

Remarquons que si A est de défaut D, Z, 9 5(A) est combinaison linéaire de symboles
ordonnés de défaut = D mod 27Z. On vérifie de plus 1’égalité :

Tops00 = (71)50 0Z40.5-
On en déduit :

— Za0,5 se restreint en un homomorphisme de Z[S, pair] dans Z[Sy +a,pair] ;
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— lapplication A — (f1)5(‘@(‘\)*1)/21}17975(/\) se descend en un homomorphisme
de Z[S,, imp] dans Z[S, 4q,imp) (notons que Z[S, imp] est naturellement un quotient de
Z[Sn)).

On définit des homomorphismes :

I, Ia_; Ja Z[gn,pair] — Z[gn—i-a,pair]

ainsi : I, est la restriction & Z[Sy pair) de Za,1,0, I, resp. Jq, est la restriction de

Za,1, resp. Lo, —1,0. On a les égalités :

l,oo=00l,, I oco=—-col,, Jyoo=00ldJ,.

Prolongeons ces applications par linéarité en des applications linéaires de Q[S, pair]
dans Q[Sp+a,pair]- Un calcul fastidieux mais élémentaire montre que :

(1) I,oF=Fol,, IjoF=Focod,, ocod,oF=Fol,.

Enfin, les espaces de départ et d’arrivée étant munis de produits scalaires, a chacune
des applications I, I, , J, est associée une application adjointe, qui n’est autre que,

respectivement, I_,,I__,.J_,, cette application étant relative a I'entier n + a.

—a’

On définit des homomorphismes :
Lo I, Ja Z[Sn,imp] - Z[Sn+a,imp]
ainsi : I, est I’application 4quotient de Z, 1,0, Jo est celle de Z, 10 et I, est celle de
Papplication A + (—1)@f(M)=1/27 | (A). En prolongeant encore ces applications
par linéarité, on vérifie les égalités :
IpoF=Fol,, I;oF=—-Fod,, JyoF=-Fol,,
ainsi que les propriétés d’adjonction ci-dessus.

On a noté de la méme facon les applications dans les cas pairs et impairs. On espere
que cela ne crée pas de confusion.

2.4. Pour h € Z, on définit le symbole ordonné :
{{2h-1,...,0}x{1}, sih>0,

A =
cusp (h) {2/h] —1,...,0t x {~1}, sih<0.

On a les égalités :
def (Aeusp(h)) = 2h,  t8(Aeusp(h)) = B>,

On dit qu’un symbole ordonné est cuspidal s’il est de la forme Acusp(h) pour un h € Z.
Pour tout entier n > 0, resp. n > 1, on définit les symboles ordonnés de rang n :

]-Jr(n) - {(Tl, 1); (07 *1)}7 resp 1,(77,) - {(Tl, 1); (07 1)}

On notera souvent A(@) = Acusp(0) = 14(0). C’est I'unique symbole ordonné de
rang 0.
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2.5. Soient n,a € N. Définissons les éléments w, w, € W, par :
wi(i)=w, (i)=i+1, pourie{l,...,a— 1},
wh(a) =1, w, (a) = —1.
Ala décomposition :
{£1,...,.x(n+a)} ={£1,...,2n} U{E(n+1),...,£(n +a)},
est associé un homomorphisme injectif :
Wy x Wy — Wiy,
(W', w") — w'w".
Pour ¢ € {£1}, on définit un homomorphisme :
res; : QIrr(Wta)] — Q[Irr(W,)],

par la formule res: (f)(w') = f(w'ws) pour tout f € Q[Irr(W,14)] et tout w’ € W,.
Grace a 2.2, on a des isomorphismes :

Q[gn,pair] = @h@[h‘r(anhQ )]a
@[§n+a,pair] = @h@[lrr(wn+a—h2)]a

ol h décrit ensemble des entiers relatifs tels que, respectivement, h? < n, h? < n+a.

(1)

On définit une application linéaire :

Resy, : Q[§n+a,pair] - Q[gn,pair]
de la fagon suivante. Pour h? > n, elle annule Q[Irr(W,,4,_p2)]. Pour h? < n, elle
envoie le sommand indicé par h de Q[Spta,pair] dans le sommand indicé par h de

Q[Sn, pair] et y coincide avec 'application res si h > 0, € resg si h < 0.
LEMME. — On a les égalités I_, = Res), I~, = Res, .

Cf. [A] lemme 2.8.2. Le lemme résulte de la définition des paramétrages des repré-
sentations irréductibles des groupes W, et de la formule d’induction de Murnaghan
([Z], proposition 4.17).

Un lemme similaire vaut dans le cas des symboles de défaut impair.

2.6. Pour n,a,b €N, a,b > 1, considérons les homomorphismes :
Ja o Jba Jb o Jaa Ia o Jba Jb o Ia : Q[gn,pair] — @[§n+a+b,pair]-
LEMME. — On a les égalités J, 0 Jpy = Jpo Ju, IooJy = Jp01,.

Démonstration. — On peut le vérifier directement sur les formules de définition. Don-
nons une autre preuve. Par conjugaison avec 'opérateur F, la premiere égalité est
équivalente & I, oI,” = I,” oI, . Par adjonction, elle est encore équivalente a 1’égalité
IZyolI-,=1_,01I",. D’apres le lemme 2.5, cette égalité résulte du fait évident que
pour tout entier m > 0, les deux applications res, ores; et res; ores, , définies sur
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Q[Irr(Win4q+b)], sont égales. La deuxieme égalité de ’énoncé se démontre de la méme

fagon. O
2.7. Soit n € N. Notons Q[gmpair] 1J le sous-espace de Q[gn,pair] somme des images
de tous les opérateurs I, ou J, pour a € {1,...,n}.

LEMME

(i) Sin n’est pas un carré, Q[ ', pair| 1] = Q[gn pair]-
(i) Sin = h2, avec h € Z, Q[S, pair] 1.7 est Uorthogonal du sous-espace de Q[ 1, pair]
engendré par les éléments FAcusp(£h).

Démonstration. — Soit m un entier > 1. Tout élément de W,, est conjugué a un
produit, en un sens évident, de cycles de la forme w*. 11 en résulte que 'intersection
dans Q[Irr(Wiy,)] des noyaux de tous les opérateurs rest, pour a € {1,...,m}, est
nulle. Notons E l'orthogonal dans (@[ n,pair] de Q[Sy, palr] 1J- C’est le noyau de tous
les opérateurs I_, ou J_, pour a € {1,...,n}. L'espace FE est l'intersection des
noyaux de tous les opérateurs I fa pour ces mémes a. Grace au lemme 2.5 et a ce que
lon a dit ci-dessus, FE s’identifie par I'isomorphisme 2.5(1) & la somme des termes
du type Q[Irr(Wp)]. Il n’y en a pas si n n’est pas un carré. Si n = h?, ces termes
s’identifient aux droites portées par Acusp(£h). D’olt le lemme. O
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CHAPITRE 3

FAISCEAUX-CARACTERES

On définit des faisceaux-caracteres sur les groupes classiques, en particulier sur le
groupe orthogonal pair qui n’est pas connexe. On classifie certains de ces faisceaux-
caracteres par des symboles. On montrera au paragraphe 6 que les fonctions-traces
associées a ces faisceaux engendrent le méme espace que les traces de représentations
irréductibles quadratiques-unipotentes.

3.1. Soient n un entier > 0,7 € {£1}, 7', r" deux éléments de Z tels que r"?+1"? = 2n
(r" et " sont donc de méme parité). Posons G = O,(2n). Fixons un élément z € G,
soumis aux conditions ci-dessous. Décomposons & = su en produit d’un élément semi-
simple s et d’un unipotent u. On demande :

s a r'? valeurs propres 1 et 72 valeurs propres —1.
Alors Zgo(s)? = SO, (r'?) x SO, (r'"?), pour des i/, 1" € {£1} convenables. L’élé-
ment u se décompose conformément en v = u'v”. On demande :

Al = 27| - 1,21 = 3,...,3,1), A(W") = 2] —1,2]7"| - 3,...,3,1),
¢f. 1.6. Posons I' = Jord"P(u/), I = Jord"®(u”). Il y a un isomorphisme naturel :

Zeo(2)] Zeo(2)° = {(()ier, (2 )ierr) € {1 < {1 i [Liep 2 = [ierr 21}

Le groupe des caracteres de ce groupe s’identifie & ((Z/2Z)1/ X (Z/2Z)I”)/A(Z/2Z),
A étant le plongement, diagonal. Notons ' = (¢/);er Pélément de (Z/2Z)"" tel que :

pour tout i € I'.

2

, (i+1)/2 mod 2Z, sir’ >0,
E;, =

(1 —1)/2 mod 2Z, sir’' <0,
Définissons de méme ¢ € (Z/2Z)"". Le couple ¢ = (&/,¢") définit un caractére du
groupe Zgo(z)/Z go(x)°. Notons C la classe de conjugaison de z (par G ou G, c’est
pareil). un nombre premier ¢ # p étant fixé, on construit un systéme local ¢-adique
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L', r") sur C, quotient du fibré :

G’/ Zgo(x) x Q (9ZGo(2)°, 1)

(lj l

grg~"

par Paction de Zgo(x)/Z go(x)? agissant naturellement & droite sur G°/Z o ()° et
par ¢ sur Q,. On prolonge L(7',7") & G tout entier par 0 hors de C. Le complexe
L(r',r")[dim(C)] est un faisceau pervers sur G, G -équivariant, irréductible et cus-
pidal, au sens de [L4].

Si K est un complexe constructible sur G et y € G, on note K, la fibre de K
en y. C’est un complexe d’espaces vectoriels. Si de plus K est muni d’une action de
Frobenius (que 'on notera toujours F), on définit la fonction trace(KX) sur G par :

trace(K)(y) = trace(F|K,) = Z(—l)i trace(F|K, ),

pour tout y € G. On munit £(r/,7"") de laction de Frobenius telle que :
trace(L(r',r"))(x)
=2 (TLC1) 200 @) (T €D 20 (i) ),

il el
ot §(r',r") = (|r"® — | + |r""® — r""]) /3. Cette normalisation ne dépend pas du choix
de z.
Remarquons que, quand on remplace (/") par (—r', —r""), les systeémes locaux
L(r',r") et L(—r',—r") sont isomorphes, mais leurs Frobenius sont en général diffé-

rents.

3.2. Soient n,n. € N, n,n. € {£1}, avec n > 1, n. < n, posons G = O,(2n),
G. = O, (2n.). Supposons donné un groupe de Lévi M de G, défini sur Fy, de la
forme M = T x G, ou T est un tore. Soient enfin sy € T et r',r" € 7 tels que
72 + 72 = 2n.. On a construit au paragraphe précédent un systéme local L(r', ")
sur une orbite, que nous noterons maintenant C'., de G., muni d’'un Frobenius.

REMARQUE. — Ici comme dans la suite, les données relatives a G disparaissent si
ne = 0.

On construit un systeme local L(sp) sur T, quotient du fibré :

T X @E (ta :LL)

| !

T F(t)t—!

par I'action de T agissant par multiplication sur T et par le caractere attaché a sp sur
Q. On munit £(s7) du Frobenius tel que trace(£(sr))(1) = 1. Par tensorisation, on
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obtient un systeme local L£(s7) x L(r',7") sur T x C.. Notons M. la sous-variété
des m € M tels que Zg(m) C M et :

Y = {hmh™';m € M,e N (T x C,.),h € G°}.
Considérons le revétement :

Y = {(hM°,g) € G°/M° x G;h~'gh € M,os N (T x C.)}  (hM°,g)
! l
Y g
Parce que L(s7) x L(r',1"") est M -équivariant, de ce systéme local se déduit un
systéme local sur Y, noté de la méme facon. Son image m(L(s7) x L(r', 7)) est un
systéme local sur Y, que 'on translate en un complexe m (L(s7) x L(r', 7)) [dim(Y)].
Le prolongement d’intersection de ce complexe est un faisceau pervers, noté
K(T;st;r’,r"), porté par 'adhérence de Y. Des Frobenius que l'on a fixés sur
L(sT) et L(r',r") se déduit un Frobenius sur K (T'; sp; ', r").

La fonction trace(K (T;st;r’,r")) sur G est invariante par conjugaison par G°.
Elle est méme par G s'il existe g € G~ G tel que gMg~—t = M, Ad(g)*(L(sT) %
L(r', ")) = L(sp)x L(r",r") et cet isomorphisme respecte les Frobenius. Cette condi-
tion est vérifiée si n. # 0. Fixons un élément v € G~ G°. On définit une fonction
invariante par G :

trace( K (T'; sp; 7', r")), si ne # 0,

k(T;sri0',r") =
trace(K (T'; sp; ', r"))

+ trace(K (T; sp;r’,7"")) o Ad(y), sin.=0.
Posons :
W (T;sp;r',r") ={g € GigMg™' = M,
Ad(9)"(£(s7) X L',1") = £(st) x £G,1")} /M.
Alors :
W (T;sp;r',r")|/2, sine#0,
(1) (k(T; sp; ', 7"), k(T sp; ', 7'")) = |WA(T; s;r',7")|/ sine #
W (T; sp;r',r")|,  sin.=0.

Soient M,T, 55,7,7" des données analogues & M,T,sr,r’,r". Supposons qu’il
n’existe pas de g € G tel que

gMg™' =M ot Ad(9)"(LGz) x L(F,7") = Lis) x L(r',1"))
(on ne tient pas compte ici des Frobenius). Alors :

(2) (k(T; sp; 7, 7"), k(T3 3757, 7)) = 0.
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Ces propriétés sont démontrées dans [L5] corollaire 9.9 dans le cadre des groupes
connexes, mais la méme démonstration s’applique ici. Le 1/2 de la formule (1) vient
de la normalisation du produit scalaire, qui est pour nous relatif au groupe G et non
pas GO.

Prolongeons L(s7) x L(r',r") & M par 0 hors de T' x C.. On a la relation :

3) supposons q > 2n; alors k(T sp;r',7") = (=1)" RS, (trace(L(s7) x L(r,7"))).
M

Cette propriété est démontrée en [L8], proposition 9.2, dans le cadre des groupes
connexes, pour ¢ assez grand. Un examen attentif de la preuve montre que la méme
démonstration s’applique ici, et vaut pour ¢ > 2n. Le signe intervenant dans la formule
de Lusztig est (—1)3™(T*C) On calcule dim(T x C.) = n mod 2Z.

3.3. Soient n un entier > 0, n € {£1}, posons V = V,(2n), G = O,(2n). Donnons-
nous de plus des entiers Ny, No € N, hy,hy € Z, tels que n = Ny + Ny + h? + h3.
Posons n, = h% + h%. Soient wy € Wy,, wy € Wh,. Dans le cas ou n. = 0, on
impose provisoirement 1'égalité sgnp, (w1) sgnep(w2) = 1. Fixons une décomposition
orthogonale :
V=WoWhol

telle que, pour j € {1,2}, on ait dim(V;) = 2N;, n(V;) = sgnop(w,). Pour un tel j,
fixons un sous-tore maximal T',,; € O(V;), défini sur IF, et paramétré par w; (cf. 1.7).
Posons 1. = n(Ve) = sgneop(w1) sgnop(wa2)n, Ge = O(Ve) ~ Oy, (2nc),

7' =h1+ ha, " = hy — ho,

T=T,, xTy,, M =T x G.. Notons 1Tw1 I’élément neutre de ’fwl. Le tore dual
JA“MQ se plonge naturellement dans 6(‘/2) Notons (r,,, 1'élément de ’f”w dont I'image
dans 6(1/2) est 'élément central —1 de ce groupe. Posons st = 11, X (r,, € T.
En appliquant la construction de 3.2 & M, T, sr,r’,r"”, on construit un complexe
K(T; sp;r',r") sur G et une fonction k(T; s;7’,r"") sur G. Nous noterons ces objets
respectivement K (wq, wo; 7', 1") et ky(wr, wa;r’, r").
Dans le cas ou n. = 0, on a imposé I'égalité sgn.p(w1)sgnep(wz) = n. On leve
cette condition en posant k, (w1, w2;0,0) = 0 si elle n’est pas vérifiée.
Pour j € {1,2}, posons :
~fo, sin; =0,
kA 1, sihj <O0.
Soient maintenant p; € Irr(Wy;), pour j € {1,2}. Notons A; I'élément de
gNﬁh?,pair correspondant au couple (hj, p;) (cf. 2.2). On définit la fonction sur G :

(1) Ey(Ar, A2) = (=1)" Wiy, |71 W[~

D senep(wi)® trace(py) (wr) sgnep (w2)® trace(pz) (w2)ky (wy, wa; v/, ")
(w1, w2)EWN, XWn,
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3.4. On conserve les notations du paragraphe précédent. Supposons d’abord n. > 0.
La fonction k; (A1, A2) est la fonction trace d'un faisceau-caractere au sens de Lusztig.
Pour voir cela, posons N = Ny + N3 et fixons un sous-ensemble {v;;¢ € {£1,...,£N}}
de V tel que, pour tous ¢, 7 :

07 5117&7‘77
—2, sii=—j.

Q(Uivvj) = {

Prenons pour Vj, resp. Vo, le sous-espace de V engendré par les v;, pour ¢ €
{£1,...,£N1}, resp. {£(N1+1),...,£N}, et pour V. Porthogonal de V; @ V5. Pour
j € {1,2}, notons T'; le sous-tore maximal de O(V}) qui stabilise toutes les droites
qui, pour v; € V;. Par la méme construction qu'en 3.3 (c’est le cas wy = 1, wy = 1),
on construit un complexe K = K (T'1 x T'2; 17, X (py; 77, 7"") sur G. Remarquons qu’ici,
le groupe M =T x G, est un sous-groupe de Lévi d’un sous-groupe parabolique de
G défini sur IFy.

Comme en 3.1, fixons # € C,. Notons T le sous-ensemble des ¢t € T tels que
I'élément t =1 F(t)x de T x C, appartienne & M .. Considérons le fibré :

G'/(T x Zgo(x)°) x T xQ,  (9(T x Zgo(x)°),t, )

(1) ! I

gt F(t)z)g~"
Le groupe (Zgo(x)/Zgo (2)%) x T agit sur ce fibré :

~ Zgo(2)/Zgo ()0 agit sur G°/(T x Z o (x)?) par multiplication & droite, trivia-
lement sur T, par le caractere £ sur @g ;
— T agit trivialement sur G° /(T x Z o (x)?), par multiplication sur T';

— T agit trivialement sur Q,, T y agit par le caractére associé a (r, € JA“Q.

Le systeéme local m(L(st) x L(',7"")) de 3.2 n’est autre que le quotient du fibré
ci-dessus par I'action du groupe (Zgo(z)/Z go ()%) x T.
Fixons une décomposition orthogonale :

(2) Ve = (@icrV}) & (®icr V"),

(les notations sont celles de 3.1), telle que, pour tout ¢ € I’, resp. i € I”, V/, resp. V|
soit stable par z = su, s y agisse par multiplication par 1, resp. —1, et u n’y ait qu’un
seul bloc de Jordan, de longueur i. Fixons i; tel que, ou bien i; € I" et ] = e, ou
bien iy € I" et €] = e1. Un tel iy existe. Soit w € Wy,. On releve w en un élément
de G°, encore noté w, de la facon suivante. Pour i € {#1,...,+N;}, wv; = v,;. Pour
i€ {£(N1+1),...,£N}, wy; = v;. Sisgnep(w) =1, w agit trivialement sur V. Si
sgngop(w) = —1, w agit par multiplication par —1 sur V/ ou V;/, selon que i; € I’ ou
i1 € I”, et agit trivialement sur les autres termes de la décomposition (2). On releve
de fagon similaire les éléments de Wy,. On obtient ainsi un homomorphisme injectif
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Wy, X Wy, — G. Soit w € Wy, x Wh,. Il agit sur le fibré (1) par :
(g(T x ch(x)o),t,,u) — (gw™ (T x ZGB(I)O),wtw_l,u).

Cette action se quotiente, par 'action du groupe (Zgo(z)/Z go (2)%) x T, en un au-
tomorphisme du systéme local m(L(s7) x L(r',r")). On obtient une application de
Whn, x Wy, dans le groupe d’automorphismes de ce systeme local. Cette applica-
tion est un isomorphisme de groupes. D’apres 'une des propriétés fondamentales du
prolongement d’intersection, Wy, x Wy, s’identifie du méme coup a un groupe d’au-
tomorphismes du faisceau pervers K, qui engendre ’algebre des endomorphismes de
ce faisceau. Notons E l'espace de la représentation p; x pa de Wy, x Wy,. On définit
le faisceau pervers :

A(pla P2) = I—IOIHVVN1 XWn, (Ea K).

Il est irréductible, ¢f. [L5] 10.4. On le munit du Frobenius déduit de celui que 'on a
défini sur K. En utilisant [L5] 10.4.4 et en explicitant tous les termes de cette formule,
on vérifie I’égalité :

(3) kn(A1; Ag) = (=1)" trace(A(p1, p2))-

Supposons maintenant n. = 0 et n = 1. La construction se complique, le
groupe d’automorphismes intervenant étant cette fois isomorphe au sous-groupe
(Wx, x Wa,)P des (wi,w2) € Wy, x Wy, tels que sgngp(wi)sgnep(ws) = 1.
Comme ci-dessus, toute représentation irréductible p de ce groupe donne naissance a
un faisceau pervers irréductible A(p), muni d’un Frobenius, qui est GC-équivariant.
On a alors :

k(A1 Ag) = (~1)* 3 trace(A(p)),
P

otl p parcourt les composantes irréductibles de la restriction de p1 x pa & (W, x W, )P.
Considérons enfin le cas o n, = 0 et n = —1. On ne peut plus choisir les éléments v;
dans V. On les prend dans V®]Fqu, en supposant que le Frobenius de cet espace fixe v;
pour i € {£1,...,£(N —1)} et échange vy et v_x. On construit le complexe K. Son
groupe d’automorphismes est (Wy, x Wy, )?. Mais le Frobenius F de K ne commute
plus & 'action de ce groupe : pour w € (Wy, x W, )P, on a FwF~! = wpwwy, ot :
(1,sn,) € Wi, X Wy, si Ny #0,
Wp = .
sn, € Wiy, si Ny = 0.
Si la restriction de p1 x pa & (Wi, x Wi, )P est réductible, on a k_(Ay, Ay) = 0 d’apres
la définition de cette fonction. Supposons cette restriction irréductible. On pose :
A(pla P2) = HOI’D(WNl XWny)P (Ea K)

C’est encore un faisceau pervers irréductible. On le munit du Frobenius tel que :

F(a)=Foao(p x p2)(wp)™*
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pour tout a € A(p1, p2). On a alors 1'égalité :
k_(A1,As) = (=1)" trace(A(p1, p2)).

3.5. Dans les constructions précédentes, considérons le cas particulier ot Ny = n—1,
Ny =0, hy =1, hag = 0 et py est la représentation triviale de W,,_1 (p2 est aussi bien
stir la représentation triviale de Wy). Autrement dit, Ay = A(F) et Ay = 1_(n),
¢f. 2.4. Pour toute variété X, notons @élx le fibré trivial sur X. Le fibré 3.4 (1)
admet pour quotient @gly par 'application :

G /(T x Zan(2)’) x T x Ty — ¥ x T
(9(T x Zgo(@)°), t, 1) — (gt F(t)z)g~", 1)
Munissons le fibré trivial du Frobenius évident et des actions triviales de
(ch(f)/zcg(ﬂﬁ)o) xT et Wy_1.

L’application ci-dessus est équivariante pour toutes ces actions. En se reportant aux
définitions, et en tenant compte des décalages qu'on y a introduits, on voit que le
complexe @y [dim(Y')] est quotient de la restriction de A(p1,p2) & Y. Mais Y est
ici un ouvert dense de G ~ G et A(p1, p2) est irréductible. Donc A(py, p2) est iso-
morphe au complexe Qg go[dim(G)]. Cet isomorphisme est compatible aux actions
de Frobenius. De 3.4 (3) résulte I’égalité suivante, pour tout g € G :

0, si det(g) =1,

kn(1-(n), AM(2))(9) = {1 si det(g) = —1.

Considérons maintenant le cas particulier ot Ny = n, N =0, hy = hy = 0 et p;
est la représentation triviale de W,,. Autrement dit, As = A(@) et A; = 14(n). Un
raisonnement analogue montre que, pour tout g € G :

k(14 (), A(2)) () = {1’ o detto) =1

0, si det(g) =—1.
3.6. Soit n un entier > 1. Pour n € {1}, on a défini 'espace C(O,(2n)) des fonctions
sur O, (2n) invariantes par conjugaison. C’est une algebre pour la multiplication point
par point : f1f2(g9) = f1(g9)f2(g). En particulier, on peut multiplier par les fonctions
det ou sp. On définit de plus les automorphismes f +— f~ et f +— f° par:

f=(9) = f(=g), [f°(g) = f(hgh™"),

pour tout g € O,(2n), o h est un élément de CO,(2n) tel que { o A(h) = —1
(la définition ne dépend pas du choix de h).
Posons :

C(0(2n)) = C(04(2n)) ® C(O_(2n)).
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Remarquons que 'on peut considérer cet espace comme un espace de fonctions sur
I'union disjointe O (2n) U O_(2n). En particulier, on peut évaluer un élément de cet
espace en un point de O4(2n) ou O_(2n).

Munissons cet espace du produit hermitien somme orthogonale des produits sur
chaque facteur. Des actions définies ci-dessus sur chaque facteur se déduisent des
actions sur leur somme. Par exemple, pour f = f1 & f_ € C(O(2n)), on pose det f =
(det f+) @ (det f—). On note 1 @ —1 l'automorphisme :

fr@f — fr o (=f).
Posons :
SSn,pair = U(Snl,pair X Sng,pair)a

union sur les (n1,n2) € N x N tels que n1 + no = n. Soit (A1, As) € ggn,pair- Pour
n € {£1}, on a défini en 3.3 la fonction k, (A1, A2) € C(O,(2n)). On pose :

k’(Al,AQ) = k’+(A1,A2) (&%) k'_(Al,AQ) S C(O(?n))

PROPOSITION. — Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout (A1, A2) €SSy, pair-

(1) (k(A1, Ag), k(Aq, Ag)) = 1.
(ii) Pour tout (A}, Ay) € SSp pair tel que (A}, A5) # (A1, Az), on a

(k(A7,AS), k(A1,Ag)) = 0.

(iii) det k(Ay, Ag) = (—1)(defA)+del(A) /2 (A A,).
(IV) Spk’(Al,Ag) = k’(/}/g,Al)

(V) k/’(Al, AQ)C = (_1)def(A2)/2k.(A1, Ag)

(Vi) k(A1, A2)™ = ¢(=1)8ADDk(Ay, 0Ay).

(Vll) (]. D 71)k(A1,A2) = k(O'Al, O'AQ).

Démonstration. — Les propriétés (iii) & (vii) résultent d’un dévissage des définitions.
Démontrons seulement (iv) et (vi), et laissons les autres au lecteur. On fixe n € {£1},
on pose G = O0,(2n).

Il existe un systeme local Ly, sur G, muni d’un Frobenius, dont sp est la fonction
trace. En effet, notons ch le revétement simplement connexe de G°, fixons v €
G~ GO tel que v2 = 1 et sp(y) = 1. L’automorphisme Ad(y) de G° se reléve en un
automorphisme involutif de G2,. Formons le produit semi-direct Gy. de {1,7} et G2..
Alors Ly, est le quotient du fibré évident :

Gsc X @é

G

par I’action du groupe {£1} agissant sur Q, par le caractére non trivial et sur Gy, par
multiplication, via l'identification de {£1} avec le noyau de la projection Gy, — G.
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Revenons & la définition de la fonction k, (A1, A2) donnée en 3.3, dont on reprend
les notations. Soit (w1, ws2) € Wi, X Wy, avec sgnep(wi)sgnep(we) = n dans le
cas oit hy = hy = 0. Le complexe K (wy,wsz;7’,7") est induit & partir d’un systeéme
local L(17,,) x L(C7,,) x L(r',7") d'un Lévi M = Ty, X Ty, x G.. Alors Ly, ®
K (w1, wa;7’,7") est induit a partir du systeme local Ly, |ns ® (L£(17,,) % L((7,,) X
L(r",7")), avec une notation évidente.

Soit j € {1,2}. On vérifie que Ly, = L(C1,,). Done Ly, ® L(17,,) =
L£(¢r,,) et Lep|T,,, @ L(CT,,) = L(17,,). Autrement dit, tensoriser par Ly, revient a
échanger les roles de T, et T, ou, ce qui revient au méme, de w; et ws.

Pour calculer Ly, g, ® L(r',7"), on calcule sa fonction trace. Elle est portée par la
méme variété C. que trace(L(r’,r")). Soit x = su € C. comme en 3.1. Grace & 1.6(1)
et 1.6(2), on a les égalités :

trace(Lypy @) (@) = sp(s) = 7" ¢(~1)I"/F = (=) VA2 TT g ().
ZE IH

v i 9
wj w1

Or [r'"2 /2] € 2Z et :

[71/2 = Y (i — 1)/2 mod 2Z.

iel”
D’ou :
trace(Lop @) (@) = [T (C(=1) 2nun (@),

el

En examinant 1'égalité 3.1(1), on voit que multiplier trace(L(r", ")) par trace(Lyp i, )
revient a changer I'élément ¢’ = (e)icrr en (1 — €})icrr, ou encore 7" en —r”.
Autrement dit Ly, g, @ L(r',r") = L(r', —r").

On obtient L ® K (w1, wa; 1, r") = K (we, wi;r", —r"). Grace a ce résultat, I'éga-
lité 3.3(1) entraine :

spky(A1,A2) = (1) Wi, | Wi/ ™0 Y sengp(wi)™ trace(pr) (w1)

(w1, w2)EWN, XWh,y

SgN-p ('(U2)€2 trace(pg)(wQ)kn (w2’ wr; 7,/’ *7”//).

Les couples (', —r") et (e2,e1) sont associés & (ha, hi) comme (r',r") et (e1,ea)
ont été associés & (hi, he). Le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est égal a celui
de I’égalité 3.3(1) relative au couple des symboles associés & (hg, p2) et (h1,p1). Ce
couple est (A9, A7) et le (iv) de I’énoncé s’ensuit.

Démontrons (vi). La encore, on est ramené, pour wi,ws fixés, & calculer
trace(L(17,,) x L(Cr,,) x L(r',r"))(=m), pour m € M (avec les notations ci-
dessus). Pour tout ¢t € Ty,,, on a les égalités :

trace(L(17,, ))(—t) = trace(L(11,, ))(t) = 1.
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Gréce & 1.6(1), pour tout ¢t € Ty,,, on a les égalités :

trace(£(r,, ))(=t) = spir,, (=1) trace(L(Cr,, ) (t)
= sgnop(w2)¢(—1)" trace(L(Cr,, ))(1).

La fonction sur G, : g — trace(L(r',r"))(—g) est portée par —C.. L’orbite —C,
est celle associée en 3.1 au couple (7,7) = (r",r'). Soit x = su € —C,, notons
I', 1", 1, na ses données associées, et notons I, I",n,, n, les données associées a
—x.Onal' =1" 1" =T ng = Ny, Nar = N . Les nombres trace(L(7, 7)) (z) et
trace(L(r’,r"))(—z) sont calculés par 3.1(1). En comparant les deux expressions, on
obtient :

trace(L(r', ")) (—x) = ¢(—1)" trace(L(r", ")) (z),
ota=(Y,cpe)+ Cicrel). On caleule a =1’ —r” = hy = h3 mod 2Z.
On obtient 1’égalité :
trace(L(1r,, ) x L(¢r,,) ¥ L', ")) (—m)
2
= sgop (w2)¢(—1)N "2 trace(L(1x,, ) X L(Cr,,) x L, 1"))(m),
pour tout m € M. Remarquons que Na + h3 = rg(Az). On en déduit :
Foy (w1, wa; 7' 7)™ = sgnep (wa)¢(—1)8 Ak, (wy, we; 1),
En utilisant 3.3(1), on obtient :
(-1 0ky (A1, A0)™ = (1" W W Y smop )
(w1,w2)EWN, X Wiy
trace(p1)(w1) sgnep (wa) 1 trace(pa) (w2)ky (w2, wi; 7”7, 7).
Le couple (r”,r") est associé & (h1, —ha) comme (r/, ") a été associé & (hy, ha). Si
ha # 0, (e1,e2 + 1) est le couple associé & (hy, —ha) comme (e1,e2) a été associé a
(h1,h2). Si ha = 0, on a es = 0 et, bien sir, (e1,ea) est associé & (hy, —hs) comme
a (h1,h2). Dans les deux cas, le membre de droite de I’égalité ci-dessus est égal a
ky (A7, A5), oit A est le symbole associé & (hi, p1) et Ab est celui associé & (—ha, p2)
si he # 0, 4 (0, p2 ® sgngp) si he = 0. Or A} = Ay, A, = oAy, ce qui démontre (vi).

Supposons (hy, ha) # (0,0). A partir des égalités 3.2(1), 3.2(2), 3.3(1), un calcul
standard prouve que :

(kn(A1, Az), Ky (A1, Ag)) = 1/2,
et, pour (A}, A}) € ggn,pair, différent de (A1, Az) et (cA1,0A2),
(kn (A1, Ag), iy (A, A3)) = 0.

D’ot le (i) de I’énoncé et aussi le (ii), pourvu que (A, A}) soit différent de (cA1, 0A2).
D’apres (vii), on a :

k(O’Al, O'AQ) = kJr(Al, AQ) D —k_ (Al, AQ)
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D’oui encore (ii) pour (A}, AL) = (0A1,0A3). Si (h1, he) = (0,0), le calcul se complique
un peu. On obtient les mémes résultats que ci-dessus, sauf si (A1, A2) = (cA1,0A2).
Dans ce cas :
(k+ (A1, A2), ki (A1, A2)) =1, k_(A1,A2) =0.
On laisse les détails au lecteur.
Il est utile de considérer aussi le cas n = 0. On pose par convention

0+(0)={1}, 0-(0) =2, C€(0(0))=C(04(0)) =C, €(0-(0)) = {0},
k(A(2),A(2)) = k+ (A(2),A(2)) =1, k- (A(9),A(2)) = 0.

3.7. Dans les paragraphes précédents, on a construit des fonctions sur des groupes
orthogonaux pairs. Des constructions analogues valent pour les groupes spéciaux or-
thogonaux impairs et les groupes symplectiques. On les décrit brievement dans les
paragraphes suivants.

Soient n,r € N, " € Z tels que ' est impair, r” est pair et 2 + r'? = 2n + 1.
Posons G = SO(2n + 1), n = n(V(2n + 1)). On fixe z = su € G tel que s ait 72
valeurs propres 1 et 7”2 valeurs propres —1 et, en décomposant u = u/u” (cf. 3.1), on
ait :

Au')y = (2 — 1,20 = 3,...,3,1), Au") = (2]7"] —1,2|"| - 3,...,3,1).
On pose I' = Jord™(u'), I" = Jord"(u”). On définit &' = (¢})icr € (Z)2Z)" et
e" = (e)icrr € (Z/2Z)"" par :
e =(i—1)/2 mod 2Z pour tout i € I,
pour tout i € I”.

i =

s J(@E+1)/2mod 2Z, sir” >0,
(1t —1)/2 mod 2Z, sir” <0,
Alors ¢ = (¢/,¢") définit un caractére du groupe Zg(z)/Zg(x)°. On lui associe

comme en 3.1 un systéme local L(r',7") sur Porbite de z. On munit ce systéme local
du Frobenius tel que :

/

trace(£(r, 1)) (@) = "+ =02 R (T (1) 2 ()7

iel’
(TT D206,

ie[//
ot §(r', 7" = (r"® — ' + 7" —7"|)/3.
3.8. Soient n, N1, No,h1,ha € N tels que n = Ny + No + h? + hy + h3 + ha. On

associe & (h1, h2) un couple (r',7") ainsi. Le nombre 7’ est 'unique élément impair de
{h1 + hg + 1,|h1 — hz|}. Notons-en R” I’élément pair. On pose :

M RH, si h1 = hg,
*R”, si hy < hs.
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Soient w; € Wy, wa € Wpy,. Comme en 3.3, on associe a ces données un complexe
K (wy,wa;r’",r") sur SO(2n + 1) muni d’un Frobenius. On note k(wy,ws;r’,7"") sa
fonction trace associée.

Soient maintenant p; € Irr(Wy,) pour j € {1,2}. On note A; I'élément de
SNj+hj+h§7imp correspondant & (h;, pj), ¢f. 2.2. On pose :

KA A2) = (=1)" 3~ sgnep(wy)™ trace(pr)(wr)

(w1,w2)EWN, XWh,
sgnep (w2)"2 trace(ps) (wa )k (wy, wos v, 7).
Posons :
SSn.imp = U(Sn, imp X Sns imp);
union sur les (n1,n2) € NxN tels que n1+ngo = n. On vient de définir une application :
SSpimp — C(SO(2n + 1))
(A1, A2) — k(Aq1, As).

PROPOSITION. — Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout (A1, A2)ESS, imp-
(i) (B(A1,A2),k(A1,A2)) =1.
(i) Pour tout (A1, A5) € S8y imp, différent de (A1, Az), on a
(k(A1, A2), k(A}, A5)) = 0.
(iil) spk(A1,A2) = k(A2, Ay).

3.9. Pour traiter le cas des groupes symplectiques, on doit fixer une fois pour toutes
une racine carrée de ¢(—1)g, que 'on note (¢(—1)g)'/2.
Soient n, 7', r" € N tels que 7% + 1" +r""? + 1" = 2n. Posons G = Sp(2n). On fixe
x = su € G tel que s ait 7’2 4+ 7' valeurs propres 1 et 7”2 + 7" valeurs propres —1 et,
en décomposant u = u'u”, on ait :
Ay =2, 2r —2,...,2), A@W")= (2", 27" —2,...,2).

On pose I' = Jord®(v), I" = Jord®(u”). On définit &’ = (¢})ier € (Z/2Z)" et
e" = (e)icrr € (Z/2Z)"" par :

e, =1i/2 mod 2Z pour tout i € I,

e/ =1i/2 mod 2Z pour tout i € I"”.
Alors € = (¢/,¢") définit un caractere du groupe Zg(z)/Zg(x)°. On lui associe un
systéme local L(r',7") sur Porbite de x, muni du Frobenius tel que :

trace(£(r',1"))(2) = (=12 (T] (=<0 @) ( T )
iel’ el
| S "y = (P2 + 1) + 1) + " (2" + 1)(r" + 1)) /6.
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Remarquons que §(r’,7"") est entier mais pas toujours pair.

3.10. Soient n, Ny, No,hy € N et hy € Z tels que n = Ny + No + h? 4+ hy + h3. On
associe & (hq, he) un couple (v, ") en posant :
r' = sup(hn — (=1)"ha, (=1)""hy — by = 1),
" =sup(hy 4+ (=1)"hy, (=1)" 1 hy — hy — 1).
Soient wy € Wi, , we € Wy,. Comme en 3.3, on associe a ces données un complexe
K (wy,wa; ', r") sur Sp(2n), muni d’un Frobenius. On note k(wy,wsz;7’,7") sa fonc-
tion trace. Soient maintenant p; € Irr(Wy;) pour j € {1,2}. On note A; I’élément de

SNlJrhlJrh%’imp correspondant & (hy, p1) et Ay Iélément de SN2+h§,pair correspondant

a (ha, p2). On pose :
0, sihyg>0
€9 =
1, sihy <O,
et :
k(A1 Ag) = (1) W, | Wa,| ™ Z sgnep (w) 2 trace(pr ) (wr)
w1EWN, , w2EWN,
ha+4ez2+1 AN/
sgnep (ws) trace(pz2) (wa2)k(wy, wa; ', r'").

Posons :
Ssn,mix = U(Snl,imp X Sng,pair)7
union sur les (n1,n2) € NxN tels que n1+ngo = n. On vient de définir une application :
S8,.mix — C(Sp(2n))
(A17A2) L — k(A1;A2)-
On définit comme en 3.6 les automorphismes f — f~ et f — f¢ de C(Sp(2n)).
PROPOSITION. — Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout (Aq, Ag)esgn,mix.
(i) (k(A1,A2),k(A1,A2)) =1
(ii) Pour tout (Af,Ay) € SSp mix, différent de (A1,A2), on a
(if) k(A1, Ag)® = (—1)def(A2)/2 (A, A).
(IV) k(Al, Ag)_ = g(_l)rg(Az)k,(Ah O'AQ).
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CHAPITRE 4

REPRESENTATIONS QUADRATIQUES-UNIPOTENTES

On définit et on parametre par des symboles les représentations irréductibles
quadratiques-unipotentes des groupes classiques. On commence par décrire les al-
gebres d’entrelacement des représentations induites de représentations cuspidales. On
parametre les représentations irréductibles quadratiques-unipotentes cuspidales, en
utilisant les résultats de Lusztig. Puis, on décompose les représentations induites de
ces cuspidales.

4.1. Soient n un entier > 0, n € {£1}, posons V =V, (2n), Q = @Q,(2n). Supposons
donnés un entier N € N et un sous-ensemble {v;;7 € {£1,...,£N}} de V tel que,
pour tous ¢,7 € {£1,...,£N}, on ait :

0, siiz—j
Q(’Uivvj) = { .. .
—2, siit=—j.
On note Vp le sous-espace de V' orthogonal & tous ces vecteurs. Si Vo # {0}, on fixe
un élément xg € O(Vj) tel que det(zg) = —1, sp(zg) = 1 et 2% = 1.
Soit w € Wi. On note encore w ’élément de O(V') tel que :

— WY; = Vy;, pour tout ¢ € {£1,...,£N},

. 1, sisgnep(w) =1,
= si Vo # {0}, wyy, = , ol
xo, sisgnop(w) =—1.

On a ainsi défini un homomorphisme injectif de groupes de Wy dans O(V') et méme
dans SO(V) quand Vy # {0}. Remarquons que sp(w) = 1 pour tout w € Wy.

Soit G I'un des groupes O(V), resp. SO(V), CO(V)?, CO(V). Si Vy # {0}, on
note Gy le groupe O(Vp), resp. SO(Vp), CO(V)°, CO(Vy). Si Vo = {0}, on pose
Go = {1}, resp. {1}, G,,,, G,,. Notons :

— P le sous-groupe des éléments de G qui stabilisent le drapeau de sous-espaces
isotropes :

{0} C Fq’Ul C Fq’l)1 @Fq’UQ c---C Fq’l)1 D @Fq’uN;
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— M le sous-groupe des éléments de P qui conservent la droite Fqv; pour tout
ie{£l,....,£N}.
Considérons 'application :
M — GY x Gy
mr— (t1,...,tN, 90)
définie par :

muv; = t;v;, pour tout ¢ € {1,..., N},
myy, = go, si Vo # {0},
A(m) = go, si Vo = {0}.
Cette application est un isomorphisme.

Soient N1, Na € N tels que N = N;+ Ns et (7, Ep) une représentation irréductible
et cuspidale de Gg. On note 1y, X (N, X 7o la représentation de M dans Ej :

(Iny X Cny X o)(t1, -+ tN, o) = ( 11 C(ti))ﬂ'o(90>-
i=N1+1,...,N
Notons (m, E) la représentation de G, induite de P & G de la représentation 1y, x
(N, X mg de M. Notons Norm(M, 1y, X (N, X 7o) le sous-groupe des g € G tels que
gMg=' = M et (1n, x Cn, X m0) 0 Ad(g) ~ 1n, x (n, X . A la décomposition
N = Nj + Nj est associé un plongement Wy, x Wy, — Wy, d’ou un plongement
W, x Wy, — G. Notons W = (W, x Wy, ) NNorm(M, 1n, X (n, X mo). Ce groupe
dépend de G et my, mais contient toujours Wjel X W}v)?. Sa détermination exacte
résulte des deux relations suivantes (cf. 1.7 pour les notations) :

1 Ad iV 0
(L, % (o, % 70) 0 Ad(sy 1) = 4 10 X 6nv2 X (o 0 Ad(zo)), - i Vo 7 {0},
1N1 XCN2 X 0, Sl‘/o:{o}’

(1) Iy X Cny % ((CoN) ® (7 0 Ad(0))),

(1]\[1 ><CN2 ><7T0)OAd(1,SN2)= Sl‘/o#{()},
In, X v, X (C®mo), siVy ={0}.

Soit w € W. Fixons un automorphisme A,, de Ejy tel que :
Ao (In, X Cny X mo)(m) = (1n, X v, X 7o) (wmw ™) o Ay,
pour tout m € M. On définit Popérateur d’entrelacement 7"(w) € Endg(F) :
(T'(w) f)(g) = > Ay f(w ™ ug)
we(wUw—NU)\U

pour tous f € E, g € G, ou U est le radical unipotent de P. La droite de Endg(F)
portée par T”(w) ne dépend pas des choix effectués. L’algebre engendrée par les T’ (w),
pour w € W est I’algebre d’entrelacement de la représentation .
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4.2. On conserve les données précédentes, on suppose G = O(V). Alors W = Wy, x
Wh,. On normalise les opérateurs T”(w) en choisissant, pour tout w € W :

A = 1, si sgnop(w) =1 ousi Vo = {0},

b mo(2o), sl sgngp(w)=—1et Vo # {0}.
On pose simplement T7(w) = T'(w, 1) pour w € Wy, Ty(w) = T'(1,w) pour w €
Wh,.

LEMME. — Supposons Vo = {0} ou la restriction de my a SO(Vy) irréductible. Soit
J € {1,2}. Alors il existe un entier c; > 0 et une fonction C; : Wy, — C* tels
qu’en posant Tj(w) = C;(w)T}(w) pour tout w € W, les relations suivantes soient
vérifiées :

(i) pour tous w,w’ € Wy, tels que L(ww') = L(w) + L(w'), on a Tj(ww') =
Ty(w)T (')

(i1) pour tout i € {1,...,N; — 1}, (T;(s;) —q)(Tj(si) +1) =0;

(iii) (Tj(sn;) = p)(Tj(sn,) + 1) = 0.

Démonstration. — Si Vy = {0}, on est dans le cas de la série principale, la dé-
monstration est élémentaire. Si Vo # {0}, notons 7 la restriction de w9 & SO(Vp).
L’application de restriction de G & G° identifie E & ’espace de la représentation in-
duite Indgg (7). Par construction, les opérateurs T}(w) s’identifient aux opérateurs
similaires de cette induite. Mais, 73 étant supposée irréductible et GY étant connexe,
lanalogue de 1’énoncé pour ces derniers opérateurs est connu, cf. par exemple [C]
théoreme 10.8.5. Notre énoncé s’en déduit.

REMARQUE. — En fait, le lemme reste vrai si la restriction de w9 & SO(V;) est ré-
ductible, mais ce cas ne nous servira pas.

La détermination de Cj(s;) pour ¢ € {1,...,N; — 1} se rameéne & un calcul dans
GL(2) : on a Cj(s;) = 1. Dans le cas ou ¢; > 0, la fonction C; est uniquement déter-
minée : le systeme d’équations est rigide. Supposons c¢; = 0. Il y a deux fonctions C}
possibles, qui se déduisent 'une de ’autre par multiplication par sgnsp. On a I’égalité
Tj(sn;)* =1, donc T}(sn;)? est une homothétie. En appliquant T}(sx;)* & une fonc-
tion f € F & support dans P, on voit que cette homothétie est de rapport ¢2("~N) si
j =2,¢*™ N1 i j = 1. On détermine alors Cj par la condition Cj(sn;) = n(V)gN—"
sij =2, Cj(sn,;) =n(V)g™ " sij=1. On a ainsi identifié I'algébre d’entrelacement
de 7 & un produit tensoriel de deux algebres de Hecke. Les sous-représentations irré-
ductibles de 7 sont canoniquement en bijection avec les représentations irréductibles
de ce produit tensoriel d’algebres. Ces dernieres sont canoniquement, par spécialisa-
tion de p en 1, en bijection avec les représentations irréductibles de Wy, x Why,.

REMARQUE. — Comme on a défini la représentation 1y, X (n, X 79 de M, on peut
définir sa représentation (n, X 1y, X 7o, puis la représentation induite (7', E’) de
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P a G de (N, X 1y, X mp. Comme ci-dessus, ses sous-représentations irréductibles
sont canoniquement en bijection avec les représentations irréductibles de Wiy, x Wi, .
Notons w I’élément de Wy défini par :

. Ny +i, pourie€{l,...,Na},
wi =
i— N2, pouri€ {Ny+1,...,N}.

On définit 7’(w) € Homg(E', E) par :

(T'(w) f)(g) = > fw lug),

we(wUw=NU)\U

pour tous f € E’', g € G. Soit pa X p1 une représentation irréductible de Wi, x Wiy, .
On montre que 7’ (w) envoie tout sous-module irréductible de E’ paramétré par ps X p;
sur un sous-module irréductible de E paramétré par p; X pa.

4.3. Pour V comme ci-dessus et 7 une représentation irréductible de O(V), 'opéra-
teur w(—1) est une homothétie. On note encore 7(—1) le rapport de cette homothétie.
D’autre part, pour h € CO(V), la classe d’isomorphie de o Ad(h) ne dépend que de
C o A(h). Cest la classe de 7 si ¢ o A(h) = 1. On note 7¢ un élément de la classe de
7w o Ad(h) pour tout h tel que ¢ o A(h) = —1. On vérifie la relation :

(1) (sp ®7)°¢ ~ det @ sp @m°.

On note Quad,,s,
irréductibles, cuspidales, quadratiques-unipotentes de O,(2n). On pose :

cusp(0(2n)) = Quadcusp(O-i- (271)) U Quadcusp(O— (27’1))

(0y(2n)) I'ensemble des classes d’isomorphie de représentations

Quad

PROPOSITION. — I existe une bijection :

{(h1,h2) € Z x Z; b3 + h3 = n} — Quad,,q, (
(h1, he) — m(hy, ha)

0(2n))

telle que les propriétés suivantes soient vérifiées, pour tout (hi,he) dans l’ensemble
de départ :

(i) m(h1, ha) € Quad,, (0y(2n)), ot n = (1)~

(ii) n étant comme en (i), il existe un élément semi-simple s € SO(V, (2 )) ayant
2h? valeurs propres 1 et 2h3 valeurs propres —1, tel que mw(hy, h2) € Irr (O, (2n)

(iii) det @7 (hy, he) = w(—h1, —ho) ;

(iv) sp @7 (hi, he) = w(he, h1) ;

(1}) 7T(h1, hg)c = 7T(h1, 7}12) N

(vi) w(h1, ha)(=1) = (—¢(=1))".
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Démonstration. — Fixons 1 € {£1}, posons G = O,(2n) et notons Quad,,,(G°)
I'analogue pour le groupe G° de I’ensemble Quadcusp(G). Il s’agit d’étudier cet en-
semble ainsi que la décomposition des induites de G° & G de ses éléments. Po-
sons V = V,(2n), V= "777(271). L’ensemble Quad
([L2],[L7)). Soit s un élément semi-simple de SO(V) n’ayant pour valeurs propres que
+1. Pour € € {£1}, notons Ve I'espace propre correspondant. Notons Irreusp (G, s)

le sous-ensemble des représentations cuspidales dans Irr(G?, s). Alors Irteysy(GY, s)

cusp(GP) a été décrit par Lusztig

est non vide si et seulement si le groupe SO(?*) X SO(‘?’) possede une représenta-
tion unipotente cuspidale. Une telle représentation est unique, quand elle existe. Son
existence équivaut a celle de £1, /> € N tels que :

dim(VF) =26F, dim(V7) =265, (=) =n(Vh), (1) =n1").

Remarquons que, puisque 77(‘?*‘)77(‘7‘) =1, ces conditions entrainent (—1)1=% = 7.
Supposons les conditions ci-dessus vérifiées. Alors Irrcusp(GO7 s) a autant d’éléments
que le groupe ZSO(‘A/)(S) a de composantes connexes, i.e. 2 si s # +1, 1 si s = £1.
On note 70, 77, resp. 0, ces éléments si s # +1, resp. s = 1. Soit h € CO(V)? tel
que (o A(h) = —1. On a 7Y 0 Ad(h) = 7J dans le premier cas, 7° o Ad(h) = 7° dans
le second.

Supposons s # £1, i.e. {149 # 0. Pour i € {1,2}, on a :

(2) 70 o Ad(zg) = 7?

o
Pour le démontrer, fixons, ainsi qu’il est loisible, une représentation irréductible II
de CO(V)? dont la restriction & G° soit ©{ @ 79. D’apres [L2] lemme 8.9(ii), II se
prolonge en une représentation de CO(V'), qu’on note encore II. Considérons un espace
V' somme directe orthogonale de V et d’un espace hyperbolique de dimension 2.
Appliquons les constructions de 4.1 a cet espace, a Vo =V, Ny = N =1, Ny = 0,
au groupe CO(V')? et a la représentation I de CO(V)°. Le groupe W de 4.1 se
réduit a Wy, = Wj. Pour 'unique élément non trivial w de ce groupe, on choisit
Ay = I(xp). D’apres [L2] proposition 8.3, il existe ¢ > 0 et C' € C* tels qu’en posant
T(w) = CT'(w), on ait I’égalité :

3) (T'(w) = ¢*)(T(w) +1) = 0.

—~

Notons FE V’espace de la représentation IndICDO(V/)0 (13 x IT). Par restriction & SO(V’),
il se décompose en E; @ Es oli, pour i € {1,2}, E; est l'espace de la représentation
Indig(s‘g()v') (11 x 7). L’ensemble Irreysp (G2, s) est stable par Ad(zg). Si Passertion (2)
est fausse, on a donc 790 Ad(xg) = 79. Mais alors, la construction de I'opérateur T'(w)
entraine que T'(w)(E1) C E2, T(w)(E2) C E;. Cest incompatible avec I’équation (3).
D’ou (2).

Grace a (2) et & la théorie de Mackey, chaque ¥
tion de G. Il y a deux prolongements possibles, qui se déduisent I'un de l'autre par

se prolonge en une représenta-

tensorisation par le caractére det. Choisissons un prolongement m; de 7. Alors n§
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est un prolongement de 7. Les quatre représentations 7, det @y, 7§, det @7¢ sont
deux & deux distinctes et ce sont les quatre éléments de Irreusp (G, s). Notons-les res-
pectivement 7(ly, l2), w(—{1,—L2), w(€1, —L2), w(—L1,l2). Les propriétés (iii) et (v)
de I’énoncé sont vérifiées. Par un yoga standard de dualité, la tensorisation par sp
envoie Irr(G, s) sur Irr(G, —s). Si s n’est pas conjugué a —s, i.e. si £1 # {2, on peut
effectuer les choix de sorte que sp @7 (¢1,£2) = (€2, ¢1). Grace a (1), on vérifie alors
(iv) pour (hy,hs) = (£f1,+02). Supposons maintenant ¢1 = ¢o et soit w3 comme
ci-dessus. On a :
sp®m € {m,det @1, 7Y, det @7{}.

Supposons sp ®m; = det” @n¢, avec a € {0,1}. Grace & (1), on a :
7 =sp®sp @ m = det® @ sp @7¢ = det® @(sp @m1)¢
= det*™! @(det” @7¢)¢ = det @7;.
C’est impossible. Si maintenant sp ®m; = det ®mq, alors :
sp @] = det ®(sp ®@m1)¢ = det ®(det @n]) = 7{.

Quitte & échanger 1 et 7§, on peut donc supposer sp ®m; = m1. Alors (iv) est vérifiée
pour (hy, ha) = (b1, £4s).

Supposons maintenant s = 1, i.e. /o = 0. Fixons, ainsi qu’il est loisible, une re-
présentation irréductible IT de CO(V)? dont la restriction & GO soit 7°. D’apres [L2]
lemme 8.9(ii), II se prolonge en une représentation de CO(V'). Notons 7 la restric-
tion & G de ce prolongement. Alors m prolonge ©°, donc det ®7 # 7 par la théorie
de Mackey. Puisque 7 se prolonge & CO(V), on a n¢ = m. Posons 7(¢1,0) = m,
7m(—£1,0) = det @7. Ce sont les deux éléments de Irreysp(G,1). Ils vérifient les rela-
tions (iii) et (v) de I’énoncé.

Supposons enfin s = —1, i.e. {1 = 0. Comme ci-dessus, ce cas se déduit du cas
s = 1 par tensorisation par sp. Il suffit de poser 7(0,¢2) = sp ®mn({2,0), w(0, —¢3) =
sp ®m(—£2,0). Les propriétés (iii), (iv) et (v) de I’énoncé sont vérifiées.

Pour tout s et tout 7° € Irr(GY, s), on a 1’égalité 7°(—1) = sp(s) d’apreés un yoga
standard de dualité. Or :

sp(s) = n(V)G(=1)mV 2 = (~¢(-1))".
L’assertion (vi) s’en déduit.

En faisant varier s parmi toutes les classes de conjugaison possibles, on obtient la
proposition. QED

La démonstration montre que la bijection de I’énoncé n’est pas unique. On en fixe
une, et cela pour tout n.

4.4. Soit n un entier > 1. Posons :

Quad(O(2n)) = Quad(O4(2n)) U Quad(O_(2n)).
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Soit (A1,A2) € ggn,pair (cf. 3.6). Pour j € {1,2}, on a associé en 2.2 un couple
(hj, pj) au symbole ordonné A;. En posant N; = rg(A;) — h?, p; est une représenta-
tion irréductible de Wy, . Posons ng = h + h3. La bijection de 4.3 nous fournit une

hi=hz (dans le

représentation irréductible cuspidale m(hy, ho) de O, (2n), ou n = (—1)
cas ng = 0, m(0,0) est 'unique représentation irréductible de O4(0) = {1}). Appli-
quons les constructions de 4.2 & V,,(2n), N1, Na et la représentation mp = m(h1, ha).
On associe alors & p; ® ps une sous-représentation irréductible de I'induite & O,,(2n)
de la représentation 1n, X (n, X m(h1, h2). On note 7(A1, A2) la classe de cette sous-

représentation.

PROPOSITION
(a) Pour tout (A1, A2) € S8y pair, 0n a (A1, A2) € Quad(O(2n)) et Uapplication :

'S'Sn,pair — Quad(O(Qn))
(Al, Ag) — 7'('(A17 AQ)

est bijective.

(b) Pour tout (A1,As) € §§n7pair, les pmpriéiés suivantes sont vérifiées :

(i) m(A1,A2) € Quad(0,(2n)), ou n = (—1)def(A)—def(A2))/2

(i) n étant comme en (i), il existe un élément semi-simple s € SO(‘A/U(%?,)),
ayant 2rg(A1) valeurs propres 1 et 2rg(A2) valeurs propres —1, tel que w(A1, A2) €
Irr(O,(2n), s) ;

(111) det @m (A1, A2) = w(oA1,0M2) ;

(iv) sp @m(A1, As) = w(Aa, Aq) ;

(1}) 7T(A1, AQ)C = 7T(A1, UAQl’.

(vi) w(Ar, M) (—1) = (—1)defA2)/2¢(—1)re(ha),

Démonstration. — Soient n € {£1} et m € Irr(O0,(2n)). Grace a4 Harish-Chandra,
il existe un sous-groupe parabolique P = MU de O,(2n), défini sur F,, et une
représentation irréductible cuspidale 7y, de M de sorte que 7 soit sous-représentation
de Indg”@n)(ﬂM). On a un plongement naturel M° — §5n(2n). Soit s € M tel que
mam € Irr(M, s). D’apres [L1], corollaire 6, on a aussi m € Irr(O,(2n), s). Donc 7 est
quadratique-unipotente si et seulement si mys 1'est (cette notion étant définie pour le
groupe M de fagon évidente). Un groupe GL(m) n’a de représentation quadratique-
unipotente cuspidale que si m = 1. Dans ce cas, il en a deux : les caracteres 1 et (.

Donc 7 est quadratique-unipotente si et seulement si M est de la forme :

M =G} x 0,(2ny),
et, quitte a remplacer P par un groupe associé, mys est de la forme 1y, X (n, X 7o,
ot Ty € Quad,,s,(On(2n0)). Autrement dit si et seulement si 7 intervient dans 1'une
des induites étudiées en 4.2, pour my quadratique-unipotente. Le (a) de I’énoncé ré-

sulte alors de 4.2 et 4.3. Les propriétés (b)(i) et (b)(ii) résultent immédiatement de la
description ci-dessus et des propriétés (i) et (ii) de la proposition 4.3. Les propriétés
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(b)(iii) & (b)(vi) résultent aussi, de fagon moins immédiate, des propriétés correspon-
dantes de cette proposition. Donnons la preuve de (b)(v), en laissant les autres au
lecteur.

Soit (A1,A2) € ggn,pair. On lui associe des données 7, N1, No, h1, ho, p1, p2 comme
au début du paragraphe. Posons mg = m(hi,h), o = w(hi,—ha), notons Ey
et EO leurs espaces. Comme en 4.1 et 4.2, introduisons les représentations (m, F),
resp. (7, E), induites & O, (2n) des représentations 1y, X (n, X 7o, resp. 1n, X (N, X 7o,
de M, ot M = GJ'*N2 x O,)(2no). Fixons maintenant z € F)* tel que ((z) = —1
et un élément hg € CO,(2ny) tel que A(hg) = z. Définissons 'élément h € CO,(2n)
par :

hv; = v;, hv_; = zv_;, pour tout 7 € {1,..., Ny + Na},
si no 75 07 h|V0 = ho

(les notations sont celles de 4.1). D’aprés la proposition 4.3(v), on peut fixer un
isomorphisme g : Eg — Ej tel que :

©o o To(hogoho ') = To(go) © o

pour tout go € Oy (2n9). On définit un isomorphisme ¢ : E — E par :

@(f)(9) = (po o f)(hgh™")

pour tous f € E, g € O,(2n). Il vérifie 'égalité :

(1) pom(hgh™') =7(g) o

pour tout g € O,(2n). En 4.1 et 4.2, on a introduit des opérateurs d’entrelacement

dans End(E) et End(E). Pour les distinguer, notons 7)j(w), T}(w) ceux de End(E) et

fj(w), T} (w) ceux de End(E). Soient j € {1,2} et w € Wh;, identifié¢ a un élément
de 0,(2n). On a h™'w='hw € M. Ecrivons b w ™ hw = (t1,...,tn,+ Ny, go), avec
ti € Fy pour tout i et go € 0, (2n9). Posons x;(w) = Hi=N1+1,___7N1+N2 ¢(t;). Le

calcul montre que :

(2) o Tj(w) = x;(w)Tj(w) © .

Donc Tj(w) est proportionnel & o T;(w) o', Soit i € {1,..., N; —1}. Alors T} (s;)
et poTj(si)op™!

des homothéties. Leur proportionnalité entraine leur égalité. Le méme raisonnement
montre que le nombre c; associé en 4.2 a I'opérateur T;(sy;) est le méme que celui

vérifient tous deux 'équation (T'— ¢)(T + 1) = 0, et ce ne sont pas

associé a fj(ij). Sicj > 0, on a aussi I'égalité fj(ij) = poTj(sn,)op 1. Sic; =0,
on obtient seulement fj(ij) = $¢ o Tj(sn,) o ¢~ '. Mais, dans ce cas, Tj(sn,),
resp. fj(ij), est un multiple > 0 de T7(sn; ), resp. fj{(ij). Grace a (2), le signe de
I'égalité précédente est donc x;(sn;). Ce terme est égal a 1sij =1, a —1sij= 2.
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D’ou les relations :

¢oTi(w) =Ti(w) oy, pourtout we Wy,

(3)

To(w) o sico >0
2(w) P 2 " pour tout w € Wy,

SDOTQ('LU) = {

sgngp(w)Tz(w) o, sicy =0,
Montrons que :
(4) ¢y =0 <= hy =0.

Si ng = 0, on a cg = hy = 0. Supposons ng > 0. L’opérateur Ta(sy,) vit dans le
groupe spécial orthogonal. Il vit méme dans la partie semi-simple d’un groupe de
Lévi de ce dernier, de la forme GN1+N2—1 x S0,(2ng + 2). On peut donc supposer
n=mng+1,N; =0, Ny = 1, et travailler dans le groupe SO,,(2n), en remplagant g
par sa restriction a SO, (2ng). Soit IIy une représentation irréductible de C’On(ZnO)O
dont la restriction a SO, (2ng) contienne my. Montrons que :

(5) (C o )\) X (HO o Ad(xo)) =1l < hsy 7é 0.

Supposons hihe # 0, i.e. ’élément s paramétrant 7y est # +1. D’apres [L2] lemme
8.9(ii), Iy se prolonge & C'O,(2no) et sa restriction a SO, (2no) est réductible. Donc
Iy = Iy o Ad(xp) et Ty = (( o A\) ® Ip. La relation (5) est vérifiée. Supposons
maintenant h; = 0, he # 0. D’aprés le méme lemme, on a cette fois Iy # Igo Ad(zp),
Iy # (CoA)®1p. Il n’y a que deux représentations de CO,,(2n0)" dont la restriction &
SO, (2n0) soit my et dont le caractere central soit celui de Iy, ce sont Iy et ((oA) ®1IIy.
Or, puisque 7y o Ad(zg) = m (on I'a vu dans la preuve de la proposition 4.3), la
représentation IIp o Ad(zg) vérifie ces conditions. N’étant pas égale a Tlp, elle est égale
a (Co ) ®IIy, et (5) est vérifiée. Supposons enfin hy # 0, hy = 0. Toujours d’aprés le
méme lemme, on a cette fois IIy = Iy o Ad(zg), Iy # ({0 A) @ I, et (5) est encore
vérifiée.

Notons II la représentation de CO,(2n)® induite de ¢; x Il comme en 4.1. Suppo-
sons hg # 0. Grace & (5) et 4.1(1), opérateur Tz(s1) se prolonge en un entrelacement
de II. Alors, d’apres [L2], proposition 8.3, on a ¢y > 0. Supposons maintenant hy = 0.
Les mémes arguments prouvent que II n’a pas d’entrelacements, donc est irréduc-
tible. Or sa restriction m & SO, (2n) est réductible, puisqu’elle possede ’entrelacement
T>(s1). Par la théorie de Mackey, 7 se décompose en deux sous-représentations irré-
ductibles, qui sont conjuguées par un élément de CO,(2n)°, et qui ont donc méme
dimension. D’apres [C] proposition 10.5.5, p°2 est égal au rapport de ces dimensions.
Donc ¢; = 0. Cela démontre (4).

Notons E’ la somme des sous-O,(2n)-modules de E isomorphes & (A1, A2). Cet es-
pace est stable par I'algebre d’entrelacements de E et isotypique pour I'action de cette
algebre, de type p1 X pa. D’apres (1), ¢(E') est la somme des sous-O,,(2n)-modules de
E isomorphes a m(Ay, Ay)°. D’apres (3) et (4), (E') est stable par Palgebre d’entre-
lacements de E et isotypique pour 'action de cette algebre, de type p1 X pg si ha # 0,
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de type p1 X (sgngp ®p2) si he = 0. Donc m(Ay, A2)° est paramétré par le couple de
symboles ordonnés correspondant aux données (hi, p1) et (—hao,p2) si he # 0, aux
données (hy, p1) et (0,8gnsp ®p2) si ha = 0. Ce couple n’est autre que (A1,0A2), et
cela démontre (v).

Il est utile de considérer aussi le cas n = 0. Par convention, w(A(2), A()) est la
représentation triviale de O1(0) = {1} et Quad(O(0)) est 'ensemble réduit a cette
représentation.

4.5. Soit n un entier > 1. On a défini en 2.4 les symboles ordonnés 14 (n), 1_(n).

LEMME

(i) (14 (n), A()) est la représentation triviale de Oy (2n).

(i) m(1_(n), A(@)) est la représentation triviale de O_(2n), pourvu qu’il en soit
ainst dans le cas oun =1

Démonstration. — Pour n € {£1}, la droite des fonctions constantes sur O, (2n)
est sous-espace de la série principale issue du caractere trivial d’'un Borel. Elle est
stable par les opérateurs d’entrelacements. Le calcul de son paramétrage est immédiat,
pourvu que ’'on connaisse celle de la représentation cuspidale sous-jacente. Si n =1,
celle-ci est une représentation du groupe O (0), on n’a pas le choix pour la paramétrer.
Sin = —1, il s’agit de la représentation triviale de O_(2). Les conditions imposées
en 4.3 ne fixent pas le paramétrage de cette représentation, d’ou la condition imposée
dans le (ii) de 1’énoncé.

4.6. Dans les paragraphes précédents, on a paramétré les représentations irréduc-
tibles quadratiques-unipotentes des groupes orthogonaux pairs. Un paramétrage ana-
logue vaut pour les groupes spéciaux orthogonaux impairs et les groupes symplec-
tiques. On les décrit brievement dans les paragraphes suivants.

Soit n € N, posons V =V (2n+ 1), Q@ = Q(2n+ 1), n = n(V). Les constructions
de 4.1 et 4.2 s’adaptent a cette situation : les vecteurs v; vérifient les mémes relations
qu’en 4.1, on prend pour zg élément —1 de O(Vp); le groupe W est toujours égal
a Wy, x Wy, ; pour j € {1,2} et w € Wy;,, on choisit pour A, I'homothétie de
rapport 1 si 7 = 1 ousi j = 2 et sgnop(w) = 1, de rapport n¢(—1)" si j = 2 et
sgnep(w) = —1,0ung = (dim(Vy)—1)/2 (ce nombre n¢(—1)™° est égal & sp(w)). Alors
les sous-représentations irréductibles de 'induite d’une représentation 1y, x (n, X 7o
sont paramétrées par les représentations irréductibles de Wy, x W, .

4.7.
PROPOSITION. — I existe une bijection :
{(h1,h2) € NX N;hf + hy + h3 + ho = n} — Quad,,
(h1, h2) — 7(h1, ha)

(SO(2n + 1))
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telle que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout (hi, ha) dans U'ensemble de
départ :

(i) soit s un élément de Sp(2n) ayant 2h3 + 2hy valeurs propres 1 et 2h3 + 2h
valeurs propres —1 ; alors w(hy, ha) € Irr(SO(2n + 1), s) ;

(ZZ) sp®7r(h1, hg) = 7T(h2, hl)

Cette bijection est unique.

4.8. On a introduit en 3.8 'ensemble SS,, imp- Comme en 4.4, on associe & (A1, Ag) €
S8, imp une représentation w(Aq, Ag) de SO(2n + 1).

PROPOSITION
(a) Pour tout (A1,A2) € SSp imp, on a (A1, A2) € Quad(SO(2n + 1)) et Uappli-
cation :

SSn imp — Quad(SO(2n + 1))
(Al, Ag) — 7T(A1, Ag)

est bijective.

(b) Pour tout (A1, Az) € S8y imp, les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) soit s un élément semi-simple de Sp(2n) ayant 2rg(A1) valeurs propres 1 et
2rg(A2) valeurs propres —1; alors m(A1,Az) € Irr(SO(2n + 1), 5) ;

(Z’L) Sp ®7T(A1, AQ) = 7T(A2, Al)

4.9. Soit n € N, posons V = V(2n), Q = Q(2n) (c’est une forme symplectique).
Supposons donnés un entier N € N et un sous-ensemble {v;;4 € {+1,...,+N}} de V
tel que, pour tous 4, j,

0; Sii#fja
Qvi,vj) =< 1, sii=—7>0,
1, sii=—j<0.

On note Vj le sous-espace de V orthogonal a tous ces vecteurs. Soit w € Wy. On note
encore w 1'élément de Sp(V) tel que :

— pour tout ¢ € {1,..., N}, wy; = {Uwi7 stwi >0,
— Ui, Siwi <O0;

— pour tout i € {—1,..., =N}, wv; = vy ;

- U}‘VO =1.

L’application ainsi définie de Wi dans Sp(V) n’est plus un homomorphisme de
groupes.

On définit comme en 4.1 les groupes P et M puis, si 'on se donne Ny, Ny et 7,
la représentation 1x, x (n, X w9 de M et son induite (7, E) & Sp(V'). Pour tout w €
W, X Wh,, on définit I'opérateur d’entrelacement T/(w) de E en posant A,, = 1 dans
la formule de 4.1. Le lemme 4.2 reste valable. Soit j € {1,2}, supposons que Uentier
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¢j de ce lemme soit nul. Alors j = 2 et Popérateur T5(sn;)? est une homothétie. Mais,
parce que l'injection de Wy dans Sp(V) n’est pas un homomorphisme de groupes,
son rapport n’est pas toujours réel > 0. Il vaut ¢(—1)g>™~N)*+1. On a fixé en 3.9 une
racine carrée (¢(—1)g)'/2. On détermine la fonction Cy par la condition Ca(sy,) =
(¢(=1)q)~/2¢N=". On en déduit le paramétrage des sous-représentations irréductibles
de E par les représentations irréductibles de Wy, x Wh,.

4.10. Soient n un entier > 1 et m € Irr(Sp(2n)). L’opérateur m(—1) est une homo-
thétie, dont on note encore 7(—1) le rapport. D’autre part, on note 7¢ la classe de la
représentation m o Ad(h), ou h est un élément de C'Sp(2n) tel que ¢ o A(h) = —1.

PROPOSITION. — I existe une bijection :
{(h1,h2) € Nx Z; b} + h1 + h3 = n} — Quad,,,(Sp(2n))
(h1, h2) > m(h1, h2)

telle que les propriétés suivantes soient vérifiées pour tout (hy, ha) dans U'ensemble de
départ :

(i) il existe un élément semi-simple s € SO(2n + 1), ayant 2h? + 2hy + 1 valeurs
propres 1 et 2h3 valeurs propres —1, tel que w(hy, he) € Irr(Sp(2n), s) ;

(“) 7T(h1, hQ)C - 7T(h1, *hQ) ;

(iti) m(h1, ha)(=1) = (—=¢(=1))"=.

La bijection n’est pas unique. On en fixe une, et cela pour tout n.

4.11. On a introduit en 3.10 I’ensemble Sgn,mix- Comme en 4.4, on associe a
(A1, A2) € 88, mix une représentation (A1, Ag) de Sp(2n).

PROPOSITION
(a) Pour tout (A1, A2) € SSp mix, on a (A1, A2) € Quad(Sp(2n)) et lapplication :

'S'Sn,mix — Quad(sp(2n))
(Al, Ag) — 7'('(A17 AQ)

est bijective.

(b) Pour tout (A1,As) € Sgn,mix, les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) il existe un élément semi-simple s € SO(2n + 1), ayant 2rg(A1) + 1 valeurs
propres 1 et 2rg(As) valeurs propres —1, tel que w(A1, Ag) € Irr(Sp(2n), s) ;

(ZZ) 7T(A1, Ag)c = 7T(A1, O‘Ag) N

(iid) (A1, Ag) (—1) = (~1)FFA2)/2¢ (—1ye(t).
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CHAPITRE 5

LES THEOREMES

5.1. On considere les trois cas des groupes orthogonaux pairs, des groupes spéciaux
orthogonaux impairs et des groupes symplectiques.
Dans le cas orthogonal pair, on a fixé en 4.3 une bijection :
{(h1,h2) € Z x Z; hY + h = n} — Quad,,.,(0(2n)),
pour tout entier n > 0. Notons-la 7 cusp- On en a déduit en 4.4 une bijection
S8 pair — Quad(O(2n)), dont on déduit une application linéaire :
7+ QS8 pair] — Q[Quad(0(2n))] C C(O(2n).

En 3.5, on a défini une application :

S8 pair — C(0(2n))

(Al, Ag) — k/’(Al, AQ)

Par linéarité, on en déduit une application Q-linéaire :

k’n : @[gsn,pair] i C(O(QTL))
D’autre part, on a ’égalité :
@[ggn,pair] = @(Q[gnl,pair] ®Q @[gn%pair])’

ol 'on somme sur les n1,no € N tels que nq+ns = n. On a défini en 2.1 une involution
F de chacun des termes Q[Snj,pair]. Par tensorisation puis sommation, on en déduit
une involution, que ’on note encore F, de Q[SSy, pair]-
Dans le cas des groupes spéciaux orthogonaux impairs, on n’a plus besoin de fixer

T cusps cette bijection étant uniquement déterminée. On définit comme ci-dessus des
applications Q-linéaires :

T 2 QS8 imp] — Q[Quad(SO(2n + 1))] C C(SO(2n + 1)),

ky Q[Ssn,imp] —_— C(SO(QTL + 1)),

et une involution F de l'espace Q[SSy imp]-
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Dans le cas des groupes symplectiques, on fixe derechef une bijection :
Tn,cusp © 1(P1, ha) € N X Z; h? + hy + h2 = n} — Quad,,g,(Sp(2n)).

On définit ensuite des applications Q-linéaires :

T+ QIS8 mix] — Q[Quad(Sp(2n))] € C(Sp(2n)),

kn : Q[Ssn,mix] — C(Sp(Qn)),
ainsi qu’une involution F de I’espace @[3§mmix],

THEOREME. — Dans le cas des groupes spéciauz orthogonauz impairs, on a l’égalité
kn = mp o F pour tout entier n € N tel que ¢ > 2n. Dans les cas des groupes
orthogonauz pairs ou symplectiques, on peut choisir la famille (T cusp)n>1 de sorte
que l'on ait I’égalité k, = m, o F pour tout entier n € N tel que q > 2n.

5.2.

COROLLAIRE. — Soit n € N tel que ¢ > 2n. La famille formée des k(A1,As),
pour (A1,A2) € S8 pairs T€P. SSnimp, SSnmix, est une base sur Q de l’espace
Q[Quad(0O(2n))], resp. Q[Quad(SO(2n +1))], Q[Quad(Sp(2n))].

5.3. Dans les paragraphes 6 a 12, on présente la démonstration du cas orthogonal
pair. On ne dira rien de celle du cas orthogonal impair, qui est similaire (il n’y a
quasiment rien a faire, & partir des résultats de Lusztig). Au paragraphe 13, on donnera
des indications sur les quelques modifications a apporter & la démonstration dans le
cas symplectique.

Remarquons que I'égalité k, = m, o F détermine le choix de 7, cusp. D’autre part,
les seuls choix pouvant influer sur cette égalité sont ceux de T,/ cusp pour n’ < n. On
démontre le théoréme par récurrence sur n. On fixe désormais, pour les paragraphes
6 a 12, un entier n > 1 tel que ¢ > 2n. On suppose effectués les choix de 7,/ cusp
pour n’ < n, de sorte que 'assertion du théoréme soit vraie pour les groupes O(2n’)
quand n’ < n. On suppose également ’assertion du théoréme vraie pour les groupes
SO(2n' +1) quand n’ < n.
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CHAPITRE 6

DETERMINATION DES FAISCEAUX-CARACTERES
QUADRATIQUES-UNIPOTENTS

On prouve que les fonctions-traces des faisceaux-caracteres introduits au para-
graphe 3 engendrent le méme espace que les traces de représentations irréductibles
quadratiques-unipotentes. Cela permet de définir I’automorphisme i,, de l’espace
(C[g'g'n,pair] par la formule ¢,, = 7, Lok, o F. La conjecture de Lusztig revient a dire
que 7, est l'identité, ce que I'on prouvera aux paragraphes 11 et 12.

6.1. On aura besoin du lemme suivant, qui résulte de la théorie de Clifford.

Soient K un groupe fini et H un sous-groupe distingué de K. Le groupe K agit
naturellement sur ’ensemble Irr(H) des H-modules irréductibles. On note cette action
(k, M) +— ¥M et on I'appelle conjugaison par K. Pour M € Irr(H), on note Ky =
{ke K;kM = M}.

Soient Hy, Hy deux groupes finis, posons H = H; X Hs. Pour ¢ = 1,2, soit M;
un sous-ensemble de Irr(H;), et soit R un H-module. On dit que R détermine une
bijection entre M; et My §'il existe un sous-ensemble M de Irr(H) et, pour i = 1,2,
une bijection ¢; : M — M; de sorte que :

1) {pour tout M € M, M = ¢1(M) Q pa(M);

R=®pmemM.

Venons-en maintenant aux hypotheses du lemme. Pour ¢ = 1,2, soient K; un
groupe fini, H; un sous-groupe distingué, M, un sous-ensemble de Irr(H;). On note
N le sous-ensemble des éléments de Irr(K;) dont la restriction & H; contient un sous-
module irréductible appartenant a M;. Posons K = K1 X Ko, H = H; x Hy. Pour
i = 1,2, on note pr; la projection de K sur K; et pr; celle de K/H sur K;/H;. Soient
A un sous-groupe de K contenant H et R un A-module. Posons S = IndX (R).

LEMME. — On suppose vérifiées les hypothéses suivantes :
(i) pour i = 1,2, K;/H; est cyclique ;
(i3) pour i = 1,2, soient M € M; etk € K;; si "M € M;, alors k € pri(A) ;
(111) pour i = 1,2, la restriction de pr; a AJH est injective ;
(iv) R, vu comme H-module, détermine une bijection entre My et Ma.
Alors S détermine une bijection entre N7 et N3.
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REMARQUE. — On se convainc facilement que les hypotheses (ii) et (iii) sont néces-
saires a la validité de la conclusion.

Démonstration. — Introduisons le sous-ensemble M de Irr(H) et les bijections ¢;
vérifiant (1). L’action de A sur R détermine sur tout élément M de M une action de
Ay. Fixons un ensemble de représentants M a des classes de conjugaison par A dans
M. On a alors les égalités :

M = Unrema Useasan *M,
(2) R = ®rem, IndX |, (M).
Fixons M € M, pour i = 1,2 posons M; = ¢;(M). On a :
(3) Dr; se restreint en un isomorphisme de Ayr/H sur K; pr, /H;.

On a évidemment l'inclusion pr; (Anr) € K; ar,. Soit k; € K ar,. D’apres (ii), il existe
§ € A tel que k; = pri(d). Alors M et °M appartiennent & M et on a ¢;(°M) =
kiM; = M; = @;(M). Puisque ¢; est injective, cela entraine °M = M, i.e. § € Ayy.
Cela démontre P'égalité pr;(Anr) = K; a,. Alors Pr; se restreint en une surjection de
Ay /H sur K; pr,/H;. Cette restriction est injective d’apres (iii).

Posons D = Ay/H, que Pon identifie par (3) & K; a,/H;. Grace a (i), on peut
utiliser la théorie de Clifford. Le H;-module M; admet |D| prolongements distincts
a K, qui se déduisent I'un de I'autre par torsion par un caractere linéaire de D.
Fixons-en un M; et, pour x € Hom(D,C*), notons ]\Z(X) le module tordu. Chacun
des modules IndgzMi (M;(x)) est irréductible et ils sont tous distincts. Notons N'(M;)
I’ensemble des K;-modules irréductibles dont la restriction a H; contient M;. On a
I’égalité :

N(M;) = {Indg! | (Mi(x)); x € Hom(D,C*)}.

Pour x1, x2 € Hom(D,C*), la restriction & Aps de Ml()ﬁ) ® MQ(XQ) ne dépend que
du produit x1x2. Quand x1 et x2 varient, on obtient tous les Aj;-modules prolongeant
le H-module M. Comme on I’a remarqué ci-dessus, un tel prolongement est donné par
hypothese. Quitte a changer les paramétrages, on peut supposer que c’est la restriction
a Ay de Ml ® Mg. On a alors les égalités :

Indgﬁ (M) = 69)(EHOIn(D,(CX)(]f\zfl (X) & M2(X_1))a

puis :
IndX,, (M) = Gyenom(p.c) (Idfe! , (M1() @ dfz, (Ma(x ™)) .

Cela montre que le K-module IndIA(M (M) détermine une bijection entre N (M) et

Compte tenu de (2), il reste & prouver que, pour ¢ = 1,2, N; est la réunion disjointe
des N(p;(M)) quand M décrit Ma. Soit N; € N;. Sa restriction & H; contient un
élément, disons M;, de M;. Soit M 1’élément de Ma qui est conjugué par A a
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gai_l(Mi). Alors ; (M) est conjugué par K; a M;, donc N; contient ;(M), i.e. N; €
N(p;(M)). Si maintenant M’ est un autre élément de Ma tel que N; € N(¢;(M")),
la restriction de N; & H; contient les deux H;-modules ¢, (M) et @;(M'). Il existe donc
ki € K; tel que @;(M') = *ip;(M). D’apres (ii), il existe 6 € A tel que k; = pr;(6).
Alors M € M et p;(°M) = *ip;(M) = p;(M’). Puisque ; est injective, M = M'.
Mais M est un ensemble de représentants des classes de conjugaison par A. I’égalité
ci-dessus entraine M = M’. Cela acheve la démonstration.

6.2. Soitn € {:I:l} posons G = O, (2n), G=0 n(2n). Soit s un élément semi-simple
de G°. Notons H son commutant dans G Z 4 le centre de H L le commutant de
ZO dans G. Le groupe L est un groupe de Lev1 de G contenant H. Clest le plus
petlt groupe vérifiant ces conditions. Il est défini sur [F; mais, en général, il n’existe
pas de sous-groupe parabolique de G défini sur [y, dont L soit un sous- groupe de
Lévi.

On peut associer a Lun groupe de Lévi L de G, défini sur Fy, dont L soit le groupe
dual. Ce groupe L est unique a conjugaison pres par G. Cela résulte de constructions
générales. Ici, il suffit d’identifier G a 6:, alors L = L.

Concretement, posons V =V n(2n). Pour ¢ € {£1}, notons Ve le sous- espace de v,
propre pour 'action de s, associé a la valeur propre €. Posons VE=V+ 69 V- , notons

AL I'orthogonal de V. Le groupe L se décompose en produit L= L >< O(ffi),
~A£+ ~ ~#+
ou L# est un groupe de Lévi de SO(V7F). Ce groupe L# est lui-méme un produit :
PR ~ ~
L;é =Ly XX Ly,
ou, pour tout i € {1,...,t}, il existe des entiers n;, f; > 1 tels que :

L~ Resr ;. /F, GL(n;), ou L~ Resr ;. /F, U(n;).

On a noté U (n;) le groupe unitaire d’un espace de dimension n; sur F 25, muni d’une
forme non dégénérée, hermitienne relativement a 'extension Fz;; / Fys . L’élément s,
qui appartient a E, se décompose conformément en s = s; X --- x s X sT. Notons
que sT n’a pour valeurs propres que %1 et que, pour tout i € {1,...,t}, s; est central

dans IALZ Le groupe L se décompose dualement en produit :
L=1Lx - xLxO(V¥),

Soit s’ un autre élément semi-simple de (A?O, supposons s’ quadratiquement équi-
valent & s (¢f. 1.9). Quitte & conjuguer s’ par un élément de é, on peut supposer que
s et s’ ont méme groupe L associé et que s, = s; pour tout ¢ € {1,...,t}. Quand
s’ décrit toutes les classes de conjugaison d’éléments quadratiquement équivalents &
s, la composante s'* décrit toutes les classes de conjugaison par O(?i) d’éléments
quadratiquement équivalents & s* (ou & 1, puisque sT est quadratiquement équivalent

al).
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6.3. On conserve les hypotheses précédentes. On a défini en 1.3 les ensembles Irr(L, )
et Irr(G, s). Fixons un sous-groupe parabolique P = LU de G. En général, il n’est
pas défini sur F,. Ce groupe étant choisi, on a défini en 1.4 I'application linéaire :

RY : Z[lir(L)] — Z[Irr(G)].

LEMME. — Cette application se restreint en un isomorphisme de Z[Irr(L,s)] sur
Z[Irr(G, s)].

L’analogue de ce lemme pour un groupe connexe est bien connu, cf. par exemple
[DM1] théoreme 13.25.

Démonstration. — Posons Dy, = L/L° = i/io, Dg=G/G° = CA;'/CA;'O. On identifie

de fagon naturelle Dy, a un sous-groupe de D¢ . Notons Sy, le sous-groupe des éléments

de Dy qui conservent la classe de conjugaison de s par L . Définissons de fagon

analogue le sous-groupe Sg de Dg. Parce que Zg(s) C IAL, on a l'égalité Sg = Sp.
Introduisons les variétés :

X ={z(UNFU)) € G/UNFU));z"'F(x) € F{U)},
X ={z(UNFU)) G /(UNFU));2"'F(x) € FU)}.

La variété X° est une composante connexe de X . Le groupe G x L, resp. G° x L°,
agit sur X, resp. X°, ¢f. 1.4. En fait, posons :

A={(g,0) e Gx L;gt~* € G"}.

Alors A est le stabilisateur dans G x L de la composante connexe X°. En particulier,
ce groupe agit sur XY, la restriction de cette action au sous-groupe G® x L de A étant
Paction déja introduite. La variété X étant réunion disjointe des (g, £) X Y. quand (g,0)
décrit (G x L)/A, on en déduit que pour tout i € N, les G x L-modules H!(X) et
d$**(H (X)) sont isomorphes.

Rappelons les résultats concernant le groupe connexe G°, cf. [DM1] théoréme
13.25 et [BR] lemme 12.6. Pour tout module E sur I'un de nos groupes G, L etc.,
on note E”le module contragrédient, et pour tout ensemble £ de modules, on note
£ ={E;E € £}. Posons § = dim(U) —dim(UNF(U)). Pour i € N\ {d}, le L-module
Hi{(X") ne contient aucun élément de Irr(L°, s). On peut décomposer H®(X") en
somme directe de deux G° x L%-modules Hy et R, tels que :

— le L%-module Hj ne contient aucun élément de Irr(L°, s);

— Ry détermine une bijection entre Irr(G?, s) et Irr(L°, s) (cf. 6.1).

Fixons une famille de représentants (s;) e des classes de conjugaison par L° dans
la classe de conjugaison par L. Dans les assertions ci-dessus, on peut remplacer s par
chacun des s;. Soient j, k deux éléments distincts de J. Par définition, les ensembles
Irr(L%, s;) et Irr(L°, s;) sont disjoints. De 1'égalité Sg = S, résulte que s; et s ne
sont pas conjugués par GO. Les ensembles Irr(GY, s5) et Irr(GY, s) sont donc aussi
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disjoints. On peut alors décomposer Hg (X 0) en somme directe de deux GY x L°-
modules H et R tels que :

— le L%-module H ne contient aucun élément de M ;

— R détermine une bijection entre M7 et My,
ot on a posé My = Ujey Irr(GY, s5), Mo = Uje s Irr (L0, s5).

L’action du groupe A sur H?(X %) conserve cette décomposition. Il est clair que
ni le L-module Ind$**(H), ni le L-module Ind§** (H!(X?)), pour i # §, ne peuvent
contenir d’éléments de Irr(L, s). L’application R, restreinte au module Z[Irr(L, s)],
est donc égale, au facteur (—1)° pres, a I'application qui & M € Irr(L, s) associe
(S @c M), ot § = nd§**(R). Posons K; = G, Hy = G°, Ky = L, Hy = L°. On
est exactement dans la situation du lemme 6.1. L’énoncé résulte de ce lemme, pourvu
que les hypotheses de celui-ci soient vérifiées. L’unique hypotheése non évidente est la
suivante :

(1) si M € My et g € G vérifient M € My, alors il existe £ € L tel que g¢~! € G°.

Soient j,k € J tels que M € Irr(GY, s;), M € Irr(G, s). Alors 'image d de g dans
D¢ envoie la classe de conjugaison de s; par GO sur celle de sk. Par définition de J,
sj et s, appartiennent a la méme classe de conjugaison par L. Donc d € DrSg. On
a déja vu que S¢ = S, € Dy. Donc d € Dy, ce qui équivaut & la conclusion de (1).
Cela acheve la démonstration.

6.4. On conserve les hypotheses de 6.2.

LEMME. — Supposons que s posséde au moins une valeur propre différente de
+1. Soit (A1,A2) € SSppair- Alors kny(Ai,A2) est orthogonal & tout élément de
ClIrr(G, 9)).

Démonstration. — Par construction, k, (A1, A2) est combinaison linéaire de fonctions
kG (T;sp;r',r'"), cf 3.2, ot s7 n’a pour valeurs propres que +1. On a ajouté un ex-
posant GG a la notation pour la préciser. Reprenons les constructions de 6.2. D’apres
I’hypothese sur s, on at > 1 et dim(Vi) < 2n. Par récurrence, on peut appliquer le
corollaire 5.2 & O(V*). Tout élément de C[Irr(O(V*), s%)] est combinaison linéaire
de fonctions kO™ (Ti, spe; ' %) ot sp+ n’a pour valeurs propres que £1. Soit
i €{1,...,t}. Le groupe L; est un groupe linéaire ou unitaire. Il est bien connu que
ses caracteres unipotents sont uniformes, c’est-a-dire combinaisons linéaires de carac-
teres de Deligne-Lusztig. L’élément s; est central dans ii et ne modifie la situation
que par torsion par un caractere. En adaptant les constructions et notations de 3.2,
on peut dire que tout élément de C[Irr(L;, s;)] est combinaison linéaire de fonctions
kLi(T;; s;). Donc tout élément de C[Irr(L, s)] est combinaison linéaire de fonctions
kL (’f, s 7, 7"), ol T C L et s7 est un élément de L dont les valeurs propres dif-
férentes de +1 sont les mémes que celles de s. D’apres le lemme 6.3 et les relations
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1.4(1) et 3.2(3), tout élément de C[Irr(G, s)] est donc combinaison linéaire de fonc-
tions k(T sz;7,7"). D’apres 3.2(2), ces fonctions sont orthogonales aux fonctions
EG(T; sp;r’,r") du début de la preuve. D’ot1 1’énoncé.

6.5.

PROPOSITION. — La famille des k(A1, A2), pour (A1, A2) € ggn,pair; est une base de
Uespace C[Quad(O(2n))].

Démonstration. — Pour n € {£1}, l'espace C[Quad(O,(2n))] est 'orthogonal de la
somme des espaces C[Irr(O,,(2n), s)], quand s parcourt les éléments semi-simples de
6,7(271)0 qui ne sont pas quadratiquement équivalents a 1. Grace au lemme 6.4, on
a donc k,(A1,A2) € ClQuad(O,(2n))] pour tout (A1, As) € ggn,pair- La famille de
I'énoncé est donc bien formée d’éléments de C[Quad(O(2n))]. Elle est linéairement
indépendante d’apres la proposition 3.6(i) et (ii). Elle a le bon nombre d’éléments
d’apres la proposition 4.4(a).

6.6. Un élément (A1, Az) de ggn,pair s’identifie & un produit tensoriel A; ®As dans un
facteur @[gnhpair] ®g @[§n2,pair] de Q[g’g’nypair]. Il sera commode d’utiliser les deux
notations, ce qui conduit & des égalités telles que trace(m (A1, Az)) = (A1 ® Asg),
(A1, A2) = kn (A1 @ Ag).

Grace a la proposition précédente, on peut définir un endomorphisme i,,, ou sim-
plement i, de I'espace (C[ggmpair] par la formule :

: ~1
t=m, okpolF.

Le théoreme 5.1 revient a dire que I’on peut choisir 7, cusp de sorte que 4 soit I'identité.

Notons 0 ®1, resp. 1®0, 7, les automorphismes de C[ggmpair] déduits des bijections
(A1, A2) — (0A1, Ag), resp. (A1,0A2), (A2, A1). Les propriétés suivantes résultent des
propositions 3.6 et 4.4 et des propriétés de F :

— 4 est une isométrie;

— ¢ commute avec c ® 1, 1 ® 0 et 7.
On a aussi :
&) i(1+(n) © A2)) = 1+ (n) @ A().
D’apres le lemme 4.6, le membre de gauche vaut 1 sur O4(2n) et 0 sur O_(2n). On
a I'égalité :

Fli(n) = %(Lr(n) +olyi(n)+1_(n)+o0l_(n)).

On calcule k,,(F14(n) ® A(2)) en utilisant 3.5 et la proposition 3.6 (b)(vi),(vii). On
obtient le résultat requis.

Supposons n = 1. Alors le théoréme 5.1 est vrai. En effet, d’apres les propriétés

ci-dessus de 14, il suffit de vérifier que cet automorphisme coincide avec 'identité sur
les deux éléments 1, (1) ® A(@) et 1_(1) ® A(@). Pour le premier, c’est 1'assertion
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(1) ci-dessus. Pour le second, le méme calcul montre qu’il suffit que 7(1_(1) ® A(2))
soit le caractere trivial de O_(2). Mais 1_(1) est cuspidal. Les conditions imposées
en 4.4 laissent une liberté sur 7(1_(1) ® A(@)) : ce peut étre soit le caractére trivial
de O_(2), soit son caracteére det. Il suffit de faire le bon choix.

On suppose désormais n = 2. On a alors :
®) i(1-(n) © A(2)) = 1_(n) ® A(2).
La démonstration est la méme que celle de (1). L’hypotheése du lemme 4.6 est vérifiée
d’apres ce que l'on vient de dire du cas n = 1.
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CHAPITRE 7

VALEURS DES FONCTIONS TRACES
DE FAISCEAUX-CARACTERES

En utilisant une formule de Lusztig (lemme 7.1), on calcule la valeur en certains
points des fonctions traces de faisceaux-caractéres (proposition 7.2). Il faut en 7.1
généraliser la formule de Lusztig & nos groupes orthogonaux non connexes, et calculer
explicitement les normalisations des diverses fonctions qui y interviennent. Les pa-
ragraphes 7.4 a 7.11 démontrent une propriété de divisibilité de certaines valeurs de
fonctions k,(FA1 @ FAz2) (lemme 7.11). Cette propriété jouera un réle clé au para-
graphe 12 dans la derniere partie de la démonstration. Par ailleurs, on énonce en 7.3
une propriété technique qui nous permettra au paragraphe 11 de séparer des fonctions
que I'on ne peut pas distinguer par des méthodes combinatoires

7.1. Soit n un élément de {1}, posons G = O,(2n), V = V,(2n). Soit g € G.
Ecrivons g = su, ol s est semi-simple, u est unipotent et s et u commutent. On
suppose que s n’a pour valeurs propres que +1. On note V| resp. V| le sous-espace
propre associé & la valeur propre 1, resp. —1. On pose d' = dim(V’), n’ = [d'/2],
7' (g) = n(V’). On définit de méme d”, n” et n’(g). On a :
Za(s)® = {SOn/(g)(Qn') X 8O0,1g)(2n"), sid et d’ sont pairs,
SO(2n' +1) x SO(2n” +1), sid et d” sont impairs.

Soient N1, No € N, hy, ho € Z tels que n = Ny +No-+h2+h3. On pose N = Ny +Na,
" = hy + ha, 7" = hy — ha. Soient wy € Wy, wy € Why,. On a introduit en 3.3 une
fonction ky, (w1, wo; 7, r") sur G. Sa construction permet de contréler son support, ce
dont on déduit :

—sid =d" #r" =" mod 2Z, k, (w1, w27, 7")(g) =0;
—sid <r?oud’ <r" ky(wi,wr’,r")(g) = 0.
On suppose désormais :
(1) d=d"=r=r"mod 2Z, d >r?d >r".

On pose N’ = (d' —r'%)/2, N" = (d" — ") /2.
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Soit w’ € Wi/. Supposons d’abord d’ pair et 7' # 0. Dans [W] IL.6, on a défini
(a la suite de Lusztig) une fonction @, sur 'ensemble des éléments nilpotents de
I'algebre de Lie s0,/(4)(2n'). En la remontant par la transformation de Cayley X —
(14 X/2)(1—X/2)~, on obtient une fonction sur 'ensemble des éléments unipotents
de SO,/ (4 (2n'). Notons-la Q'(|r'|,w"). En fait, cette fonction est proportionnelle a la
restrict