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INTEGRALES ORBITALES UNIPOTENTES STABLES ET
LEURS TRANSFORMEES DE SATAKE

Gia-Vuong Nguyen-Chu

Résumé. —  Dans cet article, nous abordons quelques questions d’analyse harmo-
nique sur les groupes réductifs p-adiques. Plus précisément, nous nous intéressons a la
transformation de Satake des distributions unipotentes stables dans le cas des groupes
déployés. Ce probléme est motivé, d’une part par les travaux de M. Assem sur le cal-
cul des intégrales orbitales unipotentes, et d’autre part par ceux de J.-L. Waldspurger
sur la détermination de I’espace des distributions unipotentes stables. Cette question
est facile pour les groupes linéaires mais inconnue en général. Dans ce travail, nous
traitons le cas des groupes Sp(2n). Pour n = 2, nous démontrons que ces transfor-
mées de Satake s’expriment comme des fonctions réguliéres sur le tore réel unitaire
de dimension 2. Nous montrons ensuite que ces fonctions peuvent également étre re-
trouvées par la transformation de Satake des distributions de toute autre nature : les
traces tordues compactes d’une famille explicite de représentations de GL(5). Ce phé-
nomeéne peut s’expliquer par I’endoscopie tordue entre Sp(2n) et GL(2n + 1) comme
I’a remarqué Arthur. Pour n > 2, on démontre dans un certain nombre de cas que
les transformées de Satake de telles traces sont effectivement des fonctions réguliéres,
d’une forme commune, sur le tore réel unitaire de rang n. On ’a en particulier vérifié
pour n < 4. On s’attend & ce que ceci reste vrai pour n quelconque. Gréce a ces
calculs, on propose alors une conjecture assez précise qui décrit les transformées de
Satake des distributions unipotentes stables sur Sp(2n).
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Abstract (Stable unipotent orbital integrals and their Satake transforms)

In this article, we are concerned with some questions arising from harmonic analysis
on p-adic groups. More precisely, we are interested in Satake transforms of stable
unipotent distributions in the case of split groups. This problem is motivated, on one
hand, by M. Assem’s work on the computation of unipotent orbital integrals, and on
the other hand, by J.-L. Waldspurgers’ on the determination of the space of stable
unipotent distributions. This question is easy for general linear groups but unkown
in general. In this work, we deal with the groups Sp(2n). For n = 2, we show that
these Satake transforms are regular functions over the rank-2 unitary real torus. We
then show that these functions can be recovered by the Satake transform of some
distributions of a totally different kind: the twisted compact traces of an explicit
familly of representations of GL(5). This phenomenon may be explained by twisted
endoscopy between Sp(2n) and GL(2n + 1) as remarked by Arthur. For n > 2, we
show, in some cases, that the Satake transforms of these traces are actually regular
functions, of a common form, over the rank-n unitary real torus. In particular, we
have verified it when n < 4. We expect that it is true in general. Thanks to these
computations, we then propose a quite precise conjecture, that describes the Satake
transforms of stable unipotent distributions on Sp(2n).
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INTRODUCTION

Le probleme de départ

Soit H un groupe réductif, connexe, déployé sur un corps local non archimédien F
de caractéristique zéro et de corps résiduel F,. Notons H = H(F'), et fixons un sous-
groupe compact maximal hyperspécial K. Soit H(H ) 1’algébre de Hecke sphérique cor-
respondante. Soient Dypip, D, Dlsltnip les espaces des distributions invariantes sur H
a support unipotent, stables et stables a support unipotent respectivement. Le troi-
sieme espace est 'intersection des deux premiers. L’algebre H(H) est isomorphe via
I’isomorphisme de Satake a une algebre de polynomes notée ’F[(H ), alors que l’espace
Dnip admet une base paramétrée par les orbites unipotentes de G dont on connait
dans de nombreux cas le paramétrage combinatoire. Ces deux objets sont donc essen-
tiellement de nature combinatoire. L’idée a l’origine de cet article est de comprendre
la restriction de Dynip & H(H). Cependant, on peut se contenter dans un premier

temps de se restreindre au sous-espace DSt. . On espére ensuite pouvoir étendre les

unip”’
résultats & l'espace Dynip via l'induction enpdoscopique. D’autre part, la description
de Dlsltnip a été donnée par Waldspurger dans [Wa2], sous I'hypothese que H est un
groupe classique non ramifié, et la caractéristique résiduelle de F' est assez grande, ce
que nous supposons par la suite. Il s’agit essentiellement de calculs explicites.
Considérons I'exemple ot H est le groupe linéaire GL(n). L’algebre H (H) est alors
I’algebre des polynémes en n variables X1, ..., X, ainsi que leurs inverses, qui sont
invariants par le groupe symétrique G,,. L’action du groupe G,, est la permutation
des variables X;. Dans ce cas, les espaces fonip et Dynip coincident. Une base de cet
espace est donnée par les intégrales orbitales sur les orbites unipotentes de GL(n) =
GL(n, F). Soit O une orbite unipotente de GL(n). On sait alors qu’il existe un sous-
groupe parabolique standard P = M N pour lequel O est une orbite de Richardson.
On associe a M une fonction, dite de Harish-Chandra de la fagon suivante. Pour toute

racine a du tore diagonal, qui correspond, avec les notations usuelles, disons a e; —e;,



2 INTRODUCTION

posons
-1 —1
1—gq Ty
Ca(1,...,2n) = ———
lf:m:cj

On définit cp, la fonction de Harish-Chandra, de M, par la formule :
cm(z, ..., xn) = Hca(:ﬂl, ceey Tp)

ol le produit porte sur toutes les racines o contenues dans ’algebre de Lie de M. On
a alors l'identité suivante, qui est due & Macdonald. Pour tout f € H(GL(n)),

/ f: */A S(f)(xla"wxn)CM(mla'"71'n)71d><x1"'dxmn
o T,

ol le membre de gauche est l'intégrale orbitale sur O de f, S désigne 'isomorphisme de
Satake, T, = {(x1,...,2n) € C";|z1| = -+ = |z,| = 1}, et enfin * est une constante.

On peut donc dire que la transformée de Satake d’un élément de D5t . est donnée

unip
par (I'intégration sur 7T, contre) une fonction rationnelle en n-variables. Signalons au
passage que dans ce cas les fonctions cpp sont totalement explicites.

Pour H général, on espere qu’il existe une formule analogue. L’objet de cet article
st

unip|H(H)
groupe H est un groupe symplectique. Supposons désormais que H = Sp(2n). Pré-

est de démontrer quelques résultats et de comprendre un peu D lorsque le
cisons un peu a quoi on peut s’attendre. Nous allons avoir besoin de la description
de fonip pour le groupe symplectique. La référence est [Wa2] dont nous reprenons
librement les notations. Pour n,k deux entiers positifs, notons Sy x, resp. Sn imp,
I’ensemble des symboles de rang n et de défaut k, resp. de défaut impair. On a :
Spimp = Uk(k+1)<nSn,2k+1. Notons Z%(n) 'ensemble des couples (k, p) ol :

— k est un entier naturel tel que k(k+1) < n;

— p est une représentation irréductible de W(C),_j(+1)) — le groupe de Weyl de
type Cr_k(k+1)-
Pour k fixé, notons Z3*(n) 'ensemble des tels couples dont le premier facteur est égal
a k. On dispose alors d’une bijection combinatoire :

Sn.imp < % (n)
de sorte que pour tout k,k(k+1) < n,
Sn2k+1 —— I;' (n)

Dans [Wa2]|, 'auteur construit une base de D}, que nous allons noter B. Cette
base est paramétrée par Sy imp (et donc par Z%¢(n), d’aprés ce qui précede). Pour
(k,p) € I%¢(n), soit I, ,, 'élément de B correspondant. Voici ce que nous pouvons

attendre de fonile(H) :
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APPROCHE PAR LES TRACES COMPACTES 3

RESULTATS ESPERES 1

(1) ~Annulation— Pour tout (k,p) € I (n) tel que k # 0, la restriction de Iy, a
H(H) = H(Sp(2n)) est nulle.

(2) -Base proposée pour D5

unip|H(H)

(0, p) € Z5¢(n) forment une base de Ditnip‘H(H)

(3) ~Transformées de Satake des éléments de B— En plus, pour tout (0, p) € I3 (n),
il existe une fonction rationnelle c, en n variables, invariante par le groupe de Weyl

— Les restrictions a H(H) des éléments I ,,

W(C,), sans péle au voisinage de fu, telle que pour tout f € H(H), on ait l’égalité :

IO,p(f):/f S(f)(xla"'7xn)cp(x17"~axn)d><x1"'dxmn-

u

Ces énoncés ont été démontrés dans cet article pour n = 2. La preuve s’appuie
essentiellement sur les calculs de Assem dans [As2]. Pour n > 2, on n’a malheureu-
sement pas assez de résultats sur les intégrales orbitales unipotentes des éléments de
I’algebre de Hecke sphérique.

Approche par les traces compactes

Dans cet article, comme on a déja dit au début de cette introduction, il n’est pas
question de calculer les fonctions c,, mais plutét de donner une description de ’espace
engendré par celles-ci. Comment donc trouver des fonctions susceptibles d’engendrer
cet espace 7 Par analogie, il semble naturel de penser aux distributions traces sur H, ou
plus précisément aux traces compactes. Pour 7w une représentation lisse, irréductible
de H, soit tr. 7 la distribution trace compacte correspondante (voir le chapitre suivant
pour une définition précise). Notre conviction d’utiliser ces distributions provient,
entre autres, d’un résultat de Courtes :

D““iPIH(H) = C{trem; 7 tempérée} |y

Pespace engendré par les restrictions & H(H ) des traces compactes des représentations
tempérées de H.

Par application d’une formule de Clozel (¢f. formule 1.7 pour 6 trivial), il suffit de
considérer les sous-quotients d’une série principale non ramifiée; les autres étant de
restriction nulle sur H(H). D’autre part, il s’agit ici de distributions stables, il faut
donc regrouper les représentations en des L-paquets. On est ainsi amené a calculer
des traces compactes des L-paquets tempérés, et contenant un sous-quotient d’une
série principale non-ramifiée. Mais la encore, on comprend assez mal ces objets. En
tout cas, on n’est pas tenté de calculer ces traces mais plutot de ramener ces objets
sur un terrain plus familier avant d’effectuer les calculs nécessaires.
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4 INTRODUCTION

Transfert vers le groupe linéaire

On note G = GL(2n + 1) que 'on munit d’une involution 6 dont la définition est
donnée par la formule 2.1. Posons : G=0G x {1,0}. Comme l’a remarqué Arthur, le
groupe H est alors un groupe endoscopique tordu de é, au sens de Kottwitz-Shelstad
[K-S]. Nous n’entrons pas dans les détails mais notons simplement que le groupe
dual de H, le groupe SO(2n + 1,C), est la composante neutre du centralisateur dans
GL(2n +1,C) x {1,0} de I’élément

diag(1,—1,1,-1,...,1) % 6

La philosophie de Langlands suggere alors un transfert des L-paquets en question
sur H vers des L-paquets sur G. Remarquons que pour le groupe linéaire chaque
L-paquet est constitué d’une seule représentation. Il s’agit de I’endoscopie tordue,
on est amené a calculer les traces tordues compactes de telles représentations sur
H(G), algebre de Hecke sphérique de G. La définition de la trace tordue compacte se
trouve au premier chapitre. Explicitons ’ensemble des représentations de G qui nous
intéressent. Posons :

at,a~, 3 des partitions telles que :
e S(a™)+S(a™)+25(8) =2n+1;
A*(n) =< (aF,a7,8); e les partitions at,a™ sont constituées
de nombres impairs, de multiplicité 1 ;
e le nombre de termes de o™ est pair;

ot on a noté S(at) pour la somme des termes de la partition a™, idem pour
S(a™),S(6). L’ensemble des représentations de G qui nous intéressent est alors
paramétré par :

— un triplet (o™ = (af ,...,a),a” = (a],...,a7),8=(B1,...,5)) € A%(n);
— des nombres complexes z1, ..., 2.

Pour kq,ks deux entiers strictement positifs, m, 7 deux représentations de
GL(k1), GL(k2) respectivement, nous notons 71 X mo I'induite parabolique normalisée
de m @y & GL(k1 + k2). Soit (a™,a™, 3, 2) un tel parametre. La représentation que
I’on associe & ces données est

7r’:|-|218tg1><---><|-|Z‘StgtxStafx---xStaj ngta;x---x§Sta;
X|'|7ZtSt3t><"'X|'|7ZISt51

ou St,, désigne la représentation de Steinberg de GL(m), £ est le caractere quadratique
non ramifié non trivial de F'*. Notons 7 la représentation :

m = Stg, X -+ X Stg, xStaf X X St 4 fota; X X E8b,- X Stg, X -+ X Stg,
On peut alors montrer que pour tout f € H(G),

trg_.m(f) = tro_c 7' (f)
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TROP DE REPRESENTATIONS 5

Ce fait peut se déduire de la démonstration de la réduction au cas f = @
(¢f. chapitre 5). Ainsi, pour notre propos, on peut oublier les nombres complexes z;
de sorte que les représentations 7 considérées sont paramétrées par ’ensemble A5 (n)
défini plus haut.

Comme H est un groupe endoscopique pour é, on dispose alors d'un homomor-
phisme d’algebres :

p:H(G) — H(H)

La définition de p est donnée par la formule 5.1, qui n’est qu’une interprétation simple
dans notre cas d’une situation générale.

Somme toute, nous disposons des distributions

feH(G) — trg_cm(f)

qui, on a déja dit, sont paramétrées par 1’ensemble A5 (n). Ce que I'on attend de ces
distributions se trouve dans :

RESULTATS ESPERES 2. — Pour tout (a™,a™, 3) € A% (n), soit © la représentation
correspondante, il existe une fonction rationnelle c; en n variables, invariante par
le groupe de Weyl W(C,,), sans péle sur le tore T, telle que pour tout élément f de
lalgébre de Hecke de G = GL(2n+ 1) on ait lidentité :
tro_.m(f) = /A p(S()) (@1, .., xn)en (@1, .. xp)d @y -+ - d™ @y
Tu
Le travail essentiel de cet article a été de démontrer cet énoncé dans les cas ol

B =2, a=a"Ua™ asoit un terme, soit trois termes dont I'un est égal & 1. On a en
particulier vérifié cet énoncé pour n =1,2,3,4.

Comparaison entre H et G

L’existence et la forme des fonctions rationnelles ¢, sont a priori plus simples
a deviner. On donnera effectivement une forme espérée de ces fonctions a la fin de
cet article. Rappelons que notre but de départ était d’avoir des renseignements sur

Dlsfnip‘ ) La comparaison entre les groupes H et G est I’énoncé conjectural suivant :
RESULTATS ESPERES 3. — Les espaces engendrés par les fonctions ¢ et ¢, coin-
cident.

On trouvera dans ce travail une réponse positive a cette question dans le cas n = 2.

Trop de représentations

Nous pouvons chercher & construire une base de ’espace engendré par les fonc-
tions ¢, en termes des fonctions c¢,. Comme nous le montrerons dans cet article,
I’ensemble A% (n) a un plus grand nombre d’éléments que ’ensemble Z§t(n). On est
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6 INTRODUCTION

conduit & restreindre I'ensemble A% (n) en un sous-ensemble A5 (n) (voir le dernier
chapitre de cet article), qui est de méme cardinal que Z5¢(n). On espere que I’énoncé
suivant est vérifié :

RESULTATS ESPERES 4. — Lorsque les éléments (a™,a™, 3) parcourent A (n), les
fonctions ¢, forment une base de l’espace engendré par toutes les fonctions c,.

st

wnip 3 11) dans

On obtient ainsi une description conjecturale assez satisfaisante de D

le cas du groupe symplectique.

Organisation de cet article

Dans le premier chapitre, nous définissons la notion de trace compacte et trace
tordue compacte. Le résultat principal de cette section est la formule suivante de
Clozel. Soit G un groupe réductif, connexe, déployé sur F', muni d’une involution
0 vérifiant certaines hypotheses. Soit (7, V) une représentation lisse, irréductible et
f-stable de G = G(F). Soit A € End¢(V) un opérateur non nul qui entrelace 7 et 7.
On note P?, Pensemble des paraboliques standard 6-stables de G. Pour P = MN €
P9, Taction de A se descend en une action sur le module de Jacquet (my,Vy). On
peut donc définir la trace tordue trg wy. Le résultat principal est le théoréme 1.6
dont la formule 1.7 calcule la trace tordue compacte try_.m en une somme sur les
P = MN € P? des traces tordues trg my. La démonstration de ce résultat est due
a Clozel (sous d’autres formes). Cependant, par souci de complétude, on reprend sa
démonstration en indiquant ce qu’il fallait changer dans la preuve.

Dans le deuxieme chapitre, on introduit les représentations m qui nous intéressent
et quelques définitions. On y rappelle la filtration de Bernstein-Zelevinsky qui sera
tres utile pour notre étude. Mais le point essentiel de ce chapitre est la normalisation
de l'opérateur A : 7 ~ 7. La normalisation est la suivante. Soit V I'espace de 7, soit I
le sous-groupe d’Iwahori usuel de G. On montre que V', les invariants par I, contient
une droite D bien définie, qui est stable par A. On normalise alors A de sorte qu’il
fixe D. On y donne alors un premier exemple de calcul, le cas ot 7 est symétrique de
sorte que 'action de A soit trés simple (cf. formule 2.8). La méthode est d’utiliser la
filtration de Bernstein-Zelevinsky pour déterminer 'action de A sur les modules de
Jacquet (ou plus précisément sur les parties qui contribuent & la trace). Une fois ces
actions déterminées, il ne reste qu’a appliquer la formule de Van Dijk pour avoir le
terme correspondant a un parabolique #-stable donné cf. formule 2.13.

Dans le troisieme chapitre, on étudie le cas GL(5) avec les représentations décrites
ci-dessus. Au total, il y a cinq cas a étudier. Parmi ceux ci, quatre sont de la forme
symétrique et on applique les résultats du deuxieme chapitre. Le dernier des cinq
cas est traité a part. Nous montrons que l'opérateur A n’est pas d’une forme simple
comme dans les cas précédents mais est, grosso modo, une dérivée des opérateurs
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ORGANISATION DE CET ARTICLE 7

d’entrelacement proprement dits. Des études manuelles permettent, malgré la défini-
tion compliquée de A, d’identifier son action sur les modules de Jacquet, et du coup,
nous obtenons aussi une formule explicite pour trg_. 7(f) (¢f. Prop.3.17). Gréce & ces
calculs, nous déterminons les fonctions rationnelles ¢, déja évoquées (cf. Th.3.18). Si-
gnalons que M. Reeder a fait des calculs analogues dans [Ree].

Le quatriéme chapitre est consacré aux intégrales orbitales sur H = Sp(4). Nous
aurions pu utiliser directement les calculs de Assem dans [As2]. Cependant, en lisant
[As2] nous avons trouvé quelques erreurs. Par prudence, nous avons préféré reprendre
les calculs. Plusieurs orbites sont des orbites de Richardson dans H pour lesquelles les
calculs des intégrales orbitales sont faciles. Il ne reste qu'une seule intégrale orbitale
unipotente stable & calculer. Au cours des calculs nous avons apporté quelques simpli-
fications mineures. On détermine ensuite les fonctions rationnelles c,. La comparaison
entre H et G est alors compléte et correspond bien a nos espérances. L’espace engen-
dré par les fonctions ¢, colincide effectivement avec celui engendré par les fonctions c,.
Nous exprimons explicitement, sous forme des matrices de changement de base, les
fonctions ¢, en termes des ¢ et wvice versa.

Dans le cinquieme chapitre, nous nous intéressons au cas général n > 1. Cette étude
concerne seulement les représentations de G. Le résultat principal de ce chapitre est
la proposition 5.3, qui permet de réduire nos études aux représentations paramétrées
par les triplets (at,a™, 3) € A8 (n) avec 8 = @.

Dans les chapitres 6, 7, 8 et 9, nous vérifions les RESULTATS ESPERES 2 pour 7
dans quatre cas suivants :

(1) St2n+1 )

(2) Stopt1 XEStogt1 xESty, h+k=n—-1,k>1;

(3) Stq xEStopy1 xXEStogy1, h+k=n—1hh>k;

(4) St2h+1XSt2k+1XSt1, h+k=n—1,h>k>1.

Les résultats principaux sont les théoremes 6.2, 7.39, 8.25 et 9.7. Comme consé-
quence facile de ces calculs, on montre que les RESULTATS ESPERES 2 sont vérifiés
pour n = 1,2,3,4. On remarquera également que les principaux résultats sur GL(5)
peuvent se déduire de ces calculs.

Enfin, on conclut avec le chapitre 10 dans lequel nous essayons de généraliser nos
résultats sous des formes conjecturales. Plus précisément, en admettant ’existence
des fonctions ¢, (c¢f. RESULTATS ESPERES 2), on en donne conjecturalement une ex-
pression combinatoire simple. Cette expression généralise les résultats obtenus dans

les chapitres précédents. Notons que, modulo les RESULTATS ESPERES 1 et 3, décrire
st

les fonctions ¢, permettent de décrire ’espace Dunipm( "y
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CHAPITRE 1

UNE FORMULE POUR
LES TRACES TORDUES COMPACTES

1.1. Définitions

1.1.1. Traces tordues. — Soit G un groupe réductif, connexe, déployé sur F,
muni d’une involution #. On suppose que celle-ci laisse stable un couple (T, B) que 'on
fixera, ou T est un tore déployé maximal et B un sous-groupe de Borel de G contenant
T. Remarquons qu’une telle involution conserve ’ensemble des racines simples de T
associé a B dans I'algebre de Lie de G. Elle respecte donc la longueur sur le systeme
de racines de G.

Soit (7, V') une représentation lisse, admissible, et irréductible de G = G(F). On dit
qu’elle est f-stable 8’il existe un opérateur A € Endg (V) non nul, qui est alors unique
a un scalaire pres, tel que pour tout g € G, on ait ’égalité : Ao n(g) = 7(6(g)) o A.
Supposons (m, V) @-stable et choisissons un tel A. Notons C°(G) V'ensemble des
fonctions localement constantes, & support compact sur G. On note trg m 'application
suivante :

f € C2(G) s try () = trace /G Aon(g)- f(g)dg)

On appelle cette distribution la trace tordue (relativement a 6) de .

1.1.2. Eléments compacts, traces tordues compactes. — Posons G =
G x {1,0}. Pour g € G, posons g =g x . Le groupe G opere par conjugaison sur
G : Adg = Adg o 0. Dorénavant, on emploiera des lettres gothiques pour désigner
les algebres de Lie, par exemple & désignera l'algebre de Lie de G. Soit g € G,
notons par I'y I'ensemble des valeurs propres de Adg dans &. Pour a € I'y, posons
Gy ={X € ;Adg(X) = aX} de sorte que : & = Bper®,. On pose :

m§ = @aefg,|a\<1®a

5135 = @aEFg,\a|§1®a
mE = @aefg,|a\>1®a

_ 6 Mg =Saer, |aj=18a
mg - @aEFg,\od}l «

Notons Pg,F@,Mg,Ng,Ng les sous-groupes de G correspondants. On a alors :

P; = M;Ny, P; = MzNj;. Ce sont des sous-groupes paraboliques de G. Par
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construction Pj, resp. Ny est contractant, resp. strictement contractant sous I’action
adjointe de g, tandis que ?g, resp. N@ est dilatant, resp. strictement dilatant sous la
méme action. On vérifie que pour h € G on a : Pqp) = Adh(Py). Posons :

Go—e={g € G;P; = G}

C’est ’ensemble des éléments #-compacts de G. Il est invariant par 6-conjugaison.
Lorsque 6 est trivial, la formule précédente définit alors I’ensemble G, des éléments
compacts de G. On remarquera que g est f-compact si et seulement si gf(g) est
compact. L’ensemble Gy_. est un ouvert et fermé de G.

Cette construction s’applique au cas ot on remplace G par un sous-groupe de Lévi
f-stable. On définit la trace tordue compacte par la formule :

tro-em(f) = trace ([ 4n(g) - f(g)dg)

Go_c

1.1.3. Eléments positifs. — Notons P ’ensemble des sous-groupes paraboliques
de G contenant B, les sous-groupes paraboliques standard. Pour chaque P € P, il
existe une unique décomposition de Lévi P = MN telle que T C M et N soit le radical
unipotent de P. Notons P = MN le sous-groupe parabolique standard opposé a P.
Notons P? I'ensemble des éléments de P qui sont stables par . Pour P = MN € P?,
on a: (M) =M,H(N) = N. Posons :

M)  ={geM;P;=P}={ge M;P; =P}

C’est I'ensemble des éléments positifs de M. On a : Mgr_c C My_., et ces ensembles
sont invariants par #-conjugaison par les éléments de M.

1.2. Une formule d’intégration

Soit K un sous-groupe compact maximal de G. Soient dg, dk les mesures de Haar
de G et K qui donnent 1 le volume de K. Plus généralement, soit P = MN un
parabolique standard de P, alors on note dm la mesure de Haar de M qui donne 1
le volume de K N M. On définit successivement dp, dn, les mesures de Haar a gauche
sur P, N respectivement, par les formules : dg = dpdk, dp = dmdn.

1.2.1. La formule d’intégration entrevue. — Fixons un sous-groupe parabo-
lique standard, #-stable P = MIN. Posons :

0 — Ad(G)( M, ) = {gmb(g~'),g € G,m e M, }
Pour m € M;‘_c, on pose :

Dy(m) = |det(Adm o — 1)@|_1

Comme m € M etc, les valeurs propres de Adm o 6 dans 9 sont de module supérieur
al,ona: Dg(m)=|det(Adm o 9)@|_1 = |det(Adm o 0)m|.

MEMOIRES DE LA SMF 97
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On va prouver la formule suivante :

PROPOSITION 1.1. — Pour tout f € C°(G), on a l’égalité :

/ f(g)dg :/ Do(m) f(knmO(n=1)0(k™1))dkdndm
0—Ad(G) (M, ) M, xNxK

Démonstration. — Soit di la mesure de Haar & gauche sur N telle que dg = dmdndn.
L’égalité cherchée est équivalente a

/ f(g)dg = / Do (m) f(unmB(n~1)0(u™"))dndudm
0—Ad(G) (M, ) M} xNxN

Montrons cette égalité. D’apres la décomposition de la grosse cellule, G = M x N x N
a un ensemble de mesure nulle pres. Puisque M9+_ . est stable par f-conjugaison par
les éléments de M, on a :

0 — Ad(G)(M, ) = {unmf(n " )0(u');u e Nyme M, ,ne N}
a un ensemble de mesure nulle pres. Considérons ’application :
¢: My x NxN—0—AdG)(M,)CG
(m,u,n) — g =unmd(n=1)0(u"1)
Il s’agit donc de montrer que :

ASSERTION 1. — Le degré de ¢ est 1.

ASSERTION 2. — Le jacobien de ¢ est dg/dmdudn = Dg(m).

1.2.2. Preuve de l’assertion 1. — Soient m,m’ € M, _, n,n’ € N, u,u’ € N
tels que ¢p(m,u,n) = ¢(m’,u’,n'), c’est-a-dire :
(1.2) unmO(n~N0(u"t) = u'n/m'o(n' o' )

-1
Il faut montrer que m =m’, u =u’, n =n'. Posons : x = un, 2’ =u'n’ et y =2’ "x.

On peut alors écrire ’égalité 1.2 sous la forme :
amf(z") = 2'm'0(z' ")

1 = m/. On en déduit que : P, = yPgry . Par hypothese, m,m’ €

ou encore : ymy~
Metcv donc P =P~ =P. Onen tire : P = yPy 1. Mais cette égalité entraine que

y € P, car P est un sous-groupe parabolique. Ecrivons alors :
y=pv, avecpue M, ve N

On a:

lnl’u . V)

Or,u' € N,ue M, p~'n'u € N, v € N, par unicité de la décomposition de la grosse
cellule NM N, on obtient :

u-l-n=un=z=2dy=a'w=unw=u"p-(u°

u=1v, p=1, n=p npr=n'v

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



12 CHAPITRE 1. UNE FORMULE POUR LES TRACES TORDUES COMPACTES

Il reste encore & démontrer que : m = m’ et n = n/. Puisque u = o/, I’égalité 1.2
implique que : nmf(n=1) = n'm’6(n’ "), ou encore :

(1.3) m-m~ (' n)m - 6(n" ') = m/

Puisque m,m’ € M, m_l(n'_ln)m,H(n_ln’) € N, cela implique que m = m’ et
m~ (' 'n)m-0(n=n') = 1, que 'on peut écrire sous la forme : fo Adm=1(n/~'n) =

n'~'n. Par construction, o Adm ™! est strictement dilatant sur N (c’est 'adjonction

de m~1). L’égalité 1.3 implique donc n’ = 1, ce qui acheve la preuve de la premiere

assertion. O
1.2.3. Preuve de l’assertion 2. — Commencons par le lemme suivant :
LEMME 1.4. — Soit m € M;‘_c fixé. Le jacobien du changement de variable

N — N

n — m~inmf(n=1)
est égal @ Dg(m).

Démonstration. — Posons :

(m=H0(n)0(m)n—*

(v)

Le jacobien de lapplication v/ — v est égal a 1, car 6 est une involution. Montrons

que le changement de variable n +— v/ a pour jacobien dv’/dn = Dg(m)~t. Le groupe
N étant unipotent, il existe une suite de sous-groupes distingués N; telle que :

0
0

14
v

1=NgCN,C---CN,=N

et pour tout 1 < ¢ < r, le quotient N;/N;_1 est unipotent et commutatif. En particulier
N;/N;—1 ~ 9 /M;_1, ou N; désigne 1'algebre de Lie de N;. On a :

N ~ H Ni/Ni—l
i

L’application déduite de n +— 6 o Adm =1 (n)n=! sur N;/N;_; s’identifie & n — 6 o
Adm~t(n) —n sur M;/9;_1. Son jacobien est donc égal &

| det(9 oAd m_l — Id)|‘ﬁ1/‘ﬁ1,1|
Le jacobien du changement de variable n — v/ s’identifie au celui de

0o Adm_l —1d: HNi/Ni—l ~ H‘ﬁi/‘ﬁi_l I H‘ﬁi/‘ﬁi_l
i i i

qui est égal & [, |det(§ o Adm™ — Id)jm, /m, ,| = |det(0 o Adm™" — Id)|e|. Mais

comme m € M‘;"_C, les valeurs propres de § o Adm™! = (Adm o #)~! dans 91 sont de
module > 1. D’ott : |det(§ o Adm ™" — 1)»| = | det(f o Adm™") ;| = Dg(m). O
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Considérons 'application :

Q/J:NXM;__CXNHG
(u,m,n) — g = umnd(u=1)

Pour démontrer ’assertion 2, il suffit, moyennant le lemme précédent, de prouver que
le jacobien J(ug,mo,ng) de 1 est égal & 1 en tout triplet (ug,mo,no). On peut se
ramener au cas ou ug = 1. En effet, au voisinage de (ug,mg,ng), ¥ se décompose en
le produit des trois applications :

- NxM}f xN-—NxM,_ xN

(u,m,n) — (uo_lu,m,n);
— 1 (au voisinage de (1,mg,no));
- G—G
g — uggf(ugt).
Les premiere et troisieme applications ont visiblement 1 pour jacobien.

On est donc réduit a calculer la différentielle de ¢ en un triplet (1,m,n). Identi-
fions les espaces tangents 1), (M), T1(N), Tn(N), T, (G) aux algebres de Lie 9, N, N, &
respectivement. Le jacobien J(1,m,n) de ¢ est égal au module du déterminant de
d¥(1,m,n), Vi comme un endomorphisme de NeMEN=6.0na:

A1)  B=NEMEN — GE=NeMaN
(X,Y,Z) — (Adn~'m™ ' = 0)(X) +Y + Z

Notons prg la projection de & = NS M N sur N, alors :
J(1,m,n) = |det(prszo Adn ' o Adm™" — 0) |

Notons A la composante neutre du centre de M. Pour toute racine a de A dans N
fixons une base {X;,i € I(«)} de lespace de racine correspondante. Ordonnons la
base {Xi}icu,1(a) de N ainsi obtenue, suivant un ordre décroissant sur la longueur
de a. Autrement dit, X; précede X; chaque fois que ¢ € I(«),7’ € I(a/) et « est de
plus grande longueur que o’. Pour ¢ > 1 entier, notons n; le nombre de racines dans
N qui sont de longueur i. Alors la matrice de Adn dans la base {X;,i € I(a)} est de

la forme :
Id,, O 0
*  Idy,, o
* * 0
* * * Id,,
* * e X m+n

Sii € I(a) alors (X;) est un vecteur propre de valeur propre 6(«). Puisque « et 0(«)
sont de méme longueur, la matrice de 6 dans la base {X;,i € I(a)} est une matrice

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004
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diagonale par blocs :

My 0 --- 0
0 M1

: . -0
0 -~ 0 M

ol pour tout 4, la matrice M; est de taille n; x n;. Or, la matrice de Adm™! dans
cette base est diagonale, on en conclut que :

J(1,m,n) = |det(Adm~! — )=l
= |det(§(f o Adm~*t — D)l
= |det(fo Adm~t —1)
=1

5l

parce que # o Adm™! contracte N.
Le lemme s’ensuit, ainsi que la proposition. O

1.3. Formule de Clozel

L’objet de ce paragraphe est de donner une formule analogue a celle obtenue par
Clozel pour les traces compactes (cf. [Clo, Prop.2.1], et son corollaire).

Soit P = MN €P?, on note dp la fonction module de P. Pour f € C®(G) et
m € M, on pose :

FOP(m) = 61/ (m) / FkmnO (k™)) dkdn
NxK
Cette formule définit une fonction (localement constante, & support compact) sur M.

Soit (m, V) une représentation lisse, irréductible, et f-stable de G. Soit A €
Endc(V), un opérateur qui entrelace 7 et 7%, il est alors unique & un scalaire non
nul pres. L’opérateur A se factorise en un opérateur, noté encore par A, qui entrelace
le module de Jacquet normalisé 7y et 71']9\,. On peut donc parler des trace tordue,
trace tordue compacte des modules de Jacquet pour les sous-groupes paraboliques
f-stables.

Soit P = MN € PY. Notons ay; 'algebre de Lie réelle de la composante neutre
du centre de M, et H : M — ay; lapplication de Harish-Chandra; nous la défi-
nissons par : |x(m)| = ¢~ H ™) De fagon similaire, notons a9, le sous-espace des
f-invariants de ap;. On définit H? : M — a?\/{ par la formule HY = H+6o0 H.
A N est associé un systeme de racines simples dans ays, noté A. Notons Tg, ?g les
fonctions caractéristiques de la chambre de Weyl positive, chambre de Weyl obtuse
positive respectivement, associée a A. On note a(l’; la dimension de a?VI. On pose :
X& =150 HY X0 =75 o HY.
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THEOREME 1.5. — Pour tout f € C°(G), on a l’égalité :
ron(f)= > tro—emn(XX )
P=MNePo

Démonstration. — Soit g € G, il existe un §-conjugué de g, disons ¢’ tel que Py soit
f-stable, (voir les remarques qui précedent la Prop. 7.4 dans [Ro2]). On en déduit une
décomposition de Gig—yeq :

G = Up_mnepeld — Ad(G) (M)

11 suffit donc de démontrer que pour tout P € P? fixé, on a 1'égalité :

/ fg) trmo(g)dg = tro_cmn (f*F)
0—Ad(G) (M)

En vertu de la proposition 1.1 on a I'égalité :

/ o) e molg)dg = [ Dy(m) f (kim0 )00k ~)
0—ad(G)(M,_,) MJ_ _xNxK
- trg w(m)dkdndm
D’apreés Rogawski (cf. loc. cit.), si m est f-régulier, alors :
trg w(m) = 61> (m) trg wn (m)
C’est une version tordue d’un résultat de Casselman. Par définition de f%F, on a :

tro_.t(x& f9F) = / 5113/2 (m) f(kmn@(k™1)) trg mn (m)dkdndm
MJ_ xNxK
Par densité des éléments #-réguliers, il reste a vérifier I'identité :
/ f(knmO(n=1)0(k~1))dkdn :/ Do(m) f(kmnO(k~1))dkdn
NxK NxK
Mais cela vient du lemme 1.4. O

On en déduit le résultat suivant, qui sera la clé de nos calculs ultérieurs :

THEOREME 1.6. — Soit ™ une représentation 0-stable de G. Alors, pour tout f €
C*(G) on a Videntité :
) .
(1.7) tro—em(f)= Y, (1) trgmn (X S)
P=MNeP?

Démonstration. — C’est une version duale du théoreme précédent. La démonstration
se fait exactement par la méme méthode que celle utilisée par Clozel pour prouver le
corollaire & la proposition 2.1 dans [Clo]. O
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CHAPITRE 2

LES TRACES TORDUES COMPACTES SUR GL(2n+1)

2.1. Les représentations considérées

2.1.1. L’involution 8. — Pour N un entier positif, introduisons I'involution € sur
le groupe linéaire GL(N) de la fagon suivante. Posons :

wo = (@i,5)1<i,j<N
ol
=0 sii+j#N+1
ai N1 = (—1)"!
On définit alors € par la formule :
(2.1) 0(g9) = wo(*g™Hwy*
Le groupe GL(N), muni de 6, satisfait les hypotheses décrites dans I'introduction.

Q5

2.1.2. Les représentations f-stables considérées. — Dans ce paragraphe, on
considére un entier n positif. Le groupe G sera le groupe linéaire GL(2n + 1). Nous
introduisons quelques représentations f-stables de G.

Par définition, une partition est une suite d’entiers strictement positifs. Pour oo =

(a1, ag,...,q,) une partition, posons : S(a) = a; + a2 + -+ + «,. Notons A% (n)
I'ensemble des triplets de partitions o™ = (af ,af,...,af) ;a™ = (o], a5, ..., a7 ),
8= (61, P2, ...,0:) vérifiant les conditions suivantes :

~ Sat)+S(a™)+25B) =2n+1;

— Les suites {a?‘}izl,___ﬂ«, {aj_ Yi=1,....s €t { Bk r=1,...+ sont strictement décroissantes.
En plus, les suites {oz;r}izl,___ﬂ«, {a; }j=1,...,s sont constituées de nombres impairs de
multiplicité 1;

— Le nombre de termes de o™, c’est-a-dire s, est pair.

Soit (a™,a™,3) € A%(n). On note R = LV le sous-groupe parabolique standard
de G associé a la partition (01, . .., B, ozf, o otiar, o ay, By ..., B1). Notons € le
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caractere quadratique non ramifié non trivial de F'*. Pour tout k entier nous écrivons
Sty pour la représentation de Steinberg du groupe GL(k, F') et £ Stx, pour sa torsion
par ¢. Définissons I'induite normalisée (cf. Introduction) :

W:Stﬁl><~~><Stgt><Stal+><-~><Star+ ><§Sta;><-~><§Sta;><Stgt><-~><Stﬁ1
:Indg(Stgl®---®Sta1+®---®8tai®58ta;®---®£Sta;®---®Stgl)

C’est une représentation de G = GL(2n + 1, F'). La représentation 7, qui dépend de
(at, a7, 3) € A%t(n), est lisse. En plus, d’apres la classification de Zelevinsky, elle est
irréductible et f-stable.

Soit K = G(OF), notons H(G) I'ensemble des fonctions sur G, biinvariantes par
K et & support compact (muni du produit de convolution relatif & la mesure de Haar
qui donne 1 pour volume de K). C’est I’algébre de Hecke sphérique usuelle de G. Pour
P = MN un sous-groupe parabolique standard de G, on définit ’algebre de Hecke
sphérique de M, notée H(M ), comme ’ensemble des fonctions sur M, biinvariantes
par Ky = KN M et & support compact.

Pour (a™,a™, ) € A% (n), soit 7 la représentation de G' définie comme ci-dessus.
Nous nous proposons de calculer explicitement la trace tordue compacte trg_. 7 sur
I’algebre de Hecke sphérique de G.

2.1.3. Notations des caractéeres non ramifiés, le caractéere n. — Pour tout &
entier positif, les caractéres non ramifiés du tore diagonal du groupe GL(k, F') sont
de la forme :

X(t1y .o ty) = [E2|XY - [t ¥R
ol x1,- .., Xk sont des nombres complexes (modulo 2i7/log ¢). Dans la suite, pour un
tel x, nous écrivons simplement :

X = (X1, Xk)

On dira que x est symétrique si pour tout ¢+ = 1,--- , k on a ’égalité :
q 2T
i = — _; mo
Xl Xk“l‘l 2 1qu

Posons ¢ = i /log q. Soit (a™,a™, 3) € A%(n), on définit le caractére non ramifié n
du tore diagonal par la formule :

:(ﬁ1—1 - By —1 1—-p of —1 1—af at —1

g g g T g g g g
l—af o] —1 1—aj a; —1 1—a; B —1
T, 5 +€,...7T+E7..., 5 +€,...7 D) +E7 D) 5
1-05 B1—1 1*51)
Ty s T g e T

Ce n’est autre que le module de Jacquet relatif au Borel de la représentation

Stg, ® - @ Sty @+ ® St s ®ESt,- @+ ®ESt,- ®--- ® St
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du Lévi L de R. Remarquons que la représentation 7 associée au triplet (a*, o™, 3)
est une sous-représentation de Ind% (7).

2.2. Filtration de Bernstein-Zelevinsky

Soient P = MpNp, Q = MqNq deux sous-groupes paraboliques standard de G.
Soit p une représentation lisse de Mp, posons m = IndIGg(p) et notons V' son espace. 11
s’agit de donner une filtration du module de Jacquet 7y, . Fixons d’abord quelques
notations. L’ensemble des doubles classes WMe\W/WMP a un systéme de représen-
tants bien particulier que 1'on va noter par [WMQ\W/ wMe ] Pour qu’un élément
w € W appartienne a [WMQ\W/WMP}, il faut et il suffit qu’il soit de longueur mi-
nimale dans WMew et dans w7 . On va noter ce systéme par [WMQ\W] lorsque
P=B, et [W/WMP} lorsque Q = B. Dans la suite, on appelle ce systeme systéme
de représentants distingués.

Posons : d(w) = dim Pw™1Q — dim PQ. Pour tout entier positif , posons :

X, = Ud(w)<er71Q

Les ensembles X, sont fermés dans G pour la topologie de Zariski, a fortiori pour la
topologie p-adique. Notons Y, le complémentaire de X,. dans G et posons :

V. ={f €V;f asupport dans Y, }

Les V,. forment une filtration décroissante de V. En plus, cette filtration est Q)-stable.
On montre que, pour tout r, le quotient V,./V,.;1 s’identifie & I'espace des fonctions f
localement constantes sur X, 1, s’annulant sur X, et vérifiant la condition :

f(mng) = 6113/2(m)p(m)f(g) pour tous m € Mp,n € Np,g € X,41

D’autre part, X, 1\ X, = ud(w):TPw_lQ, et chaque Pw~1Q avec d(w) = r est ouvert
dans X,1. Soit J,, Pensemble des fonctions f sur Pw=1Q (& valeurs toujours dans
lespace de p), s’annulant en dehors d’un ensemble de la forme PC avec C' compact,
et vérifiant la condition ci-dessus. On a donc :

Vr‘/‘/;“-i-l =~ Gad(w):TJ’LU

Le groupe Mp N w 'Quw est un sous-groupe parabolique de Mp de radical uni-
potent Mp N w_lNQw et de facteur de Lévi Mp N w_lMQw. Il en est de méme
pour Mg NwPw™, Mg NwNpw™, Mg NwMpw~". L'espace (Ju)n,, qui est une
représentation de Mg, est isomorphe & Ind%gmwpw,lpMpmwleQw o Ad(w™1). On
notera cette représentation par F,, ().

En résumé, on a montré qu’il existe une filtration de mx,, qui est indexée par
[(WMe\W /WMr] telle que la composante correspondante & w € [WMe\W/WMr]

- T M, _
soit isomorphe a 'induite IndMgmew,lpMP Aw-1Now © Ad(w 1). Nous pouvons alors
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20 CHAPITRE 2. LES TRACES TORDUES COMPACTES SUR GL(2n + 1)

écrire le gradué associé a la filtration de Bernstein-Zelevinsky par :

(2.2) JH(nn,) = > Fy(n)

we[WMe\w/wMp]

2.3. Normalisation des opérateurs d’entrelacement

Dans ce paragraphe on montre qu’il existe une droite D bien définie dans V', ’espace
de la représentation 7 en question, qui est invariante par A, 'opérateur d’entrelace-
ment entre 7 et 7. On normalise A de sorte qu'il fixe D.

2.3.1. Algébre de Hecke-Iwahori de GL(2n + 1, F). — Soit I le groupe d’Iwa-
hori usuel de G. Notons H(G,I) l'algebre de Hecke-Iwahori correspondante. C’est
I’ensemble des fonctions complexes sur G, biinvariantes par I, a support compact, et
muni du produit de convolution relatif & la mesure de Haar pour laquelle mes(7) = 1.
Pour i =1,...,2n, notons s; la symétrie élémentaire qui échange i et i + 1. L’algebre
H(G, I) est alors engendrée par des éléments Ty, 7 = 1,...2n, et X1 i=1,...2n+1.
Pour tous ¢, j, on a les relations suivantes :
(Ts, + )(Ts, —q) =0
Lo Ts Ty =TT, T,

XiX; = X;X;

XiTsJ' = Tsti sig 75 ],j + 1

XiTs, =T, Xip1 — (¢ — 1) Xip1

Xiy1Ts, =T5, X + (¢ — 1) Xi1

Ces relations forment un systéme complet de relations (¢f. [Rol, Paragraphe 1]). Soit
w € W et soit w = s; - - - s; une décomposition réduite de w, 'élément T, = T, - - - T,
est alors bien défini. Concretement T, est la fonction caractéristique de ’ensemble
Twl.

On peut décrire les X; comme suit. Pour i = 0,...,2n + 1, soit m; la matrice
diagonale de taille 2n + 1 dont les ¢ premiers termes sont égaux a 1, et les 2n+1 —1
derniers & w. Soit C(m;) la fonction caractéristique de 'ensemble I'm;I. Les éléments
C(m;) sont alors inversibles dans H (G, I) et on a ’égalité :

X,L' = q"+1_iC(mi_1)C(mi)_1

Notons ¢ : W — N la fonction longueur usuelle sur W. Notons aussi < 'ordre
partiel de Bruhat sur W. On en déduit les relations suivantes :
Tww =TTy sil(ww') =L(w) + L(w')
X;T,, = Twa—l(i) + Z T G

ol les a, sont des polynoémes en les variables X;.

w! <w
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Les éléments Ty,,w € W forment une base d’une sous-algebre de H(G, I) que l'on
va noter par H(G,I)w.

2.3.2. La droite D. — On note D la droite engendrée par 1’élément ¢ défini par

la formule :
5= Z (—q)~ )T,
weWw
LEMME 2.3. — Pour tout w € W on a l’égalité :
Twé = (—1)*®)§
Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas ou w = s; une symétrie élémentaire.
Ecrivons :
§=(1—q'T)0
ou
§ = Z (—q)~ "),
weW
L(s;w)=~L(w)+1
L’égalité cherchée vient alors de la relation (Ts; + 1)(Ts, — q) = 0. O

Le caractére de H(G,w, Ty, — (—1)5(“’) s’appelle caractére de Steinberg, on
le note Stoy,y1,w. D’apres le lemme précédent, il intervient dans la représentation
réguliere gauche de H(G, I)w et est porté par la droite D. En plus, on sait que sa
multiplicité est 1.

2.3.3. Algébre de Hecke sphérique. — Rappelons que lalgebre H(G) des fonc-
tions biinvariantes par le compact maximal K, & support compact est isomorphe a

C[x&, ... ’X2:Ezl+1] via 'isomorphisme de Satake, noté S. Posons :
weW

On a I’égalité :

[K:I]= Z gt

weWw

L’algebre H(G) s’identifie & un sous-ensemble de H(G, I) par I'application suivante :
fre K 07y S(H)(Xn, ., Xongr) = [K - I7NS(H)(Xn, -0, Xang) -y

Cette application respecte l'addition et la multiplication mais ne conserve pas les
unités.
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22 CHAPITRE 2. LES TRACES TORDUES COMPACTES SUR GL(2n + 1)

2.3.4. Automorphisme 0 de H(G,I). — Pour toute fonction f sur G on a défini
la fonction f? par la formule : f%(g) = f(6(g)). L’application f + f% induit un
automorphisme d’algebres sur H(G,I) que 'on va encore noter par 6. Les égalités
suivantes viennent alors des descriptions ci-dessus des éléments de H(G, I'). Pour tous
weW,i=1,...,2n+1:

0(Tw) = To(w)

0(X;) = X2_711+27i

2.3.5. Les séries principales non ramifiées et leurs invariants par I. — Soit
X = (X1, -, Xon+1) un caractére non ramifié du tore diagonal T (¢f. 2.1.3 pour la no-
tation). Considérons (Ind%(x), Z(x)), I'induite parabolique normalisée de x. L’espace
Z(x)! des invariants par I est une représentation de H (G, I) dont nous rappelons la
description en suivant [Ro1l].

A un éément T € H(G,I)w, on associe I'unique fonction ¢(T) € Z(x) telle
que pour tout k € K, ¢(T)(k) = T(k~'). L’application ¢ définit un isomorphisme
de H(G,I)w-modules entre H(G,I)w (qui est muni de la représentation réguliere
gauche) et Z(x)!. Nous allons construire une action de H(G,I) sur H(G, I)w éten-
dant la représentation réguliere gauche, de sorte que ¢ devienne un isomorphisme de
H(G, I)-modules.

Soit H(G, I)[x] I'idéal & gauche engendré par les éléments X;—qg X1, i=1,...,2n + 1.
L’espace H(G, I)/H(G,I)[x] est muni de facon naturelle d’une action de H(G, I). On
a un diagramme commutatif :

H(G, Dw

N

H(G,I)/H(G, T)[x] =

Zx)*

ou i est le composé de l'injection canonique H(G, Iw — H(G,I) et de la projection
canonique de H(G,I) sur H(G,I)/H(G,I)[x]. Les fleches obliques sont des isomor-
phismes de H(G, I)w-modules et celle horizontale de H(G, I')-modules.

Remarquons au passage que si P = MN est un sous-groupe parabolique standard
de G, avec des notations usuelles, on a un isomorphisme : Z(x)! ~ Z(x)k". Si on
identifie Z(x)! & H(G, I)w par I'application ¢, alors la représentation de H (M, I5r)

sur Z(x)\ s’obtient de celle de H(G, I) sur H(G, I)w par restriction & H(M, Ips).

2.3.6. Les représentations auxquelles on s’intéresse et leurs invariants par

Par construction, une représentation (m, V') définie comme en 2.1 & partir d’un
triplet (a*,a™, 3), est une sous-représentation d'une induite & partir d’un caractere
non ramifié 7 bien déterminé de T' (¢f. 2.1.3). Toujours par construction, 7 est définie
comme une induite normalisée & partir d’une représentation d’un Lévi standard L
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2.3. NORMALISATION DES OPERATEURS D’ENTRELACEMENT 23

dont le groupe de Weyl est noté WL, Posons :

o= Y (o™, = YT

weW L weWL

Ona: (m,V) — (Ind$(n),Z(n)). L'espace Z(n)! peut étre identifié & H(G, I)w via ¢
comme on a vu. Décrivons Pespace V.

LEMME 2.4. — L’image réciproque de V! par ¢ est égale a H(G,I)w -6%. C’est aussi
le sous-espace de H(G, I)w de base {Tw0™}yemwmwei-

Démonstration. — Dans [Wal, Paragraphe 5], Waldspurger définit les éléments
Tw,w € W de Lusztig. La multiplication a droite par ces éléments définit des opé-
rateurs d’entrelacement. En particulier, lorsque w = w?”, I’élément de plus grande
longueur de W, I'image de 'opérateur d’entrelacement correspondant est exacte-
ment ¢~ 1(VI). D’autre part, par un calcul élémentaire, on montre que 7, est un
multiple non nul de 6%. Donc, ¢~H (V1) = H(G, I)w - §*. Soit w € W, on peut écrire
w = wiwg avec wg € WL wy € [W/WE]. On a alors £(w) = £(wp) + £(w:), et donc
Tw = T, Tw,- On en déduit :

Tw6* =Ty, Ty, 6* = (—1)* 0T, 5°

L’espace ¢~ 1 (V1) est donc engendré par les {TwéL}we[W/WL]. Pour montrer que cette
famille est libre, il suffit de remarquer que pour w € [W/W¥],

TwéL = Z (7Q)7Z(wl)Tww/~ O
w' eWk

COROLLAIRE 2.5. — La droite D définie en 2.3.2 est contenue dans ¢~1(V7T).

En effet, il suffit d’écrire :

6=( ) (—q>—“w>Tw)5L

(W/WE]

2.3.7. Normalisation de A : 7 ~ 7. — Puisque 6(I) = I, l'opérateur A
conserve V. La restriction de A & VI entrelace la représentation naturelle de H (G, I)
et sa torsion par ’automorphisme 6 déja introduit. Identifions V' & un sous-espace de
H(G, I) par application ¢. Par définition, la droite D porte le caracteére de Steinberg
de H(G, I)w. On en déduit que A(D) porte aussi le caractére de Steinberg parce que
ce caractere est stable par §. Comme la multiplicité de la Steinberg est 1, la droite D
est stable par A. On normalise A de sorte qu’il fixe D.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



24 CHAPITRE 2. LES TRACES TORDUES COMPACTES SUR GL(2n + 1)

2.3.8. Les espaces V]\I,(M . — Profitons de l'occasion pour déterminer I’espace V]\I[(M,
lorsque P = MN est un sous-groupe parabolique standard. On sait que ’espace V]\I,M
est isomorphe & V7!, et si on identifie V! & H(G,I)w via ¢, la représentation de
H(M, Is) sur Z(n)R s’obtient de celle de H(G, I) sur H(G, I)w par restriction. On
a vu comment 1’algébre de Hecke H (M) se plonge dans H(M, Ips). Remarquons que
I'élément 4™ (ou plutot, ¢(yM)) est un multiple de la fonction caractéristique de K.
Par ailleurs, on a : ¢~ (V1) = H(G, I)w - 6. 1l en résulte que :

otV ) =M H(G, Dw - 6"

On sait (¢f. par exemple [Car, Prop. 2.7.5]) que tout w € W peut s’écrire (de fagon
non unique) sous la forme w = wywows ot wy € WM wy € [WM\W/WZL] wy € WE
et telle que £(w) = £(w1) + £(wg) + £(w2). Pour une telle décomposition, on a T,, =
T, TuwoTw,- Par induction on peut démontrer 1'égalité : vMT,, = gy M Nais
comme T, 0% = (—=1)“®2)§L on obtient :

'YMTw(SL — qé(wl) (—1)€(w2)’yMTw0(5L.
Tl en résulte que ¢~ (VE™M) est engendré par les éléments M T,,6%, w € [WM\W/WL].,
On définit :
WM\W/ W = {w e WM\W/WE; WM nwWkw™! = {1}}

LEMME 2.6. — Soit w € [WM\W/WZL]. Siwe [W\W/WZL°, alors v™-T,,-6% =0.
Lespace ¢~ (V™) a pour base Uensemble des éléments yM -T,,-6%, we [WM\W/WE°.
Démonstration. — Si w ¢ [WM\W/WZL? par définition, le sous-groupe de Weyl
WM A wWkhw=! n'est pas réduit a 1. Puisque w € [WM\W/WZ], on peut alors
trouver une symétrie élémentaire s; € WL de sorte que ws;w=! € WM soit aussi une
symétrie élémentaire, disons s;. Ecrivons

6t =(1—q T8, M =M1+ Ty

ol
D D C) R (P e S
wewr wew™M
L(s;w)=L(w)+1 L(ws;)=C(w)+1
On a

(1 + TSj )Tw(l - qilTSi) =

On en déduit que l’espace qb_l(V]\I,(M) est engendré par les éléments M T, 0%,
w e [WM\W/WZLPO 1l reste & montrer que ces éléments sont linéairement indé-
pendants. Soit w € [WM\W/WZL? daprés un résultat de Howlett (cf. [Car,
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Prop. 2.7.5]), pour tous wy € WM wy € WL, on a l(wywws) = €(w1) + £(w) + £(ws).
Par suite,
VMTw(SL = Z ql(wl)(_l)e(wz)Twlwwz
w1 EWM wyeWp,
Les éléments Ty, ww, dans la formule précédente sont tous distincts. L’'indépendance
linéaire des vMT,,6% en résulte, ainsi que le lemme. O

REMARQUE 2.7. — Cette description de V]f\,/l K permet également de faire des calculs
dans les cas 7 symétriques (i.e. dans les cas ot A est de la forme f +— f%) sans faire
appel a la filtration de Bernstein-Zelevinsky.

2.3.9. Rappels sur les opérateurs d’entrelacement. — Soit x un caractere
non ramifié de T Soit Ind§(x) l'induite de x, et notons I(x) son espace. Notons .J
I’espace des fonctions sur le compact maximal usuel K, invariantes a droite par un
sous-groupe ouvert, et invariantes a gauche par K N B. Par restriction a K, on peut
alors identifier I(x) & J, c’est ce que l'on fera. Remarquons que J ne dépend pas du
caractere y choisi.

Notons U le radical unipotent du sous-groupe parabolique opposé & P. Soit w € W,
posons U, = U NwUw™". Soient f €J, définissons 1'opérateur A(w) par la formule :

A(w)f(g) = /U f(w ug)du

quand cela converge. C’est 'intégrale d’entrelacement bien connue. Ecrivons X =
(X1, -5 Xn), DOSONS :
— Xi—Xj
w= Il s o N = abdw
1<J
w(i)>w(j)

La restriction de cet opérateur a I(x)! est égale & A,,—1, 'opérateur défini par Wald-
spurger dans [Wal], multiplié par (—1)“*). Cette normalisation n’est pas la nor-
malisation la plus usuelle. En effet, la normalisation usuelle de A(w) fixe la droite
sphérique dans I(x) alors que dans notre normalisation, c’est la droite D définie en
2.3.1 qui est fixe, d’apres la formule [Wal, V.4 (3)].

Pour w = s; la symétrie simple qui échange i et ¢ + 1, Popérateur N(s;, x) ne
dépend que de x; — xi+1. On écrira N(s;, x; — Xi+1) au lieu de N(s;, x). Rappelons
quelques propriétés des N (w, x) :

— Péles : les opérateurs N(w,x) sont méromorphes en x;. Les poles de N(w,x)
sont simples et sont les poles de ¢, (x). Les poles de N(s;, x) sont en x; = 1 4 Xit1;

— Entrelacement : lors qu’il est défini, N (w, x) entrelace les représentations Indg (x)
et Ind$ (wy) ;

— Formule du produit : pour w,w’ € W, N(w', wx)N(w, x) = N(w'w, x);

— Valeur en 0 : on a N(s;,0)=1;

— Non annulation : en plus si N(w, x) est défini, il est non nul.
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2.4. Premier exemple de calculs, cas ou 7 est symétrique
Soit (a™,a™, ) € A%(n) tel que o~ = @, a™ réduit & un seul terme, disons «, de
sorte que 'on a :
T =Stg, x -+ x Stg, X Sty X Stg, x -+ X Stg,

Notons que le caractere 1 défini en 2.1.3 est alors #-invariant. On dit que 7 est symé-
trique.

2.4.1. Détermination de l'opérateur A : 7 ~ 7?. — Comme on a dit, la re-

présentation (w,V) peut étre réalisée comme une sous-représentation de Indg(n).
Notons I(n) I’espace de représentation de Indg (1), qui est un sous-espace de C*°(G)
Pensemble des fonctions localement constantes sur G. Pour f € C*°(G), on a posé :
f%(g) = f(0(g)). Soit A% I'application définie par
A?: C™(G) — C=(G)
f—r°
Pour (7, V) une représentation de G, notons (7%, V) la représentation définie par
7%(g) = 7(6(g)). Le fait suivant est facile & démontrer :

LEMME 2.9. — L’application A° réalise un opérateur d’entrelacement entre les re-

(2.8)

présentations Indg (n) et Indg(ne).

Comme 7 est f-invariant, la restriction de A? & V entrelace 7 et 77, et est donc un
multiple de A. Montrons que :
0
Comme ce sont des opérateurs proportionnels, et puisque A fixe la droite D, il suffit
de montrer que Afv fixe cette droite aussi. Par définition, la droite D est engendrée

par :
§= Z (_q)_e(w)Tw
weWw
On vérifie facilement par les définitions que pour tout w € W, A%(T,) = 6(T,,) =
Ty(w)- Mais on a £(w) = £(6(w)), d’olt le résultat. O
2.4.2. Action de A sur les modules de Jacquet 7y, P = MN € P?. — Rap-

pelons que pour calculer des traces tordues compactes, on dispose de la formule 1.7.
Il nous faut donc des informations sur 'action de A sur les modules de Jacquet de 7.
Soit P = MN un sous-groupe parabolique standard #-stable. On a montré que le mo-
dule de Jacquet mn admet une filtration, dite de Bernstein-Zelevinsky, indexée par
I'ensemble [WM\W/WE]. Soit w € W, notons 6(w) le conjugué de w par ’élément
de plus grande longueur de W.

LEMME 2.10. — L’action de A respecte la filtration de Bernstein-Zelevinsky. Son
action sur le gradué JH (my) est telle que :
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(1) A: Fy(m) — Fp(u)(m) ;
(2) Supposons que w = O(w), alors A agit par la formule 2.8 sur la composante
Fy (7).

En effet, cela vient de la description de A donnée ci-dessus et celle de la filtration de
Bernstein-Zelevinsky rappelée en 2.2. o

2.4.3. Calcul de trg_.m. — Soit f € H. En vertu de la formule 1.7, le calcul de
trg_.m(f) se rameéne & celui de trp mx (X% f%F) pour P parcourant l’ensemble des
sous-groupes paraboliques standards #-stables de G. Soit donc P € PY. Remarquons
que pour f € H, la fonction f% introduite en 1.3 devient :

G’szl/Qm mn)dn
1o (m) 6P<>/Nf< )d

Ce n’est autre que le terme constant de f le long de P. On la note simplement
par fF. La fonction Y% fF = X% fF dans la formule 1.7 est un élément de H(M).
Par conséquent, seuls les vecteurs sphériques non nuls de Vy (les vecteurs non nuls
qui sont invariants sous H(M)) sont en jeu. On a posé :

WM\W/Wh” = {w e [WM\W/WE ;WM A wWow™ = 1}
On a le résultat suivant :

LEMME 2.11. — Soit w € [WM\W/WL], alors le gradué F,,(m) a des vecteurs sphé-

riques non nuls si et seulement si w € [WM\W/WL]O.

Démonstration. — En effet, par définition, la représentation 7 est l'induite d’une
représentation p de L, qui est le produit tensoriel des Steinberg ou leurs torsions par &.
La composante F,(7) est isomorphe & Ind%gmwpw,lpMinleQw o Ad(w™1). Donc,
le module de Jacquet ppr,nw-1n,w €St aussi un produit tensoriel des torsions des
Steinberg par des caractéres non ramifiés. Par suite, Fy,(7) a des vecteurs sphériques
non nuls si et seulement si L Nw~!Nw = B, mais cette condition est équivalente &
celle du lemme. O

Le résultat ci-dessus, combiné avec le lemme 2.10, montre que seules contribuent &
la trace les composantes F, () telles que w = 8(w) et w € [WM\W/WL]O. Notons
[WM\W/WL]O’B cet ensemble.

PROPOSITION 2.12. — Soit ¢ un élément de H(M), et soit S(p) sa transformée de
Satake. On a 'égalité :

(2.13) tro(mn) () = Z S(p) (g MW, ..., g M)
we[WM\W/w L%

Démonstration. — 11 suffit d’utiliser ce qui précede et une formule bien connue de
Van Dijk (voir [Van, Th.2]). O
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REMARQUE 2.14. — On peut obtenir les lemmes 2.10, 2.11 et la proposition 2.12 en
utilisant la description de I'espace V! comme modules sur I’algebre de Hecke-Iwahori
(voir [Wal]).

La formule 2.13, appliquée & ¢ = Y% f%, jointe avec la formule 1.7 calculent la
trace tordue compacte trg_. 7 sur 'algebre de Hecke sphérique.
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CHAPITRE 3

LE CAS GL(5)

Dans ce chapitre, G désigne le groupe GL(5).

3.1. Calculs explicites dans les cas symétriques

Il s’agit de quatre cas suivants :

— Cas 1: (a*,a™,8) = ((5),9,9), ce qui correspond & 7 = St ;

— Cas 2: (at,a™,0) =((3),9,(1)), ce qui correspond & m = Sty X St3 X Sty ;
— Cas 3: (a*,a,8) =((1),9,(2)), ce qui correspond & ™ = Sty x Stq x St ;
— Cas 4: (a™,a™,8)=((1),9,(1,1)), ce qui correspond &

™ Stl X Stl X Stl X Stl X Stl

3.1.1. Transformée de Satake de )??ervp. — Soit P = MN un sous-groupe
parabolique standard de G, on dispose alors d’un digramme commutatif suivant :

H(G) B— C[Xft17X2i17 oo 7X5i1]W:65

| J

H(M) —— C[XFY, X5, XF W™

ol les fleches horizontales sont des isomorphismes de Satake relatifs a G et M, la
premiere fleche verticale est donnée par le terme constant et finalement la derniere
fleche est l'injection triviale.

Le lemme suivant est élémentaire :

LEMME 3.1. — Soit f € H(G), et écrivons :
S(f)(X1,...,X5) = > Con XM X

m=(m1,...,ms)€Z®

Alors la transformée de Satake de la fonction )’Z%fevp dans la formule 1.7 est égale a



30 CHAPITRE 3. LE CAS GL(5)

1) > meZ5>0 em X" - X5, si P =P 31y le parabolique standard paramétré
mi1—ms5

par la partition (1,3,1);

(2) Z mEZ5 CmX{nl ce 'Xgns, St P = P(271,2) 5
mi+ma—mg—ms>0
3) X2 mez’ em XM X2, 5i P = B.

mi—ms>0
mi+mz—ma—ms>0

3.1.2. Calculs explicites de trg_.m. — Le résultat de nos calculs se résume dans
la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2. — Soit f € H(G) dont l’image par isomorphisme de Satake est
donnée par la formule :
S(f)(XlaaXE)): Z CmXIr“"'Xgns

m=(mi,...,ms5)EL>
Alors, la trace trg_. w(f) est égale a

(1) X2 mez® Crg? (Tt me)Hmmatma) o = Sty
mi—ms>0
mi1+ma—mas—ms>0
(2) - Z me7zZb Cmq_m1+m5 St = Stl X Stg X Stl ;
mi1—ms5>0
MQ—T)’L4=O

(3) —> ez’ Cmq ™™ i = Sty X Sty x Sto ;
mi—ms=mg—mas>0
(4) Z mezb Cm SI T = Stl X Stl X Stl X Stl X Stl.

m1—mg=ms—m4s=0
Démonstration. — Les sous-groupes paraboliques standards #-stables sont :
P’ ={G,P13.,P21.,B}
La formule 1.7 s’écrit donc :
tro—cm(f) = trom(f) — tro TN, 41 (%(1,371) fFaan)
0 TN 2 (XN g 2y /202 + 1o 70 (T V)

On va appliquer la proposition 2.12 et le lemme 3.1 pour calculer les termes du membre
de droite de la formule ci-dessus.

(3.3)

8.1.2.1. Démonstration dans le cas m = Sts. — On montre facilement que
[WM\W/WL]O =osiP = G,P17371,P27172. D’ou :
/\0 1,3,1 — /\0 1 —
tro m(f) = tro N, 4 (XN(LM)fP( P0) =0 TN 2 (XN ) frer2)y =0
Enfin, pour P =B, on a [W\W/Wt]® = [wM\w/wt]"
(2,1,0,—1,—2). La formule 3.3 s’écrit :
tro—c Sts(f) = tro n(Xy.f7)

11 suffit alors d’appliquer le lemme 3.1 pour obtenir le résultat voulu.

={lh v =n=
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3.1.2.2. Démonstration dans le cas m = St X Stz x Sty
Pour P = G, [WM\W/WE]° = &, d'on :
(3.4) trgm(f) =0

}0,9

Pour P=P;3;2,0na [WM\W/WL = {wy,wa} ol :

<12345>
wy =1, wy =

41352

Par application de la formule 2.13, on obtient :

=0 P 1, _ § : —mi+ms
(35) trg 7TN(2,1,2) (XN(ZLQ)f 21 2)) =2 Cm(q
meZ®
mi+mz—ma—ms>0

Pour P =Py 31), on a [WM\W/WL}O’Q = {ws} ou:

e (12345
57 \21354

En appliquant la formule 2.13, on trouve :

(3.6) 1o TN 54, ()??v(ml)fp(l*&”) = Z Cmg~TMS

mez®
mi—ms>0

Pour P=B, on a: [WM\W/WL]O’G = {wy, ws, wg, wr}, ol :

1w (12345 e (12345 o _ (12345
1T T 52341) T \21354)° 7T \41352

Appliquons encore une fois la formule 2.13. On a :

~0 rB _ 5 _
(37) try TrU(XUf ) =2 E Cm( mi+m +2 2 : cmq ma+ma
mEZS>O mEZS>O
mi1—ms mi—ms
mi+mo—mg—ms>0 mi+mo—myg—ms>0

D’apres les identités 3.3 & 3.7, on a :

trg_.m(f) = —2 Z Cmq~ ™ Z Cmq M™TME 4

meZ® meZ®
mi+mo—mg—ms>0 mi1—ms>0
+2 E Cmq*m1+m5 +92 E Cmq*m2+m4
meZ® meZz’®
mi—ms>0 mi—ms>0
mi+mo—mg—mszs>0 mi+mo—myg—ms>0

Le reste est un probleme combinatoire qui consiste a récrire la formule ci-dessus
sous la forme énoncée dans le théoreme. Puisque S(f) est invariante sous l'action du
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groupe Gs, 0N & Cyny my.ms,ma,ms = Cma,m1,ms,ms,ms- Par conséquent, le dernier terme
de la formule ci-dessus s’écrit :

2 > Cmg~ "2 =2 > Cmg T

mez® mez®
mi1—ms>0 mo—ma>0
mi+ma—mg—ms>0 mi1+ma—mg—ms5>0

D’autre part, on a les décompositions :
{mEZ5;m1 + mo —my — Mgy >0}
:{m€Z5;m1—m5 > 0,mq +mg —myg —ms > 0}
U{m€Z5;m2—m4 > 0,mq + mg —my —ms > 0}
et
{m € Z% my —ms > 0,m; +my —my —ms > 0}
N{m € Z°;my —my > 0,m;3 + my —my —ms > 0}
={m e Z°m; —ms>0,my—my >0}

On en déduit :

2) Z cmq*m1+m5 +9 Z cmq*m1+m5
mez® mez®
mi—ms>0 mo—myg>0
mi+ma—mg—ms5>0 mi+ma—mg—ms>0
=92 E cmq—m1+m5 + 92 E Cmq—m1+m5
mez® mez®
mi1+mo—ma—ms>0 mi1—ms>0

mo—my>0
Par suite,

trg_cm(f) = — Z Cmq ™ TS 42 Z Crmgq~ 1 T™S

mez® mez®
mi1—ms>0 mi1—ms>0
mo—ma>0

Utilisons finalement la décomposition :
{m e Z°;my —ms >0} = {m € Z° my; —ms > 0,mz —my > 0}
U{m € Z° m; —ms > 0,mg —my < 0}
I_I{mGZE’;ml —mg > 0,ma —my =0}

et remarquons que :

Z cmq*m1+m5 — Z cmq*m1+m5

meZz® mez®
mi—ms>0 mi—ms>0
mo—my>0 mo—myg<0
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cela par I'invariance de S(f). Nous avons bien :

tro_em(f)=— D cmg ™

mez®
mi—ms5>0
mo2—may =0

Les autres cas se démontrent de fagon similaire. O

3.2. Cas 5:m =St ngtg ngtl
Il ’agit du cas ou (at,a™,3) = ((1),(3,1),9).
3.2.1. Construction de A : 7 ~ 1. — Dans ce paragraphe on construit A comme

dérivée des opérateurs d’entrelacement introduits en 2.3.9. Rappelons que ’on a posé :
¢ = im/logq. Soit z une variable complexe, notons 7, le caractére de T' défini par :

n:=(0,14+¢,e,—-14+¢,z+¢)

Notons que pour z = 0, on retrouve le caractere 7 du tore diagonal défini en 2.1.3.
On sait que ™ — Indg (n). Plus précisément, posons w; = $283s2, alors d’apres la
théorie des opérateurs d’entrelacement N (wq,w] 'n) est bien défini dont I'image est
la Steinberg généralisée m. Posons we = (1,5) la transposition entre 1 et 5. Pour z # 0
et assez proche de 0, opérateur N(ws,.) est bien défini. Rappelons que V' désigne
I’espace de représentation de 7.

LEMME 3.8. — Pour tout f € V, la limite lim,_,o N(wa,n,)f existe.

Démonstration. — Par la formule du produit et en écrivant ws = $45835251525384
on a :

N(wgz,m;) = N(84,1 —€)N(s3,—€)N(s2,—1 —)N(s1,—€ — 2)
X N(s2,1 —2)N(s3,—2)N(s4,—1— 2)
Puisque N (s;,x) n’a qu'un pole en z = 1, il est clair que :
iLIIlO N(s4,1 —€)N(s3,—€)N(s2,—1 —€)N(s1,—€ —2) = N(s4,1 — )N (s3,—¢)
X N(s2,—1—¢)N(s1,—¢)

Il reste & étudier le terme N(z) = N(s2,1 — 2)N(s3, —2)N(s4, —1 — z). Développons
suivant z au voisinage de zéro :

1
]\7(827 1-— Z) = —;N_1(827 1) + NQ(SQ, 1) + O(Z)

N(s3,—2) = No(s3,0) — 2Ny (s3,1) + O(2?%)
N(s4,—1—2) = No(s4,—1) — 2N1(s4, —1) + O(2?)
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En remarquant que N(s3,0) = 1, on peut donc écrire :

1
N(z) = ——N-1(s2,1)No(s4, =1) + N-1(s2,1)N1(s3, 0) No(s4, =1)
+ Nfl(SQ, 1)N1(S4, 71) + No(SQ, 1)N1(S4, 71) + O(Z)
Montrons que le terme —XN_1(s3,1)No(s4, —1) ne contribue pas dans la formule
de N(wz,m,)f si f € V. Notons que si |[i — j| > 2, les opérateurs non normalisés A(s;)
et A(s;) commutent, par conséquent, N (s;,s;n) N(s;,1n) = N(s;,51) N(s;,n). On a
donc N_1(s2,1)No(s4,—1) = No(s4,—1) N_1(s2,1). Il suffit donc de vérifier que pour
tout f€V,ona:
NO(S4a 71)N*1(82a 1)f =0

On a déja vu que les représentations de Steinberg peuvent étre définies comme images
de certains opérateurs d’entrelacement, on peut écrire

f=N(s2,—1)N(s3,—2)N(s2,—1)o
pour un ¢ € J. On va en fait montrer que :
N_1(s2,1)No(s2,—1) =0
Pour cela, il suffit de remarquer que pour tout z, par la formule du produit, on a
I’égalité :
N(s2,1 —2)N(s2,—14+2)=1

Par suite, en développant suivant z, on a :
1
—;N,l(SQ, 1)No(s2,—1)+0(1) =1

Cela étant pour tout z, d’ott N_1(sz2,1)Ny(s2,—1) = 0, comme attendu.
De méme, le terme N_;(s2,1)Ny(s4, —1) dans le développement de N(z) ne contri-
bue pas dans la formule de N(ws,n,)f si f € V.
On a ainsi montré que pour f € V, lim,_,g N(we,7.)[ existe et vaut
N(wz)f = N(84,1 —&)N(s3,—&)N(s2,—1 —&)N(s1,—¢)
X (Nfl(SQ, 1)N1(S3, 0)N0(S4, 71) + No(SQ, 1)N0(S4, 71))‘]“ O

Soit (7', W) la représentation & St; X& Stz x St1, on a alors le lemme suivant :

LEMME 3.9

(1) Pour tout f € V, alors N(wz)f € W.
(2) L’opérateur N(ws) est un isomorphisme entre V. et W.
(3) Par conséquent, N(ws) définit un opérateur d’entrelacement entre 7 et 7'.

Démonstration. — On a déja dit que V est 'image de l'opérateur N(wl,wl_ln).
D’autre part, on peut vérifier d’apres les définitions que N (w1, w; 'n) = N (w1, w; 'n,).
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Ecrivons alors f = N(wy,w; )¢ = lim, o N(wi,w;'n.)¢ avec un ¢ € J. Par défi-
nition de N(ws), on a :

N(ws2)f = th wa,n:) N (wi, wy )¢

(
= hm N(wgwl,w1 nz)¢)
= hm N(wlwg,wl nz)d) car wiws = Wyl
(

= hm N (w1, wawy nz)N(wg,wl_lnz)d)

On peut vérifier également par les définitions que N (w1, wow; 1772) est indépendant
de z. Or 'image de cet opérateur est précisément W, d’ot1 le premier point du lemme.

Pour le second point, par la méme méthode que celle du lemme précédent, on
montre que si ¢ € W, alors lim, o N (wy ', wan. )y existe et vaut, disons N (wy ).
1 suffit alors de développer suivant z I’égalité N (wy ', wan, )N (wg,n.) = 1, puis com-
parer les puissances de z pour avoir I'égalité N(wy')N(ws) = 1. De fagon similaire,
on montre que N(wz)N(w; ') = 1, d’ott le résultat.

Enfin, montrons le dernier point. D’apres les propriétés des opérateurs d’entrelace-
ment, N (ws,n,) entrelace Ind%(n.) et IndG (wan.), si z # 0 est assez proche de 0. Par
prolongement en 0 de la restriction de N(wz,7,) & V, Vopérateur N(w2,n) entrelace
la représentation w et son image, c¢’est-a-dire 7’. C’est un isomorphisme d’apres ce qui
précede, d’ou le résultat. O

ProprosITION 3.10

(1) Lopérateur A% o N(ws) est défini sur V' et réalise un opérateur d’entrelacement
entre (m,V) et (x?,V).
(2) Ona: A= A%0 N(ws)y

Démonstration. — Le premier point résulte de ci-dessus. Par suite, A% o N (wq) est
un multiple de A. D’autre part, d’apres notre normalisation, les opérateurs d’entrela-
cement fixent la droite D donc A? o N(ws) fixe D, d’ott le résultat. O

3.2.2. Action de A sur le module de Jacquet 7y

8.2.2.1. Décomposition de Vi en somme de sous-espaces caractéristiques.— Pour
tout caractere complexe y de T', définissons ’espace caractéristique de Vi relatif a x
par :

Vux] = {v € Viy; 3 un entier i tel que (my(t) — x(¢))" = 0 pour tout t € T}
On a alors la décomposition de Viy en somme de ses sous-espaces caractéristiques :
Vo =&, W [X]

On vérifie aisément que A(Vy[x]) C Vu[0(x)]. Par conséquent, seuls les caracteres x
tels que x = 0() contribuent & la trace tordue. Dans notre cas, par application de la
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filtration de Bernstein-Zelevinsky, seul le caractere ¢ = (1+¢,¢,0,e, —1+¢) intervient
dans nos calculs, en plus Viy[(] est de dimension 2.

3.2.2.2. Action de T sur Vi[¢].— Posons :

o — 12345 ot w — 12345
~\31254 “\31452

alors ¢ = w'n = w'n. Plus généralement, soit z une variable complexe, posons (; =
w'n., ¢, = w'n,. Remarquons que si z # 0, 7. est régulier. On vérifie (par la formule
du produit, par exemple) que les opérateurs N (w’, n), N(w”,n) sont définis et opposés.
Par suite, la limite lim._o (N (w’,7:) + N(w”, 7)) existe. Posons :

o1
o(f) = N )f(1) et B(f) = lim ~(N(w',n:) + N(w",n)) (1)
On a: a# 0 car N(w',n)N(wy,win) est défini et non nul. Soit ¢t € T' et écrivons ¢ - f
au lieu de 7y (¢)(f), il est clair que :

a(t- f) = Ct)alf)
Quant a S(t- f), on a:

Bt 1) = Tim = NG/ m2) ¢ ))(1) + NG, 2)(¢ - £)(1)]

= lim 2 [/ (N !, ) (1) + w"n (N (" 72) F (1)

1
= ;E}% > [(wl772(t) - wlIUZ(t))N(wlvn-Z)f(l)
+wn:(t)(N (W', n:) + N(w”,n:))f(1)]
Quand z tend vers 0, la limite lim._.o L(w'n.(t) — w”n.(t)) existe. Notons c(t) sa

valeur. Cette fonction est non nulle. D’autre part, lim,_.ow”n,(t) = w'n(t) = ((t).
On obtient :

Bt - f) = c®)alf) + C(B)B(f)
Puisque ¢ est non nulle, cette égalité montre que 8 n’est pas proportionnel & . On
en déduit :
LEMME 3.11. — L’application
(a,8) : V — C?
[ (a(f),8(1))
induit un isomorphisme entre Vi;[(] et C2.

Identifions donc Vi7[¢] & C? via («, ). D’aprés les calculs qui précedent le lemme
ci-dessus, 'action de T sur cet espace est de la forme :

()= (S ew) ()
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3.2.2.8. Action de A sur Viy[¢].— Soit f € V,on a:

a0 A(f) = N(w',m)A” lim N(wz,n.) (1)
= A" (N(0(w'), 0(n)) lim N (ws, n-)f(1)
= N(O(w'),0(n)) lim N (w2, 7:)f(1)  car (1) = 1!
= lim N (0(w'), wznz) (w2, ) (1) car 6(n) = wa
= hm N<9<w' Jwa,n:) (1)
( ) f(1) =a(f) car 6w )ws = w”

La premiere égalité utilise implicitement le résultat suivant :

LEMME 3.12. — Soient x un caractére non ramifié de T', et w un élément du groupe
de Weyl. Supposons que N(w,x) est bien défini. Alors on a lidentité :

N(w,x)A? = AN (0(w),6(x))

En effet, soit f € J montrons que lorsque A(w)f converge (rappelons que A(w) est
lopérateur d’entrelacement non normalisé), on a I'égalité :

A(w)A’f = A°A(B(w)) f

Soit donc g € G, alors, par définition,

A°AB(w)) f(g) = / (00w Yub(g))du

UNno(w)UO(w—1)

= / o F(O(w 1)0(u)0(g))du’ en posant u' = O(u)
UnwUw—1

AY f(w™t/ g)du’

UnwUw—1
= A(w)A’ f(g)
Montrons que ¢y (X) = coqw)(0(X)). Par définition,

—1 4 ¢?C)i=000;
cow @0 =[] 1= ¢~ 17000000
i<j

0(w)(4)>0(w)(5)
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Soit w; 'élément de plus grande longueur du groupe de Weyl, alors pour tout ¢,
0(X)i = —Xuw,(5) et 0(w) = wyww;. On en déduit :

aow®0) = ]
i<j
wiww, (4) >wiww; (5)

-1+ q_le(i)Jl'le )

1— q71+X—1171(i)+X1171(j)

—1 4 g X! . N )
= H T en posant i’ = w;(j), j = w (i)
i’ <j’
w(i’)>w(j")
= Cw (X)
On en déduit : N(w, x)A%f = A°N(0(w),0(x))f lorsque A(w)f converge. Enfin, par
prolongement, cette égalité est valable partout ou elle est définie. O

De fagon similaire, on a aussi : o A(f) = B(f). On a ainsi montré :

LEMME 3.13. — L’opérateur A agit trivialement sur le facteur Vi [(].

3.2.3. Action de A sur my, oi P =P;, ;. — Par application de la filtration
de Bernstein-Zelevinsky, et en considérant I'action du centre de M = M, ; 5) sur ce
module, on peut écrire :

n = Ind¥ (A1) & Ind¥ (\2) & v

avec A\ = (g,14¢e,6,6 —1,0), Ao = (1 +¢,0,e,e,6 — 1) et v est une représentation
n’ayant pas de vecteurs sphériques non nuls. Par suite, 7y a deux droites sphériques
disons D1, Dy contenues respectivement dans Ind¥ (A1) et Ind¥ (X2). Il suffit alors de
considérer 'action du centre de M sur D; et D pour voir que

LEMME 3.14. — On a :
A(Dl) = D2 et A(Dg) = D1

3.2.4. Action de A sur 7wy, ot P =P;3;. — Toujours par application de la
filtration de Zelevinsky et en regardant I’action du centre de M = Mj 31, on peut
écrire :

v = Ind} (¢) @ v/
out V' est une représentation n’ayant pas de vecteurs sphériques non nuls, et { =
(14¢,¢,0,e,—1+¢). Ainsi, 7§ n’admet qu’'une seule droite sphérique, disons D qui
est contenue dans IndAB/I((). Comme A? = Id, A agit par =1 sur D. Or, remarquons
que (Indjg (0))v = 7] et que la projection de D sur cet espace est non nulle. D’apres
ce qui précede, A agit trivialement sur 7y [(], d’ou :

LEMME 3.15. — L’opérateur A agit trivialement sur le vecteur sphérique D.

3.2.5. P = GL(5). — Il suffit de remarquer que

LEMME 3.16. — La représentation m n’a pas de vecteur sphérique non nul.
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3.2.6. Formule explicite de try_.w. — Il s’agit de la formule suivante :

PROPOSITION 3.17 (Cas 5 : m = Sty X& Sty XESty). — Soit f € H(G) dont la trans-
formée de Satake est donnée par :

S(f)(X1,...,X5) = > Con XM X
m=(m1,...,ms)€Z®

On a légalité :
tro—em(f) == Y. em(=a) 42 D ep(—g) (1)

mez’® mez®
mi—ms>0 mi—ms>
mo=my >mo—my 20
Démonstration. — D’apres la formule 3.3, les lemmes 3.14 et 3.16, on a I’égalité :

tro—m(f) = = tro T, 1) (v gy £O00) + tro mo (XG5

D’apres les lemmes 3.15 et 3.1,

o . M1 s % '
tl‘e(X?v(l,Syl)fP“wd,l)) = tr IndB(l’d'l) (C)(X?V<1,3,1)fp(l'3’l))

— Z cm(iq)*m1+m5(71)*m2+m4

meczP®
mi—ms>0

D’autre part, d’apres les lemmes 3.13 et 3.1,
tro 7o (Xg /7)) = 260 C(XE P)
-9 Z Cm(fq)*m1+m5(71)*m2+m4

mez®
mi—ms>0
mi—ms+mz—mqg>0

Le reste est un calcul combinatoire élémentaire que ’on va omettre. O

3.3. Transformation de Satake des traces tordues compactes
Définissons un homomorphisme d’algebres :
p:CIXF, .. XFYSs — X, XFYW(C2)

par p(X1) = p(X5)™! = X1,p(X2) = p(X4)~! = X5,p(X3) = 1. Cette application
provient de I’endoscopie entre GL(5) et Sp(4) (¢f. Introduction). Posons :

T, = {(z1,72) € C%|a1| = |2a| = 1}
On a le résultat suivant :

THEOREME 3.18. — Pour tout f élément de H(G), on a l’égalité :
tre_cﬂ(f)=[ P(S()) (@1, 22)Qr (21, 22)d™ 21" 22
T’U,
0t Qr(x1,x2) est égal a
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° 1 siw:Stletletletletl;
1
° — 81 ™ = Stg X Sty X Sto;
1—qzi25
1
° siw:Stletngtl;
1 —qxo
1 .
. — si m = Sts;
1—qrizy 1 —qz2
1—qry )
° — st = Sty xStz x§ Sty .
(1 —gqriz2)(1 — gr17y )
Démonstration. — Eerivons :
S(f)(X1,...,X5) = > Con XM X

m=(m1,...,ms)€Z®

Alors, par définition,

PIS(MN(X1, Xo) = D em XM Xg2T™ = 3" A, X[ X2
meZs n=(ni,ns)€Z%>
ol
b= Y o
mcz®

mi1—ms=ni

mo2—Mmaga=ns9
3.3.1. Cas symétriques. — Définissons N et ¢, , de fagon suivante :

si ™= Sty x--- X Sty;

Ny ={n=(n1,n2) € Z*n1 = ny = 0}
dn,n =1
N,

si ™= Stg X Stl X Stg;

drn = —q ™

Nz ={n = (n1,n2) € Z*ny > 0,ny = 0}

—n1

sim= Stl X St3 X Stl;

1
.{ » = {n=(n1,n2) € Z*n; = ny > 0}
1

—-q

drm

" ={n= 72, > 0 0
.{J\/' {n = (n1,n2) € Z*n1 > 0,n1 +nz > 0} RS

drmn = q—2n1—n2
On peut alors écrire (si m est symétrique, rappelons-le) :

(3.19) trg—em(f) = Y dnlrn

neN,
D’autre part, on a la formule d’orthogonalité suivante :
1 sii+id=54+45=0

0 sinon

(320) /931|:51 1'111'% . xz{x%”dxxldxxg = {

|z2|=02
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cela pour tous 1, o positifs. On déduit des formules 3.19, 3.20 :

tro—cm(f) = ) /mzélp(S(f))(xh$2)qw,n$fnlfﬂ§"2dxxldxx2
nENT ¥ |zy|=62

= /l‘1|=51 p(s(f))($15$2) ( Z qmnx1n1$2n2> d*z1d” xo

|z2| =82 neN-

pourvu que cette expression converge.
Or, on montre aisément que la somme andy a2 converge uniformé-
’ nen, ) 1 2
;.

ment sur Ty, = {(z1,22); |21| = |22] = 1} vers
L] 1 = Qﬂ—(xl,.ﬁQ) sim = Stl X Stl X Stl X Stl X Stl;
ol
. —% = Qn(w1,25") si T = Sty x Sty x Sty;
1—q o] o,
q g
° 771_1 = Qﬂ(l‘g,l‘l) siw:Stletngtl;
1—qta
q_lxl T2 q_lxgl

= Qn(z1,29) sim=Sts.
1—q oy toy 1— g lay?t ( )

Pour conclure, il suffit alors d’utiliser 'invariance de p(S(f)) sous l'action du groupe
de Weyl W(Cy) :

/Ap(s(f))(ﬂfh932)Qw($17$2)dx931dxx2:/AP(S(f))a(ml,xz)Qw(xhﬂw)dXﬂ?ldXﬂ%

Tu Tu

= [ oS 1)@ ) 1

T’U/

cela pour tout o € W(Cy). O

3.3.2. Cas 7 = St; x£ Stz x&St;. — Posons :

Nz ={n=(n1,n2) € Z%ny >0,n2 =0}  Grn=—(—q)™™

N ={n = (n1,n2) € Z*ny > ny > 0} @y = 2(—q) " (=1)7 "2
D’apres la proposition 3.17, on a l'égalité :
(3.21) tro—e(f) = Y dntam+ Y dnden
neN neN.
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On déduit des formules 3.20, 3.21 :
toen(f) = 3

|1 |=01
nENT ¥ |zy|=62

+ Z /l‘1|=51 p(S(f))(x1, 12)(1;7”3;1—711 :E2_n2d><:L'1d><:L'2
neN. 7 |zy|=62

p(S(f))(xl ) IQ)qTr,nI;nlx;nzdxxldX.ﬁQ —+

- /$1|=61 p(S(f))($17x2)

|z2|=02
—-n —ng ! —-n —ng X X
( E qrn,nTq 11'2 + E r nT 11'2 >d z1d” To
neN- neN’
pourvu que cette expression converge.
Choisissons 9; = 1,05 = & > 1 alors, on vérifie aisément que la somme

Y men, Qe "+ > nent @y "y " converge uniformément sur {(z1, z2) €

C?; |z1| = 1, |22] = &} vers

~1,-1 1 —1,-1 —1,=1,—1
P(oy,a2) = ——1 2 —1( e e 2_1)
14z, 1+qta] 14+ ¢ ta;

1. .—1 1 -1
q "I q "Iy

L+gtayt (14 tar (1 — g tayay )
B q—lxl—l 1+ q_lelac;l
L+qg oyt 1 — g tay eyt

Or on remarquera que P est holomorphe au voisinage de |22| = 1. On en conclut :

trg_.m(f) :/A p(S(f)) (w1, 22)P(x1, 22)d™ 21d™ 22

u

Enfin, il suffit de faire un calcul élémentaire pour constater que :
1 _
5 (P(@1,22) + Py, 23 1)) = Qn(w1,2)

Par suite, il suffit d’utiliser I'invariance de p(S(f)) sous laction de W(C,) pour
conclure.
Le théoréeme 3.18 est completement démontré. O

REMARQUE 3.22. — Lorsque m = St; x& St x& St1, on peut vérifier que :

1 1 n 1 1
1—qm1x511+$2 1—qx1$21+x51

Qr(r1,22) =
On obtient :

1 1 7
Z ( — ) d*x1d* o
1—qrizg 1+ a2

2
tro-em = s /ﬁpw(f))(xl,xg) >
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CHAPITRE 4

INTEGRALES ORBITALES UNIPOTENTES STABLES
SUR Sp(4)

4.1. Formule de Rao

Soit H un groupe réductif, connexe, défini sur F, et soit $H son algebre de
Lie. Soit Xy un élément nilpotent de $H(F). D’aprés le théoréme de Jacobson-
Morozov, il existe un sly-triplet {Xo, Ho, Yo} associé & Xy. Pour m € Z, posons :
Hm ={X € 9H;[Ho, X] = mX}. Posons :

m = @mEOme
mn = @m>nﬁm

Alors B est une sous-algebre parabolique, de radical nilpotent 91y. Soient P, IN les
sous-groupes de G correspondant a ces algebres de Lie. Notons M le centralisateur de
Hy dans H, on a alors I’égalité : P = M N. Il existe un sous-groupe compact maximal
K de H tel que H = KP. Posons : V(Xy) = {Adm(Xo) | m € M}. Alors la H-orbite
de X est égale & Ad K(V(Xy) + Ng). Solent 71, Za, ..., Z, et Z1, 25, ..., Z!. deux
bases de ;1 et $_; telles que B(Z;, Z;) = d;5, o B(,) est la forme de Killing sur .
Pour X € $2, on pose : [X, Z] =7, cijZ; et ¢(X) = | det(c;;)| /2.

Soit f € C°(H), définissons fr par la formule : fx(X) = [, f(Adk(X))dk.
Les espaces vectoriels en question seront tous munis de mesures euclidiennes. Posons :
u = exp(Xp). Notons O,, orbite de u. Le résultat suivant est notre outil pour calculer
des intégrales orbitales unipotentes :

PROPOSITION 4.1 (Rao). — Il existe une constante c telle que pour toute fonction
f € CX(H) on ait l’égalité :

4.2 = X X +2)dXdZ
(4.2) /Ouf C/V<Xo>m¢( V(X + 2)

REMARQUE 4.3. — On peut normaliser les mesures en question de telle sorte que
I’égalité ci-dessus ait lieu pour ¢ = 1, c’est ce que nous ferons.
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4.2. Distributions stablement invariantes a support unipotent

Dorénavant, H désignera le groupe Sp(4). Plus précisément :

H={M e SL#4);'MJM ™ = J}

ou
0 0 01
0 0 10
J= 0 -1 00
-1 0 00

Supposons que ¢ est impair et fixons un élément ¢ € Op dont la réduction dans
F, n’est pas un carré de sorte que {1,e,w,ew} forment un systéme de représen-
tants de F*/(F*)2. Soit @ une forme quadratique non dégénérée sur F, nous notons
i(Q) son invariant de Hasse et §(Q) son discriminant usuel multiplié par (—1)(4(@)/2]
modulo (F*)2, ou d(Q) est le rang de Q. Ainsi, le discriminant d’une forme qua-
dratique ax? + by? est égal & —ab mod (F*)2. Le couple (§(Q),i(Q)) détermine
la classe d’équivalence de Q). Avec cette normalisation il y a 7 classes de conju-
gaison de formes quadratiques non dégénérées de rang 2 sur F correspondant a
(6,4) = (1,1), (g, 1), (w, 1), (w0, 1), (g, —1), (w, —1) et (eww, —1).

On rappelle la liste des orbites unipotentes du groupe H = H(F) :

— Les orbites régulieres, celles associées & la partition (4) ;

— Les orbites sous-réguliéres, celles associées a la partition (2, 2). Elles sont paramé-
trées par les classes d’équivalence des formes quadratiques non dégénérées de rang 2
sur F'. On notera Os; 'orbite unipotente sous-réguliere correspondant a un couple
(0,17) correspondant a la classe considérée.

— Les orbites 2-réguliéres, celles associées & la partition (2,1,1). Celles-ci n’inter-
viennent pas dans nos calculs;

— L’orbite triviale, notée O;.

Pour O une orbite, on note I la distribution invariante obtenue par I'intégration
sur 0. D’apres [Wa2], l'espace des distributions unipotentes stablement invariantes
sur H admet une base donnée par :

(1) I = Zo réguliere Io
(ce qui correspond & ¢ = {A = (4)})

(2) L=1Io_,+Io.,,+1o. ,+1o..

(ce qui correspond & ¢ = {A = (2,2),7=0,§ = 1})

(3) Iz =lo,, +1o., + 1o, _,

(ce qui correspond & ¢ = {A = (2,2),7 =0, =0})

(4) Iy = 101,1 - Ios,l - Ios,fl
(ce qui correspond & ¢ = {A =(2,2),7=1,§ =0})

(5) Is = Iévaluation en I’élément neutre
(ce qui correspond & ¢ = {A = (1,1,1,1)})
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4.3. FORMULE DE MACDONALD 45

6) Is =lo,, —lo.., t 1o, —lo..
(ce qui correspond & ¢ = {A = (2,2),7 =1, =1})
Voir [Waz2] pour les définitions des ¢, A, 7, 6.

Remarquons que 'on a 1’égalité :

I+ I3 = Z Io

O sous-réguliere

ew,1 w,—1

4.3. Formule de Macdonald

Posons K = H(Op). On définit H(H) comme en 2.1. L’isomorphisme de Satake,
noté par S, identifie H(H) & C[X!, X5]W(C2), Dalgebre de séries de Laurent en deux
variables, invariantes sous I’action du groupe de Weyl de H. Nous suivons [As1] pour
la construction explicite de cet isomorphisme.

Soient my > mo deux entiers naturels. On pose :

(14+q¢ H2(1+q¢ %) simg=my=0;
le,mQ((fl): 1+4q¢7t simy > 0,mgo =0 ousi my =mg > 0;

1 sinon.

Posons Q(¢7 ') = Qoo(g™!). Définissons la fonction cyg de Harish-Chandra par la

formule :

1-—- q_lacl_lacg 1- q_lelac;l 1—g¢q
—1_—1

—1
1—z] 2 1—z] 1—a7

-1 —1. -1
Ty 1—q "z,
T -1

-1

cu(z1,z2) =
1—x,

On note fp, m, la fonction caractéristique de K diag(w™',w™2, w~™2, w1 )K qui
est un élément de H(H).

PROPOSITION 4.4. — Pour tous my = ms = 0 entiers, la transformée de Satake de
fma,m, est donnée par :
2m1+ma
S(fmyma) (X1, X0) = =—e 3™ [em (X1, Xo) X[ X527
Qmi ma (¢71)

ceW(H)

Cette formule, combinée avec la décomposition de Cartan, calcule S.

Il est évident que H(H) est un sous-espace de l'espace L?(H). On note {, )2 le
produit scalaire usuel. Le résultat suivant, qui est un cas particulier de la formule de
Plancherel, est di & Macdonald :

THEOREME 4.5 (Formule de Macdonald). — Pour tous f,g € H(H), on a l’égalité :
g

(fs9)12 = |W |/ IE1,9€2)S(9)($1,IE2)CH($1,9€2)7ICH(=’U11a=’£271)7 d*z1d” xg

Si on prend g = 1k la fonction caractéristique de K, alors pour tout f € H(H)

ona: (f,grz = f(1). On obtient :
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46 CHAPITRE 4. INTEGRALES ORBITALES UNIPOTENTES STABLES SUR Sp(4)

COROLLAIRE 4.6. — Pour tout f € H(H) on a l’égalité :

-1
f(y = %?Hﬂ Y21, z0)cm(z1, x2) ez, oy ) T d vy d ™ xy

REMARQUE 4.7. — Les résultats de ce paragraphe ont été obtenus en toute généra-
lité par Macdonald dans [Mac], nous pouvons appliquer ces formules pour d’autres
groupes autres que Sp(4) si nécessaire.

4.4. Transformation de Satake

4.4.1. Annulation. — L’assertion suivante découle immédiatement de [Asl] :

PROPOSITION 4.8. — Pour tout f € H(H), on a Is(f) =0

4.4.2. Autres cas. — Nous commencons par le résultat suivant :

PROPOSITION 4.9. — Pour tout f € H(H), on a :

Il(f):/ S(f)(l’l,l'g)d Zld To

1+q7! 1—a7'z 1—z2;t
L(f) + I3(f) q / S(f Il,IQ)l _11 _12 _11 2 d*z1d" s
—q 'tz 2l —q ey,
1+ -1 R 1—a7!
I3(f) + I.(f) a / S(f $1,I2) ! 1 _1dxx1dxx2
Ty

2 —q ey 1 —q-
Q(q 1) -1 -1 . —1\—17x X
Is(f) = W S(f) (@1, z2)en (1, 22) en(ry 25 ) d @1d™ 22
Tu
Démonstration. — Voir [As2, Prop.3.1], mais avec la réserve suivante sur Is(f) +

I4(f) = 210, ,(f) (cf paragraphe 4.2). Dans [As2], 'auteur a donné la formule :

1

1+q¢7t l1—z 1—ay
Tous () = == [ S(h)ara) e e
u 1

En fait, dans cette formule, il fallait changer % en %. Pour s’en convaincre,
il suffit de vérifier pour f = 1x. D’aprés [As2, Th.2.3.7], Io, ,(f)(1x) = 3. D’autre

part, un simple calcul des résidus montre que

1+q¢1 1— 1—a7t
ta / o U d%ad e, = 1. =
2 7, 1 —q¢ e 1 — g ta]
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4.4.3. Calcul de I;. — Les résultats de ce paragraphe peuvent étre facilement
déduits de [As2]. Cependant, il se trouve que dans notre situation, les calculs soient
un peu moins compliqués, nous allons donc donner quelques preuves.

Nous suivons [As2] pour la description des données relatives aux orbites sous-
régulieres. Considérons le sly-triplet suivant :

0001 1 0 O 0 00 00O
0010 01 0 0 00 0O
Xo = Hy = Y, =
0 ooo0o0 | ° 00 -1 0 | °° 0100
00 00O 00 0 -1 1 00O
Alors, on a :
00y =z
B _ B 00 2z vy |.
j’371*551*07 j332* 0 0 0 0 ,l‘,y,ZGF
0000

M= {(gltfl) ;AGGL(Q,F)}

Identifions $o & espace des formes quadratiques de rang 2, X2 + 2yXY + 2Y?,
x,y,z € F. L’action de M est laction de GL(2,F) sur les formes quadratiques.
Les orbites ouvertes de M dans $2, qui sont en bijection avec I’ensemble des orbites
unipotentes sous-régulieres, s’identifient donc aux classes d’équivalence des formes
quadratiques non dégénérées de rang 2 sur F. On a vu qu’elles sont en nombre de 7,
paramétrées par les couples (9,4). Explicitons les ensembles V' qui interviennent dans
la formule de Rao. Soit Vs ; ’ensemble relatif & 'orbite Os ;.

LEMME 4.10 (Assem). — Posons : X = . Alors,

o O O O
o ow 8

0
0
0
0
(

—-— O O n w

Vii={X¢e Doiy? —xz € Fﬁ”)2
Ven = {X € 92;9% — 22 € (F*)?, val(z) paire}
Veo1={X €99y’ —azce

PR

F®)? val(z) impaire}
Posons :

VY ={X € 99;9% — 2z € (F)?}

V™ ={X € 999> — 2z € £(F")*}

Puisque $H_1 = $H1 = 0, la fonction ¢ dans la formule de Rao est égale a 1, on obtient :

L(f) = - fr(Z2)dZ — . fx(2)dZ
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Maintenant, si f = fm,,m, alors, par définition f,, mm, est invariant par K, il vient :
(4.11) Iy(fmy mo) = mes{V T Nsupp(fin,.m, 0€xp)} —mes{V " Nsupp(fim, m, oexp)}

Les ensembles dans la formule ci-dessus ont été décrits dans [As2] :

LEMME 4.12 (Assem). — On a :
[o {X € $2; min(val(z), val(y), val(z)) =
val(y? — xz) = —m1 —ma} simy = mg > 0;
e {X € H; min(val(z), val(y), val(z)) =
val(y? — xz) > —m1} simy > ma = 0;
o {X € $H; min(val(z), val(y), val(z)) > 0}
st mp = mg = 0.

—my,

—ma,
$H2 U Supp(fml,mQ © exp) - !

Pour k£ € N, posons :

Ni = mes{X € $Ho; min(val(z), val(y), val(z)) = 0, val(y* — z2) = F,
V- oz € (F)2)
—mes{X € $Hy; min(val(z), val(y), val(z)) = 0, val(y* — z2) = k,
y? —xz € e(F*)%}
LEMME 4.13. — On a : Ny = 0, sauf pour k = 0 auquel cas No = ¢ (1 —q71).
Démonstration. — Pour k impair, il est clair que Ny = 0. Soit k£ > 0, pair. On a :
Ny = Nj, + N/ avec :
Ni = mes{X € $H;val(x) = 0,val(y) > 0,val(z) > 0,val(y® — xz) = k,
Yy’ —xz € (F7)%}
—mes{X € Hy;val(z) = 0,val(y) > 0,val(z) > 0,val(y® — 2z) = k,
y? —xz € e(F™)?}
N = mes{X € $H;val(z) > 1, min(val(x), val(y), val(z)) = 0,val(y* — z2) = k,
y* —xz € (F7)%}
—mes{X € Hy;val(z) > 1, min(val(x), val(y), val(z)) = 0,val(y® — z2) = k,
y? —xz € e(F™)?}
Calculons Nj. Soit x tel que val(z) = 0. On pose : § = y*> — zz. Le jacobien du
changement de variable (z,y, z) — (z,y,9) est égal & 1, donc :
N;. = mes{(z,y,6) € F3;val(z) = 0,val(§) = k,§ € (F")?}
—mes{(z,y,6) € F3val(z) = 0,val(6) = k, 6 € e(F*)?}
En utilisant le simple changement de variable § — &4, on obtient : Nj, = 0.

Calculons Nj'. Soit z tel que val(z) > 1. Alors la condition val(y? — x2) = k
implique que val(y) > 0, donc val(z) = 0 parce que min(val(x), val(y),val(z)) = 0
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Par des arguments similaires que ci-dessus et en utilisant le changement de variable
(z,y,2) — (6 = y*> — x2,y, 2), on obtient : N}/ = 0. D’olt : N, =0, si k > 0.
Enfin, calculons Ny. En réduisant modulo l'idéal maximal de O, (z,y,z) =
(7,7,%) mod (wOp)3, on obtient :
Ny = q ®card{(z,7,%) € Fy; (7,9,%) # (0,0,0),5° — 7z € (F))*}
— ¢ P card{(7,7,7) € Fy; (T,7,%7) # (0,0,0),7° — 7z € 5(F))*}

Un calcul élémentaire montre que No = ¢~ (1 — ¢~ 1), d’ou le lemme. O

PROPOSITION 4.14. — Soient my = mz > 0, alors Is(fm,,m,) est égal @

(1) 7(11(,1,;1371) , 8imy =mg =0;

(2) ¢ Y1 — g Hgd™, simy =ma >0;
(3) 0, si my > ma.

Démonstration. — Supposons m; = mg = 0. Grace au lemme 4.12, la formule 4.11
s’écrit :
Li(fimy.ms) = mes{X € $Ho; min(val(z), val(y), val(z)) = 0,y* — 2z € (F*)?}
—mes{X € $; min(val(z), val(y), val(z)) = 0,y? — 2z € e(F*)?}

Ce que l'on découpe en une somme sur les entiers £ > 0 de

mes{X € §y; min(val(z), val(y),val(z)) = k,y? — xz € (F*)?}
—mes{X € $Hy; min(val(z), val(y),val(z)) = k,y* — xz € e(F*)?}

3k

Par changement de variable, I’expression ci-dessus vaut ¢~ > multiplié par

mes{ X € §y; min(val(z), val(y),val(z)) = 0,y* — zz € (F*)?}
—mes{X € H; min(val(z), val(y), val(z)) = 0,y* — 2z € e(F*)?}

Et ce dernier terme n’est autre que la somme des Ny pour k entier > 0. On obtient
I’expression

Ii(frmyms) = Z g Ny,

E,k>0
La premiere égalité de I’énoncé se déduit alors du lemme 4.13. Les deux autres égalités
se démontrent de facon analogue. O
4.4.4. Transformation de Satake de I;,. — Soit I une distribution sur H(H).

Elle est donc déterminée par les constantes I(fm, m,), m1 = ma > 0 entiers. Pour
N € N, posons :

In = Z I(fm17m2)||fm1,m2H72fm1,’m2

mlgN

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004
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ot ||.|| désigne la norme L? sur H(H). Il est clair que :

I(fﬂ’L17m2) Si my <N

0 sinon

<IN, fml,m2>L2 = {

Donc, pour tout f € H(H),

I(f) = lim <IN7 fml,m2>L2
N—oo
En utilisant la formule de Macdonald (voir le théoréme 4.5), on obtient :
1) = Jim B[ S5,y ms)en(ar,a2)
N—oo [W(H)| J7,
~CH(:L'1_1,:L'2_1)71Xm‘1Xm‘2
On a
S(IN)(:EIVTQ) = Z I(fm17m2)||fm1,m2H_Qs(fml,mz)(xlva)

mi1<N

Posons :
L q2m1+m2 e m
s(In)(z1,22) = Z I(frny,ma )| frma o |l S %1 T eq (1, 72)
<N Qmi ma (¢71)

Alors,

SUIn)(x1,@2) = Y s(In)(w1,22)7

ceEW (H)
Par invariance, on a aussi :

I(f) = lim Q(g™Y) /T S(F) (a1, 22)5(I) (1, 22 ) e (21, 22)

N—o0
—1 —1\—1 %, g%
cep(z] Ty ) T d d @y

= th R S(f)(x1,$2)C[7N(I1,ZCQ)dxxldeEQ

u
ou

1

crn (1, 22) = Qg )s(In) (21, x2)cu (w1, 22) ten(ay ',z ) ™!

2mi+me

=Y Y I<fm1,m2>||fm1,m2H*?mx?lwsm

mlgN
'CH(mflamgl)_l
D’aprés [Mac, Prop. 3.2.15],
[ frms,me | ~% = mes{K diag(w™, @™, @ ™2, @ ™)K}~

—(4m1+2m2) Qm17m2 (qil)

—1 Qg™1)
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D’ou :

crnenas) = 3 g EMIII(f,, e e e (e a7
mi <N

Pour I = 14, la fonction ¢y ny converge uniformément sur 7, vers la fonction cq4
définie par :

_ _ 1 1T
ca(z1,72) =q¢ (1 —¢q 1)( =2

-1 _—1y—1
17(]73 171’11‘2>CH($1 r T2 )

En effet, cela résulte de la proposition 4.14 et ci-dessus. On obtient :

PROPOSITION 4.15. — Pour tout f € H(H), on a l’égalité :

I4(f):/A S(f)(z1,m2)ca(w1, x2)d™ 1d* T2

Tu

4.5. Comparaison entre GL(5) et Sp(4)

Soit P I’homomorphisme d’algebres qui rend commutatif le diagramme suivant :

H(G) —2 CIXEL X2, XEW(©@)

7 Jr
H(H) —5— C[XEL, XEW 0D

ou S désigne '’homomorphisme de Satake et p est I’application ps définie en V.1.0.1.
Soit T3y,

Soit Z5":"(2) le sous-espace des distributions sur H(G) déduite de Z:F, (2) par com-

unip unip
position avec P. Soit Ty_.(2) la restriction & H(G) de 'espace engendré par les traces

tordues compactes des représentations définies en section 2.

(2) lespace des distributions stables & support unipotent sur H = Sp(4).

THEOREME 4.16. — Les espaces ij]’ii(Q) et Tg_c(2) coincident. C’est un espace de
dimension 5.

C’est un exercice pénible mais élémentaire. L’idée est d’utiliser le théoreme 3.18,
les propositions 4.9 et 4.15. O

On peut encore préciser ce résultat un peu plus en calculant les matrices de chan-
gement de base. On donne ci-dessous le résultat du calcul. Soient T, ..., T5 les distri-
butions obtenues a partir des trg_.m pour m = Sts, Sty X Stz x Sty, Sto X Sty X Sto,
Stq x Sty x Sty x St1 x Stq, St1 x& Stz x£Sty. Pouri =1,...,5, on note par If la dis-
tribution sur H(G) obtenue par composition de 'intégrale orbitale unipotente stable
I; et P. Soit T la matrice de changement de base de {T;} & {IF} : TI = (a;j), avec
I = Zle a;;T;. Notons IT son inverse, autrement dit la matrice de changement de

j
base de {If'} a {T;}.
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ProOPOSITION 4.17. — On a :
1 q —(¢—1) q 1
0 0 g—1 —(g—1) @ -1
T = | 0 =(@+2¢=1) _ (¢=1(¢>+2¢=1)  (¢=1)(¢+1)* (=1 (¢*+9+2)
2 2 2 2
0 _a=1*(a+1) (g=1)?(g+1) _ (=1)*(g+1) q(g—1)*
2 2 2 2
0 0 0 0 (® +q+1)(g—1)?
1 =1 1 —1 1
(¢=1) (¢-1) (g—1) (¢—1)2
0 1 0 —2 —1
(¢—1) (g41)(¢—1)? (g+1)(g—1)2
IT=10 1 1 g~ +2g—1 q+2
@D @D (g)e1? qrDE-1)?
0 0 1 9~ +2q—1 ¢ +2¢°+q+1
(¢=1) (¢+1)(¢—1)%> (¢+1)(g—1)2(¢>+g+1)
0 0 0 0 L

(¢—1)%2(¢%+q+1)

MEMOIRES DE LA SMF 97



CHAPITRE 5

LE CAS GENERAL, REDUCTION AU CAS OU =9

5.1. Le théoréme de réduction

Soient n, h, k trois entiers positifs tels que h 4+ k = n. Soit G = GL(2n + 1). On le
munit de I'involution § définie par la formule 2.1. Soit 3 = (61, ..., ;) une partition
de h et soit mp une représentation lisse, irréductible 6-stable de GL(2k + 1). Avec les
notations usuelles, définissons I'induite parabolique

m = Stg, X -+ X Stg, Xmy X Stg, x -+ x Sty

C’est une représentations de G. On suppose en plus que 7 est irréductible, elle est
alors lisse, irréductible et #-stable.

Soit P = MN le groupe parabolique standard de G correspondant a la partition
(h,2k+1,h). On a :

mq 0
M=<{{m= mg imi,me € GL(h),mg € GL(2k + 1)
0 mo

Posons : My = {m € M;my =1d, mg = 1d}, et

71 : GL(h) — M,
mi 0
mq — Id

0 Id

Les groupes My et M5 ainsi que les isomorphismes 7y, 72 sont définis de facon ana-
logue. L’involution # laisse stable M ainsi que My, et via 7y induit une involution
sur GL(2k 4 1) que l'on va encore noter par 6 si aucune confusion n’est & craindre.
On déduit de 6 également une involution sur GL(h) par la formule : h € GL(h) —
7510711 (h) € GL(h). C’est linvolution 6 sur GL(h). Avec ces définitions, les repré-
sentations 7 et my sont lisses, irréductibles, f-stables, de méme que Stg, x - -+ X Stg,.
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On peut donc parler de traces tordues, tordues compactes de ces représentations sans
ambiguités.

Pour tout i entier positif, soit p; ’homomorphisme d’algebres défini de la fagon
suivante :

pi: CIXT,. .. X549 — CIXT,..., XfW(©

X; sil<j<i

(5.1) Xj—pi(X;) =41 sij=i+1
Xoihgy sii+2<j<2i+1

Posons :
Tui={(z1,....2;) € Clilay| = -+ = |z;| = 1}
qui est muni de la mesure de Haar pour laquelle le volume de fu,i est égal a 1. Pour
simplifier, nous supprimerons les indices 7 lorsque i = n.

Notons toujours S : H(GL(i)) — C[XF,..., XF]® lisomorphisme de Satake.
Posons :

i—1
1
(5.2) Qz‘(fﬂla-uaﬂ?i)zni,l
i LR
Pour toute partition v = (1, ...,7:) de somme S(v), on définit la fonction @), par la
formule :
Q’y(xh oo 7'7;3(’)/)) = Q’Yl (xh oo 71"71) T Q’Yf,(xs(’y)f'yfFla s 7'7;3(')/))

Le but de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 5.3. — Supposons qu’il existe une fonction rationnelle Qr, en k wva-
riables, n’ayant pas de pole sur T, 1 telle que pour toute fonction f de lalgébre de
Hecke sphérique de GL(2k + 1) on ait l’égalité :

tro—c ’/T()(f) - /A pk(S(f))(xl, s 73316)@71'0(3317 s 7xk)d><1'1 to dxxk
Tu,k

Alors, pour tout élément f de Ualgébre de Hecke sphérique de GL(2n+1) on a liden-

tité :

tro_.7(f) = /A p(S(f)(x1, ..y 2n)Qp(x1, -y Th)Quy (Thtty - - oy Tn)d X1 -+ - d™ Ty

Rappelons que 'on s’intéressait aux représentations m paramétrées par un ensemble
A%t (n) de triplets de partitions (a™, a™, 3). Le théoréme précédent réduit le probleme
de calcul de traces tordues compactes de telles 7 & celui de celles des my paramétrées
par les triplets de la forme (o™, o™, 3 = @).

MEMOIRES DE LA SMF 97



5.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3 55

5.2. Démonstration du théoréme 5.3

Avant toute chose, remarquons qu’il suffira de prouver le théoréme précédent dans
le cas ou la partition [ est réduite a un seul terme, les autres cas s’en déduisant
immédiatement par récurrence. Supposons désormais que § = (h).

0

5.2.1. Opérateur d’entrelacement A : m ~ 7. — Soient F,Vj les espaces de

représentations de Stj, et mg respectivement. L’espace V de 7 est alors défini par :
¢ invariante par un sous groupe ouvert de G,
V=<¢:G—-EQVy®E; pourtousme M,ne€ N,g € G,
d(mng) = 35 (m)(Sty, ©mo © Sta) (m)(6(9))
Fixons :

— Ap € Endc (1)), un opérateur qui entrelace mp et 71'8 ;
— Agt € Endc(F), un opérateur qui entrelace Sty, et Stz.

On normalise Ag; comme en 2.3. En particulier, on a : A%, = 1. Posons :
B:ERVWRFE —EQVWRFE
e@uee +— Agi(e') ® Ag(v) ® Asi(e)
Rappelons que pour toute fonction ¢ sur G la fonction ¢? est définie par la formule
#’(g) = #(6(g)). On définit I'opérateur A € Ende (V) par la formule :
AV —V
¢ — A(¢) 1 g Ale)(9) = B(¢°(9))

L’opérateur A est alors un opérateur qui entrelace 7 et 7. Nous utilisons pour
calculer la trace tordue compacte de .

5.2.2. Réduction aux espaces de dimension finie. — Notons 1y_. la fonc-
tion caractéristique de Gy_., ’ensemble des éléments O-compacts de G. Pour toute
fonction f sur G, posons : fy_. = 1g_.f. La trace tordue compacte d'une fonction
localement constante, a support compact f est, par définition, la trace de I'opérateur :

Aow(fo-o) = [ Aona)fo-clodg

Fixons un élément f de H, 'algebre de Hecke sphérique de G. On a le lemme suivant :

LEMME 5.4. — Il existe un sous-groupe ouvert compact H de G avec les propriétés :

(1) H est un sous groupe distingué de K, et O-invariant ;

(2) Le support de fo—., resp. de fep_c, est invariant par H, resp. par H N M ;

(3) H est en bonne position par rapport ¢ M, ce qui signifie que l'on a les décom-
positions :

H=(HNN)HNM)HNN),HNM = (H N M)(H N My)(H N My)
ou, comme c’est usuel, N est le radical unipotent du parabolique opposé a P.

Démonstration. — Omise. O
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Fixons pour le reste de cette section un groupe H vérifiant les conditions énoncées
dans le lemme précédent. On le munit également de la mesure de Haar pour laquelle
le volume de H est égal a 1. Posons, pour i =0,1,2 : H; = T;l(H N M;). On vérifie
qualors Hy = Hj et est un sous-groupe de GL(h), et Hy est un sous-groupe de
GL(2k + 1). Pour raisons de commodité, on va noter le groupe Hy = Hy par His.

L’opérateur A o 7(fy_.) est un opérateur a image dans V*, les invariants par H.
Pour calculer la trace de A o 7w(fy—.), il suffit donc de calculer celle de sa restriction
a VH qui est un espace de dimension finie. Une base de cet espace est obtenue de la
fagon suivante. Fixons :
un ensemble de représentants de P N K\K/H que l'on va noter [P N K\K/H];

— une base {e;};er de EH12;

— une base {vj}jc; de Vi

— ainsi que la base {e} }rer de E™2 définie par e, = Ast(er).

Pour (z,4,7,k) € [PNK\K/H] x I x J x I, soit ¢ ; jr I'unique élément de V ayant
les propriétés suivantes :

(1) ¢,k est & support dans PxH ;

(2) Gu,ijk(z) =€ ®v; @ ej.
Lorsque (z,1, j, k) parcourt [P N K\K/H]| x I x J x I, les ¢, ; ;r forment une base
de VH,

5.2.3. Action de Aon(fy_.) sur la base {¢;; ;r}. — Fixons un élément ¢, ; ; x
et pour simplifier, nous écrivons ¢ a la place de ¢ ; ;. Soit go € G, il vient alors des
définitions que :

(5.5) Aor(foe)(6)(g0) = B ( /| ¢(9)fe—c(9(90_1)9)d9)

Nous allons décomposer I'intégration dans la formule 5.5 en une intégration sur
PH. Fixons un systéme de représentants [K/H]| de K/H. Pour « € [P N K\K/H],
posons :

card{y € [K/H];y € (PN K)zH}
ule) = card[K/H]
On a alors ’égalité élémentaire suivante :

(5.6) Z ulx) =1

z€[PNK\K/H]

LEMME 5.7. — Pour toute fonction ¢ intégrable sur G, on a l’égalité :

(5.8) [etota= S utw) [ ctwehndy

re[PNK\K/H]

Démonstration. — En effet, cela résulte de la décomposition d’ITwasawa :

/w(g)dg=/ ¢(pk)dkdp
G PK
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et une décomposition élémentaire de l'intégration de K en une intégration sur
K\H x H. O

D’apres les formules 5.5, 5.6, et 5.8,

Aom(fo-c)(¢)(g0) = B( S wy) [ epyh) fo-c(6(gy 1)pyh)dhdp)

yE[PNEK\K/H] PH

B < >, ]u(y) /P & (py) fo—c(0(gg 1)py)dp>

yE[PNK\K/H

B(uta) [ oton)o-c(6(5 o))

(5.9) = u(:c)B( /MN(Sth ®mo @ Stp)(m)(e; ® v; ® e},) X
><5113/2 (m)fg_c(e(go_l)mnac)dndm)

La deuxieme égalité vient de la H-invariance des fonctions ¢ et fy_., la troisieme
vient du fait que le support de ¢ est contenu dans PxH.

5.2.4. Décomposition de trg_.7(f). — Pour calculer la trace de Ao 7w(fy_.), il
suffit de calculer la valeur de A o 7(fy—.)(¢) en go = . On a :

fo—e(@(xz™YYymna) = f(O(z~ )mna)Lg_o(0(z~ ) mnz)
(5.10) = f(mn)lg_.(mn)

car la fonction f est biinvariante par K, et la fonction 1y_. est invariante par 6-
conjugaison.

LEMME 5.11. — Pour tous m € M,n € N, on a l’égalité :
(5.12) Llo—c(mn) =1g_.(m)
Admettons provisoirement ce lemme. On déduit des égalités 5.9,5.10, et 5.12 :
Ao ﬂ(fg_c)((b)(x) = (5(I)B (/ (Sth Ry ® Sth)(m)(ei Rv; ® eff)x
MN

X 5113/2 (m)f(mn)lg_. (m)dndm)

= §(z)B (/M(Sth ®@m @ Stp)(m)(e; ® v; ® eﬁc)(fp)gc(m)dm>

ot ¥ est le transfert de f le long du parabolique P.

Soient {&;}icr, {0; }ies, {€}, trer les bases duales des bases {e; }icr, {v; }ies, {€} rer,
respectivement. On a :

(5.13) troon(f) = /M O(m)(fP)o_c(m)dm
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Om)= > @)D (& ®V; @ &, B(Sty, @mo @ Stp)(m)(e; @ v; @ e))
2€[PNK\K/H)| 1,5,k

La somme des p(z) vaut 1, d’apres la formule 5.6. En écrivant m = (my, mg, mz), on
peut donc décomposer :

O(m1,mp, m2) = O12(m1, m2)Og(my)

ou
@O(WQ) = Z(Uj, AO o Fo(mo)’l)j>
J
©12(m1,ma) = Z(éi ® €., Ast © St (ma)e), ® Ag o Stp(m)e;))
ik
On a:

@0(m0) = mes(Ho)_l tro_c WO(lmgHg)

©12(m1,m2) = mes(Hiz) "> > (¢ ® €}, Ast © Sth(Lmy s )€l ® As © Sti (L, m,)e:))
ik

- meS(H12)72 Z<é;ca Agt 0 Sth(lmlle) 0 Ast 0 Sth(1m2H12)(e;c)>
k

= HleS(I‘IlQ)_2 tr Sth(lml Hip * 19(m2)H12)

Pour une fonction ¢ & support compact sur M, définissons ¢ sur GL(h) x GL(2k+1)
par :

(i, mo) — / (imy t mo, 8(ms))dma
GL(h)

LEMME 5.14. — Pour toute telle p, invariante a droite par H N M, on a :
(5.15) / O(m)p(m)dm = (tr St & trg mo)(®)
M
Démonstration. — En effet, il suffit de le vérifier pour ¢ = 1., 7,5 * LingHy * Ling Hyas
et cela résulte de ci-dessus. o

En appliquant successivement les formules 5.13, 5.15, on obtient :

tro—c m(f) = (tr St ® trg 770)((]”/1;\)_9/_6)

Notons GL(h). 'ensemble des éléments compacts de GL(h). C’est I'ensemble des
éléments de G dont les valeurs propres dans 1'algebre de Lie de GL(h) sont toutes de
module 1. Notons GL(h)o 'ensemble des éléments de GL(h) déterminant de module 1.
On note 1¢, 1¢ les fonctions caractéristiques de GL(h). et GL(h) respectivement. On
a deux lemmes suivants :

MEMOIRES DE LA SMF 97



5.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 5.3 59

LEMME 5.16. — L’ensemble M N Gp_. est, a un ensemble de mesure nulle prés,
l’ensemble des éléments m = mimoma € M vérifiant les conditions :

— myg est un élément de GL(2k + 1)p—. ;
— my6(mz) est un élément de GL(h). N GL(h)o.

Ce lemme sera démontré en 5.2.8. Le deuxieéme est trivial :

LEMME 5.17. — Il existe un ensemble fini L et des fonctions sphériques { fi1, fi.0, fi,2}iec
sur My, My, My respectivement telles que, pour tout m = mimgome on ait I’égalité
suivante :

FP(m) =" fia(m) fio(mo) fi,a(m2)

lel

D’apres le lemme 5.16,

(fP o) (7, mo) = FP (i, mo)Lo(i)1e()1e(mo)

D’apres le lemme 5.17, on a :

FP (i, mo) = Z fux# fla(m) fr0(mo)

lel
On en déduit :
PROPOSITION 5.18. — On a [’égalité :
tro—e7(f) = Y tre Sta(Lo(fi1 # f2)) tro—c mo(fr0)
lel
5.2.5. Le terme tr. St;,. — Pour calculer la trace compacte de St;,, on dispose de

la formule de Clozel (formule du Th. 1.7 pour 6 trivial). Rappelons-la brievement en
reprenant les notations du premier chapitre. Soit P I’ensemble des groupes parabo-
liques standards de GL(h). Pour P = MN € P, soit Xy la composée de la fonction
de Harish-Chandra avec la fonction caractéristique de la chambre de Weyl obtuse
positive dans ’algebre de Lie réelle du centre de M associée a ’ensemble des racines
simples dans N. Notons ap la dimension de cette algebre de Lie.

Soit m une représentation lisse, admissible de GL(h). Pour tout f € C>°(GL(h)),
on a alors ’égalité :

(5.19) trem(f)= Y. (~1)TCro oy (R fT)
P=MNgeP

Appliquons cette formule & 7 = Sty, et f = 1o(fi1% fﬁQ). La fonction 1o(f;,1 * fl9,2) est
une fonction sphérique sur GL(h) car f 1, fﬁQ le sont, et la fonction 1 est biinvariante
par GL(h,OFp). D’autre part, pour P = MN € P, le module de Jacquet 7y n’a pas
de vecteurs sphériques non nuls sauf si P = B le Borel triangulaire supérieur, auquel
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cas, le module de Jacquet correspondant est le caractére non ramifié suivant du tore
diagonal :

- (h -1 h-3 1— h)
SN2 7 2 9
On en déduit :
tre Sta(Lo(fi1 * fi's)) = (—1)*Z70r® trn(Xu(Lo(fi1 * f12)")
On a:
ap — agL(h) = h—1

Quant au terme Xy lo(f1 * fZQQ)B , on a le résultat suivant. Ecrivons les transformées
de Satake des fonctions f 1, fi2 :

m mp

S(fia)(Xi,..., Xp) = > U X X
m=(mu,...,my)EL"
— Man42—} Man41
S(fi2)(Xonto-n, .- Xong1) = E At Xop o Xong
m'=(Man 11— h;eyMant1)ELP
On a:
0 = —Mant1 —Mapt2_h
S(fr2)(X, ..., Xn) = E a1 X L X
m’'=(Man 1 ph,;Mant1)ELL

On en déduit :

S(fl,l * fﬁ,2)(X1, . ,Xh) = Z al,mal,m/X{m_mm“ .. .X;;n'h*m2n+2—h
(m,m’)€Zr x 7"

Posons :
pour tout ¢ =1,--- ,h—1:
M= (m,m’)EthZh; my+ - 4+ m; —Mopya—i — - —2p+1 >0
mi =+ My — Mapyo—p — — Mapt1 =0

Le résultat suivant résulte alors des calculs élémentaires :

LEMME 5.20. — La transformée de Satake de la fonction Xy 10(fl,1*f59,2)B est donnée

par la formule suivante :

(5.21)

SRuLo(fia* fl2))(Xe, o Xn) = D armaume Xy X
(m,m")eM

L’égalité suivante se déduit alors de ce qui précede :

(5.22)  tre Stp(Lo(fi1 * fle,Q))

— (71)h*1 E Al may m/qlgh (m17m2n+1)+“'+7h51(mh,7m2n+2—h)
(m,m’)eM
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5.2.6. Transformation de Satake du terme tr.St,. — Posons :

pour tout ¢ =1,...h —1,
N={n=(ny....,n) €Z" ni+no+---+n; >0
ny+ng+---+n,=0

h—1 2 el L e ) —np
P(mla"'axh):(f]-) gz ™M 2 hl'l 11'2 2~~'l‘h h
neN

Pour alléger les notations, nous allons écrire simplement S; pour S(xuvlo(fi,1* fl?Q)B).
Par application de la formule d’orthogonalité 3.20, on déduit des égalités 5.21, 5.22 :

tre St (Lo(fi,1 * fﬁQ)) = [ Si(z1,...,zn) Pz, ... xp)d*xd zy - d*
Tu,n
pourvu que la somme P(z1,...,z,) converge. En effet, on vérifie par un calcul élémen-
taire que cette somme converge absolument et uniformément sur T3, 5, vers la fonction
Qn(x1,...,xp) définie par la formule 5.2. On en déduit :

PROPOSITION 5.23. — On a l'identité :
tre St (Lo(fi,1 * fﬁQ)) = [ Si(x1,...,zn)Qn(xy, ... xp)d* xd Ty - d*wy,
Tu,n
5.2.7. Fin de la démonstration. — Par hypothese, on a I’égalité :

tro—c mo(fi,0) :/ p(S(fi0) (@1, 2k)Qny (21, .y x)d @1 - d

T,k
Posons :
Qr(x1y..yxn) = Qn(x1, .., 21)Qng (Tht1s .-, Tn)

D’apres ce qui précede, le produit tre Sty (Lo(fi1 * fz9,2)) tro—c mo(f1,0) est égal &

| Sitoneconme (S @i 2)@u(an, ) g -
Ty
On sait, d’apres la proposition 5.18, que :

trem(f) =Y treSta(Lo(fi1 * ) tro—e mo(f10)

el

Par ailleurs, il vient des définitions que :

P, ) =Y Si(@r, . 2n)pr(S(f10) (@hgs - o)

leL

La démonstration s’acheve. O
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5.2.8. Démonstrations des lemmes 5.11 et 5.16

Démonstration du lemme 5.11. — Posons :
X = diag(1,...,1,0,...,0,—1,...,—1)
—— N — ———
h 2k+1 h

Pour i € Z, on note &; I’espace propre correspondant a la valeur propre ¢ de ’'opérateur
Ad(X) dans & D’algebre de Lie de G. Les opérateurs 6 et Ad(m) conservent chaque
®;, cela pour tout m € M, ou 6 désigne la différentielle de I'involution 6. On vérifie
facilement que pour tout n € N, I'opérateur Ad(n) est tel que :

Ad(n) —1:6, — 811+ 6,40

On en déduit que les polynomes caractéristiques des opérateurs foAd(mn) et foAd(m)

sont égaux, et le lemme s’ensuit. O
Démonstration du lemme 5.16. — Commengons par établir le lemme élémentaire sui-
vant :

LEMME 5.24. — Soit g un élément de G. 1l y a équivalence entre :

— g est O-compact ;
— Les valeurs propres de gf(g) sont toutes de module 1.

Démonstration. — En effet, dire que g est -compact, c’est dire que les valeurs propres
de Ad(g) o6 dans & sont toutes de module 1. Ceci est équivalent & dire que les valeurs
propres de Ad(gf(g)) = (Ad(g) o #)? dans cette algebre de Lie sont, elles aussi, toutes
de module 1. Ceci revient & dire que les valeurs propres de Ad(gf(g) sont toutes de
méme module. Or, on remarque que pour tout g, det(gf(g)) = 1, ce qui force le module
des valeurs propres de Ad(gf(g)) & étre égal a 1. O

Soit m = (my, mg, m2) € M. On a alors mé(m) = (m10(mz), mof(mg), mab(my)).
Par application du lemme précédent, pour montrer le lemme 5.16, il suffira de montrer
que m160(mz) est compact si et seulement si maf(my) est. Or, m10(ms2) est conjugué
a 6(msg)m1. Le reste résultera du fait suivant :

LEMME 5.25. — L’ensemble des éléments compacts de GL(h) est stable par 6.

Démonstration. — C’est élémentaire : il suffit de considérer un élément g € GL(h) tri-
angulaire supérieur. Pour un tel élément, soient (¢1,...,ts) les coefficients diagonaux.
On vérifie alors que 6(g) est triangulaire supérieur dont les coefficients diagonaux sont,
aux signes pres, (tgl, ey tfl). Dire que g est compact, c’est dire que les modules des t;
sont égaux, ce qui est équivalent & dire que 0(g) est compact. O
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CHAPITRE 6

LE CAS 7= St2n+1

Il s’agit du cas ol (at,a,8) = ((2n + 1),9,9). Les résultats ci-dessous sont
faciles, leurs démonstrations sont analogues a celles du cas n = 2.

PROPOSITION 6.1. — Soit f € H, et écrivons
S(f)(X1,..., Xonp1) = > Cm XM X

m=(mi,...,man41)EL2"H1
Posons
J
Sy ={m = (my,...,mani1) € Z*""; pour tout j, Zmz — Mapt2—i > 0}
i=1
On a légalité :
NP S R —
meS;

L’application p a été définie au chapitre précédent (cf. formule 5.1). On déduit de
la proposition précédente le résultat suivant :

THEOREME 6.2. — Avec les mémes notations que dans la proposition précédente, on
a l’égalité :
trg_.m(f)
1 1 1
= S T1,...,Tp)d 21 d”*x
/Tu 1—gqrizy' 11— qrp_qan'1 —qa:np( ()1 wa)d” 2 n






CHAPITRE 7

LE CAS 7= St2h+1 XfStQkJrl Xf Stl

Il s’agit du cas ont (a*, ™, 8) = ((2h+1),(2k+1,1), D), olt h, k sont deux entiers,
k>1 telsque h+k+1=n.

Le sous-groupe parabolique standard R = LV est, dans le cas présent, paramétré
par la partition (2h + 1,2k 4+ 1,1). Notons V lespace de 7 et soit A € Endc(V)
Vopérateur d’entrelacement entre 7 et 7¢ normalisé comme en 2.3. En vertu de la
formule 1.7, le calcul de la trace tordue compacte trg_. 7 se ramene aux calculs des
traces tordues des modules de Jacquet 7y de m o P = MN est un sous-groupe
parabolique standard 6-stable.

7.1. Le module de Jacquet ny, ou B =TU

7.1.1. Décomposition de 7y en somme de sous-espaces caractéristiques

On a posé : ¢ = in/logq. Le caractére non ramifié  du tore diagonal T' (cf. 2.1.3)
est donné par :

n=(h,h—1,...,—hk+ek—14¢,...,—k+e¢,¢)

On note W le groupe de Weyl de L, et [W/ WL] le systeme des représentants distin-
gués des classes & droite de WL. Avec les notations usuelles, on a une décomposition
de Vi, un T-module, en somme directe de sous-espaces caractéristiques :

Vo = &y Vu[x]

ou la somme porte sur les caractéres x de la forme wn, w € [W/ WL]. Notons encore
par A laction déduite de A sur V. Pour tout caractere complexe x de T, on a :
A(Vu[x]) = Vu[f(x)]- Considérons donc les caracteéres y pour lesquels :

~ X =wn pour un w € [W/WE];

—  x est f-invariant, c’est-a~dire 8(x) = x.
Notons C(m) ’ensemble de tels caracteres. Pour x € C(w), et f une fonction (continue,
a support compact) sur T, Popérateur A o 7y (f) agit sur Viy[x]. Nous définissons
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tro Ty [X](f) comme la trace de cet opérateur. L’égalité suivante résulte alors des
définitions :
tromu(f) = > tromux](f)
X€C(m)

Fixons un x = (x1, X2, -, X2n+1) € C(m) et calculons trg 7y [x](f)-

7.1.2. Définition de imax. — On pose : I(2n + 1) = [1,2n + 1], le segment des
entiers compris entre 1 et 2n + 1. Définissons les segments I(h) et I(k) par :

I(h) =[1,2h + 1]

I(k) = [2h + 2,2h + 2k + 2 = 2n]
Posons: a; = h—i+1,b; = 2h+2+k—j, de sorte que I(h) = [an,a—p], I(k) = [br, b—k]-
On a donc 14, =4, np; = j + €. Dire que w € [W/WL}, c’est dire que w est croissant
sur les segments I(h) et I(k).

Puisque x est de la forme wn, il y a exactement deux termes € parmi les x;. Par

symétrie, si x; = ¢, alors xon42-; = €. On peut donc définir entier iy,x comme
I'unique entier positif tel que :

Xn+1l—imax — Xn+l+imax — €

En d’autres termes, {n + 1 — imax, 7 + 1 + imax} est U'image de {bo, 2n + 1} par w.

LEMME 7.1. — Soit w € [W/WT] tel que x = wn. Alors w envoie
~ (@i —1y Oy t1] SUT [N+ 2 — Gmax, M + imax], de fagon croissante ;
- [aha aimax] U [bka bl] sur [17 n-— Z‘max] ;
— [@—ipues G—r) U [b—1,b_k] sur [0+ imax + 2,20+ 1].

Démonstration. — Supposons que parmi les Xpn+it+1, ¢ € [fmax— 1, —fmax+ 1], 1l y a un
terme de la forme j+¢, avec j # 0, disons xn4i+1 = j+¢. On a donc w(b;) = n+i+1.
Par symétrie, on a : xp—it+1 = —j +¢€ et w(b—;) =n —i+ 1. Comme w est croissant

sur le segment I(k), w(bo) € [w(b;), w(b_;)] = [n+i+1,n—i+1]. Mais cela contredit
la définition de imax. Les termes x;, ¢ € [imax — 1, —imax + 1] sont donc de la forme I,
I entier. En d’autres termes l'intervalle [n 4+ 2 — imax, 7 + imax| est 'image par w d’'un
sous-ensemble de I(h), donc un sous-intervalle de longueur 2i,,.x — 1 de celui-ci. Par
la symétrie de x, c’est Uintervalle [a;, . —1,0—i,, +1]-

Montrons le deuxiéme point. Comme w est croissant sur I(h), w([an,a;,,..]) est
majoré par w(a;,,.—1) = " + 2 — imax. Puisque I'image réciproque de n + 1 — imax
est soit by soit 2n + 1, on a w([an, ai,,,..]) C [1,7 — imax|. Un raisonnement semblable
montre que w([bg,b1]) C [1,n — imax|. Donc [ap, @i, ] U [br,b1] C [1,17 — imax]. Un
comptage élémentaire d’éléments montre alors que cette inclusion est une égalité, d’ou
le deuxiéme point.

Le dernier point se démontre de fagon similaire. O
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COROLLAIRE 7.2
(1) Pour tout i € [imax — 1, —imax + 1], 00 @ Xntit1 = —i.
(2) La dimension de Viy[x] est égale a 2.

7.1.3. Construction de p. — On note Q = MqNq le sous-groupe parabolique
standard 6-stable de GL(2n + 1) associé a la partition (1,...,1,2imax + 1,1,...,1).
Posons :

0= X1® @ Xn—imax @ (§St1 X St2ip,, —1 XES1) ® Xnt24imax @+ @ X2nt1

C’est une représentation lisse, irréductible de Mg. Notons E son espace.

PROPOSITION 7.3

(1) La représentation o s’identifie a une unique sous-représentation de Ty, .

(2) L’opérateur A, ou plus précisément lopérateur de Vi, déduit de A, préserve E
et définit un opérateur d’entrelacement entre o et o°.

(3) Awvec les notations usuelles, Uespace Ey contient Viy[x], en fait on a l'égalité :

Eylx] = Vulx]

Démonstration. — Notons Z le centre de Mg que 'on identifie de facon évidente
a (F*)*n=2Zimaxtl Montrons que o est 'unique composante dans la filtration de
Bernstein-Zelevinsky de my, sur laquelle Z agit par le caractere X = (x1,...,
Xr—ians 0y Xntimans -+ > X2nt1)- S0it w un élément de [WMe\W/WE]. Dire que Z
agit par le caractere X sur la composante correspondante a w dans la filtration de
Bernstein-Zelevinsky de my,, c’est dire que

— Pour tout i € [1,1 — tmax] U [0+ Gmax + 2,20+ 1], wn; = x5 5

— Z?:;_j":j“ wn; =0 mod 2¢.

Le caractére Y étant fixé, les éléments wn;, i € [1,n — imax] U [0 + imax + 2,20 + 1],
sont déterminés par ce qui précede. D’apres le lemme 7.1, w envoie bijectivement
[an, @iy, ] U [br, b1] sur [1,m — imax]. Puisque n; # n; si 4,5 € [an, iy, ] U bk, bi],
i # j, cela détermine w sur [ap, a;,,,. ] U [bk, b1]. De facon similaire, w est uniquement
déterminé par x sur [a—_;,_, ,a—p] U [b1,b_k].

D’aprés ce qui précéde, w envoie donc [a;,. —1,0—i, . +1] U {bo,2n + 1} sur
[n 41— imax, 7 + 1 + imax). L’hypothese que w € [WMe\W/WZL] montre alors que
w envoie [a;,, —1,0—i,.+1) SUr [0+ 1 —imax, " — 1 + imax|, bo SUr 1+ imax €t 2n + 1
sur n + 1 + ipax. Autrement dit, I’élément w est uniquement déterminé par Y. La
composante correspondante est égale a

X1 R Xn—imax () (St2inlax_1 X&Stl X&Stl) & Xn+2+imax R ® X2n+1

qui est isomorphe & ¢. Par unicité de w, ¢ est facteur direct dans mp,,, ce qui prouve le
premier point. On remarque que le caractere x est f-stable, cela implique le deuxieme
point. Enfin, un calcul simple sur la filtration de Bernstein-Zelevinsky de oy montre
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que la dimension de Ey|[x] est égale a 2, c’est-a-dire égale & celle de Viy[x]. D’ou le
résultat. O

Identifions maintenant ¢ & une sous-représentation de Indg‘? (x). L’espace de
représentation E' de o se réalise comme un espace de fonctions complexes sur Mg,
de sorte que lapplication f +— f? soit bien définie sur E. L’action de A sur F est
comme on s’y attendait :

LEMME 7.4. — Pour tout f € E, on a l’égalité :
A(f)=f°

Démonstration. — Soient D, D, les droites dans V,E respectivement, définies
comme en 2.3. Par définition A fixe D,. La droite D, se projette surjectivement
sur D,. On en conclut que opérateur déduit de A sur Vi, fixe D,. D’autre part,
lopérateur f +— f¢ fixe aussi D,. Donc cet opérateur coincide avec celui déduit
de A. O

Le lemme précédent, combiné avec la proposition 7.3, montre que Vy;[x] muni de
'opérateur déduit de A est isomorphe & Ey7[y] muni de I'opérateur déduit de f — f9.

7.1.4. Une base B, pour Ey[x]. — Soit P = MpNp le sous-groupe parabolique
standard 6-stable de GL(2n + 1) associé a la partition (1,...,1,2imax — 1,1,...,1).
Par définition, o est alors I'induite de

X1 @ ® Xn—imax @ Xnt1—imax @ St2im0—1 OXnt1+imax © Xnt2+imax @ *** @ X2nt1
Rappelons brievement la filtration de Bernstein-Zelevinsky pour pgp. Il existe une
filtration de T-modules :

0=EyCE C---CE,=Ey

qui est stable par A (puisque A est réalisé comme f +— f¢). Pour tout w € [WMe /W Mr],
on a défini l'entier d(w) (¢f. 2.2). Notons, pour x un caractére de T, C, la représen-
tation de T sur C via le caractére x. Pour tout entier 1 <7< 7, ona:

Ei/Ei 1~ 6%e[WMQ/WMP],ol(w)=i(c“”><

Pour toute représentation V' de T, on a défini V[x] le sous-espace caractéristique
correspondant & . Le foncteur V' — V[x] est exact. Pour tout w € [WMe /W Mp]
on peut donc trouver un élément e,, € F;[wy], i = d(w) tels que

ou(t) - ew = wx(t)e, mod F;_q[wx]

Posons By, = {ew; wx = x}. C’est une base de Ey[x]. Munissons-la d’un ordre tel
que ey, < ey si d(w) < d(w'). L’action de T sur By, est alors triangulaire par blocs tel
que chaque bloc est une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont égaux

ax.
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7.1.5. Action de A sur B,. — On sait, du fait que g est symétrique, que 'ac-
tion déduite de A sur le quotient E;/E;_1 ~ @we[WMQ/WMP] d(w):i(cwX vérifie les
propriétés suivantes :

(1) A: (wa - (CO('LU)X;

(2) Lorsque §(w) = w, A fixe Cyy.

Maintenant, comme ’espace E;[x] a pour base {e,,,wx = x,d(w) < i}, il existe des
nombres complexes non nuls ¢, tels que :

Alew) = cwegwy mod E;

D’apres le deuxiéme point de ci-dessus, si §(w) = w, alors ¢,, = 1. Par conséquent, la
matrice de A dans la base B,, avec un ordre sur B, défini comme précédemment, est
une matrice triangulaire par blocs. Chaque bloc est une matrice de permutation de w
au sens que ses coefficients sont nuls sauf les coeflicients de coordonnées (w, 8(w)) qui
sont égaux a c¢,. On remarque que les coefficients diagonaux de M; sont nuls sauf
pour ceux correspondants & (w,w) avec 8(w) = w, auxquels cas ils sont égaux & 1.

7.1.6. Formule pour trg 7y[x] et trp 7y. — On déduit de ce qui précede le résultat
suivant :
PROPOSITION 7.5. — Soit f une fonction localement constante, a support compact

sur T. On a lidentité :

trg 7o [x)(f) = card{w € [W™Me /WMP] wy = y, 0(w) = w}) /T (O F(0)dt

On peut montrer que, si on identifie de fagon évidente WMe & Gq; . 11, alors :

{w e [WMe /WMrliwy = x,0(w) = w} = {w e [WMe/WMr] wy = x}
= {1, (1, 2imax + 1)}

ou (1, 2imax + 1) est la transposition entre 1 et 2iy,,x + 1. Par suite, on peut énoncer
le résultat de la proposition précédente sous la forme :

COROLLAIRE 7.6. — Soit f une fonction localement constante, a support compact
surT. On a lidentité :

trg mu[x](f) = 2 / (B f(t)t

T

tromu(f) =2 Y [ x(®)f(t)dt

xec(m T
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7.2. Les modules de Jacquet 7y ou P = MN € Ppo—st

2 o e K s . .
7.2.1. Décomposition de V;* en somme de sous-espaces caractéristiques

Posons K =K N M. On sait que 'espace Va ™ est filtré par 'ensemble [\ W/
WE]O (¢f. 2.4.3). La composante correspondant & un élément w € [WM\W/WL]0 est
isomorphe & (Ind¥ (wn))X™. Ce dernier espace est de dimension 1, et sur cet espace
agissent H(M) et Ay, le centre de M. Pour tout caractere x de T', notons resp(x)
le caractére de Ajp; obtenu par restriction de y a Aps. Le tore Ap; agit alors sur
(Ind}¥ (wn))X™ par resp(wn).

Pour ¥ un caractére de Aps et (p, E) une représentation de M, on définit le sous
espace caractéristique :

E[X] = {v € E;3 un entier i tel que (p(m) —Xx(m))*(v) = 0 pour tout m € Ay}

M

2, K e .
On peut alors décomposer V™ en somme de sous-espaces caractéristiques :

VAN = oV Ix]

ou la somme porte sur les caracteéres de Ays. L’opérateur A agit sur V]\If M et vérifie
A(VEMER]) = VEM[wx]. Notons donc Cp(r) I'ensemble des caractéres X de Ap
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) Il existe un w € [WM\W/WZL0 tel que ¥ = resp(wn);

(2) X est O-stable, i.e. 8(X) = X.

REMARQUE 7.7. — La deuxiéme condition ne signifie pas que wn est #-invariant.

Pour tout f € H(M), on a la formule suivante :

tromn(f) = > tramn[XI(f)

X€Cp ()

Les définitions des termes sont similaires & celles du cas P = B. Fixons un caractere
X € Cp(w), et calculons trg mn[X]-

7.2.2. Définition de ippax. — Soit a = (a1, ..., az,—1) la partition associée a P.
Ona: ai+---+ag_1=2n+1,et pouri =1,...,2r — 1, o; = ag,_;. Posons,
pour i = 1,...,2r — 1, J(oy) = [on + -+ + aj—1 + 1,1 + - -+ + a;]. Les intervalles
d’entiers J(«;) forment donc une partition de I(2n + 1). Identifions W au groupe
des permutations de I(2n + 1). Soit w un élément de W. On a quelques propriétés
élémentaires suivantes :

(1) Dire que w € [WM\W/WE] c’est dire que w est croissant sur chaque intervalle
I(h), I(k) ainsi que w™? est croissant sur chaque intervalle J(o;);

(2) Dire que w € [WM\W/WE]% c’est dire qu’en plus, les ensembles w(I(h)) N
J(ai), w(I(k)) N J(a;) sont soit vides soit des singletons;
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(3) Dire que Y = resp(wn) est f-invariant, c’est dire que pour tout i = 1,...,2r—1,
on a I’égalité :
Y (wn)y=— > (wn); mod 2

j€J () j€J(a2r—y)

REMARQUE 7.8. — Comme conséquence de la deuxieme propriété, pour que V]\I](M
soit non nul, il faut que a; < 2 pour tout i sauf a,. < 3. On va donc imposer cette
condition sans perte de généralité. Sous cette hypothese, on peut préciser légerement
la derniere propriété :

LEMME 7.9. — Pouri=1,...2r — 1 on a l’égalité d’ensembles modulo 2¢ :
(7.10) {(wn);35 € J(au)} = {—(wn)j;j € J(azr—i)}

Ce lemme est facile, il est analogue & un autre résultat (lemme 8.13) que nous démon-
trerons.

COROLLAIRE 7.11

(1) Il existe un caractére x € C(m) tel que X = resp(x).
(2) Un tel caractére est conjugué a wn par un élément de WM | ot w est un élément
de [WM\W/WTIO tel que resp(wn) = X.

REMARQUE 7.12. — Le deuxieme point du corollaire ci-dessus montre que les en-
sembles {(wn);;j € J(a;)} ne dépendent pas de w.

D’apres le résultat ci-dessus, si I est tel que {(wn);;5 € I(a,—;)} contient ¢ alors
d’apres le lemme 7.9, {(wn);;j € I(a,y4;)} contient e aussi. Un tel [ existe car il y a
exactement deux € parmi les 7;, & savoir non4r42 €t Nany1. Supposons que ! positif,
il est alors unique.

LEMME 7.13. — On a :

(1) 1 =0 si et seulement si o, = 3;

(2) Sil#0, alors ap_j41 =+ = pyy—1 = 1, et si w est un élément de [WM\W/
WLO tel que resp(wn) =X alors (wn)ny; = j pour tout — < j <1;

. Ky )1 st =0

(3) dim Vi ] = {2 sil>0
Démonstration. — Le premier point découle du lemme 7.10. Montrons le deuxieme
point. Soit w € [WM\W/WE]? tel que resp(wn) = Y. Supposons quil existe
un m, =l < m <1l tel que ap_py = Qg = 2. On a @ J(r—m) = {w(a;),w(d;)}
pour certains ¢,j. D’aprés le lemme 7.10, on a : J(ar4m) = {w(a—;), w(b—;)}.
Done, {w(b;), w(b—;)} C J(ar—m) U J(rim) C Uln;,lz_l_HJ(ar,m/), qui est un
intervalle. Donc w([b;,b_j;]) < Ut _141/(ap—mr). Cela implique que w(by) €

m'=

Ul,;,lz_l_HJ(ar,m/). Mais w(by) € J(ar—1) U J(aryi), c’est donc impossible.

Donc, ayp—j41 = --+ = ap47;—1 = 1. Un raisonnement similaire montre alors que
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[n — 1+ 1,n+1— 1] est 'image d’un sous-intervalle I(h), donc un sous-intervalle de
longueur 21 — 1. Par symétrie, c’est [a;—1, a—;41]. D’olt le deuxiéme point. Démontrons
le dernier point. Par la filtration de Bernstein-Zelevinsky, la dimension de dim V]\I,( MIX]
est égal au cardinal de

{w € WM\W/WE]% resp (wn) = X}

Soit w un tel élément. Les ensembles {(wn);;j € J(o;)} ne dépendent que
de X. Notons-les {x;;j € J(a;)}. Montrons que wj;() est uniquement déterminé
par ces ensembles. En effet, soit a, € I(h), il existe alors un unique i tel que
m € {x;;j € J(a;)}. Distinguons trois cas :

(1) s =1, J(o;) = {j}. On a:

(wn)j = xj =M = 1a,,

Donc, w(am) = j.
(2) s =2, J(o;) ={j,7+1}. Ona:
{(wn)j, (wn)jta} = {xj: xg41} = {m,m' + &}
Comme w™! est croissant sur {j,j + 1}, ces égalités impliquent que w(a,,) = j.

(3) ; =3,donci=r,m=0,et J(a,) = {n,n+1,n+2}. D’apres le lemme 7.10,

ona:
{(wn)n, (wn)ns1(Wn)ni2} ={0,2,6} = {nags Moy M2n+1}
Par la croissance de w™! sur {n,n+1,n+ 2}, on en déduit w(ag) = n, w(by) = n+1,
w2n+1)=n+2.

On montre de facon similaire que w, 5,1, W|p_,,6_,] sont uniquement déterminés
par les ensembles {x;;j € J(a;)}.

Quant & w(by),w(ag), si I = 0, d’aprés ce qui précéde, on a w(by) = n + 1,
w(2n+1) =n+2.58i1> 0, on a deux possibilités : soit w(by) € J(ar—_1), w2n+1) €
J(ar41), soit w(by) € J(aryi1), w(2n+1) € J(ayr—;). On montre par un raisonnement
similaire que ces deux cas peuvent se produire et donnent deux choix pour wj(p,,2n+1}-

Le lemme en découle. O
Posons :
) 1, sil=0
?Pmax = .
Qpgq+ -+ Qpryy, sil>0
7.2.3. Construction de p. — Soit Q = MqNq le sous-groupe parabolique stan-
dard 6-stable associé & la partition (aq,..., ®r—1—1,2ipmax + 1, Qrgit1, .-, Q2r—1)-

On a : P C Q. Considérons la composante correspondante & w dans la filtration de
Bernstein-Zelevinsky de 7y, . Elle est de la forme : M ® + -+ ® mo,_1. Posons :

0= @ @Tpr_1—1 @ (§St1 X Stoip -1 XES) @ Trp141 ® -+ @ Mop 1

et notons F son espace. On a le résultat suivant, qui est analogue a celui pour P =B :
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PRroPOSITION 7.14

(1) La représentation o s’identifie a une sous-représentation de T, .
(2) L'opérateur A conserve E et définit un opérateur d’entrelacement entre o et o°.
(3) On a Uégalité : ExM[x] = VEM[x].

Par construction, g est symétrique. Réalisons  comme un espace de fonctions sur
Mg de sorte que I'application f +— f? soit bien définie et entrelace o et o’. Le lemme
suivant est similaire a un résultat du cas P =B :

LEMME 7.15. — La restriction de A a E est de la forme : A(f) = f?.

7.2.4. Formule pour tryny[x]. — Pour f € H(M), avec les mémes arguments
que dans le cas P = B, on montre que :

PROPOSITION 7.16. — Pour tout f € H(M), on a l’égalité :
trg T [X](f) = card{w € [WM\WM2]; resp(wx) = X, §(w) = w} - trInd (x)(f)
Le terme card{w € [WM\W™Me];resp(wy) = X, #(w) = w} dans la formule précédente
est égal & 1 ou 2 selon que I = 0 ou ! # 0. On en déduit :
card{w € [WM\WMe];resp(wy) = X, O(w) = w} = dim VM [x]
On obtient :

COROLLAIRE 7.17. — Awec les mémes notations que dans la proposition précédente,
on a lidentité :
tro v [X](f) = dim Vi [x] tr Ind 33 (x)(f)
REMARQUE 7.18. — On sait que
dim VI [x] = card{w € (W \W/WL]% resp(wn) = X}

On sait aussi que si w € [WM\W/WE]? t.q. resp(wn) = ¥, alors wn est conjugué a
X par un élément de WM. Ainsi, si f € H(M), on a une autre facon d’exprimer le
résultat obtenu :

troTn[XI(f) = tran[XI(F) = DY, trIndy (wy)(f)
we[WM\w/wk)°
resp (wn)=X
7.3. Calculs explicites de trg_.7
D’apres ce qui précede, on a :

PROPOSITION 7.19. — Pour P =MN € P=% et ¥ € Cp(r), soit x € C(m) un
élément de restriction . Pour tout f € H(G), on a lidentité :

(7.20) tro—cm(f)= Y. ST (=1)% 9 dim Ve [x] trInd () (RS )
P=MNegcPO—st xcCp(r)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



74 CHAPITRE 7. LE CAS 7 = Stopp1 X€ Stapp1 X£ Sty

7.3.1. Une section pour x — resp(x). — Le but de ce paragraphe est de récrire
la formule 7.20 en une somme paramétrée par les éléments x € C(w). Soit P = MN €
PU=st et soit ¥ € Cp(m). D’apres le corollaire 7.11, il existe un caractére x € C(r) de
restriction Y. Cependant, un tel caractére n’est pas unique, nous allons donc fixer un
choix pour x, ou ce qui revient au méme, construire une section secp de I'application :

resp : C(m) — Cp(m)
X — resp(x)

Le caractére Y étant donné, soit x = (x1,...,X2n+1) un élément de C(w) tel que
resp(x) = X. Soit & = (a1, ..., az.—1) la partition correspondante & P. Les intervalles
I, ont été définis précédemment. Sans perte de généralité, on suppose toujours que
pouri=1,...,2r —1,i # r,a; <2, et o, < 3. Soit ¢ € [1,7].

e Si a; = 1, écrivons I(a;) = {j}, et posouns :

G=Xj
o Si vy =2, écrivons I(e;) = {j,j+1}. Ona: {x;, xj+1} = {a,b+¢} pour certains
a,b, avec a € [h,—h],b € [k, —k]. Posons alors :
(G=a, (y1=b+e sia<b
Cj=b+€,Cj+1=a sia>b

e Sia, =3, alors I(a,) = {n,n+1,n+2} et xn =€, Xnt+1 = 0, Xnt2 = €. Posons
simplement :

Gh=2¢, (1 =0

La construction ci-dessus définit des éléments (;, i = 1,...,n + 1. Pour i =
n+2,...,2n+ 1, on pose tout simplement :
Gi = —C2nt2—i mod 2¢
Posons ¢ = ((1,Ca, - .-, Cant1). Ce caractére non ramifié de T' est un élément de C(7).

En plus, il ne dépend que de Y. On peut donc définir :

secp(X) = ¢

7.3.2. Réécriture de la formule 7.20. — On peut récrire la formule 7.20 sous la
forme suivante :

X€C(m)
ol
0 _ab . . N
tro—em[X](f)= DY (=) dim Vi [x] trIndg (x) (X% 7)
P=MNcpP?~=t
XGCP(T‘F)f
secp (X)=x
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7.3.3. Formule explicite pour trg_.m[x](f)

Fixons donc un x = (x1,X2,---, X2n+1) € C(7) et une fonction f € H(G). Notons
Y. Pensemble des entiers ¢ € [1,n] satisfaisant aux conditions suivantes :

(1) xi — xi+1 € R;
(2) Re(xi) < Re(xi+1), et si Re(xi) = Re(xi+1), alors xi € R+¢, xi41 € R.

LEMME 7.21. — Lorsque i parcourt 33, les ensembles {i,i+ 1} sont disjoints.

Démonstration. — Soit w € [W/W¥] tel que wn = x. Soit i € X. Supposons que
Xi=m, Xit1 =m' +ecavecm <m'. Sii+ 1€ X alors x;10 = m” avec m’ < m”,
donc m < m”. On a alors w(an,) =4, w(amn) =i+ 2 (¢f. paragraphe 7.1.2 pour les
définitions), mais cela contredit la propriété de croissance de w sur I(h).
Maintenant, supposons que x; = m + &, x;+1 = m’ avec m < m'. Considérons
d’abord le cas ou m = 0. On a donc i = n+ 1 — dpmax. Si fpax = 1, 7 = n et il
n’y a rien a démontrer. Si ipax > 1, alors d’apres le corollaire 7.2, xi41 = tmax — 1,
Xi+2 = imax — 2 €t 4 + 1 ne peut appartenir a 3. Supposons maintenant que m # 0,
donc m > 0 d’apres le lemme 7.1. Sii+ 1 € X, alors x;12 = m” + ¢ avec m’ < m”.
Ona0<m<m”, donc w(b,,) =1, w(by,) =1+ 2, mais cela contredit la propriété
de croissance de w sur I(k). Le lemme est démontré. O

Gréace a ce résultat, pour A C ¥, on peut associer a A une partition de 2n+ 1 dont
les parts sont d’une des formes suivantes :

eSingA:

- {n+1} {i}, {2n+2—i},i=1,...,n,et i ¢ A;

—{ii+ 1}, {2n+1—d,2n+2 -4}, i€ [l,n—1]NA.

eSine A:

- {i}, 2n+2—1i},i=1,...,n,et i & A;

—{i,i+ 1}, {2n+1—4,2n+2—3d}, i€ [l,n—1NA;

—{n,n+1,n+2}.
Notons Pa le sous-groupe parabolique standard -stable correspondant. Les couples
P = MN, X tels que secp(x) = x sont exactement les Pa,resp, (x). On a 'égalité :

(7.22)  tro_enlX](f) = 3 (—1)"Pa 7% dim V" [x] tr Ind 3= (x) (R /72
ACX

C’est sous cette forme que I'on va calculer explicitement trg_. w[x](f). En effet, on a
les égalités :

(7.23) a%, —al = card(A) +n
. KMa —1 2 sin ¢ A
(7.24) dim Vyy "2 [x] = [1 GineA
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Définissons le sous-ensemble M(A) de Z*"*! par la formule :

pour tout ¢ =1,...,n, et i ¢ A, }
mi+ -+ mg — Mopta—i — -+ — Mapt1 >0

M(A) = {m = (m1,...,Man41);

Rappelons que l'on a fixé un f € H(G). Ecrivons la transformée de Satake de I

S(X1s- o Xopg) = > Cm X7 X5

m=(mi,...,man41)EL2"H1

On dispose d’un lemme facile suivant :
LEMME 7.25. — La transformée de Satake de )??VAfPA est donnée par la formule :

SR )X, Xons) = Z em X7 - Xon
meM(A)
Posons : {(x,m) = Zf:fl x:m;. Par application de la formule de Van Dijk, on en
déduit immédiatement le résultat suivant :

COROLLAIRE 7.26. — On a l’égalité :

(7.21) I @) = Y ema 0
meM(A)

Posons, pour I = (Iy,...,l,) € Z" :

dl = Z Cm

2n
m=(mi,...,mapy1)EL>"T!
pour tout ¢=1,...n:
m;—mant2—i=l;

<Xal> = Xlll +X212++ann
et pour A C [1,n] :
LA)Y={l=(l1,...1,) € Z";pour tout i ¢ A,ly +---+1; >0}

Notons 1) la fonction caractéristique de £L(A) C Z™. Le corollaire précédent peut
s’énoncer de la fagon suivante :

COROLLAIRE 7.28. — On a l’égalité :

(7.29) trInd} () (R, f72) = D dig= %0100 (1)
LEZW

Les formules 7.22 & 7.29 calculent explicitement trg_.7[x](f). On va distinguer
deux cas selon que n € A ou non.
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Casn ¢ ¥. — On a l'identité :
tro—em[XJ(f) =2 ) ( > (—1)Card(A)+n1c(A)(l))dlq_<x’l>
lezn NACS
Posons :
pour tout ¢ =1,...,n:
L) =XK1=(l1,....1,) €EZ"; i+ +1;, <0 siieX
lh+--+1;>0 Sii%g

On a la formule combinatoire élémentaire suivante :

LEMME 7.30. — On a l’égalité :
Z (_1)card(A)+n1£(A) — (_1)card(2)+nlﬁo(2)
ACY

La proposition suivante résulte alors de ce qui précede et donne une formule explicite
pour trg_. m[x](f) dans le cas ou n ¢ X.

PROPOSITION 7.31. — Supposons que n ¢ ¥, alors on a l'identité :
tro—e m[X](f) = 2(=1) 4T N "1 o) () dyg~ XY
lezn

Cas n € . — La trace trg_. m[x](f) est égale a

Z ( Z 2(—1)eer B L0y (1) — (1)Card(A)+n1£(Au{n})(l)>dlq<X’l>
lezm * ACE\{n}
Posons :
pour tout ¢ =1,...,n:
LYE)=R1 i+ +1; <0 siieX\{n}
Lh+--+1>0 sii¢X\{n}

pour tout ¢ =1,...,n—1:
EQ(E): LLh+--4+1; <0 siiex
lh+--+1;>0 Sii%g
Ona: LYX) ={l € L?>X);l; + -+, > 0}. Le lemme facile suivant est similaire
au lemme 7.30 :

LEMME 7.32. — On a les égalités :
Z (_1)card(A)+n1£(A) — (_1)card(2)—1+n1£1(2)
ACE\{n}
Z (*1)Card(A)+nlﬁ(AU{n}) _ (71)card(2)—1+n1£2(2)
Acx\{n}

On en déduit une expression explicite pour trg_. 7[x](f) dans le cas ou n € 3 :
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PROPOSITION 7.33. — Supposons que n € ¥, alors on a lidentité :
ool () = (~1)= 40 S 010 (1) — Loy (1)~ Y
lezn

On peut écrire différemment la formule ci-dessus. Posons :

pour tout i =1,...,n—1:
Lh+--+0L<0 siieX
L£3(%) =< I; ¢
() "+ >0 Sii¢2
ll+"'+ln71 >*ln 20
pour tout s =1,...,n—1:
Lh+--+0L<0 siieX
LX) =< I; ¢
() "+ >0 Sii¢2
l,=0
COROLLAIRE 7.34. — Supposons que n € X, alors on a l’égalité :
tro-c (/) = (D)™ S (2o (1)~ Lewsy ) g™
lezn
Démonstration. — En effet, écrivons

L2(X)={le L%X);l, >0y u{l € L2(X);1, <0} U LX)
Comme on 'a remarqué, x,, = ¢, le simple changement de variable

l = (ll,. ..,lnfl,ln) — (ll,. ..,lnfl,fln)

donne :
Z dig~ b = Z dyg~ b
leL2(X),l,>0 leL2(X),l,<0
On obtient :
Z dig= b =2 Z dyg= b 4 Z dyg= b
leL2(s) 1€£2(2),1,>0 leLi(s)

Mais £1(X) = {l € £L2(2);1,, > 0} U L3(X), d’ou le lemme.

7.4. Transformation de Satake de trg_.7

Soit f € H, écrivons toujours :
S(f)(Xla"'aXQnJrl): Z CmXian;gjr_ll
m=(ma,...,many1)€L>"+1
On a I’égalité :
(7.35) PSUN(X1, .., Xn) = Y di Xyt XD
lezn
ou d; est défini au paragraphe précédent.
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7.4.1. Cas ou ¥ ne contient pas n. — On a : x, # &, donc iyax > 1. D’apres le
corollaire 7.2, on a : x, = 1.

Rappelons que ’on a posé : T, = {(x1,...,2n) € C"|z1| =+ = |zn| = 1}. Plus
généralement, pour § = (d1,...,d,) un n-uplet de nombres réels positifs, posons :

fws ={(x1,...,2,) € C™;pour tout i = 1,...,n, |z;| = §;}
La proposition 7.31, jointe avec ’égalité 7.35 et la formule d’orthogonalité 3.20, donne :

trg_e T[X](f) = 2(—1)card®) 4 / Pp(S(F) (@1, )

Tu,s
. < Z q7<x7l>m1—ll .. ~xnl")dxxl cod
1eLo(x)
pourvu que cette expression converge.
On dira qu'un n-uplet 6 = (61,...,d,) est bon pour x s’il vérifie les conditions
suivantes :
d1,...,0, sont des réels assez proches de 1;
5i < (SZ'Jrl sii € E,
0; > (SZ'Jrl sit ¢ >
REMARQUE 7.36. — Pour le terme 6,,, on impose seulement qu’il soit assez proche

de 1. On peut éventuellement prendre 6,, = 1.

Supposons que § est bon pour x. Pour i € 3, on a : Re(x;) < Re(xi+1), donc
|g=XitXi+1] > 1, tandis que sii ¢ 3, on a : Re(x;) = Re(xi+1), donc g XitxXi+1| < 1.
La somme (—1)card(®)+n Dteco(s) g~ b g7 e converge alors uniformément
sur ZA“W; vers Qy(Z1,...,&y), olt

n—1

@l ) = 1—q Xn gz, 1_[1

— qX1 XHrlxZ Z+1
On obtient :

PROPOSITION 7.37. — Supposons que § est bon pour x. Alors pour tout f € H, on a
l’égalité :

troe () =2 [ PSUN@1w 2@l 00 -,

Tu,tS

7.4.2. Cas ou X contient n. — D’apres le corollaire 7.34, ’égalité 7.35 et la
formule d’orthogonalité 3.20, on a :

trg_ e wx] () = (~1)card(®) L / (S 2)

Tu,s

.<2 R o q—<x,l>xlh...x;ln)dxxl...dxxn

leL3(s) leL4(x)

pourvu que cela converge.
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Choisissons bon n-uplet 6 = (41, ...,d,) pour x. L’expression
(71)card(2)*1+n (2 Z q7<x,l)1,1—l1 . .x;ln _ Z qf(x,L)l,l—h . I,nln>
leL3(x) leL*(x)
converge uniformément vers Q' (z1,...,2n) sur Tuyg, ol
—2
1 14 gXn—1Xng, o173 1
Q(@,. . ) = - ——4 ]I —
1— qX" 1Th—1 1— an—l Xw,l‘n_lxn - - 1— qu Xz+1xix,
=1 i+1
On obtient :
troe () = [ PSUN )@ ars oz,
T
D’autre part, comme on a déja dit, la seule condition sur §, pour que ¢ soit bon
pour x est que J, soit assez proche de 1. On peut donc choisir §, = 1. Mais si
§ = (81,...,8, = 1) est bon pour ¥, alors par le changement de variable x,, — z,,1,

le membre de droite de 1’égalité précédente est aussi égal a

/ p(S()) (@1, 2n)Q (21, d my - d¥

T
Par ailleurs, on a 1’égalité suivante, qui découle du fait que x,, = ¢ :

Q;(xla"'axn)+Q;(mla' "71'7171;1';1) = Q(Qx(xla"'7xn)+Qx(mla' "7'737171;1';1))

C’est une fonction sans poles en x,, = 1 tandis que la fonction @), y en a. Le résultat
suivant découle alors de ce qui précede :

PROPOSITION 7.38. — Soit x € C(x), et soit § un bon n-uplet pour x. Alors, on a
l’égalité :
troenb(7) = [ pS()an .. 20)

Ts
(Qy(@1,... @) +Qx(x1,...,x;1)) d*zy - d%z,

Notons que le choix de § dépend de Y.

7.4.3. Elimination des poles. — On va démontrer le résultat principal suivant
de ce chapitre. Posons :

2 w
Qﬂ'(mla"wxn):m Z Z Qx(xla"'axn)

weW (Cr) x€C(n)

THEOREME 7.39. — La fonction Q. n’a pas de pdles au voisinage de fu Pour tout
f €H, on a lidentité :

trg_cﬂ(f)=[ p(S()(x1,. - 20)Qr(x1, ... xp)d Ty - - d™ Ty

u

La démonstration de ce résultat se fait par étapes.
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Etape 1. — Pour y € C(r), posons :
Pol(x) = {1 <4 < n;Re(xi) = Re(xi+1)}

Un raisonnement analogue & celui du lemme 7.21 montre que si i,j € Pol(x) alors
|i — 4] = 2. On dira que deux caracteres x et x’ dans C(m) sont équivalents si Pol(x) =
Pol(x’). Pour E une classe d’équivalence, on définit :

trg_. 7[Z] = Z tro—cmlx]

XEE

de sorte que, pour tout f € H,
tro_cm(f) = Z tro—. w[E](f)

ou la somme est portée sur toutes les classes d’équivalence =.

Etape 2. — Fixons une classe = et un caractere xg € Z. Pour simplifier, suppo-
sons que n ¢ Pol(xo). Alors les éléments de = sont exactement les caractéres de la
forme (]_[Z-GA si32n+1_i) X0, o0 A C Pol(xo), et s; désigne la symétrie élémentaire qui
échange j et j + 1.

Si ¢ est un bon n-uplet pour yq alors (HieA si) 6 est bon pour (HieA siz‘SQnH,i) X0-
D’apres la proposition 7.37, puis un changement de variables, on a :

T40)  troenl2(N =2 [ oSN 2)Qelons m ),

Tu,d'

N

ou
H- A 87,32714»177;
QE = Z Q i€ 2 |
ACPol(xo) (Iica sis2n+1-1)x0
Etape 3. — Montrons que la fonction Q= n’a pas de poles au voisinage de T,,. En

effet, ses poles possibles sont les hyperplans x; = tx,41, pour i € Pol(yg) (pour
simplifier, on a supposé n ¢ Pol(o), rappelons-le). Or, pour i € Pol(xo) fixé, on peut
décomposer :

0= = Z (QHJGA Sj82n41—j i Qsiszn+1—i [Tjen sisznt1— )

ACPattxo) (HjeA Sj32n+17j)X0 (sis2n+17i IIea Sj32n+1—j)X0
ol(Xo
ig A
, . HjeA SjS2n+41—j SiS2n+41—1 HjeA SjS2n+1—j 5
Pour A fixé, la fonction @ n’a pas
(HjeA Sj$2n+17j)X0 (37,32714»177; HjEA sjs2n+1—j)X0
de poles en x; = *x;41. En effet, posons y = (H]EA sj52n+1,j> Xo, et écrivons
X = (X1,---,X2n+1) alors, d’apres la définition de @y, la somme Qy(z1,...,2xn) +
S8;S8 —q .
sisont1_ix(Z1,...,xy) est produit de
1
(7.41) 11 — —
— gXiTXit1 g
j<i—1,0ou q TjTjt1
j>i+1
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et de
1 1 1
s —1 s —1 Ly -1
1 — gXi—1 Xlxiilxi 1 —gxi X1+1xizi+1 1 — gxitt Xl+2xi+1xi+2
1 1 1
—1

1 —y -1 1 —X -1 RN
1_qX171 Xl+ll‘i_1l‘i+11_qx7,+l Xl$i+1xi 1_qX1 X1+2Iixi+2

(7.42)

Le terme 7.41 n’a pas de pole en x; = £x;41. D’autre part, un calcul élémentaire
montre que 7.42 est égal a

1y 1 1
1+2 1

(1 —qX%*l_X”QIi_lI — — — —
_ qu—l Xlxi—lxi 1— qu+1 X7'+2Ii+1xi+2

1 1

’ i -1 s -1
]_ — qu—l Xi+1 xiflxi—‘rl ]_ — qu Xi+2 Zixi+2

qui n’a pas de poles non plus en z; = +x;41.

Etape 4. — On peut donc remplacer ZA“W; par Tu dans la formule 7.40. En sommant
sur toutes les classes, on obtient :

trefcﬂ(f) = Q/A p(s(f))(xla s 71'71) ZQE(xla s 7xn)dxx1 to dxxn
Tu,s =

Par invariance, on peut alors symétriser cette formule en remplagant la fonction

> = Q= par \_V1V| Y wew 2= Q. Mais cette fonction multipliée par le facteur 2 fi-

gurant dans l’expression ci-dessus est égale a @, par construction des Q=, ce qui

démontre le théoreme. O
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CHAPITRE 8

LE CAS 7= Stl XfStQthl XfStQkJrl

Il s’agit du cas ou (at,a™,3) = ((1),(2h + 1,2k + 1),2), ou h > k > 0 deux
entiers tels que h+k+1 = n. Pour k£ = 0, on retrouve le cas précédent. On peut donc
supposer que k > 0.

Dans ce cas, le sous-groupe parabolique standard R = LV est paramétré par la
partition (1,2h + 1,2k + 1). Le groupe de Weyl WL de L est donc isomorphe &
G1 X Gapt1 X Saop41. Notons, comme précédemment V Uespace de m et A € Endc (V)
I'opérateur d’entrelacement entre 7 et 7¥ normalisé comme en 2.3. La méthode em-
ployée ici est similaire au cas précédent.

8.1. Le module de Jacquet 77, ou B = TU

Dans ce cas le caractere non ramifié n de T' est donné par la formule :
n=0,h+e,...,—h+ek+e,....,—k+e)

On définit 'ensemble C(7) comme dans le cas précédent. Soit x = (x1,...,X2n+1) €
C(r) un caracteére f-invariant de T et soit w un élément de [W/WZL] tel que y = wn.
Calculons trg my[x].

8.1.1. Coupures de x. — On garde la définition de I(2n + 1) du cas précédent :
I(2n+1) = [1,2n+1]. Par contre, on pose : I(h) = [2,2h+2] et (k) = [2h+3,2n+1].
Pour i € [h, —h], posons a; = h —i+ 2, et pour i € [k, —k], posons b; = 2h+ 3+ k—i.
On peut donc écrire I(h) = [ap,a—p], I(k) = [bg,b_k]. Posons, pour i = h,...,—h,
E; ={j;x; =i+¢}. L’ensemble E; a un élément si h > |i| > k, et deux éléments si
|i| < k. Posons alors :

N {e(i)} pour h = |i| > k
20 ={ 10 iy bk
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On a donc :
e(i) =wla;) sili| >k
{e'(0), (" (i)} = {w(ai), w(bi)} sili| <k

Supposons i € [k, —k + 1]. Puisque w € [W/WZ], il est croissant sur chacun des
intervalles I(h) et I(k), donc w(a;) < w(a;—1),w(b;) < w(bi—1). On a donc 'une des
deux possibilités suivantes :

i) Soit €'(1) < e”(i) <e'(i—1)<e’(i —1);

i1) Soit €'(i) < e'(i—1) <e”(i) <e’(i —1).
Pour i = k + 1, de méme, on a 'une des deux possibilités :

i) Soit e(k+ 1) < €'(k) < e”(k);

i1) Soit €'(k) < e(k+1) < e’(k).
On a les inégalités analogues pour ¢ = —k.

On dira qu’il y a coupure entre i et ¢ — 1 lorsque %) se produit. S’il y a coupure

entre k + 1 et k on dit aussi qu’il y a coupure entre —k et —k — 1. L’ensemble des
coupures de x que 'on va noter par Coup(x) est alors symétrique par rapport a 0.

LEMME 8.1. — L’ensemble Coup(x) n’est pas vide.

Démonstration. — On le montre par récurrence sur n, en acceptant le cas k = 0. Si
k =0, il est facile de voir que (1,0) et (0, —1) sont les coupures de x. Si k > 0, comme
X = wn avec w croissant sur I(h) et I(k), on a 'une des deux possibilités :

i) Soit x1 = h+¢e, xan+1 = —h+e, en d’autres termes w(ap) = 1, w(a_p) = 2n+1;
i1) Soit x1 = k+¢€, Xan+1 = —k+¢, en d’autres termes w(by) = 1, w(b_x) = 2n+1.

Si #i) se produit on conclut par ’hypotheése de récurrence pour n’ =n — 1, b’ = h,
K =k—1,x" = (x2,---,X2n)- Si i) se produit et h —1 > k on conclut par I'hypothése
de récurrence pour n’ =n—1, ¥ =h -1,k =k, X' = (x2,.-., X2n)- Enfin, si ) se
produit et h — 1 =k, alors (h,h — 1 = k) est une coupure de x. O

8.1.2. Propriétés des coupures
LEMME 8.2. — Soit (i,i — 1) une coupure de x, alors :
eli—1)=¢€"(i)+1

Démonstration. — On a w(a;) = €'(i) ou €”(i). Puisque €'(i) < €”(i), on a donc
w(a;) < €”’(4). Or, w est croissant sur I(h) et I(k), on obtient;

w([ah; az]) c [17 ell(i)] } (*)

w([bx, bi]) C [1,€"(7)]
Par un raisonnement similaire, on a aussi :

w(lair,a_p)) C [¢/(i — 1),2n+1] } ()
w(lbio1.b4]) € [/ —1),2n +1]
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Par suite, on a I'une des deux possibilités :

(1) Soit €”(i) +1 =€'(i — 1), c’est-a-dire 'égalité cherchée;

(2) Soit e”(i)+2=¢€(i—1) et e’(i)+1=w(l) =n+1. On a donc x, =i+¢€ et
Xn+t2 =@ — 1 +e. Par symétrie (x est 6-stable), on doit avoir ¢ +i — 1 = 0, ce qui est
impossible. o

Grace a ce résultat, on dira aussi qu’il y a coupure entre Xer(;) et Xer(iy41. On
munit ’ensemble Coup(x) de I’ ordre déduit de celui sur Z.

LEMME 8.3. — L’application
Coup(x) — Z
(i,i —1) — € (i—1)

est décroissante.

Démonstration. — En effet, pour j <i,ona:e'(j —1) =w(aj—1) ou w(bj_1), et on
applique (%) ci-dessus. O

Soient (4,7 — 1) et (j,j — 1) deux coupures successives de y avec i > j.

LEMME 8.4. — La famille des x; pourl € [e'(i—1),e"(j)] est égale, a Uordre pres, a
{i—14e,i—1+¢e,i—24¢c,i—2+¢e,...,j+¢,j+e} éventuellement augmenté de 0.

Démonstration. — Il résulte de (x) et (x*) ci-dessus que [¢/(i — 1),€”(j)] est 'image
par w de [a;—1,a;] U [bi—1, b;] éventuellement augmenté de 1, d’olt le lemme. O

Appelons coupure dominante la plus grande coupure de x. Soit (imax;, tmax — 1) la
coupure dominante de x. Alors, a aussi : [1, " (imax)] = w([an, Gin,.]) Uw([br, bip,.])-

LEMME 8.5. — On a ’égalité : dim Vis[x] = 2°02d(Cour(x))—1

Démonstration. — Par application de la filtration de Bernstein-Zelevinsky, la dimen-
sion de Vi7[x] est égale au nombre des w € [W/WZL] tels que wn = y. Soit w un tel
élément. Identifions W & I’ensemble des permutations de I(2n+1) = {1}UI(h)UI(k).
Le terme 77 est 'unique terme égal & 0 parmi les 7;, donc w(1) = n+ 1. De méme, par
unicité, pour ¢ € [h, k+ 1]U[—k + 1, —h], on a w(a;) = e;. Soit donc i € [k + 1, —k].
Si (i, — 1) est une coupure de x qui n’est pas minimale, supposons w(a;) et w(b;)
donnés, alors on a deux possibilités pour w(a;—1) et w(b;—1) :

(1) w(ai—1) =€(i —1),w(bi—1) =€"(i —1);

(2) w(ai—1) =€"(i —1),w(bi—1) =€'(i —1).
S’il n’y a pas de coupure entre i et i —1 (ou i = —k), alors étant donnés w(a;) et w(b;),
les éléments w(a;—1) et w(b;—1) sont complétement fixés. En effet, puisque (i,7 — 1)
n’est pas une coupure pour x. on a

i) <e(i—1)<e’(i)<e(i—1)
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Par hypotheése, w € [W/WHE], il est croissant sur chacun des intervalles I(h) et
I(k). Ainsi, si w(a;) = €'(i),w(b;) = e”(i) alors w(b;—1) qui est est plus grand
que €”(i) doit forcément étre égal & e”(i — 1), du coup w(a;—1) = €'(i — 1). Le
méme raisonnement montre également que si w(a;) = €”(i),w(b;) = €'(i)) alors
w(a;—1) = €"(i — 1), w(bi—1) = €’(i — 1). Par contre, pour chaque coupure non mi-
nimale de x, on a deux possibilités pour le couple w(a;—1), w(b;—1). Le nombre des
w € [W/W] tels que wn = x est donc égal a 202rd(Coup(x)) =1 ce qu’il fallait démon-

trer. O
8.1.3. Construction de g. — Soit (imax, imax — 1) la coupure dominante de .
Posons :

d=n—¢€"(imax)
D’apres la remarque qui suit le lemme 8.4, on a aussi d = 2iax — 1.
Soit Q = M@Nq le sous-groupe parabolique standard §-stable associé a la parti-
tion (n —d,2d + 1,n — d). Pour a > b deux entiers, on note St,; la représentation

| - |a+b Sta_pi1. Posons :

0= (f Sth,imax Xf Stk,imax) ® (E Stg X St Xf Std) (24 (f St*imax,fk Xf St*imax,*h)

C’est une représentation lisse, irréductible, §-stable de Mg. Notons E son espace.

8.1.4. Action de A sur Vy[x]. — La proposition 7.3, dont on rappelle ci-dessus
I’énoncé, reste valable.

PROPOSITION 8.6

(1) La représentation o s’identifie a une sous-représentation de Ty .
(2) L'opérateur A conserve E et réalise un opérateur d’entrelacement entre o et 0%,
(3) Avec les notations usuelles, l’espace Ey contient Viz[x], en fait on a l’égalité :

Eyx] = Vulx]

Démonstration. — Soit wy P'unique élément de W = &aq,,41 qui envoie de fagon crois-
sante
—lsurn—d+1;
— lan, ai,,,,] sur [1,h — imax + 1] ;
— by bi., ] SUr [A — dmax + 2,n — d];
— la—; max, —n] sur n4+d+2,n+d+2+h—imax|;
- [b—; sur [n+d—+ 3+ h —imax, 2n + 1] ;
— [@ipr—1,01—i,.,) sur[n—d+2,n+1];
— BDipae—1,01—ipay] sur [n+2,n+d+1].
On vérifie que w; € [WMe\W/W?E], et la composante F,, (7) dans la filtration
de Bernstein-Zelevinsky de 7y, est isomorphe a o (notons que Sty x§Stq <& Stq
est isomorphe a &Stq xSty xEStg et St .. —k XESt_;,...—n est isomorphe a

ESt i, —h XESt_; .. —k). En plus, on montre que c’est 'unique composante sur

Tmax ’ ]
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laquelle le centre Z de M, qui s’identifie de facon naturelle & (F*)3, agit par le ca-
ractere non ramifié (h+ -+ imax + &+ +imax, 0, —fmax — -+ — B —fmax — - - - — k).
Ce dernier est #-stable, on en conclut que I'espace E de p est sous-espace de Vi, en
facteur direct et qu’il est stable sous 'action de 'opérateur d’entrelacement A. Ce
qui démontre les deux premiers points. Pour démontrer le dernier point, il suffit de
montrer ’égalité des dimensions. La dimension de Vy[x] est égale a gcard(Coup(x))—1
d’apres le lemme 8.5. D’autre part, par la méme méthode, on montre que la dimension
de Ey[x] est donnée par la méme formule, d’ou le résultat. O

Posons :
T = (€ Sth,imax @& Sthinan) ® (§Sta @ St1 ®ESta) ® (€ St—ipan,—k OESt—ipan,—h)
Par définition, ¢ est 'induite parabolique de 7. Posons :
Xo = (ths,...,imax+5,k+s,...,imax+s,imaxf1+5,...,fimax+1+s,0,
imax — 1+ &, ..., —imax + 1 + &, —imax + & ..., —k + &, —imax + &, ..., —h +¢€)

On a donc 7y = X0, et on peut identifier ¢ a une sous-représentation de InngQ (x0), de
sorte que I’application f — f? soit bien définie et réalise un opérateur d’entrelacement
entre g et Q‘g.

LEMME 8.7. — Pour tout f € E, on a l’égalité :

AN =r°
Démonstration. — Identique a celle du lemme 7.4. O
8.1.5. Formule pour try my[x]. — Il s’agit de la formule de la proposition 7.5 dont

on rappelle ci-dessous I’énoncé. Soit P = MpNp le sous-groupe parabolique standard
f-stable paramétré par la partition

(h - imax + 17k - imax + 17d7 1ada k - imax + 1; h - imax + 1)

\

PROPOSITION 8.8. — Soit f une fonction localement constante, a support compact
surT. On a Uidentité :

tro mv [X](f) = card{w € W /WMr] wyo = x,0(w) = UJ}/ x(t) f(t)dt
T
Démonstration. — Identique & celle de la proposition 7.5. O

Dans le cas présent, on a la formule suivante, qui calcule le terme constant de la
formule ci-dessus :

LEMME 8.9. — On a l’égalité :

card (Coup(x))
- 32

card{w € [WMQ/WMPLUJXO =X, 0(w) =w} =2
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Démonstration. — On va imiter la démonstration du lemme 8.5. Remarquons que la
condition §(w) = w est équivalente &

(8.10) w(i) +w2n+2—1i) =2n+2

pour tout i € I(2n + 1).
La partition

(h*imax+17k7imax+17d71adak7imax+]-;h*imax“i’]-)

de 2n+1 correspond de fagon évidente & une partition de I(2n+1), disons I(2n+1) =
171772 @] 1717,1 @] Io’,l @] ono @] 10’1 @] 11’1 @] 1172. Ecrivons :

11,2 = [an, ai,,.], Too={n+1},I01 = (@i —1, Cipay+1),
I1,—1 = [bk, bipas ], Iiy=[boipaobok)s 12 = [0y, ap)]
To,—1 = [Qipar—1, Qi 1]

On a donc :xo = (X0,1,- - -y X0,2n+1) &VEC X0,a; = @i + &, X0,b; = bi + &, Xo,n+1 = 0.

Soit w € [WMa /WMr] tel que wyo = x. Par définition, w est croissant sur les
intervalles 11 2,11, _1,10,—1,10,0,10,1,11,1,11,2. Comme Xon+1 = Xn+1 = 0, par
unicité, on a w(n + 1) = n + 1. Par unicité, les w(ayp) et w(a—_p) sont uniquement
déterminés. Par symétrie, la relation 8.10 est automatiquement vérifiée pour ay. Soit
i € [hyimax + 1]. Sachant les valeurs w(a;), w(b;), w(a—;),w(b—;), et supposons que
la relation 8.10 est vérifiée pour a;, b;, montrons que les w(a;—1), w(b;—1), w(a—it+1),
w(b_;4+1) sont uniquement déterminés et que la relation 8.10 est automatiquement
vérifié pour a;_1,b;—1. Comme (i,i — 1), (—i + 1, —¢) ne sont pas des coupures, on a :

el)<e(i—1)<e(i)<e(i—1),e(—i+1)<e (i) <e'(—i+1) <e ()

Supposons que w(a;) = €'(i), w(b;) = €”(i). Alors, par la propriété de croissance de
w,on aw(a;—1) =€ (i—1), w(b—1) = €”(i—1). On a supposé que la relation 8.10 est
vérifiée pour a;, b;. Cette relation, jointe avec la symétrie de x, donne : e’(i)+¢e”(—i) =
e’(i)+€'(—i) = 2n+2, donc w(a—;) = €’ (—i), w(b—;) = €’(—i). On en déduit, toujours
par la propriété de croissance de w que w(b_;11) = €'(—i+1), w(a_;41) = €’ (—i+1).
La symétrie de xy montre que la relation 8.10 est alors automatiquement vérifiée pour
a;—1,b;—1. Le cas w(a;) = € (i), w(b;) = €'(i) se démontre de facon similaire.

Pour i = imax — 1, on a deux possibilités pour le couple w(a;,, 1), w(b;, .. —1)-
Par contre, par la symétrie de x, on a une seule possibilité pour le couple
w(a—_jt1), W(b—i.+1) sachant w(a,,, 1), w(bi,,.—1). On vérifie que la rela-
tion 8.10 est alors automatiquement vérifiée pour w(a;,,, . —1), W(biy.—1)-

Plus généralement, par des arguments similaires a ceux de la démonstration du
lemme 8.5, pour 7 positif, sachant les valeurs w(a;), w(b;), il y a deux possibilités pour
le couple w(a;—1),w(b;—1) si (¢,i—1) est une coupure et une seule possibilité si (¢,7—1)
n’est pas une coupure. Mais, par les raisonnements similaires a ceux plus haut, sachant
w(a;), w(b;) et supposons que la relation 8.10 est vérifiée pour a;, b; alors il y a une
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seule possibilité pour le couple w(a—_;+1),w(b_;41) qui satisfait la relation 8.10 pour
a(i —1),b(z — 1) que (4,7 — 1) soit une coupure ou non.

Donc, le nombre de tels w est égal & 2 a la puissance le nombre de coupures positives.
D’ott le résultat. O

COROLLAIRE 8.11. — Soit f une fonction lisse, a support compact sur le tore diago-
nal T de G. On a alors lidentité :

tromu () = 2 F [ (o
T
D’ou
_ 26ard(Cgup(x)) d
tromo(f) = 3 | xwsc

X€EC(m)

8.2. Les modules de Jacquet 7y oit P = MN e P?

8.2.1. Généralités. — Gardons les notations des paragraphes précédents. Fixons
donc un caractere f-invariant de Ay, le centre de M, de la forme Y = resp(wn),w €
[WM\W/WZL]. On peut toujours supposer que la partition o = (aq,...,q9,_1) est
telle que «; < 2 pour @ # 7 et o, < 3. Notons que resp(wn) est f-invariant veut dire
quepour¢=1,...,7,ona:
(8.12) S (wni=— Y (wn)

jed(ai) JE€J(a2r—i)

En fait, on a le résultat suivant, qui précise cette égalité :

LEMME 8.13. — Pourit=1,...,7 on a l’égalité entre deux familles :
(8.14) {(wn)i;j € J(ew)} = {=(wn);;j € J(azr—i)}
Démonstration. — Soit i € [1,7 — 1]. On suppose ’égalité 8.14 prouvée pour tout

i’ < i. Si oy = 1, le lemme résulte de 1’égalité 8.12. Si a; = 2, écrivons : J(a;) =
{w(a;), w(bj)}, J(agr—;) = {w(ar), w(by)}. Comme w est croissant sur I(h) et I(k),
les ensembles w([an, a;+1]) et w([bx,bj+1]) sont majorés respectivement par w(a;) et
w(b;r), donc w([an, aj+1]) U w([bg,bjr41]) € J(a1) U --- U J(ai—1). Toujours par la
propriété de croissance, on a w([a;,a—p]) Uw([b},b_k]) C J(a;) U---U Jar—1. Enfin,
remarquons que w(1) € J(«,), on obtient :
w(lan, aj1]) Uw([br, bjry1]) = J(en) U -+ U J(ai-1)
Par un raisonnement similaire, on a aussi :
w([ai—1,a—p]) Uw([br—1,b—x]) = J(azr—it1) U~ U J(azr—1)
Appliquons 'hypothése de récurrence aux deux égalités ci-dessus, on obtient :
[h,j+ 1 Uk, +1] = [h, =1+ 1] U [k, ="+ 1]

D’ou : soit j = —1,j' = =1’ soit j = —I’, j/ = —I, ce qui démontre ’égalité 8.14 pour i.
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Pour ¢ = r, la symétrie résulte de : la famille (wn); est stable par §; par ce
qui précede la famille {(wn); | j ¢ J(a,)} l'est. Donc par différence, la famille
{(wn); | j € J(cr)} Vest aussi. O

COROLLAIRE &8.15

(1) Il existe un caractére x € C(w) de restriction X.

(2) Un tel caractére est conjugué par un élément de W™ au caractére wn pour un
w e [WM\W/WZLP tel que X = resp(wn).

REMARQUE 8.16. — L’intérét est que x est maintenant f-invariant alors que wn ne
I’est pas forcément.

8.2.2. P-coupures. — Soit x € C(m) tel que resp(x) = X. Soit (¢,9—1) une coupure
de x avec ¢ > 1. On dira que (é,7— 1) est une P-coupure de X si les conditions suivantes
sont satisfaites :

— {e"(i),€'(i — 1)} n’est pas de la forme J(oy),l =1,...,2r — 1;

—{e/(i—1),e¢"(i — 1)} n’est pas de la forme J(y),l=1,...,2r — 1;

—{e/(i—1),e¢"(i —1),n 4+ 1} n’est pas de la forme J(a,).
Par symétrie, si (i,4 — 1) est une P-coupure de Y avec ¢ > 1, on dira aussi que
(—i+1,—14) est une P-coupure de X. Notons Coupp(X) I'ensemble de telles coupures.
Cette définition est indépendante du choix de x.

REMARQUE 8.17. — 1l se peut que I’ensemble Coupp () soit vide si P # B.

8.2.3. Formule pour trg my[X]| lorsque Coupp(X) # @

8.2.8.1. Construction de o lorsque Coupp(X) # &. — Si Coupp(X) # &, on défi-
nit, comme dans le cas P = B, la P-coupure dominante comme la plus grande des
P- coupures de X. Notons-la ipmax. La construction de g est alors identique au cas
P = B : il suffit de changer imax €0 ip max. Les propriétés de p restent valables. Rappe-
lons que p est une représentation du facteur de Lévi d’un sous-groupe parabolique Q
contenant P. Comme dans le premier cas, on obtient alors le résultat suivant :

PROPOSITION 8.18. — Soit f un élément de H(M), on a l’égalité :
trg v [X](f) = card{w € WM \WMe /W% resp(wn) = X, 6(w) = w} tr Indg (x)(f)

On a un résultat analogue a celui du cas P = B, qui donne une formule pour le terme
constant dans la formule ci-dessus :

LEMME 8.19. — On a l’égalité :

card(Coup p (%))
2

card{w € WM\ WMe /W% wy = x,0(w) = w} =2
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8.2.3.2. Cas Coupp(X) = @.— Dans ce cas, lespace VM [x] est de dimension 1. On
montre de fagon usuelle que 'opérateur A agit trivialement sur ce dernier. Par suite,

trg v [X](f) = tr Ind (x)(f)

Nous avons ainsi démontré le résultat suivant qui est valable dans les deux cas :

COROLLAIRE 8.20. — On a l’égalité :
card(Coup p (X))
orn[XI(f) =27 2 trIndy (0)(f)
8.2.4. Formule pour try_.m. — On peut résumer les résultats obtenus sous la
forme :

PROPOSITION 8.21. — Pour P = MN € P=%t, ¥ € Cp(7), choisissons un x € C(r)
de restriction X. Alors pour tout f € H(G), on a l'égalité :

6 _ 6 card (Coup p (X) e
trg_em(f)= > Y (DT nd ) (0(RA )
P=MNecP?-st xeC(n)

Nous nous inspirons du premier cas pour récrire la formule de la proposition pré-
cédente. Soit ¥ € Cp(m). Il existe un unique caractere y € C(w) avec les propriétés
suivantes :

— resp(X) = X;

— Pour tout i, si 4,4 + 1 sont dans un méme intervalle J(c;), alors Re(x;) <
Re(Xi+1)-

Notons secp(X) = X, ¢f. section 7.3.1. On a :

tro_om(f) = Y tro_om[x](f)

X€C(m)
ou
0 _ 6 .. _ —~
tro_enD(f) = Y, (=D)* % dim VIV trIndy () (R 1)
P:MNEpefst
X€Cp (),
secr (X)=x

Pour x € C(w), posons :

£ ={ie[l,n];Re(x:) < Re(xi+1)}

Y- = {i € %;Re(xi) = Re(xit1)}

Yz = {i € B;Re(xi) < Re(xit1)}
Pour A C ¥, on définit le sous-groupe parabolique standard #-stable Pa de la méme
facon que dans le cas m = Stop 41 XE& Stor1 XE Sty. Avec des arguments similaires que
dans le cas m = Stop41 XE& Stor41 xXE St1, on peut exprimer la trace tordue compacte
d’une fonction sphérique f sous la forme suivante :

tro_om(f) = Y tro_om[x](f)

X€C(m)
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ou

card(Coupp, (resp, (x)))
tro—en[X(f) = D (~1)"Fa =02 .

ACXE

trInd™ () (R, £72)

On a toujours I’égalité :
a%, —al = card(A) +n

card(Coup p, (resp, (x)))
2

Quant au terme 2 , il est donné par le lemme suivant :

LEMME 8.22. — On a l'identité suivante :

card(CoupPS (resp, (X)) _ card(C;)up(X)) ~card(ANY.)

Démonstration. — Soit @ > 1 tel que (i,7 — 1) soit une coupure de y.Soit o =
(a1,...,a9,-1) est la partition associée & Pa. Par définition de ¥, on ne peut pas
avoir {e” (i), e’ (i—1)} = J(a;) pour un j. Par conséquent, (i,7—1) est une Pa-coupure
sauf si /(i — 1), " (i — 1) sont dans un méme intervalle J(c;) pour un certain j. L'en-
semble des ¢ > 1 tels que /(i — 1),€”(i — 1) € J(a;) pour un certain j est en bijection
avec AN Y_, d’ou le lemme. O

On a défini les ensembles L£(A) C Z™, cf. section 7.3.3. On dispose alors toujours de
la formule 7.29 :

trInd} () (Rha f72) = D dig= %P 10 (1)
lezn
L’égalité suivante se déduit de ce qui précede :
card(Coup(x)) . _ car B _
tro_cm[x](f) =27 > Z ( Z (—1)crd(Btngca d(AmZ)lﬁ(A)(l)) g~
lezn NACE
Nous allons encore récrire la formule précédente sous une forme quelque peu diffé-

rente. Pour A C ¥, on a posé :
pour tout ¢ =1,...,n:
LOAUYL) =1LEZ™ i+ +1; <0 sii€XLUA
Lh+---+04>0 Sii§éz¢UA
On a la formule combinatoire suivante :

LEMME 8.23. — On a l'identité :

Z (_1)card(A)2—card(AﬁZ:)lﬁ(A) — 9 card(X=) Z (_1)Card(AUE#)1£U(AUZ¢)
ACE ACY=

Démonstration. — Ecrivons : A = AxrUA_ avec Ax = ANXx, Ao = AN, Le
premier membre de 1’égalité cherchée est donc égal a

Z (_2)7card(A:) Z (_1)Card(A¢)1£(A:UA¢)

A_CX= ALCE
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Pour A_ C ¥_ fixé, posons :

pour tout 2 =1,...,n
g(A:,E;A): leZ™ Ih+---+1; <0 siieE;,g

li+---+1;>0 Sii¢E¢UA:

On démontre facilement que :

Z (_1)Card(A#)1£(A:UA¢) — (_1)Card(2#)]—g(A:,Z¢)
A¢C2¢
Par ailleurs,

Loa_sy = D leogusy
QCA-

On en déduit :

Z (_1)card(A)2— card(ANX=) 1[1(A)

ACY
_ (_1)—card(2#) Z Z (_2)card(A:) . 1£0(Qu2¢)

QCy A_
QCA_CY3=

L’égalité cherchée vient alors de la formule ci-dessus et les égalités suivantes :

Z (_2)—card(A:) — (_2)—card(§l) Z (_2)card(A)

A ACE_\Q
QCA_C3=

(_2)7 card(£2) (1 _ 271)card(E:\Q)

— (_1)card(ﬂ)2f card(X=) O
Posons :
Dista (f) _ 2card(C(2>uP<X))_ —card(X2) (_1)card(AUE#)+n Z dlq_<x’l> 1[:0(Au2¢) (l)
leZ?L

On a alors I'identité :

tro—e7[(/) = 3 Dista(/)

ACY=

8.3. Transformation de Satake de trg_. 7

8.3.1. Les termes Dista. — Pour A C X_, on dira qu’un n-uplet § = (d1,...,d,)
est bon pour A g’il satisfait les conditions suivantes :

01,...,0, réels assez proches de 1;
0; < (SZ'Jrl si1 € A,
0; > 6i+1 sii € Ez\A

Rappelons aussi que :

Tus = {(z1,...,2,) € C"; pour tout i, |z;| = &}
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On rappelle la définition de la fonction Q) :

n—1

o 1
= 1_ anxn v 1— qX7,_X7,+1xi

1=

Qx(xla"wxn)

1
Tit1

En suivant la méthode décrite dans le cas m = Stop1 X& Stogy1 X& Sty1, on peut dé-
montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 8.24. — Soit A C Y, et soit 6 un bon n-uplet pour A. Alors, pour
tout f € H, on a lidentité :

Dista (f)
card(Coup(x))
— 9T —card(3-) [ p(S(f))(@1,. .., 2n)Qy (21, ..., xn)d 21 - d 2y
Tu,tS
8.3.2. Elimination des pdles. — Tout d’abord, remarquons que les fonctions @,

ont des poles au voisinage de fu précisément en x; = x;41 pour les i € X— et éven-
tuellement en z, = —1. On remarquera également qu’'on a toujours 1 ¢ Y_. Soient
i€ X_,A C X_ tels que i ¢ A. Supposons que i # n, le cas i = n se démontre
de fagon similaire. Soit 6 = (41,...,0,) un bon n-uplet pour A. Alors le n-uplet
0" =86 = (01,...,0i-1,0i41,0i,0i12,...,0,) est bon pour AU {i}. D’apres ce qui
précede, on a :

. card(Coup(x)) _ cprd (S
Distaugsy (f) = 250 —card(3) / DS s )

T'U/,(S/
Qx (1, .. wp)d 2z - d™
card(Coup () _ o (s
_ peniCouny cad(E—)/ p(S(f))(z1, ... zn)
Tu,s
QY (w1, wp)d xy -+ d™ 1y,
On en tire :
Dista (f) + Dist augyy (f) = 2755558 —eard(3) / p(SU) (@)
Tu,s

(Qx (w1, xn) + QY (w1, @p))d @y - d

Or, comme ¢ € Y= et par hypothese i # n, on a : x; = xi+1 de sorte que Qy + Q5 =
Qy + Q3 - On sait que cette fonction n’a pas de pole en x; = ;11 (¢f. section 7.4.3).
Posons : )

QY™ = —— Qv

X WG > %
weW (Ch)
card(Coup(x))
e
x€C(m)

Les remarques ci-dessus, jointes & un raisonnement analogue a celui précédant le
théoreme 7.39, permettent de démontrer le résultat suivant :
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THEOREME 8.25. — La fonction Q. est sans pole au voisinage de fu Pour tout
f €H on ales égalités suivantes :

tro () =25 [ p(SU o, ) o),

Tu

trg_cﬂ'(f)z/fp(S(f))(xl,...,xn)Qw(acl,...,xn)dxxl---dxxn

card (Coup(x))
2

8.3.2.1. Interprétation du terme 2 .— Soit x € C(n), et soit w € [W/WE]
tel que wn = x. Par des arguments similaires a ceux de la démonstration du lemme
8.9, on obtient I’égalité :
card{w’ € [W/WEL;w'w™x = x, 0(w'w™) = w'w™ '} = VB
En remplacant w'w~! par w’ on a :
card{w’ € W;w'w € [W/WF],w'wn = wn,f(w') = w'} = g Segue
Le nombre des w’ € [W/WE] tels que w'n = x est égal &
card{w’ € [W/WE;w'n = x} = card{w’ € W;w'w € [W/WE],w'wn = wn}
Par suite,
card(Coup()) Z card{w’ € W;w'w € [W/WL], w'wn = wn,8(w') =w'}
card{w’ € W;w'w € [W/WZL],wwn=wn}

we[W/why,
wn=x
On en déduit :
PROPOSITION 8.26. — On a l’égalité :
Q. = Z card{w’ € W;w'w € [W/WE], w'wn = wn,0(w') =w'}
T el card{w’ € W;w'w € [W/WZL],wwn=wn} wn
0 (wn)=wn
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CHAPITRE 9

LE CAS 7 = St2h+1 X St2k+1 X Stl

Il s’agit du cas ou (a™,a™,8) = ((2h + 1,2k + 1,1),2,9), ou h > k > 0,
h+k+1=n.

Notons que, dans ce cas, le groupe parabolique R = LV est associé a la partition
(2h+1,2k+1,1). Le groupe de Weyl W est donc isomorphe & G 11 X Sop 11 XxS1. On
note, comme c’est usuel, V 'espace de 7 et A € End¢ (V) Vopérateur d’entrelacement
entre 7 et 77, normalisé comme en 2.3. La méthode employée ici et les résultats
obtenus sont semblables au cas précédent.

9.1. Le module de Jacquet m

Dans ce cas, on a :
n=(hy...,—hk,...,—k,0)
Posons I(h) = [ap,a—p] = [1,2h + 1], I(k) = [br,b_k] = [2h + 2,2h + 2k + 2]. On a
donc 14, = My = N2n+1 = 0. On définit 'ensemble C(7) de la méme maniére que pour
7 = Sty XE& Stopy1 XE Stagy1. Soit x € C(m), calculons trg_. my[x].

9.1.1. Coupure dominante, construction de p

9.1.1.1. Définition de imax. — Dans le cas présent, parce qu’il y a trois zéros parmi
les n;, nous sommes obligés de modifier légerement la définition des coupures. Pour
h >1i> —h, on avait posé : E(i) = {j,x; =i} Ecrivons :
{e(i)} pour h = |i| > k
E@) =4 {) <e’(i)} pour k > |i| >0
{(0)<n+1<e’(0)} pouri=0
La coupure dominante est définie comme suit. Il y a deux cas possibles :

— 1l existe un entier i, k+ 1 > i > 2 tels que e”(i) < /(i — 1) (avec la convention
e’(k+1) = e(k+1)). Nous définissons imax comme le plus grand entier vérifiant cette
propriété;

— Dans le cas contraire, on pose imax = 1.
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9.1.1.2. La construction de o dépend de imax
Cas imax > 1. — La représentation o est définie comme dans le cas m =
Sty X& Stapt1 XE& Stagr1. Concrétement, posons : d = n — €”’(imax) = 2imax — 1. Soit
Q = MNg le parabolique standard #-stable associé & la partition (n—d, 2d+1, n—d).
On définit alors :
0 = (Sthimax X Sthyimax) ® (Sta X St1 X Sta) @ (St—ipae,—k X St—ipue,~n)

Cas imax = 1. — Dans ce cas, on pose : d = n — €/(1). On note Q = MqNgq le
parabolique standard 6-stable paramétré par la partition

(1,...,1,2d+1,1,...,1)

—— —

n—d n—d
On définit :
0=X1Q @ Xn-d ® (St1 X Stag—1 X St1) @ X2n+d—1 @ - - - @ X2n+1

Les propriétés de g (voir la proposition 8.6) restent valables. L’opérateur A est toujours
de la forme f — f? On obtient alors la formule de la proposition 8.8. Rappelons ci-

dessous 1’énoncé. Soit P = MpNp le parabolique standard #-stable correspondant a
la partition

° (h_irrlax+17k_imax+1;da17d7k_irllax+17h_illlax+1) si imax > 1
o (1,...,1,1,2d—1,1,1,...,1) Sl imax = 1

PROPOSITION 9.1. — Soit f une fonction localement constante, a support compact
sur T. On a lidentité :

(9.2)  tromuX](f) = card{w € WM /WM wy = y,0(w) = w}/Tx(t)f(t)dt

9.1.2. Coupures revisitées, formule pour trg_.7[x]. — La modification de la
définition des coupures est motivée par la condition §(w) = w dans la formule 9.2.
Nous distinguons deux cas :

Cas imax > 1. — On peut définir 'ensemble Coup(x) des coupures de x comme dans
le cas ™ = Sty X& Stopy1 XE Stogy1. Autrement dit, un couple (4,7 — 1) sera qualifié de
coupure pour Y si I’égalité suivante a lieu :

e’(i) <e'(i—1)
cela toujours avec la convention e’ (k + 1) = e(k + 1).

Cas imax = 1. — On pose tout simplement Coup(y) = {(1,0), (0, —1)}.

On a I’égalité suivante, qui est valable dans les deux cas :
card (Coup(x))
2

card{w € [WMe /WMrl.wy = x,0(w) = w} =2

En appliquant cette formule a la formule 9.2, on obtient :
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COROLLAIRE 9.3. — Soit f une fonction lisse, a support compact sur le tore diagonal
T de G. On a alors lidentité :
card (Coup(x))
(94) tromu () = 2 F [ (o
T

Ce n’est autre que le corollaire 8.11.

9.2. Les modules de Jacquet 7wy, ou P = MN ¢ P?

Fixons un parabolique standard #-stable P, et soit « = (aq,...,a2,—1) la parti-
tion qui le paramétrise. On peut toujours supposer que les intervalles J(«;) sont de
longueur au plus 2 sauf J(«,.) qui est peut étre de longueur 3.

9.2.1. Section secp. — On définit ’ensemble Cp(7) comme dans les cas précédents.
On définit de méme une section Cp(m) — C(7) : soit ¥ € Cp(r), alors secp(Y) est
l'unique élément de C(7) avec les propriétés :

— x € C(m) est de restriction X ;

— Xi < Xit1 st (4,4 + 1) est de la forme J(o;) pour j =1,...,2r — 1;

— Xn € Xn+1 =0 < xpnt2 si {n,n+ 1,n + 2} est de la forme J (o).

9.2.2. P-coupures. — Fixons un x € Cp(7), et soit x = secp(X). La définition des
P-coupures de X dépend de ipax (la coupure dominante de x) :

Cas imax > 1. — Nous définissons alors I'ensemble Coupp(X) des P-coupures de Y
de fagon suivante. Une coupure (4,7 — 1) de x avec i > 1 est appelée P-coupure de ¥
si les conditions suivantes sont satisfaites :

—{e"(i),e' (i — 1)} n’est pas de la forme J(oy),l=1,...,2r — 1;

—{e/(i—1),e¢"(i — 1)} n’est pas de la forme J(y),l=1,...,2r — 1;

—{e/(i—1),e¢"(i —1),n+ 1} n’est pas de la forme J(a,).
On remarquera que la premiere condition est automatiquement vérifiée parce qu’'on a
choisi x comme section de Y. Par symétrie, si (i, — 1) est une P-coupure de Y avec
i > 1 on dit aussi que (—i + 1, —i) est une P-coupure de .

Cas imax = 1. — On pose :

{{(1,0), (0, 1)} si (€'(0),n +1,€"(0)) # J(ar)
o

Coupp(X) = si (€/(0),n+1,e"(0) = J(ar)

9.2.3. Construction de g lorsque Coupp(Y) est non vide et iy > 1

Dans ce cas, on peut parler de P-coupure dominante de . On applique ensuite la
construction décrite dans le cas m = Stop41 X& Stag4+1 xXE Sty.
On a I’égalité :

card(Coup p (X))

(9.5) trg mn [X](f) = 2 2 tr Indg (x)(f)
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9.2.4. Cas ou Coupp(y) est non vide et iy.x = 1. — On va montrer que I'éga-
lité 9.5 reste encore valable. Dans ce cas, on montre par la filtration de Bernstein-
Zelevinsky que la dimension de V&[] est égale & 2, de méme que Pespace Vir[x].
D’autre part, d’apres notre étude du module de Jacquet 7y, on sait que l'opéra-
teur d’entrelacement A agit trivialement sur la composante Vi [x]. Il nous suffit, pour
prouver 1’égalité 9.5, de montrer que la composition de

VN E— VU E— VU[X]

induit un isomorphisme entre Vi [x] et Vir[x].
Rappelons que la partition associée & P est notée par a = (a1, g, ..., q2,—1), le
sous-groupe de Lévi de P est donc de la forme

M = GL(Oél,F) X GL(OLQ,F) X oo X GL(OLQT,hF)

On vérifie d’apres les définitions que dans ce cas a,. = 1. Par hypothese, (1,0), (0, —1)
sont les uniques coupures de x (et qui sont également les P-coupures de ). Montrons
que si a; = 2 et si on écrit J(ay) = {j,j + 1} alors x; # Xj+1, ou ce qui revient
au méme x; < Xj+1, puisque x; < Xxj;4+1 par le choix de la section. En effet, si
Xj = Xj+1 il y a forcément une coupure entre x;_; et x; de méme qu’entre x;i1
et Xxjt+2, ce qui implique que x; = X 41 = 0, parce que imax = 1. Par symétrie,
X2r4+1—j = Xa2r42—; = 0, et il y a au moins quatre zéros parmi les x; (au lieu de 3
maximum), ce qui est une contradiction.

On peut montrer, par application de la filtration de Bernstein-Zelevinsky, que le
module Vy[X] est une représentation de M ayant les propriétés suivantes :

e C’est une représentation de longueur finie de M ;
e les sous-quotients irréductibles sont de la forme p; ® p2 ® - -+ ® pa,ry1 avec

- Sia; =1,J(a) = {4}, alors p; = xi;
- Sia; =2,J(a;) ={4,7 + 1}, et x; — xj+1 # —1, alors p; = x;j X Xj+1;

Xj+X 41

- Sia; =2,J(a;) = {j,j+1}, et xj—xj+1 = —1,alorssoit p; = |det | =,
. XjtXj+1
soit |det|~ = Sta.
Rappelons la propriété de x, qui est essentielle pour le lemme ci-dessous : si o; = 2

et J(a;) ={j,7+ 1}, alorson a: x; < Xjt+1-

LEMME 9.6. — Soit (p, E) une représentation de M vérifiant les conditions ci-dessus.
Alors la composition de E — Ey — Ey[x| induit une bijection entre EXM[Y] et
Eulx].

Démonstration. — On est immédiatement ramené au probléme suivant : soit x =
(x1,Xx2) un caractére non ramifié du tore diagonal de GL(2), avec x1 < X2, Soit
(p, E) une représentation de longueur finie de GL(2) dont tous les sous-quotients
irréductibles sont sous-quotients de Ind(x). Alors la composition E — Ey — Ey[x]
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induit une bijection EX +— Ep[x](avec les notations évidentes). Puisque les foncteurs
E — Ey, Ey[x], EX sont exacts, on est amené au cas ot E est irréductible.

Six1 — x2 # —1, alors le module de Jacquet py est la somme directe de deux
caractéres non ramifiés : (x1,x2) et (xz2,x1)- Il suffit de montrer que l'image de EX
dans Ey[x] est non nulle. Si elle était nulle, elle serait incluse dans Ey[(xz, x1)]- Mais
un simple calcul sur Palgebre de Hecke-Iwahori de GL(2), en employant les résultats

du paragraphe 2.3.5, montre que ce n’est pas le cas.

x1+x2 X1+x2

Si x1 — x2 = —1, alors soit p = |det|™ 2 soit p = |det|" 2z ~ Sty. Mais si p =
| det | P2 alors pu = (x1,x2) = x et EEM[Y] — Ey[x] est un isomorphisme entre

x1+x2

deux droites, si p = |det |~ = ~ Sty alors py = (x2,x1) et EXM[X] = Ey[x] =0. O

9.2.5. Cas ou Coupp(x) est vide. — On peut montrer que la dimension de
VNKM [X] est égale & 1. On montre d’aprés notre normalisation de I'opérateur d’en-
trelacement A qu’il agit trivialement sur cet espace. Il s’ensuit immédiatement que la
formule 9.5 est valable dans ce cas.

9.3. Formule pour trg_.7

On peut écrire, comme dans le cas m = Sty X& Stopy1 XE Staky1, pour f € H(G) :

o _ 6 card(Coupp (X))
trp_em(f)= > > (-T2 andl (0% fT)
P=MNecP?—st xeCp ()

ol pour tout ¥ € Cp(w), on a x = secp(X). On définit les ensembles ¥, ¥, ¥ de
fagon suivante :

Y ={iel,n];xi < Xi+1}

Yo={i€¥ixi=Xit1}

Ye={i €8 xi <Xiv1}
Comme dans le cas m = Sty X& Stop41 XE& Stagy1, on récrit la formule ci-dessus en
une somme sur les x € C(rw). Pour ce faire, il suffit de répéter les arguments du cas
cité. Nous nous contentons de donner les résultats sans entrer dans les détails. On a
I’égalité :

card(Coup p,, (%))
2

tro—em[)(f) = 3 (~1)"ra 62 trInd ¥ () (Rn F72)

ACXY

Posons, pour A C ¥_ :

pour tout ¢ =1,...,n:
LOAUSL) =1€Z™ I+ +1; <0 sii€eYLUA
Lh+---+01>0 Sii¢2¢UA
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Ecrivons :
S(f)( X1y, Xont1) = > em X XY X!
m=(ma,...,man41)EL>"+1
et posons, pour I = (Iy,--- ,1,) € Z™ :

dl = Z Cm

m=(mu,...,man41)€L>"H!
pour tout i=1,...,n:
mi—monto_i=l;

<Xa l> = Xlll + X212 +-+ ann
Posons, pour A C Y_ :

DiStA(f) _ 2w_card(ﬁz) Z (_1)card(AUE#)dlq—(x,l)1£0(AU2¢)(Z)
leZn
On a alors 1’égalité :

9.4. Transformation de Satake de try_.m
En empruntant les arguments du cas m = Stap41 XE& Stog41 XE St1, on obtient :

THEOREME 9.7. — Pour tout f € H, on a les égalités suivantes :

tro () = 2 F [ p(S(U e ) o),

u

tre*C’/T(f) = /A p(s(f))(xla cee 7xn)Q7T(1'1a e 7mn)d><1'1 o 'dxzn

Ty
Comme dans le cas m = St; X&Stop+1 XEStor+1, on peut interpréter le terme
9 SHHERON 4o fagon suivante :
gead(Coup0a) Z card{w’ € W;w'w € [W/WL], w'wn = wn,8(w') =w'}
o card{w’ € W;w'w € [W/WZL],w'wn=w
et { ; [(W/WL], w'wn = wn}

wn=x
On en déduit le résultat suivant, qui n’est autre que la proposition 8.26 :

PROPOSITION 9.8. — On a l’égalité :
0. = Z card{w’ € W;w'w € [W/WE], w'wn = wn,0(w') =w'}
T welvIwEL card{w’ € W;w'w € [W/WZL],wwn=wn} wn
0 (wn)=wn
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EN GUISE DE CONCLUSION

Dans ce dernier chapitre, on écrit H pour Sp(2n) et G pour GL(2n + 1). Nous
essayons de donner une description de fonipl )
grales orbitales unipotentes stables & l'algebre de Hecke. Cette description est basée

sur les calculs effectués dans les chapitres précédents.

la restriction de ’espace des inté-

10.1. Description de DlsltniP|H(H)

Nous supposons que la caractéristique résiduelle de F' est assez grande. Sous cette
hypothése, Waldspurger a construit dans [Wa2] explicitement une base de Dlsfnip que
I’on va noter B. Ses éléments sont paramétrés par :

— un entier naturel k tel que k(k +1) < n;

— une représentation irréductible p de W(C,,_k(x41)), le groupe de Weyl de type
Cr—k(k+1)-

Notons Z*'(n) Pensemble de tels parametres et soit I , 1'élément correspondant &
(k, p). Posons pour k(k + 1) < n, Z;*(n) = {(k,p) € Z°(n)} de sorte qu’on a une
partition de Z5%(n) :

T(n) = Upsesy<n Ty (n)

Nous nous attendons a une réponse positive a la question suivante :

RESULTATS ESPERES 1

(1) ~Annulation— Pour tout (k,p) € A% tel que k # 0, la restriction de I, a
H(H) est nulle.

(2) —Base proposée pour fonile(H)
(0, p) € Z§*(n) forment une base de Diﬁlip‘H(H).

(3) ~Transformées de Satake des éléments de B— Pour tout (0, p) € I§'(n), il existe
une fonction rationnelle ¢, en n variables, invariante par le groupe de Weyl W(C,,),

sans pole au voisinage de T, telle que pour tout f € H(H), on ait l’égalité :

Ikap(f):/? S(f)(xla"-7l‘n)cp(x17---axn)dxx1"'dxxn.

— Les restrictions a H(H) des éléments Iy ,,

On a vu que ces assertions sont vérifiées pour le groupe Sp(4), ¢f. chapitre 3.
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10.2. Analogie avec les traces tordues compactes

Rappelons que l'on s’intéressait a calculer les traces tordues compactes des repré-
sentations m de GL(2n + 1, F') paramétrées par I’ensemble :

ot a~, f des partitions telles que :

e S(at)+ S(a™)+25(8) =2n+1;

A% (n) = { (a",a™,3); e les partitions at, o~
de nombres impairs, sans multiplicités ;

sont constituées

e le nombre de termes de a™ est pair.

On espere que 'assertion suivante est vérifiée :

RESULTATS ESPERES 2. — Pour tout (a™,a™, 3) € A% (n), soit © la représentation
correspondante, il existe une fonction rationnelle ¢, en n variables, invariante par le
groupe de Weyl W (C,,), sans péle au voisinage de fu telle que pour tout élément f
de l'algébre de Hecke de GL(2n + 1, F) on ait lidentité :

trg_cw(f):/ p(S()(x1, -y wn)en(Tr, ..y Ty )d wy ---d Ty,

T’U/

Il a été démontré dans cette these que cela est vrai dans un certain nombre de cas
particuliers :

— Si c’est vrai pour un triplet (o, oy, @) relatif 4 ng = S(a™)+ S(a™), alors c’est
vrai aussi pour tout triplet de la forme (ozar .0 ,3), ¢f. chapitre 5;

— Clest vrai si (a™,a™, @) est tel que @« = a™ Ua™ a au plus trois termes, et s’il
y en trois, un terme est égal a 1, cf. chapitres 6, 7, 8, et 9.

Comme corollaire de ces résultats, on a :
PROPOSITION 10.1. — L’assertion précédente est vraie pour n =1,2,3 et 4.

En effet, le premier cas qui n’est pas inclus dans ces calculs est le cas (a™,a™,2) =
((5,3),(3), @) qui correspond & n = 5. O

Dans le cas o 3 = &, les résultats des chapitres 6 a 10 nous permettent de conjec-
turer la forme de la fonction c,. Soit donc un triplet (a™,a™, @) € A% (n) et 7 la
représentation correspondante. Notons R = LV le sous-groupe parabolique corres-
pondant & la partition (af, a;, ceoy 0] ,05,...) de 2n+ 1 et notons 7 le caractere :

(afl 1—af af -1 ay —1 1—a7 042_71Jr >
Ey...

5 5 5 5 +e,..., 5 +e, 5

On espere que :

Z card{w’ € W;w'w € [W/W],w'wn = wn,f(w') = w'}

r = card{w’ € W;w'w € [W/WL], w'wn = wn} wn

weW/Wk]
6 (wn)=wn

ol Q)" est la fonction définie en section 8.3.2.
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10.3. Comparaison entre Sp(2n) et GL(2n + 1, F)

La conjecture de transfert pour I’endoscopie tordue conduit a espérer la propriété
suivante :

RESULTATS ESPERES 3. — Les espaces engendrés par les fonctions ¢ et ¢, coin-
cident.

Notons que cette assertion a été démontrée en 4.5 dans le cas ou n = 2. Nous allons
donner une assertion plus descriptive en précisant comment extraire des fonctions
cr une base de l'espace engendré par celles-ci. On remarque en effet que ’ensemble

A% (n) a un plus grand nombre d’éléments que I’ensemble Z5'(n), qui comme on a dit,
st
unip‘H(H)'

Soit (a™,a™,8) € A%*(n), notons « la partition obtenue par réunion des parti-
tions o, a”. Par hypothése, chaque entier (strictement) positif apparait avec une

multiplicité 0,1 ou 2 dans «, posons :

est susceptible de paramétrer une base de D

aimp(e) = {i € N*; i de multiplicité 1 dans o}
Définissons ’application € de la facon suivante :
€1 Qimp(o) — {£1}
P (i) = 1 siieat
| -1 sii€ea”
Ecrivons Aimp (@) = {i1 > i2 > -+ > iy, } et posons :
N(aT,a™,0) =card{l;l=1,...,m, t.q.l pair et e(i;) = —1}
—card{l;l=1,...,m, t.q.l impair et e(i;) = —1}
On pose :
A¥(n) ={(at,a™,8) € A5 (n); N(aT,a,8) =0 0ou — 1}
On va prouver le lemme suivant :

LEMME 10.2. — Les ensembles 5" (n) et A5t (n) ont méme cardinal.

Démonstration. — Par définition, 'ensemble Z5*(n) est paramétré par ’ensemble des
classes d’isomorphie de représentations irréductibles de W (C,), lui-méme en bijection
avec I’ensemble des doubles partitions de n :

Pa(n) = {(a, B); S(@) + S(B) = n}

Notons pa(n) le nombre de telles doubles partitions. On note P(n) ’ensemble des
partitions de n et p(n) son cardinal. On a une égalité élémentaire de séries formelles :

o0 - 1
2 PT" = e
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On vérifie facilement que :

ni;opz(n)T" = (

o0

p(n)T”) 2

n=0

d’ou,

=l

e S(a™)+ S(a™)=2n+1;
+

Posons, pour n € N,

e les partitions o™, a” sont constituées

PI2n+1) = { (a*,a”); de nombres impairs, sans multiplicités ;
e le nombre de termes de o~ est pair;
e N(at,a™,2)=00u — 1.
= {(OCJF’O‘?); (O‘Jraaiv@) € A(S)t(n)}

et notons c(n) le cardinal de cet ensemble.
Soit a(n) le cardinal de 'ensemble A5 (n). Montrons que :

Z a(n)T™ = ( Z c(n)T”) ( Z p(n)T”)
n=0 n=0 n=0

En effet, pour n fixé on peut décomposer 1’ensemble A$'(n) en union disjointe des
ensembles {(at,a™,8) € A¥(n)|S(a™) + S(a™) = 2k+1,5(8) = n — k}. Ces en-
sembles sont en bijection avec PY(2k + 1) x P(n — k) (par application (a™,a™, 3) —
((a™,a7),3), donc de cardinal ¢(k)p(n — k). On en déduit a(n) = >} _, c(k)p(n — k),
d’ou I’égalité cherchée. O

On obtient :

n=0

Il nous suffit donc (;e_ montrer que pour tout n,
¢(n) = p(n)
Posons :
PO(2n +1) = {a € P(2n + 1); & termes impairs, de multiplicités < 2}
Pour tout entier positif k, posons :
PO(2n + 1,k) = {a € PY(2n + 1); card aimp(a) = 2k + 1}
On note £(k) ensemble des applications

e:{1,2,...,2k+ 1} — {1}
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telles que card{i pair;e(i) = —1} — card{s impair;e(i) = —1} = 0 ou —1. Soit (a,€) €
PO(2n + 1,k) x E(k) et écrivons :
Aimp(er) = {i1 > i3 > -+ > Qopy1}
Notons mult;(«) pour la multiplicité de i dans a.. On pose :
= {i e N;mult;(e) = 2} U {i; € aimp(c);mult;; (o) =1 et e(j) = 1}
p~ = {i € N ymult;(a) = 2} U {ij € aimp(a);mult;; (o) =1 et £(j) = —1}

Posons :
y (pT, ™) sicard(u™) est pair
(aT,a7) = n . .
(=, ut) si card( ~) est impair
On vérifie que Papplication (o, ) — (a,a™) définie ci-dessus établit une bijection

)
entre UrenP?(2n + 1,k) x (E(k)/{£1}) (le groupe {£1} agit de facon évidente sur
E(k)) et At(n). Soient d(n,k),e(k) les cardinaux des ensembles P°(2n + 1,k) et
E(k)/{x1} respectivement. On a donc 'égalité :

n) = Z d(n,k)e(k)

keN
On a:

FAIT 1. — Le nombre e(k) est égal a (?5F1), le coefficient de X* dans (1+ X )21,

En effet, le quotient £(k)/{%1} est en bijection avec I’ensemble des
e {1,2,...,2k+1} — {£1}

telles que card{i pair;e(i) = —1} — card{i impair;e(i) = —1} = 0. Cet ensemble
est union disjointe, pour j = 0,...k, des e tels que card{i pair;e(i) = —1} =
card{i impair;e(i) = —1} = j. Un tel ensemble est de cardinal (%) (kH) Mais
k k
S () (551 = (%),
FAIT 2. — Le nombre d(n, k) est égal au coefficient de X?*+1T2"+1 dans la série
formelle :
sSx,Ty= ] Q+XT°+71%)
1€N,i impair
Posons :
RX,T)= J] (Q+&X+XHTr'+1%)
1€N,i impair

Développons R(X,T) suivant X + X! et T, on obtient donc une somme sur les
puissances (X + X ~1)/T". Développons ensuite les (X + X ')/ en des sommes des
puissances de X. Considérons le coefficient XT?"+! dans R(X,T) développé de cette
fagon. En comparant la puissance de T, puis de X, il est donc égal a la somme sur les
entiers positifs j du produit des coefficients

— de XIT**! dans S(X,T);

— et de X dans (X + X 1)J.
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Pour j pair, on vérifie facilement que le premier coefficient est nul. Pour j impair, en
écrivant j = 2k + 1, le premier coefficient est d(n, k), le second est (2’“,:’ 1) ou encore
e(k). Le coefficient de X7T?"*! dans R(X,T) est donc égal &

Z d(n, k)e(k)
kEN
On a ainsi montré que le nombre c(n) est égal au coefficient de XT?"*! dans R(X, T).
D’autre part, on a le résultat suivant :
FAlT 3. — On a légalité :
1430, TP (X1 + X )
[, (1 —12)
C’est le théoréme 352, page 282 dans [H-W].
Le nombre ¢(n) est donc égal au coefficient de XT?"*! dans le développement en

R(X,T) =

série formelle de
L+ 32, T (X 4+ X )
[IZa-12%) 7

c’est-a-dire au coefficient de 7%"*! dans le développement de T/[:2, (1 — T2, qui
est égal & p(n), comme attendu. Le lemme en découle. O

En 10.1, on a décomposé Z5¢(n) en union disjointe de sous-ensembles Z5* (n). Cette
décomposition provient d’une correspondance de Springer généralisée, qui intervient
comme un deus ez machina dans [Wa2]. Cela suggere de décomposer A% (n) en faisant

intervenir, sinon la correspondance de Springer généralisée, du moins des formules qui
en soient réminiscentes. Notre définition de l'entier N(at,a™,3) est ainsi calquée
sur une formule intervenant dans la correspondance de Springer généralisée pour le
groupe SO(2n + 1), ¢f. [Wa2, p. 328]. Pour tout entier N > 0, posons :

At (n) = {(a*,a”,8) € A*(n); N(a*,a~,8) = N on —1— N}

Alors A%*(n) est réunion des A% (n) pour les N tels que 2N(N + 1) < n. Cette
décomposition ressemble & celle de Z5%(n) donnée en 10.1. Le lemme 10.2 rend alors
plausible I'assertion suivante :

RESULTATS ESPERES 4. — Lorsque les éléments (a™,a™, 3) parcourent A (n), les
fonctions c; forment une base de l’espace engendré par toutes les fonctions c,

Reconnaissons toutefois que nous ne disposons d’aucun exemple pour étayer cette
assertion.
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