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COBORDISME COMPLEXE DES ESPACES PROFINIS
ET FONCTEUR T DE LANNES

Francois-Xavier Dehon

Résumé. — Nous montrons dans ce mémoire que la MU-cohomologie continue des
espaces fonctionnels de source le classifiant Br d’un groupe de Lie compact commuta-
tif et de but le pro-p-complété d’un espace dont la cohomologie & coeflicients dans les
entiers p-adiques est sans torsion est I'image de la MU-cohomologie complétée en p de
I’espace au but par un foncteur Ty, analogue au foncteur T associé a la cohomologie
modulo p du classifiant du groupe cyclique d’ordre p.

Abstract (Complex cobordism of profinite spaces and Lannes’ T-functor)

We show in this paper that the continuous MU-cohomology of the mapping spaces
from the classifying space Bm of some commutative compact Lie group to the pro-
p-completion of a space whose p-adic cohomology is torsion free is the image of the
p-completed MU-cohomology of the target space by a functor T, analogous to the
functor T associated to the classifying space of the cyclic group of order p.
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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

Ce mémoire fait suite a [DL] (et [KW]). Soient p un nombre premier fixé, 7 un
groupe de Lie compact commutatif, X un espace dont la cohomologie a coefficients
dans I’anneau des entiers p-adiques est sans torsion et désignons par MU le spectre
représentant le cobordisme complexe. Nous montrons que la MU-cohomologie com-
plétée en p continue de ’espace fonctionnel de source le classifiant Bw de 7 et de but
le p-complété profini de X est 'image par un foncteur Tp, de la MU-cohomologie
complétée en p de X, et étendons ainsi les résultats de J. Lannes ([Lal]) concernant
la cohomologie modulo p des espaces fonctionnels de source le classifiant d’un produit
de groupes cycliques d’ordre p.

Indiquons ce dont il s’agit :

Notre théorie homotopique est celle des ensembles profinis simpliciaux (ou espaces
profinis) ou les équivalences faibles sont les applications simpliciales continues indui-
sant un isomorphisme en cohomologie modulo p continue ([Mo2]). On note hS la ca-
tégorie homotopique associée. (La raison pour laquelle nous avons besoin des espaces
profinis et de leurs cohomologies continues plutot que des espaces et cohomologies
ordinaires apparaitra ci-dessous.)

Soient W un ensemble simplicial qu’on écrit comme la colimite de ses sous -
ensembles finis simpliciaux W,, et X un espace profini. L’ ’espace profini fonction-
nel hom(W, X) est I’adjoint & droite en X du foncteur S = 5,7 — WxZ =
colim, (W, x Z). Si X est fibrant, 'ensemble (profini) 7o hom(W, X) s’identifie a
Pensemble [W, | X|] des classes d’homotopie simpliciale d’applications de W dans l'es-
pace sous-jacent a X, donc a I’ensemble des morphismes Hom,, §(W§pt, X), ol W Xpt
est le complété profini de W. (Voir les sections 1.2 et 1.3.)

Notons H* Z la cohomologie modulo p continue d’un espace profini Z, £ la catégorie
des FFp-espaces vectoriels gradués et soit £ un objet de £. Il existe un espace profini
Ku(E) et un morphisme E — H*Kg(£) induisant une bijection Hom, ¢(Z, Ku(E)) =
Homg (E,H*Z) naturelle en Z € hS. La catégorie Ky des algebres instables sur
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I’algebre de Steenrod modulo p coincide avec la catégorie des algebres associées a
la monade E — H*Ky(F) sur &, de sorte que lapplication

Hom, 5(Z,Y) — Homg, (H*Y,H"Z)

est une bijection pour tout espace profini Z lorsque Y est isomorphe a Ky (F) pour
un F € & ([La2], voir la section 3.2).

Si la cohomologie modulo p de I'espace W est finie en chaque degré alors on a
pour tout espace profini Z un isomorphisme de Kiinneth H*W ® H*Z — HWXZ
(lemme 5.1.3) et Pendofoncteur N — H*W ® N de Ky admet un adjoint & gauche
(— : H*W)x,. L’application d’évaluation W x hom(W, X) — X induit un morphisme

(H*X : H*W)x,, — H* hom(W, X)

qui est un isomorphisme si X est fibrant dans S et isomorphe dans hS & Ky (E) pour
un E € £. (Il faudrait imposer H*W de dimension totale finie ou E nul en degré assez
grand pour avoir un tel isomorphisme si on utilisait les espaces et la cohomologie
modulo p ordinaires.) (Voir la section 5.1.)

Lorsque W est le classifiant BV d’un produit fini de groupes cycliques d’ordre p,
I’application

[BV, | X|] — Homy, (H* X, H*BV)

est une bijection et le morphisme

(H*X : H*BV)x,, — H* hom(BV, X)

est un isomorphisme pour tout espace profini fibrant X ([Lal], [Mo2]). Ceci vient
des propriétés exceptionnelles de la cohomologie modulo p de BV comme module et
algebre instable sur lalgebre de Steenrod ([Lal]). (A nouveau il faudrait imposer des
hypotheses de finitude sur X si on utilisait les espaces et la cohomologie modulo p
ordinaires.)

Dans [DL] on montre pour 7 un groupe de Lie compact commutatif que la coho-
mologie modulo p continue de I'espace fonctionnel hom (B, X') posséde des propriétés
d’exactitude en la cohomologie modulo p de X lorsque la cohomologie & coefficients
p-adiques de X est sans torsion (on dit alors que X est sans p-torsion), puis on re-
prend l'idée de Kuhn et Winstead ([KW]) d’utiliser le début d’une MU-résolution de
I’espace au but X : Les propriétés d’exactitude mises en évidence et le fait que les
espaces formant le début de cette MU-résolution sont également sans p-torsion font
que l'ensemble des classes d’homotopie d’applications [Brr, | X|] s’exprime en terme de
la structure d’algebre instable des MU-cohomologies complétées en p de X et de B

Notons MU*Z la MU-cohomologie (complétée en p) continue d’un espace profini Z
(voir la section 1.6), &ns-gr la catégorie des ensembles Z-gradués et soit .S un objet de
&ns-gr. Il existe un espace profini K(S) et un morphisme S — 1\//ITJ*K(S ) induisant une
bijection Hom, 5(Z, K(S)) = Homgns-g: (S, 1\//Iﬁ*Z) naturelle en Z € hS. On définit la
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catégorie Ky des MU-algebres instables comme la catégorie des algebres associées a
la monade S — MU*K(S) sur &ns-gr, de sorte que 'application

Homhg(z, Y) — Hom,CMU (1\//[-[\}*}/7 m* Z)

est une bijection pour tout espace profini Z lorsque Y est isomorphe & K(S) pour un
S € éns-gr.

Nous définissons une catégorie abélienne M munie d'un produit tensoriel ® avec
les propriétés suivantes :

(1) La MU-cohomologie continue d’un espace profini Z est naturellement un objet
de M et en est un objet projectif si la cohomologie continue a coefficients p-adiques
de Z est sans torsion. (Voir la section 2.)

(2) La structure de spectre en anneau de MU induit pour tout espace W et pour
tout espace profini Z un morphisme MU*W&MU*Z — 1\//H\J*(W§Z) qui est un iso-
morphisme si la cohomologie a coefficients p-adiques de W est sans torsion et de type
fini en chaque degré (lemme 5.2.1).

(3) Soit W un espace dont la cohomologie & coefficients p-adiques est sans torsion et
de type fini en chaque degré ; alors ’endofoncteur N +— MU*W&N de Kayu admet un
adjoint & gauche (— : MTJ*W),CMU. L’application d’évaluation W x hom(W, X) — X
induit un morphisme

(MU*X : MU*W )y, — MU* hom(W, X)

qui est un isomorphisme si X est fibrant dans S et isomorphe dans hS & K(S) pour
un S € éns-gr. (Voir la section 5.2.)

L’un des principaux résultats de ce mémoire est le suivant (voir la section 7) :

THEOREME 0.1. — Soient T un tore, BT son classifiant et X un espace profini fi-
brant dont la cohomologie continue a coefficients p-adiques est sans torsion ; alors le
morphisme

(MU*X : MU*BT ) ey — MU hom(BT, X)
est un isomorphisme.

Nous n’avons pas besoin d’expliciter la structure de MU-algebre instable pour ob-
tenir ce résultat. Nous renvoyons le lecteur & [RW] et [BIJW] pour une telle étude.
La définition de la catégorie Ky est formelle et ne dépend pas de propriétés du
spectre MU autres que 'existence d’une MU-cohomologie continue. Cette existence
est garantie par le fait que le n-ieme terme du 2-spectre associé & MU est, pour n
assez grand, connexe et de cohomologie modulo p finie en chaque degré; mais on sait
également définir la K-théorie continue d’un espace profini. (Voir la section 1.6.)

Les propriétés (1) et (2) dépendent essentiellement de la dégénérescence de la suite
spectrale d’Atiyah-Hirzebruch associée au spectre MU et a un espace profini dont
la cohomologie continue a coefficients p-adiques est sans torsion (espace profini sans
p-torsion). Une fois celles-ci établies, la propriété (3) est de nature formelle.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004
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La démonstration du théoreme 0.1 utilise de fagon cruciale comme [DL] les proprié-
tés du foncteur T de Lannes et son interprétation géométrique. Elle repose également
sur les propriétés suivantes du spectre MU :

— La cohomologie a coeflicients p-adiques des espaces formant le 2-spectre associé
a MU est sans torsion en chaque degré ([Wi)).

— La MU-résolution cosimpliciale canonique d’un espace profini sans p-torsion in-
duit un diagramme simplicial augmenté acyclique en cohomologie modulo p (voir le
corollaire 4.2.2).

Cette derniere propriété n’est plus vraie si on remplace la MU-cohomologie par la K-
théorie. Elle vient de l’existence d’un morphisme de spectres en anneau MU — HZ/p.

Nous étendons la définition des foncteurs de division (foncteur Ty, en section 5.3)
pour prendre en compte des espaces a la source tel que le classifiant d’un p-groupe
cyclique. La cohomologie & coefficients p-adiques de BZ/p™ n’est pas sans torsion mais
on dispose cependant d’une formule de Kiinneth en MU-cohomologie ([Lan]). On en
déduit une expression de Tpz/,» comme foncteur adjoint du produit tensoriel par
1\//H\J*BZ/p” (corollaire 8.9).

Le théoréme 0.1 est un cas particulier du théoréme suivant (section 7) :

THEOREME 0.2. — Soient m un groupe de Lie compact commutatif et X un espace
profini fibrant dont la cohomologie continue a coefficients p-adiques est sans torsion ;
alors on a un isomorphisme

Tp,MU*X = MU* hom(Br, X).

On en déduit un calcul des classes d’homotopie d’applications de Bmr dans ’espace
sous-jacent & X (comparer avec la proposition 6.8 ou le théoréme 7.20 de [DL)]) :

COROLLAIRE 0.3. — Soient m un groupe de Lie compact commutatif et X un espace
profini fibrant dont la cohomologie continue a coefficients p-adiques est sans torsion ;
alors application

[Br, | X|] — Homg,,, (MU*X, MU*Br)
est une bijection.

Voici le plan de ce mémoire :

Les sections 1 a 5 exposent la théorie de I’homotopie et 'algebre nécessaires pour
obtenir les foncteurs de division en MU-cohomologie associés aux espaces fonctionnels
hom(W, X).

La section 4 est un peu a part. On y étudie d’une part I'exactitude du produit
tensoriel dans M et la commutation de ce produit tensoriel aux limites indexées par
N, d’autre part la résolution des espaces profinis par des espaces profinis sans p-torsion
et les suites spectrales associées dans l'esprit de [CS] et [Ad1].
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Les sections 6, 7 et 8 se spécialisent au cas ou W est le classifiant d’un groupe de
Lie compact commutatif.

Un long appendice expose les résultats sur les monades et algebres sur une monade
dont nous faisons constamment usage.

Les sections 1 & 5 et "appendice A commencent par un résumé des notions et
résultats exposés. Un résumé des sections 6, 7 et 8 se trouve au début du chapitre 2..

Ce mémoire fait suite & [DL] et reprend les résultats de ma theése. Qu’il me soit
permis de remercier Jean Lannes pour son encadrement constant.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004






CHAPITRE 1

COBORDISME COMPLEXE DES ESPACES PROFINIS

Nous appelons espace un ensemble simplicial (¢f. [BK, Chap. VIII]). Les espaces
et leurs morphismes forment une catégorie qu’on note S. Nous fixons par ailleurs un
nombre premier p.

1. Théorie homotopique des espaces profinis

Cette section décrit le cadre homotopique (celui des espaces profinis) et certains
invariants algébriques que nous utilisons par la suite.

Nous considérons les catégories & des ensembles simpliciaux et S des ensembles
profinis simpliciaux (ou espaces profinis). La catégorie S est munie d’une structure de
catégorie de modeles fermée au sens de Quillen ou les équivalences faibles sont les ap-
plications simpliciales continues induisant un isomorphisme en cohomologie modulo p
continue et ol les cofibrations sont les applications (simpliciales continues) injectives
degré par degré ([Mo2]).

Nous rappelons dans le paragraphe 1.1 la construction d’une résolution fibrante
d’un espace profini comme pro-p-complétion. Elle associe a tout espace profini un
diagramme filtrant d’ensembles finis simpliciaux fibrants dans S dont la limite est en-
core fibrante. (La composée du foncteur pro-p-complétion avec la complétion profinie
d’un ensemble simplicial est une version rigide de la p-complétion profinie d’Artin-
Mazur et Sullivan.) Le point essentiel est qu'une fibration principale sous I’action d’un
pro-p-groupe simplicial est une fibration dans S (Mo2]).

Dans le paragraphe 1.2 nous introduisons les objets fonctionnels hom(X,Y) € S
et hom(W,Y) € S pour W e Set X)Y € g, et leurs versions pointées, qui font de S
une catégorie de modeles fermée simpliciale. L’espace profini fonctionnel hom(W,Y)
vient avec une application d’évaluation WX hom(W,Y) — Y ou, pour tout espace
profini X, le produit mixte W XX est défini comme la colimite dans S des produits
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Wo x X, W, décrivant les sous-ensembles finis simpliciaux de W. (Nous déterminerons
la cohomologie modulo p continue de Wx X en section 5.1.)

Le paragraphe 1.3 décrit les propriétés homotopiques des objets fonctionnels intro-
duits en 1.2, principalement le fait que si Y est fibrant dans S alors :

— Tapplication d’évaluation WX hom(W,Y) — Y induit une bijection entre les
ensembles Hom, (WX X,Y) et Hom, 5(X, hom(W,Y)), ot hS désigne la catégorie
homotopique associée a S.

— L’ensemble des classes d’homotopie d’applications du point dans I’ensemble sim-
plicial sous-jacent & Y est naturellement en bijection avec I’ensemble des morphismes
de F,-algebres de HY dans Fp.

Nous comparons également, pour X(—) et Y(—) des diagrammes filtrants d’en-
sembles finis simpliciaux pointés de limite X et Y dans gpt, I’ensemble des morphismes
dans hg’pt entre X et Y avec I’ensemble des morphismes de pro-objets de hSp entre
X(—) et Y(-).

Dans le paragraphe 1.4 nous discutons brievement de la filtration squelettale d’un
espace profini puis nous revisitons quelques limites et colimites homotopiques clas-
siques et les outils algébriques associés : les tours de fibrations et la suite exacte de
Milnor, les produits fibrés homotopiques et la suite exacte longue en homotopie, les
sommes amalgamées homotopiques et la suite exacte de Mayer-Vietoris en cohomolo-
gie continue.

Le paragraphe 1.5 est consacré aux espaces profinis munis d’une action principale
d’un pro-p-groupe simplicial G. Un tel espace peut étre vu comme la fibre homotopique
d’un morphisme de but le classifiant de G. On associe a un tel morphisme une suite
spectrale de Serre dont le terme E5 est donné par la cohomologie continue du groupe G
a coefficients dans le mgG-module formé par la cohomologie continue de la fibre au
sens de [Qu2].

Dans le dernier paragraphe (1.6) nous associons a chaque théorie cohomologique
sur S représentée par un Q-spectre (M,,) une théorie cohomologique sur hS représentée
par un §2-spectre (]/\4\”), sous certaines hypotheses de finitude sur M : nous demandons
que les espaces de lacets infinis M,, formant le spectre M soient, pour n assez grand,
connexes et de cohomologie modulo p finie en chaque degré. L’espace profini M\n est
alors le p-complété profini de M,, pour n assez grand. Nous traduisons les résultats
du paragraphe 1.4 : la suite exacte de Milnor en M-cohomologie continue associée a
la filtration squelettale d’un espace profini, la suite exacte longue de Mayer-Vietoris
associée a une somme amalgamée homotopique.

1.1. Rappel sur la p-complétion profinie (d’aprés [Mo2]). — Un pro-objet
dans une catégorie C est un foncteur d’une catégorie petite et filtrante dans C. Un
morphisme entre deux pro-objets X (—) et Y (—) est un élément de ’ensemble

lim; colim; Home (X (2), Y (5)).

MEMOIRES DE LA SMF 98
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Les pro-objets et leurs morphismes forment une catégorie pro-C (voir par exemple
[AM, Appendice, §3]).

Le foncteur de la catégorie des ensembles profinis et applications continues dans
celle des pro-ensembles finis, qui associe a un ensemble profini S le pro-objet formé
des quotients finis de S est une équivalence de catégories d’inverse le foncteur limite.

On note S la catégorie des ensembles profinis simpliciaux (ou espaces profinis) et
des applications simpliciales continues. La sous-catégorie pleine S; de S formée des
ensembles simpliciaux finis en chaque degré est aussi une sous-catégorie pleine de S.
Tout espace profini est la limite filtrante dans S de ses quotients finis simpliciaux
(¢f. [Qu2, lemma 2.3])™"). L’oubli de la topologie S — S admet un adjoint a gauche
— le foncteur qui associe & un ensemble simplicial W la limite du diagramme formé
des quotients finis simpliciaux de W — qu’on appelle complétion profinie et qu’on note
W — W/, Par adjonction, le complété profini d’un ensemble simplicial W s’interprete
comme la colimite filtrante dans S des sous-ensembles finis simpliciaux de W.

Soit X un espace profini. On définit la cohomologie continue de X a coefficients dans
un groupe abélien profini 7 comme ’homologie du complexe de cochaines continues
de X & valeurs dans 7. On la note Hr*X ou, si 7 est le groupe Z/p, H*X. Par
construction, la cohomologie continue du complété profini d’un espace s’identifie a la
cohomologie ordinaire de cet espace.

Si 7 est fini la cohomologie continue Hm* X est la colimite des cohomologies ordi-
naires des quotients finis simpliciaux de X a coefficients dans 7. On a plus générale-
ment (par commutation des limites entre elles) le

LEMME 1.1.1. — Soient m un groupe abélien fini et (Xo) un diagramme filtrant d’es-
paces profinis, alors l'application colim, Hr* X, — Hr* lim, X, est un isomorphisme.

On déduit également de la formule de Kiinneth classique pour la cohomologie mo-
dulo p du produit de deux ensembles finis simpliciaux le

LEMME 1.1.2. — Soient X etY deux espaces profinis, alors lapplication H* X @ H*Y
— H*X XY est un isomorphisme.

La catégorie S posséde une structure de catégorie de modeles fermée (voir par
exemple [DwS] pour cette notion) avec pour cofibrations les applications simpliciales
injectives degré par degré et pour équivalences faibles les applications induisant un
isomorphisme en cohomologie modulo p continue ([Mo2, théoréme 1]). Tout objet
de S est cofibrant. Les objets fibrants sont par définition les espaces profinis X tels
que I'application de X dans le point a la propriété de relevement a droite par rapport
aux cofibrations qui sont des équivalences faibles. On note hS la catégorie homotopique
associée.

(DDan Isacksen m’a indiqué que les catégories Set pro-St ne sont cependant pas équivalentes.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004
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Résolution fibrante. — On dit qu’une application Y — X entre espaces profinis est
une fibration principale sous ’action d’un pro-p-groupe simplicial G si Y est muni
d’une action (continue) de G libre degré par degré et si Papplication ¥ — X est
isomorphe & la projection Y — Y/G. La proposition suivante est essentielle :

PROPOSITION 1.1.3 ([Mo2]). — Soient X etY deux espaces profinis et Y — X une
fibration principale sous l'action d’un pro-p-groupe simplicial, alors Y — X est une
fibration dans S.

Soit W un ensemble simplicial. On note Res* W sa [F,-résolution cosimpliciale,
Tots Res® W le s-ieme espace total partiel associé et P* Tots Res® (W) la t-troncature
de Postnikov de I’espace Tots Res® (W) ([BK, part I]).

Soient X un espace profini. On note, pour tout entier s, R4 X 1’espace profini

limg Tots Res* (X/Q),

@ décrivant I’ensemble des relations d’équivalence simpliciales ouvertes de X, et RX
la limite sur s des RsX. Posons R_1 X comme l'espace profini réduit au point. Les
applications Rs X — R,_1.X sont des fibrations principales sous ’action de Fj,-espaces
vectoriels profinis simpliciaux. En particulier les espaces profinis R; X et leur limite
RX sont fibrants (¢f. [Mo2, §2.1]). Pour chaque quotient fini simplicial X/Q, I'appli-
cation X/Q — Tots Res®(X/Q) induit un isomorphisme

colims H* Tot,s Res* (X/Q) — H*X/Q

([BK, chap.III, §6]). On en déduit que lapplication X — RX est une équivalence
faible. L’espace profini RX est donc une résolution fibrante fonctorielle de X dans S.
On note X (—) le pro-objet formé des espaces P! Tot, Res*(X/Q). Chacun de ces
espaces est p-fini, c’est a dire est un ensemble fini simplicial fibrant dans S dont les
groupes d’homotopie sont, pour tout choix du point base, des p-groupes finis, triviaux
sauf pour un nombre fini d’entre eux. Chacun de ces espaces est également fibrant
dans & pour la méme raison que les espaces profinis Rs X. Les applications X — X (1)
induisent un isomorphisme RX — lim; X ( ). On appelle X (—) le pro-p-complété de X.
Soit X un ensemble simplicial. On note encore X (—) le pro-objet formé des espaces
P! Tots Res* (X / Q), X/Q décrivant les quotients finis simpliciaux de X, et X? la limite
de X(—) dans S. On dispose d'un morphisme du pro-objet constant X dans X (—).
Puisque le morphisme colimg H*X/Q — H*X est un isomorphisme, il en est de méme
du morphisme H*X? — H*X. L’ensemble simplicial sous-jacent a XP est isomorphe
dans hS au p-complété de Sullivan de X. On appelle XP le p-complété profini de X.
Un rétract d’un espace profini fibrant est fibrant. Inversement on a :

LEMME 1.1.4. — Soit X un espace profini fibrant, alors X est rétract de RX.

Démonstration. — Pour chaque quotient fini simplicial X/@Q de X I'application X/Q
— Tot Res*(X/Q) est injective degré par degré donc l'application X — RX est une
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1. THEORIE HOMOTOPIQUE DES ESPACES PROFINIS 11

cofibration. Comme c’est également une équivalence faible, la propriété de relevement
a droite appliquée a la fibration X — pt donne ’existence d’un rétract. O

Comme la catégorie S, la catégorie S possede un analogue pointé Spt Un objet
de S, ot est la donnée d’un morphisme pt — X dans S ou pt est I’ensemble simplicial
constant égal au point. Un morphisme de Spt est un morphisme de S respectant le
point base. Observons qu’'un espace profini non vide peut toujours étre pointé et que
I’oubli du point base gpt — S admet un adjoint a gauche : le foncteur qui associe a
un espace profini X la réunion disjointe de X et d’un point base, qu’on note X ;. Ob-
servons également que le complété profini d’un espace pointé est naturellement pointé
et que le foncteur X — X est compatible avec la complétion profinie des espaces.
On note hgpt la catégorie homotopique associée a S\pt. Par construction ’ensemble
Hom, g (X4,Y) s’identifie & I’ensemble Hom, 5(X,Y") pour tout X € SetY e ‘SA‘pt,

1.2. Objets fonctionnels. — Soit W un ensemble fini simplicial. Rappelons que
lobjet fonctionnel S — S, Y — hom(W,Y) est 'adjoint & droite du foncteur Z +—
W x Z.

Notons Sk W le sous-ensemble simplicial de W engendré par les simplexes de degré
inférieur ou égal & s. Lorsque Y est profini, I’espace fonctionnel hom(W,Y"), comme
limite des espaces hom(Sks W,Y'), est naturellement profini et comme tel 1'adjoint a
droite dans S en Y du foncteur Z — W x Z. On a donc une bijection naturelle

Homg(W x Z,Y) ~ Homg(Z, hom(W,Y)).

En particulier notons A[n| le simplexe standard de dimension n ; ¢’est un ensemble fini
simplicial. L’ensemble profini des n-simplexes de hom(W,Y") s’identifie & I’ensemble
profini Homg(W x A[n],Y’) et la structure simpliciale de hom(W,Y") est induite par
la structure cosunphmal de lobjet [n] — Aln].

Soit maintenant X un espace profini. Il existe un ensemble simplicial hom(X,Y")
caractérisé par la bijection

Homg(X x W,Y) ~ Homs (W, hom(X,Y))
naturelle en W € Sg et XY € S. L’application d’évaluation W x hom(W,Y) — Y
dans S induit alors un isomorphisme
hom(W x X,Y) «—— hom(X, hom(W,Y))
entre ensembles simpliciaux.
L’objet fonctionnel X, Y — hom(X,Y) fait de S une catégorie de modeles fermée

simpliciale (¢f. [Qul, II, §1, 2]) : Le fait que pour toute cofibration X — X’ et pour
toute fibration Y — Y’ dans S I'application

hom(X’,Y) — hom(X,Y) Xpom(x,y7) hom(X', Y”)

est une fibration de S et une équivalence faible si de plus X — X' ou Y — Y’ lest
dans S vient par adjonction de ce que pour toute application injective W — W'
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12 CHAPITRE 1. COBORDISME COMPLEXE DES ESPACES PROFINIS

entre ensembles finis simpliciaux (plus généralement pour toute cofibration W — W’

-~

dans S) lapplication
(X x W Uxxw (X' x W) — X' x W’

est une cofibration de & qui est une équivalence faible si W — W’ ou X — X' ’est. Ce
dernier point s’obtient par la formule de Kiinneth en cohomologie modulo p continue
(lemme 1.1.2) et en appliquant la suite exacte longue de Mayer-Vietoris.

En particulier pour X et Y dans S, , Pensemble simplicial hom(X,Y") est fibrant des
que Y est fibrant.

Lorsque W, X et Y sont pointés, les objets fonctionnels hom(W,Y) € S et
hom(X,Y) € S admettent des versions pointées : Notons, pour Z un espace profini
pointé, X vV Z la somme de X et de Z au dessous du point et X A Z le quo-

tient (W x Z)/(W V Z) (dans S). Les objets fonctionnels homp(W,Y) € Sy et
homp (X,Y") € Spt sont caractérisés par les bijections naturelles

Homg (WANZY)~ Homg (Z,homy, (W, Y))

et
Homg, (X AW.Y) = Homs,, (W, homy:(X,Y)).

L’application d’évaluation W A homy(W,Y) — Y induit & nouveau un isomorphisme
dans S
homp (W A X,Y) P homp, (X, homp (W, Y)).

Comme S la catégorie §pt est une catégorie de modeles fermée simpliciale. En particu-
lier pour tout paire X,Y d’espaces profinis pointés I’ensemble simplicial homp (X, Y")
est fibrant si Y est fibrant.

L’adjonction entre S et gpt induit, pour tout espace profini X, un isomorphisme
canonique homp(X4+,Y) ~ hom(X,Y) entre ensembles simpliciaux pointés (entre
ensembles profinis simpliciaux pointés si X est un ensemble fini simplicial), le second
étant pointé par la composée X — pt — Y. Via cet isomorphisme, les énoncés dans
g‘m qui suivent ont une version non pointée que nous sous-entendrons le plus souvent.

Parce que W est fini en chaque degré, le foncteur S\pt — gpt, X — WAX commute
aux colimites. Par adjonction le foncteur ‘SA‘pt — Spt, X — homy(X,Y) transforme
les colimites en limites.

Cas particulier. — Notons S le quotient du simplexe standard A[l] de dimension 1
par son bord ; ¢’est un ensemble fini simplicial équivalent faiblement au groupe abélien
simplicial K(Z, 1) mais qui n’est pas fibrant dans S (le groupe fondamental de K(Z, 1)
est infini). Pour X et Y des espaces profinis pointés, on note ¥ X Pespace profini pointé
SAX (la suspension de X) et QY l'espace profini pointé homp(S,Y") (I'espace profini
de lacets de Y'). On a donc un isomorphisme naturel homp (XX, Y") ~ homy (X, QY).

Soient a nouveau X et Y deux espaces profinis pointés et soit W un ensemble sim-
plicial pointé quelconque qu’on écrit comme la colimite filtrante de ses sous-ensembles
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1. THEORIE HOMOTOPIQUE DES ESPACES PROFINIS 13

finis simpliciaux pointés W,. On définit I’espace profini pointé homp(W,Y") comme
la limite dans gpt des espaces profinis homy (W, Y). Dualement on définit 'espace
profini pointé WAX (respectivement X AWW) comme la colimite dans gpt des espaces
profinis W, A X (respectivement X A W,,). Les bijections qui précedent pour W fini
simplicial induisent par passage a la limite des bijections

Homg (WAX,Y) <— Homg (X,homy(W,Y))

et
Homg (XAW,Y) «~— Homys,, (W, homp(X,Y))

correspondant & des applications d’évaluation Wﬁhompt(VV7 Y) — Y dans S\pt et
X Khompt(X ,Y) — Y dans Spe, et plus généralement des isomorphismes

homp, (WAX,Y) «—— homp (X, homp (W, Y))

et
homp,(XAW,Y) «—— homy (W, homy (X, Y))
dans Sp¢ naturelsen W € S et X, Y € S\pt.

Pour W et X dans S et § respectivement nous notons Wx X la colimite des espaces
profinis W, x X dans S de sorte que l’espace profini pointé (W;ZX )+ s’identifie
aWLAX,.

Notons |Y| 'ensemble simplicial sous-jacent & un espace profini Y. (Le foncteur
Y — |Y] est 'adjoint & droite de la complétion profinie W — W/ .) Les applications
Wo — W/ induisent une application WAX — WInX qui est un isomorphisme dans

~

Spt si X est fini simplicial, d’olt un isomorphisme
homp, (WY, Y) ~ [homp (W, Y)| = hom (W, |Y])
dans Sp¢ donnant une structure naturelle d’espace profini a ’espace homy (Wf ,Y).

LEMME 1.2.1. — Soient W un ensemble simplicial pointé et Y un espace profini
pointé fibrant; alors l’espace profini homy(W,Y) est fibrant.

Démonstration. — On observe d’abord que les applications homp(W,R,Y) —
homp (W, Rs-1Y") sont des fibrations principales sous 'action de F,-espaces vecto-
riels profinis simpliciaux donc que la limite homyp(W,RY") est fibrante. On utilise
ensuite le fait que Y est rétract de RY (lemme 1.1.4) donc homy, (W,Y) est rétract
de homp (W, RY) donc est fibrant. O

1.3. Groupes d’homotopie. — Soit X un ensemble simplicial. Rappelons qu’on
définit I’ensemble 7y X comme le coégalisateur des applications dg,d; : X7 = Xj.
Pour tout espace Y 1’ensemble 7o hom(X,Y") est par définition I’ensemble des classes
d’homotopie simpliciale d’applications de X dans Y. Lorsque Y est fibrant celui-ci
s’identifie & 'ensemble Homys(X,Y) ([Qul]). De méme, si X et Y sont pointés et Y
est fibrant alors mohomy (X,Y") s’identifie & Homys , (X,Y).
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14 CHAPITRE 1. COBORDISME COMPLEXE DES ESPACES PROFINIS

Le foncteur X — mpX jouit des propriétés suivantes :

— L’application de X — X induit un isomorphisme (F,)™* — HX.
— Notons Homg,-a15(H°X,F,) Densemble (profini) des morphismes d’algebres de
H°X dans I, ; Papplication

moX ~ Homyps(pt, X) — Hompg, o1, (H°X,F,)

est une bijection si o X est fini.

La proposition suivante ([DL, prop.1.1.3]) indique la commutation de my avec
certaines limites filtrantes :

PROPOSITION 1.3.1. — Soit X(—) un diagramme filtrant d’ensembles finis simpli-
ciauz fibrants dans S ; alors Uapplication mo lim; X (i) — lim; mo X (4) est une bijection.

Soit maintenant X un espace profini pointé. Les applications d°, d* : A[0] — A[1] et
0 : A[1] — A[0] induisent pour tout espace profini pointé X des applications X VX —
XAA[1] 4+ et XAA[1]4+ — X qui font de X AA[1]4+ un (bon) objet cylindre pour X dans
gpt : les applications X — X AA[1]; sont des cofibrations et des équivalences faibles et
Papplication X AA[1]4 — X est une équivalence faible. On en déduit que lorsque Y est
un espace profini fibrant les ensembles mohomp(X,Y") et mo hom(X,Y") s’identifient
aux ensembles Hom, S (X,Y) et Hom, 5(X,Y) respectivement. En particulier les
isomorphismes entre objets fonctionnels décrits dans la section précédente donnent,
si Y est fibrant, des bijections naturelles

Homhgpt (WAX,Y) ~ Homhgpt (X, homp(W,Y)) et
Hom, g (XAW,Y) ~ Homys,, (W, homp(X,Y)) pour W € Sy et X,Y € «SA'pt,
Hom, 5 (/Wf, Y) ~ Homys,, (W, |Y]) pour W e SpretY € S\pt

et leurs versions non pointées. (Observons que les espaces pointés (profini pour le
premier) homp (W, Y"), homy:(X,Y) et |Y]| sont fibrants dans Sp¢ (dans §pt pour le
premier) si Y est fibrant dans S\pt,)

Les deux premieres bijections montrent qu’une équivalence faible W — W' dans
Spt induit des équivalences faibles WAX — W/AX et homy (W', Y) — homy (W, Y)
dans gpt si Y est fibrant. Voir aussi le corollaire 5.1.4 de la section 5.

Cas particulier. — L’isomorphisme naturel hom(XX,Y") ~ homp (X, Y") induit
une bijection Homhgpt EX,Y) ~ Homhgpt (X,QY) powr X,Y € ‘SA‘pt avec Y fibrant.
Notons R'W la résolution fibrante dans S d’un ensemble simplicial . On dispose
d’une application S — R’(S Vv S) faisant de S un objet en cogroupe de hSp;. On en
déduit, pour tout espace profini X et tout espace profini fibrant Y une structure
naturelle d’objet en cogroupe sur X et d’objet en groupe sur 2Y dans hgpt. Avec
ces structures la bijection Hom, g (EX,Y) ~ Hom, g (X, QY) est un isomorphisme
de groupes.
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Comparaison avec la catégorie pro-hSp;. — Soient X et Y deux ensembles finis sim-
pliciaux pointés. L’application ¥ — |RY’| dans Syt induit une application

Homys,, (X,Y) — Homys,, (X, |[RY]) ~ Homhgpt (X,Y).

PROPOSITION 1.3.2. — Soient X (—) un pro-ensemble fini simplicial pointé de limite
X dans Syt et Y un espace p-fini pointé, alors Uapplication

colim; Homys,, (X (j),Y) — Hom, 5 t(X7 Y)
est une bijection.

Démonstration. — On commence par observer que le morphisme du pro-espace p-
fini constant Y dans le pro-p-complété 17(—) induit un isomorphisme en cohomologie
modulo p continue donc est un pro-isomorphisme dans hSp¢ ((Mol, Théo. 2.4.1]), donc
également un pro-isomorphisme dans hgpt (deux applications entre ensembles finis
simpliciaux fibrants dans S qui coincident dans hS sont simplicialement homotopes
donc coincident dans hS).
Pour chaque couple d’indices (4, j) lapplication
(i)

Homy,s, (X (4), Y (i)) — Hom, 5 (X(4),Y (i))

-~

est bijective (Y (i) est fibrant dans S). L’application
colim; Homys,, (X (j), Y (i) — Hom, g (X,Y (i)

est bijective puisque l'application colim; homp (X (j), Y () — homyp (X, Y (i) est un
isomorphisme dans S. On en déduit le résultat. O

COROLLAIRE 1.3.3. — Soient X(—) un pro-ensemble fini simplicial pointé et Y (—)
un pro-espace p-fini dont on note X etY les limites respectives dans ‘SA'pt. On suppose
que X est isomorphe au complété profini d’un ensemble simplicial, alors on a une
bijection naturelle

Hom, g (X,Y) =~ Homprons, (X (=), Y(=))-

Démonstration. — Puisque X est isomorphe au complété profini d’un espace, les es-
paces homy, (X, Y (7)) sont naturellement (en ¢) limites d’ensembles finis simpliciaux
fibrants dans S donc 'application

Homhgpt (X,)Y) ~ Homhgpt (X,RY) — lim; Homhgpt (X,Y (1))
est bijective par la proposition 1.3.1 et I'interprétation des ensembles Hom, S, (—,-)
comme 7y d’espaces fonctionnels. On en déduit par la proposition ci-dessus une bi-
jection
Hom, g (X,Y) ~ Homprons,, (X (=), Y (—)).

On conclut en observant a nouveau que les pro-espaces p-finis pointés }A’(f) et Y(—)
sont isomorphes dans pro-hSy; puisqu'on a des morphismes Y (i) — Y (i) (—) et
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16 CHAPITRE 1. COBORDISME COMPLEXE DES ESPACES PROFINIS

Y (=) — Y (i) (~) induisant des isomorphismes colim; ; H* (Y (i) (j)) — colim; H*Y (i)
et colim, ; H*(Y (i) (j)) — colim; H*Y (). O
REMARQUE. — Le corollaire n’est pas vrai sans hypothese sur X, voir la section
suivante pour le cas olt Y (—) est une tour.

mo d’un espace profini. — Soit X un espace profini. On note encore myX le coégali-

sateur des applications dg, d; : X3 = X dans la catégorie &ns des ensembles profinis.

Par construction le foncteur S — (5/'11\8, X — mpX commute aux limites filtrantes.
Rappelons qu’on note |X| 'ensemble simplicial sous-jacent a X.

ProproSITION 1.3.4. — Soit X un espace profini, alors :

(a) L’application X — mpX induit un isomorphisme entre ’ensemble des applica-
tions continues de moX dans Fy, et HOX, et une bijection Hom, g(pt, X) 5 moX.

(b) L’application d’évaluation moX — Homp, a1g(H°X,Fy) est un homéomor-
phisme.

(c) Supposons X fibrant alors Uapplication X — moX induit une bijection entre
mo|X| et Uensemble sous-jacent d mpX.

Démonstration. — La premieére partie du point (a) et le point (b) s’obtiennent en
écrivant X comme la limite de ses quotients finis simpliciaux. Le point (b) montre
que X — moX transforme les équivalences faibles en homéomorphismes. La deuxieme
partie du point (a) se raméne donc au cas ou X est fibrant, lequel vient de ce que
pty A A[l]4 est un objet cylindre pour pt (cf. [Qul]).

Le point (c) s’obtient en considérant le diagramme

7T0|X| ——— X

| ]

7T0|RX| —— moRX

L’application X — RX est une équivalence faible entre objets fibrants donc une
équivalence d’homotopie simpliciale, donc induit une équivalence faible entre les en-
sembles simpliciaux sous-jacents. Les applications moX — moRX et mo| X | — mo|RX]|
sont donc des bijections. Par la proposition 1.3.1, 'application mo|RX| — lim; wo)?(i)
est une bijection. L’application mpRX — lim; ﬂo)? (1) est également une bijection.
L’application mo|RX| — moRX est donc bijective. O

REMARQUE. — La bijection Hom, s(pt, X) =~ mX munit le premier ensemble
d’une structure profinie naturelle. Les points (a) et (b) montrent que l’applica-
tion Homhg(pt,X ) — Hom]Fp_Alg(HoX, F,) est une bijection (homéomorphisme
d’ensembles profinis).

Supposons X pointé et fibrant et soit k un entier strictement positif. On définit le
k-ieme groupe d’homotopie 7, X comme le my de I'espace de lacets itéré Q% X.
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Toute équivalence faible entre espaces profinis fibrants induit une équivalence faible
entre leurs espaces de lacets qui sont fibrants, donc induit un isomorphisme entre les
groupes d’homotopie. Le fait que le foncteur 7y transforme les équivalences faibles de S
en homéomorphismes et qu’il commute aux limites filtrantes dans S (par construction)
montre que le morphisme du pro-objet constant X dans le pro-p-complété X (—) induit
pour tout entier £ un isomorphisme 7 X — lim; ﬂk)? (). En particulier m; X est un
pro-p-groupe pour tout k > 1.

1.4. Quelques limites et colimites homotopiques

Filtration squelettale. — Soient X un espace profini et n un entier. On note Sk, X
et on appelle n-ieme squelette de X le sous-ensemble simplicial de X engendré par
les simplexes de degré inférieur ou égal a n. Pour tout entier £ ’ensemble des k-
simplexes de Sk, X est fermé dans X de sorte que Sk, X est un sous - ensemble
profini simplicial de X.

Pour tout entier n I'espace profini Sk, X est la somme amalgamée du diagramme

Xn X A[n] — Xn X Skn—l A[n] — Skn—l X

induit par I'application évidente X,, x A[n] — X, ou X,, est pris comme ensemble
profini simplicial constant. Les morphismes Sk, _1 X — Sk, X sont des cofibrations
et X est la colimite dans S de la suite (stationnaire degré par degré) formée par les
Sk, X.

Le lemme suivant nous sera utile dans la section 8 :

LEMME 1.4.1. — Soient X et Y deux espaces profinis. On suppose que X est de
dimension finie ; alors l'application

colim, Hom, 5(X, Sk, Y') — Hom, 5(X,Y")

est une bijection.

Démonstration. — Soit s un entier et notons Y (—) le diagramme des quotients finis
simpliciaux de Y'; alors le diagramme Sks; Y (—) a pour limite Sk, Y dans S. Pour
chaque indice « 'application Sk, Y (o) — Y («) induit en cohomologie modulo p un
isomorphisme en degré inférieur strictement a s donc induit une équivalence d’ho-
motopie entre les (s — 1)-troncatures de Postnikov des p-complétés de Bousfield-
Kan de Sk; Y () et Y(a) ([BK, Ch. I, lemma 6.2]). En passant a la limite sur o
et par construction de la résolution fibrante dans S on en déduit que ’application
R Sks Y — RY induit une équivalence d’homotopie au niveau des (s — 1)-troncatures
de Postnikov, donc, pour tout espace profini X de dimension inférieure strictement
a s, une bijection mo hom(X, R Sks;Y) — mp hom(X,RY). O
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Limite d’une tour de fibrations. — Nous utilisons le résultat suivant ([BK, Chap.IX,
thm 3.1]) :
ProproSITION 1.4.2. — Soit --- — X,, — -+ — X_1 = pt une tour de fibrations

entre espaces pointés, alors :

(a) Les applications lim,, X,, — X,,, m € N, induisent une surjection
o lim,, X,, — lim,, 1 X,

entre ensembles pointés.
(b) L’image réciproque par cette surjection du point base de lim, moX,, s’identifie
a Uensemble lim}, 711 X,

Dans le point (b), le terme lim}I G, pour une tour de groupes (G,,,J : Gny1 — Gp)
est défini comme lensemble des orbites de 'action du groupe [[ G, sur I'ensemble
sous-jacent a [] G,, donné par (g,,) - (zn) = (gn@n(jgns+1)~ ). Cf. [BK, Chap IX, §2].

COROLLAIRE 1.4.3. — Soient (--- X, = Xp41 — -+ ) une suite de cofibrations entre
espaces profinis pointés, (Y,) une tour d’espaces profinis pointés fibrants et ¢ un
élément de lim,, Homhgpt (Xn,Ys) dont on note @y, la projection sur Homhgpt (X0, Y2).
Alors Uapplication

Homh§m (colim,, X, lim, Y;,) — lim, Homhgpt (Xn,Yn)

est surjective et l’image réciproque de ¢ par cette application s’identifie a l’ensemble
hmrlz T (hompt (Xn; Yn)a San)

Démonstration. — On commence par choisir une tour (Y,)) et un morphisme de tours
(Y.,) — (Y}}) tels que chaque application Y,, — Y} soit une équivalence faible et chaque
application Y,, ,; — Y}, soit une fibration. L’application lim,, ¥;, — lim,, Y, induit un
isomorphisme en cohomologie modulo p continue donc est un isomorphisme dans hS, pt-
On applique ensuite la proposition a la tour de fibrations (homp (X, Y,!))n. O

Fibres homotopiques. — La proposition suivante est vraie dans toute catégorie de
modeles fermée ([GJ, Chap.II, §8, lemma 8.10]) :

PROPOSITION 1.4.4. — Soient Z — X « Y et Z/ — X' « Y’ des diagrammes
d’espaces profinis fibrants et (Z — X <« Y) — (Z' - X' — Y’) un morphisme de
diagrammes. On suppose que les applications Z — 7', X — X' et Y — Y’ sont des
équivalences faibles et que les applications Y — X et Y' — X' sont des fibrations.
Alors Uapplication Z xxY — Z' xx/ Y’ est une équivalence faible.

Soit X un espace profini pointé fibrant. On pointe le simplexe standard A[1] par
la coface d! : A[0] — A[1] et on note PX l'espace profini pointé homp(A[1], X).
Comme Dapplication d! est une cofibration triviale, application PX — pt est une
équivalence faible.
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L’application d’espaces pointés d° : A[0]; — A[l] induit une fibration PX — X.
Pour tout espace profini pointé fibrant Y et toute application Y — X on appelle fibre
homotopique de Y — X et on note Fy_, x le produit fibré Y x x PX (qui est fibrant
dans S\pt).

Observons que si Y est réduit au point, la fibre homotopique de ’application Y — X
s’identifie a ’espace de lacets QX.

Soit Y — X un morphisme entre espaces profinis pointés fibrants. La fibre homo-
topique de 'application Fy_, x — Y s’identifie a la limite du diagramme formé de la
composée PY — Y — X et de PX — X. En particulier ’équivalence faible pt — PY
induit une application du produit fibré pt x x PX = QX dans Fg, _ , .,y qui est une
équivalence faible par la proposition qui précede.

Nous rappelons enfin :

ProrosiTION 1.4.5. — Soit Z — X «— Y un diagramme entre espaces pointés fi-
brants. On suppose que l'application Y — X est une fibration, alors :

(a) L’application f : mo(Z xxY) — 7oZ Xpox oY est une surjection entre en-
sembles pointés.

(b) Le groupe m1 X opére sur Uensemble mo(Z X x Y') au dessus de moZ X pyx oY .

(¢) L’image réciproque par f du point base de moZ Xqox moY s’identifie au m X -
ensemble 1 X/Im(m Z Xz, x mY — m X).

On en déduit une suite exacte en homotopie de type « Mayer-Vietoris ».

On peut remplacer espaces pointés fibrants par espaces profinis pointés fibrants
dans la proposition ci-dessus. La démonstration est analogue au cas classique et est
également conséquence du cas classique par le point (c) de la proposition 1.3.4.

Cofibres homotopiques. — Soit Z «+— X — Y un diagramme d’espaces profinis. On
suppose que l'application X — Y est une cofibration (i.e. est injective degré par
degré). Le complexe de cochaines continues C*(X;F),) est alors la somme amalgamée
de C*(Y;F)) et de C*(Z;F,) au dessous de C*(Z Ux Y;F,) de sorte qu’on obtient la
suite exacte longue de Mayer-Vietoris en cohomologie modulo p continue :

— H(ZuxY) —-HYoHZ —HX —H(ZUuxY) — -

On se sert de cette suite exacte pour montrer que les catégories de modeles fermées
Set §pt sont simpliciales.

La proposition suivante est la version duale de la proposition 1.4.4 et est une
application directe de la suite exacte de Mayer-Vietoris :

PROPOSITION 1.4.6. — Soient Z «— X — Y et Z' «— X' — Y’ des diagrammes
d’espaces profinis et (Z — X —-Y) — (Z' «— X' = Y’) un morphisme de dia-
grammes. On suppose que les applications Z — Z', X — X' et Y — Y’ sont des
équivalences faibles et que les applications X — Y et X' — Y’ sont des cofibrations.
Alors Uapplication Z Ux Y — Z' Ux/ Y’ est une équivalence faible.
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On construit la cofibre homotopique d’'un morphisme X — Y entre espaces profinis
pointés comme la somme amalgamée Y Ux CX, ot CX est le cone X AA[1] au dessous
de X A A[0]4+ via la coface d°. On la note Cx_.y-.

On observe que si Y est réduit au point alors Cx_,y s’identifie a la suspension XX
et que pour Y général on a une équivalence faible canonique Cy ¢, _, — XX.

Pour terminer soit Z «— X — Y un diagramme d’espaces profinis pointés tel que
Papplication X — Y soit une cofibration et soit Y/ un espace profini pointé fibrant.
L’espace fonctionnel homy(Z Ux Y,Y”) est le produit fibré

hOl’Ilpt (Z’ YI) X homp (X,Y) hompt (Y, YI)

et Papplication homy (Y, Y”) — homp(X,Y”) est une fibration dans Spy. On dispose
alors de la proposition 1.4.5 reliant les groupes d’homotopie de ces espaces fonctionnels
pour tout choix d’un point base de homp(Z Ux Y, Y”).

Prenons en particulier le diagramme Y «— X — CX associé a un morphisme
X —Yde §pt et pointons les espaces fonctionnels par 'application trivial. On obtient
la suite exacte de Puppe

Homhgpt (X,Y) — Homhgpt (Y, Y') — Homhgm(CX_,y, V') e—

Hom,g (5X,Y') «— Homyg (SY,Y) - .

1.5. Action d’un pro-p-groupe abélien simplicial. — Soit G un pro-p-groupe
simplicial ; la construction classique du classifiant de GG fournit une fibration principale
EG — BG de groupe G. Les espaces profinis EG et BG sont fibrants et 'application
EG — pt est une équivalence faible (voir [Mo2, 1.5]).

Soit X un espace profini muni d’une action de G (X est muni d’une application
G x X — X dans S vérifiant les axiomes d’'une action). On définit l'espace profini
Xne comme la construction de Borel EG x¢ X (le quotient de EG x X par Paction
diagonale de G). On dispose d’une équivalence faible G-équivariante du produit fibré
EG xpa Xng = EG x X (avec action principale de G) dans X.

Inversement soient Y un espace profini fibrant et Y — BG un morphisme dans S.
Alors le produit fibré EG xpg Y est fibrant; il est canoniquement isomorphe dans
hS & la fibre homotopique de Y — BG; il est muni d’une action principale de G et
Papplication induite EG x ¢ (EG xggY) — Y est une équivalence faible entre espaces
profinis au dessus de BG. On dira par abus que la fibre homotopique de Y — BG est
munie d’une action de G.

Supposons maintenant que G est fini simplicial, I’espace EG a alors la méme pro-
priété. On définit P’espace des points fixes homotopiques XP¢ comme l’espace des
points fixes de l'espace fonctionnel hom(EG, X) pour 'action de G & la source et au
but (I'espace des applications G-équivariantes de EG dans X). Il est naturellement
profini. L’espace profini des points fixes homotopiques X"¢ s’interpréte comme la
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fibre en identité de la fibration hom(BG, Xpg) — hom(BG,BG) dans S; ¢f. [Lal,
49].

Suite spectrale de Serre associée a une action principale de G. — La construction par
Dress ([Dr]) de la suite spectrale de Serre s’adapte au cadre profini : Soit Y — X une
application entre espaces profinis fibrants. On note E;; I’ensemble des diagrammes
commutatifs

Als] x Alt] —— Y

|

Als| —— X

dans S, ot A[s] désigne le simplexe standard de dimension s et oit A[s] x Alt] — Als]
est la projection sur le premier facteur. La structure cosimplicial sur ’ensemble des
Als] induit une structure d’ensemble profini bisimplicial sur (Fs¢)s+ qu’on note E, ,.

Soit 7 un p-groupe abélien fini et notons C** le bicomplexe des cochaines continues
de E, . a coefficients dans 7. Le complexe total Tot* C' = Dsrt=«C>t admet une
filtration décroissante par les sous-complexes F Tot C' = @surt:*,sf}scsl’t.

On appelle suite spectrale de Serre en cohomologie continue a coefficients dans 7
associée a l'application Y — X la suite spectrale associée a cette filtration. C’est
une suite spectrale du premier cadrant avec une différentielle d,. de bidegré (r,1 —r),
r > 1, de terme Ey* = H*([s'] — H'E, ). Elle converge fortement vers ’homologie
du complexe Tot C'.

Le complexe total admet une autre filtration décroissante par les complexes

’
Ft/ TotC = @S+t/:*7t/>tcs’t y

d’ott une seconde suite spectrale convergeant fortement vers I’homologie du méme
complexe total et de terme Ef** = HY([t'] — H*E, ;). Les applications A[t] — pt in-
duisent des équivalences faibles Y — E, ; donc, pour tout entier positif s, un isomor-
phisme de I’objet simplicial constant [t] — H7m*Y dans l'objet simplicial [¢{] — H*E, ;.
On en déduit que le terme Eg’s de la suite spectrale associée a la deuxieme filtration
est isomorphe a Hr®*Y si ¢ = 0 et 0 sinon, d’ou un isomorphisme canonique entre
I’homologie de Tot C' et la cohomologie continue de Y & coefficients dans .

Rappelons que si G est un pro-p-groupe simplicial et M un myG-module discret
(i.e. tel que les orbites des éléments de M sous l'action de myG sont finies) on définie
la cohomologie continue de G a coefficients dans M comme la colimite, U décrivant
les sous-groupes distingués ouverts de G, des cohomologies des classifiants de G/U a
coefficients dans le systéme de coefficients locaux M™Y ([Qu2]).

PROPOSITION 1.5.1. — Soient G un pro-p-groupe simplicial, X un espace profini fi-
brant et X — BG une application, alors le terme E;’t de la suite spectrale de Serre
associée s’identifie au t-ieéme groupe de cohomologie continue de G a coefficients dans
le moG-module discret Hn'(EG xpg X).
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Démonstration. — La proposition est vraie lorsque X et G sont finis en chaque degré.
Dans le cas général, 'application X — BG s’écrit comme la composée X — RX — BG
(car X est rétract de RX) pour une application RX — BG unique & homoto-
pie preés. L’application RX — BG est limite d’applications )?(za) — B(G/Uy,),
1o et U, décrivant respectivement une sous-catégorie cofinale de la catégorie index
de X (—) et un sous-ensemble final de I’ensemble des sous-groupes distingués ou-
verts de G ordonné par 'inclusion. La suite spectrale de Serre associée a 'applica-
tion RX — BG est alors la colimite filtrante des suites spectrales de Serre associées
aux applications X (i) — B(G/Us). On conclut en observant que la cohomologie
continue de G & coefficients dans le moG-module discret Hr!(EG xpg RX) est coli-
mite des cohomologies des groupes G/U, & coefficients dans les mo(G /U, )-modules
Hr' (E(G/Uq) XB(G/u.) )/(:(za)) par le lemme 2.4 de [Qu2]. O

Soient X,Y deux espaces profinis munis d'une action de G et X — Y une équi-
valence faible G-équivariante. La convergence de la suite spectrale de Serre et la
description du terme Eo montrent que le morphisme induit Xy — Yng est une équi-
valence faible. Supposons X et Y fibrants dans S ; les constructions de Borel associées
le sont alors également. Supposons G fini simplicial ; on déduit de ce qui précede et
de I'interprétation de I’espace profini des points fixes homotopiques que le morphisme
XhG  YhG est une équivalence faible.

1.6. Cohomologie continue des espaces profinis. — Soit M le Q2-spectre d’une
théorie cohomologique multiplicative sur S (c¢f. [Ad2, Part. I1I]). On dispose donc
d’une suite d’espaces pointés fibrants M,,, n € Z, d’équivalences d’homotopie M,, —
QM,, 41 et d’applications M,, x M,, — M 4+m, etc. faisant de la suite des M,, un objet
en anneau gradué commutatif unitaire de hS.

On suppose que le spectre M est —1-connexe, i.e. que les espaces M, sont (n —1)-
connexes pour tout n > 0, et que la cohomologie modulo p des espaces M, est de
dimension finie en chaque degré pour tout n > 1.

LEMME 1.6.1

— Soit X un espace simplement connexe dont la cohomologie modulo p est finie en
chaque degré, alors ’application (QX),"’\ — QXP est une équivalence faible (dans §)

— Soient X et'Y deux espaces tels que la cohomologie modulo p de X ou de Y est
finie en chaque degré, alors Uapplication (X x Y)5 — XP x VP est une équivalence
faible.

Démonstration. — Pour le premier point on montre que le morphisme du pro-espace
constant QX dans QX (—) induit un isomorphisme en cohomologie modulo p continue
en comparant la suite spectrale d’Eilenberg-Moore en cohomologie modulo p de la
fibration QX — PX — X (qui converge fortement parce que le groupe m X est tri-
vial) avec la colimite des suites spectrales d’Eilenberg-Moore associées aux fibrations
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d’espaces p-finis QX (i) — PX (i) — X (). Le second point s’obtient en comparant les
formules de Kiinneth pour X x Y et pour X(—) x Y(—). Voir aussi [BK, chap. VI,
prop. 6.5]. O

Le lemme indique que pour tout entier n > 1 I'application (M, )p — Q( n+1)
composée des applications (Mn);’\ — (QMnH);’\ et (QMnH);’\ — Q(MnH) , est une
équivalence faible dans S. Ce nlest plus vrai pour n = 0 si My a une infinité de
composantes connexes : la cohomologie modulo p continue du second est de cardinal
dénombrable alors que celle du premier est profinie.

On définit pour tout n > 1 ’espace profini pomte M comme le p-complété profini
(M, )p Pour n < 0, on définit inductivement M, comme l'espace profini de lacets
Q(MnJ’,l)ﬁ. La structure d’objet en anneau commutatif gradué de la suite (M,,) dans

hS induit une structure d’objet en anneau commutatif gradué sur la suite ((M,,)P)
dans hS.

DEFINITION. — On appelle M-cohomologie continue d’un espace profini X et on note
M* X l'anneau gradué Hom, 5(X, M,).

On note M* la M -cohomologie continue du point. Pour tout espace profini X,
I'unique application X — pt fait de M*X une M *-algebre commutative unitaire.

Si X est pointé, on note M*X le noyau du morphisme de M*-modules M*X — M*
induit par Papplication du point dans X (la M-cohomologie continue réduite de X).

Le M*-module M*X est alors canoniquement la somme directe de M*X et de M*.
L’objet en anneau M, de hS est en fait un objet en anneau (non unitaire) de hSp;.
La cofibration pt, — X, — X induit une suite exacte courte en M-cohomologie

continue qui identifie I'idéal M*X avec I’objet Homhs (X M ). Les équivalences

faibles M — QMé_H induisent un isomorphisme M*X ~ M*JFIEX

Le foncteur oubli Spt — Spt commute aux limites, au foncteur espace de lacets et
aux équivalences faibles entre objets fibrants (car ces derniéres sont des équivalences
d’homotopie simpliciale). L’image (|J\7n|)n du Q-spectre en anneau (J/M\n) par le fonc-
teur oubli §pt — Spt est un 2-spectre en anneau définissant une théorie cohomologique
multiplicative sur S qu’on note encore X — M*X et qu’on appelle la M-cohomologie
complétée en p. Les bijections naturelles de la section 1.3 donnent pour tout ensemble
simplicial W un isomorphisme canonique entre la M- cohomologie complétée en p de W
et la M- Cohomologle continue du complété profini W/, Le morphisme de spectres en

anneau M — M induit au niveau des coefficients un isomorphisme Z, ®z M* — M*
(¢f. [BK, Chap. VI, §5]).

EXEMPLES

— Soient 7 un groupe abélien de type fini et Hr le Q-spectre formé des es-
paces d’Eilenberg-Mac Lane K(m,n). Alors la Hr-cohomologie continue d’un espace
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profini X coincide avec la cohomologie continue de X a coefficients dans le groupe
abélien profini Z, ®z 7.

— Le Q-spectre MU représentant le cobordisme complexe satisfait aux hypothéses
faites sur le spectre M. Nous nous spécialiserons a cette théorie cohomologique dans
la prochaine section.

— On peut définir la K-théorie continue d’un espace profini bien que le {2-spectre
représentant la K-théorie ne soit pas connexe (il est périodique) : Notons U la colimite
des groupes unitaires U(n) et BU la colimite des classifiants BU(n) ; la donnée du p-
complété ur , de son espace de lacets (celui-ci s’identifie & I'espace profini Z, x BU” )
et de I’équivalence d’homotopie UP — QQUP définit un Q-spectre périodique de hS
dont le Q2-spectre de hS sous-jacent représente la K-théorie complétée en p.

REMARQUES

— On peut remplacer les hypotheses de finitude portant sur les M,, par la condition
« M, est connexe et de cohomologie modulo p finie en chaque degré pour n assez
grand » : il suffit de définir M, comme l'espace de lacets itéré QF (Mpy1)P avec k
suffisamment grand.

— La M-cohomologie continue est a valeur dans la catégorie des groupes abéliens
gradués. On peut concevoir des raffinements a valeurs dans d’autres catégories abé-
liennes, par exemple le foncteur associant & un espace profini fibrant X la tour des
M-cohomologies continues des squelettes de X et a un morphisme dans hS le pro-
morphisme induit entre les tours (on vérifie que ce foncteur définit une théorie coho-
mologique en observant que la tour des squelettes de la cofibre d’une application est
homotopiquement pro-isomorphe a la tour des cofibres des applications induites entre
les squelettes) ou encore le foncteur associant & un espace profini X le pro-objet en
anneau formé des ensembles Hom, 5(X, M (4)).

Propriétés d’exactitude de la M -cohomologie continue. — Soient X un espace profini
pointé et n un entier. La proposition ci-dessous (suite exacte de Milnor) est consé-
quence de la proposition 1.4.2 appliquée & la tour de fibrations (homy (Sks X, M,,))s :

PROPOSITION 1.6.2. — On a une suite exacte naturelle de groupes abéliens
0 — lim! M™ 'Sk, X — M"X — lim, M" Sk, X — 0.

Soient maintenant Z «— X — Y un diagramme d’ espaces profinis pointés. On
suppose que I'application X — Y est une cofibration dans S alors I application 1ndu1te
homp (Y, M, ) — homp (X, M, ) est une fibration de S et 'espace homp (ZUx Y, M, )
est le produit fibré du diagramme

homp(Z, Z/W\n) — homp (X, Z/W\n) «—— homy, (Y, ]/\4\")

(voir la discussion sur les cofibres homotopiques en section 1.4). La proposition 1.4.5
entraine la proposition suivante (suite exacte de Mayer-Vietoris) :
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PROPOSITION 1.6.3. — Sous l’hypothese ci-dessus, on a une suite exacte longue na-
turelle de groupes abéliens gradués

> M*(ZUxY) — MY @ M*Z — M*X — M*t (ZUx Y) — -+ .

2. Structure additive de la MU-cohomologie continue des espaces profinis

Nous étudions dans cette section la structure additive de la MU-cohomologie conti-
nue d’un espace profini, qui enrichie sa structure d’ensemble gradué et affine sa struc-
ture de MU*-module. Notre objectif est d’obtenir une formule de Kiinneth pour la
MU-cohomologie continue d’un produit et une formule de coefficients universels don-
nant le lien entre MU-cohomologie continue et cohomologie modulo p continue. Nous
nous restreignons d’abord en section 2.1 aux espaces profinis sans p-torsion, c¢’est-a-
dire ceux dont la cohomologie continue a coefficients dans les entiers p-adiques est
sans torsion. L’exemple fondamental est I’espace profini de lacets infini 1\//@", n € Z,
par un résultat de Wilson (proposition 2.1.6). Nous traitons le cas général en section
2.2. Les arguments de passage a la limite sont importants car c’est d’abord pour les
espaces profinis dont les simplexes non dégénérés sont concentrés en un nombre fini de
degrés (espaces profinis de dimension finie) que nous obtenons nos résultats. Ils sont
délicats et conduisent a des résultats moins forts. Nous les reprenons dans la section 4
traitant des résolutions.

Nous commencgons en section 2.1 par définir une filtration naturelle décroissante
(f"MU™),, de Panneau MU™ telle que

— MU*/f! s’identifie & 'anneau de coefficients de la cohomologie modulo p;

— f"MU* /" 1MU* est un Fp-espace vectoriel gradué de dimension finie;

— Le complété de MU™ pour cette filtration est I’anneau de coefficients MU* de la
MU-cohomologie continue.

La filtration de MU™ induit une filtration par les coefficients des MU"-modules.
Nous notons M la catégorie des MU*-modules, My la catégorie des MU*-modules
filtrés dont la filtration est plus grossiere que la filtration par les coefficients, M.
la sous-catégorie pleine de My formée des objets complets pour la filtration et L la
sous-catégorie pleine de My, formée des objets libres sur un ensemble gradué.

Nous montrons en utilisant la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch qu’un espace
profini de dimension finie X est sans p-torsion si et seulement si sa MU-cohomologie
continue munie de la filtration par les coefficients est dans E, auquel cas l'application
(1\//II\J”‘X)/f1 — H*X est un isomorphisme (proposition 2.1.8). Dans le cas ot X est de
dimension quelconque, la filtration par les coefficients de la MU-cohomologie continue
des squelettes de X induit une filtration sur MU*X et I'implication dans la proposition
2.1.8 se généralise par passage a la limite.

Nous construisons pour M et N dans L tels que M/fl et N/f' sont nuls en de-
gré assez petit, un produit tensoriel M&N dans L caractérisé par l'isomorphisme
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(M&N)/f' ~ M/f1 @MU~ N/f1 et déduisons de la suite spectrale d’Atiyah-Hirzebruch
un isomorphisme MU*X&MU*Y — MU* (X xY) pour X et Y sans p-torsion (pro-
position 2.1.13).

Nous concluons cette section en construisant pour tout ensemble gradué S un
espace profini d’Eilenberg-Mac Lane généralisé K(S) vérifiant

— K(9) est sans p-torsion;
— pour tout espace profini X, 'ensemble Hom, (X, K(S)) s’identifie & I’ensemble
des applications d’ensembles gradués de S dans MU* X

Le foncteur S — 1\//H\J*K(S ) est alors muni d’une structure de monade, est & valeurs
dans L et la MU-cohomologie continue d’un espace profini est une algébre sur cette
monade. La MU-cohomologie continue d’un espace profini apparait donc naturelle-
ment comme le coégalisateur d’un diagramme de L.

La section 2.2 décrit la structure additive de la MU-cohomologie d’un espace profini
quelconque. Nous commengons par observer qu ’a la notion d’objet de M. libre sur
un ensemble gradué correspond une monade L sur la categorle &ns-gr des ensembles
gradues Nous notons M la catégorie des L- algebres. M est une catégorie abélienne
dont L est la sous-catégorie pleine des objets projectifs et on dispose d’un foncteur
oubli exact & droite M\ — M;. Deux sous-catégories pleines de M\ sont familieres :
La sous-catégorie pleine MP de M formée des E—algébres nulles en degré assez grand
s’identifie & la catégorie des MU*-modules Ext-p-complets et nuls en degré assez grand
(proposition 2.2.1); celle formée des E—algébres completes pour la filtration s’identi-
fie & une sous-catégorie pleine de Mj. que nous explicitons (proposition 2.2.8). La
sous-catégorie pleine MO se révélera cruciale dans I'utilisation des résolutions libres
(section 4.1).

Nous étudions les notions de sous—i—algébre et E—algébre quotient, en particulier
pour définir une filtration squelettale d’une E-algébre qui mime la filtration de MU* X
induite par la filtration squelettale d’un espace profini X. (Nous utiliserons la filtration
squelettale pour étendre a M entier une construction ou un résultat sur les objets
de M\O.)

Nous étendons le bifoncteur —@— en un produit tensoriel sur M additif et exact &
droite en chacune des variables, et étudions la commutation du foncteur oubli M—M
au produit tensoriel sous des hypotheéses de finitude (proposition 2.2.11). Nous avons
en particulier des isomorphismes

— M&(MU*/f") ~ M/f" pour tout M dans M,
— (M&®N)/f" ~ M/f" @\u+ N/f" pour tout M, N dans MO.

Nous revenons pour conclure sur la présentation de la MU-cohomologie continue
des espaces profinis : L'unité d’adjonction X — K(MU*X) induit un morphisme
MU*K(MU*X) — MU*X faisant de MU*X une L-algebre quotient de la L-algebre
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libre W*K(W*X ). (Lorsque X est sans p-torsion, cette structure de L-algtbre coin-
cide avec la structure d’objet de £ de MU* X décrite en section 2.1.) On déduit éga-
lement de cette présentation un morphisme MU*X®&MU*Y — MU*(X x Y) et sa

version pointée MU*X&MU*Y — MU* (X AY), que nous étudierons en section 4.2.

2.1. MU*-modules filtrés libres et espaces profinis sans p-torsion

MU”*-modules filtrés libres. — On note M la catégorie des MU"-modules.

Rappelons que I'anneau de coefficients MU est une Z-algebre polynomiale en des
générateurs x,, de degré —2n, n décrivant N — {0} (cf. [Ad2, part.II]).

Soit n un entier positif; on note f*MU* I'idéal p"MU*S? + ... 4+ pOMU*S™™ de
MU*, ott MU*S™ désigne I'idéal formé des éléments de degré inférieur ou égal A n.
L’ensemble des f*"MU™ forme une filtration décroissante de MU*. L’idéal f'MU™ est
le noyau du morphisme MU* — (HZ/p)* = Z/p induit par Porientation MU —
HZ/p et les quotients f*MU* /f**I1MU™* sont des Z/p-espaces vectoriels gradués de
dimension totale finie. Le complété de MU™ pour cette filtration s’identifie & I’anneau
de coefficients de la MU-cohomologie complétée en p.

Soit M un MU*-module ; la filtration de MU™ induit une filtration naturelle sur M :

M =f'MU*- M > f'MU* - M > ---

qu’on appelle filtration par les coefficients. On dispose d’un morphisme canonique
de M dans son complété M = lim,, M/(f"MU”* - M). On observera que M nlest pas
nécessairement complet pour la filtration par les coefficients ; par exemple si M est un
MU*-module libre, M est complet si et seulement si M est nul en degré assez grand.
Cependant M possede une filtration plus grossiere que la filtration par les coefficients
définie par 0 = Ker(]/W\ — M/({"MU* - M)), qu’on appelle filtration limite de M
et pour laquelle M est complet (cette filtration coincide avec la filtration par les
coefficients lorsque M est nul en degré assez grand). Observons que la structure de
MU*-module sur M induit une structure naturelle de MU*-module sur le complété M.

On note My la catégorie formée des MU*-modules M munis d’une filtration dé-
croissante

M=fM>fM>-

plus grossiére que la filtration par les coefficients (donc telle que les quotients M /™ M
sont des MU /f"MU*-modules) et des morphismes de MU"-modules respectant la
filtration, et My, la sous-catégorie pleine de M; formée des objets complets pour la
filtration (c’est a dire des objets M € M;s tels que 'application M — lim,, M /"M
est un isomorphisme). Ce sont des catégories additives.

Pour faire court, on notera M/f™ le quotient M/{" M d’un objet M de Ms.

La limite dans M; d’un diagramme d’objets (M,) est le MU"-module M, li-
mite des MU*-modules M, muni de la filtration définie par "M, = Ker(M, —
lim,, (M, /f")). Les foncteurs oubli Mz — My et My — M commutent donc aux
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limites. Pour tout entier n le foncteur M. — M, M — M/f™ commute aux limites,
mais pas son extension & My entier.

La colimite dans M¢ de (M,) est le MU*-module colimite des M, muni de la
filtration définie par : f" M est le sous-module de colim,, M, engendré par les images
des f" M,,. Cette fois le foncteur My — M, M — M/f" commute aux colimites.

LEMME 2.1.1. — Le foncteur de M dans Mi. qui associe a un objet M son complété
M muni de la filtration limite est adjoint a gauche du foncteur « oubli de la filtration ».

On note enfin £ la sous-catégorie pleine de My, formée des objets isomorphes
au complété d’'un MU*-module libre muni de la filtration limite. L’importance de
la catégorie L pour notre propos vient de ce que la MU-cohomologie continue d’un
espace profini « sans p-torsion » est naturellement un objet de L (propositions 2.1.8
et 2.1.11). Les objets de L sont caractérisés par le lemme suivant :

LEMME 2.1.2. — Soit M un objet de Mg, alors M est dans L si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :

(1) L’objet M est complet pour sa filtration.

(2) Pour tout entier n, la surjection MU* /f" @y« M/f*H — M/f" est un iso-
morphisme.

(3) Pour tout entier n, la suite ezacte 0 — f"MU*/f"*IMU* — MU*/f*+1 —
MU* /" — 0 induit une suite ezacte

0— f"MU*/fn+1MU* RMU* ]\4/f1 — ]\4/f"+1 — M/f" — 0.

REMARQUE. — Le terme f"MU* /"™ MU* @y« M/ dans I'énoncé de la condition
(3) s’identifie au produit tensoriel de f*MU*/f*T!MU* et de M/f! au dessus de Z/p
via le morphisme canonique MU* — Z/p.

Démonstration. — Soit L un MU*-module libre. Les quotients Z/ f™ s’identifient par
définition aux quotients L/(f"MU* - L) d’ou les propriétés (1), (2) et (3).
Réciproquement soit M un objet de My vérifiant les propriétés (1), (2) et (3). Soit S
une base du Fj-espace vectoriel gradué M/f! et L le MU*-module libre de base S.
L’application canonique L — M/f! se releve en un morphisme de MU*-modules
L — M. La filtration de M étant plus grossiere que la filtration par les coefficients, le
morphisme L — M induit pour tout entier n un morphisme L/(f"MU* - L) — M /™.
Ce dernier est un isomorphisme pour n = 1 donc un isomorphisme pour tout n par
récurrence en utilisant la condition (3). Le morphisme L — M obtenu par passage a
la limite est donc un isomorphisme dans Mj. O

REMARQUE. — Soit M un MU"-module filtré nul en degré assez grand ; alors M est
dans L si et seulement si la filtration de M est la filtration par les coefficients et si le
MU*-module sous-jacent & M est le MU*-module obtenu par extension des scalaires
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MU* ®z N pour un certain groupe abélien gradué N complet pour la filtration p-
adique et sans torsion. Inversement le MU*-module sous-jacent & un objet M de L
s’écrit MU* ®z N pour un certain groupe abélien gradué N si et seulement si M est
nul en degré assez grand.

Observons que la sous-catégorie L de M est stable par produits quelconques (c’est
une conséquence du lemme 2.1.2) en particulier par sommes finies.

ProrosiTION 2.1.3. — Soient M — N un morphisme de 2, K le noyau et Q le
conoyau du morphisme de MU*-modules sous-jacent, munis de la filtration induite
par celle de M et N respectivement.

(a) Si Lapplication M/f' — N/f' est surjective alors K est dans L et la suite
0— K — M — N — 0 est une suite ezacte dans M scindée dans L.

(b) Si Lapplication M/f* — N/f' est injective alors Q est dans L et la suite
0— M — N — Q — 0 est une suite exacte dans M scindée dans L.

Démonstration. — Soit d : M — N un morphisme de L induisant une surjection
M/f! — N/f! et notons K, le noyau du morphisme M/f* — N/f"; K, est un
MU* /f*-module. On montre par récurrence sur n en utilisant la condition (3) du
lemme 2.1.2 que l'application M/f* — N/f" est surjective. Le fait que N/f™ est un
MU*/f"-module libre implique alors que V'application MU*/f" @pmu+ Kpi1 — Kp
est un isomorphisme; en particulier ’application K, ; — K, est surjective. Posons
K = lim, K,, qu’on filtre par {"K = Ker(K — K,,); alors K est dans My et vérifie
les conditions (1), (2) et (3) du lemme 2.1.2 donc est dans £. De plus les suites exactes
0 — K, » M/f" — N/f" — 0 induisent en passant a la limite sur »n une suite exacte
0> K —> M — N — 0. Il reste & démontrer que cette suite exacte est scindée
dans £. Soit L un MU*-module libre et L — N un morphisme dans M induisant
un isomorphisme L — N dans £. Comme I’application M — N est surjective, le
morphisme I — N se releve en un morphisme L — M, d’ou par adjonction un
relevement de l’isomorphisme L — N en un morphisme L — M, c’est a dire une
section du morphisme M — N dans £, notons la s. On vérifie que le morphisme
Id—sd : M — M induit un rétract s’ de K — M dans L et que le morphisme
(s',d) : M — K x N est un isomorphisme. Le fait que la filtration de K soit induite
par celle de M en résulte, d’ou le point (a).

Le point (b) est similaire : Soit @ le conoyau d’un morphisme M — N de E, muni
de la filtration induite par celle de N ; on vérifie de la méme fagon que si M /f! — N/f?
est injective alors la suite 0 — M/f" — N/f" — Q/f™ — 0 est exacte pour tout n et
@ est dans L. O

COROLLAIRE 2.1.4. — Soit M — N un morphisme de [:; les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le morphisme de MU*-modules sous-jacent est un isomorphisme.
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(ii) Le morphisme de Fp-espaces vectoriels gradués M/f' — N/f! est un isomor-
phisme.
(iii) Le morphisme M — N est un isomorphisme de L.

Démonstration. — La condition (iii) implique clairement les conditions (i) et (ii).
Si I'une des conditions (i) ou (ii) est satisfaite alors I'application M/f! — N/f! est
surjective et on obtient par la proposition 2.1.3 une suite 0 - K — M — N — 0
exacte dans M et scindée dans L. Si la condition (i) est satisfaite, K est nul et la
section de M — N est un inverse. Si la condition (ii) est satisfaite, le quotient K/f!
est nul d’ou on déduit en utilisant le lemme 2.1.2 que K est nul; on est ramené a la
condition (i). O

Espaces profinis sans p-torsion. — Rappelons que la MU-cohomologie continue d’un
espace profini est une Mﬁ*—algébre (c¢f. section 1.6).

Un espace profini X est dit de dimension finie s’il est égal a son squelette n-ieme
Sk, X pour un certain entier n. On munit la MU-cohomologie continue des espaces
profinis de dimension finie de la filtration par les coefficients. Elle n’est pas nécessai-
rement complete.

Soit X un espace profini quelconque. La filtration par les coefficients de la MU-
cohomologie continue des squelettes de X induit une filtration de la MU-cohomologie
continue de X définie par f"MU*X = Ker(MU*X — hmé((MU* Sks X)/f™)) qu'on
appelle filtration limite de MU*X et pour laquelle MU*X est un objet de M. (Si
MU*X est la limite comme MU*-module de la tour des MU* Sky X alors il en est
la limite dans Mj¢.) Nous verrons que cette filtration est complete lorsque X est le
complété profini d’un espace mais ce n’est pas le cas en général. Toute équivalence
faible X — X’ dans 8 induit un isomorphisme MU* X’ — MU* X entre MU*-modules
et un pro-isomorphisme (1\’46* Sks X')s — (1\//16* Sk, X); entre tours de MU*-modules,
donc un isomorphisme MU*X’ — MU*X dans M. Observons que la filtration de
MU* X est une filtration de W*—algébres.

Nous avons tout fait pour que le morphisme MU*X — H*X , induit par le mor-
phisme de spectres MU — HZ/p, se factorise par la projection MU*X — 1\//H\J*X/f1.

PROPOSITION-DEFINITION 2.1.5. — Soit X un espace profini; les conditions suwi-
vantes sont équivalentes :

(i) Pour tout entier positif v la réduction modulo p : Z/p* — Z/p induit une
surjection (HZ/p*)*X — H*X.

(ii) La cohomologie continue de X d coefficients dans le groupe profini des entiers
p-adiques est sans torsion.

Si elles sont vérifiées, on dit que X est sans p-torsion.

Démonstration. — (i) implique (ii) : la suite exacte de coefficients 0 — Z/p’ —
Z/p*Tt — Z/p — 0 induit une suite exacte courte en cohomologie continue. On en
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déduit par récurrence que les applications H* X — (HZ/p¥)* X sont injectives puis, en
utilisant la suite exacte de coefficients 0 — Z/p — Z/p*™1 — Z/p’ — 0, que la tour
((HZ/p")*X), est une tour de surjections. On en déduit que la cohomologie continue
de X a coefficients dans les entiers p-adiques, qui se surjecte sur la limite de cette
tour par le corollaire 1.4.3, se surjecte sur la cohomologie modulo p continue de X. On
conclut en observant la suite exacte longue en cohomologie associée a la suite exacte
de coefficients 0 — Z, — Z, — Z/p — 0.

Inversement cette suite exacte longue montre sous 'hypothese (ii) que 'application
HZ,*X — H*X est surjective, donc aussi les applications (HZ/p?)*X — H*X puisque
la premiere se factorise par chacune des dernieres. O

EXEMPLES

— Soient X un espace profini et s un entier positif. Le quotient Sks1 X/ Sks X
est la limite dans S d’un pro-objet de la catégorie des bouquets finis de spheres de
dimension s + 1; il est sans p-torsion par le critere (i) de la définition.

— Le complété profini d’un espace X est sans p-torsion si et seulement si la coho-
mologie de X a coefficients dans les entiers p-adiques est sans torsion. Les résultats
de Wilson ([Wi]) impliquent en particulier la proposition capitale :

PROPOSITION 2.1.6. — Pour tout entier n l’espace profini mn est sans p-torsion.
Démonstration. — On utilise la description par Wilson de I’homologie entiére des

espaces MU,,. Le cas n > 1 vient de ce que MU, est le p-complété profini d’un espace
dont ’homologie entiere est libre en chaque degré.

Pour n < 0 l'espace MUj,4+; est le produit d’'un produit de cercles St et d’'un
espace 2-connexe Xo,41, ceci parce MUg,4+; est un H-espace et m.MUsg,, 41 est un Z-
module libre nul en degré pair (¢f. [Wi, section 3]). L’espace profini 1\//ITJn = Ql’”l\//ﬂ\}l
est alors le p-complété profini de MU,, si n est impair et le produit d’un F,-espace
vectoriel profini simplicial constant avec le p-complété profini de Q.X,,11 si n est pair.
Les espaces Xo,4+1 et 2Xo,4+1 sont d’homologie entiere libre en chaque degré d’apres
[Wi] donc leurs p-complétés profinis sont sans p-torsion, donc également les espaces
profinis 1\//Iﬁn O

Indiquons également :

LEMME 2.1.7

(a) Un espace profini est sans p-torsion si et seulement si chacun de ses squelettes
est sans p-torsion.

(b) Soit X — X° une application entre espaces profinis. On suppose que X° est
sans p-torsion et que le morphisme H* X0 — H*X est surjectif en chaque degré ; alors
X est sans p-torsion.
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Démonstration. — Pour le point (a) soit X un espace profini. La suite exacte longue
en cohomologie associée & la suite Sks X — X — X/ Sk, X montre que le groupe
(HZ,)* Sks X est égal & (HZ,)* X pour k < s et est une extension d’un sous-groupe
de (HZ,)*T(X/Sks X) par (HZ,)*X pour k = s. Le groupe gradué (HZ,)*X est
donc sans torsion si chacun des (HZ,)* Sky X lest. Inversement si (HZ,)*X est
sans torsion il suffit de montrer que le groupe (HZ,)**!(X/Sks X) est sans torsion
pour conclure que (HZ,)* Sky X est sans torsion. Or cela vient de ce que le groupe
(HZ,)*T(X/ Sks X) s’injecte dans (HZ,,)* ! (Sks4+1 X/ Sks X) et de ce que le quotient
Sksy1 X/ Sks X est la limite dans S d'un pro-bouquet fini de spheres donc est sans
p-torsion.

Pour le point (b) on observe que pour tout entier positif v les deux composées
(HZ/p*)*X° — (HZ/p")*X — H*X et (HZ/p")*X° — H*X" — H*X sont égales
donc le morphisme (HZ/p?)*X — H*X est surjectif en chaque degré. O

Puisque le morphisme de spectres MU — HZ/p se factorise par HZ/p* — HZ/p
pour tout entier v, un espace profini est sans p-torsion des que le morphisme MU* X —
H* X est surjectif en chaque degré. Les résultats qui suivent donnent une réciproque.

PROPOSITION 2.1.8. — Soit X un espace profini de dimension finie; alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) L’espace profini X est sans p-torsion.
(ii) La MU-cohomologie continue de X munie de la filtration par les coefficients
est dans L.

Si elles sont vérifiées, l'application canonique 1\//H\J"‘X/f1 — H*X est un isomorphisme.

Démonstration. — La proposition se démontre en introduisant une suite spectrale
d’Atiyah-Hirzebruch reliant la MU-cohomologie continue d’un espace profini avec sa
cohomologie continue & coefficients dans le groupe abélien profini MU*.

Soit M le Q-spectre d’une théorie cohomologique sur S. On suppose que pour
tout entier n > 1, M, est (n — 1)-connexe et de cohomologie modulo p finie en chaque
degré. On note alors M le n-iéme terme du Q-spectre representant la M- cohomologle
continue sur S et M, (—) le pro-espace p-fini pointé dont M, est la limite (M ( ) est
le pro-p-complété de M,, si n > 1). Les hypotheses sur M,, garantissent que M (-)
est isomorphe dans prop-hSp & une tour d’espaces p-finis.

Rappelons que M désigne le pro-p-groupe 71'0]\/4\t ~ 71'8]/\4\s+t, s,t € Z. Pour tout
M*-module N et tout entier s on note X*N le M*-module égal & Nt en degré s +t,
t € Z. Soit X un espace profini; la filtration de X par ses squelettes induit une
filtration décroissante de la M-cohomologie continue de X, définie par Ff’X]/M\ X =
Ker(M*X — M* Sk,_1 X).
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PROPOSITION 2.1.9. — Soit X un espace profini de dimension finie. Il existe une
suite spectrale naturelle en X et M de terme Eg’t = H*(X; M) convergeant fortement
vers le gradué de la filtration de M™*X induite par la filtration squelettale de X .

Démonstration. — Notons X, le s-ieme squelette de X. La suite Xs_14 — X541 —
X5+ /X414 induit en cohomologie un triangle exact

MX—>M*

\/

S/XS 1

de sorte qu’on obtient une suite spectrale de terme E;* = J/M\SH(XS/XS,l) et dont la
différentielle d,. est de bidegré (r, 1—7). Si X est de dimension n alors la suite spectrale
dégénere au terme E, 41 et 25E;7, s’identifie au quotient (F% M\*X)/(F}H]\/Z*X). n
nous reste a identifier le terme Es.

L’espace profini Xs/X,_1 est un pro-objet de la catégorie des bouquets finis de

spheres de dimension s. La différentielle d; : ]\/ZSH(X /Xs—1) — M\SHH( Xsr1/Xs)
est induite par la composée X} |/ X} — X — S(X}/X] ). Quitte & suspendre
on peut supposer s > 2. On note pro-Ab la catégorie des pro-groupes abéliens. On
dispose de morphismes canoniques

M (X, /Xo-1) — Homprons,, (Xo/Xoo1, Moge(—))
S Hompro—Ab(Trs (Xs/Xs—l)a M\t)
et
IA:IS(XS/Xsfla J/\It) — Hompro—hspt (Xs/Xsfla K(J/M\tv 8))

— Homyproab (s (Xo/Xoo1), MY).

LEMME 2.1.10. — Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et S(—) un pro-bouquet
fini de sphéres de dimension n ; alors la composée

Hom, g (S(=), My(~)) — Homprons,, (S(=), Mi(-))
— Hotyproab (S (), 1 My (—))

est un isomorphisme de groupes abéliens.

Démonstration. — L’application

Homy g (S(i), My(5)) — Hompro-an(mn S (5), 7 My ()
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est un isomorphisme de groupes abéliens pour tout couple d’indices (7, j). On en déduit
que 'application

HoMpro-hs,, (S(—), Mi(—)) — Homypro-ab (M S(—), m Mi(—))

est un isomorphisme. Le pro-groupe abélien 7rn+1]\/4\t(—) est pro-isomorphe a une tour
de groupes finis donc pro-isomorphe & une tour de surjections. Comme chaque 7,,S(%)
est un groupe abélien libre, le pro-groupe abélien

(Hompro-Ab (7rn+1 25(7)7 7Tn+1M (])))J

. N . . .1 L1,
est encore pro-isomorphe & une tour de surjections donc est sans lim". On en déduit
que 'application

Homy 5 (S(=), My(~)) — Homprons,, (S(=), Mi(—))

est un isomorphisme par le corollaire 1.4.3 et la proposition 1.3.2. O

On conclut de ce qui précede que les groupes abéliens J/M\SH(XS/XS,l) et
ﬁS(XS/XS,l,]\/Zt) sont naturellement isomorphes (comme foncteurs en un pro-
bouquet fini de spheres de dimension s) puis que le terme Eg’t de la suite spectrale
est naturellement isomorphe au s-ieme groupe de cohomologie continue de X a

coefficients dans M. O

REMARQUE. — Lorsque l'espace profini X n’est pas de dimension finie, la suite spec-
trale d’Atiyah-Hirzebruch est toujours définie mais ne converge pas nécessairement
vers le gradué de la filtration de M*X induite par la filtration squelettale de X.
Adams ([Ad2, part.II, §7, 8]) décrit les conditions de convergence par I’équivalence
des deux conditions suivantes (le cadre profini ne changeant rien) :

(1) Pour tout couple d’entiers (s,t) les applications €5 — lim, ES' et MX —
limy M'X/F% sont des isomorphismes.

(2) Pour tout couple d’entiers (s, t) le groupe lim! E? est nul.
(Ou es2° désigne le quotient F%M\*X/F?'IJ/W\*X.) La suite spectrale converge en
particulier lorsqu’elle dégénére. Voir [BK, chap.IX, sect.5] pour une démonstration.

Revenons a la démonstration de la proposition 2.1.8. Soit X un espace profini
de dimension finie et sans p-torsion. Notons E®*(M, X) le terme E, de la suite
spectrale d’Atiyah-Hirzebruch associée a X et une théorie cohomologique M. L’unité
du spectre en anneau HZ induit un morphisme de spectres MU — HZ A MU.
L’homomorphisme entre anneaux de coefficients MU* — (HZ A MU)A* est injec-
tif. On en déduit que pour X sans p-torsion, l'application entre groupes bigradués
E5* (MU, X) — E3*(HZ A MU, X) est encore injective. Or la suite spectrale d’Atiyah-
Hirzebruch associée au spectre HZ A MU dégénére au terme Eq (car HZ A MU est
somme de suspensions du spectre HZ). Il en est donc de méme de la suite spectrale
associée a MU.
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On vérifie facilement a 'aide du lemme 2.1.2 et de la suite exacte longue en
cohomologie associée & une suite exacte courte de coefficients que le MU*-module
H* (X, 1\//H\J*) muni de la filtration par les coefficients est dans £ pour tout s. On en
déduit par récurrence et avec la proposition 2.1.3 que le quotient MU* X /F%, muni
de la filtration par les coefficients, est dans L donc que MU*X est dans £ et est
isomorphe au MU*-module @:%5H%(X, 1\//H\J*) L’application MU*X — H*X se fac-
torise par I’isomorphisme MU*X — @s2°H (X, 1\//H\J*) donc induit un isomorphisme
MU*X/f! — H*X.

L’implication de (i) par (ii) est donnée par [CS] : X étant de dimension finie,
supposons que HZ,* X n’est pas sans torsion et soit  un élément non nul et de torsion
de HZ,,* X de degré s maximal. Pour tout entier s > sg le terme E5* (MU, X ) s’injecte
dans E3*(HZ A MU, X ). Comme la suite spectrale associée au spectre HZ A MU
dégénere au terme Eg, le morphisme E2*(MU, X) — E$*(HZ A MU, X) reste injectif
pour s > sg. L’élément 2 donne un élément de torsion dans le terme E;O’O(MU,X)
qui ne peut étre dans I'image d’une différentielle pour une question de degré et qui
est dans le noyau de toutes les différentielles par comparaison avec la suite spectrale
associée & HZAMU. Il se releve par récurrence en un élément de torsion de MU* X /F%,
s = s, ce qui permet de conclure. O

ProprosITION 2.1.11. — Soit X wun espace profini sans p-torsion; alors la MU-
cohomologie continue de X munie de la filtration limite est dans L et Uappli-
cation canonique 1\//H\J”‘X/f1 — H*X est un isomorphisme. De plus [’application
MU*X — limg MU* Sk X est un isomorphisme dans M;.

Démonstration. — La proposition est conséquence du lemme suivant :

LEMME 2.1.12. — Soit (M) une tour d’objets de L telle que la tour de Fp-
espaces vectoriels gradués (M,/f') est sans lim'; alors la tour de MU*-modules
(M) est sans lim', le MU*-module My = lims M, muni de la filtration limite
"My =, Ker(Mo, — Mg /t") est dans L et Uapplication My, /f™ — limg M, /" est
un isomorphisme pour tout entier n.

Démonstration. — Notons pour tout entier n M ,, 1a limite en s de la tour (M, /™).
La condition (3) du lemme 2.1.2 appliquée aux objets Mj et ’absence de lim' montrent
que la tour (Ms ) est une tour de surjections. Par commutation des limites entre
elles, My, s’identifie a la limite des M 5 et {" M, au noyau du morphisme M., —
Moo n lequel est surjectif par ce qui précede. Le fait que chaque M, vérifie les condi-
tions (2) et (3) du lemme 2.1.2 impliquent alors que M, vérifie les mémes conditions
donc est dans L.

Il reste & vérifier que la tour de MU*-modules (M,) est sans lim'; or cela
vient de la suite exacte 0 — lim}I Moo p, — limi Mg — lim,, hmi(Ms/f") — 0 (pro-
position C.7) et du fait que 'annulation du terme lim}(M,/f'), la suite exacte
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fPMU* /f7HIMU* @ M, /f' — M, /f"t! — M, /f* — 0 et exactitude & droite de lim*
impliquent par récurrence I'annulation du terme lim® (M, /f"). O

Revenons a la démonstration de la proposition. Le MU*-module filtré MU* Sks X
est dans Epar le lemme 2.1.7 et la proposition 2.1.8. Comme la tour ((1\//H\J* Sks X)/f1)s
est stationnaire degré par degré car isomorphe a la tour (H* Sk, X)s, le lemme
montre que la tour des MU-cohomologies continues des squelettes Skg X est sans
lim', que le MU*-module lim, MU* Skg X muni de la filtration limite est dans L
et que l'application (lim, MU* Sk, X)/f' — lim,(MU* Sk, X)/f! est un isomor-
phisme. La proposition 1.6.2 montre alors que le morphisme de MU*-modules filtrés
MU*X — limg MU* Sks X est un isomorphisme d’ensembles gradués, donc un
isomorphisme dans M; par définition de la filtration de MU*X. O

REMARQUE. — Soit X un espace profini sans p-torsion; on peut montrer que la
filtration limite de MU* X coincide avec la fermeture squelettale de la filtration par
les coefficients de MU* X définie par

F*MU* X = N, (f"MU* - MU*X + F§MU*X).
Produit d’espaces sans p-torsion. — Soient M et N deux objets de L tels que M /f!
et N/f! sont nuls en degré assez petit. Le MU*-module filtré complet M ®N défini par
Vn, (MRN)/f* = M/f" @yu- N/f* est un objet de Equ’on appelle produit tensoriel
de M et N dans L.
Pour X et Y deux espaces profinis les projections de X x Y sur chacun des facteurs

induisent un morphisme de Mﬁ*—algébres de la somme MU*X Q5 MU*Y dans la
MU-cohomologie continue du produit X x Y, donc, pour tout entier n, un morphisme

(MU*X)/f" @y (MUY)/f* — (MU*(X x Y))/f".
PROPOSITION 2.1.13. — Soient X et Y deux espaces profinis sans p-torsion ; alors
leur produit X XY est sans p-torsion et les applications
(MU*X)/f" @+ (MU*Y)/f" — (MU*(X x Y))/"
induisent un isomorphisme
MU*X&MU*Y - MU*(X x Y)
dans L.

Démonstration. — On dispose sans hypothese sur X et Y d’un isomorphisme ca-
nonique H*X ® H*Y — H*(X x Y). On en déduit, par récurrence sur n en utili-
sant la suite exacte longue en cohomologie associée a la suite exacte de coefficients
0 — Z/p — Z/p"*tt — Z/p™ — 0 et le fait que X et Y sont sans p-torsion, que
Papplication (HZ/p")*X ® (HZ/p™)*Y — (HZ/p™)*(X x Y) est un isomorphisme,
puis que lapplication (HZ/p")*(X xY) — H*(X x Y) est surjective pour tout n.
Donc X x Y est sans p-torsion.
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On dispose alors d’un morphisme MU*X@MU*Y — 1\//H\J*(X x Y) dans L. Puisque
les morphismes

(MU*X@MU*Y)/f! ~ (MU*X)/f! @yu- (MUY)/f! — H*X @ H'Y
et 1\//ITJ*(X x Y)/fl — H*(X x Y) sont des isomorphismes, c’est un isomorphisme
modulo f! donc un isomorphisme dans £ par le corollaire 2.1.4. O

La proposition admet une version pointée : si X et Y sont deux espaces profinis
pointés, ils sont naturellement rétracts du produit X x Y de sorte qu’on a une suite
exacte courte

0 — MU*(X AY) — MU*(X x V) — MU*(X VY) — 0.
On en déduit :

PROPOSITION 2.1.14. — Soient X et Y deux espaces profinis pointés sans p-torsion
alors X N'Y est sans p-torsion et on a un isomorphisme naturel

MU*X®MU*Y -~ MU*(X AY).

Généralisation : Le produit d’une famille quelconque d’espaces profinis est la limite
filtrante des produits des sous-familles finies. Si les espaces profinis sont sans p-torsion,
leur produit 'est également par ce qui précede et le lemme suivant :

LEMME 2.1.15. — Soit (X,) un diagramme filtrant d’espaces profinis sans p-torsion ;
alors ’espace profini limy X, est sans p-torsion.

Démonstration. — La cohomologie modulo p™ continue de ’espace profini lim, X, est
la colimite des cohomologies modulo p™ continues des X, (lemme 1.1.1). L’exactitude
a droite des colimites permet de conclure. O

Vers le cas général. — On note &ns-gr la catégorie des ensembles Z-gradués et, pour
tout entier n, {n} ’ensemble gradué formé du seul singleton en degré n.

Soit X un espace profini; on dispose par définition d’une bijection naturelle
Hom, 5(X, 1\’@") ~ Homgns-gr ({0}, MU*X ). Pour tout ensemble gradué S définissons
K(S) comme le produit dans S des espaces profinis 1\//H\J‘S|, s décrivant S et |s]
désignant son degré. L’espace profini K(S) est sans p-torsion et on dispose d’un
morphisme S — @*K(S ) induisant une bijection

Homhg(X’ K(S)) — Homé'ns—gr(s, W*X)

L’adjonction munit I’ endofoncteur Ens-gr — &ns-gr, S +— 1\//H\J*K(S ), qu’on note G,
d’une structure de monade, i.e. de transformations naturelles Id — G ('unité de
ladjonction) et G o G — G (qui associe & un ensemble gradué S l'image en MU-
cohomologie continue de l'application adjointe de lidentité de G(S)) vérifiant les
axiomes d’un monoide (voir 'appendice A). Observons que G et la transformation
naturelle GoG — G sont & valeurs dans L. L’application X — K(l\//H\J*X), adjointe de
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Pidentité de MU* X, induit en MU-cohomologie continue un morphisme G(l\//H\J*X ) —
MU* X faisant de MU* X une G-algebre (une G-algebre est un ensemble gradué S muni
d’un morphisme G(S) — S vérifiant les axiomes d’une action).

La structure de monade sur G permet d’associer a la MU-cohomologie continue
de X un objet simplicial G, (1\//ITJ*X ), image en MU-cohomologie continue d'un dia-
gramme d’espaces sans p-torsion, et un morphisme de G.(l\//Iﬁ*X ) dans l'objet simpli-
cial constant MU*X qui est une équivalence d’homotopie entre objets simpliciaux de
&ns-gr (voir la section A.4). En particulier la MU-cohomologie continue de X apparait
canoniquement comme le coégalisateur dans &ns-gr d’'une double-fleche avec section
commune de L.

Nous étudierons dans les prochaines sections la structure additive qui résulte de
cette présentation. La structure de G-algebre de MU*X est ce que nous appellerons
la structure d’algebre instable de MU*X. Elle sera étudiée en section 3.

2.2. MU*-modules filtrés a présentation libre et MU-cohomologie continue
des espaces profinis dans le cas général

1-complexes de L et ﬁ—algébres. — A tout objet S de &ns-gr on associe le MU*-module
libre L(S) de base S et son complété ﬁ(S ) pour la filtration par les coefficients. Le
foncteur L : &ns-gr — My, est adjoint a gauche du foncteur oubli Mg, — &ns-gr
(cf. section 2.1). On en déduit une structure de monade sur I’endofoncteur de &ns-gr
composé de L et du foncteur oubli, qu’on note encore L.

On note M la catégorie des f—algébres de &ns-gr.

Le coégalisateur dans &ns-gr d’un 1-complexe de ﬁ—algébres est un coégalisateur
scindé par la proposition A.1.2; autrement dit la monade L vérifie la condition (Qo)
(voir 'appendice A). On en déduit que la catégorie M possede toutes les colimites in-
dexées par une catégorie petite et que ’oubli M — &ns-gr commute aux coégalisateurs
de 1-complexes (proposition A.1.5). Le foncteur L transforme toute somme finie d’en-
sembles gradués en le produit des ensembles gradués images donc M est abélienne par
la proposition A.3.2. Un morphisme de M est un monomorphisme (respectivement
un épimorphisme) si et seulement si 'application d’ensembles gradués sous-jacente
est injective (respectivement surjective) degré par degré (cf I’appendice A)

Notons O 'oubli Mfc — &ns-gr. On dispose du foncteur O: M. — M relevant O,
qui associe a un MU*-module filtré M de M. Pensemble gradué sous-jacent a M
muni du morphisme E(M ) — M adJomt de l'identité de M. Ce foncteur induit une
équivalence de catégories entre L et la sous- catégorie pleine de M formée des L-
algebres libres (lemme A.2.1). Nous identifierons ces deux catégories par la suite.

Toute L- algebre libre est un objet projectif de M (¢f. la section A.3 de l'appen-
dice). Toute L- algebre M est un quotient de la L- algebre libre L(M). Si M est un
objet projectif de M alors M est un facteur direct de L(M ) donc est dans L par la
proposition 2.1.3.
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E—algébres, structure de MU -module et filtration. — Nous développons dans ce pa-
ragraphe les liens entre la catégorie M et les catégories M et M.

L’oubli de la filtration ﬁ(é‘ns—gr) ~ [ — M s’entend canoniquement en un fonc-
teur 0% : M — M tel que pour toute E—algébre M, O*M est le coégalisateur
du 1-complexe de MU*-modules L2(M) = L(M) (proposition A.2.2) : O*M est le
MU*-module sous-jacent & M. Comme tout objet de L est complet pour la filtration
p-adique, le MU*-module sous-jacent & une E—algébre est Ext-p-complet (i.e. dans
I'image du foncteur Ext(Z/p>, —), voir [BK, chap. VI]). En particulier sa structure
de MU*-module s’étend de facon naturelle en une structure de MU*-module.

Comme les catégories M et M sont celles des algebres associées a des monades
sur &ns-gr, la proposition A.3.3 montre que O% est additif, exact et admet un ad-
joint & gauche quon note L®. (Si M est un MU*-module libre alors L*(M) s’identifie
par construction a ’objet M de E, complété de M pour la filtration par les coef-
ficients.) L’adjonction munit la composée de La avec le foncteur oubli d'une struc-
ture de monade sur M, qu’on note encore La. L'oubli O® se reléve en un foncteur
(09) : M — M(L*) (cf. appendice A.2) qui est une équivalence de catégories par
cette méme proposition.

On note MO et MP les sous-catégories pleines de M et M formées des objets nuls
en degré assez grand.

PROPOSITION 2.2.1. — La restriction de la monade L¢ a M° est un idempotent de
MO d’image la sous-catégorie pleine formée des MU*-modules Ext-p-complets. En
particulier le foncteur oubli M® — MO induit une équivalence de catégories entre
MO et la sous-catégorie pleine de M° formée des modules Ext-p-complets.

Démonstration. — Le foncteur (Oa)~induit encore un isomorphisme entre MO et
MPO(L*). Soit M un objet de M?; le MU*-module L%(M) s’identific au complété
de M pour la filtration p-adique si M est libre donc au Ext-p-complété de M en
général. On en déduit que le morphisme n(M) : M — L3(M) est lidentité si et
seulement si M est Ext-p-complet, en particulier si M est dans 'image de ﬁa, donc
que p(M) et Le(n(M)) sont toujours Iidentité (u(M) est un inverse & gauche de
n(Le(M)) et de La(n(M))). En particulier, si M est Ext-p-complet, lidentité de M
fait de M une E“—algébre. Il est clair qu’un morphisme de MU*-modules entre MU*-
modules Ext-p-complets est alors un morphisme de E“—algébres. Inversement soit M
une L%-algébre nulle en degré assez grand; alors le 1-complexe (L®)2(M) = La(M)
est le 1-complexe constant Le(M) = Le(M) donc L%(M) — M est un isomorphisme
donc M est Ext-p-complet et L(M) — M est I'identité de M. O

Parallelement 'inclusion ¢ : E(Ens—gr) ~ L — M; s'étend canoniquement en un

foncteur 7 : M — M : Pour M une i—algébre, TM est le MU"-module sous-jacent
a M muni de la filtration héritée de celle de L(M). Le foncteur 7 est additif et exact a
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droite par la proposition A.3.1, mais M n’est pas la catégorie des algebres associées
a une monade sur &ns-gr.

Observons que la filtration d’une ﬁ—algébre nulle en degré assez grand est la filtra-
tion par les coefficients. Observons également que le foncteur 7 commute aux produits,
mais il n’est pas exact a gauche.

LEMME 2.2.2. — Pour tout entier n le foncteur M- M, M — M/f" commute aux
colimites.
Démonstration. — 11 suffit d’apres la proposition A.1.6 de vérifier que pour tout dia-

gramme d’ensembles gradués (S, ) Papplication L(colimg Sa)/f" — colimg L(S,))/£"
est un isomorphisme. Or pour tout ensemble gradué S, L(S)/f™ est le MU* /f"-module
libre sur S, ce qui entraine le résultat. O

LEMME 2.2.3. — Soit M une L-algébre ; alors M est nulle si et seulement si le Fp-
espace vectoriel gradué M /f' est nul.

Démonstration. — Choisissons une présentation M7 — My — M de M dans L. Si
M /f! est nul alors 'application My /f! — My/f! est surjective en chaque degré par le
lemme ci-dessus, donc 'application M7 — My est surjective en chaque degré par la
proposition 2.1.3 donc M est nul. O

En appliquant le lemme au conoyau d’un morphisme de ﬁ—algébres on obtient :

COROLLAIRE 2.2.4. — Soit M — N un morphisme de i-algébres ; alors M — N est
surjective en chaque degré si et seulement si Uapplication M/f! — N/f' est surjective
en chaque degré.

LEMME 2.2.5. — Soit M une E—algébre, alors tTM se surjecte sur son complété pour
la filtration.
Démonstration. — TM est le coégalisateur dans Mg du diagramme L2 (M) 2 L(M).

Notons K, le MU*-module image de dg—dy : L2(M)/f" — L(M)/f". Les K,, forment
une tour de surjections et la suite 0 — K,, — L(M)/f* — M/f" — 0 est exacte donc
I’application E(M ) — lim,, M/f™ est surjective, or celle-ci se factorise par 'application
L(M)— M. O

Rappelons qu’on dispose du foncteur 0: Mg — M relevant oubli Ms. — Ens-gr
et pour tout objet N de Mg, du morphisme canonique T(S(N ) — N qui est 'identité
dans M mais pas dans M; en général. Le morphisme de structure L(O(N)) — O(N)
est caractérisé par le fait que c’est un morphisme dans M puisqu’il est alors adjoint
de l'identité de ’ensemble gradué N ; autrement dit il existe une seule structure de
E—algébre sur ’ensemble gradué sous-jacent a N compatible avec la filtration de N.
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Nous dirons que la filtration d’un objet M de My est fermante ou pour abréger
que M est f-filtré si l'inclusion f*MU* - M + f"*1 M C f" M est une bijection pour
tout entier n. (Cette condition est équivalente a la condition (2) du lemme 2.1.2.)

EXEMPLES. — Le complété M d'un MU*-module M est f-filtré ; le coégalisateur dans
M; d’'un 1-complexe de MU*-modules f-filtrés est f-filtré.

On note Mf tc la sous-catégorie pleine de Mf formée des MU*-modules f-filtrés
complets et /\/l la sous-catégorie pleine de M formée des L- algebres completes pour
la filtration.

LEMME 2.2.6. — Soit M un objet de M., alors T(N)(M) est dans M.

Démonstration. — 11 s’agit de vérifier que le MU*-module filtré Z@(M ) est complet.
On sait déja qu’il se surjecte sur son complété pour la filtration par le lemme 2.2.5.
D’autre part la filtration de M induite par celle de ﬁ(M ) est plus fine que la filtration
originelle de M donc est séparée. O

Pour tout objet M de Lle diagramme
L2 (M)=L(M) — M

est scindé dans £ (lemme A.2.1 (b)) de sorte que le morphisme ZO(M) — (M) est
I'identité dans M¢. Plus généralement on a le

LEMME 2.2.7. — Soit M — N un morphisme de Ms_¢. qui est un isomorphisme de
MU*-modules ; alors M — N est un isomorphisme de Mi_g.

Démonstration. — On introduit comme pour la démonstration du point (a) de la
proposition 2.1.3 le noyau K,, de la surjection M/f"* — N/f"™. Le fait que M et N
sont f-filtrés implique que la tour des K, est une tour de surjections. Le fait que
I’application M — N est bijective implique que la limite des K, est nulle donc chacun
des K,, est nul. O

PROPOSITION 2.2.8. — Le foncteur 70 : M. — M;. est un zdempotent d’image
Mg et M — M induit une équivalence de catégories entre /\/lC et la catégorie

M.

Démonstration. — La restriction de 7 & M\C est a valeur dans Mg, par définition de
M\c, donc & valeurs dans M;_¢. puisque le coégalisateur dans My d’un 1-complexe de L
est f-filtré. Le lemme 2.2.6 montre par ailleurs que le foncteur O est & valeur dans M\c.
Pour tout objet M de M, le diagramme coégalisateur L2 (M)ZL(M) — M induit un
morphisme M — OtM qui est I'identité dans &ns-gr donc l'identité dans M. D’autre
part pour tout objet M de M;-t. le morphisme Z@(M ) — M est un isomorphisme
dans M donc également dans Mi_¢. par le lemme 2.2.7, d’ou le résultat. O
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EXEMPLE ET REMARQUE

— Pour toute i—algébre M et tout entier n, le MU"-module M/f"™ muni de la fil-
tration par les coefficients est f-filtré complet et la surjection M — M/f™ en fait
une L-algébre quotient de M (observer que la composée L(M) — M — M/f" est
un morphisme de Mi_¢. donc de M et utiliser la discussion sur les objets quotients
en fin de section A.1 de 'appendice). En partlcuher le MU*-module MU* / f™ muni
de la filtration par les Coeﬁiments est une L- algebre quotient de 1’objet MU* € L.
Observons que le foncteur M — M, M — M/f" commute aux sommes infinies mais
pas le foncteur M- /\//Y, M — M/f".

— Soit M un MU*-module f-filtré complet. Toute sous—f—algébre de M est complete
pour sa filtration car elle est séparée pour la filtration induite par celle de M et se
surjecte sur son complété (lemme 2.2.5). Par contre elle n’est pas nécessairement
fermée dans M pour la topologie de M.

Observons que le foncteur O: M. — M\ commute aux limites. En particulier si la
limite dans Mg, d’un diagramme d’objets de £ est dans L, cette limite coincide avec
la limite dans M du diagramme (cf. le lemme 2.1.12 pour une condition suffisante).

Filtration squelettale d’une E—algébre. — Rappelons qu’une sous—i—algébre d'une L-
algebre M (respectivement une f—algébre quotient) est un sous-ensemble gradué (res-
pectivement un ensemble gradué quotient) muni d’une structure de f—algébre compa-
tible (voir dans I’ appendice la fin de la section A. 1).

Soient L un objet de L et n un entier. On note F* L la sous-L- algebre de L engendrée
par les éléments de degré supérieur ou égal a n; c’est un facteur direct de L naturel
en L. La suite des F"* L forme une filtration décroissante complete de L dans M.

Soit maintenant M une E—algébre; on définit la sous—f—algébre F"M comme I'image
dans M de F"f(M) de sorte que le quotient M /F"™ M, qu’on note pour abréger M /F™
est le coégalisateur du 1-complexe L2(M)/F" = L(M)/F™.

Le foncteur M — M, M +— M/F"™ est additif et exact a droite (proposition A.3.1).
Tout morphisme de M dans une E—algébre nulle en degré supérieur ou égal a n se
factorise (de fagon unique) par le quotient M/F". L’application M /f! — (M/F™)/f!
est un isomorphisme en degré inférieur strictement a n et est nulle en degré supérieur
ou égal a n.

La suite des F" M forme une filtration décroissante, pas nécessairement complete
(précisément elle n’est pas nécessairement séparée), de M par des sous—f—algébres,
qu’on appelle la filtration squelettale de M.

LEMME 2.2.9. — Soit M une i-algébre admettant une présentation My — My— M
dans L telle que My /f' et My/f' sont finis en chaque degré; alors la filtration sque-
lettale de M est compléte.
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Démonstration. — Pour tout entier s les Z,-modules gradués sous-jacents & M; /F* et
My /F? sont de type fini en chaque degré, donc également le Z,-module gradué sous-
jacent au noyau qu’on note Ky du morphisme M;/F* — My/F*. On en déduit que la
tour (K) est sans lim" puis que la suite limg M; /F* — lim, My/F* — limg M/F* — 0
est exacte, ce qui permet de conclure. O

Produit tensoriel dans M. — Nous revenons d’abord sur le produit tensoriel de deux
objets de £ : On définit le produit tensoriel M®N de deux objets M et N de L
comme le MU*-module filtré complet donné par

(M&N)/f" = lim, ((M/F*)/f* @yu- (N/F*) /)

(donc (M&N)/f! en degré k est le produit [y jon (M/1) @z, (N/1)7) 5 alors M®N
est dans £ et coincide avec le produit tensoriel de M et N défini en section 1.1.1
si M/fl et N/fl sont nuls en degré assez petit. On a de plus des isomorphismes
canoniques MU*&M ~ M ~ M&MU*.

Les morphismes M ®55,- N — M/f" @yu+ N/ induisent un morphisme de MU*-
modules M @y« N — M®N.

LEMME 2.2.10. — Soient M et N deuz objets de E alors le morphisme M Qg+ N —
M®N est un isomorphisme (de MU* -modules) si et seulement si l'une des conditions
sutvantes est satisfaite :

(1) M et N sont nuls en degré assez grand et M/f' ou N/fl est fini en chaque
degreé.
(2) M/f' ou N/ est fini.

Soient maintenant M et N deux E—algébres. On définit leur produit tensoriel
M®N comme le coégalisateur du 1- complexe L2(M)QL2(N) 2 L(M)®L(N) défini
par les morphismes d0®d0, d1®d; et sp®sp. On a des isomorphismes canomques
M&MU*~M, M&N ~ NRM, M®(N®P) (M®N)®P pour M, N et P dans M.

On vérifie que pour tout objet L de L le foncteur L&— : L — L commute aux
produits finis, de sorte que pour toute L-algebre M, le foncteur M@— : M= M
est additif et exact & droite (¢f. la proposition A.3.1). Il ne commute pas aux sommes
infinies en général.

On dispose d’'un morphisme canonique de MU*-modules M Oz N — M®N. Le
lemme 2.2.10 et I'exactitude a droite du produit tensoriel entrainent :

PROPOSITION 2.2.11. — Soient M et N deux E-algébres nulles en degré assez grand.
On suppose que N est le conoyau d’un morphisme N1 — Ny de L tel que N1 /f' et
No/f! sont finis en chaque degré; alors l'application M Qs NV — M®N est un
isomorphisme.
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EXEMPLE. — Soit M une i—algébre nulle en degré assez grand ; alors on a pour tout
entier n un isomorphisme canonique M&MU*/f* ~ M/f". Nous verrons en fin de
section 4.1 que ce résultat est vrai quelque soit M.

PROPOSITION 2.2.12. — Soient M et N deux E—algébres. On suppose que l'une des
conditions suivantes est satisfaite :

(1) M et N sont nulles en degré assez grand.
(2) N est le conoyau d’un morphisme N1 — N de L tel que N1/f! et No/f' sont
nuls sauf en un nombre fini de degrés.

Alors on a pour tout entier n un isomorphisme canonique
(M&N)/f* ~ M/f" @yu- N/

Démonstration. — Le résultat est vrai par définition pour M et N dans L tels que
M/ft et N/f! sont nuls en degré assez grand ou si N/f! est concentré en un nombre fini
de degrés. Le cas général s’en déduit par exactitude a droite du produit tensoriel. [

Notons, pour S un ensemble gradué, ¥£.5 I’ensemble gradué égal & S*~! en chaque
degré k. Le foncteur S +— XS est un isomorphisme de la catégorie &ns-gr dans elle-
meéme.

On dispose d’un isomorphisme canonique E(ES) = EE(S) dans &ns-gr compa-
tible avec la structure de monade de L. Soit alors M une f—algébre; la composée
L(ZM) = SL(M) — XM, respectivement L(S"1M) = S~'L(M) — S~'M, munit
Y M, respectivement 1M, d'une structure de i—algébre naturelle en M € M. Les
endofoncteurs ¥ et ! de &ns-gr se relevent donc en des endofoncteurs de M inverses
I'un de 'autre.

On vérifie que la E—algébre Y M ¢s’identifie au produit tensoriel de M avec la L-
algebre libre en un générateur de degré 1. Plus généralement le produit tensoriel &
sur M coincide avec le produit tensoriel ®; défini dans I'appendice B.

Présentation de la MU-cohomologie continue des espaces profinis. — Rappelons que
pour S un ensemble gradué on définit I'espace profini K(S) comme le produit des
MU, s décrivant S. K(S) est sans p-torsion et on dispose d’une bijection

Homhg(X7 K(S)) = Homfns—gr(s, WJ*X)

naturelle en X € hS et S € &ns-gr. On en déduit une structure de monade sur le
foncteur G : &ns-gr — &ns-gr, S +— 1\//H\J*K(S ) et une structure de G-algébre sur 'en-
semble gradué MU*X. On dispose donc pour tout espace profini X d’un diagramme
d’ensembles gradués

G2(MU*X) = G(MU*X) — MU*X
(¢f. Pappendice A), en fait diagramme de My car image en MU-cohomologie continue

du diagramme
X — K(MU*X) = K(G(MU*X))
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de hS. (Voir la section 2.1 pour la définition de la filtration de la MU-cohomologie
continue d’un espace profini.)

Ce diagramme vérifie :

— le 1-complexe G2 (W*X) = G(l\//[TJ*X) de M est un I-complexe de L ;

— le diagramme d’ensembles gradués sous-jacent GQ(I\//IB*X )= G(l\//ITI*X ) —
MU*X est un diagramme coégalisateur scindé.

Supposons que la filtration de MU*X est fermante et complete — c’est le cas si
X est de dimension finie ou s’il est sans p-torsion — alors MU*X est une L- algebre
et G(l\//[ﬁ* X) — MU*X est un morphisme de L-algebres (par la proposition 2.2. 8).
Le diagramme G2 (MU* V= G(MU* ) — MU* X est coegahsateur dans M puisqu'il
est coégalisateur dans &ns-gr, de sorte que la structure de L—algebre de MU* X coincide
avec celle héritée de G(l\//H\J*X ).

Pour X quelconque, on définit une structure de E—algébre sur MU*X comme celle
héritée de G(l\//H\J*X ). La filtration de MU*X donnée par sa structure de L- algebre
(donc celle héritée de G(l\//II\J* X)) est a a priori plus fine que celle définie en section
2.1. Nous désignons désormais par fMU* X (respectlvement MU* X /") le n-ieme
terme de la filtration associée a la structure de L- algebre de MU* X (respectivement
le quotient associé).

Soient X et Y deux espaces profinis; on dispose du diagramme de hS

X x Y — K(MU*X) x K(MU*Y) == K(G(MU* X)) x K(G(MU*Y)).
La formule de Kiinneth (proposition 2.1.13) pour la MU-cohomologie continue d’un
produit d’espaces profinis sans p-torsion fournit un isomorphisme entre les 1-complexes
de £

G*(MU*X)®G?(MU*Y) = G(MU*X)®G(MU*Y)

et

MU*(K(G(MU*X)) x K(G(MU*Y))) == MU*(K(MU*X) x K(MU*X))
donc un morphisme MU*XEMU*Y — 1\//H\J*(X x Y) qui n’est pas un isomorphisme
en général. Nous construirons en section 4.2 la suite spectrale aboutissant a la MU-
cohomologie continue de X x Y.

3. Structure d’algebre instable
Nous revenons dans cette section sur la bijection naturelle
Hom, ¢(X,K(S)) =~ Homge-g: (S, MU* X).

Nous notons G le foncteur S +— W*K(S), appelons MU-algebre instable un en-
semble gradué muni d’une structure de G-algebre et notons Kyy la catégorie des
MU-algebres instables. La MU-cohomologie continue d’un espace profini en est 1’ob-
jet type. Le foncteur G et la transformation naturelle GoG — G sont a valeurs dans L
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de sorte qu’on obtient un foncteur oubli Kyy — /T/T commutant aux coégalisateurs de
1-complexes. Cet oubli admet un adjoint a gauche G® et Kyy s’identifie & la catégorie
des G“-algebres de M.

Nous définissons une version réduite Kyy_ de Kyy dont la MU-cohomologie conti-
nue réduite d’un espace est ’objet type et qui s’obtient comme la catégorie d’algebres
associée & une monade G sur &ns-gr ou G sur M. On dispose d’un foncteur ou-
bli Kpyu — Kymu_ au dessus de /\//Y et d’'un adjoint M — M, de cet oubli mimant
I’adjonction entre hS et hgpt.

Nous montrons que le produit tensoriel dans M se reléve en la somme dans Kwmu
de fagon compatible avec la formule de Kiinneth en MU-cohomologie continue.

Dans le paragraphe 3.2 nous étudions le lien entre MU-algebres instables et algebres
instables sur I'algebre de Steenrod modulo p. On note Ky la catégorie formée par ces
derniéres (voir par exemple [Sc]) et £ la catégorie des Fj-espaces vectoriels gradués.
La catégorie K apparait comme la catégorie des Gy-algebres de £, ou Gy est une
monade associée aux espaces d’Eilenberg-Mac Lane généralisés ([La2]). Le foncteur
Kyvu — €, M — M/f1 se releve en un foncteur Kyuy — Ky tel que le morphisme
(1\//II\J*X)/f1 — H*X est un morphisme d’algebres instables.

Dans le dernier paragraphe (3.3) nous montrons que pour toute MU-algébre in-
stable M, 'ensemble Homg,,, (M, 1\//H\J*) est en bijection avec I’ensemble Homy,, (M /!,
Z/p) donc, si M est la MU-cohomologie continue d’un espace profini fibrant X sans
p-torsion, avec ’ensemble mp X . Ce résultat s’étend au cas X fibrant quelconque.

3.1. Espaces d’Eilenberg-Mac Lane généralisés et MU-algebres instables

On note Kyu la catégorie des G-algebres de &ns-gr (voir la fin de la section 2.2
pour la définition de la monade G). Les objets de Kyy sont appelées MU-algebres
instables. Voici deux exemples fondamentaux :

— L’image par G d'un ensemble gradué S est la MU-algebre instable libre sur S :
lapplication S +— G(S) induit une bijection Homy,,, (G(S), N) — Homgns g (S, N)
pour tout N € Kyuy.

— Soit X un espace profini; I'image en MU-cohomologie continue de I'application
canonique X — K(l\//H\J*X ) fait de la MU-cohomologie continue de X une MU-algebre
instable fonctoriellement en X.

Pour tout objet M de Ky, le diagramme G2(M) = G(M), dont M est le co-
égalisateur dans &ns-gr, est un l-complexe de L. On en déduit une structure de
E—algébre sur M, c’est a dire un foncteur oubli O% : Kyuy — M. Comme le fonc-
teur G et la transformation naturelle G o G — G sont a valeurs dans la catégorie des
groupes abéliens gradués, le coégalisateur dans &ns-gr d’un 1-complexe de G-algebres
est un coégalisateur scindé (proposition A.1.4). On en déduit 'existence dans Kyuy
des colimites indexées par une catégorie petite et la commutation du foncteur oubli
Kymu — &ns-gr aux coégalisateurs de 1-complexes. Le corollaire A.2.6 montre que le
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foncteur O% : Kyy — M commute aux coégalisateurs de 1-complexes, admet un ad-
joint a gauche qu’on note G* et que le foncteur associé 0% : Kyu — /\//Y(O“G“) est
une équivalence de catégories. Le foncteur O® ne commute pas aux coégalisateurs en
général.

On note encore G* la composée O*G*. Par construction, l'image par G* de la L-
algebre libre sur un ensemble gradue S est la G-algebre libre sur S. On en déduit que
I’image par G* d’un objet de L est dans L.

Version réduite. — L’objet MU*, image par G de l'objet initial @ de &ns-gr, est
un objet initial dans Cyy. Pour tout espace profini pointé X, 'application pt — X
induit un morphisme MU*X — MU* rétract de I'unité MU* — MU*X dans Ky et
de noyau MU*X dans M : I’algebre instable MU*X est augmentée.

Soit S un ensemble gradué; l'espace profini K(S) est un produit d’espaces profinis

pointés. La bijection Hom, g t(X, 1\//H\Jé) ~ 1\//[TJ5X7 s € Z, (voir la section 1.6) se
généralise en une bijection Hom, 5 (X, K(S5)) ~ Homens—g: (S, 1\//H\J*X) d’olt on déduit

une structure de monade sur le foncteur G : éns-gr — &ns-gr, S — 1\//H\J*K(S ).
On note Kyuy_ la catégorie des G-algebres de &ns-gr; ses objets sont appelés
MU-algebres instables non-unitaires. Si X est un espace profini pointé, ’adjonc-

tion ci-dessus fait de MU*X un objet de Kyuy_. Comme pour Kyy, le 1-complexe
G2(M)= G(M) associé a un objet M de Kyy_ est un l-complexe de £ d’ot on
déduit un foncteur oubli Kyy_ — M.

Soit M dans Kyy. Le 1-complexe G2(M) = G(M) est I'image en MU-cohomologie
continue du 1-cocomplexe K(M)=K(G(M)) donc image en MU-cohomologie conti-
nue réduite du 1-cocomplexe K(M), S K(G(M)),, donc est naturellement un 1-
complexe de Kyuy_. On en déduit un foncteur oubli Kyiy — Kyu_ au dessus de
Iidentité de &ns-gr.

On note Kyug la catégorie des algebres instables augmentées, c’est-a-dire la caté-
gorie des objets de Kyy au dessus de MU*. Pour tout ensemble gradué S, le point base
de K(5) fait de G(S) un objet de ICMUO On dispose d’un oubli évident Kyyg — ICMU

Pour M dans Kyug on note M l’ensemble gradué sous-jacent au noyau dans M
du morphisme de M — MU*. On a une bijection naturelle Hompgy, (G(S), M) ~
Homegns-gr (S, M ) d’olt une structure de monade sur le foncteur &ns-gr — &ns-gr,
S+ (G(S)) et une structure d’algebre sur M relativement & cette monade. Cette
monade coincide avec G de sorte que M est dans Kamu_. Le foncteur Kyryg — Ens-gr,
M +— M admet S — G(S) pour adjoint & gauche, commute aux coégalisateurs de 1-
complexes et ne transforme que les isomorphismes en isomorphismes. Son relevement
Kymuo — 5ns—gr(é) = Knmu_ est donc une équivalence de catégories par la proposi-
tion A.1.6. On note M, l’algebre instable augmentée associée a une algebre instable
non-unitaire M par cette équivalence de catégories. On a donc pour tout ensemble
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gradué S un isomorphisme canonique G(S )+ = G(S) dans Ky et plus généralement
un isomorphisme canonique (1\//[TJ*X )y & MU*X pour tout espace profini pointé X.

Observons que la composée Ky — Kmup — M\, M +— My est isomorphe
au foncteur M +— M @ MU* et pour tout espace profini X l'image de MU* X par
la composée Kyy — Kvu_ — Kamug s'identifie & 1\//ITJ*(X+). Par composition des
adjonctions, la composée Kyu_ ~ Kyug — Kvmu, M — My est adjoint a gauche du
foncteur oubli Kyy — Kvu_.

La description de Kyuy comme catégorie des G®-algebres de M se mime dans
Kyu_ @ Pour toute ﬁ—algébre M, Talgebre instable G*(M) est augmentée par le
morphisme G*(M) — MU* adjoint du morphisme nul M — MU* et on a une bi-
jection naturelle Homy,,,(G*(M),N) =~ Hom/\A/l(M7 ]\7) La composée M — M\,
M — (G(M)), quon note G*, a une structure de monade et la catégorie Kyy_
s’'identifie a la catégorie des é“—algébres de M.

Observons que l’algebre instable non unitaire nulle est I’objet initial et terminal de
Kymu_. L'oubli Kpyuo — /\//Y commute aux limites. En particulier le noyau dans /\//Y
d’un morphisme M — N de Kyuy_ est une sous—é—algébre de M.

PROPOSITION-DEFINITION 3.1.1. — Soit L un objet de L.

(a) Le foncteur hgpt — éns-gr, X — Homﬁ(L,l\//H\J*X) est représentable par un
espace profini pointé fibrant sans p-torsion qu’on note K*(L).

(b) Le morphisme d’algébres instables non unitaires Go(L) — MU*K® (L), adjoint
de l'unité d’adjonction L — 1\//II\J*K‘1(L), est un isomorphisme naturel compatible avec

les structures de monade de G et de L — 1\//H\J*K“(L).

Démonstration. — Choisissons un ensemble gradué ' et un isomorphisme ﬁ(S ) — L.
Le foncteur X — Homﬁ(E(S),l\//Iﬁ*X) est représenté par espace profini pointé
fibrant K(S) et le morphisme L(S) — M:U*K(S) adjoint dans M de Dl'unité
S — W*K(S);\E’espace profini pointé K(S) représente également le foncteur
X - HomM(L,l\//H\J*X ). Notons que la fonctorialité en L du représentant dépend
d’un choix. Le point (b) est formel. O

Voici une caractérisation des espaces profinis pointés K*(L), L € E, (ou, de fagon
équivalente, de K(S), S € &ns-gr) & isomorphisme pres :

LEMME 3.1.2. — Soit X un espace profini pointé sans p-torsion dont la MU-
cohomologie continue réduite est isomorphe dans Kyy_ @ G*(L) pour un objet L de
L ; alors X est isomorphe ¢ K*(L) dans hSp

Démonstration. — La propriété universelle définissant K®(L) montre que 'isomor-

phisme G*(L) ~ MU*X est induit par une application X — K*(L). Comme X et
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K¢(L) sont sans p-torsion, le morphisme induit en cohomologie modulo p continue ré-
duite est la réduction modulo f! du morphisme en MU-cohomologie continue réduite
donc est un isomorphisme. O

Le lemme a une version non pointée qui se démontre de la méme fagon.

REMARQUE. — La structure multiplicative du spectre MU induit une structure de
monade sur le foncteur hSp, — hSpy, X — Q°(MUAX). Si X est un ensemble simpli-
cial pointé connexe dont la cohomologie a coefficients p-adiques est libre et de dimen-
sion finie en chaque degré alors 'espace Q2°°(MU A X) a la méme propriété (cf. [DL,

appendice]) et on dispose d’un isomorphisme (2°°(MU A X))P — Ka(l\//H\J*)?p) dans

hg’pt induisant un isomorphisme (N}(l\//H\J*X) — 1\//H\J*Q°°(MU A X)) compatible avec
les structures de monades. La structure de MU-algebre instable non unitaire sur la
MU-cohomologie complétée en p réduite de tels espaces coincide donc a dualité pres
avec celle définie dans [BCM].

Filtration squelettale. — Soient S un ensemble gradué et n un entier. L’inclusion
Sk, K(S) — K(S) induit un morphisme de G-algebres G(S) — MU* Sk, K(S) (de G-
algebres augmentées puisque K(.5) est pointé) qui se factorise par la ﬁ—algébre quotient
G(S)/F*+! (voir la filtration squelettale d’une L-algébre en section 2.2).

Comme espace profini K(.9) est sans p-torsion, son squelette n-iéme 1’est également
et les L-algebres G(S), G(S)/F"! et Sk, K(S) sont libres. L’application H*K(S) —
H* Sk,, K(S) est bijective pour k < n et injective pour k = n (cf. la démonstration du
point (a) du lemme 2.1.7). Le morphisme de L-algebres G(S)/Fn+! — MU* Sk, K(S)
est donc un monomorphisme modulo f! donc est un monomorphisme par le point (b)
de la proposition 2.1.3.

On en déduit que G(S)/F"T! s’identifie au coégalisateur du 1-complexe

G(S) X575+ g1, x(5) G(S) =G(9)

donc hérite de G(S) d’une structure naturelle de G-algebre (cf. la discussion sur les
objets quotients en fin de la section A.1 de 'appendice A).

Soit M une MU-algebre instable. Puisque le foncteur M — /\//Y, N — N/Fn+t
commute aux coégalisateurs de 1-complexes, la i—algébre quotient M/F™*1 est le
coégalisateur du 1-complexe de G-algebres G2(M)/F"*1 = G(M)/F™*! donc hérite
d’une structure de G-algebre compatible avec celle de M.

Soit X un espace profini. Le morphisme de MU-algebres instables MU*X —
MU* Sk, X se factorise par (1\//ITJ*X)/F"+1. Si X est sans p-torsion alors le Fp-
espace vectoriel gradué (1\//[TJ*X JEHL) /fL gidentifie & H*X en degré inférieur ou
égal a n et est nul en degré strictement supérieur & n. Le morphisme MU*X JE" —
(1\//16* Sk,, X)/F™ est donc un isomorphisme modulo !, donc un isomorphisme dans
L (corollaire 2.1.4). Comme les tours (1\//16* Sk, X),, et ((1\//Iﬁ* Sk, X)/F™),, sont pro-
isomorphes, on en déduit le

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



50 CHAPITRE 1. COBORDISME COMPLEXE DES ESPACES PROFINIS

LEMME 3.1.3. — Soit X wun espace profini sans p-torsion, alors les morphismes
MU*X — MU* Sk,, X induisent un pro-isomorphisme

(MU*X)/F™),, === (MU* Sk, X)»,
entre tours d’objets de Ky -

MU-algébres instables et produit tensoriel. — Soient S et S’ deux ensembles gradués
et notons S LU S’ leur réunion disjointe. Par adjonction la G-algebre libre sur S LI S’
est la somme dans Kyu (et Kymug) de G(S) et G(S”). L’espace profini K(S U S") est
par définition le produit K(S) x K(S’). L’isomorphisme de L-algébres G(S)®G(S") —
G(SUS’) donné par la formule de Kiinneth fait du produit tensoriel G(S)®G(S’) une
G-algebre (libre) fonctoriellement en G(S) et G(S’) dans Kyy. Soient maintenant M
et N deux MU-algebres instables ; alors M ®N est canoniquement le coégalisateur dans
M du 1-complexe de G-algébres G2(M)@G2(N) = G(M)®G(N) (cf. appendice B)
de sorte que M®N hérite d’une structure de G-algébre naturelle en M et N.

PROPOSITION 3.1.4. — Soient M et N deux MU-algébres instables.

(a) Les isomorphismes canoniques MU*®M — M et M®MU* — M dans M sont
des isomorphismes dans Kyy.

(b) Les morphismes M = M®MU* — M®N et N = MU*®N — M&N, induits
par les morphismes MU* — M et MU* — N, font de MRN la somme de M et N
dans Kyy.

Démonstration. — On se rameéne au cas « tautologique » ou M et N sont les G-
algebres libres sur des ensembles gradués S et S’ par commutation de la somme et du
produit tensoriel (proposition B.1) aux coégalisateurs de 1-complexes. O

De méme pour M et N deux MU-algebres instables non unitaires, le produit tenso-
riel M®N a une structure naturelle de MU-algebre instable non unitaire qui s’inter-
prete comme celle associée au noyau du morphisme canonique entre algebres instables
augmentées de la somme M, &N, dans le produit (M x N); dans Kyug.

REMARQUES

— Soit M dans Kyu ; la composée du morphisme M @y« M — M®M avec la
somme des morphismes identité M®M — M munit M d’une structure de MU*-
algebre commutative unitaire.

— Soient X et Y deux espaces profinis. Le morphisme de E—algébres

MU*X@MU*Y — MU*X x Y,

induit par la structure de MU*-algebre de MU*X et de MU*Y lorsque X et Y sont
sans p-torsion, est la somme dans Kyy des morphismes MU*X — MU*X x Y et
MU*Y — MU*X x Y induits par les projections X xY — X et X xY — Y. 1l
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induit, lorsque X et Y sont pointés, un morphisme MU*X&MU*Y — MU*X AY
dans Kyu_ qui est un isomorphisme si X et Y sont sans p-torsion.

3.2. Comparaison avec les algébres instables pour la cohomologie mo-
dulo p. — Soit n un entier. Le foncteur qui associe a un espace X le groupe Z"X de
ses n-cocycles a valeurs dans [, est représentable par le [F)-espace vectoriel fini sim-
plicial [k] — Z"Alk] qu’on note K(F,,n) et la bijection Homs(X,K(F,,n)) = Z2"X
induit un isomorphisme Homys (X, K(F,,n)) = H"X (cf. [Mal, §23, 24]). Par exac-
titude des colimites filtrantes, ce méme IFp-espace vectoriel fini simplicial représente
le groupe des n-cocycles continus d’un espace profini dans S et le n-ieme groupe de
cohomologie modulo p continue dans hS ([Mo2]).

Notons & la catégorie des [Fp-espaces vectoriels gradués. Pour ' dans £ on note
Ky (E) le Fp-espace vectoriel profini simplicial [k] — Homg(E,Z*A[k]) (E est la
colimite filtrante de ses sous F,-espaces vectoriels de dimension totale finie). Ce
qui précede montre qu'on a pour tout espace profini X une bijection canonique
Homg(X,Kn(FE)) = Homg (£,Z*X) et en particulier un morphisme E — Z*Kg(E).

Notons FOFE le sous - [Fp-espace vectoriel gradué de E formé des éléments de degré
positif ou nul. L’inclusion F°E — E induit un isomorphisme Ky(E) — Ky (F'E)
puisqu’un espace profini n’a pas de cocycle non trivial en degré strictement négatif.

LEMME 3.2.1. — La composée E — Z*Ky(E) — H*Ku(E) induit pour tout espace
profini X un isomorphisme Hom, g(X, Ku(E)) = Homg (E,H*X).

Démonstration. — On choisit un ensemble gradué S et un isomorphisme du [F\-espace
vectoriel gradué libre sur S dans E. Cet isomorphisme induit un isomorphisme de
Ky (£) dans le produit [],. g K(Fp,[s|) donc un isomorphisme de Hom, s(X, Kg(£))
dans le produit [],.q Hom s(X,K(Fy,[s])), de sorte que le lemme se déduit du cas
rappelé ci-dessus ot F est de dimension totale 1. O

L’espace profini Ky (E) est pointé par 'adjoint dans S du morphisme nul £ — Z*pt.
Si X est un espace profini pointé, le noyau H*X du morphisme H* X — H*pt s’identifie
& Pensemble Hom, g (X, Ku(E)).

On déduit du lemme et de sa version pointée des structures de monade sur les
endofoncteurs E — H*Ky(E) et E — H*Ky(E) de £, qu'on note Gy et Gy respec-
tivement, et une structure de Gyg-algebre sur la cohomologie modulo p continue d’un
espace profini (respectivement de GH—algébre sur la cohomologie modulo p continue
réduite d’un espace profini pointé). Observons que les foncteurs Gy et Gy sont &
valeurs dans la sous-catégorie de £ formée des Fj,-espaces vectoriels gradués nuls en
degré strictement négatif.

On note Ky (respectivement Ky _) la catégorie des Gy-algebres de £ (respective-
ment des GH—algébres de &) qu’on appelle HZ/p-algébres instables (respectivement
HZ/p-algebres instables non unitaires). Observons que le coégalisateur dans £ d’'un
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1-complexe de Gy-algebres ou de GH—algébreS est un coégalisateur scindé ; autrement
dit les monades Gy et Gy vérifient la condition (Qp) (cf. appendice A). Le foncteur
Gu(€) — Ku_, Gu(E) — H*(Ky(E)4) s’étend en un foncteur oubli Ky — Kp_
au dessus de &, lequel admet un adjoint a gauche par le corollaire A.2.6 qu’on note
M — M.

Une Gy-algebre est exactement une algebre instable sur ’algebre de Steenrod mo-
dulo p et pour X un espace profini, la structure classique d’algebre instable sur la
cohomologie modulo p continue de X coincide avec la structure de Gg-algebre induite
par 'unité X — Ky (H*X) : le cas ol la Gy-algébre (respectivement ’espace profini)
est finie en chaque degré résulte de [La2]; le cas général est conséquence du lemme

suivant.
LEMME 3.2.2. — L’oubli K — £ commute aux colimites filtrantes.
Démonstration. — Puisque la monade Gy vérifie la condition (Qy) il suffit par la pro-

position A.1.6 de vérifier que I’endofoncteur Gy de £ commute aux colimites filtrantes.
Or le foncteur E — Ky (F) transforme les colimites filtrantes en limites filtrantes par
adjonction dans Setla cohomologie modulo p continue d’une limite filtrante d’espaces
profinis est la colimite des cohomologies modulo p continues (lemme 1.1.1). O

Le produit tensoriel dans £ de deux algebres instables est naturellement muni
d’une structure d’algébre instable qui en fait la somme dans Ky (par un argument
analogue & la preuve de la proposition 3.1.4) et qui est telle que pour toute paire
d’espaces profinis X, Y l'isomorphisme de Kiinneth H*X ® H*Y — H*X X Y est un
isomorphisme dans Ky.

Revenons aux MU-algebres instables. Pour tout ensemble gradué .S, le morphisme
de F,-espaces vectoriels gradués G(S)/f! — H*K(S) induit par le morphisme de
spectres MU — HZ/p est un isomorphisme puisque K(S) est sans p-torsion et fait
ainsi de G(S9)/f' une HZ/p-algebre instable fonctoriellement en G(S) € Kyy. Soit
maintenant M une MU-algebre instable quelconque; le quotient M/f! est canoni-
quement le coégalisateur dans € du 1-complexe G2(M)/f' & G(M)/f! de Kg donc
hérite d’une structure de HZ/p-algebre instable fonctoriellement en M € Kyy et de
facon compatible avec le morphisme naturel (1\//ITJ*X )/f! — H*X pour tout espace
profini X.

Les formules de Kiinneth en cohomologie modulo p et en MU-cohomologie continues
donnent pour toutes paires d’ensembles gradués S, S’ un isomorphisme

(G(S)®G(8) /' = G(9)/t* @ G(5")/f.

On en déduit pour toute paire de MU-algebres instables M, M’ un isomorphisme
(M&M')/f' = M/f' ® M'/f' dans Ky (observons que M/f' et M’/f' sont nuls en
degré strictement négatif) compatible avec les formules de Kiinneth pour la cohomo-
logie continue d’un produit d’espaces profinis.
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La méme discussion s’applique a la situation pointée.

LEMME 3.2.3. — Le foncteur Kyiuy — Kp, M — M/f1 commute aux colimites in-
dexées par une catégorie petite.

Démonstration. — 11 suffit par la proposition A.1.6 de vérifier que la composée
&ns-gr — Kg, S — G(S)/f! commute aux sommes indexées par un ensemble. On
observe d’abord que le foncteur S — G(S)/f' = H*K(S) commute aux colimites
filtrantes par construction de K(S) dans S et par le lemme 1.1.1. Pour S,5" deux
ensembles gradués I'isomorphisme G(SUS")/f! =2 G(S)/f! @ G(S") /! et la discussion
sur le produit tensoriel de deux objets de Ky font de G(S U S’)/f! la somme de
G(S)/f! et de G(S")/f! dans Kp, d’ot le résultat. O

3.3. Algebres instables et 7

PRrOPOSITION 3.3.1. — Pour toute MU-algébre instable M ’application naturelle
Homye,, (M, MU*) — Homy,, (M/f", Z/p)

est une bijection.

Démonstration. — On se ramene au cas ou M est la G-algebre libre sur un ensemble
gradué S. Les deux ensembles sont alors canoniquement en bijection avec I’ensemble
Hom, s(pt, K(S)). O

REMARQUE. — Les deux ensembles Homy,,, (M, 1\//H\J*) et Homy, (M/f,Z/p) ont
une structure profinie naturelle et la bijection de la proposition est un homéomor-
phisme.

COROLLAIRE 3.3.2. — Soit M wune MU-algébre instable; les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) La MU-algébre instable M est non nulle.
(i) La HZ/p-algebre instable M/f' est non nulle.

Si elles sont satisfaites le morphisme MU* — M admet un rétract dans Kmu.

Démonstration. — Si I’algebre instable M /f! est nulle alors M est nulle par le lemme
2.2.3. Sinon 'unique morphisme Z/p — M/f! dans Ky admet un rétract (voir par
exemple [Lal, 1.7 et 1.8]) donc également le morphisme MU* — M dans Kyu et M
est non nulle. o

PROPOSITION 3.3.3. — Soit X un espace profini fibrant ; alors l'application naturelle
7o X ~ Hom, 5(pt, X) — Homg,,, (1\//H\J*X, 1\’@*)

est une bijection.
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Démonstration. — Puisque les applications Hom, s(pt, X)) — Homg, (H*X,Z/p) et
Homyc,,, (1\//H\J*X, 1\’4{7*) — Homy, (1\//ITJ*X/f1,Z/p) sont des bijections (proposition
3.3.1 pour la seconde), il suffit de montrer que 'application 1\//ITJOX/f1 — HOX est
un isomorphisme. On observe d’abord que l'application X — myX induit un iso-
morphisme HOmX — HOX (cf. la section 1.3) et que le morphisme MU*mX/f! —
H*my X est iso puisque myX est sans p-torsion. Puisque les composées 1\//H\JO7TOX /L —
HmoX — H°X et 1\//ITJO7r0X/f1 — 1\//ITJOX/f1 — HOX sont égales, on en déduit que
l’application 1\//H\J0X/f1 — HYX est surjective. Posons X° = K(l\//IE*X) et notons C
la cofibre de I’application canonique X :/XO. Comme MU* X0 — MU*X est épi, on
dispose d’une suite exacte courte 0 — MU*C — MU*X° — MU*X — 0. On forme
alors le diagramme

MUOC/ft — MUPX0/f! — MU°X/f! — 0

| | |

0 HOC HOX0 —— HOX

oll les lignes sont exactes. Comme X° est sans p-torsion, la fleche verticale du milieu
est iso. Comme les deux autres fleches verticales sont épi, celle de droite est iso, ce
qui termine la preuve. O

REMARQUE. — Les deux ensembles mo X (pour X fibrant) et Homy,,,, (1\//H\J*X, 1\//H\J*)
ont une structure profinie naturelle, le premier par construction (cf. la section 1.3) et
le second parce que MU*X est la colimite filtrante de ses sous-MU-algebres instables
de type fini. L’application mpX — Homx,,, (1\//ITJ*X, 1\//H\J*) est continue donc est un
homéomorphisme.

4. Résolutions

La section A.4 de 'appendice donne une courte présentation de la notion de réso-
lution. Nous utilisons les résolutions libres pour étudier les propriétés d’exactitude a
gauche de foncteurs additifs définis sur M\, tel que M +— M/fl ou M — M ®N, et
pour étendre au cas général les résultats sur les i—algébres libres ou sur les espaces
profinis sans p-torsion établis dans la section 2.1 (filtration de la limite d’une tour de
E—algébres, formule de Kiinneth en MU-cohomologie continue, formule de coefficients
universels reliant la MU-cohomologie continue & la cohomologie modulo p continue).

La section 4.1 est consacrée aux résolutions libres des E—algébres. Nous commengons
par donner le lien entre 'annulation d’un dérivé gauche itéré du foncteur (—)/f! en
une i—algébre M et la longueur d’une résolution libre de M (proposition 4.1.8). En
particulier nous montrons qu’étant donnée une résolution libre M, — M de M, la
E—algébre M est libre si et seulement si le complexe augmenté de IF-espaces vectoriels
gradués M, /f! — M/f! est acyclique (proposition 4.1.3).
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Nous rappelons de ’appendice B la définition, pour M, N deux E—algébres, des
dérivés gauches en M du produit tensoriel par N comme ’homologie du produit
tensoriel par N d’une résolution libre de M ; on note cette homologie Tor. (M, N).
Le produit tensoriel par N est exact si et seulement si la ﬁ—algébre Tory (M, N) est
nulle pour toute i—algébre M. La difficulté rencontrée est que nous n’obtenons pas
Pannulation de 'objet Tor; (M, L) pour toute ﬁ—algébre libre L. Nous montrons que
ces objets Tor coincident avec les dérivés gauches du produit tensoriel dans la catégorie
des MU*-modules sous certaines hypotheses de finitude (proposition 4.1.9).

Nous mettons ensuite en place la notion d’extension des scalaires associée a la sous
Z,-algebre A, de MU* engendree par les n premiers générateurs de MU* (voir [CS]
et [Ad1] pour le cas des MU*- modules) A A, correspond une monade L, sur &ns-gr,
la catégorie abehenne /\/l des L -algebres, un produit tensoriel @n sur M\n et ses
dérivés gauches Tork" Pour n < n’ € NU{oo} l'inclusion A,, C A, induit un foncteur
oubli O, M = Mn, adjoint & droite d’un foncteur d’extension des scalaires M"
avec les propriétés suivantes :

- Oy et M" transforment les obJets libres en objets libres et sont exacts.
~ On a un isomorphisme O,, Torl~ (M’ M™ (M)) = Tor (O, M', M) sous des
hypothéses de finitude sur M et M’ (proposition 4.1.23).

Comme les io—algébres admettent une résolution libre de longueur 1 on en déduit :

— Pour M une E—algébre et L dans £ Pobjet Tor (M, L) est nul si M est nul en
degré assez grand ou si L/f! est fini en chaque degré.
— Les L,-algebres admettent une résolution libre de longueur finie.

En particulier si M7 — My est un morphisme dans L avec M 1/ fl et My /f I concentrés
en un nombre fini de degrés alors le conoyau dans M de My — Mj est dans I'image
de M?° pour un certain entier n donc admet une résolution libre de longueur finie
(proposition 4.1.27).

Nous terminons la section par la comparaison des objets Tor,(M,lims Ns) et
lim, Tor, (M, Ny) pour M une L-algébre et (N,) une tour de L-algebres sous des
hypotheses de finitude garantissant un isomorphisme M®lim, N, 2 lim,(M&N,)
lorsque (N;) est une tour d’objets de L (proposition 4.1.31), en suivant les pas de la
section 9 de [RWY]. Comme application nous prenons pour M la E—algébre MU* /"
et en déduisons le lien entre la filtration de la limite d’une tour de E—algébres et la
limite des filtrations.

La section 4.2 s’intéresse aux résolutions instables et aux résolutions des espaces.
La structure de monade du foncteur G : S — 1\//H\J*K(S) permet d’associer a
toute MU-algebre instable M une G-algebre libre simpliciale G,(M), image en MU-
cohomologie continue d'un diagramme cosimplicial K*(M) d’espaces profinis de la
forme K(S), et un morphisme G,(M) — M qui est une résolution libre de M
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dans M. Si X est un espace profini, on dispose d’'un morphisme de 'objet cosim-
plicial constant X dans K* (1\//ITJ*X ), lequel induit en MU-cohomologie continue la
G-résolution simpliciale canonique de I’algebre instable MU*X. La propriété impor-
tante est que si une algebre instable M est libre comme E—algébre alors le morphisme
G.(M)/ft — M/f! entre algébres instables simpliciales pour la cohomologie modulo p
est une résolution de M /f!.

Nous définissons la notion de MU-résolution libre d’un espace profini pointé X
comme la donnée d’une suite de cofibrations (C"~! — X™),,~( entre espaces profinis
pointés vérifiant :

~OnaC!=XetC"=X"/C"! pour tout n > 0.

— Pour tout entier n > 0 'espace profini X™ est sans p-torsion.

— Pour tout entier n > 0 Papplication C"~! — X™ induit un épimorphisme en
MU-cohomologie continue réduite.

L’image en MU-cohomologie continue réduite du cocomplexe d’espaces profinis
pointés X — X* est alors une résolution libre de la MU-cohomologie continue réduite
de X. On peut choisir chaque X" comme l'image par K d’un ensemble gradué S,
auquel cas la résolution X — X* est universelle parmi les MU-résolutions libres de X
(proposition 4.2.5). Si X est de dimension finie alors X admet une MU-résolution
libre de longueur finie X — X™* avec chaque X" de dimension finie.

Dans la section 4.3 nous associons a une MU-résolution libre X — X* d’un espace
profini pointé X et & une théorie cohomologique réduite M*(—) une suite spectrale
dont le terme E5 ! est ’homologie en degré s du complexe M*X*. Cette suite spec-
trale converge fortement si la résolution de X est de longueur finie. Nous obtenons
ainsi sous certaines hypotheses de finitude la suite spectrale de Kiinneth de terme
E,*" = Tors(l\//Iﬁ*X , 1\//H\J*Y) convergeant fortement vers la MU-cohomologie conti-
nue du produit X x Y (proposition 4.3.1) et la suite spectrale de coefficients universels
de terme E; " = Tors(l\//Iﬁ*X , MU* /f1) convergeant fortement vers la cohomologie
modulo p continue de X (proposition 4.3.3). (Cf. [Ad2] et [CS] pour le cas classique.)

4.1. Résolutions libres dans M\ et torsion

Résolutions libres. — Soit M, un complexe (nul en degré négatif) de M ; son homo-
logie est un objet gradué de M. Un complexe augmenté M, — M est dit acyclique si
le morphisme de complexes M, — M induit un isomorphisme en homologie.

La proposition suivante est ‘une traduction de la proposmon A.4.1, ou on prend
pour C la catégorie opposée a M et pour L les objets de L.

PROPOSITION 4.1.1. — Soient M, — M et N, — N deux compleres augmentés de
M. On suppose que les objets M,, sont dans L pour tout n et que le complexe augmenté
N, — N est acyclique ; alors tout morphisme de M dans N se reléve en un morphisme
de M, dans N, unique a homotopie preés.
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On appelle résolution libre d’une f—algébre M la donnée d’un complexe M, de L et
d’une augmentation My — M tels que le complexe augmenté M, — M soit acyclique.
On appelle longueur d’une telle résolution la borne inférieure (éventuellement infinie)
des entiers n tels que My est I'objet nul pour tout k& > n.

Toute ﬁ—algébre M admet une résolution libre canonique : la structure de monade
de L permet d’associer & M D'objet simplicial L, (M) de £ et le morphisme de L, (M)
dans la E—algébre simpliciale constante égale a M est une équivalence d’homotopie
entre les ensembles gradués simpliciaux sous-jacents de sorte que le complexe aug-
menté associé L. (M) — M est acyclique. On peut aussi observer que le complexe
normalisé de la ﬁ—algébre simpliciale L. (M) est une résolution de M et un complexe
de L car rétract de ﬁ*(M ). La proposition qui précéde montre que deux résolutions
libres d’'une méme E—algébre sont équivalentes homotopiquement.

Le lemme suivant est une généralisation de la proposition 2.1.3 :

LEMME 4.1.2. — Soit M' — M — M" une suite de morphismes de L telle que la
suite induite M’ /f1 — M /f1 — M" /f' est exacte dans &, alors la suite M’ — M — M"
est ezacte dans M et le noyau du morphisme M' — M comme le conoyau du mor-
phisme M — M" sont dans L.

Démonstration. — Nous montrons d’abord que le conoyau du morphisme M’ — M
est dans £. Notons le N ; il suffit par le lemme 2.1.2 de vérifier que N est complet
et que 'application f*MU* /f"*IMU* @ N/fl — N/f"+1 est injective pour tout n. Le
second point vient de ce que la composée
anU*/fn+1MU* ® N/fl N f"MU*/fn-HMU* ® M”/fl . M///fn-i-l

est injective (par I’hypothese et le fait que M" est dans EA) et qu’elle coincide avec la
composée f"MU*/f"TIMU* @ N/fl — N/f*T1 — M”/f"T1 Notons N’ le complété
de N; N’ est dans £ et la suite M’ — M — N’ induit une suite exacte M'/f! —
M/f! — N'/f! — 0 d’olt on déduit que I'application M — N’ est surjective et que
M’ se surjecte sur le noyau de M — N’ par la proposition 2.1.3, donc N’ égale N.

Le morphisme N — M” induit une injection N/f! — M”/fl donc est injectif
et son conoyau est dans L par la proposition 2.1.3. De méme I'image du morphisme
M’ — M, qui s’identifie au noyau de la surjection M — N, est dans E, donc également
le noyau du morphisme M’ — M ce qui achéve la démonstration. O

REMARQUE. — Voici une reformulation du lemme : Soit M’ — M un morphisme de
L-algebres. On suppose que M est dans £ et que Papplication M'/fl — M/f! est
injective ; alors M’ est un rétract de M (en particulier M’ et le conoyau de M" — M

-~

sont dans L).

Rappelons que le foncteur M — E, M +— M/f! commute aux conoyaux, de
sorte qu’on a pour tout complexe M, de L-algébres un isomorphisme canonique
Ho (M., /f') = Ho(M,)/f'. (Ho(M,) est le conoyau du morphisme M; — My.)
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PROPOSITION 4.1.3. — Soit M, un compleze de f—algébres tel que M, est dans L
pour tout entier n = 0 ; alors :

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le compleze augmenté de Fp-espaces vectoriels gradués
M, /f' — Ho(M, /")

est acyclique.
(ii) La i-algébre Ho(M.) est dans L etle complere augmenté de i—algébres
M, — Ho(M.,) est acyclique.
(b) Soient M un objet de L et Ho(M,) — M un morphisme dans M ; alors
Ho(M,) — M est un isomorphisme si et seulement si lapplication induite
Ho(M../fY) — M/f' est un isomorphisme.

Démonstration. — Le point (b) est une conséquence directe du lemme 4.1.2, de méme
que Iimplication (i) = (ii) du point (a).

Supposons la condition (i) du point (a) satisfaite et notons K le noyau du mor-
phisme My — Ho(M,). Comme My — Ho(M.,) est épi, le morphisme My/f! —
Ho(M.)/f! est épi donc K est un rétract de My et est dans L par la proposition 2.1.3.
En particulier la suite 0 — K/f' — Mg/f' — Ho(M,)/f' est exacte. Le complexe
augmenté M,11 — K = (- — M; — K) vérifie encore la condition (ii) de sorte
qu’on obtient inductivement la condition (i). O

Voici une application de la proposition :

LEMME 4.1.4. — Soit (Ly) un diagramme filtrant d’objets de E,‘ alors la ﬁ—algébre
colimite des L, est dans L.

Démonstration. — On regarde la i—algébre colimite des L, comme le my de la L-
algebre simpliciale colim, E. (Ly) induite par la résolution libre canonique des L.
Pour chaque entier n > 1 la E—algébre colim,, L (Ly) est par adjonction la f—algébre
libre sur la colimite des ensembles gradués sous-jacents aux Lr-1 (Ly). 1l suffit donc de
montrer que homologie du complexe (colimg L. (La)) /' est concentrée en degré 0.
Or cela vient de Iisomorphisme colimg(L™(La)/f!) — (colimy Ly (Lqa))/f! (lemme
2.2.2) et de Pexactitude des colimites filtrantes dans &. (|

COROLLAIRE 4.1.5. — Soit (X,) un diagramme filtrant d’espaces profinis sans p-
torsion, alors les applications MU*Xg — MU™ lim, X, induisent un isomorphisme
entre la L-algébre colimite des MU* X, et MU* lim,, X,,.

Démonstration. — On observe d’abord que ’espace profini lim,, X, est sans p-torsion
(lemme 2.1.15) donc que la f—algébre MU* lim, X, est dans £. De méme la L-
algebre colim,, 1\//H\J*Xa est dans £ par le lemme 4.1.4. Il suffit donc de montrer
que le morphisme colim,, 1\//ITJ*XQ — 1\//Iﬁ* lim, X, est un isomorphisme modulo

o~

f! pour obtenir qu’il est un isomorphisme dans M (corollaire 2.1.4). Or ceci vient
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des isomorphismes (colim,, 1\//[TJ”‘XO¢)/f1 ~ colim, H*X,, (par le lemme 2.2.2 et l'iso-
morphisme (MU*X,)/f! ~ H*X,), colim, H*X, ~ H*lim, X, (lemme 1.1.1) et
H* lim, X, ~ (MU*lim, X,)/f! (car lim, X, est sans p-torsion). O

COROLLAIRE 4.1.6. — Le foncteur oubli Kyjuy — M commute auz colimites fil-
trantes.

Démonstration. — Notons O® le foncteur oubli Kyy — M. 11 suffit d’apres la pro-
position A.1.6 de vérifier que pour tout diagramme d’ensembles gradués (S,,) le mor-
phisme O%G(colim,, S, ) — colim, O*G(S,) est un isomorphisme. Or ceci vient de ce
que 'image par G d’un ensemble gradué S est la MU-cohomologie continue de I’espace
profini K(5), de ce qu’on a un isomorphisme K (colima Sy ) ~ limy K(S4) dans S par
construction, et du corollaire ci-dessus. O

Le lemme 4.1.2 implique également une version duale mais moins forte de la pro-
position 4.1.3 :

PROPOSITION 4.1.7. — Soit M™* un cocomplexe de L tel que l’homologie du cocom-
pleze M* /f! est concentrée en degré 0, alors ’homologie du cocomplexe M* est concen-
trée en degré 0 et le noyau du morphisme M® — M?' est dans L.

Ezactitude du produit tensoriel et torsion. — Soient M et N deux ﬁ—algébres; on
définit la E—algébre graduée Tor, (M, N) comme I’homologie du complexe L. (M)®N.
L’invariance par homotopie implique que pour toute résolution libre M, — M de M
il existe un isomorphisme canonique entre l'objet gradué Tor,(M, N) et I'homolo-
gie du complexe M,®N. Par exactitude & droite du produit tensoriel, la i—algébre
Torg(M, N) s’identifie & M&N.

La suite de foncteurs (Tory(—, —)) a les propriétés suivantes (cf. appendice B) :

— Une suite exacte courte 0 — M’ — M — M"” — 0 de E—algébres induit pour
toute E—algébre N une suite exacte longue

- — Tor{(M, N) — Tor;(M",N) — M'&N — M&N — M"®&N — 0.

— Soit IV une i—algébre. Le foncteur M — M®&N est exact & gauche si et seulement
si la L-algebre Tor; (M, N) est nulle pour tout M.

— Soit 0 = N’ — N — N — 0 une suite exacte courte de L-algébres et supposons
que Tory (N, L) est nul pour tout L € L; alors la suite exacte courte induit pour
tout M une suite exacte

Tory,+1(M, N) — Tor,+1(M,N") — Tor,(M,N') — - --

— M®N — M&N" — 0.

Nous montrerons plus loin (proposition 4.1.32) qu’on a pour toute E—algébre M

un isomorphisme naturel M(§>1\//H\J*/f1 =~ M/fl. Si M, — M est une résolution libre
de M, le n-itme objet d’homologie du complexe M, /f! s’interpréte donc comme I’objet
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Tor, (M, MU* /f1). Avec cette identification la proposition suivante est une générali-
sation de la proposition 4.1.3

PROPOSITION 4.1.8. — Soit M une i—algébre et n un entier positif. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) La L-algebre Tor, 11 (M, MU* /1) est nulle.

(il) 1l existe une résolution libre de M de longueur inférieure ou égale a n.

(iii) Pour toute résolution libre M, — M de M, le conoyau du morphisme M, 11 —
M, est dans L.
Si elles sont vérifiées, les i—algébres Tory, (M, N) sont nulles pour toute i-algébre N
et tout entier k > n.

Démonstration. — On utilise I'isomorphisme naturel M@MU* /f! 2 M /f! (proposi-
tion 4.1.32 (a)). La condition (i) implique (iii) par le lemme 4.1.2. La condition (iii)

implique (ii) : la suite --- — 0 — Coker(Mp4+1 — M,) — -+ — M est une ré-
solution libre de M. Enfin (ii) implique clairement (i) et la derniére assertion de la
proposition. O
EXEMPLE. — Nous verrons plus loin que la MU-cohomologie continue d’'un espace

profini de dimension finie admet une résolution libre de longueur finie.

Comparaison avec les modules Tori/[U*(M, N). — Soient M et N deux f—algébres,
M, — M une résolution libre de M et L, — M une résolution de M par des MU*-
modules libres. L’identité de M se releve en un morphisme entre complexes de MU*-
modules de L, dans M., unique a homotopie pres. La composée L. Qg+ N —

M, @z N — M,®N induit un morphisme canonique Tori/[U* (M,N) — Tor.(M,N)

entre MU*-modules gradués.

PRrOPOSITION 4.1.9. — Soient M et N deuz i—algébres, M, — M une résolution
libre de M et Ny — Nog — N une présentation de N dans L. On suppose que l'une
des conditions suivantes est satisfaite :

(1) Les Fy-espaces vectoriels gradués M, /f',n € N et N,,/f', n € {0,1} sont nuls
en degré assez grand et l'une des familles est formée d’espaces vectoriels gradués finis
en chaque degré.

(2) L’une des familles M,/f', n € N ou N,,/f', n € {0,1} est formée d’espaces
vectoriels gradués de dimension totale finie.

Alors pour tout entier n le morphisme Tor™V (M, N) — Tor, (M, N) est un isomor-
phisme de MU*-modules.

Démonstration. — Sous 1'une des conditions (1) ou (2) le MU*-module gradué sous-
jacent & I'objet Tor. (M, N) s’identifie & 'homologie du complexe M, @z~ N. 11 suffit

donc de montrer que les MU*-modules M, sont plats pour tout n. Or cela vient de
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ce que M, est dans L et est nul en degré assez grand, donc est isomorphe au produit
tensoriel au dessus de Z, de MU" et d'un Z,-module sans torsion (de fagon non
canonique). O

La proposition suivante permet d’identifier les i—algébres qui admettent une réso-
lution libre vérifiant la condition (1) ci-dessus. Rappelons que la catégorie MO des
ﬁ—algébres nulles en degré assez grand s’identifie & une sous-catégorie pleine de M
(proposition 2.2.1).

PROPOSITION 4.1.10. — Soit M un MU*-module nul en degré assez grand qu’on
munit de la filtration par les coefficients; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le MU*-module M admet un ensemble gradué de générateurs fini en chaque
degré.

(ii) Le Zp-module gradué sous-jacent a M est de type fini en chaque degré.

(iii) M est une L-algeébre et M/f' est fini en chaque degré.

Si elles sont vérifiées, M est complet pour la filtration par les coefficients.

Démonstration. — Supposons la condition (iii) satisfaite. Soit S une base du Fp-
espace vectoriel gradué M /f! qu’on reléve en une famille d’éléments de M ; I'applica-
tion S — M induit un morphisme de E-algébres E(S ) — M dont on note @ le conoyau.
Comme D'espace vectoriel gradué Q/f! est le conoyau du morphisme L(S)/f! — M/f!,
il est nul. On en déduit que la E—algébre Q@ est nulle en utilisant le début d’une réso-
lution libre de @ et la proposition 2.1.3. Autrement dit I’application f(S ) — M est
surjective, ce qui implique la condition (i). La condition (i) implique la condition (ii),
laquelle implique que M est fini en chaque degré modulo f! et qu’il est complet pour
la filtration p-adique donc est dans MO par la proposition 2.2.1. Observons égale-
ment que la condition (i) se déduit facilement de (ii) et qu’elle implique que M est
complet pour la filtration par les coefficients : on le vérifie d’abord lorsque M est un
MU*-module libre et on 'obtient dans le cas général par Pabsence de terme lim'. O

COROLLAIRE 4.1.11. — Soit M une i—algébre nulle en degré assez grand et finie en
chaque degré modulo f' ; alors M admet une résolution par des objets de L vérifiant
les mémes propriétés.

Démonstration. — On construit inductivement une résolution libre M, — M de M
avec les propriétés requises. Le fait que M vérifie la condition (i) de la proposition
montre l'existence de M. Le fait que My et M vérifient la condition (ii) de la propo-
sition implique que le noyau du morphisme My — M vérifie la méme condition donc
vérifie les hypotheses faites sur M, ce qui permet de conclure. O

Extension des scalaires et i-algébres de présentation en degré borné. — Rappelons
que l'anneau MU”* est une Z,-algebre polynomiale en des générateurs z, de degré
—2n, n > 1. On note Ap 'anneau Z, des entiers p-adiques et, pour n > 1, A, la
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sous-Zy-algebre de MU* engendrée par 1,...,x,. La filtration de MU* induit une
filtration de A, pour laquelle A,, est complet, et une filtration par les coefficients des
A,,-modules.

On note En(S ) le complété pour la filtration par les coefficients du A,,-module libre
de base un ensemble gradué S, muni de la filtration limite, et En la catégorie des
A,,-modules filtrés isomorphes a ﬁn(S ) pour un certain S € &ns-gr. Le foncteur ﬁn est
adjoint & gauche de I'oubli de la catégorie des A,-modules complets pour la filtration
par les coefficients dans &ns-gr. Sa composée avec ’oubli, qu’on note encore fn, est
donc une monade sur éns-gr. On note M, la catégorie des A,-modules et /\/l celle
des L -algebres de &ns-gr. Comme pour /\/l la catégorie Mn est abélienne. L’oubli
/\/l — M,, est additif, exact et admet un adJ01nt a gauche qu’on note L ; il se
releve en une équivalence de catégories Mn — M, (L n), ol on a également noté ﬁ%
la monade composée de i?L avec 'oubli (proposition A.3.3).

LEMME 4.1.12. — Soit S un ensemble gradué.

(a) Ln(S) s’identifie comme A, -module au Ay, -module formé en chaque degré j des
familles d’applications (S* — AJ~%);cz telles que pour tout i et tout k > 0 Uapplication
induite S* — (A, /f%)7 =1 est a support fini.

(b) La filtration limite de L, (S) est la filtration par les coefficients.

La proposition suivante est le pendant de la proposition 2.2.1 et est conséquence
du lemme ci-dessus.

PROPOSITION 4.1.13

(a) L’oubli /\//Yn — M, est pleinement fidéle d’image les ifl—algébres libres de M,,.
(b) la filtration des objets de M, est la filtration par les coefficients.

On démontre le lemme suivant de la méme facon que le lemme 2.1.2

LEMME 4.1.14. — Soit M un A, -module muni d’une filtration plus grossiére que la
filtration par les coefficients; alors M est isomorphe au A,,-module filtré L,,(S) pour
un S € &ns-gr si et seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

(1) M est complet pour la filtration.

(2) Pour tout entier k lapplication A, /f* @5, M/f*1 — M/t* est un isomor-
phisme.

(iii) Pour tout entier k la suite evacte 0 — A, /fFH1A,, — A, /1 — A, /fF — 0
induit une suite exacte

0 — RN, /RN, @a, M/fY — M/ — MR — 0.

En particulier on a :
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LEMME 4.1.15. — Soit M un Zp-module muni de la filtration par les coefficients,
alors M est dans Ly si et seulement si M est complet pour la filtration p-adique et
sans torsion.

On en déduit d’autre part, comme pour le lemme 2.1.12, le

LEMME 4.1.16. — Soit (M,) une tour d’objets de L, telle que la tour de F,-espaces
vectoriels gradués (M /f') est sans lim" ; alors la tour de A, -modules (M) est sans
lim*, le A,,-module M., = limg M, muni de la filtration limite est dans En et Uappli-
cation Moo/f’c — limg Ms/fk est un isomorphisme pour tout entier k.

(Rappelons que la filtration des objets de M\n est la filtration par les coefficients
par le premier lemme ci-dessus.)

On convient de poser Ay, = MU* et EOO = L. Pour S dans éns-gr et k dans Z
on note F¥L, (9) la sous Ly,-algtbre de L, (S) engendrée par les éléments de degré
supérieur ou égal & k. C'est un facteur direct de L, (S) et L, (S) est la limite de la
tour de A,-modules filtrés (L, (S)/FEL,(S))x

LEMME 4.1.17. — Soient n < n’ deuz éléments de NU{co} et S un ensemble gradué;
alors le Ay -module sous-jacent & Ly, (S), muni de la filtration par les coefficients, est
dans L,,.

Démonstration. — On observe d’abord que le A,,-module A, est isomorphe a I'image
par fn d’un ensemble gradué, disons S’, fini en chaque degré et vide en degré assez
grand. Si S est un ensemble gradué vide en degré assez grand, les A ,-modules En/ (S) et
ﬁn(S) ®a,, Ay sont isomorphes. On en déduit facilement (& I’aide du lemme 4.1.14 par
exemple) que le A,-module L,/ (S) est isomorphe & L, (S x S'). Le cas général s’obtient
en appliquant le lemme 4.1.16 (ou 2.1.12 si n’ est infini) & la tour d’épimorphismes

(Lo (S)/Fl )i O

Soient n < n’ deux éléments de N U {o0}. Pour tout ensemble gradué S, la L,
algebre libre sur S est dans En par I le lemme ci-dessus. On en déduit par adjonction un
morphisme L, (S) — Ly (S) dans L, compatible avec les structures de monades de L,
et Ln/. On en déduit une structure naturelle de Ln—algebre sur les Ln/—algebres, c’est &
dire un foncteur oubli O, : M\n/ — /\//\ln au dessus de &ns-gr (cf. le lemme A.2.5). Cet
oubli est additif, exact et admet un adjoint & gauche qu’on note le par la proposition
A.3.3. Le foncteur associé /\//Yn/ — M\n (OnMZ/) est une équivalence de catégories par
la méme proposition. Par construction, I'image par le de la fn—algébre libre sur S
est la L, /-algebre libre sur S (cf. appendice A.2).

On définit un produit tensoriel — ®g, — sur M\n en posant

L.(S) ®g, L L, (8") =L, (S x S') pour S et S vides en degré assez grand,

L.(S) ®g, L L. (8) = hmk( #(S)/Fk ®t, L. (5")/F%) pour S et S’ quelconques,
puis pour M et N deux Ln algebres, M ®s, N est le coégalisateur du 1-complexe
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L2(M) ®t L2(N)Z L, (M) ®t L, (N) (¢f. lappendice B). Alors le foncteur N —
M ®z, N est additif et exact a droite (proposition B.1). Il admet une suite de dérivés
gauches (N — Tori” (M, N)) définie comme I’homologie du complexe Ly, (M)®g N)
(appendice B).

Soient & nouveau n < n’ deux éléments de N U {oo}. Pour M et N deux Li,-
algebres libres, la structure d’anneau de A, donne un morphisme O,, M ®s, O,N —
On(M ®y,, N). On en déduit pour M et N quelconque un morphisme naturel

0.M @ 0,N — 0,(M @; , N).

Soient maintenant M une En—algébre et N une ﬁnf—algébre. L’unité d’adjonction M —
0, M" (M) et le morphisme précédemment décrit induisent un morphisme

M &g, 0,N — 0,(M} (M) ;| N).

LEMME 4.1.18. — Soient n < n’ deux éléments de NU {oco} et soient L et L' deuz
objets de L, et L, respectivement. Le morphisme Leg OnLl' — O, (M?' (L) ®; L)
est un isomorphisme si et seulement si L/f! est fini en chaque degré ou L' est nul en
degré assez grand.

Démonstration. — Choisissons un isomorphisme fn(S ) 2 L pour un certain ensemble
gradué S. Il suffit pour montrer le lemme d’observer que la fn/—algébre MZ' (L) s’iden-
tifie & Ly (S), que M?' (L) ®; , L’ est en chaque degré i 'ensemble des familles d’ap-
plications $7 — L*=7, j décrivant 7Z, telles que pour tout k > 1 et tout j, Papplica-
tion induite S7 — (L'/f*)"=3, pour la filtration des Ly-algtbres, est & support fini,
tandis que L ®s, 0, L’ est en chaque degré i I'’ensemble des familles d’applications
SJ — L' telles que 'application induite S7 — ((O,,L’)/f¥)i=J, pour la filtration
des fn—algébres, est a support fini. O

PROPOSITION 4.1.19. — Soient n < n' € NU{oo}, M une Ly, -algébre et M’ une Ly -
algebre. On suppose que M admet une présentation My — My dans En avec My /ft
et Mo/f! finis en chaque degré ou que M’ est nulle en degré assez grand. Alors le
morphisme M @ O, M' — 0, (M (M) ®s, , M’) est un isomorphisme.

Démonstration. — On sait que Poubli O,, est additif et exact. Le foncteur M?" est
additif et exact a droite car adjoint a gauche de O,,. Les produits tensoriels de M\n
et M\nf sont additifs et exacts a droite en chacune des variables par construction. La
proposition se déduit donc du lemme en utilisant des débuts de résolutions libres de
M et M’ satisfaisant aux hypotheses du lemme. O

Cas particulier. — Appliquons la proposition & M’ = A,/ qui est nul en degré assez
grand. On obtient un isomorphisme naturel O,M? (M) ~ M ®f, OnAps. D’autre
part O, A, est un A,-module libre de dimension finie en chaque degré donc isomorphe
4 L, (9), cest-a-dire & M2 (Lo (S)) pour un ensemble S fini en chaque degré. On obtient
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I

a nouveau par la proposition un isomorphisme naturel Og(M ®g MS(fO(S)))

OoM ®gz,, Lo(S), d’olt un isomorphisme
OoM; (M) = 0o M @¢, Lo(S).

PROPOSITION 4.1.20. — Soient M une Eo—algébre et L une Eo—algébre libre ; alors la
Eo—algébre TorI,;‘) (M, L) est nulle pour tout entier k > 1.

Démonstration. — On observe d’abord que M admet une résolution libre de longueur
1. Soit K le noyau d’un épimorphisme My — M avec M libre. K est un sous-groupe
abélien gradué d’un groupe abélien gradué complet pour la filtration p-adique et sans
torsion donc est également complet pour la filtration p-adique et sans torsion donc
une io—algébre libre par le lemme 4.1.15.

La proposition est maintenant conséquence du résultat plus général suivant :

LEMME 4.1.21. — Soient n un élément de N U {oo}, M une Ly-algébre admettant
une_résolution libre de longueur 1 et L une L, -algebre libre; alors la L,-algebre
Tory™ (M, L) est nulle pour tout entier k > 1.

Démonstration. — Puisque M admet une résolution libre de longueur 1, la En—algébre
Tori” (M, L) est nulle pour tout entier k > 2.

Choisissons une résolution libre 0 — K — My — M de longueur 1 de M et un
isomorphisme EO(S) — L pour un certain ensemble gradué S. Pour tout L’ € En
I’ensemble gradué sous-jacent & L’ @z, L s’identifie en chaque degré ¢ a ’ensemble des
familles d’applications S7 — L*77, j décrivant Z, telles que pour tout k > 1 et pour
tout j l'application induite S7 — (L'/f*)"=7 est & support fini. On en déduit que le
morphisme K ®z, L — My ®z, L est injectif en chaque degré, donc que Tor%” (M, L)
est nul (lemme B.3). O

COROLLAIRE 4.1.22. — Soient n < n’ € NU {oo}. Le foncteur M™ M, — M,
est exact.

Démonstration. — Le corollaire résulte de I'isomorphisme OOMQ/ (M) ~O0gM ®g, L,

pour un L € Eo, observé plus haut et du fait que les foncteurs Og et L ®g, — sont
exacts. n

PROPOSITION 4.1.23. — Soient n < n’ € NU {oo}, M une Ly-algébre et M’ une
L,/ -algébre.
(a) On suppose que M’ est nul en degré assez grand ou que M admet une présen-

tation My — My dans [A:n avec Ml/f1 et Mo/f1 finis en chaque degré ; alors on a un
isomorphisme naturel

0,, Tor» (M’ M™ (M)) = Tor" (0, M’, M).
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(b) On suppose que M’ est nul en degré assez grand ou que M admet une réso-
lution libre M, — M avec My /f' fini en chaque degré pour tout k; alors on a un
isomorphisme naturel

0,, Tork (M™' (M), M") = Tor™ (M, 0,,M").

Démonstration. — Pour le point (a) soit M, — M’ une résolution libre de M'. Si M’
est nul en degré assez grand, on peut choisir M, tel que M, est nul en degré assez grand
pour tout k. La proposition 4.1.19 montre que les complexes O, (M|®; /Mgl (M)
et O,(M)) ®f,, M sont naturellement isomorphes donc ont des hom(;logies iso-
morphes. Comme O,, est exact, I’homologie du complexe O, (M, ®z,, M™ (M)
s'identifie & O, Torl (M’,M" (M)). Pour la méme raison le complexe O, (M!)
est acyclique. Chaque O, (Mj]) est libre par le lemme 4.1.17 donc I’homologie du
complexe O, (M]) ®; M est canoniquement isomorphe a Tork" (0, M’', M), d’ot1 le
résultat.

Le point (b) se démontre de la méme fagon en observant que si M, — M est
une résolution libre de M alors MZ/ (M,) — le (M) est une résolution libre de
M (M). O

COROLLAIRE 4.1.24. — Soient n € NU {00}, M € M\n et L€ L,. On suppose que
M est nul en degré assez grand ou que L/f est fini en chaque degré; alors la L-algébre

Tory™ (M, L) est nulle pour tout entier k > 1.

Démonstration. — Choisissons un isomorphisme ﬁn(S ) = L; alors L est isomorphe
a MS(EO(S)) et S est fini en chaque degré si L/f! est fini en chaque degré. L’objet
Oop Tori” (M, L) est isomorphe & Tory(OoM, M7 (Lo(S))) donc est nul par la proposi-
tion 4.1.20. O

La proposition suivante est le pendant de la proposition 4.1.8 et se démontre de la
méme fagon :

PROPOSITION 4.1.25. — Soit M une En-algébre et k un entier positif. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) La Ly-algebre Tor%j;l(M, Ay /) est nulle.
(i1) 1l existe une résolution libre de M de longueur inférieure ou égale a k.

Si elles sont vérifiées, la fn—algébre Tor%" (M, A, /fY) est nulle pour tout entier | >
kE+1.

PROPOSITION 4.1.26. — Soient n < oo un entier et M une in-algébre ; alors M
admet une résolution libre de longueur n + 1.

Démonstration. — On montre par récurrence sur n que l'objet Tor],;" (M, A, /f') est
nul pour tout k > n + 2, ce qui permet de conclure par la proposition qui précede.
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Pour n = 0 soit My — M un épimorphisme avec M dans Eo, alors le noyau de
My — M est complet pour la filtration p-adique et sans torsion, donc est dans Eo.

Supposons le résultat vrai pour n. La L, -algébre M2FLH(A,, /fY) est un Ay yq-
module complet pour la filtration par les coefficients qui s’identifie au module sous-
jacent & la Z/p-algebre graduée Z/p[xp41], ol X511 est un générateur de degré 2n +2.
On a donc une suite exacte de in+1—algébres

0— MZJrl(An/fl) — Merl(An/fl) — An_,_l/fl — 0.

Puisque 'objet Torlf"“(AnH/fl, L) est nul pour tout L € L,41 par le corollaire
4.1.24, la suite exacte courte ci-dessus induit pour tout entier k une suite exacte

Tor, "+ (M, MIHY (A, /1)) — Tory 74" (M, Apyr /£1) — Tory™ (M, MI1 (A, /).

La En—algébre O, Tori”“(M, MnH (A, /1)) s'identifie & Tor%"(OnM, A, /1) par la
proposition 4.1.23 donc est nulle pour k£ > n + 2 par hypothese de récurrence. On en
déduit que la L, 41-algtbre Tori‘"+1 (M, Api1/f') est nulle pour tout k >n+3. O

Nous dirons qu’une E—algébre M est de présentation en degré borné si M est le
conoyau d’un morphisme M; — My de L avec M, /f1 et My /f1 concentrés en un
nombre fini de degrés. La MU-cohomologie continue d’un espace profini de dimension
finie en est un exemple.

PROPOSITION 4.1.27. — Soient M — M’ un morphisme entre E—algébres de pré-
sentation en degré borné; alors il existe un entier n, un morphisme N — N' entre
Ly, -algébres et un isomorphisme de M — M’ sur le morphisme MS°(N) — M (N').

Démonstration. — Choisissons des présentations L(S;) — L(So) — M et L(S}) —
L(S}) — M’ de M et M’ avec Sy, So, S}, S} concentrés en un nombre fini de degrés.
Le morphisme M — M’ se releve en un morphisme de L(S;) — L(Sp) dans L(S}) —
L(S}). Soit n un entier supérieur & la moitié¢ de la différence entre le degré maximal
et le degré minimal d’un élément de Sy U Sp U S] U S{. Le carré commutatif

L(S1) — L(So)

1o
L(S7) — L(Sh)

est alors I'image par M2° d’'un carré
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dans M\n et ce dernier commute puisque la restriction de M:° a En est fidele. Notons
N et N’ les conoyaux des morphismes L, (S1) — L, (So) et L,,(S}) — Ly, (S§) respec-
tivement. Le morphisme Ly, (So) — Ly, (S§) induit un morphisme N — N’ d’image par
M¢? isomorphe a M — N. (]

PROPOSITION 4.1.28. — Soit M une ﬁ—algébre de présentation en degré borné, alors
M admet une résolution libre de longueur finie.

Démonstration. — La proposition est conséquence de la proposition ci-dessus appli-
quée a l'identité de M, de la proposition 4.1.26, de 'exactitude du foncteur M2° et
du fait que M° transforme les L,-algebres libres en L-algebres libres. O

Produit tensoriel et limite. — Soit (Ns,gs : Ns — Ns_1) une tour de E—algébres dont
on note Ny la limite ; alors No est le noyau du morphisme Id —(gs) : [[, Ns — [, Vs
et limi N, son conoyau (appendice C).

Soient M une i—algébre et M, — M une résolution libre. On forme le bicomplexe
A, .« concentré en bidegré (*,1) et (*,0) et défini par

Aoy — Ao = [[OLEN) — [[(M.BNY)
t

t
de sorte qu’on a avec les notations de I'appendice C

HY A, . = limy(M,®N;), HyA, . = lim; (M, N;).
Le morphisme M® [, N; — [[,(M&N;) induit des morphismes
M®Ny — lim;(M®N;) et M®&lim; Ny — lim; (M&N;).

LEMME 4.1.29. — Sotent M une f—algébre et (Ls) une tour de L telle que la tour
de Fp-espaces vectoriels gradués (Ls/f') est pro-constante en chaque degré. Alors le
morphisme M&Ls, — lim,(M®L,) est un isomorphisme et lim}(M®L,) est nul.

Démonstration. — On commence par traiter le cas M € L. Puisque lim! (L. /f') est
nul, L., est dans L et limi L, est nul par le lemme 2.1.12. De méme, pour chaque
entier t la E-algébre limg(Ls/F?) est dans L. Le lemme 2.1.12 montre que le morphisme
Loo/F' — limg(Ls/F?) est un isomorphisme modulo f! donc (corollaire 2.1.4) c’est un
isomorphisme dans L.

Les morphismes M®Ls, — lim;(M/F!*® Ly, /Ft) et ML, — lim,(M/F'Q L, /F?)
sont des isomorphismes par construction du produit tensoriel. Pour chaque entier ¢
le lemme 2.1.12 appliqué & la tour (M/F'®&L,/F?), et le corollaire 2.1.4 montrent
que le morphisme M/F!®Lo,/Ft — limy(M/F*®L,/F!) est un isomorphisme dans
L et que lim!(M/F'®L,/F") est nul. Les mémes lemme et corollaire donnent un
isomorphisme limt(M/Ft(@Loo/Ft) — 1ims7t(M/Ft®Ls/Ft). On en déduit un iso-
morphisme naturel M®Lo, & limS(M@QLS). Enfin la proposition C.7 appliquée a
la tour (M/F!®@L,/F!)s; et les résultats qui précédent montrent que la L-algebre
lim! (M®L,) est nulle.
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Pour M quelconque soit My — My — M le début d’une résolution libre de M.
Par exactitude & droite du foncteur lim', la f—algébre lim'(M®&L,) est nulle. Par
exactitude du produit tensoriel et parce que lim!(M;&L) est nul, on a une suite
exacte lims(M1®Ls) — 1ims(MO®Ls) — 1ims(M®Ls) — 0. En comparant avec
la suite exacte M1®Lm — MOQ@LOO — M@LOO — 0 on déduit que le morphisme
M®Loo — limg (M@LS) est un isomorphisme. O

LEMME 4.1.30. — Soit M une i-algébre et (Ny) une famille de E-algébres. On sup-
pose que M est le conoyau dun morphisme My — My de £ avec My/fl et My/f!
finis en chaque degré; alors le morphisme

M@HNQ — H(M(/g\)Na)
est un isomorphisme.

Démonstration. — Supposons d’abord M dans Let M /f! de dimension totale finie.
Il existe alors un ensemble gradué S fini en chaque degré et vide sauf en un nombre
fini de degrés, et un isomorphisme ﬁ(S) — M. Pour toute ﬁ—algébre N le produit
tensoriel M®N s’écrit comme le produit [], ¢ /*/V (voir 'appendice B). Le foncteur
N — XI5IN commute aux produits quelconques, d’out le résultat.

Supposons M dans L avec M /f! fini en chaque degré. Notons pour s > 0 M,
la Sous—i—algébre de M engendrée par les éléments de degré compris entre —s et s;
alors (My) est une tour d’objets de L vérifiant les hypotheses du lemme 4.1.29, a pour
limite M et est telle que M /f! est de dimension totale finie pour tout s. On en déduit
des isomorphismes

M& [ Na = lim, (Ms@% I1 Na> ~ lim, o (M, ®N,) = [[(MEN.).

Le cas général s’obtient par commutation du produit tensoriel et des produits au
conoyau. O

PROPOSITION 4.1.31. — Soient (N;) une tour de ﬁ—algébres, M une ﬁ—algébre et
M, — M une résolution libre de M. On suppose que l'une des conditions suivantes
est satisfaite :

(i) Pour tout n € N, M, /f' est fini en chaque degré.

(1Al) La tour (N;) est le conoyau d’un morphisme (N1 s — Ny s) entre tours d’objets
de L avec (N1 s/f') et (Nos/f') pro-constantes en chaque degré.
Alors :

(a) On a un isomorphisme M®lim} Ny — lim}(M®N,).

(b) Supposons lim} Ny = 0 alors on a pour tout entier n une suite exacte

0 — lim! Tor,,; (M, Ny) — Tor,, (M, Noy) — lim, Tor,, (M, N,) — 0.
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(c) Supposons que la tour (Tor, (M, N,))s est de limite et de lim' nuls pour tout
entier n > 1 alors on a une suite exacte

0 — Torg(M, lim! N,) — M&N,, — lim,(M&N,) — Tory(M,lim} N,) — 0

et un isomorphisme Tor, yo(M,lim} N,) ~ Tor, (M, Nu,) pour tout n > 1.

Démonstration. — On montre d’abord que si M est dans L et si I'une des conditions
(i) ou (ii) est vérifiée alors les morphismes M®N,, — lim,(M&N,) et M® lim} N, —
lim} (M®N,) sont des isomorphismes.

Supposons M dans Let M /f! fini en chaque degré; alors le morphisme

est un isomorphisme par le lemme 4.1.30. Comme le produit tensoriel par M est
exact (corollaire 4.1. 24) on en déduit que les morphismes M&Ny, — lim,(M&N;)
et M®lim} N, — lim}(M&N, ) sont des isomorphismes.

Supposons que M est dans £ et que (N,) vérifie la condition (ii). Alors lim! N, est
nul par exactitude a droite de lim! et on a une suite exacte Ni,00 = No,co = Noo — 0.
La L-algebre lim} (M®N; ;) est nulle pour i = 0, 1 par le lemme donc lim} (M&N;) est
nul et on a une suite exacte 1ims(M(§/§N17s) — lims(MééNQS) — lims(MééNs) — 0.
Le morphisme M@Niyoo — lims(M®Ni75) est un isomorphisme pour ¢ = 0,1 par le
lemme donc induit un isomorphisme M &N, — lim, (M @Ns).

On démontre maintenant la proposition en appliquant la proposition C.6 au bicom-
plexe A, . associé a la tour (N;) et & la résolution libre M, — M. Les termes HJH" A et
HYH" A s’identifient respectivement & 1imt1 Tors (M, Ny) et lim; Tors (M, Ny). D’autre
part si la condition (i) ou (ii) est vérifiée alors les termes H"HY A et H?HY A s’iden-
tifient respectivement d’aprés ce qui précéde & Tor, (M, Noo) et Torg(M,lim; Ny), ce
qui permet de conclure. O

Applzcatzon filtration des L- algebres et limites. — On apphque ce qu1 précede a la
L-algébre MU*/f” et une tour de L-algebres (M,). La L-algtbre MU*/f” vérifie la
condition (i) de la proposition par le corollaire 4.1.11.

PROPOSITION 4.1.32

(a) On a pour toute i-algébre M wun isomorphisme canonique M@l\//H\J*/f"
M/fr.
(b) On a pour toute L-algebre M et tout entier k un isomorphisme

Tory (M, MU* /) = Tory,(MU* /£", M).
(c) Soit (M) une tour de L-algebres ; alors on a léquivalence

lim! My =0 <= lim}(M,/f') = 0.
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(d) Soit (M) une tour de L-algebres telle que lim! M, est nul; alors on a des suites
exactes

0 — lim! Tor; (M, MU* /") — Moo /f* — lim, (M, /f") — 0
et pour k > 1
0 — lim! Torjy1 (Ms, MU* /f) — Tory, (Mo, MU* /)
— lim, Tory (Ms, 1\//H\J*/f") — 0.

Démonstration. — Pour le point (a) supposons d’abord que M est dans L et est
nulle en degré assez grand; alors la filtration de M est la filtration par les coeffi-
cients et I'isomorphisme M&MU* /" 2 M/f™ est une traduction de isomorphisme
M@l\//ﬂ\J*/f” = M Qg 1\//H\J*/f” donné par la proposition 2.2.11.

Le cas M € L quelconque s’obtient en appliquant le point (b) de la proposition
4.1.31 & la L-algebre 1\//H\J*/f” et & la tour (M/F*). Le cas général s’obtient en utilisant
le début d’une résolution libre de M et l'exactitude & droite des foncteurs N +—
NGMU*/f" et N N/f™.

Pour le point (b) on observe d’abord que MU* /" admet une résolution libre N, —
MU* /" telle que N,/f! est fini en chaque degré. Soit alors M une L-algebre. La L-
algebre Torg (M, N;) est nulle pour tout k& > 1 et I > 0 par le corollaire 4.1.24. Ce
meéme corollaire montre que Tory, (m*/f", L) est nul pour tout k > 1 et tout L € L.
Le point (b) est maintenant conséquence du corollaire B.5.

Pour le point (c) on a un isomorphisme (lim} M) /f' 2 lim! (M, /f') par le point (a)
ci-dessus et le point (a) de la proposition 4.1.31. Le lemme 2.2.3 permet de conclure.

Le point (d) est une traduction du point (b) de la proposition 4.1.31 au vu des
points (a) et (b). O

EXEMPLES

— Soit (M) une tour de L- algebres telle que M, /! est fini en chaque degré et nul
en degré assez grand. Chaque L- algebre M admet une résolution par des objets de L
nuls en degré assez grand et finis en chaque degre modulo f! par le le corollaire 4.1.11 de
sorte que pour tout entier k 'objet Tork(MS, MU*/f”) est un MU* /f"-module fini en
chaque degré. On en déduit que la L- algebre hm Tory (Ms, MU*/f") est nulle, d’ou
un isomorphisme

Torg(Mao, MU* /£7) 2 lim, Tory (M,, MU* /£7).

En particulier la filtration de M, est la filtration limite de celle des M,. Ce résultat
se généralise au cas ou M, a une structure profinie naturelle.

— Soit X un ensemble simplicial, alors les f—algébres Tork(l\//lﬁ* /f",l\//H\J* Sks X)
ont une structure profinie naturelle donc sont sans lim* par rapport & s. On en déduit
pour tout k£ un isomorphisme

Tory (MU* X, MU* /f") 2 lim, Tor(MU* Sk, X, MU* /f").
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4.2. Résolutions instables et résolutions des espaces

Résolution instable. — La structure de monade du foncteur G : S — 1\//II\J*K(S)
sur &ns-gr permet d’associer a toute MU-algebre instable M sa G-résolution simpli-
ciale canonique G,(M) — M (voir la section A.4 de I'appendice). Comme le mor-
phisme de G, (M) dans l'objet simplicial constant M est une équivalence d’homotopie
entre objets simpliciaux de &ns-gr, le complexe de ﬁ—algébres G«(M) — M est acy-
clique. Comme la E-algébre sous-jacente & G, (M) est libre pour tout n, le complexe
G« (M) — M est une résolution libre de la i—algébre sous-jacente a M.

La structure de monade du foncteur X +— K(l\//H\J*X ) sur hS permet de méme
d’associer a tout espace profini X un objet cosimplicial de hS. , noté K'(l\//H\J*X ), et
une augmentation X — K'(l\//[fJ*X ). L’image en MU-cohomologie continue de 1'objet
cosimplicial augmenté X — K'(l\//Iﬁ*X ) est la G-résolution simpliciale canonique de
MU*X. On appelle X — K’(l\//II\J*X ) la MU-résolution cosimpliciale canonique de X.

Observons que l'objet simplicial G, (M) associé & une MU-algebre instable M est
canoniquement l'image en MU-cohomologie continue d’'un objet cosimplicial de hS
qu’on note K*(M).

Rappelons qu’on note mo(M,) le coégalisateur du 1-complexe M = My issu d’un
objet simplicial M,. Le foncteur M, — mo(M,) commute aux foncteurs oubli Kyuy —
M et Ku — € et au foncteur M +— M/f! : M= E 1a proposition suivante est une
traduction de la proposition 4.1.3 :

PRrOPOSITION 4.2.1. — Soit M, une MU-algébre instable simpliciale telle que M,, est
dans L pour tout entier n ; alors :

(a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La HZ/p-algebre simpliciale augmentée M, /f' — mo(M, /f') est acyclique
comme objet simplicial augmenté de .
(ii) La i-algébre sous-jacente & mo(M,) est dans L et M, — mo(M,) est
acyclique comme objet simplicial de M.
(b) Soient M une MU-algébre instable libre comme L-algébre et mo(M,) — M un
morphisme dans Kyu ; alors mo(M,) — M est un isomorphisme si et seulement si le
morphisme induit wo(M, /') — M/f' est un isomorphisme.

COROLLAIRE 4.2.2. — Soit X — X* un objet cosimplicial augmenté de hS tel que
X* est sans p-torsion pour tout k > 0; alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) L’objet simplicial augmenté H*X* — H*X est acyclique dans £.
(il) X est sans p-torsion et la L-algebre simpliciale augmentée MU* X* — MU*X
est acyclique.

MEMOIRES DE LA SMF 98



4. RESOLUTIONS 73

Démonstration. — La ﬁ—algébre simpliciale MU*X* est un objet simplicial de L et le
morphisme (1\//II\J*X')/f1 — H*X* est un isomorphisme entre objets simpliciaux de £
par la proposition 2.1.11.

Supposons la condition (i) vérifiée. Alors X est sans p-torsion par le point (b)
du lemme 2.1.7 donc MU*X est dans Z et 'application (1\//II\J*X)/f1 — H*X est un
isomorphisme par la proposition 2.1.11. Le point (b) de la proposition 4.2.1 montre que
le morphisme ﬂo(l\//II\J X*) — MU*X est un isomorphisme. Le .e point (a) de la méme
proposition montre que la L- algebre simpliciale augmentée MU*X* — ﬂo(MU* °)
est acyclique.

Inversement si la condition (ii) est vérifiée alors MU* X est dans L et (1\//H\J*X )/t —
H*X est un isomorphisme de sorte qu’on obtient (i) par le point (a) de la proposition
4.2.1. O

La méme discussion s’applique a la G-résolution simpliciale d’une MU-algebre in-
stable non unitaire et a la MU-résolution cosimpliciale d’un espace proﬁnl pointé.
Si M est une MU-algébre instable augmentée, le morphisme G, (M )+ — M+ =M
entre MU-algebres instables augmentées simpliciales est une résolution de M par des
G-algebres libres.

Cocomplezes de gpt et résolutions. — Les espaces profinis intervenant dans cette
section sont le plus souvent pointés. Si X est un espace profini quelconque, on peut
toujours le remplacer par X, la réunion disjointe de X et d’un point base.

Soit X un espace profini pointé. On appelle MU-résolution libre de X une suite de
cofibrations C"~1 — X™ entre espaces profinis pointés vérifiant :

—on a C~! = X et pour tout entier n > 0, o= xXn/cnt

— pour tout entier n > 0, le morphisme MU*X" — MU*C™! est un épimor-
phisme;
— pour tout entier n > 0, 'espace profini X" est sans p-torsion.

La suite X — X* formée de I'application X — X° et des composées X" — C" —
X™F1 est alors un cocomplexe augmenté de Sy et induit en MU-cohomologie continue

réduite une résolution libre de la f—algébre MU*X.

Observons que la suite de cofibrations C"~' — X" est déterminée par le cocom-
plexe augmenté X — X* de S\pt ; on notera donc X — X* une MU-résolution libre
de X. Inversement on a le

LEMME 4.2.3. — Soit X — X* un cocomplexe augmenté de ‘SA'pt, alors il existe une
suite de cofibrations C'~t — X'™ et une suite de morphismes X'™ — X" telles que :

— C'"71 =X et C'™ est le quotient de X'™ par C'™ 1.
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— Les diagrammes

C/—l [N X/O X/n [N C/n [N X/n+1
‘ J et J J (n eN),
X — XO XxXn Xn+1
commutent.

— L’application X'™ — X™ est une équivalence faible pour tout entier n.

Démonstration. — On pose C'~' = X© et on construit inductivement X’® comme
'objet cylindre X™ Ugm-1 C""~1 A A[1]4 et C'™ comme le quotient de X' par C'" 1
avec la condition que la composée C"* 1 — X' — X" — X" est triviale (c’est vrai
par hypotheése pour n = 0). L’application X'™ — X™ est alors une équivalence faible.
La composée X'™ — X" — X1 se factorise par 'application X'™ — C'™ puisque sa
restriction & '™~ est triviale. La composée X'™ — X" — X"+l — X"+2 egt triviale
par hypotheése sur X — X*, donc également la composée C'" — X"l — Xn+2
puisque lapplication X'™ — C'™ est surjective degré par degré, ce qui permet de
conclure. O

LEMME 4.2.4. — Soit X un espace profini pointé ; alors X admet une MU-résolution
libre X — X* telle que pour tout entier n X™ est faiblement équivalent a l’image par
K d’un ensemble gradué.

Démonstration. — On construit inductivement une telle résolution en posant C~1 =
X et, si C" ! est déja construit, en choisissant une cofibration C™~! — X™ isomorphe
dans hgpt a I'unité d’adjonction C" 1 — K(l\//H\J*Cnfl) et en posant C" = X" /C"~ 1.

O

La proposition suivante montre qu’une telle résolution est universelle :

PROPOSITION 4.2.5. — Soient X — X* et Y — K* des MU-résolutions libres d’es-
paces profinis pointés X et Y. On suppose que pour tout entier n K™ est fibrant
et isomorphe dans hg’pt a limage par K d’un ensemble gradué; alors toute applica-
tion X — Y se reléve en un morphisme de cocomplexes de gpt de (X — X*) dans
(Y — K*) et deux tels relevés induisent en MU-cohomologie continue réduite des
morphismes homotopes de complezes de M.

Démonstration. — Notons (C"~1 — X") et (D"~1 — K™) les suites de cofibrations
dont proviennent X — X* et Y — K*. O
REMARQUES

— Prenons pour £ la classe des objets en groupe abélien K(S) de hgpt, S décri-
vant les ensembles gradués. On vérifie d’'une part qu'un cocomplexe augmenté de
hS, pt est acyclique relativement a £ si et seulement si le complexe augmenté induit en
MU-cohomologie continue réduite est acyclique, d’autre part que deux morphismes
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entre cocomplexes de hgpt sont homotopes relativement & £ si et seulement si ils in-
duisent en MU-cohomologie continue réduite des morphismes homotopes entre com-
plexes de M.

— Soit X — K™ un cocomplexe augmenté de hgpt induisant un complexe augmenté
acyclique en MU-cohomologie réduite et tel que K™ est dans £ pour tout n. On peut
montrer qu’il existe un cocomplexe augmenté X — K'* de §pt isomorphe a X — K*
comme cocomplexe de hgpt 2,

On dit qu'une MU-résolution libre X — X* d’un espace profini pointé X est de
longueur n si X* est le point pour tout k& > n et n est minimal avec cette propriété. De
facon équivalente, si (C™~1 — X™) est la suite de cofibrations dont provient X — X*,
la MU-résolution est de longueur n si C* est le point pour tout k > n et n est minimal
avec cette propriété.

EXEMPLE. — Soit n un entier positif et soit 1 le fibré complexe en droites canonique
de base le classifiant de S!. La cofibre de I’application canonique BZ/p" — BS!
s’identifie & I’espace de Thom, qu’on note Th,,, du fibré n®P" (le produit tensoriel de
p™ copies de n). L’isomorphisme de Thom montre que 1’espace Th,, est sans p-torsion
de sorte que la suite BZ/p"t — BS}|r — Th,, — pt est une MU-résolution libre de
BZ/p’} de longueur 1.

PROPOSITION 4.2.6. — Soit X un espace profini pointé de dimension finie, alors X
admet une MU-résolution libre de longueur finie par des espaces profinis de dimension

finie.

Démonstration. — Supposons X de dimension n. On construit d’abord inductivement
une MU-résolution libre de X par des espaces profinis de dimension inférieure ou
égale & n. Posons C~! = X ; I'espace C*~1 étant construit et de dimension inférieure
ou égale & n, on choisit une cofibration C*~! — Y isomorphe dans hgpt a l'unité

d’adjonction C*~1 — K(l\//ITJ*C’k*I). Cette cofibration se factorise par le squelette

n-itme de Y qui est encore sans p-torsion. On pose alors X* = Sk, (V) et C* =
XF/Ck=1 L’espace profini C* est de dlmensmn 1nfer1eure ou egale an.

~_Le début de la résolution libre MU*X1 — MU*X° — MU*X montre que

MU*X est une L- algebre de présentation en degré borné. Elle admet une réso-
lutlon libre de longueur ﬁnle disons m, par la proposition 4.1.28. La L- algebre

MU*C™ = Ker(MU*Xm — MU*X™~ 1) est alors dans L par la proposition 4.1.8
de sorte que ’espace profini C™ est sans p-torsion par la proposition 2.1.8. La suite
X —-X0— ... 5 X™ = C™ — pt est une MU-résolution libre de X de longueur
m+ 1. O

(2) Je remercie W.G. Dwyer de m’avoir dénoncé A ce propos un énoncé faux dans une premiere version
de ce travail.
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4.3. MU-résolutions et suites spectrales. — Soit M une théorie cohomologique
réduite sur hgpt, i.e. un foncteur M*(—) défini sur hgpt, a valeurs dans la catégorie
des groupes abéliens gradués, muni pour toute cofibration X — Y dans gpt d’un
morphisme M*X — M**1Y/X naturel en X — Y et induisant un triangle exact

MY ——— M*X

N

MY/ X)

Soit X — X* une MU-résolution d'un espace profini pointé X et notons (C"~1 — X™)
la suite de cofibrations dont provient la résolution. On pose A~%* = M*+s+1Cs pour
—s < 1, A=%* = AY = M*X pour —s > 1, et E;"" = M*TX*%. Le groupe
abélien gradué A' ~ M*X a une filtration croissante naturelle (FSAI)S>,1 définie
par FsA! = Ker(A' — A~*). Les cofibrations C*~! — X* s > 0 induisent un
triangle exact

—s+1 —)A s

\/

ot A=** — E[®" est un morphisme de bidegré (0,1), donc une suite spectrale
(Er,d, : E75t — E-sTtHL) vérifiant (cf. les lemmes 5.6 et 5.9 et le théoréme 6.1 de
[Boal) :

— Le terme Ef est nul pour s > 0 donc la suite (E%), est une suite d’épimorphismes
pour r > s. On pose ES, = colim, E?.

— On a un épimorphisme E_* — F,A!/F,_1 Al et en particulier un morphisme de
bord EY — FoA! C AL

— Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) La filtration de A! est exhaustive et E* — FyA'/Fy_1 A est un isomor-
phisme pour tout s.

(2) le groupe abélien gradué colimg; A~*

est nul.
En particulier la suite spectrale converge fortement vers A® sil existe un entier sg tel

que A% est nul pour tout s > sq.

On réindexe la suite spectrale en posant E 5! = E-5'*5 de sorte que le terme E;

est donné par Efs’t = M'X? et la différentielle d, est de bidegré (r, 1 —r). Le terme
By ST est I’homologie en degré s du complexe M*X* et on dispose d’un morphisme
de bord ES* — M*X

On suppose maintenant qu’on a un foncteur additif M’ de la catégorie des L-
algebres dans la catégorie des groupes abéliens gradués et, pour tout espace profini

pointé Y, un morphisme naturel M’ (1\//H\J*Y) — M*Y qui est un isomorphisme si Y’
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est sans p-torsion. Le terme E; *” de la suite spectrale associée & X — X* et M est
alors naturellement isomorphe a I’homologie en degré s du complexe de L- algebres
M’ (MU*X *), laquelle ne dépend que de la L—algebre MU*X & unique isomorphisme
pres.

Fixons une MU-résolution X — K* de X telle que pour tout n K™ est de la forme
K(S) pour un ensemble gradué S. Le point (b) de la proposition 4.2.5 montre que
l'identité de X s’étend en un morphisme (X — X*) — (X — K™) entre cocomplexes
augmentés de §pt, lequel induit un morphisme entre les suites spectrales associées et

une équivalence d’homotopie entre les complexes MU* K* et MU* X* donc un isomor-
phisme au niveau des termes Eo des suites spectrales.

Nous illustrons cette suite spectrale par deux exemples : les généralisations de la
formule de Kiinneth et de la formule de coefficients universels (¢f. [Ad1] et [CS] pour
le cas classique).

Pour le premier, soient X et ¥ deux espaces profinis pointés. On prend pour M le

foncteur 1\//H\J*(— AY). (Le foncteur — A'Y commute aux cofibres homotopiques par
construction.) A la théorie cohomologique M et & une MU-résolution libre X — X*
de X correspond une suite spectrale qui converge fortement vers MU* (X ANY)sila

résolution X — X* est de longueur finie. On dispose de plus d’un morphisme naturel

MU*X&MU*Y — MU* (X AY) qui est un isomorphisme si X et Y sont sans p-torsion
par la proposition 2.1.13.

PROPOSITION 4.3.1. — Soient X et Y deux espaces profinis pointés. On suppose
que X admet une MU-r¢ resolutzon libre de longueur finie X — X* telle que pour tout

entier n l'application MU*X"&MU*Y — MU* (X™AY) est un zsomorphzsme Alors il
existe une suite spectrale naturelle en X et'Y convergeant fortement vers MU*(X/\Y)
et vérifiant :

(a) Le terme By " s’identifie a la L-algeébre Tors(l\//Iﬁ*X, 1\//ITJ*Y) et le morphisme
de bord & MU*X®MU*Y — MU*(X AY).

(b) Si Tors(m*X, 1\//H\J*Y) est nul pour tout entier s > 0 alors le morphisme de
bord est un isomorphisme.

Demonstmtwn — Le pomt (a) de la proposmon vient de ce ce que le complexe aug-

menté MU* (X*NY) — MU*(X AY') s’identifie & MU*X*®MU*Y — MU* (X*AY).
Le point (b) vient de la convergence forte de la suite spectrale associée & X* et du fait
que son terme Es est concentre sur la premlere colonne par le point (a); autrement

dit le complexe augmenté MU* X*@MU*Y — MU* (X NY) est une résolution. O

PROPOSITION 4.3.2. — Soient X et Y deux espaces profinis pointés avec Y sans p-
torsion. On suppose de plus que l'une des conditions suivantes est satisfaite :
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(1) X etY sont de dimension finie.
(2) La cohomologie modulo p continue de Y est finie en chaque degré.

Alors Uapplication MU*X®@MU*Y — MU* (X NY) est un isomorphisme.

Démonstration. — Supposons X de dimension finie. La proposition 4.2.6 nous dit
qu’il existe un cocomplexe augmenté cofibrant de longueur finie X — X* tel que

le complexe augmenté MU*X* — MU*X est une résolution de MU*X par des L-
algebres libres et nulles en degré assez grand. Sous I'une des conditions (1) ou (2) la

E—algébre Tor, (1\//ITJ*X, 1\//ITJ*Y) est nulle pour tout s > 0 par le corollaire 4.1.24, d’ou
le résultat.
On obtient le cas X quelconque sous la condition (2) en comparant les suites exactes

0 — lim} l\:/I\I/J**l(Sks XAY) — 1\:/[\6*()( AY) — limg f/{f}*(Sks XAY)—0
et
0 — (lim} MU Sk, X)@l\:/lﬁ*Y L MU*XEMU'Y
— limg MU Sk5X®h:4\6*Y — 0,

la seconde suite étant exacte par la proposition 4.1.24. O

REMARQUE. — L’exactitude du foncteur f@@l\//lﬁ*Y sur /\//\lo et la suite exacte de
Mayer-Vietoris en MU-cohomologie continue permettent également de démontrer le
corollaire.

EXEMPLE. — Si X et Y sont de dimension finie ou si X admet une MU-résolution
libre de longueur finie X — X* telle que pour tout entier n la cohomologie modulo p
continue de X" est finie en chaque degré alors X et Y satisfont a ’hypothese de la
proposition 4.3.1 par la proposition 4.3.2.

On obtient des variantes « non pointées » de ces résultats en remplacant X et Y
par X4 et Y.
Prenons maintenant pour M la cohomologie modulo p continue réduite. On dispose

d’un morphisme naturel (1\//H\J*X )/f! — H*X qui est un isomorphisme si X est sans
p-torsion par la proposition 2.1.11. On obtient (nous donnons la version non pointée) :

PROPOSITION 4.3.3. — Soit X un espace profini admettant une MU-résolution libre
de longueur finie; alors il existe une suite spectrale naturelle en X de terme E; *" =
Tors(l\//H\J”‘X7 MU*/f1) convergeant fortement vers H*X et dont le morphisme de bord
s'identifie o (MU*X)/f! — H*X.

L’hypothese de la proposition est vérifiée si X est de dimension finie.
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5. Cohomologie des espaces fonctionnels et foncteurs de division

Soit W un ensemble simplicial dont la cohomologie modulo p est finie en chaque
degré; alors l'objet fonctionnel X +— hom(W, X) se mime dans la catégorie des al-
gebres instables sur I'algebre de Steenrod en ’adjoint a gauche du produit tensoriel
par H*TW. On appelle cet adjoint le foncteur de division par H*W (voir [Lal]).

La section 5.1 rappelle la construction des foncteurs de division dans les catégories
Ky et Kg_ a l'aide d’une division dans £ et applique ces foncteurs de division a
I’étude des espaces fonctionnels de but un espace d’Eilenberg-Mac Lane généralisé
Ku(E). On en déduit pour W un ensemble simplicial quelconque et X un espace
profini une formule de Kiinneth pour la cohomologie modulo p continue de I’espace
profini WX X introduit dans la section 1.2 (lemme 5.1.3).

La section 5.2 montre Pexistence des foncteurs de division (— : P) associés a un
objet P dans les catégories Kyu et Kyu_ lorsque la f—algébre sous-jacente a P est
libre et finie en chaque degré modulo f'. On obtient pour tout ensemble simplicial W
sans p-torsion dont la cohomologie modulo p est finie en chaque degré et pour tout
espace profini fibrant X un morphisme

(MU*X : MU*W )., — MU* hom(W, X)

qui est un isomorphisme si X est I'image par K d’un ensemble gradué.

La derniere section (5.3) généralise I’étude algébrique des espaces profinis fonc-
tionnels hom(W, X) aux W quelconques (pour lesquels on n’a plus d’isomorphisme
de Kiinneth décrivant la MU-cohomologie continue d’un produit mixte WX Z ) : On
introduit le foncteur Ty qui associe & une MU-algebre instable M le coégalisateur
dans Kyu du 1-complexe MU* hom(W, K(G(M))) gl\//[ﬁ* hom(W, K(M)) induit par
le 1-cocomplexe K(M) = K(G(M)) de hS. On dispose encore pour tout espace profini
fibrant X d’un morphisme

TwMU*X — MU* hom(W, X)

qui, par construction, est un isomorphisme si X est I'image par K d’un ensemble
gradué. Nous démontrons quelques propriétés formelles de Ty, notamment :

— Tw commute aux coégalisateurs de 1-complexes.

— On a une bijection naturelle

Hom’CMU (Mv W*W) — HOIIl)CMU (TWM, MI\J*)

— Si W est sans p-torsion et de cohomologie modulo p finie en chaque degré alors
on a un isomorphisme Ty 2 (— : MU W )i,y -

5.1. Division dans Ky. — Rappelons qu’a tout F,-espace vectoriel gradué E cor-
respond un espace profini pointé Ky (E) dont la cohomologie modulo p continue ré-
duite est la Gg-algebre libre sur F, et un morphisme F — H*Ky(E) induisant des
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bijections naturelles
Hom, g (X, Ku(E)) = Home(E, H*X) = Homy,, (H*Kg(E), H*X)

(voir la section 3). On fait les deux observations suivantes :

— Un morphisme X — Kp(E) dans h‘SA’pt est un isomorphisme si et seulement s’il
ingluit un isomorphisme en cohomologie modulo p continue réduite (par définition de
hSpt). R

— Un morphisme X A Y — Ky (E) dans hSp¢ induit grace la formule de Kiinneth
un morphisme ﬁ*KH(E) — H*X ® H*Y dans K.

On note £ la sous-catégorie pleine de € formée des F,-espaces vectoriels gradués
nuls en degré strictement négatif. Pour £ € £ et pour s un entier on note F°E le
sous-IF,-espace vectoriel gradué de E formé des éléments de degré supérieur ou égal
a s.

LEMME 5.1.1. — Soit P un objet de £T de dimension finie en chaque degré; alors
le foncteur E¥ — T, Ew— P ® E admet un adjoint & gauche.

Démonstration. — Notons P’ le Fp-espace vectoriel gradué dual de P et supposons
d’abord que P est de dimension totale finie. Pour toute paire d’objets B, F € £F
Papplication Homg (E, P” @ F) — Homg(E ® P’, F) est une bijection puisque P’ est
une somme finie de suspensions de [F,,. D’autre part P est canoniquement isomorphe
a son bidual P”. On en déduit que le foncteur E¥ — £+, E — FO(E ® P’) est adjoint
a gauche du foncteur E— P® F.

Soit maintenant P € &% de dimension finie en chaque degré; alors pour tout
entier s, P/F? est de dimension totale finie et les projections P — P/F* induisent
pour tout objet £ € &1 un isomorphisme P ® E — lim,((P/F*) ® E). On en déduit
que le foncteur E¥ — £, E — colims FO(E @ (P/F®)) 2 FO(E ® P’) est adjoint &
gauche de £ — P® FE. o

On note (E : P) 'objet FO(E ® P’). On déduit du lemme par adjonction :

COROLLAIRE 5.1.2. — Soit P un objet de Kyg_ fini en chaque degré ; alors le foncteur
Ku_ — Ku_, N— P® N admet un adjoint ¢ gauche qu’on note (— : P)ic,_ .

Démonstration. — Soit E un objet de £1. Le foncteur N — Homy,, (Gu(E), P& N)
est représentable par Gy (E : P). Par universalité Iobjet Gu(E : P) est fonctoriel en
éH (E) e u_.

Soit M un objet de Kg_; il est canoniquement le coégalisateur du 1-complexe
(Gu)2(M) = Gu(M). On définit (M : P)x,,  comme le coégalisateur du 1-complexe
induit Gy (Gu(M) : P)=CGy(M : P); alors (M : P)i, représente le foncteur
M  Homy, (M,P® N). O
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Soient W un ensemble fini simplicial pointé et X un espace profini pointé. L’appli-
cation d’évaluation W Ahompy (W, X)) — X induit en cohomologie modulo p-continue
réduite un morphisme H*X — H*W @ H*homy (W, X) donc un morphisme

(H*X : H* W), — H*homy, (W, X).

Soit E un [F-espace vectoriel gradué nul en degré strictement négatif. Les bijections
naturelles

Homhgpt (Z, homy, (W, Ku(FE))) = Homhgpt (WA Z,Ku(E))
=~ Hom, s (Z,Ku(E: H*W))
donnent un isomorphisme homp (W, Ku(E)) = Ku(E : H*W) dans hg’pt ou, de fagon
équivalente, montre que le morphisme
H*Ky(E : B*W) = (H*Ku(E) : H*W )i, — H*hom (W, K (E))

est un isomorphisme dans Cp_.

Soit maintenant W un ensemble simplicial pointé quelconque qu’on écrit comme la
colimite filtrante de ses sous-ensembles finis simpliciaux pointés W,,. L’espace profini
pointé homy, (W, X)) est par définition la limite filtrante des espaces profinis pointés
homp (W, X). Sa cohomologie modulo p continue réduite est la colimite dans &
comme dans g _ des cohomologies modulo p continues réduites des homps(We, X)
par les lemmes 1.1.1 et 3.2.2. On a donc un morphisme naturel

colima(ﬁ*X : ﬁ*Wa)ICH, — i:I*hompt(VV7 X)
qu’on peut voir comme ’adjoint du morphisme
H*X — lim, (H*W,, © H*homy (W, X)).
Ce qui précede donne pour tout objet £ de £ un isomorphisme canonique
colimy H* K (E : H*W,,) 2 colimy, (H*Ku (E) : H* W)k —— H*homy (W, Ki(E))

dans Kg_. Or la colimite dans Ky _ des GH—algébreS libres sur les IF-espaces vectoriels
gradués (E : H*W,,) est par adjonction la Gg-algebre libre sur la colimite dans £ des
(E : H*W,). On obtient donc un isomorphisme

H*Ky(colim, (E : H*W,,)) = H*homy (W, Ku (E))
dans Ky_, c’est & dire un isomorphisme
homy, (W, Kir(E)) 2 Ky (colim, (E : H*W,))
dans hgpt. En voici une application :

LEMME 5.1.3. — Soit W un ensemble simplicial pointé qu’on écrit comme la colimite
de ses sous-ensembles finis simpliciauz pointés W, et soit X un espace profini pointé.
L application H*WAX — limg(H*W, ® H*X) est un isomorphisme.
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Rappelons que WAX désigne la colimite dans S ¢ des espaces profinis pointés
P
WaoAX ; voir la section 1.2 .)

Démonstration. — 11 suffit de montrer que pour tout objet E de £ 'application

Homge (E, H*WAX) — Homg (E, lim, (H*W, ® H*X)
=~ Homg (colimg, (E : H*W,,), H*X)

est une bijection ou, de fagon équivalente, que I’application ci-dessus induit une bijec-
tion Hom, 5 (WAX,Ku(E)) = Hom, 5 (X, Kg (colimy, (E : H*W,,))). Or ceci résulte
de I'adjonction Hom, g (WAX,Ku(E)) = Hom, 5 (X, homp (W, Ku(E))) et de I'iso-
morphisme décrit avant le lemme. O

Observons que le pro-objet (ﬁ*Wa)a de Kp_ ne dépend (& pro-isomorphisme ca-
nonique pres) que de la structure profinie de H*W. On peut donc interpréter le mor-
phisme H* X Hlima(ﬁ*Wa@)ﬁ*hompt (W, X)) comme le morphisme induit en cohomo-
logie modulo p continue réduite par I’application d’évaluation W/Thompt(I/V, X)—X.

COROLLAIRE 5.1.4. — Soient W un ensemble simplicial pointé et X un espace profini
pointé ; alors Uapplication WAX — W AX est une équivalence faible si et seulement
st H*W ou H* X est fini en chaque degré.

Les résultats qui précedent ont une version non pointée qui se démontre de la méme
fagon et que nous nous contentons d’énoncer :

Soit P une HZ/p-algebre instable fini en chaque degré; alors le foncteur P ® —
admet un adjoint & gauche (— : P)icy.

Soient W un ensemble fini simplicial et £/ un Fj-espace vectoriel gradué nul en degré
strictement négatif; alors Papplication d’évaluation W x hom(W,Ky(E)) — Ku(E)
induit un isomorphisme d’algebres instables

H*Ky(E : H*W) = (H'Ku(E) : H*W)x,, —— H* hom(W, Kg(E)).

Soit W un ensemble simplicial qu’on écrit comme la colimite de ses sous-ensembles
finis simpliciaux W, ; alors on a un isomorphisme d’algebres instables

H*Kyi(colimg (E : H*W,)) 2 colim, (H* Ky (E) : H*W,)ky, —— H* hom(W, Kg(E)).

Les versions non pointées se déduisent en fait des versions pointées par adjonction :

— Soient N une HZ/p-algebre instable augmentée, P une HZ/p-algébre instable
finie en chaque degré et notons O P la HZ/p-algebre instable non unitaire sous-jacente
a P. L’algebre instable (N : P)g,, est augmentée par 'adjoint de la composée N —
F, — P et comme telle s’identifie & (N:OP)k, )+ =(N:0P)x, & Fp,.
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— Soient W un ensemble fini simplicial et X un espace profini pointé ; alors ’espace
profini hom(W, X) est pointé par 'application constante W — pt — X, la cohomolo-
gie modulo p réduite de W s’identifie & O H*W et on a un diagramme commutatif

(H*X : H*W )i, ) — H* hom(W, X)

| |

(H*X : OH*W)ic,, . — H*homy, (W4, X).

5.2. Division dans yy. — On dispose pour tout objet L € L d’un espace profini

pointé K%(L) et d’'un morphisme L — W*KQ(L) induisant pour tout espace profini
pointé X des bijections naturelles

Hom, g (X,K*(L)) = Hom (L, MU*X) = Homg,y (W*Ka(L),m*X).

On peut alors reproduire dans Kyy 'analyse de la cohomologie continue des espaces
fonctionnels mais il faut imposer des conditions sur l’ensemble simplicial pointé W

pour que, pour X un espace profini pointé, l'objet MU*WAX soit un foncteur en

1\//H\J*X . Voici une condition suffisante :

LEMME 5.2.1. — Soit W un ensemble simplicial pointé sans p-torsion et dont la
cohomologie modulo p est finie en chaque degré; alors on a pour tout espace profini

pointé X un isomorphisme naturel MU*WEMU* X 5 MU*WAX.

Démonstration. — Observons d’abord que la complétion profinie donne un isomor-

phisme canonique MU*W =~ MU*W/ (voir la section 1.6). Comme W/ est sans

p-torsion et de cohomologie modulo p continue finie en chaque degré, la proposition

4.3.2 donne un isomorphisme MU*W&MU*X — MU*W/ A X. Enfin le corollaire
5.1.4 montre que le morphisme WAX — W7 A X induit un isomorphisme en MU-
cohomologie continue réduite. O

LEMME 5.2.2. — Soit L un objet de L tel que L/f! est fini en chaque degré.

(a) Le foncteur M - M\, N — L®N admet un adjoint a gauche qu’on note
(—:L). L R
(b) Pour tout objet M de L la L-algébre (M : L) est dans L.

Démonstration. — Choisissons un ensemble gradué S et un isomorphisme E(S )— L;
S est fini en chaque degré. Pour k entier positif notons S ’ensemble gradué engendré
par les éléments de degré compris entre —k et k et S, ’ensemble gradué obtenu en
changeant le signe des degrés des éléments de Si. La L-algebre ﬁ(Sk) est un facteur
direct de L(S) et L(S) est la limite dans M de la tour d’épimorphismes (L(Sk))k- La
L-algébre f(S,;) sidentifie au MU*-module dual de L(Sk).
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Soit M une L- algebre Le foncteur N — Hom (M, L(Sk)®N) est représentable
par M ®L(S ) (Sk)®N est une somme finie de suspensions de N, voir lappen—
dice B. Par universalité la L- algebre M ®L(S ) est fonctorielle en L(Sy). La L-
algébre L(S)®N est la limite des L-algébres L(S;)&N par le lemme 4.1.29 donc
N+~ Homg (M, L(S)®N) est représentable par la L-algebre colimk(M@QE(S,;))
d’ou (a).

Si M est dans L alors M®L(S ) est dans L et cohmk(M®L(S )) est dans L par
le lemme 4.1.4 d’ou (b). O

PROPOSITION-DEFINITION 5.2.3. — Soit P un objet de Kyu_ . On suppose que la L-
algébre sous-jacente est dans L et que P/f! est fini en chaque degré ; alors le foncteur
Knmu_ — Knmu_, N — PRN admet un adjoint d gauche qu’on note (—: Py -

Démonstration. — Elle est identique a celle du corollaire 5.1.2 : pour toute f—algébre
M le foncteur N — Homy,,, (G*(M), P&N) est représentable par G*(M : P) puis,
pour tout objet M de Kyu_, le foncteur N — Homye,,, (M, P@N) est représentable
par le coégalisateur du 1-complexe G*(G*(M) : P)=G%M : P) induit par le 1-
complexe Go2(M) 2= G*(M) de Kyu . O

Soit W un ensemble simplicial pointé sans p-torsion dont la cohomologie modulo p
est finie en chaque degré et X un espace profini pointé. L’application d’évaluation
W/\hompt (W X) — X induit en MU-cohomologie continue réduite un morphisme

MU*X — MU*W@MU*hompt(W X) par le lemme 5.2.1 donc un morphisme

(MU*X : MU W)y — 1\//H\J*hompt(VV, X)
dans yu_.

Soit L un objet de L.La f—algébre (L: 1\//ITJ*W) est dans [:par le lemme 5.2.2. Les
bijections naturelles

Homhgm(Z, homp (W, K*(L))) = Homh§ (W/\Z K“(L))

= Hom g (L, MU*W@MU* )

= Hom g ((L : MU*W),MU* )

= Hom, 5 (Z,K(L : MU*W))
donnent un isomorphisme hompy(W,K*(L)) = K*(L : MU* W) dans hgpt, donc
montrent que l'espace profini homp (W, K*(L)) est sans p-torsion et que le morphisme

MU*K*(L : MU*W) = (MU*K“(L) : MU*W )5,y — MU*homy (W, K*(L))

est un isomorphisme dans KCyu_.

Les résultats qui précédent ont une version non pointée qui s’obtient de la méme
facon. Pour P dans KyyNZ tel que P/f! est fini en chaque degré, on note (— : Py

MEMOIRES DE LA SMF 98



5. COHOMOLOGIE DES ESPACES FONCTIONNELS ET FONCTEURS DE DIVISION 85

'adjoint & gauche de P®—. Si W est un ensemble simplicial sans p-torsion dont
la cohomologie modulo p est finie en chaque degré alors, pour tout espace profini
pointé X, Papplication d’évaluation X X hom(W, X) — X induit un morphisme

(MU*X : MU*W)ic,,, — MU* hom(W, X)

qui est un isomorphisme si X est I'image par K d’un ensemble gradué.

Notons O P l'image de P par l'oubli Kyjy — Kymu—. Si IV est une MU-algebre
instable augmentée alors 1’algebre instable (N : P)k,,, est augmentée par ’adjoint
de la composée N — MU* — P et comme telle sidentifie & (N:OP)yy )4 Si X
est un espace profini pointé alors hom (W, X) est pointé par 'application constante et
on a un diagramme commutatif

(MU*X : MU*W)jc,py ) = MU* hom (W, X)

| |
(MU*X : OMU*W)p, . — MU*homy, (W, X).

Observons enfin que pour N dans Ky 'unité d’adjonction N — P&(N : Py
induit un morphisme N/f! — P/f'® (N : P)iy_ /! (¢f. 1a discussion sur le produit
tensoriel dans la section 3) donc un morphisme

(N/f': P/, — (N 2 Py /T
Ce morphisme a treés peu de chance d’étre un isomorphisme.

Généralisation. — Soit (W, ) un diagramme filtrant d’ensembles simpliciaux pointés
sans p-torsion et de cohomologie modulo p finie en chaque degré, dont on note W
la colimite, et soit L un objet de L. Pour chaque a la ﬁ—algébre (L : W*Wa) est
dans L et on a un isomorphisme naturel G*(L : W*Wa) & 1\//H\J*hompt(Wa, K*(L))
dans Kyy_.

L’espace profini pointé homy (W, K%(L)) est par construction la limite des espaces
profinis pointés homp(W,, K*(L)) donc est sans p-torsion par le lemme 2.1.15 et sa

MU-cohomologie réduite est la colimite des objets l\ﬁ*hompt(Wa,K“(L)) dans M
comme dans Kyy_ par les corollaire 4.1.5 et 4.1.6. On obtient donc un isomorphisme

G (colimg (L : MU*W,)) 2 MU*homy (W, K*(L))

dans Kyy_, d’ott un isomorphisme homp (W, K*(L)) = K%(colimy (L : 1\//H\J*Wa))
dans hSp¢ par le lemme 3.1.2
Soit X un espace profini. La bijection naturelle

Homy g (X, homy (W, K?(L))) = Hom, g (WAX,K"(L))
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montre alors que le morphisme MU*WAX — lim,, (W*WQ®W*X ) est un isomor-
phisme dans M (donc dans Kyy_), de sorte qu’on peut interpréter I'isomorphisme

colim, (G*(L) : 1\//II\J*WO¢);CMU7 >~ G%(colime, (L : 1\//H\J*Wa))
= MU*homyp (W, K*(L))
comme ’adjoint du morphisme de Kyy_ induit par 'application d’évaluation

W Ahomy, (W, K*(L)) — K*(L).

5.3. Foncteur Ty,. — Rappelons qu’a toute MU-algebre instable M correspond
fonctoriellement un 1-cocomplexe K(M)=K(G(M)) de hS dont I'image en MU-
cohomologie continue est le début de la G-résolution simpliciale de M.

Soit W un ensemble simplicial quelconque. On définit un foncteur Ty : Kyuy —
Kayu associant & un objet M le coégalisateur dans Cpy du 1-complexe

MU* hom(W, K(G(M))) == MU* hom(W, K(M))

(le foncteur X — hom (W, X) commute aux équivalences faibles entre objets fibrants).
Soit X un espace profini fibrant. L'unité X — K(l\//ITJ*X ) dans hS induit un mor-
phisme
Tw (MU*X) — MU* hom(W, X).
On vérifie d’une part que ce morphisme est un isomorphisme lorsque X est 'image
par K d’un ensemble gradué, d’autre part que I'image par Ty du diagramme

G*(M)=G(M) — M

associé & un objet M de Kyu est un diagramme coégalisateur dans Kyy (voir la
proposition A.2.2 et sa démonstration). En particulier I'identité MU* = G(@) donne
un isomorphisme canonique

TwMU* 2 MU*.

ProprOSITION 5.3.1. — Soit W un ensemble simplicial.

(a) Le foncteur Ty commute aux coégalisateurs de 1-complexes.

(b) Supposons que pour tout ensemble gradué S espace profini hom(W,K(S)) est
sans p-torsion ; alors Ty commute aux colimites indexées par une catégorie petite.

(c) Supposons que W est sans p-torsion et de cohomologie modulo p finie en chaque
degré ; alors on a pour toute MU-algébre instable M un isomorphisme canonique

(M : MU*W )y = T M.

(d) Soit W — W' une application entre ensembles simpliciauzr induisant un iso-
morphisme en cohomologie modulo p ; alors la transformation naturelle Ty — Ty
est un isomorphisme.
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Démonstration. — Puisque la monade G vérifie la condition (Qp), le point (a) vient
du point (a) de la proposition A.1.6.

Pour le point (b) il suffit par cette méme proposition de vérifier que le foncteur
&ns-gr — Kymu, S — TwG(S) commute aux sommes finies et aux colimites filtrantes.
Or le foncteur &ns-gr — 8, S — hom(W, K(S)) transforme les colimites en limites.
Comme pour tout ensemble gradué S 'espace profini hom(W, K(S)) est sans p-torsion,
Iimage par S — MU* hom(W,K(S)) de la somme de deux ensembles gradués est
la somme des images dans Kyy par la formule de Kiinneth et le point (b) de la
proposition 3.1.4, donc Ty commute aux sommes finies. De méme l'image d’une
colimite filtrante d’ensembles gradués est la colimites filtrantes des images dans KCyy
par le corollaire 4.1.5, d’ou le résultat.

Sous I’hypothese du point (¢) on a un isomorphisme canonique

(G(S) : MU W )iy = T G(S)
puisque tous deux sont canoniquement isomorphes a MU* hom(W, K(S)). On en dé-
duit alors pour toute MU-algebre instable M, en utilisant le début de sa G-résolution
simpliciale, un isomorphisme canonique (M : MTJ*W);CMU =TwM.

Soit enfin W — W' une application induisant un isomorphisme en cohomolo-
gie modulo p; alors pour tout espace profini fibrant X Dlapplication hom(W’, X) —
hom(W, X) est une équivalence faible de S (¢f. le début de la section 1.3) On en dé-
duit que pour tout ensemble gradué S le morphisme Ty G(S) — Ty G(S) est un
isomorphisme de Kpy. On conclut comme pour le point (¢) en utilisant le début de
la G-résolution simpliciale d’un objet de Kyu. O

Soit X un espace profini fibrant dont on note | X | ’ensemble simplicial sous-jacent.
On dispose de bijections naturelles
Hom, ¢(W7, X) 2 Homy,s (W, | X|) & mo hom(W, X).
L’application
70 hom (W, X ) —> Homyc,,, (MU* hom(W, X), MU*)
est une bijection par la proposition 3.3.3. En prenant X = K(S) on obtient une
bijection Homg,,, (G(S), MU*W) — Homy,,, (TwG(S), MU*) naturelle en G(S) €

Kyu. On en déduit pour tout objet M € Ky en utilisant le début de la G-résolution
simpliciale de M une bijection naturelle

Homycy,y (M7 W*W) - Homyc,y (TWM, M[\J*)
On en déduit a nouveau avec la proposition 3.3.3 la :

PROPOSITION 5.3.2. — Soit W un ensemble simplicial et X un espace profini fibrant.
Si le morphisme TWI\//IE*X — MU* hom(W, X) est un isomorphisme, alors l'applica-
tion

Homys (W, | X|) — Homy,,, (MU*X, MU*W)

est une bijection.
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Soient W, W’ deux ensembles simpliciaux ; I’isomorphisme
hom(W, hom(W’, K(S))) = hom(W x W'/ K(S5))
donne un morphisme Ty Tw: — Twxw-.

LEMME 5.3.3

(a) Soit (Wy) un diagramme filtrant d’ensembles simpliciauz. On suppose que pour
tout indice a et pour tout ensemble gradué S 'espace profini hom(W,,K(S)) est sans
p-torsion ; alors pour tout objet M € Kyy le morphisme

COlima TWaM — Tcolima WaM

est un isomorphisme dans M.
(b) Soient W, W' deux ensembles simpliciauz. Supposons que pour tout ensemble
gradué S le morphisme

TywMU* hom(W’, K(S)) — MU* hom(W, hom(W’, K(S)))
est un isomorphisme ; alors le morphisme
TwTw: — Twxwr
est un isomorphisme.

Démonstration. — 11 suffit pour le point (a) de montrer que pour tout ensemble gra-
dué S le morphisme colimy, Ty, G(S) — Teolim, w, G(S) est un isomorphisme. Or cela
résulte de 'interprétation des objets comme MU-cohomologie d’espaces fonctionnels
et du corollaire 4.1.5,

De méme I'isomorphisme Tyw Ty M — Twww: M pour M € Kyu est conséquence
du cas M = G(S) par commutation de Ty aux coégalisateurs de 1-complexes (pro-
position 5.3.1). O

Le point (b) du lemme est vérifié si W’ est sans p torsion et de cohomologie finie
en chaque degré, car alors 1’espace profini hom(W’, K(5)) est équivalent homotopi-
quement & K*(L(S) : 1\//H\J*W’)

Pour conclure rappelons que si X est un espace profini pointé alors ’espace profini
hom(W, X) est naturellement pointé par 'application constante. Soit M une MU-
algebre instable augmentée. Le morphisme Ty M — TWI\//H\J* ~ MU* fait de TwM
une MU-algebre instable naturellement augmentée. Pour tout ensemble gradué S 'iso-
morphisme TywG(S) = MU* hom (W, K(S)) respecte I'augmentation par construc-
tion. En utilisant le fait que le 1-cocomplexe X — K(l\//H\J*X)EK(é(l\//H\J*X)) de
hgpt induit un diagramme coégalisateur en MU-cohomologie continue et la commu-

tation de Ty aux coégalisateurs de 1-complexes, on en déduit que le morphisme
TywMU*X — MU* hom(W, X) respecte 'augmentation.
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CHAPITRE 2

COHOMOLOGIE DES ESPACES FONCTIONNELS DE
SOURCE LE CLASSIFIANT D’UN GROUPE DE LIE
COMPACT COMMUTATIF

Nous appliquons le formalisme de la premieére partie et les résultats de [DL] a
létude de la MU-cohomologie continue des espaces fonctionnels hom(Br, X) pour 7
un groupe de Lie compact commutatif.

La premiére section (6) rappelle (voir [DL]) lanalyse classique de la cohomologie
modulo p continue de l'espace fonctionnel hom(BZ/p", X) : elle est I'image par le
foncteur exact Fix : H — U — U de la cohomologie modulo p continue équivariante
de l’espace fonctionnel hom(BZ/p™~!, X') pour une action du groupe Z/p & la source.
On rappelle également les propriétés clé suivantes :

— Si X est un espace profini fibrant sans p-torsion alors ’espace profini fonctionnel
hom(BZ/p™, X) est également sans p-torsion.

— Si X est un espace profini fibrant sans p-torsion alors la suite spectrale de Serre
en cohomologie modulo p-continue associée a la fibration

hom(BZ/p", X) — hom(BZ/p”,X)hZ/p — BZ/p
dégénere au terme Eo.

La section 7 étudie le foncteur Tpz/p» : Kmu — Kymu qu’on note T, n € NU{oo}.
On montre d’abord que le morphisme

T,MU*X —> MU* hom(BZ/p", X)

est un isomorphisme si X est un espace profini fibrant sans p-torsion (théoreéme 7.1.1).
Ce résultat se généralise au cas ou la source est le classifiant d’'un groupe de Lie
compact commutatif 7 en choisissant un morphisme Z/p™ x- - -xZ/p™" — 7 induisant
un isomorphisme entre les cohomologies modulo p des classifiants. (Les exposants
ni,...,n, peuvent prendre la valeur 0o.) On en déduit une version « p-complétée » de
la proposition 7.17 de [DL] : Si X est un espace sans p-torsion, ’application

Homy,s (B, X?) — Homy,,, (MU* X, MU*Br)

est une bijection, X désignant le p-complété profini de X.
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Lorsque l'espace au but X est quelconque, on utilise une MU-résolution libre de X
pour obtenir une suite spectrale aboutissant a la MU-cohomologie continue de I’espace
fonctionnel hom(Bm, X) (section 7.2). La suite spectrale converge fortement si X
admet une MU-résolution libre de longueur finie. Nous montrons par exemple que si
7 et ' sont deux groupes de Lie compacts commutatifs alors le morphisme

Te-MU*Br’ — MU* hom(Br, B')

est encore un isomorphisme (proposition 7.2.5).

La section 7.3 mime algébriquement la description de 1’espace profini fonctionnel
hom(BZ/p"*1, X) comme espace des points fixes homotopiques de I'espace profini
hom(BZ/p™, X ) pour 'action de Z/p & la source : Il existe un foncteur Knjy — H—U,
que nous notons M + Hgz,,(T,M) (H — U désignant la catégorie des H-modules
instables sur 'algebre de Steenrod modulo p), et un isomorphisme naturel

FixyHz/,(Tn M) —— (Tpp1 M)/t

On obtient une propriété d’injectivité de la MU-cohomologie complétée en p du clas-
sifiant d’un groupe de Lie compact commutatif (corollaire 7.3.6) proche du résultat de
Wilkerson ([Wilk]) concernant la K-théorie du classifiant d’un tore comme A-anneau.

La derniére section (8) démontre une formule d’adjonction pour le foncteur T, en
utilisant une propriété de platitude de la MU-cohomologie du classifiant de Z/p™ et
la formule de Kiinneth qui s’en déduit, les deux dues & Landweber ([Lan]).

6. Propriétés de la cohomologie modulo p des espaces fonctionnels de
source le classifiant de Z/p" (d’aprés [DL))

Notons H la cohomologie modulo p du groupe Z/p (autrement dit de I’espace
classifiant BZ/p). Le foncteur Ky — Ky, N — H® N admet un adjoint & gauche
noté T. Nous rappelons ci-dessous les propriétés du foncteur T ([Lal, chap.2]) et son
interprétation géométrique ([Lal], [DS], [Mo2]).

Notons U la catégorie des modules instables sur 'algebre de Steenrod modulo p
(voir par exemple [Sc]). La catégorie U est abélienne et on dispose d’un foncteur oubli
Ky — U au dessus de €. Le foncteur (additif) Y — U, N — H @ N admet également
un adjoint a gauche Ty,.

THEOREME 6.1

(a) Le foncteur Ty est exact.
(b) Le diagramme

ICHLICH

| g, |

uUu——u
commute.
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(¢) Pour tout espace profini fibrant X le morphisme
TH*X — H* hom(BZ/p, X)
est un isomorphisme.

(Voir [Lal, chap.2] pour la démonstration des points (a) et (b) et [Mo2, §2.2]
pour la démonstration du point (c).)

Le foncteur T posseéde un analogue « équivariant » ([Lal, chap.4]) : Notons H— Ky
(respectivement H — U) la catégorie des morphismes H — M dans Ky (autrement
dit la catégorie des H-algebres instables) (respectivement la catégorie des H-modules
instables). Le foncteur Ky — H — Ky (respectivement Y — H—-U), M — H® M
admet un adjoint & gauche noté Fix (respectivement Fixy,).

Soit X un espace profini fibrant muni d'une action de Z/p. On note Xyz,, la
construction de Borel EZ/p xz,, X et X hZ/p Pespace profini des points fixes homoto-
piques homy,,(EZ/p, X) (cf. la section 1.5) ; ce dernier s’interprete comme la fibre en
Iidentité de la fibration hom(BZ/p, Xyz/,) — hom(BZ/p, BZ/p). L’application d’éva-
luation EZ/p x X"/ — X induit un morphisme BZ/p x X"2/P — Xnz/p d’espaces
profinis au dessus de BZ/p, lequel induit un morphisme Fix(H* Xyz,,) — H*X hZ/p,

THEOREME 6.2

(a) Le foncteur Fixy est exact.
(b) Le diagramme

H— Ky %5 oy

l FiXu ‘L
H-U—U
commute.

(c) Soit X un espace profini fibrant muni d’une action de Z/p ; alors le morphisme
Fix(H* Xy,7/,) — H*XP2/P est un isomorphisme.

(Voir [Lal, chap.4] pour une démonstration des points (a), (b) et (c) lorsque X
est un espace p-fini. Le point (c) dans le cas général s’obtient en observant que si X
est un espace profini muni d’une action de Z/p alors sa résolution fibrante canonique
RX est limite filtrante d’espaces p-finis avec action de Z/p et 'application X — RX
est une équivalence faible Z/p-équivariante donc induit une équivalence faible entre
les espaces profinis de points fixes homotopiques si X est fibrant (voir la section 1.5).)

Passage du classifiant de Z/p au classifiant d’un p-groupe cycligue. — On dispose
pour chaque entier n > 0 d’une suite exacte de pro-p-groupes abéliens simpliciaux
0 — BZ/p™ — BZ/p"tt — BZ/p — 0 de sorte que 'ensemble simplicial BZ/p" est,
a une équivalence faible canonique pres, muni d’une action de Z/p dont le quotient
homotopique est BZ/p"*! (cf. la section 1.5). Soit alors X un espace profini fibrant.
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L’espace profini hom(BZ/p™" ™!, X) s’interpréte comme 'espace des points fixes homo-
topiques de I’espace profini hom(BZ/p™, X) pour l'action de Z/p a la source (cf. [DL,
chap. 3]). On dispose donc d’un isomorphisme

Fix H* (hom(BZ/p", X))nz/p —— H* hom(BZ/p"*!, X).

La Fp-algebre H*(hom(BZ/p™, X))nz/, au dessous de H est 'aboutissement d'une
suite spectrale de Serre de terme

Ey' = H® @ H hom(BZ/p", X)

(il n’y a pas d’action du m; de la base parce que Paction de Z/p se prolonge en une
action d’un groupe connexe).

Pour n = 0 on a les isomorphismes hom(BZ/p°, X) = X, (hom(BZ/p°, X)nz/p =
BZ/p x X, FixH*(hom(BZ/pO,X))hZ/p =~ TH*X.

Nous donnons deux exemples :

— Prenons p = 2 et X = BZ/2. L’espace hom(BZ/2,BZ/2) est la réunion disjointe
de deux copies de BZ/2. La premiére est munie de Paction triviale de Z/2 donc a un
quotient homotopique égal au produit BZ/2 x BZ/2 avec projection sur le premier
facteur, donc la fibre en 'identité de la fibration

hom(BZ/2, (BZ/2)yz/2) — hom(BZ/2,BZ/2)

s’identifie & ’espace hom(BZ/2,BZ/2) = BZ/2 UBZ/2.

La seconde est munie de l'action non triviale de Z/2. Son quotient homoto-
pique est l'espace BZ/4 au dessus de BZ/2. La fibre en l'identité de la fibration
hom(BZ/2,BZ/4) — hom(BZ/2,BZ/2) est vide.

— Prenons p = 2 et X = BSU(2). L’espace hom(BZ/2,BSU(2)) est la réunion
disjointe de deux copies de BSU(2). La premiere est munie de 'action triviale de Z/2
donc la fibre en I'identité correspondante s’identifie a ’espace

hom(BZ/2, BSU(2)) = BSU(2) LU BSU(2).

La seconde est munie d’une action non triviale de Z/2 dont le quotient homotopique
est le classifiant du sous-groupe de U(2) formé des matrices de déterminant £1. La
fibre en ’identité correspondante s’identifie au classifiant de S*.

Notons que les suites spectrales de Serre convergeant vers la cohomologie des
constructions de Borel BSU(2)y,7/, sont en bidegrés pairs pour la premiére comme
pour la seconde composante, donc dégénerent au terme E5 donc sont identiques. On
en déduit que les cohomologies des constructions de Borel sont isomorphes comme Fa-
algebres graduées au dessous de H, mais pas comme algebres instables sur 1’algebre
de Steenrod : La premiere est ’algebre polynomiale en un générateur v de degré 1 et
en un générateur v de degré 4 avec une action de 'algebre de Steenrod déterminée
par la relation Sq® v = 0. La seconde est la méme algebre polynomiale avec une action
de Dalgebre de Steenrod déterminée par Sq* v = u2v. Elles sont différenciées par le
foncteur Fix.
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PROPOSITION 6.3 ([DL]). — Soient n un entier positif et X un espace profini fibrant
sans p-torsion ; alors :

(a) L’espace profini hom(BZ/p™, X) est sans p-torsion.

(b) La suite spectrale de Serre en cohomologie modulo p continue de la fibration

hom(BZ/p", X) — hom(BZ/p”,X)hZ/p — BZ/p
dégénére au terme Eo.

(Voir le théoreme 7.14 et le scholie 7.15 de [DL].)

La dégénérescence de la suite spectrale de Serre entraine des propriétés d’exacti-
tude de la cohomologie modulo p continue des espaces profinis hom(BZ/p", X) en la
cohomologie modulo p continue de X. Voici un premier résultat (comparer avec la
proposition 4.6 de [DL]) :

COROLLAIRE 6.4. — Soient n un entier positif et X un espace profini fibrant sans
p-torsion ; alors 'objet simplicial augmenté de &

H* hom(BZ/p", K*(MU* X)) — H* hom(BZ/p", X)
est acyclique.

(On rappelle que X — K°* (1\//ITJ*X ) désigne la MU-résolution cosimpliciale cano-
nique de X, voir la section 4.2.)

Démonstration. — Le corollaire se démontre par récurrence sur n. Le diagramme
X - K'(MU X) induit en MU-cohomologie continue une L- algebre simpliciale aug-
mentée acyclique (cf. la section 4.2). Comme X et les K* (MU* ) sont sans p-torsion,
I’objet simplicial augmenté H*K'(l\//H\J*X) — H*X est acyclique dans &€ par le corol-
laire 4.2.2, ce qui donne le cas n = 0.

Supposons le résultat vrai pour n > 0. On dlspose d’un diagramme cosimplicial aug-
menté hom(BZ/p™, X) — hom(BZ/p",K* (MU* )) d’espaces profinis sans p-torsion
par le point (a) de la proposition 6.3 et avec action de Z/p, induisant en cohomo-
logie modulo p continue un objet simplicial augmenté acyclique par hypothese de
récurrence. Le point (b) de la proposition 6.3 montre que pour chaque entier k le
F,-espace vectoriel H¥ hom(BZ/p™, X )iz /p Possede une filtration naturelle finie dont
le gradué est 'objet @41 ¢—xH® ® H  hom(BZ/p", X). On en déduit par récurrence sur
la filtration que le IF-espace vectoriel simplicial augmenté

H* hom(BZ/p", K*(MU*X))z/, — H* hom(BZ/p", X)uz/,

est acyclique, puis par le théoreme 6.2 et linterprétation de l’espace profini
hom(BZ/p"*1, X) comme espace de points fixes homotopiques, que l'objet sim-
plicial augmenté

H* hom(BZ/p" ", K*(MU* X)) — H* hom(BZ/p"*!, X)
est acyclique dans €. O
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On obtient les mémes informations sur la cohomologie modulo p continue de 1’es-
pace fonctionnel hom(BSl, X)) en passant a la limite sur n : Notons Z/p> la colimite
des groupes Z/p" (donc le sous-groupe de S! formé des éléments d’ordre une puis-
sance de p). Le classifiant de Z/p> est la colimite dans S des classifiants BZ/p™ ; sa
cohomologie modulo p est la limite des cohomologie modulo p des espaces BZ/p™ (par
dualité avec ’homologie modulo p). On en déduit que 'application BZ/p> — Bs!
induit un isomorphisme en cohomologie modulo p, puis que pour tout espace profini
fibrant X D’application

hom(BS', X) — hom(BZ/p>, X)

est une équivalence faible dans S (¢f. le début de la section 1.3). Comme ’espace
profini hom(BZ/p>, X) est la limite filtrante des espaces profinis hom(BZ/p", X), le
morphisme

colim,, H* hom(BZ/p", X) — H* hom(BZ/p>, X)

est un isomorphisme par le lemme 1.1.1 (voir aussi [DL, Lemme 3.7]).

7. MU-cohomologie des espaces fonctionnels de source le classifiant d’un
groupe de Lie compact commutatif

7.1. Foncteurs T,, et cohomologie des espaces fonctionnels. — Soit n un
élément de NU {oo}. On pose T,, = Tpz/p» (cf. la section 5.3). On a donc pour tout
espace profini fibrant X un morphisme

T,MU*X — MU* hom(BZ/p", X)

qui est un isomorphisme si X est I'image par K d’un ensemble gradué, et pour toute
MU-algebre instable M une bijection naturelle

Homy,,, (Tn M, MU*) = Homy,,, (M, MU*BZ/p").

Voici d’abord les propriétés formelles de T, :

— Comme pour tout ensemble gradué S I'espace profini hom(BZ/p™, K(5)) est sans
p-torsion (proposition 6.3), le foncteur T,, commute aux colimites indexées par une
catégorie petite par la proposition 5.3.1.

— Pour tout objet M de Kyy le morphisme colim, T, M — T M induit par les
applications BZ/p™ — BZ/p™ est un isomorphisme dans M par le point (a) du lemme
5.3.3.

— Puisque Pespace BZ/p™ est sans p-torsion et de cohomologie modulo p finie en
chaque degré, on a pour toute MU-algebre instable M un isomorphisme canonique
TooM =2 (M : MU*BZ/p™) iy -

Rappelons qu’a toute MU-algebre instable M correspond fonctoriellement un dia-
gramme cosimplicial K*(M) de hS vérifiant :
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— Pour tout entier k I’espace profini K*(M) est I'image par K d’un ensemble gradué.
(En particulier K*(M) est fibrant.)

— Le diagramme induit en MU-cohomologie continue est la G-algebre simpliciale
G.(M).

THEOREME 7.1.1. — Soit X un espace profini fibrant sans p-torsion et n un élément
de NU {oo} alors le morphisme d’algébres instables

T,MU*X — MU* hom(BZ/p", X)
est un isomorphisme.
Démonstration. — On dispose de la MU-résolution cosimpliciale X — K'(l\//H\J*X )

induisant en MU-cohomologie continue la G-résolution simpliciale de MU*X. Puisque
X est sans p-torsion, 'objet simplicial augmenté

H* hom(BZ/p", K*(MU* X)) — H* hom(BZ/p", X)
est acyclique par le corollaire 6.4. Puisque lespace profini hom(BZ/p™, X) est sans
p-torsion, I'objet simplicial augmenté
MU* hom(BZ/p", K*(MU*X)) — MU* hom(BZ/p", X)
est acyclique dans M par le corollaire 4.2.2. Puisque les objets simpliciaux

T,G.(MU*X) et MU* hom(BZ/p", K*(MU*X)) sont canoniquement isomorphes, le

o

morphisme entre les 7y : T, MU*X — MU* hom(BZ/p™, X) est un isomorphisme. [

On obtient par récurrence et en utilisant l'isomorphisme hom(W x W' X) =
hom (W, hom(W’, X)) pour W, W' dans S et X dans S le :

COROLLAIRE 7.1.2. — Soient nq,...,n, des éléments de NU {oco} et X un espace
profini fibrant sans p-torsion, alors on a un isomorphisme canonique

Th, - Tp, MU*X —~ MU* hom(BZ/p™ x --- x BZ/p"™*, X).

Soit 7 un groupe de Lie compact commutatif. Il existe une suite finie nq,...,n,
d’éléments de N U {oo} et un morphisme BZ/p™ x --- x BZ/p™ — Bn induisant
un isomorphisme en cohomologie modulo p, donc induisant pour tout espace profini
fibrant X une équivalence faible

hom (B, X) — hom(BZ/p™ x --- x BZ/p™, X)

(cf. le début de la section 1.3) et pour toute MU-algebre instable M un isomorphisme
naturel

Tnl"'TnTML)TBﬂ-M

par le point (b) du lemme 5.3.3 et le corollaire ci-dessus. On obtient :
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THEOREME 7.1.3. — Soient m un groupe de Lie compact commutatif et X un espace
profini fibrant sans p-torsion ; alors le morphisme

Tp,MU*X — MU* hom(Br, X)
est un isomorphisme.

La proposition 5.3.2 entraine immédiatement :

COROLLAIRE 7.1.4. — Soient m un groupe de Lie compact commutatif et X un espace
profini fibrant sans p-torsion ; alors application

Homy,s (B, | X|) — Homy,,, (MU*X, MU*Br)

est une bijection.

7.2. Résolution de 1’espace au but. — La proposition suivante est une généra-
lisation du corollaire 7.9 de [DL] :

PROPOSITION 7.2.1. — Soient m un groupe de Lie compact commutatif et X — Y
un morphisme entre espaces profinis dont on note C la cofibre homotopique ; alors le
morphisme de la cofibre homotopique de application hom(Bw,RX) — hom(Bw, RY")
dans Uespace profini hom(Bw,RC) est une équivalence faible de ‘SA‘pt_

Démonstration. — On démontre d’abord le résultat pour # = Z/p" par récurrence
sur n. Pour n = 0 il n’y a rien a démontrer.
Supposons le résultat vrai pour n > 0. Le diagramme d’espaces profinis avec action
de Z/p
hom(BZ/p™,RX) —— hom(BZ/p",RY)

| |

hom(BZ/p™, pt) —— hom(BZ/p™, RC)

est alors homotopiquement cocartésien. Par commutation des colimites entre elles, il
induit un diagramme homotopiquement cocartésien

(hom(BZ/p", RX))nz/p — (hom(BZ/p",RY))nz/p

| J

BZ/p —————— (hom(BZ/p", RC))nz/p

d’espaces profinis au dessus de BZ/p. On dispose donc d’une suite exacte longue de
Mayer-Vietoris dans la catégorie H — U. L’exactitude du foncteur Fixy, sa commuta-
tion & la suspension ([Lal, cor. 4.6.2.2]) et son interprétation géométrique donnent
alors le résultat pour n + 1.

Le cas m = Z/p® s’obtient par passage a la limite (¢f. la fin de la section 6). Le cas
7 quelconque s’obtient en choisissant un morphisme BZ/p™* x --- x BZ/p"" — Br
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induisant un isomorphisme en cohomologie modulo p, en utilisant 1’isomorphisme
hom(W x W', X') = hom (W, hom(W’, X’)) et une récurrence sur 7. O

LEMME 7.2.2. — Soient ™ un groupe de Lie compact commutatif et X — X° un
morphisme entre espaces profinis tel que X° est sans p-torsion et tel que le morphisme
MU* X0 — MU*X est un épimorphisme dans /\//Y; alors les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le morphisme Te,MU*RX — MU* hom(Bm,RX) est un épimorphisme
dans M.

(ii) Le morphisme MU* hom(Bm, RX?) — MU* hom(Bm,RX) est un épimor-
phisme dans M.

Démonstration. — Le morphisme TBWI\//H\J*XO — MU~ hom(B7, X°) est un isomor-
phisme (théoréme 7.1.3) donc la condition (ii) implique (i).

Inversement tout morphisme de Ky qui est épi dans M est le coégalisateur d’'un
1-complexe de Kyy. Comme Ty, commute aux coégalisateurs de 1-complexes (pro-
position 5.3.1 (a)), 'image par Tp, de ce morphisme est encore un épimorphisme
dans M. Comme le morphisme MU* X0 — MU*X est épi par hypothese, la condition
(i) implique la condition (ii). O

PROPOSITION 7.2.3. — Soient ™ un groupe de Lie compact commutatif et X — X°
une cofibration dans S tel que X© est sans p-torsion et tel que le morphisme MU* X0 —
MU*X est un épimorphisme dans M. On suppose que le morphisme TBWI\//H\J*Y —
MU* hom(Bm,Y) est un épimorphisme dans M pour Y = RX et Y = R(X°/X);
alors le morphisme TBWI\//H\J*X — MU* hom(Bm,RX) est un isomorphisme

Démonstration. — Puisque la suite 1\//H\J*X0/X — MU*X? — MU*X — 0 est exacte,
le diagramme X — X°= X9 x (X°/X) induit un diagramme coégalisateur

MU*X°@MU*(X°/X) = MU* X" — MU*X

dans M comme dans Kyu. (On n’a pas besoin d’une formule de Kiinneth pour cela.)
Comme le foncteur Tgr : Knyu — Kumu et Poubli Ky — M\ commutent aux co-
égalisateurs de 1-complexes, le diagramme image par Tp, est encore coégalisateur
dans M.

Le morphisme MU* hom(Bm, RX?) — MU* hom(B7,RX) est un épimorphisme
dans M par le lemme 7.2.2. La proposition 7.2.1 montre alors que la f—algébre
MU* hom(Bm, RX) est le conoyau du morphisme

MU* hom(Br, R(X°/X)) — MU* hom(Br, RX°),
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donc que le diagramme

MU* hom(Br, RX%)@MU* hom(Br, R(X°/X)) == MU* hom(Br, RX?)
— MU* hom (B, RX)

est un diagramme coégalisateur dans M. La proposition résulte maintenant du lemme
suivant :

LEMME 7.2.4. — Soit (My = My) — (N1 5 No) un morphisme entre 1-complezes
d’une catégorie abélienne dont on note M et N les coégalisateurs respectifs. On sup-
pose que les morphismes My, — N1 et M — N sont épi et que le morphisme My — Ny
est iso ; alors le morphisme M — N est un isomorphisme. O

Application. — Soient m un groupe de Lie compact commutatif et X un espace
profini pointé dont la MU-cohomologie est nulle en degré impair. Soit .S I’ensemble
gradué égal a MU*X en degré pair et égal a ’ensemble vide en degré impair. La
cohomologie modulo p continue de I'espace profini K(.5) est nulle en degré impair (le
cas o S est réduit a un élément résulte de [Wi]), donc également sa MU-cohomologie

continue. Le morphisme S — MU* X correspond & un morphisme X — K(5) dans

hgpt, lequel induit un épimorphisme G(S ) — MU*X dans M. On en déduit que la
MU-cohomologie continue de la cofibre de 'application X — K(.S) est encore nulle
en degré impair, puis que X admet une MU-résolution libre par des espaces profinis
ayant cette propriété.

Choisissons une telle résolution (C*¥~1 — X*), (avec les notations de la section
4.2). Comme la cohomologie modulo p continue des espaces profinis X* est nulle en
degré impair, il en est de méme de celle des espaces profinis hom(Bm, RX k) par le
théoréme 3.10 de [DL] donc de leur MU-cohomologie continue.

Supposons que la MU-cohomologie continue des espaces profinis hom(Bm, RC*)
est également nulle en degré impair. La proposition 7.2.1 montre alors que la suite
Ck=1 — X* — C* induit une suite exacte courte de E—algébres

0 — MU hom(Bm, RC*) — MU* hom (B, RX*) — MU* hom(Bm, RC*~1) — 0.

Le morphisme Tp,MU*CF—1 — MU* hom(Bm, RC¥~1) est donc un épimorphisme
dans M par le lemme 7.2.2. La proposition 7.2.3 permet de conclure que le morphisme
T, MU*X — MU* hom (B, X) est un isomorphisme.

La proposition suivante et son corollaire illustrent notre discussion :

PROPOSITION 7.2.5. — Soient 7,7’ deuz p-groupes abéliens finis ; alors le morphisme
TpMU*Br’ — MU* hom(Br, Br')

est un isomorphisme.
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Démonstration. — Commengons par le cas ol ' est un p-groupe cyclique d’ordre n.
Notons 7 le fibré en droite canonique au dessus de BS'. La cofibre de Papplication
BZ/p" — BS! g’interpréte comme lespace de Thom Th,, du fibré n®¢" (le produit
tensoriel de p™-copies de 1), donc est sans p-torsion et de MU-cohomologie (complétée
en p) concentrée en degré pair. L’espace hom(Bw,BZ/p™) est isomorphe au produit
de Pensemble simplicial constant Homay, (7, Z/p™) par BZ/p™; sa MU-cohomologie
complétée en p est donc concentrée en degré pair. Puisque Th,, est sans p-torsion et
de cohomologie modulo p concentrée en degré pair, la MU-cohomologie de ’espace
profini hom(Bm, RTh,,) est également concentrée en degré pair, d’out le résultat par
la discussion qui précede.

Le cas 7’ p-groupe abélien fini quelconque s’obtient en choisissant un isomorphisme
entre 7 et un produit de p-groupes cycliques, en observant que les foncteurs 7’ —
MU*Br’ et 7'+ MU* hom (B, Br’) transforment un produit de p-groupes cycliques
en la somme des images dans Kyy par le point (b) de la proposition 8.3 plus loin, et
en observant que le foncteur Tp, commute aux sommes dans Ky (voir le début de
la section 7). O

La proposition 5.3.2 entraine :

COROLLAIRE 7.2.6. — Soient w, 7’ deux p-groupes abéliens finis; alors lapplication
Homy,s(Bm, Br') — Homy,,, (W*Bﬂ'/, MU*Br)
est une bijection.

QUESTION. — Si X est un espace profini fibrant dont la MU-cohomologie continue
est nulle en degré impair, en est il de méme de 1’espace profini hom(Bw, X) ?

Les travaux de Ravenel-Wilson-Yagita ([RWY]) montrent que la réponse est oui
si X est un espace d’Eilenberg-MacLane K(Z/p*,1), k,1 > 0.

Plus généralement la proposition 7.2.1 montre que le foncteur
X — MU* hom(Br, RX)

est une théorie cohomologique réduite sur hgpt. A toute MU-résolution libre X — X*
d’un espace profini pointé X correspond une suite spectrale aboutissant a un gradué

de la L-algebre MU* hom(Bm,RX) (voir la section 4.3).

Notons, pour M une MU-algebre instable augmentée, T BrM le noyau de 'augmen-
tation Tp,M — MU* (voir la fin de la section 5.3). Le terme E; ®* de la suite spectrale
sidentifie au s-ieme objet d’homologie du complexe de L-algébres Tpy (W*X ).

Cette suite spectrale converge fortement vers la MU-cohomologie continue réduite
de V’espace profini pointé hom(Bm, RX) si la MU-résolution libre X — X* est de
longueur finie.
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7.3. Liens entre les foncteurs T,

ProprosSITION 7.3.1. — On a pour toute MU-algébre instable M un isomorphisme
naturel

Ty (M/t) = (T1M)/f!
dans U.

Démonstration. — On a pour tout ensemble gradué S des isomorphismes canoniques

~

— G(9)/f! = H*K(S) car K(S) est sans p-torsion,

— Ty H*K(S) — H* hom(BZ/p, K(S)) par le théoréme 6.1,

— (MU* hom(BZ/p, K(5)))/f* > H* hom(BZ/p, K(S)) car 'espace profini fonc-
tionnel hom(BZ/p, K(S)) est sans p-torsion (proposition 6.3) et

- T1G(S) — MU* hom(BZ/p, K(S)) par construction de T.

On en déduit un isomorphisme canonique Ty (G(S)/f!) = (T1G(S9))/f . Le cas
M quelconque s’obtient en utilisant le début de la G-résolution libre de M et la
commutation des foncteurs considérés aux coégalisateurs de 1-complexes. O

Soit m > 1 un entier. A tout espace profini fibrant X correspondent les objets
H*hom(BZ/p", X) de U et H*(hom(BZ/p"™, X))nz/p de H — U avec, si X est sans
p-torsion, les propriétés suivantes :

(1) On a un isomorphisme canonique
FixyH* (hom(BZ/p"™, X))nz/p = H* hom(BZ/p" ', X).

(2) Pour tout entier k le Fy-espace vectoriel H*(hom(BZ/p", X))nz/p a une filtra-
tion finie naturelle dont le gradué s’identifie & @, ¢~ H* @ H hom(BZ/p", X).

(3) On a un isomorphisme canonique

(MU* hom(BZ/p™, X))/f' = H* hom(BZ/p", X)

dans U.
(La propriété (1) vient de I'interprétation de 'espace profini hom(BZ/p"*!, X') comme
espace de points fixes homotopiques; la propriété (2) vient de la dégénérescence de
la suite spectrale de Serre (proposition 6.3); la propriété (3) vient de ce que I'espace
profini hom(BZ/p™, X) est sans p-torsion. Voir la section 6.)

Soit M une MU-algebre instable. On définit I'objet Hz/,(T,, M) de H — U comme
le coégalisateur du 1-complexe

H*(hom(BZ/p", K(G(M))))nz/p — H*(hom(BZ/p", K(M)))nz/p

induit par le 1-cocomplexe K(M) = K(G(M)) de hS.
Pour chaque entier k le F,-espace vectoriel formé des éléments en degré k de
Hy,, (T, M) hérite de H* (hom(BZ/p™, K(M)))nz/, d’une filtration finie naturelle.

Pour tout espace profini fibrant X 'unité X — K(l\//H\J*X ) induit un morphisme
Hz/p(TonMU*X) — H*(hom(BZ/p", X ))uz/p- Par construction ce morphisme est un
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isomorphisme si X est 'image par K d’un ensemble gradué et ce de facon compatible
avec la filtration en chaque degré. Egalement par construction I'image par Hy (T, —)
du diagramme G2(M) = G(M) — M associé a ’algébre instable M est un diagramme
coégalisateur dans H — U (cf. la proposition A.2.2 et sa démonstration).

Les propriétés (1) et (3) ci-dessus donnent pour tout ensemble gradué S un isomor-
phisme FixyHyz,,(T,G(S)) = (Tp41G(S))/f! naturel en G(S) € Kyu. La propriété
(2) montre que le gradué de la filtration du F,-espace vectoriel formé des éléments de
degré k de Hz/, (T, G(S5)) est naturellement isomorphe & &4, H* @ (T, G(S5))/f1)".
En passant aux coégalisateurs on obtient la :

PROPOSITION 7.3.2. — Soit M une MU-algébre instable. On a un isomorphisme na-
turel

FixyHz,(ToM) = (T M)/

Enfin puisque le foncteur M= &€ , M + M/f' commute aux colimites filtrantes
(lemme 2.2.2), le lemme 5.3.3 entraine la

PROPOSITION 7.3.3. — Soit M une MU-algebre instable. Le morphisme
colim,, ((T, M) /f}) — (Too M) /£
est un isomorphisme dans U.

PROPOSITION 7.3.4. — Soient n un entier et M une MU-algébre instable dont la
L-algébre sous-jacente est dans L ; alors

(a) L’objet simplicial augmenté (T, G,(M))/ft — (T, M)/f! de € est acyclique.
(b) La L-algébre T, M est dans L.
(¢) Pour tout entier k le gradué de la filtration duF,-espace vectoriel (Hz (T, M))*

est naturellement isomorphe d sy —pH* @ ((T,,M)/f1)t.

Démonstration. — Le point (b) est conséquence du point (a), du fait que T,,G,(M)
est un objet simplicial de L et du point (a) de la proposition 4.2.1.

On démontre les points (a) et (¢) par récurrence sur n. Puisque G,(M) — M est
acyclique dans M, (G.(M))/ft — M/f! est acyclique dans € par le point (a) de la
proposition 4.2.1. On en déduit le point (a) pour n = 1 par la proposition 7.3.1 et
I’exactitude du foncteur Ty,.

Supposons le point (a) vrai pour n (n > 1). Soit k un entier et notons (f’?)
la filtration du Fp-espace vectoriel (Hz,(Tn,M))*. On a alors un isomorphisme
(Hz/p(TnGo(M)))*/ 1 =2 H @ ((T,,G.(M))/f*)* et une suite exacte

0 — H*® (TnG.(M))/f1)*7* — (Hz/,(TnGa(M)))*/ £
— (Hz/p(TaGo(M)* /71 — 0
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pour s > 1 d’olt on déduit par récurrence sur s que le IF-espace vectoriel simplicial
augmenté (Hz/,(TnG.(M)))*/f"® — (Hz,(TuM))*/f'* est acyclique puis que la
suite exacte ci-dessus induit une suite exacte

0 — H* @ (T M)/ — (Hay (Tu M)/ % — (Hzyp (T M)/ 571 — 0,

d’ott le point c¢. Le point (a) est maintenant conséquence de la proposition 7.3.2 et de
I'exactitude du foncteur Fixy,. O

COROLLAIRE 7.3.5. — Soit m un groupe de Lie compact commutatif; alors

(a) Si M € Kymu est libre comme E—algébre, il en est de méme de T M et 'objet
simplicial augmenté (Tp.G,(M))/f! — (Tp-M)/f! de £ est acyclique.

(b) Soit M — N un morphisme entre MU-algébres instables libres comme L-
algébres. Si M/f' — N/f' est injectif en chaque degré, il en est de méme de
(TpM)/f! — (Tp.N)/fL.

Démonstration. — Pour m = Z/p™ avec n fini, le point (a) est déja démontré. Le
point (b) s’obtient par récurrence sur n par le point (c¢) de la proposition ci-dessus, la
proposition 7.3.2 et 'exactitude du foncteur Fixy,.

Pour n = oo on obtient 'acyclicité de (T,,G,(M))/f! — (T, M)/f" et le point (b)
par la proposition 7.3.3 et 'exactitude des colimites filtrantes.

Pour 7 quelconque on choisit un morphisme Z/p™ x --- X Z/p" — = induisant
un isomorphisme entre les cohomologies modulo p des classifiants. On obtient un
isomorphisme naturel Ty, --- T, = Tg, (voir la discussion précédant le théoréme
7.1.3). On en déduit le résultat par récurrence sur r. (]

COROLLAIRE 7.3.6. — Soient ™ un groupe de Lie compact commutatif et M — M’
un morphisme entre MU-algebres instables libres comme E-algébres. On suppose que
Uapplication induite M/f* — M'/f' est injective en chaque degré, alors tout mor-
phisme de M — MU*Br dans Kwmu s’étend en un morphisme M’ — MU*Br.

Démonstration. — Le morphisme induit (Tp,M)/f! — (Tp.M')/f! est injectif en
chaque degré par le corollaire ci-dessus.
On dispose des bijections naturelles

Homy,,, (T M, MU*) = Homy,,, (M, MU*Br)
(voir la section 5.3) et
Homyc,,, (Tgr M, MU*) = Homy,, ((Tp-M)/f", Z/p)

(proposition 3.3.1). Comme les éléments en degré 0 de 1'algébre instable (Tp,M)/f!
s’identifient aux applications continues de I’ensemble profini Homy,, ((Tg.M)/f!, Z/p)
dans Z/p (voir [Lal, §1.8.1]), un morphisme (Tp,M)/f! — (Tp,M’)/f! injectif degré
par degré induit une surjection

Homy,, ((Tp-M')/f', Z/p) — Homy,, ((Tp-M)/f*,Z/p). O
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EXEMPLE. — Soient G un groupe de Lie compact connexe et 1" un tore maximal
dans G. On suppose que 'homologie entiere de G est sans torsion; alors le classifiant
BG est sans p-torsion et le morphisme H*BG — H*BT est injectif en chaque degré.

Soit T” un tore; le corollaire indique que tout morphisme MU*BG — MU*BT’ dans
Ky se prolonge en un morphisme MU*BT — MU*BT’. On obtient donc une version
en MU-théorie, mais avec 'hypothese G sans torsion, du théoréeme 4.1 de [Wilk]. Le
lien entre la catégorie Ky et son analogue en K-théorie est donné dans le cas sans
torsion par le théoreme d’Hattori Stong (cf. la section 6 de [DL]).

8. MU-cohomologie du classifiant de Z/p™ et foncteur T,

Pour n un élément de NU {oo} on note P,, la MU-cohomologie complétée en p du
classifiant du groupe Z/p™. (Ce classifiant est un groupe abélien fini simplicial si n
est fini.)

Rappelons que si n est fini Uapplication BZ/p™ — BS! est & équivalence d’homoto-
pie pres le fibré en sphere de la p™-puissance tensorielle du fibré linéaire canonique 7
au dessus de BS. La cofibre homotopique de cette application, qu'on note Th,, (Pes-
pace de Thom du fibré n®pn), est sans p-torsion par l'isomorphisme de Thom et de
cohomologie modulo p finie en chaque degré.

Notons z la classe d’Euler de 1 en MU-théorie et [p"]x celle de n®P" (z, [p"]x €
1\//H\J2B81) ; la suite exacte de Gysin appliquée aux espaces projectifs complexes CP?
donne un isomorphisme (de f—algébres par la proposition 2.2.1)

Poo = lim, MU*[z]/2° = MU*[[2]]

(Panneau des séries formelles en x & coefficients dans 1\//[6*) et une suite exacte de
MU*-modules, donc de L-algebres

. [pn]l‘
-

0 — MU*[[a]] MU*[[2]] — P, — 0.

On a donc pour tout entier s > 0 une suite exacte

0 — MU*[2]/2° " Bl C vy [z]/2* — P, /F% — 0

de sorte que la E—algébre quotient P,,/F* admet une résolution libre de longueur 1
naturelle en s. En passant a la limite sur s on obtient que le morphisme P, —
limg (P, /F2%) est un isomorphisme. Nous désignerons P,, également par la notation
P, /F.

Nous fixons l'entier n (n < o0). Nous commencons par établir :

LEMME 8.1. — Soient M une L-algébre et s un élément de NU{oo} ; alors pour tout
entier k les L-algébres Tory (P, /F*, M) et Tor,(M,P,/F*) sont isomorphes et pour
tout entier k > 2 la L-algébre Tory (P, /F*, M) est nulle.
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Démonstration. — La E—algébre P,,/F? est un quotient de la E—algébre libre P /F*.
Comme (Po /F*)/f! est fini en chaque degré, la L-algébre Torg (N, Poo /F*) est nulle
pour tout entier k > 1 et toute f—algébre N par le corollaire 4.1.24.

Soit M, — M une résolution libre de M. Comme P,,/F¢ admet une résolution libre
de longueur 1 la L-algébre Tory (P, /F*, M) est nulle pour tout & > 2 et Tory (P,,, Mp)
est nulle pour tout entier k par le lemme 4.1.21. On peut maintenant invoquer le
corollaire B.5 pour conclure. o

Les deux propositions qui suivent sont des reformulations des résultats de Land-
weber ([Lan]) dont nous reprenons les arguments. Comparer aussi avec la section 9
de [RWY] pour la formule de Kiinneth.

PROPOSITION 8.2. — Soit M wune i-algébre isomorphe a l'image par M d’une
Ly-algebre pour un certain entier k ; alors la tour de L-algebres (Tory(Py/F*, M)),
est pro-triviale. En particulier la i—algébre Tory (P, M) est nulle et le morphisme
P,OM — 1ims(Pn/Fs®M) est un isomorphisme.

(Voir la section 4.1 pour la définition de Ay, Ly, et Mge.)

Démonstration. — La série formelle image de [p"]x par le morphisme entre anneaux
de coefficients MU* — MU* ®n, (Ag/fY) =2 MU*/(p,x1,...,x)) n'est pas nulle : voir
les lemmes 4 et 5 de [Lan] et la proposition 4.3 de [tD]; soit ¢ sa valuation. Pour
s = i notons Ky, respectivement Ly, le sous-MU*-module (ou de fagon équivalente la
sous-L-algebre) de la MU*-algebre polynomiale tronquée 1\//H\J*[Jc] /271 engendré par
les éléments 2!, s —i < I < s — 1, respectivement par les éléments 2!, 0 <1 < s —i. La
L-algebre MU* [z] /2571 s’écrit comme la somme directe de K et de L naturellement
en s de sorte qu’on a une suite exacte naturelle :

0 — K, — Coker(— - [p"]z : Ly — MU*[2]/2*) — P,,/F?>* — 0.

On note Ox N la ik—algébre sous-jacente a une E—algébre N. La multiplication par
[p"]z induit un morphisme injectif OxLs ®g, A/t — Ox(MU*[z]/2%) ®s, Ay /fL
Autrement dit, puisque les Lj-algébres sous-jacentes a L et 1\//H\J*[Jc] /x® sont
libres (lemme 4.1.17), la Ly-algebre Tork* (0}, Coker(L, — MI\J*[x]/xS),Ak/fl)
est nulle donc la Li-algebre sous-jacente & Coker(Ls — MU*[x]/z°) est libre par
la proposition 4.1.25. On en déduit que pour toute Lg-algebre N, la Ly-algébre
Tork* (04 (P,,/F?%), N) est le noyau du morphisme

(OkK,) ®;, N — (Oy, Coker(L, — MU*[2]/2*)) @, N.

On observe maintenant que le morphisme K,;; — K est nul quel que soit s, donc
la tour de Ly-algebres ((OxKs) ®g, N)s est pro-triviale, donc également le sous-objet
(Tort* (04 (P, /F?), N)),. L’isomorphisme

Oy Tor; (Pr /F25, M (N)) 2 Tor* (O, (P, /F2), N)
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donné par le point (a) de la proposition 4.1.23 et le lemme 8.1 montre que la tour
(Tory(P,,/F*, M))s est pro-triviale.

Les deux autres affirmations de la proposition sont maintenant des conséquences
de la proposition 4.1.31 : les morphismes Tory(M,P,,) — lims Tor;(M,P,/F?) et
M&P, — lims(MééPn/Fs) sont des isomorphismes par son point (b) au vu des
isomorphismes Tori (M, P,,) = Tory(P,, M) et Tor;(M,P,, /F*) = Tor, (P, /F*, M)
donnés par le lemme 8.1. O

Remarquons que le m*/fl—module Torl(Pn,l\//Iﬁ*/fl) s’identifie & la partie im-
paire de la cohomologie modulo p de BZ/p™ : la L-algebre P,, n’est pas libre.

PROPOSITION 8.3. — Soit n un entier.

(a) Soit (M) une tour de MU-algébres instables nulles en degré assez grand; alors
la L-algébre Tory (P, limgs M) est nulle et on a une suite exacte

0 — P,®lim, My — limy(P,&M,) — Tor; (P, lim} M,) — 0.

(b) Soit X un espace profini dont la MU-cohomologie continue est compléte pour
la filtration squelettale ; alors le morphisme P,@MU*X — MU*(BZ/p" x X) est un
isomorphisme.

Démonstration. — Soient k un entier et M une MU-algebre instable nulle en degré
supérieur ou égal a k, alors M est le coégalisateur du 1-complexe

G?(M)/FF = G(M)/F*.

Les L-algebres G2(M)/F* et G(M)/F* sont libres sur des ensembles gradués concen-
trés en degrés compris entre 0 et k—1 (G(M)/f! est la cohomologie modulo p continue
d’un espace profini) donc M est de présentation en degré borné donc dans 'image de
M?P° pour un certain entier /. On en déduit par la proposition 8.2 que la f—algébre
Tory(P,,, M) est nulle.

Soit maintenant (M) une tour de MU-algebres instables nulles en degré assez grand
et notons M., sa limite. Les ﬁ—algébres Tory(P,, M) sont nulles pour & = 1 par la
proposition 8.2 et pour k > 2 parce que P,, admet une résolution libre de longueur 1.
Le point (a) est alors la conséquence du point (c¢) de la proposition 4.1.31.

Pour le point (b) observons que les complétés profinis de BS! et Th,, sont sans p-
torsion, de cohomologie modulo p finie en chaque degré et forment une MU-résolution
libre de longueur finie de BZ/p™ dans S\pt. Pour tout espace profini X le morphisme
MU*X&MU*Y — MU* (X xY) est un isomorphisme si Y est le complété profini de
BS! ou de Th,, par la proposition 4.3.2. On en déduit avec la proposition 4.3.1 que le
morphisme Pn<§>1\//H\J*X — MU* (BZ/p™ x X) est un isomorphisme pour tout espace
profini X tel que Tory (P, 1\//ITJ*X) est nul.
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On a équivalence entre les conditions MU* X — limg MU* Sks X est un isomorphisme
et limi MU* Sks X est nul par la proposition 1.6.2. Si ces conditions sont vérifiées

alors la L-algébre Tory (P,,, 1\//H\J*X) est nulle par le point (a), d’ou le résultat. O
REMARQUE. — Soit X un espace profini quelconque. On dispose de la suite exacte
de Milnor

0 — lim! ¥MU* Sk, X — MU*X — lim, MU* Sk, X — 0
laquelle induit par la proposition B.4 la suite exacte courte

0 — Tory (P,,, lim! SMU* Sk, X)
— Tory (P, MU*X') — Tory (P,,, lim, MU* Sk, X) — 0.

La L-algebre Tory (P, lim, MU* Sk, X) est nulle par le point (a) de la propo-
sition ci-dessus. On n’en déduit pas cependant un isomorphisme Pn<§>1\//IE*X =
MU*(BZ/p" x X) : nous ne savons pas que la L-algebre Tor; (P, lim! SMU* Sk, X)
est nulle sans hypothese sur X.

On note Kyu? la sous-catégorie pleine de Ky formée des MU-algebres instables
nulles en degré assez grand et, pour s un entier strictement positif, Kny <* celle formée
des MU-algebres instables nulles en degré supérieur ou égal a s.

PROPOSITION 8.4. — Soit S un ensemble gradué ; le foncteur Kyy<* — &ns-gr, N —
Homye,,, (G(S), P,&N) est représentable.

Démonstration. — On utilise le critére de représentabilité de Freyd (cf. [Mac,
chap.V, §6]) :

Puisque P, admet une présentation par des ﬁ—algébres libres sur un ensemble
gradué fini en chaque degré, le foncteur Ky — Kymu, N — Po,@N commute aux
produits indexés par un ensemble par le lemme 4.1.30.

Soient d°,d! : M? =2 M*! un diagramme de Kny<® et M son égalisateur. Puisque
Poubli Ky — M commute aux limites, la ﬁ—algébre sous-jacente a M est le noyau
du morphisme d° — d* : M° — M?. Notons Q le conoyau dans M du morphisme
M — MY et R celui de d° —d! : M® — M?'. Puisque M, M° et M' sont des MU-
algebres instables nulles en degré supérieur ou égal a s, les f—algébres sous-jacentes
a M, MY et M sont de présentation en degré borné donc les i—algébres Q@ et R sont
isomorphes a 'image par M7° de Ek—algébres pour un entier k£ assez grand par la
proposition 4.1.27. On en déduit par la proposition 8.2 que les E—algébres Tor1(Q,P,)
et Tory (R, P,,) sont nulles, donc que les suites

0 — P,&M — P,M° — P,2Q — 0

et
0— P,2Q — P,&M! — P,®R — 0
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sont exactes. On en déduit que le diagramme
P,&M — P,@M° =P, oM"
est égalisateur dans Kyy.
Comme les limites indexées par une catégorie petite s’expriment en terme de

produits indexés par un ensemble et dun égalisateur, le foncteur Ky <®

— Kwmu,
N — P,®N commute aux limites. On en déduit que le foncteur Ky <* — Ens-gr,
N — Homg,,, (G(S),P,,&N) commute aux limites.

Il reste & montrer 'existence d’un ensemble T' d’objets de Kyu<® tel que tout
morphisme f : G(S) — P,®N dans Kyy s'éerive comme la composée G(S) —
P,®M — P,®N pour un objet M € T et des morphismes G(S) — P,®M et
M — N dans Kyyu.

Observons d’abord que tout morphisme G(S) — P,®N se releve en un morphisme
G(S) — Poo®N dans Kyy @ Cela vient de ce que Py — P,, est un épimorphisme
dans M , de I'exactitude a droite du produit tensoriel dans M , de ce que les épimor-
phismes dans M sont épi dans &ns-gr et de ce que G(S) est un objet libre sur un
ensemble gradué.

Puisque la f—algébre sous-jacente & P, est libre sur un ensemble fini en chaque
degré, le foncteur Po,®— admet un adjoint a gauche (— : Poo)xy, d’apres la sec-
tion 5.2. Le morphisme G(S) — Po®N s’écrit donc comme la composée de 1'unité
d’adjonction G(S) — Poo®(G(S) : Poo)iyy, €t du morphisme

Poo®(G(S) : Poo)icyy — Poo®N

induit par un morphisme (G(S5) : Poo)iyy — N de Kyu.

Enfin comme N est nulle en degré supérieur ou égal a s, le morphisme
(G(S) : Poo)icmu — N se factorise par la G-algebre quotient (G(S) : Poo)icyy /F?
(voir la section 3.1). Conclusion : le morphisme G(S) — P,&N s’écrit comme la
composée

G(S) — Px®(G(S) : Poc)icsy — Poo®((G(S) : Poo)icay /F?)
- Pn®((G(S) : POO)ICMU/FS) - Pn@N

On peut donc prendre pour T I’ensemble réduit au seul élément (G(S) : Poo)icpy /F*-
O

Notons G € Kyu~* 'objet représentant le foncteur N +— Homy,,, (G(S), P,&N).
Comme le foncteur P, ®— transforme les épimorphismes de M en épimorphismes de
M\, le foncteur N +— Homy,,,<s(Gs, N) transforme les morphismes épis dans M en
surjections. En particulier le morphisme G(G;)/F* — G, induit par la structure de
G-algebre de G5 admet une section dans Kyy.

L’inclusion Kyp<* € Kyo=*' induit un morphisme Gy; — G et un isomor-
phisme colimg Homy,,, (G5, N) 2 Homy,,,, (G(S), P,&N) pour tout N € Kyu". No-
tons G la limite de la tour des Gi.
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LEMME 8.5. — La f—algébre sous-jacente a G, est dans L etle morphisme Goo, — Gg
induit un isomorphisme G /F* — Gy dans Kyu.

Démonstration. — On a pour tout objet N de Ky =® des bijections naturelles
Hom’CMU (GSJrl/FSa N) = Hom’CMU (GS+1 ) N) = Hom’CMU (G(S)a Pn@N)
=~ Homg,,, (Gs, N).

Comme Gg11/F® et Gy sont tous deux dans Kyy<*

, on en déduit qu’ils sont iso-
morphes. En particulier la tour (G4/f!)s est stationnaire en chaque degré. Comme
G est un facteur direct de G(G;)/F?, la L-algebre sous-jacente & G est dans £. On
déduit alors du lemme 2.1.12 que la i—algébre sous-jacente & G, est dans L et que
I'application G /f1 — lims(Gs/f!') est un isomorphisme. On en déduit ensuite que le

quotient G, /F* est dans £ et que le morphisme G, /F* — G, est un isomorphisme
modulo f! donc un isomorphisme dans £ par le corollaire 2.1.4. O

On fixe pour tout entier s une section du morphisme G(G;)/F* — G et on définit
un morphisme G(Gg41)/F**! — G(G)/F® comme la composée
G(Gerl)/FSJrl — Goy1 — Gy — G(G,)/F*.
On obtient un pro-isomorphisme entre les tours d’objets (G(Gs)/F?)s et (Gs)s de
Knu®.
On note ind-hS° la catégorie ayant pour objets les diagrammes dans hS d’espaces

profinis de dimension finie indexés par une catégorie petite cofiltrante et pour mor-
phismes entre deux tels objets X (—) et Y(—) les éléments de ’ensemble

lim; colim; Hom, g(X (5), Y (7).

A tout espace profini X correspond l'objet (Sks X)s de ind-hS. Si Z est un espace
profini de dimension finie, I’application

colim, Hom, 5(Z, Sk X) — Hom, 5(Z, X)
est une bijection par le lemme 1.4.1.

LEMME 8.6. — Soit X(—) un objet de ind-hS°. Le foncteur Y MU*Y induit une
bijection

H (X (=), (Ske—1 K(Gy))s) — Hompro o0 (G(Gs) /F*, MU* X ().

O 4-nS°

Démonstration. — 11 suffit de considérer le cas ot X (—) est un objet constant. Soit

donc X un espace profini de dimension finie. On dispose des bijections naturelles
Hom, ,, s0(X, (Sks—1 K(G5))s) = colims Hom, g(X, Sks—1 K(G5))

colim, Hom, 5(X, K(G))

colims Homg,,, (G(Gs), MU*X)

-

2 colimg Homy,,, (G(Gy)/F*, MU* X)),

[rairam]

la derniere bijection venant de ce que MU*X est nul en degré assez grand. O
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PROPOSITION 8.7. — On a un isomorphisme
(Sks—1 K(G5))s = (Sks hom(BZ/p", K(5)))s

dans ind-h&° et un isomorphisme

dans Kyy.

Démonstration. — On a pour tout espace profini Z de dimension finie un isomor-
phisme P,,@MU*Z = MU*(BZ/p™ x Z) par le point (b) de la proposition 8.3 donc,
avec ce qui précede, des bijections naturelles

Ho (Z, (Sks hom(BZ/p", K(S)))s) = Hom, 5(Z, hom(BZ/p", K(S))
~ Homy,,, (G(S), P,&MU*Z)
& colimg Homg,,, (G(Gs)/F?, 1\//H\J*Z)
=~ Hom, (Z, (Sks—1 K(G5))s)

ind-hS°
d’ol le premier isomorphisme. Celui-ci induit en MU-cohomologie continue un pro-
isomorphisme entre tours de ICMUO.
Comme les espaces profinis K(Gs) et hom(BZ/p™, K(S)) sont sans p-torsion, le
second par le point (a) de la proposition 6.3 ou par le lemme ci-dessous, les morphismes
G(G,)/F* — MU* Sk,_1 K(G,) et

nllind—hgo

(T, G(S))/F* = (MU* hom(BZ/p", K(5)))/F* — MU* Sk,_; hom(BZ/p", K(S))

sont des pro-isomorphismes en s par le lemme 3.1.3. En utilisant le pro-isomorphisme
(G(Gs)/F®)s =2 (Gs)s et en passant a la limite sur s on en déduit un isomorphisme
canonique G, = T, G(S). O

REMARQUE. — Le fait que les objets (Sks hom(BZ/p™, K(S5)))s et (Sks—1 K(Gs))s
sont isomorphes dans ind-hS° et que les espaces profinis K(G;) sont sans p-torsion
permet de retrouver le fait que 'espace profini hom(BZ/p™, K(S)) est sans p-torsion,
ceci sans utiliser les propriétés magiques du foncteur T en cohomologie modulo p qui
interviennent dans la démonstration de la proposition 6.3. Voici le lemme dont on a
besoin :

LEMME 8.8. — Soit X un espace profini tel que la suite de ses squelettes est iso-
morphe dans ind-hS° & une suite d ‘espaces profinis sans p-torsion ; alors X est sans
p-torsion.

Démonstration. — Pour chaque entier v le morphisme entre tours
((HZ/p®)* Sks X)s — (H* Sks X))

est un pro-épimorphisme. On en déduit par passage a la limite que le morphisme
(HZ/p")*X — H*X est un épimorphisme, d’ou le résultat. O
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COROLLAIRE 8.9. — Soient M, N deux MU-algébres instables. On suppose que N est
compléte pour la filtration squelettale; alors on a une bijection naturelle

HOmK:MU (T’ILM) N) g HOm}CMU (M7 Pn®N)~

Démonstration. — Supposons d’abord que M est une G-algebre libre. On a pour
tout entier s une bijection naturelle Homy,,,, (T, M, N/F*) = Homy,,, (M, P,,&N/F*)
par les résultats de représentabilité qui précedent et la proposition 8.7. On en dé-
duit la bijection cherchée en passant a la limite sur s et en utilisant I'isomorphisme
P, ®lim; N/F* - lim,(P,®N/F*) donné par le point (a) de la proposition 8.3. Le
cas M quelconque s’obtient en écrivant M comme le coégalisateur du début de sa
G-résolution simpliciale canonique. O

COROLLAIRE 8.10. — On a pour toute paire de MU-algéebres instables M, N une bi-
jection naturelle
Homyyo—epp0 (M/F%)s, (P, /FSQN/F%),) = Homyyo— o0 (T M)/ F#) s, (N/F%),).
Démonstration. — Le morphisme

limg (P,&N/F*) — lim, ;(P, /F'RN/F*) 2 limy (P, /F*RN/F*)
est un isomorphisme par la proposition 8.2 (N/F* est de présentation en de-
gré borné). On en déduit avec le corollaire précédant une bijection naturelle

lim, Homy,,, (T,,M, N/F*) = lim, Homg,,, (M, P, /F*&N/F*). D’autre part pour
toute paire de MU-algebres instables M, N avec N nulle en degré assez grand

Papplication colim; Homg,,, (M /F*, N) — Homg,,, (M, N) est une bijection. O
REMARQUES
— Soit nq,...,n, une suite d’éléments de N U {co}. La proposition 8.3 per-

met de montrer par récurrence sur r que le morphisme Pm@ . @Pn@Ql\//Iﬁ*X —
1\//H\J*(BZ/p”1 X -+ X BZ/p™ x X) est un isomorphisme pour tout espace profini X
dont la MU-cohomologie continue est complete pour la filtration squelettale.

— En utilisant I'isomorphisme Ty, -+ Ty, = Tpz/pr1x...xz/pnr) ON Obtient par
récurrence une formule d’adjonction pour Tgz/pn1 x...x7/prr)-

— Soit m un groupe de Lie compact commutatif. En choisissant un morphisme
Z/p™ x -+ x Z/p™ — 7 induisant un isomorphisme entre les cohomologies modulo p
des classifiants, on obtient une formule d’adjonction pour Tp;.
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APPENDICE

A. Monades et algébres sur une monade

Les notions et résultats qui suivent sont classiques en théorie des catégories; nous
renvoyons & [Bor, Chap. 4] pour un exposé plus général. L’exposé qui suit est motivé
par notre usage constant des monades et algébres sur une monades pour d’une part
exprimer les structures additives et d’algebre instable de la MU-cohomologie continue
d’un espace profini et d’autre part construire certains foncteurs associés a ces struc-
tures (produit tensoriel, foncteurs de division). Son originalité tient & ce que nous nous
restreignons aux monades a valeurs dans la catégories des groupes abéliens gradués
(plus généralement dans la catégorie des objets en groupe abélien d’une catégorie sous
certaines conditions sur cette catégorie). Les coégalisateurs réflexifs d’algebres sur une
telle monade sont scindés dans la catégorie des ensembles gradués, ce qui entraine des
propriétés d’exactitude tres fortes des foncteurs définis sur la catégorie des algebres
sur la monade.

La premiére section (A.1) traite des coégalisateurs de 1-complexes (ou coégalisa-
teurs réflexifs) d’objets en groupe abélien (proposition A.1.2) pour ensuite montrer
Pexistence des colimites de diagrammes d’algebres sur une monade donnée T' (pro-
position A.1.5) et donner un critére d’exactitude a droite d’un foncteur défini sur les
T-algebres sous certaines hypothéses sur T' (proposition A.1.6). Elle se termine par
la notion de sous-T-algebre et de T-algebre quotient lorsque T est une monade sur la
catégorie des ensembles gradués.

La section A.2 consideére la monade associée a une paire de foncteurs adjoints et
montre comment on étend par exactitude a droite un foncteur défini sur les objets
libres en un foncteur défini sur toutes les algébres associées & la monade (proposition
A.2.2). On en déduit une variante du théoréme de Beck (proposition A.2.4).

Dans la section A.3 on applique ce qui précede pour caractériser les monades dont
la catégorie d’algebres associée est abélienne (proposition A.3.2).
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La derniere section (A.4) traite des résolutions : notion de complexe augmenté
acyclique relativement a une classe d’objets en cogroupe abélien, version simpliciale,
résolutions dans la catégorie des algébres sur une monade. Nous renvoyons & [BB]
pour des compléments sur ce dernier point.

A.1. Diagrammes coégalisateurs et monades. — Soit C une catégorie. Nous
appelons 1-complexe de C et notons C; = Cy un couple de morphismes dg,d; : C; —
Cy entre deux objets de C muni d’une section commune sg : Cy — C7. Dualement nous
appelons 1-cocomplexe de C un couple de morphismes C° — C! muni d’un rétract
commun.

Nous dirons qu'un diagramme C; = Cy — C' est coégalisateur si le morphisme
Cy — C fait de C le coégalisateur des deux morphismes dg et d; : C; — Cp (Nous
dirons alors aussi que C' est le coégalisateur du 1-complexe C; = Cp). Idem pour les
diagrammes égalisateurs. Observons que si C et C sont deux objets de C admettant
une somme C; LI Cy dans C, le coégalisateur d’un couple de morphismes C; = Cy
coincide avec le coégalisateur du 1-complexe C; LICy = Cy obtenu en prenant I’identité
sur Cy.

Soient f et g deux morphismes entre l1-complexes C; =Cy et D1 =Dy (f =
(fo : Co — Dy, f1 : C1 — D1), etc.). Une homotopie en degré 0 de f vers g est
un morphisme h : Cy — D; tel que doh = fy et dih = go. Nous dirons qu’un mor-
phisme f : A — A’ entre 1-complexes est une équivalence d’homotopie en degré 0 s’il
existe un morphisme g : A’ — A et des homotopies en degré 0 de gf vers I'identité
de A et de fg vers 'identité de A’.

EXEMPLE. — La donnée d’un morphisme d'un l-complexe C; = Cy dans le 1-
complexe constant C'= C' associé & un objet C' équivaut & la donnée d’un morphisme
g : Cy — C telle que les composées gdy et gd; soient égales. Un tel morphisme est
une équivalence d’homotopie en degré 0 si et seulement s’il existe des morphismes
s:C — Cyets' :Cy— Cy tels qu'on ait les identités

gs =Id¢e, dis’ =1dg,, dos’ = sg.

LEMME A.1.1

(a) Soient A, A deuz 1-complexes de C admettant un coégalisateur et f,g deux
morphismes N — N'. Si [ est homotope en degré 0 a g alors f et g induisent les
mémes morphismes entre les coégalisateurs.

(b) Soient C' un objet de C et f un morphisme d’un 1-compleze Cy = Cy dans le
diagramme constant C = C. Si f est une équivalence d’homotopie en degré 0 alors le
diagramme C1 = Cy — C' est coégalisateur.

Démonstration. — Le point (a) est facile. Pour le point (b) choisissons des mor-
phismes s, s’ vérifiant les identités fos = Id¢, d1s’ = Id¢,, dos’ = sfo. Soit g : Cy — D
un morphisme dans C égalisant dy et d; ; alors g est égal a la composée gsfy donc
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se factorise par Cy — C. Cette factorisation est unique car Cy — C' admet une
section. O

Nous dirons quun diagramme C; = Cy — C est un diagramme coégalisateur scindé
(ou que C est un coégalisateur scindé du 1-complexe C; = Cp) si le morphisme Cy — C
induit une équivalence d’homotopie en degré 0 de C; = Cy dans le 1-complexe constant
C'= C. La propriété d’étre scindé est préservée par tout foncteur.

On a bien sir le méme formalisme et les mémes énoncés pour les 1-cocomplexes

de C.

Si C possede tous les produits finis (en particulier un objet terminal), on note C,p
la catégorie des objets en groupe abélien de C, c’est-a-dire des objets C' € C munis
d’un morphisme C' x C' — C faisant de Hom¢(C’, C) un groupe abélien naturel en
C' € C. Tout diagramme de C,}, qui admet une limite dans C admet une limite dans
Capb et U'oubli C,;, — C commute aux limites. En particulier I'objet terminal de C est
I’objet nul de C,;,. Les sommes finies coincident avec les produits finis dans C,p.

Soit alors M; = My un 1-complexe de C,p, et supposons Iexistence des noyaux. La
composée s1d; est un projecteur de Mj ; notons M{ son noyau et d la restriction de
do & M{. On dispose d'un isomorphisme canonique dans C,}, du 1-complexe M; = My
dans le 1-complexe (d, Idayz, ), (0,1day,), (0,1dag, ) : M| @® Mo = My. La catégorie des 1-
complexes de C,, est donc équivalente a celle des morphismes de C,,. Le coégalisateur
dans C,, de M, §M0 s’identifie via cette équivalence au conoyau de d. Pour toute
paire de morphismes f, g entre 1-complexes de C,p, une homotopie en degré 0 dans Cyy,,
respectivement dans C, de f vers g s’identifie via cette équivalence & un relévement
dans C,p, respectivement dans C, de f — g par rapport a d. En particulier la relation
d’homotopie en degré 0 dans C,;, ou dans C entre morphismes de 1-complexes de Cyp
est une relation d’équivalence.

PROPOSITION A.1.2. — Soit C une catégorie possédant toutes les limites et colimites
finies. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout objet C € C le foncteur Home (C, —) transforme le coégalisateur dans
C d’un 1-complexe de C,1, en le coégalisateur du 1-compleze image.
(ii) Le coégalisateur dans C d’un 1-complexe de Cay, est un coégalisateur scindé.

Si elles sont vérifiées, la catégorie Ca est abélienne et loubli Cop, — C commute aux
coégalisateurs de 1-complexes.

Démonstration. — La condition (ii) implique (i).

Supposons la condition (i) vérifiée. Soient M §M0 un 1-complexe de Cyp et M
son coégalisateur dans C. Alors pour tout objet C de C 'ensemble Home (C, M) hérite
de Home (C, Mp) d’une structure de groupe abélien naturelle en C. Autrement dit M
hérite de My d’une structure d’objet en groupe abélien qui en fait le coégalisateur
dans C,p du 1l-complexe donné. Comme le conoyau d’un morphisme s’identifie au
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coégalisateur du 1-complexe associé, on en déduit que les conoyaux existent dans Cyp
et que le foncteur Home (C, —) (additif) commute aux conoyaux donc est exact.
Soit M — N un morphisme dans C,p. On dispose d’un morphisme

Coker(Ker(M — N) — M) — Ker(N — Coker(M — N))

dont 'image par Hom¢(C, —) est un isomorphisme quelque soit C' € C donc qui est
iso dans C donc iso dans C,,. Autrement dit la catégorie Cyp, est abélienne.

Il reste & montrer que la condition (ii) est satisfaite. Il suffit pour cela de montrer
quesi f: M — Netg: N — P sont des morphismes dans C,p, tels que la suite
M — N — P — 0 est exacte alors il existe des morphismes s : P — N et s :
N — M dans C tels que gs = Idp et sg — fs' = Idy. L'existence de s vient de ce
que le morphisme de groupes abéliens Home (P, N) — Home (P, P) est surjectif car
de conoyau nul. L’existence de s’ vient de ce que le morphisme g(sg—Idy) = gsg — g
est nul et de ce que la suite

Home (N, M) — Home (N, N) — Home(N, P) — 0
est exacte. O

EXEMPLE. — Prenons pour C la catégorie des ensembles; alors C,;, est la catégorie
des groupes abéliens et la condition (i) de la proposition est vérifiée. L’exemple le
plus important pour notre travail est en fait la catégorie Ens-gr des ensembles gradués
(&ns-gr,,;, est la catégorie des groupes abéliens gradués). Nous rencontrerons aussi la
catégorie produit &ns-gr x &ns-gr.

L’importance pour notre propos des diagrammes coégalisateurs scindés apparait
par les propositions A.1.4 et A.1.5 ci-dessous. Nous commencons par définir :

Une monade sur une catégorie C est un endofoncteur 7' de C muni de transforma-
tions naturelles 1 : Id — T et p: T? — T telles que pour tout objet C' de C

— les composées 1(C) o T(u(C)) et u(C) o u(T(C)) : T3(C) — T(C') sont égales;

— les composées p(C) o T'(n(C)) et u(C)on(T(C)) : T(C) — T(C) sont I'identité.

Soit T une monade sur C. Une T-algebre est un objet M muni d’un morphisme
a:T(M)— M tel que

— les composées a0 (M) et oo T(a) : T?>(M) — M sont égales ;

— la composée awon(M) : M — M est I'identité.

Si M et M’ sont deux T-algebres, un morphisme de T-algeébres de M dans M’ est
un morphisme M — M’ dans C tel que le diagramme induit

T(M) — T(M’)

L

M——M

MEMOIRES DE LA SMF 98



A. MONADES ET ALGEBRES SUR UNE MONADE 115

commute. En particulier un morphisme de T-algebres est un isomorphisme si et seule-
ment si le morphisme de C sous-jacent est un isomorphisme. Les T-algebres et leurs
morphismes forment une catégorie qu’on note C(T'). On dispose d’un foncteur oubli
évident C(T') — C.

Soit C' un objet de C; le morphisme p(C) : T*(C) — T(C) fait de T(C) une
T-algebre naturelle en C' et le morphisme 7n(C) : ¢ — T(C) induit pour toute T-
algebre N une bijection Home (1) (T'(C), N) — Home(C,N) : T(C) est la T-algebre
libre sur C. Plus généralement on appelle T-algebre libre une T-algébre isomorphe
a T'(C) pour un certain objet C' € C.

Soit M une T-algebre; le diagramme

T*(M)=ST(M) — M

de C formé des morphismes dy = p(M), di = T(a), so = T(n(M)) et a est un
diagramme coégalisateur canoniquement scindé par les morphismes n(M) et n(T'(M)).
On vérifie d’autre part que le morphisme « : T(M) — M est un morphisme de T-
algebres de sorte que le diagramme T?(M)ST(M) — M est un diagramme dans
C(T) naturel en M € C(T). Il est coégalisateur dans C(T') par le lemme ci-dessous
mais pas coégalisateur scindé en général.

LEMME A.1.3. — Soit My < My un 1-complexe de T-algébres admettant un coégali-
sateur M dans C. On suppose que les images par T et T? du diagramme M, = My —
M sont encore des diagrammes coégalisateurs dans C ; alors M hérite d’une structure
naturelle de T-algébre faisant de lui le coégalisateur du 1-complexe My = My dans

C(T).
Démonstration. — Si les diagrammes
T(M) =T (My) — T(M) et T*(M))=T?*(My) — T*(M)

sont des diagrammes coégalisateurs dans C, les morphismes de structure 7'(M;) — M
et T(My) — My induisent un morphisme T(M) — M qui fait de M une T-algebre.
Comme le morphisme T(My) — T(M) est épi, tout morphisme de T-algebres de
My dans une T-algebre N qui se factorise dans C par My — M se factorise dans la
catégorie des T-algebres. O

On suppose désormais que C est cocomplete, c’est a dire possede toutes les colimites
indexées par une catégorie petite. On note (Qp) et (Q1) les conditions suivantes :

(Qo) Le coégalisateur dans C d’un 1-complexe de T-algebres est un coégalisateur
scindé.

(Q1) L’image par T' du coégalisateur dans C d’un 1-complexe de T-algebres est le
coégalisateur dans C du 1-complexe image.

La condition (Qp) implique (Q1).
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ProroOSITION A.1.4. — Soit C une catégorie possédant toutes les limites et colimites
finies et vérifiant la condition (i) de la proposition A.1.2. Soit T une monade sur C
telle que le foncteur T et la transformation naturelle T o T — T sont a valeurs dans
Cab ; alors T vérifie (Qp).

Démonstration. — Soit M une T-algebre; alors M est le coégalisateur scindé dans C
du 1-complexe d’objets en groupes abéliens T2(M) = T(M) donc hérite d'une struc-
ture d’objet en groupe abélien. On en déduit grace a la proposition A.1.2 que le
coégalisateur dans C d’un 1-complexe de T-algebres est un coégalisateur scindé. [

ProroOSITION A.1.5. — Soient C une catégorie cocompléte et T une monade sur C
vérifiant (Q1) ; alors C(T') est cocompléte et le foncteur oubli C(T) — C commute aux
coégalisateurs de 1-complexes.

Démonstration. — On observe d’abord que les coégalisateurs de 1-complexes existent
dans C(T') et que Poubli C(T") — C commute aux coégalisateurs de 1-complexes par le
lemme A.1.3.

Soit (M) un diagramme de T-algébres. Chaque M, est le coégalisateur dans C(T)
du 1-complexe T?(M,) = T(M,,). Par adjonction, la colimite dans C(T') du diagramme
image par T de (M,) est 'image par T de la colimite dans C des M,. On obtient
donc un 1-complexe colim, T%(M,,) = colim, T'(M,,) de C(T'). Son coégalisateur dans
C(T) est la colimite dans C(T") du diagramme (M, ) par commutation des colimites
entre elles. O

Notons que le foncteur oubli C(T') — C ne commute pas aux colimites en général.
A Topposé le foncteur T:C— C(T) qui associe & un objet C 'objet T'(C) muni de
sa structure naturelle de T-algebre est adjoint a gauche de 'oubli C(T') — C donc
commute aux colimites.

PROPOSITION A.1.6. — Soient C et D deux catégories cocompletes, T une monade
sur C vérifiant la condition (Q1) et F' un foncteur C(T) — D. On suppose que pour
toute T-algebre M image par F du diagramme T?(M) ST (M) — M est coégalisa-
teur dans D ; alors :

(a) F commute auz coégalisateurs de 1-complexes si et seulement si la composée
FT transforme le coégalisateur dans C d’un 1-complexe de T-algebres en le coégalisa-
teur dans D du 1-complexe image.

(b) Supposons la condition du (a) vérifiée; alors F commute aux colimites finies
si et seulement si FT transforme la somme de deux objets en la somme des images ;
F commute aux colimites indexées par une catégorie petite si FT commute de plus
aux colimites filtrantes.

Démonstration. — Pour le point (a), on observe d’abord que 1'oubli C(T') — C com-
mute aux coégalisateurs de 1-complexes par la proposition A.1.5. Soient M; = M,
un 1-complexe de C(T') et M son coégalisateur. Les diagrammes M; = My — M et
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T(M; = My — M) sont coégalisateurs dans C, donc également leurs images par F oT
dans D par hypothése. Or F(M) est le coégalisateur dans D de I'image par F du
lI-complexe T?(M) S T (M) de C(T), donc est le coégalisateur de I'image par F du
1-complexe M; = My par commutation des colimites entre elles.

Le point (b) s’obtient en exprimant une colimite finie (respectivement une colimite
indexée par une catégorie petite) a I’aide de sommes finies (respectivement de sommes
finies et de colimites filtrantes) et d’un coégalisateur de 1-complexe, en utilisant le fait
que le foncteur T : C — C(T) commute par adjonction aux colimites, en exprimant
une colimite de T-algebres comme le coégalisateur d’'un 1-complexe de T-algebres
libres (cf. la démonstration de la proposition A.1.5) et en utilisant la commutation
des colimites entre elles. O

La condition du (a) est automatiquement vérifiée si la monade T vérifie (Qy).

Dualement si C est complete alors tout diagramme (M,,) de T-algebres indexé par
une catégorie petite admet une limite et 'oubli C(T) — C commute aux limites.
L’objet de C sous-jacent & la limite des M, est la limite dans C du diagramme (M)
et le morphisme T'(lim, M,) — lim, M, est donné par les composées T (lim,, M,) —
T(Mg) — Mp induites par les projections lim, M, — Mg et la structure de T-algebre
des Mpg.

Puisque l'oubli C(T") — C est fidele et admet un adjoint & gauche, un morphisme
de C(T) est un monomorphisme si et seulement si le morphisme de C sous-jacent est
un monomorphisme.

Cas particulier : Sous-objets et objets quotient des algébres associées a une monade
sur &ns-gr. — Soient T' une monade sur la catégorie &ns-gr des ensembles gradués et
M une T-algebre. Une sous-T-algebre de M est un sous-ensemble gradué M’ muni
d’une structure de T-algebre telle que 'inclusion M’ — M soit un morphisme de T-
algebres. De méme une T-algebre quotient de M est un ensemble gradué quotient muni
d’une structure de T-algebre compatible. Les structures compatibles de T-algebre sur
un sous-ensemble gradué ou un ensemble gradué quotient, lorsqu’elles existent, sont
uniques. Si M’ est une sous-T-algébre de M (respectivement une T-algébre quotient),
le morphisme M’ — M est un monomorphisme de &ns-gr(T) (respectivement M —
M’ est un épimorphisme de &ns-gr(T)).

Soit M — M’ un morphisme de T-algebres. On lui associe le 1-complexe de T-
algebres M x p; M = M. Notons Q le coégalisateur dans &ns-gr de ce 1-complexe;
c’est donc un ensemble gradué quotient de M. Comme le diagramme

Mxy M—M — Q

est un diagramme coégalisateur scindé dans &ns-gr, @ hérite de M d’une structure de
T-algebre faisant de lui le coégalisateur de M xp M = M dans &ns-gr(T) (lemme
A.1.3). Comme le morphisme M — M’ égalise les deux morphismes M X M — M,
il se factorise par la projection M — Q. Comme I'application Q — M’ est injective
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en chaque degré, on en déduit une structure de T-algebre sur I'image de M dans M’
isomorphe & celle de Q. Autrement dit le morphisme de T-algebres M — M’ s’écrit
de facon unique comme la composée de la projection de M sur une T-algebre quotient
avec un isomorphisme de ce quotient dans une sous-T-algebre de M’.

EXEMPLE. — Soient M une T-algebre et S un sous-ensemble gradué de M. L’image
du morphisme T'(S) — M (adjoint de l'inclusion S C M) est la plus petite sous-T-
algebre de M contenant S.

Observons au passage que si M — M’ est un morphisme de T-algebres et () une
T-algebre quotient de M, alors M — M’ se factorise par la projection M — Q
dans éns-gr(T) si et seulement si il se factorise par M — @ dans &ns-gr, ceci parce
que chacune des conditions est équivalente & M — M’ égalise les deux morphismes
MxgM — M.

A.2. Monades et adjonctions. — Soient C et D deux catégories et soit O : D — C
un foncteur admettant un adjoint & gauche L. L’unité n : Id — OL et la transformation
naturelle OeL : OLOL — OL induite par la counité ¢ : LO — Id munissent la
composée T = OL d’une structure de monade sur C. Dualement la composée LO a
une structure naturelle de comonade sur D. (On donne un sens précis & cette dualité
en considérant la catégorie opposée & la catégorie des catégories.)

Pour toute OL-algebre M le 1-complexe (OL)?(M)= (OL)(M) est I'image par O
du 1-complexe LOL(M)= L(M) de D formé des morphismes e(L(M)), L(a) et
L(n(M)). Tout morphisme M — M’ de OL-algebres induit un morphisme entre les
1-complexes LOL(M) < L(M) et LOL(M') < L(M') de D.

Soit M un objet de D. Le morphisme O(e(M)) : OLO(M) — O(M) munit O(M)
d’une structure de OL-algebre donc définit un relevement D — C(OL) du foncteur
O : D — C, que nous noterons O si besoin. Le diagramme associé

(OL)?0(M) = (OL)O(M) — O(M),

qui, rappelons le, est canoniquement un diagramme coégalisateur scindé dans C donc
coégalisateur dans C(OL), est 'image par O du diagramme

(LO)*(M) = LO(M) — M
issu de ’adjonction entre L et O.
On note

— L(C) la sous-catégorie pleine de D formée des objets L(C), C décrivant C,

— Lp la sous-catégorie pleine de D formée des objets isomorphes a un objet de
L(C) et

— Le(or) la sous-catégorie pleine de C(OL) formée des OL-algebres libres.

(L’inclusion de L(C) dans Lp est une équivalence de catégories.)
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LEMME A.2.1
(a) Le foncteur O : D — C(OL) induit une équivalence de catégories Lp — Leor)-
(b) Soit M un objet de Lp ; alors le diagramme (LO)*(M) = LO(M) — M est un
diagramme coégalisateur scindé dans Lp.

Démonstration. — Pour tout objet C de C, 'image par O de L(C) est la OL-algebre
libre sur C. Soient C' et C’ deux objets de C. On a par adjonction des bijections

Homp(L(C), L(C")) ~ Home(C, OL(C")) ~ Home (o) (OL(C), OL(C"))

d’ot le point (a).

Pour le point (b) il suffit de choisir un isomorphisme M ~ L(C) et d’observer que
le diagramme (LO)?(L(C)) = LO(L(C)) — L(C) est canoniquement scindé dans D
par les morphismes L(n(C)) et L(nor(C)). O

EXEMPLE. — Soit T une monade sur C; prenons pour D la catégorie C(T) et pour O
le foncteur oubli C(T) — C. Le foncteur T est adjoint a gauche de O et le foncteur
O : C(T) — C(OT) = C(T) est une équivalence de catégories (c’est lidentité). La
proposition A.2.4 donnera une réciproque.

PROPOSITION A.2.2. — Soient D' une catégorie cocompléte et F un foncteur L(C) —
D' ; alors il existe un foncteur F: C(OL) — D’ unique a isomorphisme prés vérifiant
(1) La composée L(C) — C(OL) — D’ est isomorphe d F.
(2) Pour toute OL-algébre M l’image par F du diagramme

(OL)*(M) = OL(M) — M
est coégalisateur.

Démonstration. — Si F existe alors pour tout C' € C, F(OL(C)) est isomorphe
a F(L(C)) naturellement en L(C) par la propriété (1) de sorte que pour toute OL-
algebre M, F (M) est naturellement isomorphe au coégalisateur dans D’ de l'image
par F' du 1-complexe LOL(M) = L(M), d’ott I'unicité.

Pour l'existence on définit pour M € C(OL) F(M) comme ce coégalisateur. Pour
tout objet C de C le diagramme

(LO)*(L(C)) = LO(L(C)) — L(C)

est (canoniquement) un diagramme coégalisateur scindé dans L(C), donc également
son image par F' dans D’. On en déduit un isomorphisme canonique F(OL(C)) —
F(L(C)), d’ou les propriétés (1) et (2). O

On suppose désormais que la catégorie C est cocomplete et que la monade OL vérifie
(©Q1). Nous allons voir que 1'oubli C(OL) — C est alors en quelque sorte la meilleure
approximation de O par un foncteur commutant aux coégalisateurs de 1-complexes.

Soit (D',0’ : D' — C) une catégorie cocomplete au dessus de C telle que O’
commute aux coégalisateurs de 1-complexes, et soit F' : L(C) — D’ un foncteur tel
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que la composée O'F est naturellement isomorphe a la restriction de O & L(C). La
proposition A.2.2 montre que F' s’étend en un foncteur F : C(OL) — D'.

p -2 coL)

o |
Dl
LEMME A.2.3

(a) On a pour toute OL-algébre M un isomorphisme naturel O'F(M) = OM.
(b) Supposons F défini sur D entier; alors on a pour tout M € D un morphisme
naturel FO(M) — F(M) qui est un isomorphisme si M est dans Lp.

Démonstration. — L’image par O’ F d'une OL-algebre M est le coégalisateur dans
C du 1-complexe O'F( LOL(M)Z= L(M)) par construction de F et puisque O’ com-
mute aux coégalisateurs de 1-complexes. Comme la composée O'F est isomorphe & O
et comme OM est le coégalisateur (canoniquement scindé) dans C du 1-complexe
(OL)%(M) = OL(M), on en déduit un isomorphisme naturel O'F(M) ~ OM.

Pour le point (b) soit M un objet de D. L’image par F' de la counité ¢(M) :
LO(M) — M se factorise par I'épimorphisme F(LO(M)) — FO(M), d’oit un mor-
phisme FO(M) — F(M) naturel en M. Le point (b) du lemme A.2.1 montre que ce
morphisme est un isomorphisme si M est dans Lp. O

PROPOSITION A.2.4. — Soient C et D deux catégories cocomplétes et O : D — C un
foncteur admettant un adjoint a gauche L. On suppose que O commute aux coégali-
sateurs de 1-complezes et qu’un morphisme de D est un isomorphisme dés que son
image par O est un isomorphisme ; alors la monade OL vérifie (Q1) et le foncteur
D — C(OL) est une équivalence de catégories d’inverse (Idp).

Démonstration. — Le foncteur L commute aux colimites puisqu’il admet un adjoint a
droite. On en déduit que la composée OL commute aux coégalisateurs de 1-complexes
donc vérifie (Qy).

On dispose des foncteurs O : D — C(OL) et (Idp) : C(OL) — D. Pour tout objet M
de D le diagramme (LO)?(M) = (LO)(M) — M est coégalisateur car son image par O
est coégalisateur (canoniquement scindé) dans C et O reflete les isomorphismes. On
en déduit que le morphisme naturel (Idp) O(M) — M est iso. D’autre part pour
toute OL-algébre M on dispose d’un diagramme coégalisateur LOL(M )= L(M) —
(Idp) (M) par définition de (Idp) . On en déduit un morphisme M — O(Idp) (M)
puisque M est le coégalisateur dans C et C(OL) du 1-complexe (OL)?(M) = (OL)(M).
Comme O commute aux coégalisateurs de 1-complexes et comme O est un relévement
de O, ce morphisme est un isomorphisme dans C donc un isomorphisme dans C(OL).

O
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Voici un cas particulier : Soient T" et 7" deux monades sur C vérifiant (Q).

LEMME A.2.5. — Un foncteur C(T) — C(T') au dessus de C commute auz coéga-
lisateurs de 1-complezes donc équivaut & la donnée d’un foncteur T(C) — C(T') au
dessus de C, ou encore a la donnée d’une transformation naturelle T' — T compatible
avec les structures de monade de T et T'.

Démonstration. — Soit R : C(T') — C(T’) un foncteur au dessus de C. Soient
M, < My un l-complexe de T-algebres, M son coégalisateur dans C(T) et M’ le
coégalisateur dans C(T”) du l-complexe image par R. On obtient un morphisme
M’ — R(M), lequel est iso dans C puisque les foncteurs oubli commutent aux
coégalisateurs de 1-complexes, donc iso dans C(7"). Autrement dit R commute aux
coégalisateurs de 1-complexes. Puisqu’une T-algebre M est le coégalisateur dans
C(T) du 1-complexe T?(M) = T (M) de T(C), R est donné par sa restriction & T(C).

A toute structure naturelle de T’-algebre sur T(C), C' € C, correspond un mor-
phisme T"(C') — T(C'), adjoint de I'unité C' — T'(C) et compatible avec les structures
de monade de T et T”. Inversement si 77 — T est un morphisme entre monades, on
définit une structure de T’-algebre sur les objets T'(C) comme celle donnée par la
composée T'(T(C)) — T*(C) — T(C). O

Soit R: C(T') — C(T") un foncteur au dessus de C. Pour toute paire d’objets C' € C
et N € C(T) on dispose des bijections naturelles

Home(r(T'(C), R(N)) ~ Home (C, N) ~ Home(7)(T'(C), N)

d’ott on déduit un foncteur L : T'(C) — C(T), T'(C) — T(C), lequel s’étend en
un foncteur L : C(T") — C(T). Comme pour toute T"-algtbre M lobjet L(M)
est le codgalisateur du 1-complexe L(T"2(M) = T'(M)), les bijections qui précedent
induisent une bijection naturelle Home (7 (M, RN) ~ Home(r (EM, N) de sorte
que L est adjoint a gauche de R. La proposition A.2.4 montre alors que le foncteur
R :C(T) — C(T")(RL) est une équivalence de catégories.

On a montré :

COROLLAIRE A.2.6. — Soient C une catégorie cocompléte, T et T’ deux monades
sur C vérifiant (Q1) et R : C(T') — C(T") un foncteur au dessus de C. Alors R commute
aux coégalisateurs de 1-complexes, admet un adjoint a gauche L et le foncteur associé
R:C(T) — C(T")(RL) est une équivalence de catégorie.

REMARQUE. — Soient C et D deux catégories cocompletes et O : D — C un foncteur
admettant un adjoint & gauche L. On suppose que la monade OL vérifie (Qp). On peut
alors montrer que la catégorie C(OL) est équivalente & la catégorie des 1-complexes
de Lp et classes d’homotopie en degré 0 de morphismes entre 1-complexes.
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A.3. Application : Monades et catégories abéliennes.— Soit C une catégorie
possédant les limites et colimites finies. On suppose que C vérifie la condition (i) de
la proposition A.1.2. La catégorie C,;, des objets en groupe abélien de C est alors
abélienne et les coégalisateurs dans C de 1-complexes de C,, sont scindés dans C
(proposition A.1.2).

Soit T une monade sur C. Pour toute paire C,C’ d’objets de C l’ensemble
Home 1y (T'(C), T(C')) ~ Home(C,T(C")) a une structure de groupe abélien natu-
relle en C' € C et T(C”) € C(T) si et seulement si la restriction de 'oubli C(T) — C a
la sous-catégorie pleine T'(C) de C(T') se reléeve en un foncteur A : T(C) — Cap, ce qui
équivaut encore & ce que le foncteur T et la transformation naturelle 72 — T soient &
valeurs dans Cap. (On n’en déduit pas que cette structure sur Home(y (T'(C), T'(C”))
est naturelle en T'(C) € C(T).)

Supposons cette condition satisfaite. La monade T vérifie alors la condition (Qp)
par la proposition A.1.4 donc C(T) est cocomplete et I'oubli C(T) — C commute aux
coégalisateurs de 1-complexes (proposition A.1.5).

Le foncteur A : T(C) — Cap s'étend en un foncteur A : C(T') — Cap, au dessus de C
avec les propriétés :

~ A commute aux coégalisateurs de 1-complexes (par la proposition A.1.6);
— A commute aux limites.

Par adjonction, I'image par T de 'objet initial de C est l'objet initial de C(T).
Notons 0 un objet final de C; on vérifie que 0 a une unique structure de T-algebre et
que celle-ci en fait Pobjet final de C(T).

Une deuxiéme condition pour que C(T) soit additive est que I'unique morphisme
T (@) — 0 soit un isomorphisme dans C(T'), ce qui équivaut & ce que le morphisme
T(@) — 0 soit un isomorphisme dans C, ou encore & ce que A(T(2)) — 0 soit un
isomorphisme dans C,y,.

Supposons cette condition satisfaite et soient M et N deux T-algebres. On dispose
d’un morphisme canonique de la somme dans C(T') de M et N dans leur produit, défini
par les morphismes identité de M et N et les morphismes nuls M — 0 ~ T(&) — N et
N — T(@) — M. Une troisiéme condition pour que la catégorie C(T') soit additive est
que ce morphisme soit un isomorphisme, ce qui équivaut a demander que le morphisme
image par A soit un isomorphisme dans C,p. La proposition A.1.6 montre que ce
morphisme est un isomorphisme quels que soient M et N si (et seulement si) la
composée Ao T transforme la somme de deux objets de C en la somme des images
dans C,p, c’est a dire en le produit des images dans C.

Supposons cette troisieme condition satisfaite. Pour toute paire M, N de T-
algebres, 'ensemble Home 7y (M, N) posséde alors une structure naturelle de monoide
abélien qui coincide avec sa structure de groupe abélien si M et N sont dans T'(C).
Comme le diagramme T2 (M) = T(M) — M est coégalisateur scindé dans C, il en est
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de méme du diagramme image par le foncteur
HomC(T) (T(C)a 7) ~ Hom¢ (Ca 7)

pour tout C' € C de sorte que le monoide Home(p)(7'(C), M) est un groupe. De méme
son image par le foncteur Homey(—, V), pour tout N € C(T'), est un diagramme
égalisateur de sorte que Home(y (M, N) est un groupe. Autrement dit la catégorie
C(T) est additive.

Rappelons qu'un foncteur R de C(T') dans une catégorie additive B est additif si
et seulement si R transforme la somme de deux T-algebres en la somme des images
(¢f. [Mac, VIII, §2]). Puisque T vérifie (Qp), la proposition A.1.6 devient :

PRrROPOSITION A.3.1. — Soit C une catégorie possédant toutes les limites et coli-
mites finies et vérifiant la condition (i) de la proposition A.1.2. Soient T une mo-
nade sur C telle que C(T) soit additive, et R un foncteur de C(T) dans une caté-
gorie additive B. On suppose que pour toute T-algébre M [’image par R du dia-
gramme T?(M)S T (M) — M est coégalisateur. Alors R est additif si et seulement
siRoT:C— B transforme la somme de deuz objets de C en la somme des images,
auquel cas R est exact a droite.

Soit maintenant M — N un morphisme de T-algebres. On dispose d’un morphisme
canonique de T-algebres

Coker(Ker(M — N) — M) — Ker(N — Coker(M — N))

dont I'image par A est un isomorphisme puisque A est exact, donc qui est iso dans C
donc iso dans C(T'). Autrement dit la catégorie C(T') est abélienne.
On a montré :

PROPOSITION A.3.2. — Soit C une catégorie possédant toutes les limites et colimites
finies et vérifiant la condition (i) de la proposition A.1.2. Soit T une monade sur C ;
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur T et la transformation naturelle T?> — T sont d valeurs dans Cay,
et T : C — C transforme les sommes finies en produits.
(ii) La catégorie C(T) est additive.

Si elles sont vérifiées, la monade T vérifie (Qo) et C(T) est abélienne.

Observons que sous les hypothéses de la proposition le foncteur Home (C, —) de C,p
dans la catégorie des groupes abéliens est additif et exact (voir la démonstration de la
proposition A.1.2). On en déduit qu’un morphisme de T-algebres est un épimorphisme
si et seulement si il est épi dans C et que les T-algebres libres sont des objets projectifs
dans C(T).

Soient T et T” deux monades sur C telles que les catégories C(T') et C(T”) soient
abéliennes, et R un foncteur C(T") — C(T") au dessus de C. Le corollaire A.2.6 montre
que R commute aux limites donc R est additif, et que R commute aux coégalisateurs
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de 1-complexes donc R est exact & droite (cf. également la proposition A.1.6). Le
foncteur R admet un adjoint a gauche L par ce méme corollaire. L est additif et exact
a droite car il commute aux colimites. Le corollaire A.2.6 devient donc :

PrOPOSITION A.3.3. — Soit C une catégorie possédant toutes les limites et colimites
finies et vérifiant la condition (i) de la proposition A.1.2. Soient T et T’ deux monades
sur C telles que les catégories C(T) et C(T") soient abéliennes, et R : C(T) — C(T")
un foncteur au dessus de C. Alors R est additif, exact, admet un adjoint & gauche L
et le foncteur associé R : C(T) — C(T)(RL) est une équivalence de catégories.

EXEMPLES

— Soit A un anneau, respectivement un anneau Z-gradué. Notons T'(.S) le A-module
libre sur un ensemble, respectivement un ensemble gradué, S. Alors T" a une structure
de monade et la catégorie des T-algebres de &ns, respectivement Ens-gr, est la catégorie
abélienne des A-modules.

— Soit A un anneau (gradué). La catégorie des tours de A-modules, respectivement
la catégorie des complexes de A-modules, coincide avec la catégorie des A[z]-modules,
olt z est un générateur de degré —1, respectivement avec la catégorie des Alx]/x2-
modules.

— Soit C une catégorie possédant les limites et colimites finies et satisfaisant la
condition (i) de la proposition A.1.2. Il suffit de construire pour tout objet C' € C un
objet en groupe abélien libre sur C' pour obtenir que C,} est une catégorie abélienne
associée & une monade sur C (par la proposition A.2.4).

A.4. Résolutions. — Soit C une catégorie possédant les sommes et produits finis
et en particulier un objet initial ¢. On note Cy la catégorie des objets de C au dessus
de ¢ et, pour C dans C, C; 'objet C x ¢ de Cp.

Un complexe de Cp est une suite d’objets (Cy,), n € Z, et de morphismes C,, 11 —
C, dans Cy telle que C),, est I'objet ¢ pour tout n < 0 et telle que la composée
Cpny1 — C, — Cp_1 est le morphisme trivial C,,41 — ¢ — Cj,—1 pour tout n. Il
est dit augmenté s’il est muni d’un morphisme Cy — C, pour un objet C' de Cy, tel
que la composée C7 — Cy — C est triviale; on le note alors C, — C. La longueur
d’un complexe augmenté C, — C' est la borne inférieure (éventuellement infinie) des
entiers n tels que Cj est 'objet ¢ pour tout k > n.

On définit de méme les notions duales de cocomplexe (relativement & un objet
terminal de C), de cocomplexe augmenté et de longueur d’un cocomplexe augmenté.

Soit £ une classe d’objets en cogroupe abélien de C ou de facon équivalente, de Cqy
(i.e. chaque objet L de £ est muni d’'un relevement du foncteur Home (L, —) en un
foncteur & valeurs dans la catégorie des groupes abéliens). Un complexe augmenté
C, — C est dit acyclique relativement a L si pour chaque objet L de £ le mor-
phisme entre complexes de groupes abéliens (concentré en degré 0 pour le second)
Home, (L, C,) — Home,(L,C) induit un isomorphisme en homologie. On dit que
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deux morphismes f, g entre complexes sont homotopes relativement a L si pour tout
objet L de L les morphismes Home, (L, f) et Home, (L, g) entre complexes de groupes
abéliens sont homotopes.

PrOPOSITION A.4.1. — Soient C une catégorie possédant les sommes et produits fi-
nis, L une classe d’objets en cogroupe abélien de C et soient L, — C et D, — D
deux complexes augmentés de Cy. On suppose que L™ est dans L pour tout n et que
D, — D est acyclique relativement a L ; alors tout morphisme C — D se reléve en
un morphisme L, — D,, unique a homotopie relativement a L preés.

Un objet simplicial augmenté de C est un objet simplicial C, munit d’un morphisme
de C, dans un objet simplicial constant C. On le note C, — C.

Soit C, un objet simplicial de C et supposons que les limites finies existent dans C.
On définit le complexe normalisé N,C de C, par :

- NoC = Coy,

— Np+1C est la limite du diagramme formé des objets C,41, Cp, et ¢, des mor-
phismes d; : C,+1 — C,, pour i > 1 et du morphisme initial « — C,,

— Np4+1C — N, C est le morphisme induit par dg.

Observons que si L est un objet en cogroupe abélien de C et C, un objet simplicial
de C alors I'image par Home, (L, —) du normalisé de C, est le complexe normalisé du
groupe abélien simplicial Home (L, C,).

Rappelons que si C est abélienne alors le foncteur C, — N,C préserve la relation
d’homotopie sur les morphismes et qu’on dispose d’une équivalence d’homotopie ca-
nonique entre le complexe C, formé de la somme alternée des faces d; et le complexe
N..C par la théorie de Dold-Kan. (Cf. [Mal, §22].)

Un objet simplicial augmenté C, — C est dit acyclique relativement & une classe £
d’objets en cogroupe abélien de C si L de C le complexe augmenté N.C — C est
acyclique relativement a £. Deux morphismes entre objets simpliciaux augmentés sont
dit homotopes relativement & £ si pour tout objet L de £ leurs images par le foncteur
Home, (L, N, (—)) sont homotopes. Si C, — C' est une équivalence d’homotopie entre
objets simpliciaux de C (voir par exemple [Mal, I, §5] pour cette notion), la théorie
de Dold-Kan montre que C, — C est acyclique relativement a tout objet en cogroupe
abélien de C.

La proposition suivante est la version simpliciale de la proposition A.4.1 :

PROPOSITION A.4.2. — Soient C une catégorie possédant les sommes et limites fi-
nies, L une classe d’objets en cogroupe abélien de C, L, — C et D, — D deuzx
objets simpliciaur augmentés de C. On suppose que L, est dans L pour tout n et que
D, — D est acyclique relativement a L ; alors tout morphisme C — D se reléve en
un morphisme L, — D, unique a homotopie relativement a L pres.

Démonstration. — Par induction sur les squelettes de L,. O
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Monades et résolutions. — Soit C une catégorie possédant les limites et colimites
finies et vérifiant la condition (i) de la proposition A.1.2. La catégorie C,;, est alors
abélienne et pour tout C' € C le foncteur Home (C, —) de Cyp dans la catégorie des
groupes abéliens est exact.

Soit T une monade sur C telle que le foncteur T et la transformation naturelle
ToT — T sont a valeurs dans C,},. Alors pour tout objet C' € C la T-algebre libre
T(C) est un objet en cogroupe abélien de C(T') naturellement en C' € C et un objet
en groupe abélien de C naturellement en T'(C) € C(T).

Notons ¢ I'objet initial de C ; son image par T est 'objet initial de C(T"). Pour M une
T-algebre au dessus de T'(¢) on note M le noyau dans Cap, du morphisme M — T'(1).
La donnée d’un morphisme T'(C) — M au dessus de T'(¢) équivaut alors & la donnée
d’un morphisme C' — M dans C.

On prend pour L la classe des T-algebres libres. Ce qui précede montre qu’'un
complexe augmenté M, — M de C(T)o, respectivement un objet simplicial augmenté
M, — M de C(T), est acyclique relativement & L si et seulement si le complexe
de C,p, associé M* — M , respectivement M, — M, est acyclique. De méme deux
morphismes entre complexes de C(T')g, respectivement entre objets simpliciaux de
C(T), sont homotopes relativement & £ si et seulement si les morphismes de complexes
de C,1, associés sont homotopes.

La structure de monade de T' permet d’associer a toute T-algebre M une T-algebre
libre simpliciale T,(M) et un morphisme de T,(M) dans la T-algebre simpliciale
constante M qui est canoniquement une équivalence d’homotopie entre objets simpli-
ciaux de C (voir par exemple [Ma2, §9]). En particulier le complexe augmenté de C,p
associé T (M) — M est acyclique. On appelle T, (M) — M la T-résolution simpliciale
canonique de M.

B. Produits tensoriels et torsion

Pour n un entier et S un ensemble gradué on note 3"S I’ensemble gradué égal
a S*~" en degré k. Le foncteur ¥ = X! est un isomorphisme de la catégorie &ns-gr
dans elle méme, d’inverse £ 1.

On considere une monade T sur &ns-gr vérifiant les deux conditions suivantes :

— La catégorie &ns-gr(T') est abélienne.

— On a pour tout ensemble gradué S un isomorphisme naturel T'(XS5) = ET'(S)
dans &ns-gr commutant avec les transformations naturelles Id - T et ToT — T.

Pour toute T-algebre M la composée T(XM) ~ T (M) — XM munit XM
d’une structure de T-algébre naturelle en M € &ns-gr(T). De méme la composée
TXEM) ~ 7' T(M) — 7'M munit X~'M d’une structure naturelle de T-
algebre. Les endofoncteurs ¥ et X! de &ns-gr se relévent donc en des endofoncteurs
de éns-gr(T') inverses 'un de 'autre.
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Soient S et S’ deux ensembles gradués. On définit ’ensemble gradué S ® S’ par
(S (9 S/)n = |_|k+l=nSk x St

1l s’identifie au coproduit Li,cg¥!*lS”, ot |s| désigne le degré d’un élément s € S. La
T-algebre T(S ® S) s’identifie au coproduit @, sX*IT(S") ce qui en fait un foncteur
en la T-algebre T'(S’). Symétriquement T'(S ® S’) est un foncteur en 7°(.5).

Pour n entier notons S, le sous-ensemble gradué de S formé des éléments de degré
inférieur ou égal & n. Alors la T-algébre T'(S,,) est un facteur direct de 7'(.S) naturel
en T(S) (parce que &ns-gr(T) est additive), les T(S,), n € Z, forment une tour
d’épimorphismes et on a un isomorphisme T'(S) ~ lim,, T'(S,). On définit le produit
tensoriel T'(S) @ T'(S’) comme la limite sur n des T-algebres T'(S, ® S),).

Observons que le couple (7', T) hérite de T d’une structure de monade sur &ns-gr x
Ens-gr et que la catégorie abélienne produit &ns-gr(T) x éns-gr(T) s’identifie & la
catégorie des (T, T)-algebres de &ns-gr x &ns-gr. Comme la monade T vérifie (Qp), il
en est de méme pour (T, 7).

La proposition A.2.2 montre que le produit tensoriel des éléments de T'(Ens-gr) x
T (éns-gr) s’étend en un foncteur &ns-gr(7T') x Ens-gr(T") — &ns-gr(T'), qu’on note encore
M,N — M ®¢ N, commutant au coégalisateurs de 1-complexes. Par construction le
produit tensoriel M ®1 N de deux T-algebres M et N est le coégalisateur du 1-
complexe T?(M) @7 T?>(N)=T(M) @7 T(N) induit par le début des résolutions
simpliciales canoniques de M et N. L’isomorphisme canonique S ® S’ = S’ ® S pour
S, 8" € &ns-gr induit un isomorphisme M @7 N = N @7 M dans &ns-gr(T).

ProposITION B.1
(a) Le foncteur Ens-gr(T) x Ens-gr(T) — &Ens-gr(T),
(M,N)+— M ®r N

commute auz coégalisateurs de 1-complexes.
(b) Pour toute T-algébre M le foncteur N — M @1 N est additif et exact a droite.

Démonstration. — Le point (a) vient de ce que la monade (T,T) sur la catégorie
produit &ns-gr X &ns-gr vérifie (Qp) et du point (a) de la proposition A.1.6.

Pour le point (b) : le foncteur N — M ®7 N est la composée du foncteur N —
(M, N) de éns-gr(T) dans la catégorie abélienne produit &ns-gr(T) x &ns-gr(T) avec
le foncteur (non additif) — ®@p — : &ns-gr(T) x éns-gr(T') — &ns-gr(T). Comme N —
(M, N) est additif et exact, la composée N — M ®@p N commute aux coégalisateurs
de 1-complexes par le point (a). Il suffit donc par la proposition A.3.1 de montrer
que le foncteur S +— M ®p T(S) transforme la somme de deux ensembles gradués en
la somme des images. C’est vrai lorsque M est I'image par 7' d'un ensemble gradué.
Le cas général vient de ce que M @1 T(S) est par ce qui précede le coégalisateur
du diagramme T2(M) @7 T(S) S T(M) @7 T(S) et de la commutation des colimites
entre elles. O
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Soient M et N deux T-algebres. Le complexe augmenté T, (M) — M associé a
la résolution simpliciale canonique de M est une résolution libre de M fonctorielle
en M. On définit la T-algebre graduée Tor*T(M ,N) comme I’homologie du complexe
T.(M) ®r N. L’invariance par homotopie d’une résolution libre de M montre que
pour toute résolution libre M, — M de M, ’homologie du complexe M, @1 N est
canoniquement isomorphe a Tor*T(M , N). Par exactitude a droite du produit tensoriel,
la T-algebre Torg (M, N) s'identifie & M @7 N.

Soient 0 — M’ — M — M"” — 0 une suite exacte de T-algebres et M. — M’,
M} — M" des résolutions libres de M’ et M" respectivement.

LEMME B.2. — Il existe une suite de morphismes M,, | ® M) | — M] & M, pour
n >0 et Mj® M — M telle que les injections M| — M @ M./ et les projections
M} & M]! — M) induisent une suite exacte courte de complexes augmentés 0 —
(M, - M') - (M, M - M) - (M — M") — 0, en particulier telle que le
complexe augmenté M. & M — M est une résolution libre de M.

Démonstration. — Comme M est projectif et M — M" est surjectif, le morphisme
MY — M" se releve en un morphisme M — M et on vérifie que le morphisme
obtenu M} & M{ — M est surjectif. Soit n un entier positif et supposons construite
une suite exacte M) & M/ — --- — M{ & M{ — M — 0 compatible avec les suites
exactes M) — -+ > M’ —0et M/ — --- — M"” — 0. Notons K et K" les noyaux
des morphismes M, & M, — M/, _, & M)_, et M]! — M), respectivement si n
est strictement positif, des morphismes M) & M| — M et M — M" sinon. Le
morphisme K — K" induit par la projection M] & M, — M) est surjectif d’ou on

/ N

déduit D'existence d’un relevement de M, ; — K" a K. On vérifie que le morphisme

n
obtenu M,  , & M, ; — K est surjectif. On construit ainsi par récurrence sur n une
suite de morphismes M), ., ® M,/ ,; — M) @ M, compatibles avec les morphismes
M, — My et M),; — M, . Le fait qu’elle forme une résolution de M vient de la

suite exacte longue en homologie associée a une suite exacte courte de complexes. [l

Soit maintenant N une T-algébre. Pour chaque entier n, la suite 0 — M) @7 N —
(M & M) @r N — M) @ N — 0 est une suite exacte car scindée dans &ns-gr(7).
La suite exacte de complexes 0 - M, @r N — (M, ® M) @r N - M @ N — 0
induit une suite exacte longue en homologie qui s’écrit

- — Tor{ (M, N) — Tor} (M",N) — M'@rN — M®rN — M"®@7rN — 0.

En particulier le foncteur M — M ®7 N est exact a gauche si la T-algebre TorlT (M,N)
est nulle quelque soit M. Le lemme suivant, qui s’obtient également par la suite exacte
longue des Tor’ (—, N), donne la réciproque :

LEMME B.3. — Soient M une T-algébre, My — M le début d’une résolution libre de
M et K le noyau du morphisme Mo — M ; alors pour tout entier n strictement positif
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lobjet Tor,TI_H(M, N) s’identifie a Tor: (K, N) et Torl (M, N) s’identifie au noyau du
morphisme K @p N — My @7 N.

Soient symétriquement M une T-algebre, M, — M une résolution libre de M et
0 —- N — N — N” — 0 une suite exacte de T-algebres. Cette derniere induit une
suite exacte de complexes M, 7 N’ — M, @7 N — M, @7 N"” — 0.

PROPOSITION B.4. — Soit n un entier positif tel que les objets Tori (N, My) sont
nuls pour tout 0 < k < n ; alors la suite exacte de complexes M, @1 N' — M, @1 N —
M, @7 N — 0 induit une suite exacte

Tor’,,(M,N) — Tor’ (M, N") — Tor}, (M,N') — - -
—M@r N — MrN' — 0.

Démonstration. — Notons K, 'image du morphisme M, 1 — M, et K le noyau
du morphisme K, @ N — K, @ N”. Notons A’,, A, et A” les complexes tronqués

+—>0—->K—> M, @rN' — -+ - My®7rN',---0 > K, N — M, N — -+ —
My®@r Net- --0— K,r N'"— M, @ N" — --. — My ®r N" respectivement.
L’hypothese portant sur les objets TorlT(N " My) garantit que la suite de complexes
0 — A, — A, — A — 0 est exacte. On en déduit une suite exacte longue en
homologie. Les k-iémes objets d’homologie des complexes A, et A’ s’identifient aux
objets Tori (M, N) et Torj (M, N"') respectivement pour 0 < k < n -+ 1 (on utilise le
lemme ci-dessus). De méme le k-iéme objet d’homologie du complexe A’ s’identifie &
I’objet Tori (M, N') pour 0 < k < n car le morphisme K, @7 N’ — M, &7 N’ se
factorise par la surjection K,, @ N’ — K. On obtient la suite exacte annoncée. [

COROLLAIRE B.5. — Soient M et N deux T-algébres, M, — M et N, — N des
résolutions libres de M et N respectivement et n un entier positif. On suppose que les
objets Tor},, (M, N) et Tor (N, M) sont nuls pour 0 < k,1 < n; alors les objets
Tor} (M, N) et Tori (N, M) sont naturellement isomorphes pour 0 < k < n.

Démonstration. — Pour n = 0 notons K le noyau du morphisme Ny — N. On dispose
par la proposition d’une suite exacte

Tor{ (M, Ny) — Tor] (M,N) — M&K — M&Ny — M&N — 0

d’ot1 on déduit que 'objet TorlT(M, N) s’identifie au noyau du morphisme MK —
M®&Ng donc & 'objet Tor! (N, M) par le lemme B.3.

Pour n > 1 notons K le conoyau du morphisme N,1; — N,. On obtient par la
proposition et par récurrence sur n un isomorphisme Tor), | (M, N) = Tor{ (M, K).
Ce qui précede donne un isomorphisme Tor] (M, K) 2 Tor] (K, M). Or Tor! (K, M)
est naturellement isomorphe a Tor,TI +1(N, M) par le lemme B.3 O
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C. Limites et dérivés

Soit A une catégorie abélienne ou les produits dénombrables sont exacts et soit
(Mg, gs : Ms — M,_1) une tour d’objets de A. On forme le morphisme

Id —(gs) : HMS — HMS

qu’on voit comme un complexe de A concentré en degré 0 et 1. Son homologie en
degré 1 s’interprete comme la limite M, des M. Celle en degré 0 s’interprete comme
I'objet lim} M,. Toute suite exacte courte 0 — (M’) — (M) — (M”) — 0 de tours
donne naissance a une suite exacte courte de complexes donc a une suite exacte

0 — M. — My — M/ — lim} M, — lim! M, — lim} M” — 0

dans A : le foncteur lim' est exact & droite.

Plus généralement soit A, ;1 — A, o un morphisme entre complexes d’une catégorie
abélienne A, qu’on regarde comme un bicomplexe N x N-gradué.

On note HY (A, ;) ou H2 A I’homologie du bicomplexe par rapport au premier indice
et H) A celle par rapport au second. Au bicomplexe A, , on associe le complexe total
Tot, A = A._1,1 ® Ao muni de la différentielle habituelle. Ce dernier possede deux
filtrations croissantes et convergentes Fg Tot, A = @y y1—v sr<sAs 1 €t FyTot, A =
Bster=x v <tAs, donnant naissance a deux suites spectrales convergeant fortement
vers 'homologie de Tot, A (voir par exemple [CE]).

La premiére est de terme E} , = H.(F,/F,_1),

E2, = H'HY_,A.

Sa différentielle d” est de bidegré (—r, —1). On dispose d’un morphisme de bord Eat —
H; Tot A et la suite (Ef ;) converge fortement vers le gradué d’une filtration finie de
H; Tot A.

Comme A, ; est nul si ¢ est différent de 0 et 1, le terme Egﬁt est concentré sur
les lignes t = s et t = s+ 1 et la seule différentielle éventuellement non nulle est la
différentielle d? : E2 2,542 Ef s+1, 8 2 0. En particulier la suite spectrale dégénere
au terme E3; on a un isomorphisme E%,o — Hg Tot A et plus généralement une suite
exacte longue

E2 5 e10 — Ei,s-{-l — Hyy1 TotA —EZ, . — E2 ..

La seconde suite spectrale est de terme E', = H,(F,/F,_,),

E/SQ,t = HXH??tA
concentré sur les lignes ¢ = 0 et t = 1. Sa différentielle d”” est de bidegré (—1,—r)
donc la suite spectrale dégénere au terme E’2. On obtient pour tout entier s une suite
exacte

0— E?) — H,Tot A — E?; — 0.

Ces deux suites spectrales nous permettent d’obtenir la
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PROPOSITION C.6. — Soit A,1 — Aso un morphisme entre complezes d’une caté-
gorie abélienne A, qu’on regarde comme un bicompleze de A.

(a) On a un isomorphisme HyHE A ~ HEHY A.

(b) Supposons que pour tout s > 0 l'objet H'HY A est nul; alors on a une suite
exacte

0 — HyH"A — H!_  HYA — HYH" ;4 —0.

c) Supposons que pour tout t € {0, et tout s > obje est nul; alors
S tout t € {0,1} et tout s > 1 l'objet HYHM A est nul; al
on a une suite eracte

0 — HYHJA — HAOHVA — HYHLA — HYHSA — 0
et un isomorphisme H2+2H‘1’A ~ HYHY A pour s > 1.

Démonstration. — Le point (a) vient de 'isomorphisme E ; ~ Hy Tot A, du fait que
le terme E(; est nul et de la suite exacte associée & la seconde suite spectrale.

Sous I'hypothese du point (b) le terme Eg,t de la premiere suite spectrale est concen-
tré sur la ligne t = s + 1 donc cette suite spectrale dégénere au terme E2 et on a un
isomorphisme HYHY A ~ H, 1 Tot A. La suite exacte issue de la seconde suite spectrale
donne alors la suite exacte cherchée.

Sous I'hypothese du point (c) le terme E; est nul si s est différent de ¢. La suite
exacte issue de la seconde suite spectrale donne les isomorphismes H; Tot A ~ HYH} A
et H; Tot A ~ 0 si s > 1. La suite exacte longue issue de la premiere suite spectrale
permet de conclure. O

Application. — Soient A une catégorie abélienne ou les produits dénombrables sont
exacts et (Mg,)k,; une tour de A indexée par N x N. A chaque entier k correspond
une tour (My;); donc un complexe [, My — [], Mk, concentré en degré 0 et 1. A
la tour de complexes ([], Mi,; — ], Mk,)r on associe le bicomplexe

Hk,z My —— Hk,l M, .

l l

Hk,z My —— Hk,l M,

concentré en bidegrés dans {0,1} x {0,1} et qu’'on prend pour A, .. Pour s,¢ dans
{0,1} le terme HY__HY ,A, . s’interpréte comme l'objet limj lim] My ; et le terme
HY_,H! (A, . comme I'objet lim] lim} M} ;. On obtient avec les points (a) et (b) de
la proposition qui précede la

ProrosiTiON C.7. — Soient A une catégorie abélienne ou les produits dénombrables
sont exacts et (M )k, une tour de A indexée par N x N ; alors

(a) On a un isomorphisme limy, lim]} My, ; 2 lim] limj, My, ;.
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(b) Supposons que le terme liml1 My est nul pour tout k; alors on a une suite
exacte
0 — limj Moo — limy, My, oo — limy limj, My ; — 0.

Typiquement pour le point (b) (Mg,); est la tour associée & une filtration décrois-
sante d’un objet M), donc est une tour de surjections donc est sans lim®.
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