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A propos de la couverture. Photographie d’un simple ruban dans l'espace imaginaire soL. Il n’y a qu’un ruban
et il ne s’enroule pas. Cette image révele comment la lumiére, diffusée par ce ruban, s’enroule une multitude
de fois autour de deux directions : une stable et une instable. La géométrie d'un espace est donnée par la
distance entre les points qui la composent. La lumiére parcourt le chemin le plus court. La géométrie d’'un
espace est ainsi révélée par la facon dont la lumiére circule. (crédit : Pierre BERGER).
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Editorial

Chére lectrice, cher lecteur,

Particulierement répandu en Perse aux xii¢ et xive siécles, le gazhel est une
forme poétique chantant l'amour, aussi bien charnel que mystique. L'un
d’eux commence par ces vers :

« A cette source elle a bu.

Elle est morte — et la source n'a pas tari. »

Nul doute que nombreux seront les mathématiciennes et mathématiciens
qui continueront a s’abreuver a la source découverte par Maryam Mirza-
khani. Cet été, 'annonce de son décés a tout juste quarante ans des suites
d’une longue maladie a endedillé l'ensemble de la communauté. De natio-
nalité iranienne alors qu’elle travaillait aux Etats-Unis, premiere femme a
obtenir la médaille Fields, elle était, et restera, un symbole. Anton Zorich
lui rend un hommage émouvant dans ces pages. Tristement, la période es-
tivale a également été marquée par le décés d'une figure des mathéma-
tiques francaises : Jean-Pierre Kahane. Hervé Queffélec lui consacre ici un
Carnet, en attendant un numéro spécial a venir.

Au sommaire de cette Gazette, les Mathématiques ne sont bien slr pas en
reste. Tu apprendras tout d’abord comment l'aléa se met au service du vi-
vant afin de modéliser la diversité biologique, puis tu embarqueras pour
une petite promenade a travers la géométrie de contact et poursuivras ta
route a la rencontre de la théorie de Littlewood-Paley. La rubrique Raconte-
moi te propose quant a elle une halte dans l'univers passionnant des es-
paces perfectoides. Introduits dans sa thése de doctorat par le jeune mais
déja tres remarqué mathématicien allemand Peter Scholze, ces derniers
préfigurent l'avénement d’une nouvelle ére pour la géométrie arithmétique.
Et pourquoi ne pas s’accorder une minute pour réver ? La rubrique Diffusion
des savoirs met a l’honneur 'exposition Esthétopies, présentée a l'institut
Henri Poincaré au printemps dernier. Les géometres, comme William Thurs-
ton, aiment concevoir et imaginer des espaces. Sensibles et complexes.
Pierre Berger t'invite a les écouter, a observer comment la lumiére s’y ré-
pand. Une immersion dans des géométries nouvelles, située quelque part
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entre esthétique et mathématique. De son c6té, la sMF ne ménage pas ses
efforts afin de promouvoir les mathématiques aupres de la jeunesse. Nous
revenons sur la premiére édition du concours SMF junior; une initiative a
saluer et un franc succes.

Virginie Bonnot n‘est pas mathématicienne, mais enseignante-chercheuse
en psychologie sociale. Pour la rubrique Parité, elle décrypte de son ceil ex-
pert les stéréotypes de genre. Comment ils corrompent nos perceptions,
nos jugements et nos comportements.

Pour finir, Sébastien Gouézel part en croisade (amicale) contre le trop ré-
pandu mésusage de ATEX, distillant quelques conseils avisés. Un article a
'endroit de ceux pour qui ce terme évoque davantage le rougissant sou-
venir d'un textile infiniment extensible, que le systéme de composition de
documents créé par Leslie Lamport... et aussi de certains autres!

En te souhaitant une agréable lecture,

Boris ADAMCZEWSKI
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PRIX D'ALEMBERT
PRIX JACQUELINE FERRAND

D'un montant de 2000 euros chacun, "?
ces prix visent a encourager '
la diffusion de la connaissance

des mathématiques vers un large public.

Le prix d'Alembert
écompensera une action
destinée a mieux faire
connaitre et comprendre
les mathématiques
t leurs développements
écents aupres
d'un large public ;

- Le prix Jacqueline Ferrand
récompensera une opération
pédagogique innovante
dans le domaine

des mathématiques.

candidatures a déposer avant le :

15 mars 2018 W

de France

\SAMEE

SMF - IHP - 11 rue Pierre et Marie Curie 75231 Paris cedex 05
http://smf.emath.fr/PrixAlembert-Ferrand/Candidature.html
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Mot du président

Chéres et chers collégues,

J'espére que votre rentrée s’est bien déroulée, et que vos licences et mas-
ters sont suffisamment fréquentés, en attendant la vague démographique
de 2018!

L'été n‘a pas été de tout repos a la sMF, qui a été trés active et sollicitée :
doctorat et agrégation, iIcM, nouveaux programmes en lycée, situation en
Turquie, publications « ouvertes »... Je me focaliserai ici sur le sujet des
agrégés-docteurs, qui me semble trés symbolique et essentiel pour 'ave-
nir de notre communauté et 'enseignement des mathématiques.

Suite a notre appel mi-juillet, nous avons pris connaissance de la situation
délicate dans laquelle se trouvaient plusieurs agrégés, qui ont vu leur pro-
longement de détachement ou méme leur disponibilité refusés par des rec-
teurs d'académie. Ceux-ci appliquaient une note de service de décembre
2016 qui n‘autorise pas les agrégé(e)s n‘ayant pas validé deux années de
titularisation a demander une disponibilité, et de fait empéche les jeunes
agrégés-docteurs (ou les jeunes en fin de doctorat) d'occuper un poste
d’ATER ou de post-doc. Avec d’autres acteurs de la communauté, nous avons
fait remonter notre mécontentement et fait circuler au plus vite l'informa-
tion sur toutes les situations qu’on nous avait signalées. Presque toutes
ont été résolues, malheureusement pas toutes... et certain(e)s ont méme
dG démissionner du corps des agrégés pour poursuivre leur travail de re-
cherche. Cela envoie un trés mauvais signe aux étudiants qui partagent les
nouvelles via tous les réseaux sociaux! Quand le nombre de candidats de
qualité est cruellement insuffisant pour les concours d’enseignement, ce
type de mesure et ces décisions ne font que décourager les jeunes a pas-
ser des concours qui, ne l'oublions pas, sont trés exigeants. C'est se priver
potentiellement de professeurs ayant connaissance du milieu des mathé-
matiques, ayant préparé des cours et des exposés devant des publics va-
riés, bref ayant une expérience importante pour enseigner les mathéma-
tiques a nos enfants.

La sMmF s’est trés vite positionnée sur ce sujet, et a interpellé les respon-
sables sur la menace que représentait cette note de service. Lors de la
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réunion des préparateurs d’agrégation organisée par la sMF, la sSMAI, et les
responsables du concours le vendredi 29 septembre dernier a l'IHP, cette
situation a longuement été débattue, et la communauté parle d’'une voix
unanime. Ce message sera porté par la sMF, ainsi que nos inquiétudes (ou
du moins la vigilance a manifester) sur les réformes de la licence qui sont
en gestation, les pré-requis qui pourront étre demandés, les futurs pro-
grammes de lycée.

Quelques informations de la sMF elle-méme.

Suite aux suggestions du jury du prix d’Alembert 2016, la sMF a décidé de
créer un prix récompensant des actions innovantes en pédagogie des ma-
thématiques : le prix Jacqueline Ferrand. Ce prix rend hommage a cette
grande mathématicienne, que beaucoup d’entre nous avons connue grace
aux fameux livres Arnaudiés - Lelong-Ferrand. La premiére édition aura lieu
en 2018 et il sera remis avec le prix d’Alembert lors du 2¢ congrés de la smF,
en juin prochain. Je vous invite a déposer ou a susciter des candidatures.

Notre transformation digitale se poursuit. C’est un grand enjeu pour la SMF
de mettre ses structures informatiques et son site a niveau, pour pouvoir
défendre et représenter les mathématiques, fournir du contenu attrayant,
mettre en valeur les actions de ses bénévoles et le beau travail de ses sa-
larié(e)s, et favoriser la lecture des articles et livres que nous publions. La
« migration » n‘est pas encore effectuée, mais j'espére que vous apprécie-
rez, lorsque le moment sera venu, les avancées que nous vous propose-
rons.

La sMF est tres concernée par le devenir des jeunes entrant dans la recherche.
Ainsi, le Conseil d’/Administration a décidé que tout étudiant en thése aura
droit, dés 2018, a trois années d’adhésion gratuite a la smF. Je vous re-
mercie de passer le message a vos étudiantes et étudiants, et vos écoles
doctorales, sur cette mesure qui vise a intégrer les jeunes tres rapidement
dans la communauté.

Enfin, je voudrais remercier tous les bénévoles et vous, adhérents — sur-
tout si vous avez résisté jusqu’ici a mon « Mot du président »! Votre soutien
est fondamental, et passe par votre adhésion : celle-ci nous donne plus
d’envie, et plus de crédibilité lors de nos interventions auprés des acteurs
de la communauté, des responsables politiques, des médias... Votre sou-
tien peut aussi passer par votre participation active a nos débats, a nos
actions : en particulier, les « instances » de la sSMF se renouvellent naturel-
lement, et toute bonne volonté sera accueillie avec joie.

Je vous souhaite un bel automne.

Le 2 octobre 2017
Stéphane SEURET, président de la sMF
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Modélisation aléatoire de la biodiversité :
de l'importance des parameétres d’échelle

La modélisation de la biodiversité biologique et des * S. MELEARD

fonctionnements évolutifs des écosystémes est fondamentale,

avec des applications qui vont de questions
environnementales jusqu’a des problématiques médicales.
Les mathématiques aident a comprendre les mécanismes de
mutation et de sélection naturelle et elles peuvent apporter
un point de vue objectif dans la modélisation de la
biodiversité. Notre but dans cet article est de mettre en
évidence la richesse des modéles qui dérivent des modéles
individuels et l'importance des paramétres d’échelles, en

particulier des échelles de temps.

1. Une modélisation complexe et
l'importance du hasard

«(...)in after years, | have deeply regretted that | did not

proceed far enough at least to understand something of

the great leading principles of mathematics, for men
thus endowed seem to have an extra-sense. »

Charles DARWIN, Autobiography.

1.1 - Des phénoménes complexes

Que ce soit pour mieux prédire les effets de
'activité humaine sur 'environnement ou les ré-
sistances a certaines thérapies médicales, acquérir
une bonne compréhension des mécanismes d’évo-
lution de la biodiversité devient une démarche es-
sentielle. Comprendre le fonctionnement d’'un éco-
systéme, les changements engendrés par la dis-
parition ou l'apparition d'une nouvelle espéce gé-
nére des questions extrémement compliquées qui
nécessitent non seulement des outils mathéma-
tiques sophistiqués, mais également un dialogue
constant avec les biologistes. Nous souhaitons mo-
déliser la diversité biologique a tous les niveaux du
vivant, du plus microscopique (bactéries) au plus
macroscopique (comportement de communautés
et métapopulations) en tenant compte des capaci-

tés d’adaptation des individus et des especes a leur
environnement. Une grande difficulté dans la mo-
délisation du vivant vient du fait qu’il n'y a pas de
quantités conservées. De ce fait, pour comprendre
le fonctionnement d'un écosystéme, il est souvent
nécessaire de se ramener aux comportements indi-
viduels en tenant compte des grandes différences
dans les échelles de temps, de taille, de durée de
vie et de reproduction des différentes especes, ainsi
que des fortes interactions compétitives et mutua-
listes entre ces especes, comme par exemple les
relations héte-parasite, proie-prédateur ou plante-
pollinisateur-herbivore, mais qui peuvent étre beau-
coup plus compliquées. On cherche a identifier
des quantités calculables liées aux mécanismes de
"évolution, comme par exemple le temps d’extinc-
tion d’'une espéce, l'estimation d’'une abondance
d’espéce, la vitesse d’invasion d’un parasite, la pro-
babilité de mutation d'un géne et la probabilité que
le géne mutant se fixe dans la population.

Notre but dans cet article est de mettre en évidence
la richesse des modéles qui peuvent dériver des
modeéles individuels et 'importance de la prise en
compte des échelles de parameétres, en particulier
des échelles de temps.
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1.2 - l'importance du hasard

Le hasard intervient a toutes les échelles du vi-
vant. Grace aux possibilités modernes de mesures,
les biologistes constatent de plus en plus la variabi-
lité individuelle des individus, telle que l'avait pres-
sentie Darwin. Ils sont maintenant capables d’isoler
des bactéries dans des gouttelettes de nutriment et
d’étudier le développement de chaque population
issue d'une cellule. Ces observations possibles sur
de petites populations de cellules ou de bactéries
rendent les modeles probabilistes de plus en plus
pertinents.

Ily a essentiellement trois sources de hasard agis-
sant a des échelles extrémement différentes. La
premiére source de hasard provient des erreurs
dans la réplication de I’ADN : le filament d’ADN peut
étre déformé par changement de l'une ou de plu-
sieurs bases, un bout d’AbN peut s’insérer ou dis-
paraitre. Cela donne un ADN mutant qui va pouvoir
dans certains cas se répliquer. Limpact de ces mu-
tations peut étre plus ou moins important suivant
que la partie du chromosome ot la mutation est
apparue correspond a un géne codant pour une
protéine ou non. La deuxieme source de hasard ap-
parait dans la démographie des individus et leurs
interactions écologiques : les événements de re-
production des individus et leur durée de vie sont
aléatoires, de méme, par exemple, que leur pro-
babilité d’accouplement pour des individus sexués
ou de pollinisation pour une plante. La troisieme
source d’aléa, beaucoup plus macroscopique, est
celle qui provient des variations environnementales,
catastrophes écologiques, changement climatique
ou toute autre source de perturbations de l'envi-
ronnement (comme un antibiotique dans le milieu
bactérien). Il est important de pouvoir intégrer ces
trois niveaux d’aléa dans les modéles. Néanmoins
nous n‘aborderons pas ici la modélisation de l'envi-
ronnement aléatoire et nous nous concentrerons
sur la dynamique des populations et 'évolution gé-
nétique.

Notons que l'importance du hasard a été prise en
compte des les premiers travaux de modélisation de
l'évolution au début du xx© siécle (Galton, Haldane,
Wright, Fisher), ce qui a permis "émergence de
processus stochastiques originaux, tels les proces-
sus de Galton-Watson et de Wright-Fisher (cf. [16]).
Une nouvelle gamme de modéles est apparue en
1982 avec le processus de coalescence de Kingman
(cf. [12, 13]) qui modélise la reconstruction de la
généalogie d'un échantillon de génes dans une
grande population, expliquant ainsi l'histoire de ces

génes et leur plus récent ancétre commun. Ce pro-
cessus fourmille de propriétés mathématiques in-
téressantes qui continuent a étre explorées. Néan-
moins il opére a l'échelle des génes et oublie les
individus et leurs interactions macroscopiques. Les
modeéles que nous développons décrivent la dyna-
mique de populations en prenant en compte diffé-
rentes échelles de variabilité et d’interaction. Le
but est de pouvoir ainsi mieux comprendre la struc-
ture des écosystémes et les scénarios d’évolution
de la biodiversité et d’estimer ensuite les différents
paramétres d'importance grace aux observations
récentes des biologistes.

2. Modéle stochastique pour la
démographie d’'une espéce

2.1 — Processus de naissance et mort

Nous allons décrire certaines propriétés du pro-
cessus de naissance et mort qui modélise la dyna-
mique de la taille d'une population d’individus de
méme type au cours du temps. Nous allons montrer
sur cet exemple trés simple que suivant les échelles
de parametres choisies, il pourra nous mener a dif-
férents types de modeéles et de résultats.

Le processus de naissance et mort est un processus
(N, t > 0) indexé par le temps continu, a valeurs
dans N, qui représente la taille d'une population.
Ses trajectoires sont des fonctions constantes par
morceaux qui a chaque instant de saut croissent
ou décroissent de 1, suivant qu’il y a naissance ou
mort d’un individu. Les temps de saut sont aléa-
toires. Si la population est de taille i, le temps d'at-
tente pour avoir une naissance suit une loi expo-
nentielle de parameétre A(i) > 0 et le temps d’at-
tente pour avoir une mort suit une loi exponentielle
de paramétre u(i) > 0, ces événements aléatoires
étant indépendants. Les paramétres A(i) et u(i)
sont appelés taux de naissance et taux de mort pour
une population de i individus. Ils peuvent dépendre
de la taille de la population de différentes fagons et
peuvent intégrer une contrainte environnementale.
On suppose que A(0) = y(0) = 0, modélisant le fait
qu’il n'y a pas d'immigration. Remarquons que les
parametres des lois exponentielles ne dépendent
que de l'état de la population juste avant le saut (et
non pas de toute la trajectoire jusqu’a cet instant).
On appelle ce processus un processus de Markov :
son comportement aléatoire dans le futur ne dé-
pend de son passé que par l'information que donne
son état présent.
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Le processus (N; t > 0) peut étre simulé de ma-
niére trés simple. On se donne une condition aléa-
toire initiale Ng € N. On simule le premier temps
de saut par une loi exponentielle de parametre
A(Ng) + p(Np). En ce temps aléatoire, avec pro-
babilité A(NO)/(/\(NO) + ;A(No)), on crée une nais-
sance et le processus croit de 1; avec probabilité
y(No)/(/\(NO) + y(No)), on crée une mort et le pro-
cessus décroit de 1. On réitére cet algorithme en
remplacant Ny par le nouvel état Ng + 1. On peut
montrer que la loi du processus (N;, t > 0) est ca-
ractérisée par l'opérateur (appelé générateur infini-
tésimal) défini pour toute fonction continue bornée
¢ par

Lp(i) = A(i)(p(i +1) = (i) + (i) (i = 1) = (7). (1)

En particulier, 'espérance de ¢(N,) satisfait a

E(¢(Ny) = E(¢(No)) + [ E(L(N)) .

Il est possible de donner une condition trés géné-
rale sur les coefficients qui assure que le processus
n‘explose pas en temps fini et est bien défini sur
R, (cf. [16]). C’est en particulier le cas si le taux de
naissance est borné par un nombre proportionnel a
la taille de la population (A(i) < di).

Nous allons privilégier deux exemples fondamen-
taux. Considérons des réels strictement positifs b,
detec.

1) Les individus se reproduisent et meurent in-
dépendamment les uns des autres, aux mémes
taux respectifs b et d. Le processus est alors ap-
pelé processus de branchement binaire, de taux
A(i)=bi, u(i) = di. Du fait de 'indépendance, il est
possible de montrer que la loi du processus issu
de n individus est égale a la loi de la somme de
n processus de branchement indépendants, issus
chacun de 1 individu. Cette propriété s’appelle la
propriété de branchement et permet souvent d’ob-
tenir des calculs explicites.

2) Supposons ici que b > d. On ajoute aux hypo-
theses précédentes une hypothéeése de compétition
entre les individus. Celle-ci est prise en compte a
travers un terme additionnel de mort proportion-
nel au nombre de paires distinctes d'individus. On
appelle processus de naissance et mort logistique
le processus de taux A(i) = bi, u(i)=di+ci(i—-1),
ol ¢ > 0 modélise la pression de compétition entre
deux individus. C’est une modélisation simple de
"écologie a travers une lutte des individus pour sur-
vivre, par exemple pour partager des ressources
limitées ou des territoires. La propriété de branche-
ment est perdue et les calculs deviennent beaucoup

moins explicites dans ce cas.

Une question récurrente dans l'étude de la biodiver-
sité est la possibilité d’extinction de la population
en temps long. Cette probabilité se calcule expli-
citement en fonction des taux et de la condition
initiale i. Introduisons u; = P(Extinction|Ng = i) =
Pi(Tg < +0) si Ty désigne le premier temps d’at-
teinte de O par le processus. En conditionnant par
la valeur du premier saut (naissance ou mort), il est
facile de montrer que la suite (y;); est solution de
"équation de récurrence

A1 = (M) + (i) u; + i)y = 0.
L'on peut en déduire que

I Ve N ML) (k)
Théoréeme 1. (i) Si —_
;m) A(K)

tinction presque—sﬁréde la population.
e N M) p(k)

S L8 Snl/NRA WA ASS
1)) 2k

la probabilité d’extinction u; de la population initia-

lisée a i individus vaut

= p(1)---p(k)
(1+ U, 1Z DA e]01[
k=i

=+o00, il y a ex-

U, < o0, alors pouri>1,

Remarquons que dans le cas (ii), la population peut
survivre avec une probabilité non nulle mais la pro-
babilité de survie ne vaut jamais un. Il y a donc
toujours une chance non négligeable que la popu-
lation s’éteigne, du fait de l'aspect aléatoire de la
démographie. Cet effet est connu par les biologistes
sous le nom de dérive génétique.

Voyons comment ce théoréme se traduit sur les
exemples que nous avons introduits précédemment.
Dans le cas du processus de branchement binaire

et quand b< d, la série ) 1—A ; ((g

y a extinction presque-stre. En revanche, si b> d,
(k d i

i 1—)) = p-g et u; = (d/b)".

Dans le cas du processus de naissance et mort lo-

gistique, il est facile de voir (par le critére de d’Alem-

bert par exemple), que la série ) 7, % di-

diverge et il

verge, conduisant a l'extinction presque-sire de
la population. Ainsi, la compétition entre les indi-
vidus rend l'extinction inévitable. Nous voyons sur
cet exemple trés simple l'impact d’'une contrainte
environnementale (c > 0) sur l'extinction de la po-
pulation.

Notons la finesse du résultat général : le quotient

u(1)-u(k)

Ak traduit une comparaison tres subtile entre
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les taux de mort et les taux de naissance. La conver-
gence de la série fait que ce quotient tend vers 0. Il
est intuitif que si les taux de mort sont petits devant
les taux de naissance, la population peut persister.
Le critére de convergence ou divergence de la série
quantifie cette petitesse.

Nous verrons dans la partie 2.4 que dans certains
cas, méme si les parametres de naissance et mort
prédisent une extinction presque-slre, celle-ci peut
avoir lieu sur une échelle de temps lointaine et un
comportement transitoirement stable peut appa-
raitre avant cette extinction. Cela a par exemple
été observé en Arizona par des biologistes pour une
population de serpents a sonnettes en voie d’extinc-
tion (cf. Renault, Ferriere, Porter, non publié).

Revenons au cas général oul la série ) 7 %

diverge. Le temps d’extinction Ty est donc bien défini
et, si [E, désigne l'espérance sachant que Ny = n,
ona

1 " Z A(1)...A(i-1)

wn L2 Tmon

Proposition 1. E(Ty) =
pour n> 2,

n—

1
[En(-lb) = ;(m " i>k+2

' AM+1y“AU—1U
5 ulk+1)...u(i)

Pour chaque entier n, désignons par t,, une va-
riable aléatoire dont la loi est celle du temps d’at-
teinte T, de n partant de n+ 1. Si le processus part
de n, il peut atteindre n—1 en un saut par un évé-
nement de mort ou il atteint n+ 1 en un saut, mais
alors il doit repasser par n avant d’atteindre n— 1.
Une maniére probabiliste de décrire cela est de re-
marquer que T,_1 a méme loi que

1{Yn:_1}5” + 1{Yn:1} (gn +Th + T;_l)

ouY,, &, T’n_l et 7, sont des variables aléatoires
indépendantes, £, de loi exponentielle de para-
métre A(n) + u(n), 7,,_; distribuée comme 7,1 et
P(Y,=1)=1-P(Y, =-1) = A(n)/(A(n) + u(n)). En
prenant l'espérance nous en déduisons que

M [En+1(Tn) + L

#(n) #(n)

L'étude de cette équation de récurrence méne au
résultat.

En(Th-1) =

2.2 — Approximation en grande population :
équation (logistique) de Verhulst et ré-
gulation de la population

Nous allons maintenant nous intéresser au cas
de populations de grandes tailles, telles les mil-

liards de bactéries qui habitent notre intestin ou
les milliards de cellules qui se proménent dans nos
vaisseaux. Il est intuitif de remarquer que si la taille
d’une population est grande, elle ne sera guére sen-
sible aux fluctuations dues a une seule mort ou a
une seule naissance (par exemple une seule divi-
sion cellulaire). Ainsi, au moins sur un intervalle
de temps borné, sa dynamique sera trés proche
d’'une dynamique sans fluctuations aléatoires qui
résumera le comportement macroscopique de cette
population.

Nous allons quantifier cette approximation en
introduisant un parametre d’échelle K qui tend vers
+00, en supposant que la taille initiale de la popula-
tion est d’ordre K. Le processus d’intérét est alors
le processus de Markov (ZK = NK/K, t > 0) dont les
sauts ont 'amplitude J_r% avec des taux respectifs
donnés par Ag(n) et ug(n), si la taille vaut n. C'est
ce processus qui va nous permettre de comprendre
le comportement macroscopique de la population.
Du point de vue biologique cela signifie que chaque
individu est affecté d'un poids 1/K représentant la
ressource qui lui est attribuée sous une hypothese
de ressource totale (pour les K individus) d’ordre un.
La loi de ZK est caractérisée par l'opérateur défini
pour toute fonction continue bornée ¢ par

Lep(z) = Ax(K2)( 9Lz + )~ 912))
+ uc(K2)(Pp(z- %) - d(2)). (2)

On peut en déduire, par un argument classique de
probabilités, que le processus (ZK, t > 0) se décom-
pose sous la forme

1 t
2= 25 M+ | kS~ pkZ)as, (3

ou la partie a variation finie décrit la tendance cen-
trale de ZK alors que le processus (MK, t > 0) en
caractérise les variations aléatoires. Ce processus
MK est une martingale de carré intégrable, qui véri-
fie en particulier que pout tout t > 0,

E(M{)=0; E((Mf)?)
1 ' K K

-2 ). E(Ak(KZE) + u(KZE))ds.  (4)

Commentons cette formule pour les lecteurs peu

habitués aux outils probabilistes : une martingale

est telle que la moyenne de ses accroissements

sachant son état a un instant donné est nulle. En
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particulier, son espérance est constante au cours
du temps et nulle dés que la martingale est nulle au
temps 0. La deuxiéme partie de la formule (4) décrit
la variance de Mf qui dépend donc de la somme
des taux de saut. On peut le comprendre en obser-
vant que cette somme modélise 'accumulation des
variations aléatoires.
Supposons maintenant que les taux de naissance et
mort vérifient Ag(n) = nA(n/K); pk(n) = nu(n/K),
ol les fonctions positives A et u sont lipschit-
ziennes sur R, et A(z) < A; p(z) < (1 +2z). On
pourra par exemple garder en téte le cas particulier
ol Ag(n)=nb et ug(n) = n(d+c/Kn)avec b,d>0
et c>0(c=0, cas linéaire et ¢ >0, cas logistique).
Pour tout T > 0, les processus (ZK,t € [0, T])
prennent leurs valeurs dans 'ensemble des fonc-
tions de [0, T] dans R, continues a droite et ayant
une limite a gauche. Cet ensemble, nommé espace
de Skorohod et noté D([0, T],IR,), est muni d'une
topologie qui en fait un espace polonais (voir par
exemple [2]). Supposons que |'équation

Z(t) = z(t)(A(z(t) — p(z(1))) ;2(0) = zo (5)

admette une unique solution. Nous pouvons alors
montrer que quand K tend vers linfini, les proces-
sus (ZK) convergent en loi vers cette limite détermi-
niste dés lors que c’est le cas pour les conditions
initiales.

Théoréme 2.Si (Zg)K converge en loi vers la
constante zg > 0 et si supg [E((Z(’)<)3) < oo, alors
pour tout T >0, la suite de processus (ZK, t € [0, T])
converge en loi dans D([0,T],R,) vers la fonc-

tion déterministe continue (z(t), t € [0, T]) solution
de (5).

Dans le cas linéaire, on retrouve l'équation de Mal-
thus z’(t) = z(t)(b—d) et dans le cas logistique celle
de Verhulst

Z'(t)= z(t)(b—d - cz(t)). (6)

Ces deux équations ont des comportements en
temps long différents. Dans le cas malthusien et sui-
vant le signe de b— d, la solution de l'équation tend
vers +oo ou 0, modélisant 'explosion ou l'extinction
de la population. Dans le cas logistique ot b—d > 0,
la solution converge vers "équilibre (b—d)/c > 0.
La compétition entre les individus entraine ainsi une
régulation de la taille de la population.

La preuve du Théoréme 2 est fondée sur un ar-
gument de compacité, identification des valeurs
d’adhérence et unicité de la limite. Donnons-en les
idées principales. On montre que la propriété de

finitude uniforme (en K) des moments d’ordre 3 se
propage dans le temps (uniformément pour t < T).
En utilisant la structure de martingale (3) du pro-
cessus, nous pouvons alors en déduire que les lois
des processus sont uniformément tendues (elles
chargent a ¢ prés le méme support), et qu’ainsi, par
le théoréme de Prokhorov (voir [2]), elles sont rela-
tivement compactes dans l'ensemble des probabi-
lités sur l'espace de trajectoires D([0, T],IR,). Les
sauts de ZK ont l'amplitude % Ainsi quand K tend
vers l'infini, les sauts tendent vers O et toute valeur
d’adhérence sera continue en temps. Par ailleurs (4)

entraine que E(MK]) < ([E(|Mt'<|2))l/2 tend vers 0.
Cela justifie le fait que le processus limite est dé-
terministe et solution de z(t) = zg + fot zs (Mzg) —
#(zs)) ds. L'unicité de la solution permet de conclure.
On pourra trouver plus de détails de la preuve dans
Bansaye-Méléard [1, Theorem 3.1].

2.3 — Variations autour du cas critique - Dif-

fusions de Feller logistique

Revenons au cas logistique avec 'hypothése que
les taux de naissance et mort hors la compétition
sont égaux a des quantités négligeables prés (pour
K grand). Plus précisément nous allons supposer
que ces taux s’écrivent

Ak(n) = ”(7’+£); pi(n) = n(7/+%+

C

c(n-1), (7

ol y,b,d,c>0et b>d.Le terme principal du taux
de croissance est donc nul et les parameétres b, d et
c caractérisent maintenant une petite perturbation
de ce taux de croissance (quand K est grand). Méme
si le processus de naissance et mort a un compor-
tement aléatoire, son approximation quand K — oo
sur un intervalle de temps fini est constante. Si
U'on veut voir les effets de la démographie, il faut at-
tendre beaucoup plus longtemps, a savoir un temps
d’ordre Kt.

Théoréme 3. Supposons que Zé( converge en loi
vers la variable aléatoire Z, de carré intégrable.
Alors, pour T >0, la suite (Z,’<<t, t €0, T])k converge
en loi, dans D([0, T],R,), vers le processus de dif-
fusion (Z;, t € [0, T]) solution de l'équation différen-
tielle stochastique

t t
Zt:ZO+J 2yZ, dBS+J Zs(b—d—-cZs)ds, (8)
0 0

ou B est un mouvement brownien réel. La loi de
ce processus est caractérisée par |'opérateur de
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diffusion A défini sur les fonctions de Ci par:

Ad(z) = yz¢”(z) + z(b~d - cz)$/(2).

Dans ce cas, le processus limite est un processus
aléatoire. En effet, il y a tant d’événements de nais-
sances et de morts dans cette échelle de temps que
la stochasticité ne peut pas complétement dispa-
raitre a la limite. Le terme /2y Z,dB; modélise cette
stochasticité démographique. Sa variance 2yZ,dt
est proportionnelle a la taille de population renor-
malisée. Quand ¢ = 0, nous obtenons l'équation de
diffusion de Feller.

dZ, =~2yZ,dB, +

La preuve de cette convergence est de nouveau
construite sur un argument de compacité-unicité.
L'unicité de la solution de (8) est un corollaire des
critéres classiques sur les équations différentielles
stochastiques en dimension 1 (cf. [16]). Lidentifi-
cation de la limite est plus délicate. Donnons-en
une idée. Ecrivons le générateur infinitésimal de

(ZEt,t € [0, T]), pour ¢ une fonction de classe C?

(b—d)Z, dt. (9)

sur R,.
Leplz) = K22(y + D) plz+ )~ 9(2))
+Ke <y+9+ <Kz = 1)(9(z- )~ 9(2)

=yz¢”(z)+ z(b—d - cz)¢p'(z) + O(1/K).
Ce générateur converge (quand K tend vers linfini)
vers le générateur du processus de diffusion (8). Un
théoréme de réprésentation permet de construire
un processus de tel générateur sur un espace de
probabilité donné. Pour plus de détails, voir [1],
preuve du Théoréme 3.2.

Il est a noter que si c#0, le processus (Z;, t20) so-
lution de (8) atteint son point absorbant O presque
sGrement, quand t tend vers l'infini. En effet, il existe
une formule explicite de P(Ty < +c0) en fonction
des coefficients du processus de diffusion (voir par
exemple [11, Chap. VI, Théoréme 3.2]) et cette pro-
babilité vaut 1 quand c = 0.

2.4 — Comportement en temps long : impor-
tance des échelles de temps et de
taille.

Nous allons ici nous limiter au cas du processus
de naissance et mort logistique (NX,t > 0) avec

b > d et ¢ = 1 pour donner des résultats plus ex-
plicites. Nous avons deux schémas en téte : le pro-
cessus de naissance et mort qui converge presque-
sGrement vers O quand le temps tend vers l'infini et
"approximation déterministe qui converge vers la
limite finie non triviale z* = b— d. En particulier, les
limites en temps et en taille ne commutent pas. Les
deux images sont cohérentes, mais cela dépend de
"échelle de temps sur laquelle on travaille. En fait,
l'approximation déterministe est une approximation
transitoire.
Pour le comprendre plus en détail, nous allons
mettre en évidence une phase de quasi-stabilité
de la taille de la population avant son extinction. La
compréhension d’'un tel palier de stabilité est obte-
nue en considérant la limite en temps long de la loi
de la taille de la population conditionnellement a
sa stricte positivité au temps d’observation. Remar-
quons tout d’abord que puisque T est fini presque-
sGrement, les événements aléatoires {Ty > t} dé-
croissent vers () quand t tend vers l'infini. Il a été
montré par Van Doorn dans [20] que pour chaque
K € IN* fixé, il existe une unique probabilité vK sur
IN* telle que pour tous ACIN*, et z> 0,
im P,(NKe A|Ty>1t) = vK(A).

t—+o00
Cette probabilité est appelée distribution quasi-
stationnaire pour le processus (Nf, t > 0) et vérifie
pourtous ACIN*ett>0

VK(A) = PVK(Nf € Al 7E) > t) et [PVK(-[E) > t) = e_P(K)t_

La loi conditionnelle du processus issu de la distri-
bution quasi-stationnaire est invariante et la loi de
son temps d’extinction est alors exponentielle. Ces
résultats sont obtenus a partir de l'étude spectrale
du semi-groupe (QK) du processus tué en 0, défini
par QKf(x) = E,(f(NK); Ty > t), dont e PK)t est la va-
leur propre maximale (simple) et vK est construite
a partir du premier vecteur propre a gauche, voir
également [8], [17] ou [6] pour une approche plus
générale.

Trés récemment avec Collet et Chazottes, nous
avons montré dans [7] que le processus reste un
temps trés long prés de cet équilibre transitoire
avant de s’éteindre. Nous obtenons un schéma
presque complet des échelles de temps : 'échelle du
temps moyen d’extinction, l'échelle de temps de la
convergence vers la distribution quasi-stationnaire
et l'échelle de temps durant laquelle le proces-
sus reste proche de l'équilibre rééchelonné [Kz*]
avec grande probabilité. On montre les résultats
suivants.
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Théoréme 4. (i) La mesure vK est proche (a O(1/K)
prés) d’une loi gaussienne d’'espérance [Kz*] et de
variance Kb.

(i) Ona P(Ty>t)=e Pt et

1

p(K)

_ Vorvd K(b-d+dn(d/b)) (InK)?
_—(b—d)z\/?e (1+O( VK ))

(i) Considérons t tel que KIn’K < t < 1/p(K).
Au temps t, NK issu de n = O(K) est nul avec une
probabilité proche de 1 — a,(K) ou suit la loi v
avec une probabilité proche de a,(K) et a,(K) =
1-(d/b)"+ O(1)/K.

L’étude explicite des dépendances en le coeffi-
cient K est trés technique. On montre que p(K) =

Ex(To) =

a; VKe=22K pour des constantes a,a >0 que l'on
peut calculer et qu’il y a un trou spectral p;(K) -
p(K) > 1/InK pour le semi-groupe QX, —p;(K) étant
la deuxieme valeur propre du générateur associé
a Q. En particulier on a p(K) < (p1(K) — p(K)). La
vitesse de convergence de la loi conditionnelle au
temps t vers la distribution quasi-stationnaire est
donnée par e~ (P1(K)-p(K)t Remarquons que des ar-
guments de grandes déviations peuvent permettre
de comprendre que le temps moyen d’extinction est
de l'ordre de e€K, pour C > 0.

Remarque 1. Cette étude des processus de nais-
sance et mort est trés instructive. Soulignons les
faits suivants qui permettent d’avoir une idée assez
claire de la situation.

(1) Le processus de naissance et mort logistique
(Nf, t > 0) tend presque-strement vers O, pour
toute condition initiale finie O(K).

(2) Les limites t — oo et K — oo ne commutent pas.
En effet, si t € [0, T], la loi du processus renormalisé
par 1/K est approché par la solution d’'une équation
logistique possédant un unique équilibre z* > 0.
(3)Si KInK < t < 1/p(K), la loi du processus au
temps t peut étre proche de sa distribution quasi-
stationnaire, qui est proche d'une gaussienne cen-
trée en [Kz*].

3. Evolution : modéles de
diversification d’espéces

Dans le paragraphe précédent, nous avons étu-
dié la dynamique d’'une unique population ot tous
les individus sont considérés comme identiques et

montré différents points de vue de modélisation.
Il est facilement imaginable de voir comment l'on
peut de méme modéliser un nombre fini de sous-
populations caractérisées par des types d’individus
différents, en intégrant potentiellement de l'inter-
action entre les individus. (Voir par exemple [16] ou
[3])- Nous allons ici généraliser notre approche a un
continuum de types. Cela est motivé par notre but
ultime, a savoir proposer une classe de modeéles,
fondée sur les comportements individuels, qui per-
mettent de comprendre les mécanismes de ’évolu-
tion darwinienne.

Darwin, dans son fameux ouvrage « De [‘origine des
especes au moyen de la sélection naturelle, ou la
Préservation des races favorisées dans la lutte pour
la vie », paru en 1859, révolutionne la biologie par
sa théorie de l'évolution et de la sélection naturelle.
En voici 'essence, extraite de son livre :

Comme il nait beaucoup plus d’individus
de chaque espéece qu’il nen peut sur-
vivre et que par conséquent il se produit
souvent une lutte pour la vie, il s’ensuit
que tout étre qui varie, méme légere-
ment, d’'une facon qui lui est profitable,
dans les conditions complexes et quel-
quefois variables de la vie, a une plus
grande chance de survivre. Cet étre est
ainsi l'objet d'une sélection naturelle. En
vertu du principe si puissant de l'héré-
dité, toute variété ainsi choisie aura ten-
dance a se multiplier sous sa nouvelle
forme modifiée.

Nous allons modéliser les différents mécanismes
décrits par Darwin et faire émerger des phéno-
ménes d’évolution, a travers l'apparition et la fixa-
tion successives de mutations favorables. Le fon-
dement de cette approche consiste a intégrer la di-
versité individuelle dans le modéle de naissance et
mort que nous avons présenté dans le paragraphe
précédent. Nous supposons que chaque individu est
caractérisé par un vecteur x € R4 qui résume de
maniére quantitative un type génétique ou phéno-
typique et qui affecte les taux démographique et
d’interaction. Cela peut étre par exemple la taille
a la naissance, le niveau d’agressivité, 'aptitude a
la prédation, 'adge de la maturité, ou 'ensemble de
ces caractéristiques. Ce vecteur est classiquement
appelé un trait.

L'espace des traits X’ est un sous-ensemble com-
pact de RY (d > 1) et la population est décrite
a chaque instant t par le nombre d’individus vi-
vant au temps t et par les traits de ces individus.
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A chaque instant, les traits des individus forment un
vecteur de RN, ot N est la taille de la population.
Mais cette taille change au rythme des naissances
et des morts et le bon espace dans lequel faire
vivre nos processus est 'ensemble des mesures
positives Mp(&X') sur X. Soit M le sous-ensemble
de Mg(X) des mesures ponctuelles finies, M =
{Z?:l 5)(,,, n>0,xq,.., X, € X}, ou 6, est la masse de
Dirac en x. Rappelons que pour toute fonction boré-
lienne f sur X', nous avons IX fdé, = f(x).

La dynamique de la population est décrite par le
processus de Markov (Y, t > 0) a valeurs dans M
défini par

N,
Ye=) oxp (10)
i=1

ol la masse N; de la mesure Y; est le nombre dindi-
vidus vivant au temps t et les éléments du support
th,...,Xflt de Y; sont les traits des individus (dans X))
au temps t.

Le processus (Y;, t > 0) est un processus de nais-
sance et mort avec mutation et compétition, dont
nous pouvons décrire les transitions. Un individu
de trait x a un taux de reproduction b(x) et un taux
de mort intrinséque d(x). La pression de compé-
tition qu’un individu de trait y exerce sur un indi-
vidu de trait x est décrite par le noyau de compéti-
tion C(x —y). Ainsi, le taux de mort d’un individu de
trait x dans la population v = Zf\il 6,i est donné par
d(x)+ Zf\il C(x—x") = d(x) + C * v(x). Remarquons
que les traits les plus favorables a un instant donné
seront ceux qui maximisent le taux de croissance
de la sous-population associée. Les traits sont a
priori héritables par les descendants qui portent
le méme trait que leur parent. Toutefois, des mu-
tations peuvent se produire dans la transmission
génétique qui vont perturber cette héritabilité. Nous
allons supposer qu’une mutation peut se produire a
chaque événement de reproduction d’un individu de
trait x avec une probabilité p(x) €]0, 1[. Dans ce cas
le descendant hérite d'un trait modifié x + h, ol h
est tiré suivant une loi m(x, h)dh (par exemple une
loi normale centrée en 0).

Par une généralisation naturelle de ce que nous
avons vu au chapitre précédent, nous pouvons in-
troduire le générateur infinitésimal L du processus
de Markov (Y;)>0. Il est défini pour toute fonction ¢

et toute mesure ponctuelle v € M par

Lo()= ) b(x)(1 = p(x (v +6,) - p(v)

N
i=1

N
) (dlx)+ Cev(x))(p(v=6,0)— B(v))

1l
_

+ Zb(x'>p<x’>L(¢<v+éxf+h)—cp(v))m(x’, h)dh.
(11)

Le premier terme dans (11) capture l'effet des nais-
sances sans mutation (a la naissance d'un individu
de trait x’, on ajoute une masse de Dirac 6,i), le
second terme l'effet des morts (on retire une masse
de Dirac 6,i a la mort d’un individu de trait x') et
le dernier terme donne l'effet des naissances avec
mutation.

Dans la Figure 1, cas (a—d), nous présentons dif-
férentes simulations (issues de [5]) d’'un exemple
introduit par Kisdi [14] : le trait x € [0, 4] est un pa-
ramétre de taille, b(x) = 4—-x,d =0, C(x—-y) =

2 1 .
E(l—m) et m(x,h)dh est la loi nor-

male N (O, 02). Initialement, il y a K individus de
méme trait 1, 2. La distribution des traits est repré-
sentée dans l'image supérieure et celle de la taille
de la population dans l'image inférieure. Nous fai-
sons croitre K dans les figures (a—c). Le cas (d) cor-
respond a K grand et petite probabilité de mutation.
Dans les cas (e—f), nous supposons que les taux de
reproduction et de mort dans la population v valent
respectivement K7+ b(x) et KT+ d(x)+ Cxv(x). La loi
de reproduction est presque critique avec beaucoup
de naissances et de morts quand K est grand mais
nous supposons par ailleurs que la loi de mutation
est une loi normale centrée de variance O(1/K")
qui engendre de petits effets de mutation. Cas (e) :
n=0,5;cas (f):n=1.

Nous observons des images extrémement diffé-
rentes qui sont soit de type déterministe, soit de
type stochastique. Ce sont les rapports d’échelles
des parametres qui changent. Les 3 premiéres si-
mulations illustrent la convergence du processus
stochastique renormalisé par 1/K vers l'équation
intégro-différentielle avec non linéarité non locale

3u(t, ) = (1 - p)b(x) — d(x) — C+ u(t, ))u(t, x
+ f by)u(t,y)m(y, x)dy, (12)

qui généralise au cas infini-dimensionnel 'équa-
tion différentielle ordinaire obtenue au Théoréme 2.
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Ficure 1 — Simulations issues de Champagnat-Ferriére-Méléard [5]
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(d) p=0,00001, K = 3000, 0 =0,1.

Les simulations (e) et (f) (de la Figure 1) étudient
un cas proche de la criticité. Elles peuvent étre
justifiées par la convergence du processus discret
soit vers la solution d'une équation de réaction-
diffusion (e), soit vers un processus stochastique a
valeurs mesures (f) qui généralise en dimension in-
finie l’équation différentielle stochastique obtenue
au Théoréme 3. Les preuves de ces convergences
adaptent les preuves des théorémes 2 et 3 aux pro-
cessus a valeurs mesures. Elles consistent en un
argument de compacité, identification de la limite
et unicité pour des topologies adaptées, qui sont va-
lables sur un intervalle de temps fini [0, T] (voir [1]).

Sur les simulations, nous remarquons que la popu-
lation se concentre sur quelques traits ou régions
de l'espace des traits qui optimisent le taux de crois-
sance et permettent de prédire 'évolution. Insistons
sur le fait que ces objets limites présentent des

(e) p=0,3, K =10000, 0 = 0,3/K"2, n=0,5.
1

2.10¢

_— 0. - - - — - - - - .t
20 ] 5 10

(f) p=0,3, K =10000, 5 =0,3/K"2, n=1.

propriétés qualitatives trés différentes méme s’ils
sont tous issus du méme processus individuel avec
une condition initiale concentrée sur un seul trait.
Il est donc fondamental de réfléchir aux rapports
d’échelle des parameétres dans le choix de modéle
que l'on veut considérer.

4. Le cas des mutations rares

Nous allons nous concentrer sur la justification ma-
thématique de la Figure 1 cas (d) qui est la plus
étonnante. La simulation est obtenue pour une trés
petite probabilité de mutation et une longue échelle
de temps. Le processus de saut qui en découle dé-
crit en ce cas la succession des fixations de muta-
tions favorables et représente l'apparition de paliers
évolutifs.
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Comme précédemment, nous introduisons un para-
métre d’échelle K qui permet de décrire le rapport
d’échelle des parameétres. Le processus de popula-
tion (YK, t > 0) est paramétré par K, a travers sa
condition initiale YOK, la probabilité de mutation pg
et le noyau de compétition entre deux individus de
traits respectifs x et y, qui vaut C(x—y)/K. Les para-
meétres démographiques b et d et le noyau C sont
des fonctions continues sur X’ et de plus,

inf (b(x) - d(x)) >0;

inf C(x—y)>0. (13)
xeX

X, yeX

Cette hypothése nous dit que sans compétition,
chaque sous-population de trait donné aurait un
taux de croissance positif et devrait croitre expo-
nentiellement, mais sa taille est régulée par la com-
pétition.

Nous supposons que supg %[E((YK,IP) < +oo et
que, quand K tend vers l'infini, %YOK converge en
loi vers une mesure ug(dx). Nous supposons égale-
ment que la probabilité de mutation pg tend vers O.
On peut alors montrer en généralisant la preuve du
Théoréme 2 a la dimension infinie, que le processus
(%Yt’(, t > 0) converge en loi dans D([0, T], Mg(X))
vers la solution unique de 'équation limite définie
sur [0, T] par

du(t, x) = (b(x) — d(x) = C=u(t, x))u(t, x) ;
u(0)(dx) = ug(dx). (14)

Remarquons que sur cette échelle de temps
d’ordre 1, l'effet des mutations disparait. Ainsi, pour
pouvoir observer cet effet, il faut attendre beau-
coup plus longtemps. Nous allons considérer le pro-
cessus de population a l'échelle de temps des muta-
tions, qui est d'ordre 1/Kpg puisque le taux global
de mutations est d’ordre Kpg.

Avant d’étudier ce processus, revenons a l'équa-
tion (14) dans le cas ol la condition initiale ug est
une mesure de Dirac 6,,. Comme il n'y a pas de
mutation, toute solution de (14) aura pour sup-
port le seul point xg. Ainsi l'équation se réduit
a l'équation satisfaite par le nombre d’individus
n¢(xg). Celui-ci satisfait a l'équation (6) avec b =
b(xg), d = d(xg) et ¢ = C(0). Nous avons vu que
'unique équilibre stable de cette équation est Ny, =
(b(xp) = d(x0))/ C(0).

Dans le cas ou la condition initiale a pour sup-
port deux traits x et y, toute solution de (14) aura
pour support les seuls points x et y. L'équation (14)
se réduit alors aux deux équations satisfaites par
les nombres d’individus n;(x) et n;(y) des sous-

populations de traits respectifs x et y. C'est un sys-
teme de Lotka-Volterra compétitif

{fvt(X) ne(x) (r(x) = C(0) ne(x) = C(x = y) ne(y))s
ne(y)=n

(15)
) (r(y) = Cly = x) n(x) = C(0) ne(y))

ol r = b— d est le taux de croissance. L'étude de
ce systéme est bien connu et son état d’équilibre
dépend du signe d’une fonction non symétrique et
nulle sur la diagonale, appelée « fitness » d'invasion
d’un trait y dans une population résidente de trait
X, qui vaut

f(y;x) = b(y) - d(y) - Cly — x) n,

b(x) - d(x)
=b(y)-d(y)-Cly—x) co)
Remarquons que si C est constante, c’est la diffé-
rence des taux de croissance des sous-populations
de trait y et x. Nous savons que si f(x;y) > 0 et
f(y; x) <0, le systéme converge vers l'équilibre mo-
notype (n,,0) alors que si f(x;y) <0 et f(y; x) >0, le
systeme converge vers (0,n,). Si les deux valeurs
de la fonction de fithess sont positives le systéme
converge vers un équilibre non trivial, ce qui modé-
lise la co-existence des deux traits dans la popula-
tion.

(16)

Nous supposons que les parameétres du modéle sa-
tisfont a 'hypothése dite « d’'Invasion implique Fixa-
tion » (IIF) caractérisée par :

pour tout x € X, pour presque touty € X,
f(y;x)<0ou (f(y;x) >0et f(x;y) < O). (17)

Sous cette hypothése, nous ne pouvons pas avoir
co-existence des deux traits et si des individus de
trait y existent a la limite, il Ny a plus d’individus
de trait x. On dit que le trait y s’est fixé dans la
population.

Nous allons faire de plus une hypothése de sé-
paration d’échelles de temps. Pour toute constante
V > 0, nous supposons que

1
InK <« — < e"k. (18)
K

Pk
Cette hypothése sera expliquée dans les idées de
preuve du Théoréme 5, di & Champagnat [4].
Théoréme 5. Supposons que YOK = N(’)<6XO soit
tel que Ng/K converge en loi vers n, et que
supg [E((Ng/K)3) < +00. Sous les hypothéses (13),
(17) et (18), le processus (£ YK, ,t>0) converge

K "t/Kpg’
en loi, au sens des marginales de dimension fi-

nie, vers le processus a valeurs mesures (V; =
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nx,0x,), t>0), ot (X, t > 0) est un processus a va-
leurs dans X, constant par morceaux, issu de xg,
qui saute de x a x+ h, pour h choisi suivant la distri-
bution m(x, h)dh, au taux

— [f(x+h;x)]+
b(x+h)

(Cette convergence signifie que pour tous temps
0 <ty <--- <ty le vecteur des valeurs du processus

%YprK en ces temps fixés converge vers le vecteur
des coordonnées du processus limite pris sur ces
méme temps).

Le processus V; a des trajectoires constantes par
morceaux qui ne chargent a chaque instant t qu’un
seul trait. Il représente les invasions successives
de mutations avantageuses au cours de "évolution.
Pour le voir, nous avons di nous placer sur l'échelle
de temps trés longue des mutations rares t/Kpg. Sa
dynamique est résumée par les deux images de la
simulation Figure 1 cas (d). La figure du haut montre
la succession des valeurs de traits (les mutations
avantageuses) et celle du bas les tailles de popula-
tion correspondantes. Le processus (X;, t > 0) décrit
le support de (V;,t > 0) a chaque instant t. Il a été
introduit heuristiquement dans Metz et al. [18] et
étudié rigoureusement dans [4]. Il est appelé « Trait
Substitution Sequence ».

Donnons quelques éléments de preuve.

Probabilité et temps d’invasion et de fixation.
Comme étape intermédiaire, nous étudions le sort
d’un individu nouvellement muté de trait y dans
une population résidente monotype de trait x. Nous
supposons que le trait y est avantageux, au sens
oul la fitness d’invasion f(y; x) définie dans (16) est
strictement positive. La taille N¥K de la population
résidente de trait x est proche de son équilibre Kn,
(cela est justifié au paragraphe précédent). La Fi-
gure 2 (due a N. Champagnat) illustre l'invasion
et la fixation d’un trait y dans une population de
trait x proche de son équilibre. Les courbes oscil-
lantes représentent les processus stochastiques et
les courbes en pointillé qu’elles suivent sont don-
nées par le systéeme dynamique.

FIGURE 2 — Invasion et fixation du trait y

Pour quantifier la probabilité d'invasion et le temps
de fixation du mutant, nous allons décomposer
Uinvasion-fixation du mutant y en plusieurs étapes,
en introduisant de maniere arbitraire un seuil 7> 0
qui va tendre vers 0. Durant la premiére phase
(entre les temps O et t; de la Figure 2), N¥K est trés
petit par rapport a N*K et sa dynamique est trés
stochastique. Il peut étre approché par un proces-
sus de naissance et mort linéaire issu d’un individu
et de taux respectifs b(y) et d(y)+ C(y — x)n,, au
moins jusqu’a ce qu’il atteigne le seuil 7 K signifiant
qu’il a atteint U'ordre K. Quand K tend vers l'infini,
la probabilité pour N¥'K d’atteindre nK est approxi-
mativement égale a la probabilité de survie de ce
processus. Nous avons vu précédemment (calcul
faisant suite au Théoréme 1) que celle-ci est don-
née par

fly;x) _ bly) = dly) = Cly = x) 7y
b(y) b(y) '

Il est par ailleurs connu (cf. par exemple [16,
Chap. 5.4.4]) que pendant cette premiére phase,
Uespérance de N”K au temps t vaut eV, Ainsi
le temps nécessaire a atteindre le seuil Kn sera de
Uordre InK/f(y; x). Quand NYK atteint le seuil K#,
la seconde phase commence, pendant laquelle le
processus (N*K, N¥'K) est d’ordre K et reste proche
du systéme dynamique (15) (a K prés). La trajec-
toire déterministe atteint son équilibre (O,ﬁy) en
un temps dordre 1 puisque par (17), f(y;x) > 0
entraine f(x; y) < 0. Au bout d'un temps d’ordre 1,
la taille N*K de la sous-population de trait x (qui
suit n,(t)) atteint le seuil Kz (au temps t, de la Fi-
gure 2). La troisiéme phase commence alors et N*K
peut étre approché par un processus de naissance
et mort linéaire de taux b(x) et d(x) + C(x - y)n,.
Comme f(x;y) <0 par (17), ce processus est sous-
critique et il atteint O presque-sGrement, aprés un
temps moyen [E,x [ To] ~k_c0 INK/|f(x; )| (cf. Propo-
sition 1 ou [16, Chap. 5.5.3]). En sommant, nous

P(y;x) =

(19)

SMF — GAZETTE — OCTOBRE 2017 — N° 154 17



MATHEMATIQUES

obtenons que le temps de fixation du mutant avan-
tageux y dans la population résidente de trait x est
d’ordre

T =tnk( o+ ). (20)

fly;x)  [f(xy

Le processus de saut. L'idée principale est la sui-
vante : si les mutations sont rares, la sélection a
le temps d’éliminer les traits délétéres ou de fixer
les traits avantageux avant qu’un nouveau mutant
arrive. On peut alors combiner les résultats pré-
cédents. Par le principe de grandes déviations (cf.
Freidlin-Wentzell [10]), le temps pour le processus
renormalisé de quitter un voisinage de son équilibre
déterministe est plus grand que exp(VK), pour tout
V > 0, avec grande probabilité. Ainsi sous 'hypo-
thése (18) et si la population résidente est mono-
type de trait x, le premier mutant apparaitra avec
grande probabilité avant que le processus renorma-
lisé ne quitte le voisinage de n,. Supposons que ce
mutant soit de fitness (16) positive. Son temps de
fixation est donné par (20) et du fait de InK <« KLPK
(hypothése (18)), la phase de compétition, stabili-
sation de la population y et disparition de la popu-
lation x aura lieu avant l'apparition d’'une nouvelle
mutation avec grande probabilité. En utilisant l'as-
pect markovien du processus, nous pourrons réité-
rer les arguments et obtenir de proche en proche les
sauts successifs d'un mutant avantageux a l'autre.
Tant que le processus renormalisé N¥K/K reste
proche de n,, le taux de mutation d’un individu
de trait x est proche de px b(x) Kn,. A l'échelle de
temps KL, il vaudra approximativement b(x)n,. La
probabilité de survie de la population mutante est
donnée par (19). Nous obtenons ainsi le processus
(Vi, t > 0) décrit dans 'énoncé du Théoréme 5.

5. Généralisations possibles

Le modéle que nous avons présenté est trés
simple et les généralisations sont multiples, le but
étant de se rapprocher de plus en plus de modeéles
réalistes. Nous allons en mentionner quelques-
unes.

Structure d’age. Nous avons supposé que les pa-
rametres démographiques ne dépendent que du
type génétique de l'individu. Mais il est souvent im-
portant de prendre en compte 'age de l'individu
et de modéliser l'effet de 'dge sur la dynamique
(ralentissement de la reproduction, mort plus pro-
bable). Dans ce cas le processus n‘est plus mar-

kovien car l'information s’accumule au cours du
temps. (cf. Tran [19]).

Structure spatiale. Tous les résultats mentionnés
précédemment concernent des populations sans
structure spatiale. Cependant, a l’échelle d'une es-
pece entiere les individus sont souvent organisés
en communautés, reliées entre elles par des mi-
grations. A défaut de sous-populations clairement
identifiables, il peut étre important de tenir compte
du fait que deux individus éloignés ont tendance
a interagir beaucoup moins que ne le font deux
voisins. Le modéle précédent doit alors étre mo-
difié en conséquence et des outils mathématiques
plus complexes sont nécessaires pour prendre en
compte le caractére local de "évolution. Dans [15],
Leman introduit la structure spatiale et montre la
co-adaptation en trait et en espace a travers l'évo-
lution des lieux de vie des espéces considérées en
méme temps que l'évolution de leurs traits.

Communautés. Nous avons vu dans lintroduction
que les écosystémes sont des sytémes d’interac-
tions complexes qui évoluent conjointement. Dans
Costa et al. [9], nous étudions la co-évolution de la
défense des proies et de la préférence des préda-
teurs et nous montrons que les prédateurs doivent
s’adapter suffisamment vite a l'évolution des proies,
faute de quoi ils disparaitront. Dans la Figure 3, les
traits de défense des proies sont en rouge et les
traits de préférence des prédateurs sont en noir. Les
prédateurs peuvent consommer des proies si leur
trait de préférence coincide avec celui des proies.
Les deux images de gauche montrent des simula-
tions dans une asymptotique de grande population
et mutations rares (méme type de figure que Fi-
gure 1 (d)), mais avec possibilité de co-existence de
plusieurs especes. Dans la figure de gauche, les pré-
dateurs ne s’adaptent pas alors que les espéces de
proies se diversifient, avec des types de défense que
les prédateurs ne reconnaissent pas. La population
de prédateurs ne trouvant plus de proies adaptées
a sa préférence finit par disparaitre. Dans la figure
du milieu, l"évolution des prédateurs suit assez ra-
pidement celle des proies et l'on observe une co-
évolution de la communauté proie-prédateur. Cette
co-évolution est une sorte de course a l'armement
entre les espéces, plus connue sous le nom de théo-
rie de la reine rouge, tirant son nom d’un épisode
d’Alice au Pays des merveilles ot Alice et la reine
rouge se lancent dans une course effrénée pour
rester a la méme place. La figure de droite résume
cette co-évolution.
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FIGURE 3 — Exemples de co-évolution

Mentionnons pour finir une application dans le do-
maine de la santé concernant l'évolution phénoty-
pique de certaines cellules tumorales. Sous l'effet
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de l'attaque de lymphocytes, les cellules s’adaptent notypes.
en augmentant leur résistance aux attaques par
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Fatou et Julia aux applications polynomiales ou rationnelles en dimension complexe au moins 2. Enfin, la conférence de J.-C. Yoccoz, rédi-
gée par M. Flexor, considére les polyndmes de degré 2 en une variable complexe et se consacre en particulier aux propriétés hyperboliques
de ces polynémes, autour du théoréme de Jakobson.
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Structures de contact vrillées,
d’aprés Borman-Eliashberg-Murphy

1. La géométrie de contact au
quotidien

Je vais d’abord tenter de vous convaincre que
vous étes confrontés quotidiennement a la géomé-
trie de contact. Considérons une mathématicienne
au volant d'une voiture, ou si vous préférez, au gui-
don d’une bicyclette, qui se déplace. Vous observe-
rez que, a tout instant, son vecteur vitesse est dans
la direction de son véhicule. Si ce n‘est pas le cas,
elle est en train de déraper et 'histoire pourrait mal
finir. Son mouvement est ainsi contraint : alors que
'espace des configurations du véhicule est de di-
mension trois (deux pour la position et un pour la di-
rection), elle n"a que deux degrés de liberté (avancer
et tourner les roues) pour se déplacer infinitésimale-
ment (la modélisation serait meilleure avec un mo-
nocycle mais cela disqualifierait la plupart d’entre
nous). Géométriqguement, cela signifie que l'espace
des configurations du véhicule est naturellement
muni d’'un champ de plans. exemple de champ de
plans le plus facile a imaginer est celui constitué
par les plans tangents a un feuilletage, c’est-a-dire
une partition par des surfaces, localement comme
R3 =] |.r R?x{z}. Si vous souhaitez vous déplacer
dans R3 avec la contrainte infinitésimale de se dé-
placer de facon tangente a ce champ de plans, vous
resterez piégé dans une tranche R? x {z}. Ce n'est
pas le cas de notre véhicule, on se convainc facile-
ment que l'on peut visiter tout 'espace des configu-
rations en se déplacant depuis n'importe quel point
en respectant cette contrainte. Je dirai méme plus,
n‘importe quel chemin dans l'espace des configura-
tions peut-étre approché par une vraie trajectoire
de véhicule. Autrement dit, on peut faire un créneau
dans un espace arbitrairement petit si l'on s’y prend
bien. On parle de non-intégrabilité pour désigner
cette propriété géométrique particuliere du champ
de plans. Donnons maintenant quelques formules
pour exprimer tout cela. Tout d’abord l'espace des
configurations peut s’écrire :

R? x R/27Z,

¢ S. COURTE

ol un point (x, y, 0) représente le véhicule au point
(x,y) et dans la direction faisant un angle 6 avec
U'horizontale (voir figure 1).

FiIGURE 1 — Un véhicule simplifié

Ensuite, un déplacement infinitésimal (6x, oy, 56) du
véhicule au point (x,y,0) n‘est pas un dérapage si
et seulement si

sin(0)éx — cos(0)dy = 0.

Avec le langage des formes différentielles, le champ
de plans s’écrit donc

& = ker(sin(6)dx — cos(6)dy).

Observez que les plans tournent lorsqu’on fait va-
rier O (voir figure 2).

FIGURE 2 — Une structure de contact. Les
plans tournent autour des droites verticales
lorsque l'on fait varier 6

i

© Patrick Massot
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Sur une variété de dimension trois quelconque
appelons structure de contact tout champ de plans
localement équivalent a celui ci-dessus. C’est justi-
fié par un théoreme de Darboux-Pfaff : un champ de
plans non-intégrable (qui tourne infinitésimalement
en chaque point) est localement isomorphe a ce mo-
déle. A ce titre la géométrie de contact est radicale-
ment différente de la géométrie riemannienne : il n'y
a pas de notion de courbure (puisque c’est toujours
localement la méme chose). On ne peut pas non
plus mesurer la distance entre deux points, il Ny a
pas de notion de géodésique. Par contre, ily a une
classe de courbes particulieres, celles qui sont tan-
gentes a & en chaque point; on les appelle courbes
legendriennes. C’est le cas d’une trajectoire du vé-
hicule dans R? x R/2nZ. En fait, on observe plutot
la projection dans le plan (x, y), qui présente en gé-
néral des points de rebroussement, indispensables
pour un créneau réussi (voir figure 3).

FIGURE 3 — La voiture bleue se gare dans la
file de voiture rouge. La trajectoire noire ap-
proche la trajectoire idéale rouge, c’est le
créneau en théorie

—— —o—r

(@]

La question qui nous occupe ici est une ques-
tion que les mathématiciens aiment bien, celle de
la classification : quelles variétés portent une struc-
ture de contact? Combien a isomorphisme prées?
Une avancée majeure sur ces questions a été réa-
lisée par Borman, Eliashberg et Murphy dans l'ar-
ticle [2] publié dans le journal Acta Mathematica
en 2015. Je vais tenter de vous en donner une idée
dans la suite de ce texte.

2. En dimension supérieure

On savait déja beaucoup de choses sur la clas-
sification des structures de contact en dimension
trois. Malheureusement pour la simplicité de ce
texte, le théoréme de Borman-Eliashberg-Murphy
traite le cas des dimensions supérieures. Un petit
saut en abstraction permet de donner des exemples
de structures de contact en dimension cing, sept, ...
(ca ne peut exister qu’en dimension impaire) dans
le prolongement naturel de 'exemple de la sec-
tion précédente. Pour cela, considérons une variété
M de dimension n et 'ensemble ST*M des hyper-
plans coorientés tangents a M. Un élément de ST*M

consiste alors en un point m € M, un hyperplan H
de l'espace tangent T ,,M et une orientation de la
droite quotient T,,M/H. Par dualité on peut aussi
voir ST*M comme l'ensemble des covecteurs tan-
gents non nuls (le fibré cotangent privé de sa sec-
tion nulle) modulo multiplication par un nombre
réel strictement positif. L'espace ST*M est une va-
riété de dimension 2n— 1, munie d'une projection
7 : ST*"M — M dont les fibres sont des sphéres de
dimension n — 1. Par analogie avec 'exemple du
paragraphe précédent, pensons a un hyperplan tan-
gent comme un objet qui se déplace sur M avec
la contrainte naturelle selon laquelle son vecteur
vitesse appartient a lui-méme a tout instant. Le
champ d’hyperplans & sur ST*M exprimant cette
contrainte a donc pour équation

& =ker(podn)

au point p € ST*M, interprété ici comme un covec-
teur. Dans le cas ot M = [Rz, on retrouve l'espace
des configurations du véhicule. Localement pres
d’un point de ST*M, on peut trouver des coordon-
nées qi,.--, 90 Y1,---» Yn-1 telles que

n-1

¢ =ker(dg,+ ) ydq;).
i=1

Une structure de contact sur une variété (de di-
mension impaire) est un champ d’hyperplans loca-
lement isomorphe a celui ci-dessus.

3. Le h-principe de Gromov

Le probleme de construction et de classification
a déformation pres des structures de contact rentre
dans un cadre trés général formulé par Gromov.
Voyons comment. Sur une variété V de dimension
2n+ 1, un champ d’hyperplans & donné localement
comme le noyau d'une 1-forme différentielle a est
une structure de contact si et seulement si

aA(da)"£0

en tout point de V. C’est la condition infinitésimale
de non-intégrabilité. Dans des coordonnées locales
(X1, X2p41), @ S’ écrit

2n+1

a = Z aidX,-
i=1
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et la condition ci-dessus s’écrit

E a aail aai” dx, Adx;, Adx
o o k anl aXJ K ;1 1
Kyi1,J1 5000000 n

"'/\den/\dX,'n = 0.

Retenons simplement que c’est une condition ou-
verte sur les a; et leurs dérivées premiéres. Trou-
ver une structure de contact & sur V, c’est donc
résoudre un systéme d’inéquations aux dérivées
partielles (non linéaires). Cela semble difficile en
général mais dans un certain nombre de situations
intéressantes, cela se réduit a un probléme homo-
topique (pas nécessairement facile a résoudre mais
que l'on peut confier a un collégue topologue algé-
briste) : dans ce cas on dit que le h-principe s’ap-
plique. Gromov ne s’est pas contenté de formuler
ce principe, il a donné des méthodes pour en éta-
blir la validité dans de nombreuses situations. Les
résultats de Gromov impliquent par exemple que le
h-principe est valide dans le cas qui nous occupe
pour les variétés ouvertes, c’est-a-dire dont aucune
composante connexe n‘est compacte sans bord. Ce
n‘est pas en observant longuement 'équation ci-
dessus que l'on établit ce théoréme puisqu’en fait
la forme particuliére de "équation importe peu : il
suffit que la condition soit ouverte et invariante par
difféomorphisme (voir [13, 15]).

Voici une vague idée de démonstration s’ap-
puyant sur le lemme d’approximation holonome di
a Eliashberg-Mishachev (voir le livre [10]). On com-
mence par trianguler la variété V. La réunion des
simplexes de dimension inférieure ou égale a 2n
constitue le squelette de codimension 1, notons-
le X. Du fait que la variété V est ouverte, elle peut
se rétracter continiment (par isotopie) sur un voisi-
nage arbitrairement petit de ¥. Voyons pourquoi.
D’une part, un simplexe privé de son centre se
rétracte sur son bord simplement en suivant les
rayons depuis le centre. D’autre part, on peut tra-
cer dans V des chemins disjoints depuis les centres
des simplexes de dimension 2n + 1 jusqu’a linfini
(ou jusqu’au bord de V) et rétracter V le long de
ceux-ci pour envoyer V dans le complémentaire des
centres de chaque simplexe de dimension 2n+1. La
figure 4 illustre ce procédé dans le cas ot V est un
disque muni d’une triangulation.

FIGURE 4 — Le procédé de rétraction sur un
voisinage du squelette de codimension 1.
En pointillés : les arcs disjoints joignant les
centres des faces au bord (figure de gauche)
et les rayons émanant du centre de chaque
face (figure du milieu)

Ensuite, il s"agit de construire une structure de
contact sur un voisinage de ¥. Remplacgons ici ce
probleme par un autre, plus simple a visualiser mais
présentant les mémes caractéristiques : des condi-
tions ouvertes sur une fonction et ses dérivées pre-
miéres. Pour tout € > 0, on cherche une fonction
f:[0,1]xR — R de classe C! telle que

ar

—l<e
dx !

<eetl|f(x,y)—x|<e.
dy

Le théoréme des accroissements finis nous em-
péche de trouver f quand € est trop petit, et ce
méme en restriction a [0,1] x {0} :

I£(1,0)— £(0,0) < 1 x sup| 2
dx

<€ et

|f(1,0)F(0,0)| > |1-0|-|f(1,0)~1|-|f(0,0)-0] > 1-2e.

Par contre, au voisinage par exemple du graphe de
hy:[0,1] > R, donnée par

hn(x) = 1 sin(21tNx)
N

avec N entier assez grand, cela devient possible.
Pour s’en convaincre, on peut penser au graphe
{z = x} comme une montagne qu’un randonneur
souhaite franchir doucement, c’est-a-dire par un
chemin ot la pente est toujours < € (voir figure 5).

FIGURE 5 — Le randonneur opte pour un che-
min sinueux mMais moins raide

z

i
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Bien entendu la démonstration du lemme d’ap-
proximation holonome est plus difficile mais l'idée
essentielle est la. Si l'on ne peut pas directement
construire une structure de contact au voisinage
de ¥, on pourra le faire aprés avoir fait osciller for-
tement X (par isotopie) dans la direction transverse
(voir figure 6).

FIGURE 6 — Le squelette ¥ avant et aprés l'os-
cillation

Enfin, on étend la structure de contact a V tout
entier en tirant en arriére par une rétraction sur un
voisinage de ce ¥ oscillant; c’est ici qu’intervient
l'invariance par difféomorphisme.

Attention, ceci n‘implique pas que toute variété
ouverte admet une structure de contact. Comme
dit plus haut, le h-principe résout le probleme a
condition de savoir résoudre le probleme homoto-
pique sous-jacent. Ici il sagit d’étudier les champs
d’hyperplans munis de formes bilinéaires antisy-
métriques non dégénérées (doys dans le cas d'une
structure de contact & = ker ). On appelle cela une
structure presque de contact. Déterminer si une va-
riété admet une structure presque de contact ou
si deux structures presque de contact sont homo-
topes est un probléme que l'on peut résoudre de
facon systématique moyennant la connaissance du
fibré tangent et de certains groupes d’homotopie.
On verra un exemple plus loin, mais notons déja
qu’il existe des variétés sans structure presque de
contact et nous ne pourrons donc rien faire pour
elles.

Le h-principe est valide aussi dans une version
a paramétres et donne ainsi l'unicité a déformation
prés de la structure de contact obtenue, voici un
énoncé.

Théoréme 1 (Gromov 69). Sur une variété ouverte,

1. toute structure presque de contact est homo-
tope a une structure de contact;

2. deux structures de contact homotopes parmi
les structures presque de contact sont homo-
topes parmi les structures de contact.

4, Le théoréme de
Borman-Eliashberg-Murphy

Le théoréme de Gromov ci-dessus ne dit rien
au sujet des variétés compactes sans bord. En fait,
le deuxiéme point de l’énoncé ci-dessus est faux
en général, et ce déja sur la sphere S>. Pour le
voir commencons par demander a la collégue de
topologie algébrique combien S° admet de struc-
tures presque de contact a homotopie preés. Elle
nous répond « une seule, car le fibré tangent de K
est stablement trivial et 7t5(SO(6)/U(3)) = 0» et
nous la remercions. Passons maintenant aux struc-
tures de contact authentiques. Il y en a une bien
connue : considérons S> comme la sphére unité de
C3, dans chaque espace tangent a S° se trouve
un hyperplan canonique & qui est le sous-espace
vectoriel complexe maximal. On peut vérifier par le
calcul que c’est une structure de contact : & est le
noyau de la forme différentielle a = ) x;dy; — y;dx;
(en effet, ) x;dx; + y;dy; = O est une équation de
'espace tangent a S° et on obtient —a en com-
posant cette forme différentielle par l'opérateur
de multiplication par i) et da = }_dx; A dy; vérifie
da(v,iv) > 0 pour tout v € C" \ {0} (en particulier,
deyc est non dégénérée). Cette derniére condition
traduit la pseudoconvexité de la sphere et fournit
au passage un exemple du lien important entre géo-
métrie de contact et convexité holomorphe. Pour
obtenir d’autres structures de contact, considérons
S3, suivant Brieskorn [4], comme l'intersection de
la sphére unité avec une hypersurface singuliére de
C*. Explicitement, pour tout p > 2, 'ensemble

(20425 +25+25 = 0,|z1 [ +]zo +] 232 +|z4)° = 1} 'S/
est une sous-variété difféomorphe a 85, et comme
précédemment, le champ des tangences complexes
est une structure de contact. On a ainsi, pour
chaque p > 2, une structure de contact &, sur S>.
Il se trouve gqu’elles sont non isomorphes deux a
deux. C’est un résultat hautement non trivial ob-
tenu par Ustilovsky en 1999 (voir [18]) et qui fut
'un des premiers succeés de l’homologie de contact,
un invariant moderne introduit par Eliashberg, Gi-
vental et Hofer dans [9]. Le h-principe n‘est donc
pas valide pour les structures de contact sur les
variétés compactes sans bord. Ceci fut établi en fait
bien avant en dimension trois : Bennequin donna en
1983 des structures de contact non isomorphes sur
S3 (voir [1]). Ce travail de Bennequin est d’ailleurs
souvent considéré comme l'acte de naissance de la
topologie de contact. En 1989, Eliashberg a établi
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la validité du h-principe pour une classe de struc-
tures de contact en dimension trois. Une structure
de contact & sur une variété de dimension trois est
dite vrillée s'il existe un disque plongé D qui soit
tangent a £ en son centre et le long de son bord
(voir figure 7).

FIGURE 7 — Un disque vrillé en dimension trois

© Patrick Massot

Eliashberg obtient dans [8] le résultat suivant.

Théoréme 2 (Eliashberg 1989). Sur une variété de
dimension trois,

1. toute structure presque de contact est homo-
tope a une structure de contact vrillée;

2. deux structures de contact vrillées et ho-
motopes parmi les structures presque de
contact sont homotopes parmi les structures
de contact vrillées.

Il est assez remarquable que la simple présence
du disque vrillé dans la variété rende la structure
de contact flexible. Les structures de contact en
dimension trois sont depuis lors classées en deux
especes : les structures vrillées et les autres, dites
tendues. Ces derniéres sont certainement plus mys-
térieuses du point de vue de la topologie de contact.
Leur classification est plus difficile, elle ne se réduit
pas a un probléme homotopique. On parle de phéno-
menes de rigidité par opposition au monde flexible
des structures vrillées. Comme évoqué précédem-
ment, la classification est tout de méme possible
sur quelques variétés comme S3, T3 etles espaces
lenticulaires par exemple, par des méthodes spéci-
fiques a la dimension trois, développées par Giroux
(voir [12, 14]). On dispose aussi d'une classification
grossiere permettant notamment de savoir dans
certains cas si les structures de contact tendues
sont en nombre fini ou infini (voir [7]).

L'étude des phénomeénes de rigidité, notamment
par la méthode des courbes holomorphes introduite
par Gromov et utilisée par exemple dans le théo-
reme d’Ustilovsky évoqué ci-dessus, a occupé la
plupart des topologues de contact jusqu’a trés ré-
cemment. 'éventualité que le théoréme d’Eliash-
berg ci-dessus se généralise en dimension supé-
rieure était bien sGr envisagé mais semblait hors
d’atteinte. Une partie de la difficulté est de de trou-
ver la bonne définition de structure de contact
vrillée en dimension supérieure. Plusieurs propo-
sitions avaient été faites auparavant notamment
par Giroux et Niederkrliger avec des heuristiques
convaincantes (voir [17]) mais sans pouvoir démon-
trer le théoréme. On connaissait peu de choses
sur la question méme de l'existence des struc-
tures de contact. Par exemple, c’est seulement
en 2002 que l'existence de structures de contact
sur les tores de dimension impaire fut démontrée
par Bourgeois (voir [3]).

C’est a partir de 2012 que la flexibilité en géomé-
trie de contact regagne du terrain : Casals, Pancholi
et Presas démontrent l'existence d'une structure de
contact dans chaque classe d’homotopie de struc-
ture presque de contact sur toutes les variétés de
dimension cing (voir [6]). Borman, Eliashberg et Mur-
phy réalisent ainsi une avancée majeure avec le
théoréme suivant.

Théoréme 3 (Borman-Eliashberg-Murphy 2015).
Sur une variété,

1. toute structure presque de contact est homo-
tope a une structure de contact vrillée;

2. deux structures de contact vrillées et ho-
motopes parmi les structures presque de
contact sont homotopes parmi les structures
de contact vrillées.

La définition de structure de contact vrillée don-
née par Borman, Eliashberg et Murphy est de la
forme suivante : une structure de contact en dimen-
sion 2n+1 est vrillée s’il existe un plongement (lisse
par morceaux) d'un disque de dimension 2n au voi-
sinage duquel la structure de contact se conforme
a un modele précis. Contrairement a la dimension
trois, ce modéle précis est difficile a expliquer car
il dépend de fagon cruciale du schéma de la dé-
monstration. Peu de temps apreés, Casals, Murphy et
Presas ont montré dans [5] que cette définition est
équivalente aux propositions faites auparavant par
Niederkrtiger et Giroux. On dispose donc mainte-
nant de critéres relativement simples pour assurer
gu’une variété est vrillée.
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5. Conclusion

Le point de départ de la démonstration du théo-
réme est l'application du théoréme de Gromov :
sur le complémentaire d'une boule de la variété
(c’est une variété ouverte!), il existe une structure
de contact. Il s’agit ensuite d’étendre a la boule la
structure de contact obtenue pres de son bord. Je
ne vais pas aborder la construction afin de garder
le suspense intact (et aussi car cela me semble trop
périlleux dans ce texte introductif).

Si vous voulez en savoir plus, je vous conseille la
lecture (ou le visionnage) du séminaire Bourbaki de
Patrick Massot [16], ou l'article original pour les plus
téméraires. Signalons aussi le texte [11] d’Eliash-
berg décrivant ce résultat et d’autres découvertes
importantes du coté flexible de la géométrie sym-
plectique et de contact.

Pour finir voici quelques perspectives connexes.
Tout d’abord, pour compléter le tableau, il faudrait
classifier les structures de contact tendues. Une
classification compléte n‘est connue sur aucune va-
riété de dimension > 5. Déja sur S, cela semble
difficile. On a vu plus haut une infinité d’entre elles
et la liste n‘est certainement pas exhaustive. Les
méthodes de classification en dimension trois, re-
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La théorie de Littlewood-Paley :
fil conducteur de nombreux travaux
en analyse non linéaire

Images des Maths en partenariat avec la Gazette, donne la
parole a des lauréats des grands prix de '’Académie des
Sciences. Deux textes sur le méme sujet sont publiés par
l'auteur, l'un ci-dessous, l'autre prochainement sur le site
d’'Images des Maths.

Le texte qui suit a pour vocation de présenter la théorie de
Littlewood-Paley et d’illustrer l'efficacité de cet outil d’analyse
microlocale dans l'étude des équations aux dérivées partielles
dans un contexte le moins technique possible. Comme on le
verra dans ce texte, la théorie de Littlewood-Paley fournit une

e H. BAHOURI

approche robuste pour étudier séparément les différents
régimes des solutions des équations aux dérivées partielles
non linéaires, mais aussi pour étudier de maniére fine les
inégalités fonctionnelles et de les préciser.

1. La théorie de Littlewood-Paley :
un outil devenu indispensable

La théorie de Littlewood-Paley est une procé-
dure de localisation en fréquences qui depuis pres
de trois décennies s’est imposée comme un outil
trés puissant en analyse harmonique. Le premier
objectif de ce texte est de présenter aussi simple-
ment que possible! cette théorie dont lidée de
base est contenue dans deux inégalités fondamen-
tales connues sous le nom d’inégalités de Bernstein
et qui décrivent quelques propriétés des fonctions
dont la transformée de Fourier est a support com-
pact.

La premiere inégalité dit que, pour une distri-
bution tempérée 2 sur R9 dont la transformée de
Fourier est supportée dans une couronne de taille A,
dériver puis prendre la norme LP revient a faire agir
une homothétie de rapport A sur la norme LP. Cette
propriété remarquable découle facilement dans
le cadre L? de l'action de la transformée de Fou-
rier sur les dérivations et de la formule de Fourier-

Plancherel. La preuve du cas général LP fait a la fois
appel aux inégalités de Young et au fait que la trans-
formée de Fourier échange le produit de convolution
et le produit numérique des fonctions.

La seconde inégalité précise en outre que, pour

une telle distribution, le passage de la norme LP a
1_1
la norme L9, g > p > 1, colte Ad(P q), ce qui doit

étre compris comme une injection de Sobolev. Elle
se démontre comme la premiére inégalité en invo-
quant les inégalités de Young et le comportement
de la transformée de Fourier vis-a-vis du produit de
convolution des fonctions.

L'analyse de Fourier est au cceur de la théorie de
Littlewood-Paley qui a inspiré un grand nombre de
mes travaux. C’est en conduisant ses expériences
sur la propagation de la chaleur que Joseph Fou-
rier a la fin du xvii® siécle a ouvert la voie a cette
théorie qui s’est renforcée au cours du xx© siécle
et qui intervient dans la plupart des branches de la
physique.

1. Pour une présentation plus détaillée de cette théorie, on renvoie le lecteur a la monographie [3].
2. Une distribution tempérée est un élément du dual topologique de 'espace de Schwartz S([Rd).
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Dans cette théorie portant le nom de son inven-
teur, on effectue l'analyse en fréquences d’une fonc-
tion f de L1 (R9) par la formule :

?\(E) = .[er e ix¢ f(x)dx.

Sous des conditions convenables, fla transfor-
mée de Fourier de f (notée également Ff dans ce
texte) permet la synthése de f par la formule d’in-
version :

_ 1 ix&gf
f(x) = _(27'[)d J.Rde (&)déE.

Comme conséquence, on obtient l'identité de
Fourier-Plancherel

X2X: ! ( 2 .
| ok ax= o | e e

En effet, pour toute fonction f de S(R9), on a en
vertu du théoréme de Fubini,

J-lef(X)?(X) dX:# fmd(fmd e RE) dé)i_’(x) o

:ﬁ JW F(g)(jmd e~ ixEf(x) dx) dé.

Cette représentation a créé une véritable révo-
lution dans la maniere de penser une fonction. La
donnée de f est exactement équivalente a cellede f
et cette dualité entre analyse en amplitude (dans
'espace physique décrit par x) et analyse en fré-
quence (dans l'espace des fréquences décrit par &)
est d'une grande importance en physique comme
en mathématiques.

Un fait fondamental de la théorie des distri-
butions est que la transformée de Fourier peut
étre prolongée a l'espace des distributions tempé-
rées S’(R9). Le point clef réside dans le fait que F
est un isomorphisme bi-continu sur l'espace de
Schwartz S(RY) (I'espace des fonctions réguliéres
qui décroissent plus vite que n'importe quel poly-
nome) et cette extension sur S’(RY) est définie par
dualité 3.

La transformation de Fourier a un grand nombre
de propriétés que nous ne souhaitons pas énumé-
rer ici. Rappelons simplement les deux principes
de base de cette transformation qu’on ne peut pas

dissocier du produit de convolution. Le premier prin-
cipe de la transformée de Fourier est que la régula-
rité implique la décroissance, le second étant que la
décroissance entraine la régularité. L'utilité de ces
propriétés qui jouent un réle crucial dans l'étude de
la transformée de Fourier sur S(IRY) apparaitra vite
dans ce qui suit.

L'analyse de Fourier permet la résolution
explicite des équations linéaires a coefficients
constants . En particulier, en alliant la transforma-
tion de Fourier et le produit de convolution, on peut
déterminer explicitement les solutions de l'équation
de Schrédinger qui est fondamentale en mécanique
quantique

idiv+Av=0
Vt=0 = V0 (S S(er)

En effet, en prenant la transformée de Fourier
partielle de l'équation par rapport a la variable x,
on obtient pour tout (t, &) dans R x RY:

19Vt &)~ &IV, €) =0
v(0,&) =w(é),

ce qui implique par intégration que
_it|EP—~
Vit &) =e T (8).

En invoquant la formule de Fourier inverse et les
propriétés de la transformée de Fourier vis-a-vis du
produit de convolution, on déduit que la solution
de (S) s’écrit pour t # 0 sous la forme :

1x2

e'ar

v(t,-) = ———F* v
(4mit)2

Par l'inégalité de Young, il en découle la pro-
priété fondamentale suivante dite de dispersion :

1
Iv(t, )l oo re) < 7ol (ra)
|47ct|2
Cette technique de représentation explicite des
solutions s’adapte a toutes les équations d’évo-
lution linéaires a coefficients constants. Cepen-
dant, ce n‘est pas toujours aussi immédiat d’en dé-
duire des effets de dispersion. En effet, établir par
exemple des estimations dispersives pour l'équa-
tion des ondes dans R? nécessite des techniques
plus élaborées comportant des intégrales oscil-
lantes ce qui exige une hypothése de localisation

3. Pour une présentation compléte de la théorie des distributions, on peut par exemple consulter les références fondamen-

tales [34, 36].

4. Les équations a coefficients variables et surtout les équations non linéaires requiérent d’autres méthodes.
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spectrale dans une couronne des données de Cau-
chy.

L'analyse de la dispersion qui est un phénoméne
central en mécanique ondulatoire linéaire fournit
un cadre redoutablement efficace pour la résolution
et l'étude qualitative des équations aux dérivées
partielles non linéaires dispersives. C'est grace au
travail remarquable de Robert Strichartz [37] vers la
fin des années 1970 qu’on est parvenu a transcrire
le phénomene de dispersion qui est une inégalité
ponctuelle en inégalités robustes. La philosophie
de ces estimations connues sous le nom d’estima-
tions de Strichartz est de passer d'une estimation
de décroissance ponctuelle en temps a un gain d'in-
tégrabilité spatiale aprés moyenne en temps adé-
quate. Ces estimations de Strichartz qui ont connu
un grand essor ces dernieres décennies vont de
pair avec la théorie de Littlewood-Paley : elles s’ex-
priment aussi bien dans les espaces de Lebesgue
que dans les espaces de Besov qu’on définira dans
la suite.

La théorie de Littlewood-Paley fut introduite
par John Edensor Littlewood et Raymond Pa-
ley ([29, 30]) dans les années 1930 pour l'analyse
harmonique des espaces LP, mais son utilisation
systématique dans l'analyse des équations aux dé-
rivées partielles est plutét récente. En fait, la percée
principale de cette théorie a été réalisée apres le
papier fondateur [12] de Jean-Michel Bony en 1981
sur le calcul paradifférentiel qui relie les fonctions
non linéaires et la décomposition de Littlewood-
Paley.

L'idée principale de cette théorie consiste a
échantillonner les fréquences a l'aide d’'un décou-
page de leur espace en couronnes de taille 2/, per-
mettant ainsi de décomposer une fonction en une
somme dénombrable de fonctions régulieres dont
la transformée de Fourier est supportée dans une
couronne de taille 2/

f:ZAjf, (1)

jeZ

ou les Ajf appelés blocs dyadiques homogénes
de f sont définis par le filtrage de f aux fréquences
de l'ordre de 2/. Notons que cette décomposition
dite de Littlewood-Paley homogeéne n’est vérifiée
que modulo les polynémes P. En effet, comme la
transformée de Fourier de tout polynéme est sup-
portée a l'origine, l'identité (1) ne peut s’appliquer
aux polynédmes. Cette restriction sur les basses fré-

quences est levée dans le cas de la décomposition
de Littlewood-Paley inhomogéne :

F=) A, 2)
j>-1

ou Ajf:= Ajf pour j décrivant N et A_; f est un opé-
rateur filtrant les basses fréquences, c’est-a-dire
qgu’il ne conserve que les fréquences dans une boule
centrée a l'origine.

Les décompositions de Littlewood-Paley (1)-(2)
définies ci-dessus s’obtiennent par un échantillon-
nage de l'espace des fréquences grace a des parti-
tions de l'unité dyadiques. Plus précisément, étant
donnée yx une fonction radiale de D(B(0, 4/3)) iden-
tiquement égale a 1 dans B(0,3/4), nous avons
les identités suivantes x + ) 50@(27/) = 1 dans
RY et Y ez @(277.) = 1 dans R9\ {0}, ou l'on a
posé @(&) = x(£/2) = x ().

Avec cette normalisation, la fonction ¢ est une
fonction radiale de D(C) ou C est la couronne cen-
trée a lorigine de petit rayon 3/4 et de grand
rayon 8/3 et 'on définit les blocs dyadiques homo-
genes Aj par > Ajf = (27ID)f := F Y27 FF)
=2/dh(2))x f, oti h= F~lg et les blocs dyadiques
inhomogenes A; par A;f := A;f = 2/9h(21 )% fsij >0
etA_if:=x(D)f :=F Y xFf)=h*f, ol h=F 1y
De la méme maniére, on introduit les opérateurs de
troncature en basse fréquence :
$if i= Ligjr Af = F M (x(27)F 1) = 2RI # f
pour j € Z et Sif := ) o 1 Af = 2Ddp(2l) % f
pour j € N.

Il est a noter que les blocs dyadiques qui sont
des opérateurs de troncature en fréquences sont
des opérateurs de convolution. Cette propriété qui
découle trivialement du fait que la transformée
de Fourier échange le produit de convolution et le
produit numérique des fonctions joue un réle cen-
tral dans les techniques issues de la théorie de
Littlewood-Paley. En particulier, tous ces opérateurs
opérent sur les espaces LP de maniére uniforme par
rapporta p et j.

Il est également important pour la suite de souli-
gner que les propriétés de support des fonctions ¢
et x entrainent des relations de quasi-orthogonalité
pour la décomposition de Littlewood-Paley, notam-
ment

AjAk=Oet AjAKZOSi |j—k|>1,

5. Ici F~1 désigne la transformée de Fourier inverse sur RY et ]-'((p(Z’jD)f)(rE) = (p(Z’jE)?(E) ce qui montre que f(Aj f) est supportée

dans la couronne 2/C.

30 SMF — GAZETTE — OCTOBRE 2017 — N° 154



La théorie de Littlewood-Paley

ce qui implique aisément que

Vée[Rd Z(p 275 <1et (3
j=0
1 .
VEeRI\(0), S<) ¢27EH<L (@)

jeZ

L'analyse de Littlewood-Paley permet de carac-
tériser avec exactitude la régularité d'une fonction f
en fonction des propriétés de décroissance de ses
blocs dyadiques par rapport a l'indice de somma-
tion j. On retrouve ainsi avec plus de précision l'idée,
déja présente dans l'analyse de Fourier, que la régu-
larité se traduit par de la décroissance.

En particulier, en invoquant la formule de Fourier-
Plancherel et les propriétés de quasi-orthogonalité
(3)-(4), il est aisé d'observer que l'appartenance
d’une fonction f a L%(RY) se caractérise par appar-
tenance de la suite (||Aj fll2(re))jez @ £2(Z) ainsi que
pour ses blocs dyadiques inhomogenes. Plus préci-
sément, on peut montrer a l'aide d’'un lemme élé-
mentaire d’analyse hilbertienne l'existence d’'une
constante C > 1 telle que l'on ait

CY A o) <Nz ey < C Y 1A o)

jeZ jez

et

c! ZIIA 2 ey <IAIZ2 ey < C ) A2 o
j=-1

De méme, plusieurs normes classiques peuvent
étre écrites en fonction de la décomposition de
Littlewood-Paley. C’est par exemple le cas des
normes Sobolev ou Hélder, 'appartenance aux es-
paces de Sobolev (resp. Holder) va se traduire no-
tamment par des proprletes de décroissance en j
de la norme L2 de A u ou Aju selon qu’il s'agisse
des espaces homogenes ou mhomogenes (resp. de
la norme L*).

Rappelons que les espaces de Sobolev inho-
mogénes H*(RY) qui apparaissent naturellement
dans un grand nombre de probléemes liés a la phy-
sique mathématique, sont, dans le cas ot s = m
est un entier naturel, le sous-espace des fonctions
de L?(RY) dont toutes les dérivées (au sens des

distributions) d’ordre inférieur ou égal a m appar-
tiennent a L?(RY). Il est alors clair, au vu de la quasi-
orthogonalité de la décomposition de Littlewood-
Paley et de l'action de la transformée de Fourier sur
les dérivations, que l'appartenance d’'une fonction
fa H™(RY) se caractérise comme suit :

Al (ra) ~ 17T NA 1l 2Rl g2 (5-1) -

Une équivalence similaire a lieu pour les es-
paces de Sobolev homogeénes H™(RY) qui sont plus
adéquats dans les problémes invariants par sca-
ling tels que le systéeme de Navier-Stokes incom-
pressible 6 et diverses variantes de ce systéme en
météorologie et océanographie ou les équations
d’ondes non linéaires qu’on a traitées dans [1, 2, 7]
et bien sar diverses autres équations comme celles
par exemple étudiées dans [25, 26].

De maniére générale, dire qu’une fonction f ap-
partient a H%(R9) signifie en gros que f a s déri-
vées (fractionnelles lorsque s est non entier) dans
L?(R9) et comme précédemment on peut montrer
'existence d'une constante C > 1 telle que l'on ait

2j 2
C Y 2P A AR ey < I e

jz-1

<CY 22U A -

jz-1

Cette heuristique s’applique également aux
normes de Sobolev homogénes donnant lieu a la
correspondance suivante dans le cadre de la théo-
rie de Littlewood-Paley

Ch Y 27 NA I ey <N e

jeZ
<CY 275 NA A ey
jeZ

En examinant ces analyses, on voit qu’il y a trois
parametres qui rentrent en jeu : le parameétre de ré-
gularité s, l'exposant de la norme Lebesgue utilisé
pour mesurer les blocs dyadiques Ajf ouAjfetle
type de sommation effectué sur Z ou pour j > —1.
Cette observation permet plus généralement de ca-
ractériser de maniére efficace les normes des es-
paces Besov homogenes B'S,,(fRd) ou inhomogenes
B;r(fRd). Les normes de ces espaces qu’on peut dé-
finir par différence finie ou a 'aide du noyau de la

6. Rappelons que pour le systéeme de Navier-Stokes homogéne incompressible, la question de l'apparition éventuelle de singularités
en temps fini fait partie des problémes du Millenium proposés par le Clay Institute.
7. Notons que les espaces de Besov sont indépendants des blocs dyadiques A; et A;.
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chaleur (comme on peut le voir par exemple dans
[3, 40]) s’expriment comme suit en fonction des dé-
compositions de Littlewood-Paley /

1
Il ey~ (D 27108l )

j>-1

et

st o~ (3 271 )

JjeZ

Bien gu’invariants par scaling, les espaces de
Sobolev homogeénes (et plus généralement les es-
paces de Besov homogénes) sont a manipuler avec
précaution, puisque, comme il a été mentionné ci-
dessus, la décomposition de Littlewood-Paley ho-
mogeéne (1) n‘est vérifiée que modulo les polynémes.
Il n'y a pas de consensus autour de la définition de
ces espaces. Dans certaines références dont [11],
ils sont définis modulo les polynémes de degré ar-
bitraire. Dans d’autres références dont [3], ils sont
définis moyennant une condition sur les basses fré-
quences. Cette condition exige de se restreindre
aux distributions tempérées f vérifiant (au sens des
distributions)

. Jj——o0
”SJ flILm(Rd) e 0

Les décompositions dyadiques fournissent non
seulement la possibilité de caractériser l'apparte-
nance d’'une fonction a la quasi-totalité des es-
paces classiques (Holder, Sobolev, Besov, Lebesgue,
Triebel-Lizorkin) par des conditions portant unique-
ment sur les blocs dyadiques de cette fonction mais
aussi permettent de définir une pléthore d’espaces
fonctionnels.

Les décompositions de Littlewood-Paley et plus
simplement le découpage des fonctions en basses
et hautes fréquences sont des techniques qui ont
fait leur preuve dans l'étude des inégalités fonction-
nelles et dans l'analyse des équations aux dérivées
partielles non linéaires.

Les injections de Sobolev sont parmi les inéga-
lités fonctionnelles les plus célébres. Elles four-
nissent des outils clefs dans l'étude des équations
aux dérivées partielles linéaires et non linéaires,
que ce soit dans le cadre elliptique, parabolique ou
hyperbolique. Les inégalités de Sobolev expriment
une forte propriété d'intégrabilité ou de régularité
pour une fonction f en termes de propriétés d'inté-
grabilité pour certaines dérivées de f.

Parmi ces inégalités, on peut mentionner les in-
égalités de Sobolev dans les espaces de Lebesgue :

H*(RY) < LP(RY), (5)

avec0<s<d/2etp=2d/(d-2s).

Notons que lindice p = 2d/(d — 2s) peut étre
deviné facilement grace a un argument d’homogé-
néité. En effet, en désignant pour toute fonctionv
sur RY et tout 1 > O, v, la fonction définie par
vy (x) = v(Ax), il est facile de vérifier que

- _d
||V)\||Lp(er) =AP et ||V,\||Hs(er) =A%"2 ||VA||Hs(er)-

Les deux quantités ||-[| p(rd) et || [l ys(ra) ayant donc
méme homogénéité dans le cas ot p= 2d/(d - 2s)
(c’est-a-dire qu’elles se comportent de la méme ma-
niére par changement d’unité de longueur), il est
donc naturel de les comparer et l'on peut supposer
dans la suite que ||f||HS(Rd) =1.

On sait que pour tout réel p > 1 et toute fonction
mesurable f, on a, en vertu du théoréme de Fubini :

11, o) = pJ; AP (111> A/2) dA.

Pour établir l'injection de Sobolev (5), on va décom-
poser f en basses et hautes fréquences en posant :

foa=F (1ponh)-

Comme le support de la transformée de Fourier de
fe A €st compact, la fonction f; 4 est bornée et plus
précisément, on a, en alliant la formule d’inversion
et 'inégalité de Cauchy-Schwarz

) < (Zﬂ)idz\’ (Rd)

< @ [ Pl maeas

f=foat+fha avec

d_
< G A2 |Ifllps(ray -
Or, l'inégalité triangulaire implique pour tout A> 0
(11> A) < (Ife,al > A/2) U (I 4l > A/2)-

Par conséquent, en choisissant

. 1 \5
A=A dgf(zxc )d’
S

on déduit que

o0
il pf p
LP( Rd 0

Comme par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

P u(|fip, | > 1/2) dA.

1,4, 117
AlL2(Rd)
y(lfh’AA|>A/2)<4T,
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on obtient
(o)
112, g < 4pf 16y 1,1 gy A
0

Or, par l'identité de Fourier-Plancherel

TN :<2n>df AP de,
PLARD (E[>A,

ce qui entraine, en vertu du théoreme de Fubini, que
pour tout p> 2

d
4p 4CS|£|D p-3 - >
12, ) < WL(L AP3aA)E)R de

dp-2) >
< ij 161" AR de,
’Rd

ou Cp, = (2n)’d% (4C5)P~2. Comme s = (% - %)
ceci achéve la preuve de l'injection de Sobolev.

La preuve présentée dans ce texte est emprein-
tée a l'article [16]. On dispose d’autres preuves an-
térieures de cette estimation, notamment celle s’ap-
puyant sur l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobolev
et qui est par exemple détaillée dans [3]. Notons
que les arguments de la preuve ci-dessus ont ins-
piré plusieurs autres travaux. Entre autres, on peut
citer l'article [5] ou les auteurs se sont intéressés
aux injections de Sobolev dans les espaces de Lo-
rentz LP9. Rappelons que les espaces de Lorentz 8
ont été introduits dans les années 1950 par Lorentz,
de maniére que LP* soit l'espace faible introduit
par Marcinkiewicz dans les années 1930, et que LPP
soit 'espace de Lebesgue habituel LP.

Cette technique de découpage en basses et
hautes fréquences a été également pertinente dans
"étude d’équations aux dérivées partielles non li-
néaires, notamment pour établir que certains pro-
blemes de Cauchy sont globalement bien posés.
Parmi d’autres travaux, on peut citer l'article de
Fujita-Kato [18] sur le systéme de Navier-Stokes.
Dans ce type de démarche, la philosophie est de
décomposer la donnée de Cauchy (supposée ici par
souci de clarté dans un certain espace de Sobo-
lev FIS) en basses et hautes fréquences de sorte
que la partie relative aux hautes fréquences soit
de norme assez petite dans H®. Si 'on dispose d'un
théoréme d’existence globale pour données petites,
la partie relative aux hautes fréquences va donner
lieu a une solution globale du probléeme et la partie

8. Pour plus de détails, on peut consulter [11, 40] .

9. Les profils ont apparu dans un travail de Brézis-Coron [15].

relative aux basses fréquences (qui va étre régu-
liere) va satisfaire a une équation modifiée. Aprés,
tout 'enjeu consiste a montrer qu’on peut résoudre
globalement cette équation perturbée.

Linjection de Sobolev (5) est invariante par
translation et par scaling. Mais elle n'est pas
invariante par oscillation, c’est-a-dire par mul-
tiplication par des fonctions oscillantes, notam-

ment par multiplication par des fonctions de type
. (x|w)
u.(x) = e' ¢ @(x), oll w est un vecteur unitaire de

R9 et ¢ est une fonction de S(RY). En revisitant la
preuve de l'injection de Sobolev exposée ci-dessus,
on peut établir 'inégalité précisée suivante qui est
due & Gérard-Meyer-Oru [20] :

C 2 2
llullp(ray < —||U|| o lullfs (R9 (6)
P BLE(RY) 2

(p-2)7
Cette inégalité de Sobolev précisée est op-

timale comme le montre l'exemple oscillant
- (X|w)
us(x) = €' ¢ @(x). Plusieurs autres exemples illus-

trent U'optimalité de l'estimation (6), en particulier
un exemple fractal supporté dans un ensemble de
type Cantor construit dans [4] et l'exemple du chirp
traité dans [5] et défini comme suit :

f(x):x_“sin(l), a>0.
X

L'estimation précisée (6) fait partie des argu-
ments clefs dans larticle [19] ot Patrick Gérard
a caractérisé le défaut de compacité de l'injection
de Sobolev critique (5) a l'aide des décompositions
en proﬁlsg. Rappelons que l'étude du défaut de
compacité des injections de Sobolev entre espaces
fonctionnels, qui remonte aux travaux fondateurs
de Pierre-Louis Lions ([27, 28]), répond a des pro-
blemes géométriques et permet de comprendre le
comportement des solutions d’équations aux déri-
vées partielles non linéaires. L'analyse non linéaire
a considérablement progressé ces dernieres décen-
nies grace aux décompositions en profils. Notons
que ce type de décompositions a été généralisé par
des approches différentes a d’autres cadres fonc-
tionnels.

En particulier, on peut citer les récents travaux
[8, 9] concernant la description du défaut de com-
pacité de l'injection de Sobolev critique de H!(R?)
dans £(R?) oti L(IR?), appelé espace d'Orlicz, est
'espace des fonctions mesurables u : R2 > C pour
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lesquelles il existe un nombre réel A > 0 tel que

Ju(x)?
J. (e A2 —1)dx<o<>,
’RZ

ainsi que leur généralisation aux dimensions su-
périeures dans [10]. Cette injection de Sobolev
qui repose sur les inégalités de Trudinger-Moser 10
concerne le cas limite de l'injection de Sobolev (5) et
intervient dans plusieurs probléemes géométriques
et physiques, notamment dans la propagation des
faisceaux laser dans différents milieux. L'étude de
cette injection a été menée dans [10] par des argu-
ments reposant sur 'analyse de Fourier qui mettent
en évidence 11 le fait que les éléments responsables
du défaut de compacité dans ce cadre, sont contrai-
rement au cas de l'injection de Sobolev (5), étalés
en fréquences.

Il est également a noter qu’une approche initiée
par Stéphane Jaffard dans [23] a permis d’étendre
le résultat de Patrick Gérard dans [19] au cadre des
espaces de Triebel-Lizorkin et a inspiré 'analyse
abstraite conduite dans [6]. Cette approche repose
sur la théorie des ondelettes qui a été inspirée par
la théorie de Littlewood-Paley et qu’on évoquera
plus tard.

Comme il l'a été mentionné ci-dessus, la se-
conde inégalité de Bernstein doit étre comprise
comme une injection de Sobolev. En fait, il est aisé
de déduire de cette seconde inégalité que pour
tout nombre réel s, pour tous 1 < p; < p> < 0 et
1<n<n<ow,

Ls—d(L-L1)

Bs (I-Rd) s sz,rz P1 P2 (er), (7)

P11

et il en est de méme dans le cadre inhomogeéne.

Notons que ces injections de Sobolev sont
strictes comme lillustre dans le cas particulier
de linjection de Sobolev H%(RY) < BS’OO(TRd),
'exemple suivant qui repose sur l'idée des séries
lacunaires. Etant donnés une fonction x de S(RY)
dont la transformée de Fourier est supportée dans
une petite boule de centre O et de rayon € et un
vecteur w de RY de norme euclidienne 3/2, il s'agit
de considérer la suite de fonctions (f,),en définie
par

fn(X) = \/FZZ*jS‘H_leIZJ(Xla))X(X)'

jzn

Il est facile d’observer que

Ajfn:O pour j<n-1 et

. 2-is
(A7)0 = Y27 i)

j>n.
j+1 )z

x(x)  pour

Par un calcul élémentaire, il en découle que

1 1
2 —
. ~ ~ 55 < ,

1ol ey ~ 7 ) Gz betMolles we s 2

j=n

ce qui montre bien la stricte inclusion de H%(R9)
dans BS’OO(TRd).

Les techniques issues de la théorie de
Littlewood-Paley permettent aussi d’analyser le
produit (lorsqu’il existe) de deux distributions tem-
pérées au moyen du calcul paradifférentiel de J.-M.
Bony. La facon de les utiliser est la suivante. Etant
données deux distributions tempérées u et v, on

écrit
u= ZApu et v= ZAqv.
p q

De maniére formelle, le produit, lorsqu’il existe,

va s’écrire
uv = } Apquv.
p.q

L'idée consiste a décomposer le produit uv en
trois parties : la premiére relative aux termes ou les
fréquences de u sont grandes devant celles de v, la
deuxieme relative aux termes ou les fréquences de
v sont grandes devant celles de u et enfin la troi-
siéme relative aux termes ou les fréquences de u
et de v sont de taille comparable. Cela conduit a la
définition suivante introduite pour la premiere fois
par Jean-Michel Bony dans [12]: on écrit

uv = T,v+T,u+R(uv)

T,v der Z Apquv:ZSq_lquv et

p<q-2 q

R(u, v) = Z Aqulpv.

avec

Cette décomposition dite décomposition de Jean-
Michel Bony est fondamentale dans l'étude des lois
de produit ainsi que dans l'étude des équations aux
dérivées partielles non linéaires. Bien s(r, elle ad-
met une version homogéne. Rappelons que 'opéra-
teur bilinéaire T, v est appelé paraproduit de v par u
tandis que U'opérateur bilinéaire symétrique R(u, v)
est appelé reste.

10. Pour une intoduction aux espaces d’'Orlicz, on peut consulter [35, 41].

11. moyennant une hypothése de compacité.
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De l'étude précise de la facon dont le parapro-
duit et le reste opérent dans les espaces de Soboley,
de Holder et plus généralement dans les espaces de
Besov vont se dégager quelques principes généraux
facilement énoncgables :

— le paraproduit est toujours défini pour deux
distributions a support compact et la régula-
rité de T,v est principalement déterminée par
celle de v;

— le reste par contre n’est pas toujours défini,
mais lorsqu’il l'est, les régularités de u et de
v s’ajoutent pour déterminer la sienne.

Le calcul paradifférentiel de Jean-Michel Bony
s’est avéré trés efficace dans l'étude des équations
d’évolution, lesquelles décrivent le comportement
d’un phénomeéne physique dépendant du temps. On
va illustrer la pertinence de ce calcul en présentant
une méthode de découpage microlocale qu’on a
introduite dans [1, 2] en collaboration avec Jean-
Yves Chemin (voir aussi [38, 39]) pour étudier les
équations d’ondes quasi-linéaires du type

Q(Vu,Vu)
(uo, uq)

d2u—Au—9(G(u)du)
(E){ (udiu)i=0 =

avec

d(Gdu) = Z 9;(G"*9u),

1<j,k<d

G désignant une fonction C®, nulle en O, bornée
ainsi que toutes ses dérivées de R dans 'ensemble
des matrices symétriques sur R9 prenant leurs va-
leurs dans un compact K tel que Id + K soit inclus
dans le cone des matrices symétriques définies po-
sitives et Q une forme quadratique sur R1+d,

La théorie classique des équations stricte-
ment hyperboliques 12 git que l'on peut résoudre
une telle équation pour des données intiales
telles que (ug, u; ) appartienne a l'espace H5(R9) x
Hs~1(R9) pour s strictement supérieur & g+ 1. Mais,
il est important de penser aux invariances d'une
telle équation par scaling. Il est immédiat de véri-
fier que, si u est solution de l'équation (E), alors la
fonction u, définie par uy(t, x) = u(At, Ax) est aussi
solution de (E). Une vaste série de travaux s’est
attachée a résoudre des équations d’ondes non li-
néaires en essayant de descendre l'indice de régu-
larité minimale des données initiales aussi bas que
possible vers un espace de données initiales qui soit
invariant par le changement de scaling ci-dessus,

. d
par exemple dans 'espace H?2.

12. Consulter par exemple Chapitre 4 dans [3].

Le but ici est de résoudre l"équation (E) pour des
données de Cauchy moins réguliéres que ce qu’im-
posent les méthodes d’énergie. Cette démarche
s’inscrit dans le programme de Christodoulou-
Klainerman de la relativité générale, qui comprend
également des travaux de Klainerman, Bourgain,
Tao et leurs écoles. Pour se rapprocher des espaces
invariants par scaling pour la donnée initiale, il est
évident qu’il faut utiliser les propriétés particuliéres
de l’équation des ondes, a savoir les effets de dis-
persion évoqués ci-dessus. Ceci exige de démontrer
des estimées de type Strichartz pour cette équa-
tion qu’on peut interpréter comme une équation
d’ondes a coefficients variables et trés peu régu-
liers. C’est l'alliance de l'optique géométrique et de
'analyse harmonique a travers le calcul paradif-
férentiel de Jean-Michel Bony qui permet d’établir
ces estimées, d’améliorer l'indice de régularité mi-
nimale et de donner une réponse a une question
restée longtemps ouverte.

Comme mentionné ci-dessus, les estimations de
Strichartz s’obtiennent grace a un phénomene dis-
persif couplé a un argument abstrait d'analyse fonc-
tionnelle connu sous le nom de TT* mis au point
par Ginibre et Velo dans [21] et élargi a 'ensemble
des indices admissibles par Keel et Tao dans [24].
Comme également souligné ci-dessus, ce phéno-
mene dispersif s’obtient pour l'équation des ondes,
dans le cadre de coefficients constants, par un ar-
gument de phase stationnaire sur une représenta-
tion explicite de la solution qu’on obtient par l'ana-
lyse de Fourier. Le cas des coefficients variables
nécessite plus d’attention car on ne dispose pas
de représentation explicite, et on a recours a des
méthodes d’'optique géométrique faisant intervenir
des équations d’Hamilton-Jacobi et des équations
de transport. Quand les coefficients sont peu régu-
liers, comme dans le cas quasi-linéaire par exemple,
une telle approche ne peut fonctionner car l'équa-
tion de Hamilton-Jacobi développe des singularités.
C’est la théorie de Littlewood-Paley qui permet de
surmonter cette difficulté.

En fait, faire fonctionner une telle méthode dans
ce cadre nécessite une régularisation des coeffi-
cients. Plus précisément, en utilisant le calcul pa-
radifférentiel de Jean-Michel Bony, on se raméne a
"étude de la partie de la solution relative aux fré-
quences de taille 2/, qui satisfait a une équation
d’ondes a coefficients réguliers. Par une méthode
tout a fait classique, on construit une approxima-
tion microlocale de la solution de cette équation,
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c’est-a-dire valable sur un intervalle de temps dont
la taille dépend de la fréquence ce qui permet d'éta-
blir une estimation de Strichartz microlocale. En fait,
il semble impossible de construire une approxima-
tion locale de la solution car l'équation de Hamilton-
Jacobi associée développe des singularités a un ins-
tant lié a la taille de la fréquence : ceci est dU au fait
que ces coefficients réguliers gardent en mémoire
la régularité d’origine de la solution. L'estimation de
Strichartz locale (avec perte bien sir) est obtenue
en décomposant l'intervalle [0, T] en intervalles ol
'estimation de Strichartz microlocale est vérifiée.

Les applications de la théorie de Littlewood-
Paley et plus particulierement du calcul paradiffé-
rentiel sont trés nombreuses et nous ne pouvons
toutes les énumérer ici. Pour un éventail plus large
de champs d’applications, que ce soit dans les in-
égalités fonctionnelles et leurs formes précisées ou
dans l'analyse des équations aux dérivées partielles
non linéaires issues de la mécanique des fluides ou
en lien avec la théorie des champs ou la relativité
générale, on renvoie le lecteur a la monographie [3].

La théorie de Littlewood-Paley a inspiré les on-
delettes qui ont été a l'origine de nombreuses avan-
cées dans divers domaines appliqués tels que le
traitement du signal et de l'image. On peut illustrer
simplement la théorie des ondelettes en rappelant
le systeme de Haar introduit au début du xx® siecle
par Alfred Haar dans sa thése. Ce systéme est défini
par les fonctions

Dix(x)= 2292 x-k), jkeZ
ou l'ondelette génératrice
Y= Ko i~ Xkl
est la fonction constante par morceaux qui vaut 1
sur [0, %[ et —1 sur [1/2,1]. Ce systéme constitue
une base orthonormée de L?(R) et donc il est im-

médiat que toute fonction f de L%(RR) se décompose
comme suit :

f= Z (£, 5,0%) K (8)

j,keZ

ot (f,1; ,) désigne le produit scalaire de f et 1;
dans Lé(TR). Dans la décomposition en onde-
lettes (8), les blocs dyadiques homogénes Ajf sont
remplacés par les projections

Bf= Z(f, Yi Yk

keZ

13. Pour plus de détails, on peut consulter [17, 32, 33].

l'indice k apportant ainsi un niveau supplémentaire
de discrétisation.

Le défaut principal du systéeme de Haar est son
manque de régularité puisque 'ondelette mére
n‘est pas continue. D’autres bases d’ondelettes plus
régulieres ont été construites par la suite, permet-
tant ainsi d’obtenir des décompositions en onde-
lettes similaires a (8), souvent tenant compte du
scaling de l'espace en question.

Comme pour les décompositions de Littlewood-
Paley, on peut caractériser 'appartenance d'une
fonction a la quasi-totalité des espaces fonction-
nels classiques par des conditions portant unique-
ment sur les modules des coefficients de cette fonc-
tion dans une base d’ondelettes inconditionnelle
normalisée 13.

Par exemple, dans l'espace de Besov Bs,p([Rd)

d
1 < p<ooets< —,ladécomposition en ondelettes

p
d’une fonction prend la forme :

=) dipn, (9)

ou A = (j, k) contient l'indice d’échelle j = j(A) et
Uindice d'espace k = k() et

b= =2"P2 - —k), jeZ, keZC,

d
ol 1 est l'ondelette mére et r = — —s- L'analyse

de la théorie des ondelettes permF:et de caractéri-
ser l'appartenance a l'espace de Besov B';p(fRd) en
termes des coefficients des fonctions dans la base
d’ondelettes ci-dessus comme suit :

Ifllgs Ry ~ I(dr)acvllee - (10)

La possibilité de caractériser la régularité d'une
fonction par la taille de ses coefficients d'ondelettes
a permis de multiplier les applications de la théo-
rie des ondelettes. En particulier, on peut traduire
l'équivalence (10) par la décroissance des coef-
ficients d’ondelettes a l'exception d’'une minorité
d’entre eux. Cette propriété de concentration de
'information sur un petit nombre de coefficients -
souvent appelée parcimonie ou sparsity - joue un
role crucial dans le traitement de 'image. Dans ce
type de procédure par essence non linéaire, il est
clair que l'ensemble des coefficients retenus varie
selon la fonction que l'on approche. Une théorie
générale connue sous le nom de théorie de l'ap-
proximation non linéaire a été initiée par Ronald
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DeVore dans les années 1980 pour analyser ce phé-
nomene.

Un premier résultat dans la théorie de l'ap-
proximation non linéaire consiste a représenter un
élément par ses N coefficients les plus significa-
tifs. Plus précisément, étant donné un élément f
de B;lp(fRd) admettant la décomposition donnée
par (9) dans la base d'ondelettes (1, ),cv, il s'agit
de ne conserver que la projection non linéaire Qnf
définie par :

Qnf= ) dapy,

A€Ey

ol Ey = En(f) est le sous-ensemble de V de cardi-
nal N correspondant aux N plus grands coefficients
d’ondelettes |dy].

Parmi les nombreuses applications du projec-
teur non linéaire Quf, on peut citer 'estimation sui-
vante

st
sup  |If - Onfllge  (rey < CNT°T, (11)

”f”B;’p([Rd)gl

qui a joué un role clef dans [6] dans l'étude du dé-
faut de compacité de l'injection de Sobolev critique :
B ,(RY) < B (RY),

1 1 s-t
avec0< ——— = .

p q d
~ En effet, étant donnée une fonction f dans
B;Ip(fRd), on obtient en vertu de (10) et en utilisant
(dm)mso le réarrangement décroissant de |d, |

I~ Onfllgs ey ~ (Y 1a1)” 7= (Y ldml®)”

A¢Eyn m>N

< a9 Y ldml?)?
m>N

N
<(N_lZldm|p)l/P—l/Q( Z |dm|p)l/q
m=1

m>N

< N—(l/p—l/q)(Z |dm|p)1/P

m>0

s st
N7 I d)acvller ~ N7 lIfllgs (ray-

Le succés de la théorie des ondelettes n'est plus
a démontrer ni dans le traitement du signal et de
l'image, ni dans le domaine de la simulation numé-
rique des équations aux dérivées partielles. Pour
un apercu général des applications de cette théo-
rie, on peut consulter la monographie [31] et les
références qui s’y trouvent.

14. Voir par exemple [13, 14, 22].

La théorie de Littlewood-Paley est considérée
comme l'outil d’analyse microlocale le plus simple.
On peut voir l'analyse microlocale comme 'étude
des fonctions par le découpage de l'espace des
phases, c’est-a-dire l'espace des (x, ). De maniére
générale, cette procédure consiste a localiser dans
'espace physique en x puis en variable de Fou-
rier &, ce qui revient a localiser dans une boule
pour une métrique de T*R9 ('espace cotangent
de RY): c’est le calcul de Weyl-Hérmander 4. Lin-
térét de ce type de procédure introduite dans les
années 1970 est de permettre d’analyser des pro-
priétés fines de fonctions définies dans l'espace phy-
sique en opérant l'analyse dans l'espace des phases
ol le nombre de variables a doublé. En particulier
cela s’est avéré particulierement utile dans 'étude
d’équations aux dérivées partielles non linéaires,
par exemple pour prendre en compte certaines spé-
cificités géométriques du cadre.

Tout l'enjeu du calcul de Weyl-Hérmander
consiste a localiser dans l'espace des phases a
'aide de métriques raisonnables dites de Hérman-
der. A titre d’exemple, la procédure consistant a
localiser en x sur une boule euclidienne de taille «,
puis en variable de Fourier dans une boule eucli-
dienne de taille a(1+ |<§0|2)% revient a localiser dans
une boule pour la métrique suivante dite la mé-
trique (1,0):

dé&?

dx?, d&%) = dx® + —— -
8(x¢)(dx<, d&%) = dx T+ 122

Le calcul dit de Weyl-H6rmander qui a trouvé
son formalisme actuel a la fin des années 1970
dans les travaux de L. Hormander généralise cette
métrique. Il consiste en fait a décrire les modes de
découpage raisonnables de l'espace des phases.
Ces découpages sont choisis en fonction de la na-
ture et de la géométrie du probleme a étudier. Les
découpages admissibles sont ceux construits sur
des métriques dites de Hérmander. Ces métriques
sont des fonctions g de T*RY, muni de sa struc-
ture symplectique standard, dans 'ensemble des
formes quadratiques définies positives sur T*R9
qui vérifient :

— une hypothese dite de lenteur disant que la
métrique varie peu sur ses propres boules et
ce de maniéere uniforme;

— une hypothése dite du principe d’incertitude
qui interdit de trop localiser. En particulier, le
principe d’incertitude impose que le volume
d’'une gx boule de rayon 1 soit supérieur ou
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égal au volume de la boule euclidienne de exprime le fait que 'on peut estimer le rapport
rayon 1; des métriques en des points quelconques par
— et enfin une hypothése dite de tempérance qui la métrique duale.
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Esthétopies

une exposition sur les variétés d'espaces sensibles

e P. BERGER

Percevoir un espace. Un mathématicien sou-
haite définir les espaces qu’il rencontre et décrire
leurs propriétés. Un musicien sera sensible aux so-
norités d'un espace, au son émis quand on le touche
ou quand on y parle. D’autres aimeront le dessiner,
photographier la lumiére qui y circule, ou encore
filmer ses métamorphoses.

Aimer un espace. Un espace vit s’il est visité.
Il peut l'étre pour son utilité; mais aussi pour
sa beauté et ses mysteres. Il peut étre parcouru
pour sa fertilité : une entrée vers d'autres espaces,
d’autres curiosités. Aimé pour étre sauvage et om-
niprésent, ou classique et bouleversant... La décou-
verte d’'un nouvel espace peut étre dérangeante.

Avant propos. Ce texte donne d’abord un apercu
des piéces présentées lors de l'exposition Esthé-
topies a l'iHP, du 8 mars 2017 au 17 juillet 2017,
effectuées dans le cadre de collaborations avec
Pierre-Yves Fave, Sergio Krakowski, Vincent Martial
et Jimena Royo-Letelier. Le parti-pris est de pré-
senter des espaces séduisants et mystérieux. Enfin
nous parlerons brievement des recherches effec-
tuées pour résoudre certains problemes ouverts
laissés ouverts par 'école de Thurston au Geome-
try Center (années 1990). Enfin nous discuterons
de la réception de cette exposition et de celles qui
l'ont précédées.

Piéces exposées

L'exposition Esthétopie propose un parcours im-
mersif, un ensemble d’installations sonores et vi-
suelles offrant des explorations sensibles dans des
espaces mathématiques encore incompris.

40 SMF

Courtes vidéos

Deux courtes vidéos présentent une iconogra-
phie du concept de variété.
D’abord des exemples de constructions de sur-

faces obtenues en recollant les c6tés d'un polygone,
et d’espaces en recollant les faces d'un polyédre.

Construction d’une surface hyperbolique.

Puis un court film accompagne la définition ma-
thématique de variété (fermée).

Une surface est un espace fermé dont les
points sont entourés par des disques. Une
surface est une variété de dimension 2.

Une variété de dimension 3 est un espace
fermé dont les points sont entourés par des
boules.
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Sélection de modéles mathématiques

L'exposition a l'IHP a pu profiter de sa collec-
tion exceptionnelle de modeéles mathématiques du
XIx® et du xx® siécle. Les objets choisis représentent
des surfaces pouvant étre munies d’'une géométrie
sphérique (a gauche), plane (au centre), ou hyper-
bolique (a droite).

Paysages dans les géométries de Thurston

Thurston proposait de regarder les variétés de
dimension 3 en se placant a lintérieur; on peut
alors prendre des photographies (voir encadré).

Photographie d’'un ruban rectiligne dans une
variété de géométrie SOL. Il n'y a qu’un ru-
ban et il ne s’enroule pas. Cette photogra-
phie révele comment les rayons lumineux
spiralent dans cet espace.

En général, une variété d'espace n‘est pas plate
et sa topologie n‘est pas triviale. Ses courbures
forment de multiples lentilles optiques et sa topolo-
gie engendre des motifs. La trajectoire de la lumiére
est une courbe pouvant s’enrouler une multitude de
fois. La géométrie d'une telle trajectoire est souvent
incomprise, bien que générée par une EDO relative-
ment simple.

SMF

L'exposition présentait les premiéres photogra-
phies dans plusieurs géométries de dimension 3.
Cela a nécessité de résoudre un probléme de l'école
de Thurston au Geometry Center (années 1990),
Nous décrirons les techniques de cette solution en
derniére partie.

Mathématiques des Photographies. Placer un appa-
reil photo revient mathématiquement a définir un carré
rempli (le film photographique) et un point (le foyer de
la caméra). A chaque point du film, il existe un unique
rayon lumineux passant par le foyer. Si ce rayon lumi-
neux provient de l'objet photographié, alors le film est
colorié a ce point. Ce principe s’applique aux espaces

physiques et imaginaires.
foyer  film photo objet

'M/Q

trajectoire de la lumiere dans l'espace

Géométries. Un espace est géométrique ¢ s'il posséde
un nombre maximal de symétries, et pour toute paire
de points de l'espace, il existe une symétrie de l'espace
envoyant l'un sur l'autre.

Par exemple une sphére est géométrique, n‘importe
quelle rotation la laisse invariante. Si on la cabosse a un
endroit, les seules rotations symétriques sont celles qui
laissent la bosse invariante. Or celle-ci ne peut pas étre
envoyée par une symétrie en un lieu non cabossé de l'es-
pace. Une sphére cabossée n‘est donc pas géométrique.

Pour les surfaces, trois géométries existent : la géomé-
trie plane E2, sphérique SZ, et hyperbolique H2. Pour
les variétés d’'espaces, il y a huit géométries : [E3, 33,
H3, $2 x EL, H2 x E1, S1»(R), SOL, NIL.

a. Nous donnons ici la saveur de la définition d'un
espace homogeéne pouvant étre muni d'une géométrie.

Conversation dans plusieurs espaces

Entre une paire de canapés confortables est
placé un cube. Sur le cube, un microphone panora-
mique et a chacun de ses c6tés, un casque en des-
sous d’'un symbole: $3,$2xR/Z, R3/Z3, H2/T xIR/Z
et d’un croquis.
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Les plus jeunes aiment s’y poser, s’écouter mu-
tuellement dans l'espace associé au casque choisi.

Jimena préparant l'installation.

Classe de Seconde s’amusant avec l'instal-
lation.

On peut comprendre un espace par ses sonori-
tés. Si l'on tape sur un tambour, il émet un son qui
dépend de sa forme et de sa matiére. Si l'on parle
dans un espace, le son s’y propage et s’y réverbére
suivant l'acoustique de l'espace. Ces sonorités per-
mettent de ressentir l'espace.

Pour calculer les sonorités d'un espace mathé-
matique, on adapte l'équation du son de notre es-
pace physique. En effet, les opérateurs définissant
cette équation (Laplacien, dérivée temporelle) sont
définis canoniquement pour les variétés. Il reste
cependant a définir la matiére de l'espace (vitesse
du son, viscosité cinématique, taille) suivant des
critéres subjectifs.

Dans l'encadré ci-apreés, nous donnons les solu-
tions de cette équation.

Mathématiques des Sonorités.

A tout espace est associée une infinité d’harmoniques
w1,w)2,...,wn... appelées fréquences de résonance. Ces
harmoniques dépendent de la géométrie de 'espace et
sont proportionnelles a la vitesse du son c.

* Espace percussif.
Si la matiére de l'espace est idéale, quand on tape sé-
chement dessus, le son suivant apparait :

P(t) = cos(wq t) + cos(wpt) + -+ cos(wpt) +---

Sila matiére est non idéale, le son diminue avec le temps.
La dissipation D, =D - a)% est proportionnelle au carré
de la fréquence, suivant une constante D qui dépend
uniquement de la matiere. Le son devient :

oDt

P(t):e_Dlt-cos(a)'lt)+---+ -cos(wpt)+---

avec w}, = \/w% - D,% qui est plus grave que wp,.

(**) Espace acoustique.
Quand on émet un son E dans un espace, il se propage et
se réverbeére pour étre entendu comme un son S solution
de:

92S—c?(1+2D3)AS=E . (*)

Cela donne :

Un commentaire sur le logiciel sonore construit.
Dans l'encadré ci-dessus, les harmoniques (w;);
sont données par le spectre du Laplacien dans la
variété écoutée. Le spectre est connu explicitement
pour les variétés plates, les variétés sphériques,
et pour les autres géométries, il a été calculé nu-
mériquement (nous remercions Raul Aurich pour
nous avoir transmis ses estimés numériques pour
le spectre de certaines surfaces hyperboliques). La
fonction G dans l'encadré ci-dessus correspond a la
fonction de Green de l'équation du son (*). Son ex-
pression explicite est donnée par des techniques du
Xix¢ siécle. Je profite de l'occasion pour remercier
Emmanuel Schenck pour nous avoir redémontré
ces techniques. Le son entendu S(t) est donné par
le calcul en temps réel (44kHz pour le son) de la
convolution avec le son recu par le micro. Ce calcul
est effectué par de nombreux logiciels de musique.

Les valeurs de la vitesse du son c et la dissipa-
tion D du son ont été choisies suivant des critéres
esthétiques et mathématiques (pour exprimer au
mieux l'espace). A notre connaissance, il s’agit du
premier logiciel donnant rigoureusement 'acous-
tique d'un espace mathématique.
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Navigation dans les sommes connexes

Les sommes connexes permettent de construire
de nouveaux espaces a partir de deux espaces.

Si S et S’ sont deux surfaces, on enléve d’abord
un disque D & S et un disque D’ a S’. On considére
alors la surface S#S’ obtenue en collant l'intérieur
du bord de S\ D a l'extérieur du bord de S’ \ D’ et
vice-versa.

Plus généralement, si V et V' sont deux variétés,
on enléve une boule B a V et une boule B’ a V/, puis
on considére alors l'espace V#V’ obtenu en collant
'intérieur du bord de V \ B a l'extérieur du bord de
V’\ B’ et vice-versa.

Une installation propose une navigation dans
les espaces mis en jeu durant la construction d'une
somme connexe.

Pour la réalisation de cette installation, j'ai pro-
grammé un logiciel calculant en temps réel les
(premiéres) vues immersives dans des sommes
connexes d’espace de dimension 3.

Photographie a l'intérieur de R3#R3.

Une variété est dite premiére si elle n‘est pas
la somme connexe de deux variétés étant chacune
différentes de la spheére.

Théorémes de classification des espaces

Au milieu de l'exposition est placé un tableau
noir, avec écrit dessus les monuments mathéma-
tiques suivants :

Théoréme (Moebius-Jordan - 1866). Toute sur-
face fermée (et orientable) est la somme connexe
d’un nombre (fini) g de tores.

g=0 g

oo@@ O<0=0

SMF

Théoréme (Klein, Poincaré, Koebe - 1907). Toute
surface fermée peut étre munie de 'une des géo-
métries suivantes :

s? E? H2.

Théoréme (Kneser - 1929). Toute variété fermée
de dimension 3 différente de la sphére est la somme
connexe de g > 1 variétés premieres.

My #Mo# - - - #M,

Théoréme (Thurston-Perelman - 2002). Toute va-
riété premiére de dimension 3 peut étre découpée
selon un nombre fini de 2-tores pour que les par-
ties restantes puissent étre munies de l’'une de ces
géométries :

SExE!

H2xE' Sk, NIL SOL
Vue groupée des paysages exposés de
géométries de Thurston.

Plongement de UllInstitut Henri Poincaré

dans l'espace R3/Z3

L'exposition présentait une piéce inédite. Une
installation permettant de réaliser un plongement
de l'iHpP dans le tore R3/Z3. Pour ce faire, pas moins
de 60 micros contacts sont posés dans l'IHP pour
enregistrer ses vibrations. Les vibrations sont trai-
tées mathématiquement et numériquement pour
simuler le son que l'on entendrait si tout le bati-
ment était plongé dans un tore. Enfin, le son est
envoyé par des transducteurs pour faire vibrer les
tableaux noirs et produire ces sonorités. La position
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de l'HP dans l'espace R3/Z3 varie pour produire
une symphonie esthétique.

Ces tableaux noirs ont une double fonction :
d’une part, expliquer les concepts mis en jeu dans
l'installation; d’autre part, servir d’enceintes so-
nores.

Recherches effectuées pour la
visualisation des variétés de
dimension 3

L'un des buts de l'école de Thurston était de
produire des vues immersives dans les variétés de
dimension 3, en temps réel (i.e. 25 images par se-
conde).

Ils avaient réussi a le faire pour les variétés dites
isotropes : de géométrie sphérique, plane ou hy-
perbolique. Les vues immersives dans les autres
géomeétries restaient un probléme ouvert depuis les
années 1990.

Aussi, en raison de la croissance exponentielle
du groupe fondamental des variétés hyperboliques,
la profondeur des images qu’ils obtenaient en
temps réel assez était faible. Avec Luiz Velho et Alex
Laier, nous avons utilisé 1 un autre algorithme plus
récent (années 2000) pour voir dans les variétés
hyperboliques avec plus de profondeur et en temps
réel, nommeé le « ray tracing », calculé en paralléle.

Ensuite, j'ai poussé plus loin ces travaux pour
calculer les premiéres vues immersives dans les
variétés de géométries INIL, SOL, H2xR et $2xR,
ainsi que les sommes connexes. Le développement
consistait d'une part, a créer un nouveau logiciel
permettant de traiter le cas des rayons lumineux
qui ne sont pas des droites ou des cercles (comme
c’est le cas pour les géomeétries isotropes), mais
plus généralement, des courbes a intégrer suivant
'Ebo du flot géodésique de la variété. Et d’autre
part, j’ai inclus dans ce nouveau logiciel diverses
techniques de rendu 3D par ordinateur (optique,
textures, ombres etc.). Je profite de l'occasion pour
remercier Francois Cuvelier pour nos nombreuses
conversations, et pour m’avoir initié a la résolution
numérique des ODE.

Arts, mathématiques et pédagogie

Une des mes motivations dans ces expositions
est de pouvoir partager ma passion pour les ma-
thématiques. D’un point de vue pédagogique, cela
me semble une étape cruciale (et initiale?) d'un
apprentissage.

Ily a de multiples facons d’aimer les mathéma-
tiques. Je suis particulierement sensible a la beauté
de ses objets, la possibilité de les voir brutalement
différemment (d'étre dérangé dans mes idées) et

1. P. Berger, A. Laier, L. Velho, An image-space algorithm for immersive views in 3-manifolds and orbifolds, p : 1-12 The Visual

Computer, January 18, (2014).
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enfin, la liberté des pratiques qu’offre son forma-
lisme. Ces trois thémes sont aussi propres a l'Art.

Des pieces de cette exposition ont été montrées
a de multiples occasions : happening au milieu de
l'université Paris 13 en 2013, festival « Savantes
Banlieues » en 2014, exposition permanente au Mu-
sée des Sciences de Rio de Janeiro depuis 2014
(adaptation supervisée par Luiz Velho), Nuit des
sciences a U'Ens en 2014, Congrés Européen de
Mathématiques en 2016... Une partie partira bien-
tdt pour une exposition permanente au Musée des
Sciences de l'unaAM (Mexico).

J’ai choisi comme sujet des variétés de dimen-
sion 3 pour leur capacité a déranger. Pour faire
réver aussi: qu'un espace puisse étre courbe, que
l'on y voie et entende différemment. En général,
les lycéens ont réussi a comprendre assez vite des
exemples de variétés de dimension 3, et la percep-
tion qu’ony a, avec cependant l'aide d’'un animateur.
En effet, il suffit de présenter le 3-tore comme étant
la salle de l'exposition dans laquelle ils sont, avec
les murs opposés recollés ainsi que le sol collé au
plafond. On continue par la suite en s’y déplacant,
en imaginant ce que l'on y verrait.

Les plus jeunes comprennent souvent mieux les
concepts mathématiques que leur professeur (peut-
étre les adultes sont-ils plus inhibés?). Ils ont beau-
coup moins peur de rentrer dans une telle exposi-
tion que les adultes, quand bien méme ils seraient
professeurs ou conservateurs dans un musée scien-
tifique. C’est ce qui différencie 'andragogie de la
pédagogie : un adulte préfere comprendre les regles
du jeu avant d’y mettre les mains, contrairement
aux enfants. Mais si nous devrions nous cantonner
a montrer uniquement des mathématiques bien for-
mulées et comprises, ne serait-ce pas alors montrer
uniquement des mathématiques finalisées, non vi-
vantes? N'est-ce pas pour cela que les jeunes sont
encore surpris d’apprendre que la recherche en ma-
thématiques existe?

Bien sar, nous pouvons toujours montrer des
mathématiques simples mais nouvelles. Il est ce-
pendant trés dur d’en trouver d’aussi belles que les

Pierre BERGER

LAGA, université Paris 13
berger@math.univ-parisi3.fr
http://math.univ-parisi3.fr

monuments des mathématiques contemporaines. Il
me semble important de montrer que les mathéma-
tiques sont d'abord un art avant d’étre un jeu.
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Le Concours sMF junior 2017

* P. PANSU Cette année a eu lieu la premiére édition du concours sSMF
junior, une nouveauté pour la smr. Ce concours, inspiré du
concours Miklés Schweitzer, créé en 1949 en Hongrie, est
destiné a promouvoir la recherche en mathématiques aupreées
des étudiants en licence ou en master. Dix problémes, reliés a
la recherche actuelle mais reflétant les 10 thémes principaux
du programme de M1, sont proposés aux étudiants inscrits en

licence ou master de mathématiques francais. Ils ont 10 jours

pour composer. Les copies sont corrigées par les auteurs des

sujets.

La sMF a apporté quelques modifications au modéle hongrois :
une inscription préalable, un concours par équipesde 1 a 3
étudiants, et une fusion des thémes combinatoire et
cryptographie pour introduire un nouveau théme,

modélisation.

De l'avis des candidats et du jury, ces innovations étaient

bienvenues.

1 . La cérémonie

Avant de nous attarder sur les détails du
concours, revenons sur son aboutissement.

La sMmF avait choisi d’attribuer 3 prix de 750, 500
et 250 euros, et de distinguer au plus 3 copies re-
marquables. Tous les lauréats ont obtenu une adhé-
sion gratuite a la sMF et des livres.

La remise des prix a eu lieu le 10 juin 2017 a
'Institut Henri Poincaré, a la suite de 'lassemblée
générale annuelle de la sMmF. La cérémonie, qui s’est
déroulée dans une trés bonne ambiance, a réuni
plus de 100 personnes. Elle a permis aux lauréats
de rencontrer le jury, d'anciens présidents de la SMF
dont Jean-Pierre Kahane et Jean-Pierre Bourgui-
gnon ainsi que le président actuel Stéphane Seuret.

C’est Jean-Pierre Kahane qui a ouvert la cérémo-
nie par une courte conférence qui a séduit tout le
monde, intitulée « Les mathématiques peuvent-elles
se raconter ? ». Sans notes, et sans rien écrire au ta-
bleau, Kahane a exposé un probleme de géométrie
élémentaire mais non trivial, ainsi que sa solution,
et des variantes. Pour lui, tous les moyens de trans-
mettre sont bons, les nouvelles technologies ne se
substituent pas entierement aux méthodes plus an-
ciennes.

La conférence de Jean-Pierre Kahane

© J. Le Rousseau

Les jeunes lauréats ont pu s’exprimer librement,
soulignant notamment qu’ils avaient particuliére-
ment apprécié le travail en équipe. Deux équipes
avaient certains de leur membres qui se rencon-
traient pour la premiere fois lors de la remise des
prix! D’autres ont résolu des questions en utilisant
google.docs, les uns comblant les trous dans les
preuves des autres!

Le cocktail, enfin, a vu les jeunes (et pas
seulement les lauréats) parler avec J.-P. Kahane,
J.-P. Bourguignon, les responsables de la sMF, et des
chercheuses et chercheurs.
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En bref, un beau succeés, et un grand souffle de
jeunesse a la sMmF.

Outre les photos insérées dans cette article, l'en-

semble des photos de la cérémonie se trouve ac-

tuellement sur le site de la smrl.

J.-P. Kahane et P. Pansu, président du jury

©J. Le Rousseau

2. Le déroulement du concours

Le calendrier du concours 2017 a été assez
serré. appel a la communauté pour proposer des
sujets a été lancé en novembre 2016, avec date
limite le 31 janvier 2017. A cette date, 25 proposi-
tions ont été recues, au moins deux par theme.

Le jury souhaite remercier chaleureusement
tous les auteurs de sujets, en particulier ceux
qui ont été retenus, et l'équipe de la plateforme
Sciencesconf.org.

Le jury a choisi de panacher entre sujets d’appa-
rence simple ou difficile, entre énoncés courts ou
longs, entre problémes accessibles aux plus jeunes
(certains sujets pouvaient étre traités par des ly-
céens) et questions nécessitant des connaissances
de M1. Les sujets retenus, dont aucun n’était facile,
tous originaux, ont été peaufinés avec soin, chaque
membre du jury étant responsable d’'un probléme.
Un corrigé de chaque probleme a été rédigé avant
le concours.

Les sujets ont été rendus publics sur le site de
la sMF? dés le 12 mai 2017. Des corrigés commen-
tés y ont aussi été déposés 3. Les uns et les autres
peuvent étre utilisés par tous ceux qui le souhaitent.

Le site d’inscription 4 a ouvert début février. Les

inscriptions ont démarré timidement, puis sont mon-
tées en fleche fin avril. Des inscriptions ont été va-
lidées jusqu’au dernier jour du concours. Seules
deux demandes d’inscriptions complétes ont été
refusées. Le réglement exigeait une inscription en
licence, master ou cPGE : le jury a admis aussi les
éléves des grandes écoles. Il y a ainsi eu au total
118 équipes inscrites, dont 60% en Ile-de-France
(quelques équipes étaient a cheval sur plusieurs
régions). 59 équipes ont rendu au moins une copie.
Au final, 234 étudiants (27 femmes, 207 hommes)
ont participé. Notons que les grandes écoles ont
été sur-représentées dans cette premiére édition.

Le 2 mai vers 0h30, les sujets ont été envoyés
par mail aux équipes inscrites. Les équipes devaient
déposer une copie par probléeme, sachant que le site
permettait de modifier un dépoét antérieur. Le flux de
dépots est monté en fléeche le dernier jour. Seules 2
copies sont parvenues quelques minutes apres la
fin du concours le 11 mai a 23h59. Un contact par
mail permettait aux candidats d’étre dépannés et
de signaler des dysfonctionnements, mais il semble
qu’il y en ait eu trés peu.

306 copies ont été déposées, soit entre 19 et
46 par probléme. Chaque auteur pouvait se faire
aider pour la correction des copies, mais seul l'un
d’entre eux a eu besoin d'un assistant. Seules les
trés bonnes copies, contenant la résolution com-
pléte et presque entiérement correcte d'un pro-
bleme, ont été notées. L'auteur de ces lignes té-
moigne qu’il fallait bien une journée de travail sou-
tenu pour rendre une telle copie. Il y en a tout de
méme eu 133, signe de la trés grande qualité du
travail des participants. Pour chacune de ces copies,
les équipes ont recu un commentaire détaillé de la
part des correcteurs.

3. Le palmares

Le jury a effectué un classement « aux points ».
Trois équipes se détachaient mais il a été impossible
de départager un second et un troisieme, d’ou les
deux seconds prix ex aequo du palmares. En outre,
les auteurs/correcteurs ont signalé des copies qu'’il
jugeaient remarquables par leur originalité, ce qui
a permis de décerner trois prix spéciaux.

1. http://smf.emath.fr/content/concours-smf-junior-2017-le-reportage-photo

2. http://smf .emath.fr/files/smf_junior_sujets.pdf

3. http://smf.emath.fr/files/rapport_concours_smf_junior_long.pdf

4. Sciencesconf.org du CNRS
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Les lauréats sur le perron de l'IHP

Premier prix.

— Equipe JT™ : Malo Jézéquel, Jean Kieffer et

Thomas Massoni, ENs/M2.

Deuxiéme prix ex aequo.

— Equipe AME : Arnaud Etéve, Elie Studnia et

Mehdi Trense, ENs/M1 et L3.

— Equipe PlouM : Pierre-Louis Blayac, Louise Gas-

sot et Matthieu Piquerez, ENs/M2.

Aline Bonami et les JTM, premier prix

©J. Le Rousseau

© J. Le Rousseau

Prix spéciaux du jury.
— Equipe oTis : Davide Facchinelli, Archia Ghia-

sabadi, Bart Michels, M1 upmc.

Probleme d’algebre : la copie est un petit ar-
ticle de 13 pages, qui va bien au-dela de la
question posée. Comment les auteurs ont-ils
pu l’écrire en si peu de temps ?

Equipe Le Geai Audyphe : Colin Davalo, Cécile
Gachet et Viviane Ledoux, cPGE et ENS/L3.
Probleme de modélisation : la copie, basée sur
des considérations élémentaires, met bien en
lumiére les hypothéses, qu'il fallait deviner,
pour obtenir ['unicité des solutions.

Equipe Hot Magma : Vincent Bouis, Maxime
Ramzi et Victor Vermeés, cPGE Paris et Lyon.
Probleme de topologie : la solution apportée a
cette question de recherche actuelle introduit
une idée nouvelle, de 'avis de 'auteur.

4. Le questionnaire de satisfaction

Afin d’avoir un retour sur cette premiére édition
du concours, un questionnaire de satisfaction a été
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adressé aux correspondants d’équipes le 24 mai. Le
7 juin 2017, 75 réponses avaient été déposées.

La premiére question s’adressait aux équipes
qui n‘ont rien rendu. Le motif le plus souvent invo-
qué est le calendrier : la période du 2 au 11 mai
était celle des examens dans de nombreuses fi-
lieres, universitaires ou dans les grandes écoles.
Les réponses au questionnaire indiquent qu’une
période de petites vacances (Toussaint ou février)
serait plus favorable.

Sur 75 réponses, 72 répondent oui a la question :
Avez-vous déja envisagé la recherche scientifique
comme votre activité future? Cela rassure sur l'état
du vivier pour les métiers de la recherche : il existe,
il s’agit de le cultiver! De ce point de vue, il semble
que le concours y contribue, puisque 69 répondent
que ce concours constitue un bon moyen d’initia-
tion a la recherche. De nombreux commentaires
soulignent également 'absence d’activités mathé-
matiques hors cursus apres le bac, ce qui montre
que le concours comble partiellement un vide.

Les trois quarts des candidats ont concouru par
équipes, et se disent satisfaits du travail collectif.
Les lauréats, en particulier, plébiscitent cette parti-
cularité de la version francaise, qu’il convient donc
de conserver.

Les sujets ont été globalement jugés d'un niveau
adapté (58 réponses sur 75). Toutefois, deux pro-
blémes ont désarconné certains candidats : celui de
systemes dynamiques, trés concis, et celui de modé-
lisation, jugé trop vague. Ce dernier sujet a pourtant
donné lieu a d’excellentes copies. Il nécessitait da-
vantage d'initiative, puisqu’il s’agissait de traduire
un probléme concret en termes mathématiques et

Pierre Pansu

Université Paris-Sud

de choisir des hypothéses permettant de démon-
trer les propriétés souhaitées. De l'avis du jury, le
probléme de modélisation 2017 est une réussite
et il faut conserver ce théme dans les prochaines
éditions, en rappelant que le choix des hypothéses
de régularité est laissé au candidat.

Le style des problémes a donné lieu a des com-
mentaires variés, depuis ceux des plus jeunes qui
se réjouissaient que les énoncés leurs aient été ac-
cessibles, jusqu’a ceux des candidats plus mars qui
auraient préféré des questions plus ouvertes, in-
cluant une présentation culturelle du contexte, et
éventuellement des pistes de recherche bibliogra-
phique.

Un grand nombre de commentaires montre que
ce n'est pas la compétition qui constitue l'attrait
du concours, mais l'opportunité de réfléchir a fond
sur un vaste choix de sujets. Néanmoins, la com-
pétition a grande échelle apporte le grain de sel
indispensable. Tout moyen d’élargir et de diversifier
le palmarés en attribuant diverses sortes de prix (en
tirant parti de la diversité des styles de problemes,
par exemple), serait bienvenu.

En tout cas, la satisfaction est la! 69 candidats
déclarent souhaiter participer a la prochaine édi-
tion, les 6 autres regrettent d'étre déja en M2...

Le jury : Marie-Claude Arnaud, Julien Bar-
ral, Christine Huyghe, Vilmos Komornik, Jé-
rome Le Rousseau, Régine Marchand, Jean-
Francois Marckert, Bertrand Maury, Pierre
Pansu (président), Emmanuel Peyre.

Pierre Pansu est professeur. Il a été vice-président de la smF de 2012 a 2015.
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Annexe : les réflexions des correcteurs

Cette partie résume les rapports plus complets,
incluant un corrigé type et une analyse des solu-
tions trouvées dans les copies, rassemblées dans

un document disponible sur le site de la SMF°.

4.1 — Algébre

Auteur : Reinhard Schifke (université de Stras-
bourg). Correcteurs : Reinhard Schafke et Augustin
Fruchard (université de Haute Alsace).

« Le sujet tournait autour de l'équation h(xP)—
h(x) = f(x), d'inconnue h, dans l'espace des poly-
némes en une variable. Deux telles équations (pour
des exposants multiplicativement indépendants)
peuvent-elles avoir une solution commune?

35 équipes ont proposé une solution. Pour la
correction, l'aide d’Augustin Fruchard m’a été pré-
cieuse. Dans 21 de ces propositions, on trouve une
solution essentiellement compléte. Le sujet n"étant
pas trivial, c’est un trés bon résultat. Encore plus
satisfaisante, presque étonnante, est la diversité et
l'originalité des approches utilisées, méme si la plu-
part des solutions suivent avec quelques variations
la piste de la solution officielle : établir l'existence
d’une solution série formelle et ensuite montrer
qu’elle est en fait polynomiale.

Une solution rameéne le sujet a une question de
cohomologie — malheureusement sans le rendre
plus simple.

Une solution traite méme en profondeur le cas
(non demandé) oul les exposants sont multiplicati-
vement dépendants et présente une généralisation
du sujet a un certain type de séries formelles. Cette
solution pourrait faire 'objet d’un article.

Le probléme s’inspire de la prépublication ré-
cente : Schiafke, R. and Singer, M.F., Consistent sys-
tems of linear differential and difference equations,
Preprint, arXiv:1605.02616v1, 2016. »

4.2 — Analyse

Auteur : Aline Bonami (université d’Orléans).

« Le sujet portait sur les multiplicateurs de Fou-
rier des espaces de Sobolev Wbl i se présentait
comme un probléme usuel, avec quelques ques-
tions élémentaires dans une premiere partie, puis
une accélération dans la seconde dans laquelle on

regroupait les outils nécessaires pour arriver a une
question finale dans laquelle on n"était plus guidé.

La question qui y est abordée est celle des opé-
rateurs de convolution qui préservent l'espace de
Sobolev W' des fonctions intégrables dont les dé-
rivées partielles sont intégrables. Il est plus simple
de le faire dans le cadre périodique, ce qui avait
'avantage supplémentaire qu’il n’y avait pas direc-
tement de littérature disponible. Il s’agissait de mon-
trer qu’alors qu’en dimension 1 les seules convolu-
tions qui préservent l'espace sont les convolutions
avec des mesures bornées, il n’en est rien en dimen-
sion supérieure. Pour obtenir un contre-exemple,
on montrait qu’il était suffisant de considérer la
dimension 2 pour laquelle 'espace de Sobolev se
plonge dans L2, ce qui permettait d’avoir toute une
famille de telles convolutions. Puis on utilisait les
inégalités de Khintchine pour en déduire l'existence
du contre-exemple. C'est dans cette derniére partie
que les étudiants se trouvaient livrés a eux-mémes,
en particulier pour réaliser qu'il fallait d’'une facon
ou une autre raisonner par l'absurde pour dire que
s’il N’y avait pas de contre-exemple on aurait une
borne uniforme pour les normes des mesures. Seule
la meilleure copie, qui était excellente, a fait appel
aux théorémes d’analyse fonctionnelle a cet en-
droit. Les copies qui ont été retenues, au nombre de
6, sont celles qui ont compris l'ensemble de la dé-
marche, les deux meilleures notes étant réservées
a celles qui se sont réellement attaquées a cette
derniére question.

Le fait qu’il y ait de tels contre-exemples a été
trouvé par Poornima dans les années 1980 en uti-
lisant les non L1 inequalities de D. Ornstein, c’est-
a-dire des exemples de distributions d’ordre 1 dont
toutes les dérivées partielles sont d'ordre 1 (ceci évi-
demment lorsque la dimension est supérieure a 1).
J’ai peu aprés montré avec elle, toujours en utilisant
le théoréme d'Ornstein, qu’aucun opérateur d’in-
tégrale singuliére ne préserve l'espace WV1(RY).
Jaurais aimé, et j'aimerais toujours, montrer que
les convoluteurs des espaces wkl different, non
pas uniquement entre k = 0 et kK > 0, mais pour
toutes les valeurs de k. L'espace WY1 (R9) est un
espace dont on sait bien qu’il réserve des mys-
téres, tout comme l'espace BV. Curieusement, la
construction d’Ornstein a attiré récemment l'atten-
tion de plusieurs auteurs. Je suis revenue sur le

5. http://smf .emath.fr/files/rapport_concours_smf_junior_long.pdf
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sujet ces derniéres années grace a la lecture d'un
article récent de deux collegues polonais, Kazanie-
cki et Wojciechowski, dans lequel ils vont plus loin
que nous n’étions allées dans les années quatre-
vingts et montrent que les transformées de Fourier
des convoluteurs de l'espace homogéne W11 (R)
sont continues. Le texte du probléeme est issu de
réflexions récentes. La construction qui est don-
née dans le probléme permet de montrer qu’ily a
d’autres opérateurs de convolution que ceux qui
sont donnés par des distributions d’ordre 1 dont
les dérivées partielles sont aussi d'ordre 1, autre-
ment dit que Poornima n’avait pas trouvé tous les
opérateurs de convolution de WY1 (R9).

Certaines copies, par ailleurs soignées, ont mon-
tré un réel manque de culture sur les séries de Fou-
rier. La démarche de la dernieére question est évi-
demment naturelle si on sait comment démontrer
qu’il Ny a pas convergence des séries de Fourier
dans L1. Plus élémentaires, les manipulations sur
les séries doubles n’étaient pas forcément aisées. »

4.3 — Combinatoire-Cryptographie

Auteur : Olivier Poisson (Aix-Marseille univer-
sité).

« Ce probléme m’a été proposé il y a une dizaine
d’années et a peu prés tel quel par un ingénieur
d’Intertechnique (actuellement Zodiac ou Safran).
Celui-ci a malheureusement perdu la trace de son
origine.

19 équipes ont rendu une copie. Il s'agissait de
dénombrer les points entiers dans lintersection
d’un hyperplan et d'un parallélépipéde de cotés pro-
portionnels a des entiers k;. Deux approches ont été
utilisées principalement. D’abord, la méthode géo-
métrique, qui compare ce nombre de points entiers
avec la mesure (de Hausdorff) de lintersection de
'hyperplan et du parallélépipéde. Il est possible de
donner des estimations simples de la mesure de ce
genre d’hypersurface en comparant par exemple le
parallélépipede avec des boules euclidiennes cen-
trées en 0. Une autre possibilité, moins élémentaire,
est fournie dans une copie qui utilise le fait que le
(n—1)-volume de l'intersection d’un hyperplan or-
thogonal a u avec un pavé de R"” (coupé en son
centre) est minimal lorsque |'hyperplan est orthogo-
nal & au i-iéme vecteur de la base canonique de R",
ol i est tel que k; = max; k. (La copie se référe a un
résultat dans le livre d’Alexander Koldobsky : “Fou-
rier Analysis in Convex Geometry”, ams, 2014. J'au-
rais préféré plus de détails, mais la propriété, bien

que simple a formuler, semble compliquée a démon-
trer). Ensuite, la deuxiéme méthode, probabiliste,
part de la considération de n v.a.r X; indépendantes,
de loi uniforme sur [0, k;],i = 1,..., n. Cette approche
me parait trop sophistiquée lorsqu’elle se limite a
démontrer la croissance du nombre de points en-
tiers. Sinon, a partir de ce point, et en utilisant par
exemple 'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev (ou
méme de Hoeffding, sans doute plus précise), elle
fournit une trés bonne estimation. A noter que l'uti-
lisation de l'inégalité de Hoeffding seule, sans la
propriété de croissance du nombre de points en-
tiers, donne un résultat insuffisant.

Un bon lot de copies s’est attaqué a la détermi-
nation d’un équivalent du nombre de points entiers
lorsque p est grand, soit, comme déja commenté, en
prenant la méthode géométrique, qui me parait la
plus élégante, soit par le théoréme du crible. Malgré
quelques erreurs mineures ou des preuves un peu
rapides, il est assez satisfaisant de voir apparaitre
un résultat substantiel.

Pour finir, j'ai été agréablement surpris de re-
cevoir de nombreuses copies suffisamment riches,
certaines m'ayant permis d’avoir un nouveau regard
sur le probléme que j'ai soumis. »

4.4 — Géométrie

Auteur :
bourg).

Nicolas Juillet (université de Stras-

« Le principe était de proposer un probléme ins-
piré de la géométrie sous-riemannienne qui puisse
avoir une formulation suffisamment simple pour
se préter a l'expérimentation. On peut voir ce pro-
bléme comme un pendant discret d'un exemple clas-
sique, celui d’'une sphére roulant sans glisser sur
un plan ('espace des configurations est de dimen-
sion 5 mais la distribution non-intégrable des dépla-
cements infinitésimaux est de dimension 2). Cette
situation évoque elle-méme le transport paralléle
sur une spheére, encore souvent abordé en master.
'étude des variétés roulant 'une sur l'autre est un
sujet contemporain d’étude.

Le probleme évoque également la notion de
connexion et la théorie de ’holonomie. Certaines
des approches proposées dans le concours peuvent
d’ailleurs faire songer au théoréme d’Ambrose et
Singer.

Nous avons recu 31 propositions pour ce pro-
bléme. Seulement une dizaine d’entre elles ont été
jugées hors-sujet. Les questions 1, 3 et 4 ont glo-
balement été mieux réussies que la question 2, la
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plus difficile, qui concernait l'octaédre basculant
sur le plan. Finalement une douzaine de solutions,
completes, ont été jugées satisfaisantes a tres sa-
tisfaisantes. Toutes ces douzes sont des solutions
completes. Notons finalement que de nombreuses
idées originales ou élégantes ont été proposées, y
compris dans des copies moyennes. Cependant ces
belles idées n‘ont pas toujours abouti a des démons-
trations solides.

Nous avons apprécié que les candidats accom-
pagnent leurs démonstrations de figures représen-
tant tantét le plan, tantét les solides. Cela semblait
tout a fait indiqué dans ce probléme de géométrie et
a été souvent réalisé a 'aide de logiciels permettant
un trés beau rendu. Toutefois les figures ont parfois
eu tendance a se substituer aux démonstrations.
Ce fut le cas notamment dans les démonstrations
faisant apparaitre un coloriage des sommets des
triangles pavant le plan. Ici, en toute rigueur il était
souhaitable d’'indiquer que le coloriage était pério-
dique (permettant une définition du coloriage a par-
tir de la figure) et que des vérifications en nombre
fini (on pouvait donner ce nombre) suffisaient a dé-
montrer le résultat voulu. Une autre fagon consis-
tait a définir exactement les couleurs a l'aide de
formules et d’effectuer les vérifications nécessaires
sur les formules. »

4.5 — Modélisation

Auteur : Filippo Santambrogio (université Paris-
Sud).

« Le probléme portait sur une question tres na-
turelle et issue de la vie réelle : comment traverser
une route lorsqu’on doit en méme temps se dépla-
cer en direction paralléle a la route elle méme. La
plupart des enfants ont envie de traverser tout droit
en diagonale pour arriver le plus vite possible, alors
que leurs méres, soucieuses de ne pas les laisser
trop longtemps au milieu de la chaussée ou ils pour-
raient se faire renverser par une voiture, voudraient
qu’ils fassent un chemin en L en restant le plus
possible sur le trottoir... ot est le juste milieu?

Ce genre de question, qui revient a chercher
les géodésiques pour une longueur pondérée, se
rencontre fréquemment en recherche. Souvent l'es-
pace parcouru par la courbe que 'on cherche n‘est
pas le plan (comme dans cet exercice) mais un es-
pace de fonctions (récemment cela a été utilisé
pour résoudre des problémes d’EbP avec manque
de compacité), de mesures (en transport optimal,
mécanique des fluides,...)... ou alors il s’agit bien

d’une trajectoire dans l'espace euclidien d'un indi-
vidu, mais le modéle demande ensuite a en faire
interagir plusieurs (comme dans les jeux a champ
moyen...).

Les réponses a cette question de modélisa-
tion ont été tres variées, et on y trouve plusieurs
bonnes idées ainsi que plusieurs erreurs ou ano-
malies. La premiére chose a faire consistait a tra-
duire le probleme, décrit exprés de maniére tres
vague dans l'énoncé, en une question mathéma-
tique. A quelques exceptions pres cela a été bien
fait. Presque personne n‘a traduit le probléme en
une minimisation d’énergie avec le carré de la vi-
tesse, qui simplifie beaucoup les arguments d’exis-
tence et l'écriture d'une équation d’Euler-Lagrange.

La plupart des copies ont démontré l'existence
d’une trajectoire minimisante en évoquant le Théo-
reme d'Hopf-Rinow et d’autres notions de géométrie
riemannienne. Ceci est correct, mais un peu déce-
vant, alors qu’une preuve ad hoc pouvait étre faite
de maniere assez élémentaire, et sous des hypo-
theéses de régularité plus faibles.

Au contraire, en ce qui concerne la preuve du
fait que la courbe est un graphe ou l'étude de sa
convexité, les étudiants ont surtout utilisé des ar-
guments “a la main” (remplacer une portion de
courbe par un segment et montrer que le segment
a un colt inférieur, ce qui soulevait des difficultés
que les étudiants n‘ont pas toujours vues), alors
qu’il était possible d’utiliser davantage |'équation
d’Euler-Lagrange : celle-ci entraine que x” > 0. Le
fait que la courbe soit aussi un graphe par rapport
a l'autre variable y était plus compliqué.

En effet, il y avait une subtilité, pas forcément
voulue, dans linterprétation du sujet (les hypo-
théses étaient, expreés, trés vagues). Dans le sujet
on parlait d'une fonction “risque”, nulle sur les trot-
toirs et réguliére : on peut la considérer comme
définie partout, et donc sa dérivée doit s’annuler
sur le bord du trottoir, ou définie seulement sur la
chaussée, ce qui permet une dérivée non nulle sur
le bord. La plupart des théorémes de géométrie rie-
mannienne évoqués par les étudiants concernent
des variétés sans bord et lisses. Si on se place dans
le premier cas tout marche bien, et on a aussi le
résultat d'unicité demandé ainsi que le fait que la
courbe soit un graphe par rapport a y.

Trois groupes d’étudiants ont bien compris la
subtilité : un a bien clarifié qu’il utilise une dérivée
nulle sur le bord comme conséquence du fait que
la fonction est nulle sur le trottoir et lisse; deux
autres ne font pas cette hypothése mais font la
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distinction dans les résultats d’unicité d’apreés la dé-
rivée au bord. Ces deux copies trouvent aussi que,
dans le cas de dérivée non nulle au bord, 'unicité
est vérifiée si le déplacement vers l'est est suffisam-
ment petit. Une de ces copies, par contre, ne prouve
pas l'existence, alors que l'autre le fait par des mé-
thodes directes, ce qui est remarquable. C'est cette
copie qui a eu la note la plus élevée, sans pour
autant atteindre la note maximum, car certaines
constructions géométriques qui sont faites pour
améliorer les courbes ne sont pas 100% justifiées. »

4.6 — Probabilités

Auteur : Olivier Garet (université de Lorraine).

« Une question fréquemment posée a propos
d’'une chaine de Markov, c’est de déterminer avec
quelle probabilité un événement va arriver avant un
autre, ou s’il va arriver un jour.

Ces problémes peuvent souvent étre résolus a
partir de la méthode de l'analyse au premier pas :
le point de départ étant considéré comme un para-
metre, en conditionnant par la valeur du premier
mouvement de la chaine, on obtient alors un sys-
téme d'équations linéaires.

Dans le cas ou la chaine de Markov est une
marche aléatoire, le systéme donne une récurrence
linéaire a coefficients constants. L'exemple le plus
classique est le probléeme de la ruine du joueur, qui
est traité dans tous les cours de M1. Ces systémes
d’équations sont souvent résolus par 'adjonction
de conditions “aux limites”, qui correspondent a
des positions ol lissue est déterministe. Cepen-
dant, le succés de la méthode n’est pas assuré car
rien n‘assure a priori de disposer de suffisamment
d’équations pour déterminer le systéme.

La question ici posée consistait a déterminer la
probabilité qu’une marche aléatoire a support fini,
biaisée dans le sens positif, ne passe pas dans les
négatifs. Ici, les premiéres conditions au bord sont
déterminées par le fait que partant de valeurs né-
gatives, la probabilité est évidemment nulle. Avec
un peu de travail, on montre que quand le point de
départ s’échappe a l'infini, la probabilité tend vers 1,
ce qui nous donne encore une condition.

A-t-on assez de conditions? La démarche que
j'avais envisagée, et qui a été suivie par presque
toutes les copies est la suivante : on résout une
équation de récurrence linéaire, on l'exprime a

l'aide de la théorie générale; u, s’écrit
Up = ZR(”)/\I”’
i

ol les A; sont les racines de l'équation caractéris-
tique de la marche. Reste a déterminer les poly-
némes qui s’affichent en face des puissances. En
face des puissances des racines de module dé-
passant 1, le polyndme doit étre O, sinon les pro-
babilités explosent. Cette “presque évidence” de-
mande tout de méme un petit travail, qui a été par-
fois ignoré, parfois plus ou moins bien fait. Ceci
étant fait, ne reste-t-il pas trop de racines? Ce der-
nier point est traité avec le lemme de Rouché, que
quelgques-uns malmeénent, et qu’une copie réinvente
dans un cas particulier. Le soin donné aux démons-
trations des points évoqués ci-dessus départage
ainsi l'essentiel des copies.

Cependant, une copie sort du lot, qui utilise un
argument assez général, et cette fois trés probabi-
liste, auquel je n‘avais pas songé. Je le décris brié-
vement. Il est facile de voir que la suite des probabi-
lités cherchées constitue une fonction harmonique
bornée de l'opérateur associé a la chaine de Markoyv,
ce qui permet de lui associer une martingale. Mais
en réalité, toute solution bornée du systéme que
'on a obtenu est aussi une fonction harmonique, et
peut aussi se voir associer une martingale; ainsi a
l'aide d'un théoréme de martingale, on peut identi-
fier la solution et la suite cherchée, ce qui montre
que le systéme linéaire est bien déterminé. Largu-
ment est trés pur, et visiblement généralisable. La
copie n'utilise pas le vocabulaire des fonctions har-
moniques. Que ses auteurs soient cultivés ou trés
malins reste en débat; enfin il est clair qu’ils m'ont
fait comprendre quelque chose.

Pour un ouvrage en frangais qui met clairement
en lumiére la méthode “first step analysis”, je re-
commande mes notes de cours de master, Probabi-
lités et processus stochastiques. 65

4.7 — Systémes dynamiques

Auteur : Alexei Glutsyuk (cNRs et Ecole normale
supérieure de Lyon).

«La question tenait en une phrase : un champ
de vecteurs holomorphe du plan peut-il admettre
un cycle limite?

La solution aussi était trés courte. Pourtant,
ce probléme n‘a donné que 20 copies. La plupart

6. http://www.iecl.univ-lorraine.fr/~0livier.Garet/livre-pps/
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sont satisfaisantes. Une copie contient une mé-
thode plus directe que celle que j'avais imaginée, en
montrant que les champs f et if commutent. Cela
contourne la démonstration de l'holomorphie du
flot. Une autre copie démontre 'holomorphie en uti-
lisant le fait que la dérivée du flot obéit a l'équation
aux variations. »

4.8 — Théorie de la mesure

Auteur : Ai-Hua Fan (université d’/Amiens).

« On proposait de démontrer une inégalité va-
lable sur un espace mesuré (X, 4) quelconque. Si
fody:Oet(JzSgéﬁ,alors

ﬁ—aj
fgd 'S— |fegldp.
.[x : B+a Jx ¥

34 candidats ont répondu, la plupart de fagon
correcte. On a privilégié la rigueur, la clarté et la
simplicité, sans accorder d'importance a la conci-
sion. Il y a des copies de 7 ou 8 pages, et d'autres de
1 ou 2 pages. Certaines sont faciles a lire, d'autres
plus difficiles a suivre. Certaines copies auraient mé-
rité une relecture plus soigneuse par leurs auteurs,
car les coquilles y sont nombreuses.

Une copie mérite une attention particuliere, elle
donne une preuve reposant sur l'inégalité de Bern-
stein (la norme sup de la dérivée d'un polynéme
trigonométrique est majorée par la norme sup du
polynéme multipliée par le degré). C'est une mé-
thode intéressante, a laquelle 'auteur n‘avait pas
pensé. »

4.9 — Théorie des nombres

Auteur : Bruno Deschamps (université du Maine).

«Il s’agissait, pour tout n donné, de déterminer
le nombre minimal o(n) tel que tout élément de
Z/nZ soit somme de n carrés.

Ily a eu 45 propositions de solutions, justes du
point de vue mathématique, et il a été difficile de
classer les meilleures. Les critéres d’excellence rete-
nus ont été l'originalité et le caractére élémentaire
des arguments. Plusieurs solutions proposées utili-
saient de gros (voire trés gros) théorémes tels que
les théoréemes des deux et trois carrés, le lemme de

Hensel, le théoreme de progression arithmétique
de Dirichlet. Nous avons donc considéré que “l'uti-
lisation de bulldozers pour écraser une mouche”
était un critére discriminant pour le palmareés, car
peu en accord avec la tradition de subtilité en théo-
rie des nombres. Comme on pourra le voir sur le
rapport complet de correction 7 il existait plusieurs
facons totalement élémentaires d’arriver au résul-
tat, et plusieurs d’entre elles étaient concises et
élégantes. Certaines de ces solutions sont méme
présentables a un niveau L1-L2, ce qui est remar-
quable.

Pour ce qui est des démonstrations proposées,
elles ont toutes, peu ou prou, suivi la méme straté-
gie. Nous avons toutefois été a la fois surpris et ravis
de découvrir une grande diversité d'idées avancées
pour la résolution du probléme. C’est sur les points
clé qu'ily a eu des variantes d’arguments. »

4.10 — Topologie

Auteur : Marc Peigné (université de Tours).

« Il s’agissait de minorer le nombre de points
d’'une orbite d’'une action de groupe dans une
grande boule. Ce sujet est inspiré de résultats
concernant les groupes d’isométries de variétés
a courbure négative. L'exposant 65 est appelé aussi
exposant de Poincaré, c’est 'exposant critique de
la série du méme nom (critique au sens ou cette
série converge pour s > d et diverge pour s < d¢).
Une question naturelle est de savoir si cette sé-
rie diverge en s = 6, auquel cas le groupe est
dit divergent. Cette question semble au premier
abord anodine, elle est en fait tres profonde et a des
conséquences importantes sur la dynamique du flot
géodésique. Pour les groupes co-compacts, l'argu-
ment de sous-additivité, objet du présent énoncé,
est la méthode la plus simple.

Sur les 30 copies rendues, 6 ont donné des so-
lutions complétes. Une copie a développé une ap-
proche personnelle de la question 2, en passant par
la métrique des mots. Ce passage n‘est pas naturel
dans le contexte de l'énoncé, méme si pour la mé-
trique des mots la réponse est plus rapide; mais je
dois avouer que j'ai été surpris qu’on puisse revenir
a la distance initiale en introduisant un parametre
supplémentaire, cela m’a beaucoup intrigué et inté-
ressé. »

7. http://smf.emath.fr/files/rapport_concours_smf_junior_long.pdf
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Comment les stéréotypes de genre
corrompent nos perceptions, nos jugements
et nos comportements : quelques apports
de psychologie sociale

Ce n‘est pas une nouvelle, le parcours des filles
et des femmes dans les domaines scientifiques et
techniques est semé d’embiches, et le temps qui
passe ne change pas grand-chose a l'affaire. Malgré
leur meilleure réussite au baccalauréat, elles res-
tent sous-représentées dans les filiéres, puis dans
les métiers scientifiques, technologiques ou d'ingé-
nierie. Lorsqu’elles y entrent, leur nombre s’ame-
nuise souvent au fur & mesure du cursus (un phé-
nomene baptisé « leaky pipeline » ou tuyau percé)
et leur progression de carriére est loin de suivre
celle des hommes. Par exemple, alors qu’elles re-
présentent 30% des étudiant-e-s en Sciences Fon-
damentales et Application a l'université, elles ne
représentent plus, pour ce qui concerne les mathé-
matiques, que 18% des McF et 6% des PR en ma-
thématiques pures (39% McF et 18% PR en maths
appliquées), et seulement 14.6% des Chargé-e-s de
Recherche, et 21.3% des Directeurs/Directrices de
Recherche au cNRs (section 41).

Il ne s’agira pas dans cet article de traiter la
question des préjugés et de la discrimination spécifi-
quement dirigés contre les femmes mais plutét des
biais auxquels nous sommes toutes et tous soumis
du fait des stéréotypes de genre. Quelques illustra-
tions empiriques issues de la psychologie sociale
expérimentale permettront d’appuyer mon propos
en mettant en évidence la relation causale liant
stéréotypes et carriéres féminines, et la diversité
des effets délétéres des stéréotypes depuis l'école
et Uorientation scolaire jusqu’au recrutement et
au parcours professionnel des femmes, dans les
sciences et au-dela.

¢ V. BONNOT

Les stéréotypes de genre sont les croyances que
les gens partagent concernant les traits de person-
nalité, compétences, émotions, comportements que
les personnes appartenant a un méme groupe so-
cial (e.g., les femmes et les hommes, les blancs et
les noirs, les Francais et les ltaliens...) sont cen-
sés posséder du seul fait de cette appartenance.
On distingue ces croyances (dimension cognitive)
des attitudes (dimension affective) a 'égard de ces
groupes qu’on appelle préjugés — sexisme dans le
cadre des préjugés a l'égard des femmes. Alors qu’a
l'origine des recherches en psychologie sociale des
relations intergroupes les préjugés correspondaient
a des attitudes négatives, les recherches plus ré-
centes se sont intéressées davantage aux attitudes
« positives », dont les conséquences sont aussi voire
plus dommageables que leur pendant négatif du
fait de la difficulté a en appréhender directement
'aspect pernicieux. On parle alors de sexisme « bien-
veillant » (par contraste au sexisme « hostile »), dont
'une des dimensions correspond au paternalisme
(par exemple a l'idée que les femmes auraient par-
ticulierement besoin d’étre aidées et protégées;
cf. [9]).

Les stéréotypes de genre ont pour fonction de
légitimer les inégalités sociales entre femmes et
hommes, en d’autres termes, le systéme de genre
(e.g., [13];[19]). Pour ce faire, la complémentarité
des stéréotypes est trés importante : les hommes
et les femmes sont censées posséder des quali-
tés et défauts complémentaires les uns des autres.
Ainsi, les femmes sont stéréotypées comme plus so-
ciables et bienveillantes (tournées vers autrui, em-
pathiques, amicales...) que les hommes qui sont a
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leur tour considérés comme plus compétents et as-
sertifs (tournés vers l'action, indépendants, possé-
dant les qualités de leadership et d’autorité...). Les
domaines de compétence sont également percus
comme sexués : les femmes seraient plus douées
dans les domaines verbaux, les hommes dans les
domaines logico-mathématiques (notez par ailleurs
le différentiel de valeur sociale des qualités sup-
posées et domaines dits « féminins » et « mascu-
lins »). Des recherches récentes montrent en outre
que les éléves ont connaissance d’un stéréotype
selon lequel les filles doivent faire plus d’efforts
que les garcons pour réussir, que leur intelligence
est moins perfectible, moins susceptible de s’amé-
liorer, et qu’elles ont donc moins de potentiel que
les garcons qui, a l'inverse, et a condition qu’ils
le décident, se réveéleront brillants [18]. Ces sté-
réotypes sont généralement acquis tres jeune; par
exemple dés le cM2 pour celui concernant les dis-
ciplines scolaires (maths/francais; [15]). Avant de
continuer la lecture de cet article, n"hésitez pas
a évaluer vous-méme vos propres stéréotypes (et
vos préjugés) grace par exemple au Test d’Asso-
ciation Implicite (ici : https://implicit.harvard.
edu/implicit/france/). Confrontés a des ques-
tions directes nous sommes généralement moti-
vés a contréler nos réponses de fagcon a paraitre
exempts de toute pensée stéréotypée ou sexiste.
Cet outil permet de mesurer les stéréotypes impli-
cites en contournant les stratégies de présentation
de soi.

Voyons maintenant quelles sont les consé-
quences de ces stéréotypes : d'une part sur la facon
dont nous considérons les femmes, d’autre part sur
la facon dont les femmes elles-mémes peuvent étre
amenées a se considérer.

Les stéréotypes de genre biaisent notre trai-
tement de linformation, nos attitudes et nos
comportements a l'égard des femmes. Les re-
cherches montrent effectivement que les stéréo-
types colorent la fagon dont nous traitons et mémo-
risons les informations. Par exemple, lorsque nous
lisons une série de phrases décrivant des compor-
tements produits soit par des femmes soit par des
hommes, le sexe des protagonistes influence la fa-
¢on dont nous nous rappellerons l'événement décrit
[7]. Dans cette étude on présente plusieurs phrases,
par exemple : « Elisabeth ne fut pas trés surprise de
sa note au test de mathématiques » (notez qu’au-
cune information sur la note obtenue n‘est délivrée
dans cette phrase). Plus tard, lors d’une tache de

reconnaissance des phrases lues, mais modifiées
pour inclure une information qui va dans le sens
du stéréotype ou dans le sens contraire, il s‘avére
que la phrase « Elisabeth ne fut pas trés surprise
de sa mauvaise note au test de mathématiques »
est plus fréquemment reconnue que la phrase « Eli-
sabeth ne fut pas trés surprise de sa bonne note
au test de mathématiques ». Autrement dit les sté-
réotypes nous guident (de facon erronée) dans l'in-
terprétation des événements dont nous sommes
témoins. J'utilise le « nous » a dessein : en effet,
les recherches montrent le plus souvent que les
femmes, comme les hommes, sont soumises aux
mémes biais dans la perception et l'évaluation des
femmes.

Les stéréotypes influencent également la fagon
dont nous allons juger et nous comporter a l'égard
de leurs cibles. Prenons l'exemple de cette expé-
rience particulierement illustrative dans laquelle
des hommes doivent dans un premier temps vision-
ner des publicités au contenu stéréotypé ou neutre
[16]. Leur tache est, dans un deuxiéme temps, de
faire passer un entretien d'embauche a une femme.
On mesure ensuite a l'aide de questionnaires les
informations retenues par les participants au sujet
de la candidate, et leur évaluation. En comparai-
son de ceux ayant visionné les publicités neutres,
les hommes ayant visionné les publicités stéréoty-
pées préalablement a l'entretien se rappellent en-
suite de moins d’'informations permettant une éva-
luation des compétences de la candidate par rap-
port au poste proposé, mais de plus d’informations
concernant son apparence physique. lls la jugent
également moins compétente, mais plus aimable
(cf. complémentarité des stéréotypes), sont moins
favorables a son recrutement et, lorsqu’ils le sont,
lui proposent un salaire plus faible. Enfin, des obser-
vateurs indépendants (i.e., n""ayant connaissance ni
des conditions expérimentales, ni des hypothéses)
jugent que les hommes de la condition « publicités
stéréotypées » se sont comportés pendant l'entre-
tien de facon plus sexiste que les hommes de la
condition « publicités neutres », interrompant plus
souvent la candidate (cf. phénoméne qualifié de
« manterrupting ») ou regardant plus souvent son
corps...

Enfin, notons que les femmes qui se comportent
d’une facon qui va a l'encontre des stéréotypes de
genre (e.g., des femmes affirmant leurs idées, négo-
ciant leur salaire, une promotion, prenant Uinitiative
d’un nouveau projet...) sont généralement jugées
plus séverement : elles gagnent parfois en com-
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pétence percue mais perdent souvent en sociabi-
lité (e.g., elles sont percues comme égoistes, agres-
sives, sournoises, dures...), et on préfére alors ne
pas travailler avec elles (e.g., [10]). Suffirait-il donc
de se conformer au stéréotype pour espérer étre
bien traitée, ou en tout cas pas moins bien qu’un
colléegue masculin? Non bien s(r, cela n‘est pas
non plus trés efficace pour sa carriére. Par exemple,
dans une expérience [11] on demandait & des ma-
nagers (femmes et hommes) d’évaluer un employé
(dont on faisait varier le sexe) sur la base d'un
dossier contenant des informations le concernant
assorties d'un exemple de comportement censé
étre représentatif des comportements de cet/cette
employé-e en général. En U'occurrence, le dossier
rapportait le témoignage d’'un collégue ayant sol-
licité l'aide de 'employé-e pour refaire en urgence
une présentation perdue a cause d’un probléme in-
formatique. Ici aider constitue un comportement
de « citoyenneté organisationnelle altruiste » (ap-
porter son aide aux autres, accueillir les nouveaux
venus, expliquer le fonctionnement de la structure,
contribuer aux taches collectives...) qui permet un
bon fonctionnement de l'organisation. Dans une pre-
miére condition expérimentale, 'employé-e en ques-
tion acceptait d'aider le collégue. Dans la deuxiéme
condition expérimentale, 'employé-e refusait d'ai-
der le collegue. Dans une condition controle en-
fin, aucune information sur le comportement de
'employé-e n’était fournie. Les résultats sont trés
clairs. Lorsque l'employée est une femme elle est
sanctionnée si elle n‘aide pas son collégue : en
comparaison de la condition contréle, sa perfor-
mance est évaluée plus négativement et son travail
moins gratifié (i.e., augmentation de salaire, pro-
motion, prime, ou nouvelles responsabilités sont
moins recommandées). En revanche, elle ne gagne
rien & accepter d'aider son collégue, le fait d’aider
étant un comportement « naturel » et attendu pour
une femme. Lorsque 'employé est un homme, c’est
'exact opposé qui se produit : il est récompensé
s’il accepte d’aider, mais n’est pas sanctionné s'il
choisit de ne pas le faire... Le sexe du manager-
évaluateur ne changeant rien a l'affaire.

Les stéréotypes de genre conditionnent les
perceptions, attitudes et comportements des
femmes. Ces stéréotypes peuvent finir par étre
intériorisés par leurs cibles. En effet, nombre de re-
cherches montrent que la socialisation des femmes
dans une société imprégnée de ces stéréotypes (par
le biais des médias — cf. supra publicités stéréo-
typées, parents, enseignants, collégues...), peut

les amener a penser que, parce qu’elles sont des
femmes, elles sont effectivement moins compé-
tentes dans les domaines scientifiques. Ces percep-
tions de compétence biaisées par les stéréotypes
perturbent ensuite la motivation (e.g., « les maths
ce n‘est pas fait pour moi, ca ne m’intéresse pas,
¢a m’ennuie, donc je laisse tomber ») et la capacité
a se concentrer uniquement sur la tache a réali-
ser (i.e., 'attention est divisée entre la résolution
de la tache mathématique et des pensées distrac-
tives du type : « je suis nulle en maths, je ne vais
pas y arriver, comme d’habitude »), et donc, in fine,
la performance (e.g., [1]), et les choix d’orientation
(e.g., [8]). Néanmoins, ces effets délétéres peuvent
ne se manifester que dans certaines situations ou
contextes qui réactualisent les stéréotypes (e.g.,
étre confrontée a des jeux stéréotypés, a des pu-
blicités stéréotypées, a une personne sexiste, a de
'« humour » sexiste, étre seule femme dans un en-
vironnement trés masculin...), et indépendamment
de lintériorisation du stéréotype (donc méme si
l'on n’y croit pas). Par exemple lorsqu’on demande
a des éléves de 14 ans de s’évaluer et de rappe-
ler leurs notes passées en mathématiques apres
(vs. avant) s’étre prononcé sur les compétences des
femmes et des hommes dans ce domaine, les filles
se percoivent moins compétentes et se rappellent
de notes en mathématiques moins bonnes qu’elles
n’étaient réellement alors qu’on observe l'inverse
pour les garcons [6]. Ces biais de perception vont
ensuite influencer leurs choix d’orientation : en effet,
contrairement a un gargon qui surestime ses notes
en mathématiques, une fille qui sous-estime les
siennes choisira moins volontiers une orientation
dans une filiere scientifique. La performance elle-
méme peut étre altérée si la situation évaluative
convoque implicitement le stéréotype ou le risque
d’étre jugé sur cette base (cf. effet de menace du
stéréotype, [17]). Ainsi, une tache présentée a des
éléves de 12 ans comme évaluant des capacités
en géométrie sera moins bien réussie par les filles
que par les garcons, alors que cette méme tache
présentée comme un exercice de dessin fait dispa-
raitre la différence de performance [12]. De méme
lorsqu’on rend saillante une norme inégalitaire (i.e.,
« les étudiants dans cette université pensent que
les filles ont un niveau plus faible que les garcons
en maths ») les étudiantes approuvent le stéréo-
type, se percoivent comme moins compétentes, et
réussissent moins bien une évaluation en statis-
tiques que lorsqu’une norme égalitaire est rendue
saillante (i.e., « les étudiants dans cette université
pensent que filles et garcons ont un niveau équi-
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valent en maths »; [2]). Enfin, des recherches plus ré- naliser ces inégalités en s’alignant précisément sur
centes montrent comment le contexte inégalitaire ces stéréotypes qui légitiment leur position sociale.
promeut directement ces perceptions et comporte- Comme vous pouvez le constater, les effets dé-
ments biaisés par les stéréotypes. En effet, il existe létéres des stéréotypes sont précisément de na-
un besoin psychologique fondamental pour les in-  ture & renforcer ces stéréotypes, a donner l'impres-
dividus a percevoir le systéme dont ils dépendent sion que les stéréotypes ont un « noyau de vérité »
comme étant juste et légitime, les stéréotypes four- et reflétent la « vraie nature » des hommes et des
nissant précisément une justification aux inégalités femmes (« mais si, c’est vrai, les filles réussissent
sociales, notamment de genre, en les essentialisant moins bien en maths que les garcons!! »). Les sté-
[13]. Ainsi, par exemple, exposées a un article men-  réotypes servent a légitimer les inégalités sociales,
tionnant les inégalités de genre, les femmes se per- et en biaisant nos perceptions et nos comporte-
coivent, paradoxalement, de fagcon plus conformes ments ils créent leur propre réalité (comme une
aux stéréotypes, que lorsqu’elles sont exposées a prophétie qui se réalise). Il est donc plus que jamais
un article neutre [14]; voir aussi [3, 5, 4]. Autre-  nécessaire de combattre les inégalités et les sté-
ment dit, plutét que de contester un systéme qui les réotypes — et pour cela aussi la psychologie sociale
désavantage, elles peuvent étre amenées a ration- a quelques idées. ..
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RACONTE-MOI

... un perfectoide

e B.LE STuM

Avant de commencer, je tiens a préciser que je
n‘ai jamais apporté aucune contribution a la théo-
rie des perfectoides et que je n‘ai jamais utilisé ces
objets dans le cadre de mon travail. Je vais donc
simplement tenter de partager en toute innocence
mon enthousiasme pour ces idées.

1. une simple analogie?

Ily a une analogie troublante entre les entiers
naturels et les polynémes. Tout entier naturel s’écrit
de maniére unique comme combinaison linéaire fi-
nie

d
— d 2 _ i
n=agp"  +---+ayp +a1p+ag= a;p
i=0

ol p > 2 est un entier naturel fixé et
0< agp,...,aq < p. C’est l'écriture en base p ou écri-
ture p-gésimale si vous préférez. Nous pouvons
prendre p = 10 mais nous supposerons plutét que p
est premier. D'un autre coté, tout polyndéme s’écrit
de maniére uniqgue comme combinaison linéaire
finie

d

f(t)= agt?+---+axt’+arjt+ag= Za,-ti

i=0
avec a,...,a4 € k ol k est un corps donné. Nous
pouvons méme transformer cette analogie en une
bijection en choisissant k = [F, (c’est-a-dire le corps
a p éléments Z/pZ):

N

Folt]
Yaoap —=Y 9, a;t
i=0 <i i=0 <i

Nous disposons d'une addition et d’'une multipli-
cation de chaque c6té. Malheureusement notre bi-
jection n‘est pas compatible avec ces opérations.
Comme nous l'avons tous appris a l'école, lorsque

nous ajoutons des entiers, il ne faut pas oublier la
retenue. Lorsque nous additionnons des polynémes,
ce n'est plus nécessaire. Si nous considérons N
comme l'objet de base de l'arithmétique (ou plus
précisément de la géométrie arithmétique) et k[t]
comme l'objet de base de la géométrie (ou plus pré-
cisément de la géométrie algébrique), nous dirons
que le versant arithmétique comporte des difficul-
tés qui s’effacent en géométrie. Se pose alors la
question suivante : pouvons-nous modifier notre
analogie de maniére a ce que les opérations algé-
briques d'un cété et de l'autre se correspondent? Il
sera alors possible de transférer certains résultats
connus de la géométrie vers l'arithmétique ou les
défis sont souvent plus ardus. C’est une réponse
positive a cette question que fournit la théorie des
perfectoides.

2. Un corps perfectoide (ou deux)

Nous revenons a notre bijection entre N et [F;[t]
et allons tacher de la prolonger de différentes ma-
nieres.

Avant toute chose, remarquons que nous pou-
vons autoriser les puissances négatives et que nous
obtenons ainsi une bijection

N[1/p] <— F,[t, t7!]

d - d =i
Y eaip——=) i .at

entre les p-gésimaux (décimaux en base p) positifs
et les polyndmes de Laurent (fractions rationnelles
ayant au plus un pole a Uorigine).

Alternativement, nous pouvons autoriser les
sommes infinies et obtenir une bijection

z, ([ t]]
2is0 app' —— Yis0ai t'
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entre l'anneau des entiers p-adiques et celui des
séries formelles (ce sont deux anneaux de valua-
tion discréte ! complets). C’est ce que l'on appelle
le processus de complétion. Afin de préciser cette
idée, rappelons que nous disposons d’une valeur ab-
solue sur l'ensemble des entiers naturels, la valeur
absolue p-adique, donnée par |n| = 1/p¥ si

n=agp?+ag1pt+---+a,p’ avec a,z0.

Cela mesure la divisibilité de n par p. Une valeur
absolue va toujours induire une distance en posant
tout simplement d(m, n) = [n— m|. Le processus de
complétion provient alors de la théorie des espaces
métriques. Les opérations algébriques, tout comme
la valeur absolue, se prolongent alors par conti-
nuité. Si nous définissons de la méme fagon la va-
leur absolue t-adique du coté des polyndmes (nor-
malisée par [t| = 1/p), notre bijection est alors une
isométrie.

Nous pouvons autoriser simultanément les puis-
sances négatives et les sommes infinies, ce qui four-
nit une bijection

Qp p((1))

Yis—e a;p' —— Zi;—eaiti

entre le corps des nombres p-adiques et celui des
séries de Laurent (ce sont les corps des fractions
des anneaux précédents). Cette correspondance
n’est toujours pas compatible avec les opérations
algébriques.

La véritable magie va apparaitre quand nous al-
lons admettre les puissances fractionnaires. Il s’agit
de 'étape de « perfectisation ». En effet, nous pou-
vons déja remarquer que, pour n fixé, il existe une
bijection

1 1
N[pr" ] FoltP"]
ij:o ap?" ij:ogit’Tn

et nous pouvons ensuite passer a la limite sur n
pour obtenir une bijection

1 1
N[p?™ | e— Fp[tP™],

en envoyant une somme finie )_a,p” avec r € IN[1/p]
sur la somme )_a,t". Nous pouvons ensuite com-
pléter et obtenir une bijection

Z,[p7™ ] — F[[t7 ]

entre deux anneaux (ce sont des anneaux de valua-
tion 2 non discréte, c’est-a-dire qu’ils ne sont pas
noethériens). En autorisant les puissances néga-
tives, nous obtenons une bijection entre leurs corps
de fractions

L 1

Qp(pr™) = Fp((t77)).

1
On dit que Q,(p?™) est un corps perfectoide > et

1
que Z,[pP™ ] est son anneau d'entiers. De méme, le

1
corps [F,((tP™)) est aussi un corps perfectoide ap-

1
pelé le basculé de Q,(pP™ ). Son anneau d’entiers

est F,[[t7]].

3. Le basculement

Aprés avoir agrandi nos objets, nous devons
aussi modifier la correspondance de maniére a pou-
voir retrouver les opérations algébriques.

Cela repose sur l'observation fondamentale sui-
vante : nous avons un isomorphisme d’anneaux.

1 - 1
Z[prT )/ (p) —— F,[tP7 /(1)
pl/p” B - t1/P"

C’est assez simple a voir si nous construisons en
fait l'isomorphisme inverse. Tout d’abord, il existe
un unique morphisme d’anneaux

ﬁazmﬁwm

(car ce dernier est un anneau de caractéristique
p). Nous pouvons le prolonger a [F,[t] en envoyant
t sur 0. Si nous fixons n, ce dernier morphisme se
prolonge ensuite de maniére unique en

F[t][X] — Z[p7 }/(p)
X W

dont le noyau est exactement (t, XP" — t). Nous ob-
tenons ainsi un morphisme injectif

F L7 /(1) = Z[p> /()

1. Un anneau de valuation discréte est un anneau local intégre principal.

2. Un anneau de valuation est un anneau intégre A satisfaisanta Vx,y € A,x|you y| x.

3. Un corps perfectoide est un corps complet K pour une valuation non discréte de rang un dont le corps résiduel est de caractéris-
tique p> 0 et tel que la puissance p-iéme soit surjective modulo p sur 'anneau K° des entiers de K.

SMF — GAZETTE — OCTOBRE 2017 — N° 154 61



RACONTE-MOI

et il suffit de passer ensuite a la limite sur n.

'étape suivante consiste a extraire des racines
p-iemes de chaque coté. A cette fin, nous écrirons
(si G est un monoide)

. _ P _
EE G_{(...,xz,xl,xo), xiEG,xi+1_x,}.
Xt xP

Nous disposons alors de la suite d'isomorphismes
(le premier étant seulement multiplicatif)

1 1
lim Z,[p?™ ] = lim Z[p*}/(p)

Xt>xP Xt xP

> lim (67 /(1) = Fy[[£7° ]

Xt>xP

Je ne vais pas entrer dans les détails mais nous

pouvons dire que la bijection de gauche s’obtient
N
facilement en utilisant le fait que l'anneau Z,[p?~ ]

est complet pour la topologie p-adique et que son

quotient modulo p est exactement Z[pr™ |/(p). C'est
un argument analogue qui sert de 'autre c6té mais

nous utilisons de plus le fait que pr[[tP%"’]] est un
anneau parfait (la puissance p-iéme est un auto-
morphisme). Finalement, nous obtenons un isomor-
phisme de corps :

lim Qu(p7™) — = Fy((t7)) .

2
('--;pl/p :Pl/p: p) ~—t

Il faut bien sir préciser les lois a gauche (car il ne
s’agit pas d’'une limite au sens des anneaux). La
multiplication se fait terme a terme :

(' -2 X2, X1,X0)(. . 'IerYIJYO) = ( -2 X2Y2, leleOyO)'

L'addition demande cependant un peu plus d’atten-
tion. Nous aurons

(...,X2,X1,X0)+ (“-’.YZrylryO) = (-"122’ ZI'ZO)

avec, pour tout i € N,
n

Zi = li‘[,n(XHn +yi+n)p ’

la limite étant prise pour la topologie p-adique.

4, Des presque mathématiques

On définit plus généralement la notion de corps
perfectoide K. Son basculé est un corps perfectoide

de caractéristique p > 0 donné ensemblistement
par la formule

lim K =:K”,

—

X xP
les lois étant celles décrites ci-dessus. Notons
qu’un corps perfectoide de caractéristique p > 0
est parfait, ce qui signifie exactement que Kb =K.

Le premier résultat significatif montre que les

théories des équations algébriques sur K et sur Kb
sont les mémes (on rappelle que le groupe de Ga-
lois classifie les extensions finies séparables d'un
corps) :
Théoréme 1 (Fontaine, Wintenberger). On dis-
pose d’un isomorphisme

Gal(K/K) ~ Gal(K'/K").

Par exemple, pour étudier une équation algé-
brique sur Qp, quitte a remplacer p par une racine
p"-ieme de p assez grande, il suffit de considérer
l'équation correspondante sur [F,((t)).

On définit encore plus généralement la notion
d’algébre perfectoide A. Son basculé AP est alors
construit de la méme facon que dans le cas d'un
corps. La notion qui correspond a celle d’extension
finie séparable de corps est celle de morphisme
étale d'algeébres.

Le théoreme de Fontaine et Wintenberger se gé-
néralise alors comme suit :

Théoréme 2 (Scholze). Le basculement induit une
équivalence entre la catégorie des algebres per-
fectoides sur K et celle des algébres perfectoides
sur K. De plus, un morphisme est étale si et seule-
ment si son basculé est étale.

La démonstration repose sur les presque ma-
thématiques de Faltings qui ont été développées
par Gabber et Ramero. Désignons par K° l'anneau
des entiers de K et par K°° son idéal maximal. Une
presque algébre sur K° est une algébre «a K°°-
torsion prés » (une définition précise demande bien
plus de soin). On dispose alors de la suite d’équiva-
lences

{K—alg. perf.} {Kb—alg. perf.}
{ presque } presque
Ke-alg. perf. Kbe—alg. perf.
{ presque } o= presque
Ke/m-alg. perf. Kbe/mb—alg. perf.
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Ici, ¢ est un élément topologiquement nilpotent non
nul de K tel que 7t | p et 0 désigne un systéme de
racines p"-éme de 7. L'équivalence du bas résulte
alors d'un isomorphisme

KO/(T[) ~ Kbo/(T(b)

qui provient directement des définitions. On remar-
quera ensuite que la suite d’équivalences de droite
est un cas particulier de celle de gauche car Kb est
lui méme un corps perfectoide. D’autre part, la pre-
miéere de ces équivalences résulte immédiatement
des définitions. C'est la seconde qui nécessite une
étude fine des relévements de presque algéebres.

Il faut ensuite vérifier que la propriété d’étre
étale est préservée, ce qui demande un travail
conséquent (théoréme de presque pureté généra-
lisé).

5. un peu de géométrie

Comme nous le verrons plus bas, on peut
construire des espaces perfectoides a partir des
algebres perfectoides. Nous disposons encore d'un
processus de basculement qui va associer un es-
pace perfectoide X? aun espace perfectoide X.

Le théoréme 2 prend alors la forme compacte
suivante :

Théoréme 3 (Scholze). Le basculement induit une
équivalence entre les gros sites étales de K et de KP.

Rappelons qu’un site est une catégorie munie
d’une topologie et qu’'un morphisme est dit étale s’il
satisfait le critére différentiel d'un difféomorphisme
local. En particulier, c’est un homéomorphisme lo-
cal, si bien que X" sera toujours homéomorphe a X.

Voyons comment nous pouvons construire ces
espaces perfectoides. Les briques de la géométrie
algébrique s’identifient aisément a des spectres
maximaux d'algébres de type fini sur un corps (c’est
le Nullstellensatz de Hilbert). La méme démarche
peut fonctionner en géométrie analytique comme
'a montré Tate avec la géométrie analytique rigide.
Mais, ainsi que Grothendieck nous l'a appris, en géo-
métrie arithmétique, il est nécessaire de considé-
rer plus généralement les spectres premiers (les
idéaux maximaux ne sont pas préservés par image
inverse). Nous pouvons aussi utiliser le langage des
valuations car un idéal premier correspond a une
valuation (additive) de hauteur nulle donnée par

v(if) =0 fep.

Lorsque les anneaux viennent avec une topologie,
il apparait qu’il vaut mieux tenir aussi compte des
valuations de hauteur supérieure, et il faut requérir
que celles-ci soient continues. C’est la démarche
entreprise indépendamment par Berkovich (hauteur
au plus un) et Huber. Les espaces adiques sont
donc construits ainsi en prenant comme briques,
des spectres adiques, qui sont des ensembles de
valuations. C’est le langage que nous utilisons ci-
dessous.

En partant des algebres de type fini, nous ob-
tenons les variétés « algébriques » : par exemple,
K[X] donnera naissance a la droite affine AL, puis
en passant aux produits, a l'espace affine /Az, eten
recollant, a 'espace projectif fP,?. De méme, avec les
algebres t-adiquement de type fini, nous obtenons
les variétés «rigides » : le disque fermé D a partir

de K[X], puis le polydisque, et de nouveau l'espace
projectif en recollant. En partant des algebres per-
fectoides, nous trouvons les variétés (ou espaces)
perfectoides : 'algébre K[XY/F™] fournit le disque
perfectoide, puis le polydisque perfectoide et enfin
'espace projectif perfectoide que nous noterons
Eiﬂ P
Il est aisé de voir que
(limP¢)° = lim Py,

En utilisant le théoréeme fondamental, on en déduit
un morphisme (lire de droite a gauche)

n,et . t o (1 t . phet
P!« (imP)! = (im PE ) = P

(nous avons utilisé les petits sites étales mais ce
sont aussi des applications continues). Remarquons
que la fleche de droite est un isomorphisme car Kb
est de caractéristique p> 0.

6. Et quelques applications

La conjecture monodromie-poids prédit une re-
lation précise entre les actions de l'inertie et du
Frobenius sur la cohomologie étale d'une variété al-
gébrique. On peut alors montrer le résultat suivant :

Théoréme 4 (Scholze). N'importe quelle hypersur-
face projective satisfait la conjecture monodromie-
poids.

Ce résultat est plus généralement vrai pour
des intersections compléetes dans des variétés to-
riques. En caractéristique nulle, celui-ci n’était
connu que pour les courbes et les surfaces. La mé-
thode consiste a se ramener a la caractéristique po-
sitive, ol la conjecture a été démontrée par Deligne.
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On utilise alors le basculement, et plus précisément
'application

n,et n,et
[PKb — Py

introduite ci-dessus. On tire 'hypersurface en ar-
riéere et on l'approche par une hypersurface algé-
brique.

La théorie des perfectoides permet aussi d'ob-
tenir un analogue ultramétrique du théoréme de
Hodge. Rappelons que celui-ci stipule que si X est
une variété kahlérienne compacte, on a un isomor-
phisme

H"(X,Z)®7 C ~ &, j=nH' (X, ).

La conjecture de Hodge-Tate pour les variétés ana-
lytiques rigides est donc maintenant démontrée :

Théoréme 5 (Scholze). Si X est une variété analy-
tique rigide propre et lisse sur une extension finie K

Références

de Qp, il existe un isomorphisme équivariant
lim HE (Xg, Z/PX)®2,Cp = @i4j=nH' (X, )8k Cpl(=)).

Afin de prouver ce théoréme, on doit introduire
la topologie pro-étale et montrer que les variétés
affinoides perfectoides n‘ont presque pas de coho-
mologie supérieure modulo p.

Dernier exemple : prés de 60 ans aprés avoir été
énoncée, la conjecture du facteur direct de Hochs-
ter est aussi devenue récemment un théoreme :

Théoréme 6 (André). Si A est un anneau régulier,
tout morphisme injectif fini A < B posséde une
section A-linéaire.

L'idée fondamentale consiste a utiliser la trace.
On peut se localiser au dessus d’'un certain p mais
il faut alors extraire des racines p-émes et c’est la
que les perfectoides interviennent.
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TRIBUNE LIBRE

Un vivier négligé d’étudiants en Sciences

La pénurie de professeurs de mathématiques
dans le secondaire, ainsi que la diminution du
nombre de jeunes chercheurs de cette discipline
en France sont inquiétantes pour notre pays. Elle ex-
plique les engagements tous azimuts des mathéma-
ticiens pour inverser cette tendance, tant en popu-
larisant les mathématiques aupres du grand public
qu’en intervenant dans les établissements d’ensei-
gnement pour faire découvrir la recherche mathé-
matique. Ancien enseignant-chercheur en mathé-
matiques, je me tiens au courant de leurs actions a
travers de multiples contacts ainsi que la lecture de
journaux grand public et de revues plus spécialisées
(Je suis abonnée a la Gazette, a Tangente et a La
Recherche). Je n'ai pourtant eu connaissance d'au-
cune action entreprise en direction des bacheliers
généraux qu’une vocation avait détournés d’un bac-
calauréat S et qui cherchaient a se réorienter aprées
un ou deux ans d’études post-bac. Je le regrettais :
mon expérience personnelle me conduit a penser
que, parmi ces jeunes, un nombre non négligeable
aiment les mathématiques et seraient préts a se
reconvertir dans cette discipline si on les aidait a se
remettre au niveau du bac S.

Au cours d’'une féte de famille, j'ai rencontré
récemment un petit cousin, actuellement éleve
dans une Ecole de Commerce. Il m'a fait découvrir
UapiLs I, qu’il avait suivie 'année précédente a la
Faculté des Sciences de Pau. Il en était personnelle-
ment satisfait, mais trouvait regrettable que cette
formation soit peu connue et ne donne pas lieu a
la délivrance d'un dipléme : un de ses amis s’est vu
refuser 'entrée en BTs (alors qu’il avait acquis le
niveau mathématique demandé); le meilleur de sa
promotion, qui souhaitait faire une classe prépara-
toire aux grandes Ecoles, a été obligé de passer le
baccalauréat en candidat libre pour y étre admis. Je
lui ai demandé si d’autres enseignements de ce type

1. Année de Préparation a l'Insertion en Licence Scientifique.

¢ G. CourTADE-COULOMB

existaient en France. Il avait seulement « entendu
parler d'une année préparatoire a Montpellier ».

De retour a la maison jai fait quelques re-
cherches, et je me suis apercue qu’il existait au
moins une dizaine d’années de ce genre en France
(J’en donne une liste non exhaustive a la fin de ce
texte). Les noms différent suivant les universités :
a Nantes, elle s’appelle REUSCIT 2; nom qui me pa-
rait accrocheur, et décrit bien l'objectif de cet en-
seignement. En effet il s'agit d'une année, a l'uni-
versité, de mise au niveau d'une Terminale S dans
les disciplines scientifiques. Certaines formations
n‘acceptent que des bacheliers généraux, d'autres
également des bacheliers technologiques. A lex-
ception de la préparation aux cursus scientifiques
d'Orsay, les promotions semblent petites (entre 30
et 40 éleves).

Il me parait important que ces formations soient
connues du grand public. Je pense que la sMmF,
et d’autres sociétés savantes amies, pourraient y
contribuer de facon décisive. D'oul la rédaction de
cette « Tribune Libre ».

Il faudrait d’abord faire circuler l'information,
dans la communauté scientifique et en particulier
entre les universités concernées.

Il faudrait promouvoir la communication sur ces
formations auprés du grand public. Cela ne sera
sans doute possible qu’une fois :

— dégagé les points communs a ces formations;

— bati un réseau regroupant des filieres d'un
an d’études post bac et trouvé un nom accro-
cheur pour le réseau;

— créé une association des anciens étudiants,
permettant de connaitre leur parcours profes-
sionnel et de le mettre en valeur;

— mis au point une formule de validation des
connaissances, reconnaissant que les étu-

2. Réorientation vers les Etudes Universitaires Scientifiques et Technologiques.
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diants ont acquis le niveau scientifique de
la Terminale S, pour leur permettre de pour-
suivre les études de leur choix dans n‘importe
quel endroit en France.
Il s’agit la, me semble-t-il, du point le plus important.
Une solution devrait pouvoir étre trouvée en s’ins-
pirant des formules mises au point pour valider au
niveau universitaire des acquis professionnels.

Il me parait souhaitable également, de multiplier
de telles remises a niveau universitaires sur tout
le territoire national : pour aider des jeunes, mais
également parce que la présence d’un tel enseigne-
ment aidera tous les enseighants de la premiére
année d’études universitaires scientifiques; directe-
ment ou indirectement grace a 'expertise pédago-
gique acquise.

Liste d'années universitaires de
réorientations vers les études
scientifiques et technologiques

Il s’agit naturellement d’une liste non exhaus-
tive. J'en ai exclu les universités d’/Angers, Rennes 1,
Paris Diderot et Lorraine, qui proposent aux bache-
liers n‘ayant pas le bac S d’effectuer la premiére
année de licence en deux ans (en Mathématiques,
Physique, Chimie, Sciences de la Vie et de la Terre).
Pour chaque formation, j'ai indiqué l'intitulé de cette
année de réorientation, ainsi que l'adresse courriel
du secrétariat pédagogique.

Université de Bordeaux (Centre d’Agen).
Mise a niveau Etudes Supérieures Scienti-
fiques

dusa@u-bordeaux.fr

Université Blaise Pascal (Clermont-Ferrand).
Préparation aux Etudes Scientifiques
Info-pes@univ-bpclermont.fr

Université Le Havre.

Dipléme Universitaire de Préparation aux
Etudes Scientifiques

dupres@univ-lehavre.fr

Université Lyon 1.

Année Universitaire Préparatoire
aup@univ-lyonl.fr

Université de Montpellier.

Année Préparatoire aux Etudes Supérieures
Scientifiques

fds.apess@umontpellier.fr

Université de Nantes.

Réorientation vers les Etudes Scientifiques et
Technologiques

reuscit@univ-nantes.fr

Université de Paris-Sud (Orsay).

Préparation aux cursus scientifiques d’'Orsay
pcso.sciences@u-psud.fr

Université de Pau et des Pays de 'Adour.
Année de Préparation a l'Insertion en Licence
Scientifique

ufr-sciences-pau.univ.fr
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L'interdisciplinarité en
mathématique-biologie : le r6le de la cip 51

L'interdisciplinarité est au cceur de la politique
scientifique du cNRs, qui y voit une spécificité de la
recherche fondamentale, de ses transformations
et de ses applications sociétales. Linterdisciplina-
rité fait partie des processus d’investigation et de
création scientifiques, la méthode scientifique étant
par nature interdisciplinaire. A quoi ressemblerait
la physique sans la mathématique, qui est juste-
ment le « langage dans lequel les lois de 'Univers
sont écrites » ? Réciproquement la physique a été
une source inépuisable de questions pour les ma-
thématiques, a la base de la création de nombreux
concepts et théories en analyse, algebre, géomé-
trie, etc.

Les interconnexions de la biologie et des mathé-
matiques sont anciennes, avec la modélisation des
dynamiques de populations, ou le développement
des fondements de la génétique, construits sur des
modeéles probabilistes. Comme dans le cas de la
physique, l'échange des questions et des connais-
sances est totalement réciproque avec des retom-
bées essentielles pour le développement des deux
disciplines [2]. A premiére vue, linteraction des
mathématiques avec la biologie pourrait se résu-
mer a la mise a disposition d’outils techniques et
de méthodologies mathématiques : calculs analy-
tiques et numériques, traitement de données, lo-
gique, combinatoire, etc. Cela est vrai dans une
certaine mesure, et peut étre considéré comme ba-
nal aujourd’hui. Cependant, cette vision ne corres-
pond pas aux véritables échanges entre les deux
disciplines, car l'objet biologique est trés différent
de l'objet physique qui continue a inspirer les ma-
thématiques. Certaines caractéristiques du vivant
nécessitent en effet de nouvelles approches et de
nouvelles techniques mathématiques. Nous pou-
vons d’ailleurs raisonnablement imaginer |'émer-
gence de paradigmes innovants, qui pourront chan-
ger en profondeur la fagon de faire de la science.
Les exemples sont nombreux et témoignent de pro-
cessus en cours rapides et parfois révolutionnaires
qui touchent aussi a l'organisation interne de la re-

cherche, avec la création de nouvelles figures pro-
fessionnelles. Cette dynamique de création et de
(re)-structuration est naturellement et forcément
interdisciplinaire.

Donnons quelques exemples. Big data : le traite-
ment de l'énorme masse de données biologiques,
en grande partie produites par les projets de sé-
quencage de génomes, nécessite la conception de
nouveaux algorithmes de compression, de filtrage,
d’indexation et de codification de linformation.
Comme le souligne E. Candeés [1] «les statistiques
traditionnelles ne sont plus efficaces et doivent
donc s’adapter aux grandes dimensions ». Cette
adaptation pose des défis théoriques avec |'éla-
boration de méthodes originales et des concepts
qui touchent a différentes branches des mathéma-
tiques. « Nous devons mettre en place les outils
permettant une analyse intelligente des données
récoltées (des “Big Data” aux “Smart Data”) et c’est
la que se retrouve la nécessité absolue d'une in-
teraction avec des disciplines comme les mathé-
matiques ou l'informatique » [3]. Loptimisation des
algorithmes d’apprentissage utilise des techniques
d’analyse convexe pour les EDP en régime aléatoire
permettant ainsi des rapprochements inattendus
et féconds. L'univers biologique est souvent struc-
turé en réseaux qui, par leur nature, ont un ca-
ractéere évolutif et aléatoire. Pour approcher et ap-
préhender ces systémes complexes, les mathéma-
tiques doivent repenser en profondeur la théorie
des graphes sous leurs aspects probabilistes, to-
pologiques et combinatoires. Les questions d’infé-
rence et de deep learning (apprentissage profond)
touchent aux fondements de la théorie de l'infor-
mation avec en ligne de mire le fonctionnement du
cerveau et sa formalisation dans lintelligence ar-
tificielle. Des méthodes d’analyse fonctionnelle et
d’algébre d’'opérateurs sont de plus en plus utilisées
pour décrire l'évolution des systémes biologiques
ouverts et loin de 'équilibre avec a 'appui des tech-
niques d’homogénéisation, de calcul stochastique,
de régularisation et d'approximation non-linéaire.
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L'utilisation des bases d’ondelettes pour la com-
pression et le débruitage a permis des avancées
spectaculaires en traitement d'images médicales.
Il n‘est pas inutile de rappeler que les systémes dy-
namiques ont trouvé dans la dynamique des popu-
lations une de leurs sources primordiales. Des phé-
nomeénes typiques des étres vivants, comme l'émer-
gence, l'auto-organisation, l'auto-régulation, la sta-
bilité, continuent d’inspirer et d’interroger la méca-
nique statistique rigoureuse et la théorie ergodique,
ainsi que l'analyse des processus stochastiques et
des équations différentielles. A cela s'ajoute le ca-
ractére multi-échelle, qui traduit 'enchevétrement
de phénomeénes couplés a différents niveaux de des-
cription du vivant (de la cellule a l'organisme, de
l'individu a l'écosystéme, du développement d'un
organisme a l'évolution d'une espéce). Les modéles
mathématiques sous-jacents nécessitent de nou-
velles méthodes, de nouvelles idées, de nouvelles
interactions entre scientifiques de formations diffé-
rentes afin d’apporter des réponses quantitatives
aux questions posées.

On voit donc comment les questions que la bio-
logie pose aux mathématiques et a l'inverse les
cadres formels et heuristiques que les mathéma-
tiques adressent a la biologie, ont d’'un c6té des
référents immédiats et tangibles dans l'objet vi-
vant, et de 'autre se configurent comme des dé-
fis intellectuels de grande qualité. Ces défis sont
de nature a interpeller les mathématiciens de tous
horizons, celles et ceux dévoués aux structures
conceptuelles aussi bien que désirant des appli-

Références

cations plus directes de leurs recherches. Cette
synergie des mathématiques avec la biologie, a
poussé le cNRs avec ses Instituts INsB (biologie),
INS2I (sciences de l'information), INsMI (mathéma-
tique) et INP (physique), a pourvoir des postes de
chercheur dont le recrutement est géré par la com-
mission interdisciplinaire cip 51 : modélisation, et
analyse des données et des systémes biologiques :
approches informatiques, mathématiques et phy-
siques. L'INsMI attribue réguliérement des postes a
cette cID, & niveau de cR et de DR 2¢ classe. Nous
invitons la communauté mathématique dans les
universités et dans les laboratoires a susciter des
candidatures auprés de jeunes chercheurs intéres-
sés par cette interface mathématique-biologie qui
constitue sans doute une des plus fascinantes di-
rections de la recherche dans les années a venir.
Comme l'écrit C. Jessus [3], directrice de linstitut
des sciences biologiques (INSB) : « Nous ne sommes
qu’au début de cette quéte dont le succés dépend
d’une rupture avec les approches du passé : elle
requiert des modeles mathématiques prédictifs ali-
mentés par les outils de la physique et les données
de la cartographie du vivant ».

Pour la cip 51 : Vincent Calvez (Institut Camille
Jordan, cNRs et ucs Lyon 1), Franck Picard (LBBE,
Laboratoire de Biométrie et Biologie Evolutive, ucs
Lyon 1), Sandro Vaienti (université de Toulon et cPT
Marseille).

Contact : S Vaienti (Président de la cip 51),
vaienti@cpt.univ-mrs.fr

[1] G.Cariou. «Avec l'acquisition massive de données, la science a changé ». La Recherche, n°513 (2016).

[2] J.E. CoHEN. « Mathematics is biology’s next microscope, only better; biology is mathematics’ next physics, only better ».

PLoS biology 2, n° 12 (2004).

[3] C.Jessus. Etonnant vivant. CNRS Editions, 2017, p. 328. 1seN : 978-2-271-09403-2.
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EN PRATIQUE...

Petits conseils IATEX entre amis

En ces temps d’économies généralisées, de plus en plus de

e S. GOUEZEL

revues laissent aux auteurs l'entiére responsabilité de la mise
en forme de leurs manuscrits, parfois pour d’excellentes
raisons (journaux gratuits a la fois pour les auteurs et les
lecteurs), mais pas toujours. Parallélement, notre formation a
IATEX est souvent un peu approximative, pour ne pas dire
inexistante. Il nous a donc semblé utile de rassembler
quelques conseils sur ce théme, sous la forme d’un dialogue
imaginaire. Les premiéres questions sont les plus importantes.

J'ai compilé un fichier tex. Tout s’est bien passé,
mais le fichier pdf produit est tronqué ou a des for-
mules bizarres.

Etes-vous sar que tout s’est vraiment bien passé
a la compilation? Ces symptémes sont souvent le
signe d’une erreur dans le fichier source, dont ATEX
n‘a pas bien réussi a se sortir. Certains éditeurs
lancent par défaut une compilation non interac-
tive du fichier .tex, et informent ensuite des er-
reurs ou des avertissements qui se sont produits.
Il faut absolument tenir compte de ces erreurs et
les éliminer, sans quoi le fichier produit peut avoir
toutes sortes de bizarreries! Les avertissements
(warnings) sont souvent moins problématiques; ils
indiquent tout de méme que quelque chose ne va
pas, il vaut mieux les prendre en compte si possible.
Ceci dit, un overfull hbox de 0.3pt (un mot qui dé-
passe imperceptiblement dans la marge de droite)
ne dérange — presque — personne.

A quel moment faut-il utiliser des commandes
de mise en forme manuelle comme \textit ou \bf
ou \vspace?

Jamais, malheureux! Cette réponse est un peu
excessive mais essentiellement juste. Un des prin-
cipes fondamentaux de IATEX est la séparation du
fond et de la forme : l'auteur doit s‘occuper du
contenu de son texte sans se soucier de la mise en
forme, qui sera prise en charge par la classe utilisée.
ldéalement, toutes les instructions de forme doivent
venir de la classe ou du préambule, ce qui permet

de modifier la mise en forme (les titres de section
doivent-ils étre en gras? en petites capitales? cen-
trés? etc.) sans toucher au corps du texte.

Il existe des commandes sémantiques qu’on
peut utiliser dans le corps du texte, charge a la
classe de choisir la mise en forme qui correspond.
Par exemple, dans la phrase précédente, j'ai tapé
\emph{sémantiques} ol \emph signifie que je veux
insister sur le terme qui suit. La classe de la ga-
zette le met en italique, d’autres classes pourraient
choisir du gras ou du souligné a la place.

Comme toutes les régles, celle-ci peut bien sGr
étre ignorée du moment que c’est en connaissance
de cause et aprés mure réflexion!

Jai entendu dire que l'environnement
\egnarray était a éviter. Qu’en est-il vraiment?

Effectivement, eqnarray se contente de créer
un tableau en mode mathématique, sans faire at-
tention aux espacements ou a la typographie, ce
qui donne un résultat incohérent par rapport au
reste du document. Le paquetage amsmath fournit
des environnements beaucoup plus satisfaisants
pour écrire des équations sur plusieurs lignes. En
particulier, contrairement a egnarray, son environ-
nement align produit des espacements corrects
et place correctement les numéros des équations
dans les cas délicats. Il remplace avantageusement
egnarray a tous points de vue. Par exemple :
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Avec eqnarray* : Avec alignx :

a = b, a=>b,
C = d. c=d.
Avec align, 'espacement autour du signe égal
est le méme que dans l'équation en ligne a = b.

Au sujet des équations, on déconseille aussi
l'usage de $$ et \begin{displaymath} : il vaut
mieux les remplacer par des blocs \[...\], qui
gerent mieux les espacements dans les cas diffi-
ciles.

J’ai toujours fait les bibliographies a la main.
Est-ce que cela vaut le coup de changer?

On peut faire ses bibliographies a la main, c’est
tout a fait acceptable. Mais on peut aussi utiliser
bibtex, qui fait gagner un temps considérable une
fois qu’il est mis en place (biblatex, plus récent
et plus puissant, fonctionne sur le méme principe
mais il est encore peu accepté par les revues, a
part la Gazette!). Le principe est d’avoir un fichier
texte auxiliaire, disons biblio.bib, qui contient les
informations sur les articles a citer (on peut les
copier-coller depuis mathscinet ou zentralblatt). En
fin de fichier tex, on met

\bibliography{biblio}
\bibliographystyle{alpha}

Aprés avoir ajouté des références (avec la com-
mande \cite habituelle), il faut compiler en ligne
de commande le fichier source (sans son extension)
successivement avec pdflatex puis bibtex puis a
nouveau pdflatex, ou utiliser les outils correspon-
dants de votre éditeur de texte. La bibliographie est
alors créée automatiquement, avec les options de
formatage et de tri précisées par le fichier de style
(alpha dans l'exemple précédent).

L'intérét de cette approche est double. D'une
part, si l'on réutilise les mémes entrées d’'un article
a l'autre, pas besoin de les recopier. D’autre part, si
un journal impose une autre mise en forme de la
bibliographie, il suffit de changer le fichier de style.

Dans un texte en francais, les césures en fin de
ligne se font correctement, sauf sur les mots accen-
tués qui ne sont jamais coupés. Que faire?

Réponse courte : il manque dans le préambule
la ligne \usepackage [T1]{fontenc}.

Réponse un peu plus longue : la version initiale
de TEX ne prévoyait pas les lettres accentuées, qui
ont été ajoutées ensuite en superposant la lettre
initiale et 'accent. Ainsi, une lettre accentuée n’est

pas un seul caractere, ce qui pose de multiples pro-
blémes (césure impossible, mais aussi recherche
dans le texte du pdf déficiente). L'encodage T1 fait
en sorte que les lettres accentuées soient des vrais
caracteres, et résout donc tous ces problemes.

Quand je tape un intervalle comme [ =]-1,1], je
trouve les espaces bizarres.

Quel joli euphémisme, bizarre... Oui, ces espaces
sont vraiment laids (ou laides puisque l'espace du
typographe est normalement féminine). La version
correcte serait | = ]-1, 1], obtenue en indiquant a
TeX que | est ici un délimiteur ouvrant, et non fer-
mant comme il le présuppose. Ceci peut se faire a
la main avec \mathopen{]}.

Ce probléme apparait souvent de maniére moins
évidente. Par exemple, |\sin x| donne |sinx|
tandis que \mathopen{|}\sin x \mathclose{|}
donne |sin x|, avec un espace plus adapté a gauche
du sinus.

Pour séparer fond et forme, il vaut mieux in-
troduire dans le préambule des macros qui s’oc-
cuperont de bien gérer les espacements. Le pa-
quetage mathtools (trés utile pour tout ce qui est
typographie mathématique) introduit a cet effet
une commande merveilleuse, qui s'utilise comme
suit : \DeclarePairedDelimiters{\IOuv}{]1}{[}
définit une macro \IOuv qui encadre son argu-
ment avec les délimiteurs ] et [, le premier
étant ouvrant et le second fermant. De plus, sont
automatiquement définies des variantes comme
\IOuv[\bigl{...} (dont les délimiteurs sont de
taille \big) ou \IOuv*{. ..} (dont les délimiteurs
s’ajustent automatiquement a la taille du contenu,
comme avec \left et \right). Lintervalle |-1,1]
s’obtient alors avec \IOuv{-1,1%}.

Y a-t-il d'autres piéges avec les espaces?

Dans les textes en anglais (mais pas en francais),
l'espace entre les phrases est traditionnellement
plus grand que 'espace entre les mots. TpX insére
ainsi un espace plus grand aprés un point (sauf
cas tres particulier). Cela pose probléme aprés des
abréviations comme e.g. ou i.e. ou i.i.d. Il faut alors
préciser a TEX de mettre un espace de taille normale
en tapant parexemplei.i.d.\ random variables
oui.i.d.~ random variables.
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Petits conseils IATEX entre amis

Pour aller plus loin, on trouve en ligne des do- com sont également une source précieuse d’infor-
cumentations trés recommandables, comme par mations. Ceux qui sont attachés au papier pourront
exemple le paquetage 12tabu qui explique tout ce consulter par exemple [1]. Ceci dit, le plus efficace
qu’il ne faut pas faire, ou le wikibook sur IATEX L Les est certainement d’user et d’abuser d'un collégue
forums informatiques comme tex.stackexchange. expert, si vous en avez un sous la main!

Références

[1] D.Bitouze et J.-C. CHARPENTIER. ATEX, l'essentiel. Pour une prise en main rapide et efficace. 1" éd. Pearson Education
France, oct. 2010. 384 p. i1sBN : 978-2-7440-7451-6. URL : http://www.latex-pearson.org.
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Vie et ceuvre scientifique
de Jean-Pierre KAHANE
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juin 2017
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1. Biographie

Jean-Pierre Kahane est décédé a l'age de 90
ans, le 21 juin 2017.

C’est bien tristement que, comme l'un de ses
(nombreux) anciens éléves, j'écris ces quelques
pages de témoignage sur le mathématicien et sur
la personne.

Jean-Pierre Kahane est né le 11 décembre 1926
dans une famille de rationalistes (son pére Ernest a
été président de l'union rationaliste de France). Il a
eu une vie de famille riche, avec son épouse Agnes,
qu’il avait eu la douleur de perdre en 2015, et avec
ses trois filles Genevieve, Francoise et Catherine,
et ses nombreux petits-enfants et arriére-petits-
enfants, avec qui il a pu jouer au Pére Noél jusqu’a
tout récemment. Aprés la disparition d’Agnés, il a
eu la chance d’étre trés entouré par ses filles et leur
famille.

Voici son parcours professionnel : aprés des
classes préparatoires au lycée Henri IV, il entre
en 1946 a 'Ecole normale supérieure. Il entre en-
suite au cNRs en 1950, et prépare sa Thése d'Etat
(maintenant Habilitation) sous la direction de Szo-
lem Mandelbrojt, dont il vantait la gentillesse et
la «rondeur », en dehors de ses qualités scienti-
fiques. Apres sa these, il est nommé Professeur a
la faculté de Montpellier, puis a la toute récente
université d’Orsay en 1961. Il y fera preuve d'une
activité et d'un rayonnement considérables, dont
voici quelques aspects.

2. Enseighement

Dans son exposé au Colloque Kahane de juillet
2016, Michéle Artigue a donné une description trés
précise et compléte de ses activités liées a l'ensei-
gnement. Nous en disons juste quelques mots ici.

Jean-Pierre Kahane ne séparait pas vraiment
Enseignement et Recherche, ce qui pouvait donner
a ses cours de Maitrise, notamment son cours de
probabilités, un aspect « sportif » : il était célébre
aupres des Cachanais pour avoir une année démon-
tré la loi forte des grands nombres a son troisiéme
essai. Il était également célébre pour s’étre pas-
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sionné, une autre année, pour le Loto : des bulletins
de Loto lui sortaient des poches comme chez un
parieur compulsif, et il avait pondu un probléme au-
tour de ce Loto (I'énoncé faisait environ six pages),
dont il avait écrit lui-méme le corrigé (20 pages en-
viron), tout le monde autour de lui ayant déclaré
forfait. Dans ce corrigé apparaissaient des formes
fines du théoreme de séparation de Hahn-Banach
pour des convexes de matrices a coefficients posi-
tifs... Mais l'aspect trés positif (sans jeu de mots) de
cette attitude était que ses cours étaient toujours
vivants, passionnants, créatifs, méme sur les sujets
les plus arides, comme les premiéres questions de
cardinalité.

Par ailleurs, J.-P. Kahane a été directeur de la
collection « Le mathématicien » aux Presses Univer-
sitaires de France, collection d'ouvrages de format
modeste et peu onéreux, mais qui verra des publica-
tions remarquables comme par exemple le « Cours
d’Arithmétique » de J. P. Serre, ou encore le « Ana-
lyse Combinatoire » de L. Comtet, et dont les succes
nécessiteront des retirages avoisinant les 10 000
exemplaires, la oU au départ les tirages étaient de
U'ordre de 1000! (Il évoquait souvent cela avec amu-
sement).

3. Administration et réle a Orsay

J.-P. Kahane sera Président de 'université d'Or-
say de 1976 a 1978 avant d'interrompre cette Pré-
sidence pour cause de problémes cardiaques, qui le
handicaperont jusqu’a la fin. Il restera a Orsay jus-
qu’a sa retraite en 1993 (il est également nommé
membre correspondant de '’Académie des Sciences
en 1986), retraite qui a donné lieu a un trés grand
Colloque International, dont les Actes sont parus
en 1995 au Journal of Fourier Analysis and Appli-
cations. Ensuite, il gardera dans cette université
(et pas seulement, il devient membre de 'Académie
des sciences en 1998) une présence et une activité
scientifiques trés importantes jusqu’a ces derniers
jours. Ily donne en effet, au fameux séminaire d’Ana-
lyse Harmonique qu’il avait créé, un exposé sur les
nombres premiers généralisés de Beurling, en avril
2017!

4. Travaux

J.-P. Kahane se qualifiait volontiers « d'ama-
teur », ce qui est a prendre au sens le plus élogieux
du terme, mais décrit assez bien la variété de ses

centres d'intérét en mathématiques (sans parler de
son intérét pour l'histoire des mathématiques au
bon sens du terme, histoire des individus mais aussi
des idées, nous y revenons plus loin). Il me semble
plus précisément qu’il a eu trois grands centres
d’intérét mathématiques :

— Analyse Harmonique et Séries de Fourier, et
lien avec 'Analyse Fonctionnelle (algébres de
Banach)

— Méthodes Probabilistes en Analyse et produc-
tion de phénomeénes bizarres (points lents du
mouvement brownien, séries de Taylor patho-
logiques)

— Théorie Analytique des Nombres et emploi
des méthodes d’Analyse Harmonique.

Je citerai quatre exemples des travaux correspon-
dants, qui ont eu beaucoup d’'influence et ont connu
beaucoup d’extensions.

4.1 - Le théoréme de Kahane-Katznelson-

de Leeuw

Ce théoreme (1985) énonce qu’en gros, du point
de vue de la taille, on ne peut rien dire de plus sur
les coefficients de Fourier d’'une fonction continue
que sur ceux d'une fonction de carré sommable.
Plus précisément : si la suite (c,)ez est de carré
sommable, il existe une fonction continue et 27-
périodique f telle que pour tout ne Z:

If(n)] = |cnl.

Beaucoup de résultats partiels trainaient dans la
littérature, on a ici une réponse « définitive » par des
méthodes qu’il affectionnait : mélange de probabi-
lités et de combinatoire. Les probabilités (inégali-
tés de Khintchine) permettent d’avoir |?(n)| > |c,| et
f € Np<oo LP, le difficile étant de passer a f € L™, et
c’est la gqu’intervient la combinatoire. Aprés quoi la
continuité d’'une autre fonction majorante f nous
est donnée par surcroit. Ce théoréme a attiré l'at-
tention de nombreux chercheurs : par exemple, Kis-
liakov a montré que le résultat vaut encore pour
l'algébre du disque et du bidisque, le cas de lal-
gébre du polydisque de dimension > 3 semble tou-
jours ouvert. Par la suite (en 1997), le résultat ana-
logue pour les matrices infinies a été démontré
par F. Piquard, et justifie heuristiquement le fait de
se concentrer, en théorie des opérateurs, sur des
classes d’exemples, comme les opérateurs de Han-
kel, les opérateurs de composition, etc.

SMF — GAZETTE — OCTOBRE 2017 — N° 154 73



CARNET

4.2 - Les inégalités de Khintchine-Kahane

Il s’agit d’'une extension de celles de Khintchine
a des variables aléatoires a valeurs vectorielles,
l'extension étant tout sauf triviale, et la clé étant
exprimée a sa maniére ramassée dans son livre
«Some random series of functions » « Si la probabi-
lité qu’une somme de type Rademacher soit grande
est petite, la probabilité qu’elle soit trés grande
est trés petite. » De fagon plus précise, si M est le
sup des normes des sommes partielles d'une série
S =) 1mx, ou les r, sont les fonctions de Ra-
demacher et les x,, des vecteurs d’un espace de
Banach absolument arbitraire, Kahane montre es-
sentiellement que pour t > 0 grand :

P(M>2t) < (P(M > t))z.

Autrement dit, quand on passe de t (grand) a 2t
(trés grand), « Uerreur » est élevée au carré, comme
dans la méthode de Newton quand on passe d'une
itération a la suivante. On en déduit l'appartenance
de S a l'espace d'Orlicz L¥1 ou ; est la fonction
d’Orlicz 1(x) = e¥ — 1. C’est a priori moins bien
que dans le cas scalaire avec la fonction d'Orlicz
Po(x) = e’ —1, mais cela s’auto-améliore comme l'a
ensuite montré Kwapien, et l'on retrouve la fonction
optimale .

4.3 - Existence de points lents pour le mou-

vement brownien linéaire

Cette existence de points lents a toute une his-
toire. Il est connu que le mouvement brownien uni-
dimensionnel B(t) a (presque sGrement) des trajec-
toires continues et méme tout prés d’'étre uniformé-
ment holdériennes d'ordre 1/2, mais quand méme
pas d'ordre 1/2 (loi du logarithme itéré). Il était
également connu (Paley-Wiener-Zygmund) que le
mouvement brownien est (presque sirement) par-
tout non dérivable, et méme partout non holdérien
d'ordre a > 1/2. Kahane avait posé a Dvoretzky la
question du cas a = 1/2. Et ce dernier a démontré
en 1963 le résultat suivant; posons

IB(t + h) - B(1)]

L(t):=limsup Ih[i72

h—0

Alors, on a presque strement L(t) > O pour tout
t. Mais cela n‘exclut pas la possibilité L(t) = oo, et
Dvoretzky s’avoue incapable de décider en 1963.
D’ailleurs, Orey et Taylor montrent en 1974 qu’on

peut avoir L(t) = oo et un peu plus (« points ra-
pides »). Peu de temps apreés, par une méthode éton-
namment inventive, Kahane montre l'existence de
« points lents » pour B(t), des points (aléatoires)
en lesquels «le mouvement brownien reprend son
souffle » selon la jolie image d'Yves Meyer, c’est-a-
dire des points tg en lesquels 'exposant de Holder
localest 1/2:
L( to) < oo.

La preuve est exposée en détail dans la seconde
édition de son livre « Some random series of func-
tions ». On assiste a un renversement de perspec-
tive analogue a celui des masses de Dirac (f(a) =
6,(f), et ce n'est plus la fonction f qui agit sur le
point a, mais le point a qui agit sur la fonction f).
En effet, chez Paley-Wiener-Zygmund ou Dvoretzky,
le point t est donné et l'intervalle dyadique | de
n-iéme génération « porteur de t» s’adapte, | =
[k27",(k + 1)27"] avec k la partie entiére de t2",
tandis que chez Kahane les intervalles dyadiques /
sont donnés, chacun ayant un poisson-pilote sous
forme d’'une gaussienne standard g; (avec les g
indépendantes), et l'on décréte que | est noir ou
blanc selon que g; dépasse ou non un certain seuil
A > 0. Dans le cas du résultat de Dvoretzky, que Ka-
hane redémontre, le seuil est petit, les intervalles
I d’'une génération n assez grande sont tous noirs,
et c’est le point t qui s'adapte, t € | avec donc |
noir. Pour l'existence de points lents, Kahane prend
un seuil grand, puis sophistique cette notion blanc-
noir, et prouve cette fois l'existence de points « plus
blancs que blanc » (c’est assez délicat) puis que la
super-blancheur implique la lenteur (c’est plus fa-
cile, avec le modéle Franklin-Wiener du brownien,
une fois cette bonne notion de super-blancheur dé-
gagée). Perkins montrera ensuite qu’il y a beau-
coup de points lents (leur dimension de Hausdorff
est > 0).

4.4 — Réfutation de la conjecture de

Bateman-Diamond

J.-P. Kahane m’a toujours semblé fasciné par
cette difficulté du métier de mathématicien : dans
quelle direction chercher la réponse a une ques-
tion? Non, et 'on cherche un contre-exemple. Oui,
et l'on cherche une preuve générale... A cet égard,
il citait souvent le théoréeme de Carleson de 1966,
de convergence presque partout des sommes par-
tielles des fonctions de carré sommable sur le
cercle (réponse affirmative a la conjecture de Lu-
sin), et m'avait dit que Carleson croyait plutoét a un
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contre-exemple (et & une réponse en termes de ca-
pacité, pas de mesure de Lebesgue) : mais chaque
tentative dans ce sens avait vu s’élever un mur. Et,
concluait Kahane en 2011 : « A la fin, les murs de-
vant les contre-exemples avaient presque construit
la preuve d'une réponse POSITIVE! » C’est tout a
fait dans cet esprit qu’il a obtenu, et a plus de 70
ans comme il se plaisait a le souligner, la réponse
positive a une conjecture de Bateman et Diamond
qui concernait les nombres premiers généralisés
de Beurling. C’est l'un des résultats dont il était le
plus fier, et nous détaillons un peu. On se donne
une partie discrete et multiplicativement libre P de
la demi-droite ]1,c0[ (les nombres premiers géné-
ralisés de Beurling), on considére le semi-groupe
multiplicatif N engendré par P (les nombres entiers
généralisés) ainsi que les fonctions de comptage
respectives

P(x) = |Pm [1,x]|, N(x) = ’Nm [1,x]‘.

Beurling avait montré que, si on pose N(x) = Dx +
x&(x) avec D constante > 0, l'hypothése (naturelle-
ment vérifiée pour les entiers naturels avec D =1
et &(x) = O(1/x)),

£(x) = o(ﬁ), a>3/2

suffit a impliquer le théoreme des nombres premiers
(TnP)
X
P(x) ~ —-
(x) ln x
Dans ce contexte, la condition (moins exigeante que
celle de Beurling)

J;oo(e(x)lnx)z% <o (1)

s’introduit assez naturellement et Bateman et Dia-
mond avaient posé la question de savoir si (1) im-
pliqgue le TNP. Aprés avoir cherché sans succeés a
batir un contre-exemple et avoir analysé les raisons
de son échec, Kahane a été conduit, a la maniére
de Carleson, & une réponse au contraire affirma-
tive a cette conjecture. La méthode (trés élégante)
utilise de 'Analyse de Fourier, et notamment le fait
que la fonction zeta naturellement associée a N ne
s’annule pas sur la droite Res = 1, grace a linter-
prétation de l'hypothése comme 'appartenance de
t+> C(1+it) al'espace de Sobolev H! et aux proprié-
tés locales des fonctions de cet espace. Notamment
(nous voici en un sens de retour aux points lents du

mouvement brownien!) le fait que, si f est dans cet
espace, alors

|f(to + h) - f(to)| = o(|h[*/?).

5. Influence et Rayonnement

Cette influence et ce rayonnement ont été consi-
dérables. D’abord, il me semble qu’il ne refusait
jamais rien. Je revois J. P. Serre lui demandant :
« Et on se demandait si on pourrait t'arracher un
exposé sur le mouvement brownien la semaine pro-
chaine? » Il avait instantanément répondu Oui. Et il
a fait de nombreux exposés au séminaire Bourbaki,
notamment (anecdote qu’il m’a racontée) sur les
travaux de Beurling, a qui il avait d’ailleurs demandé
l'autorisation. Devant 'absence de réaction de ce
dernier, il lui a envoyé un message : « dans trois
jours, j'expose vos travaux au séminaire Bourbaki »
sans plus lui demander d’autorisation, et a recu
celle-ci sous forme laconique, a la maniére du « | »
de Voltaire : « D’accord ». Beaucoup plus récemment
(2014), J.-P. Kahane avait donné a la BNF un exposé
sur le mouvement brownien, le bruit blanc, et l'équa-
tion de Langevin, devant un large public dont une
bonne partie de lycéens. Et son aptitude a la fois
« a faire des mathématiques » et écrire des équa-
tions au tableau, et a rester suffisamment général
pour ne pas égarer les lycéens, était impression-
nante. J.-P. Kahane a par ailleurs écrit quatre livres
de recherche:

« Ensembles parfaits et Séries Trigonomé-
triques » avec R. Salem (1963), réédité et actua-
lisé en 1994. Ouvrage étonnamment actuel avec un
exposé clair des notions de capacité, de dimension
de Hausdorff notamment.

« Séries de Fourier absolument convergentes »
(1970). Avec notamment des applications magni-
fiques des algébres de Banach (théoréme des idem-
potents de Shilov) aux ensembles de zéros des fonc-
tions analytiques dans la classe de Wiener.

« Some random series of functions » (1968, ré-
édité en 1985), livre qui reste une référence incon-
tournable pour bien des chercheurs actuels, jeunes
ou moins jeunes.
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« Séries de Fourier et Ondelettes » avecP--G. Le-
marié (1998, réédité en 2016). Ce dernier ouvrage
met aussi en lumiére le go(t et 'aptitude qu’avait
J.-P. Kahane pour 'histoire des mathématiques et
aussi bien celle des idées que celle des mathéma-
ticiens. Avant la partie « Ondelettes » écrite par P.-
G. Lemarié, Kahane disserte longuement sur les
grands précurseurs et leur apport : Euler, Fourier, Di-
richlet, Weierstrass, Cantor, Riemann, Lebesgue, et
son analyse de leurs idées et résultats est passion-
nante. J.-P. Kahane a également eu de nombreux
éléves (méme s'il m'avait dit une fois ne pas en avoir
voulu trop, pour ne pas faire comme certains de ses
prédécesseurs dans l'université francaise), dont le
récent prix Abel 2017, Y. Meyer. Quant a son rayon-
nement international, en quelques mots seulement,
il s’est vu dans les visiteurs étrangers (sans parler
des visiteurs francais comme Gilles Pisier, et des
étudiants étrangers comme L. Rodriguez-Piazza,
Quan Hua Xu, Fan Ai Hua) qui ont défilé a son fa-
meux Séminaire d’/Analyse Harmonique du Lundi :
Bourgain, Wermer, Garnett, Jones, Carleson, Rudin,
Helson, Kérner, Drury, Konyagin, Kwapien, Picho-
rides, Nestoridis, etc. Il est impossible de les citer

Hervé QUEFFELEC

Université de Lille

opérateurs.

tous. Cette période des années 70-80 a vu la solu-
tion de plusieurs problemes fondamentaux : le pro-
bléme de 'union des ensembles de Sidon (Drury),
de U'existence d’ensembles de Helson qui ne sont
pas de synthése (Kérner), de la sidonicité des en-
sembles /\(p) pour tout p avec constante \/5, nous
dirions aujourd’hui sous-gaussiens (Pisier), la so-
lution de la conjecture de Littlewood sur la norme
L' des polyndémes trigonométriques (partiellement
par Pichorides, puis définitivement par Konyagin, et
indépendamment par Smith, puis Mc Gehee-Pigno-
Smith), etc. Ce rayonnement s’est vu aussi dans les
deux grandes conférences qui ont eu lieu en son
honneur en 1993 et 2016, ou des visiteurs presti-
gieux se sont presque bousculés et ot Bourgain en
2016 (absent pour raisons de de santé) lui a rendu
hommage par skype, et dit son étonnement admi-
ratif devant le fait qu’il publiait encore a prés de
90 ans, age qu'il a atteint en décembre dernier.

Jean-Pierre Kahane restera un exemple pour
beaucoup de mathématiciens de tous ages, par son
enthousiasme intact méme a 90 ans, et par son
golt d’'inventer, de transmettre et d’expliquer.

Hervé Queffélec est professeur émérite. Ses recherches portent sur '’Analyse harmonique commutative,
la théorie analytique des séries de Dirichlet, et les espaces de Banach de fonctions holomorphes et leurs
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Maryam MIRZAKHANI
1977-2017

«(...), je dirai quelques mots sur toi, mais je ne te
génerai point en insistant avec lourdeur sur ton
courage ou sur ta valeur professionnelle. C'est autre
chose que je voudrais décrire... Il est une qualité qui n‘a
point de nom. Peut-étre est-ce la “gravité”, mais le mot
ne satisfait pas. Car cette qualité peut s‘accompagner

de la gaieté la plus souriante.... »

Antoine DE SAINT-EXUPERY

« You have to ignore lowhanging fruit, which is a little
tricky. | am not sure if it is the best way of doing things,
actually — you are torturing yourself along the way. But

life is not supposed to be easy. »

Maryam MIRZAKHANI

Maryam Mirzakhani est décédée le 14 juillet
2017. Moins de trois ans plus t6t, elle recevait la mé-
daille Fields « pour ses contributions remarquables
a la dynamique et a la géométrie des surfaces de
Riemann et de leurs espaces de modules », deve-
nant ainsi la premiere femme a obtenir cette récom-
pense. Elle était souvent la premiére. Par exemple,
avec son amie Roya Beheshti, elle fut la premiere
fille iranienne a participer aux olympiades interna-
tionales de mathématiques. Elle y gagna deux mé-
dailles d’or, en 1994 et 1995. Ses hauts faits n‘empé-
chérent jamais Maryam de rester extrémement gen-
tille, amicale, modeste, sans jamais se mettre en
avant. Si vous la rencontriez & une conférence, vous
la preniez a premiére vue pour une jeune post-doc

e A. ZORICH

plutét que pour une mathématicienne de renom-
mée internationale. Elle travaillait dur, « en gardant
profil bas » selon ses propres mots.

Maryam est née et a grandi a Téhéran, dans une
famille de quatre enfants. Dans l'une de ses rares
interviews (donnée a la demande du Clay Mathe-
matics Institute a la fin de sa bourse de recherche
Clay), elle expliquait :

Mes parents nous ont toujours soutenus
et encouragés. Ce qui comptait pour eux,
c’était que nous ayons des professions
enrichissantes et satisfaisantes, ils at-
tachaient peu d'importance aux succes,
aux distinctions.

Apreés avoir passé un concours tres sélectif, Ma-
ryam est entrée a l'école de jeunes filles Farzane-
gan a Téhéran. En 1999, une fois ses études prédoc-
torales terminées a l'université Shariff a Téhéran,
elle est partie a l'université d'Harvard, ou elle a
soutenu sa thése en 2004. Les résultats qu’elle y
démontrait étaient époustouflants aux yeux de tous,
y compris de son directeur de thése C. McMullen :
Maryam avait découvert des liens insoupgonnés
entre différents probléemes de comptage a premiere
vue complétement différents. En particulier, elle a
montré que le comptage des géodésiques fermées
simples sur les surfaces hyperboliques est relié au
volume de Weil-Petersson des espaces de modules
de surfaces hyperboliques a bord. Elle en a déduit
une nouvelle preuve de la célebre conjecture de
Witten, initialement démontrée par M. Kontsevich.

La these de Maryam Mirzakhani est véritable-
ment remarquable. Les preuves ne sont ni trés
longues ni particulierement compliquées. Cepen-
dant, Maryam y entreméle ingénieusement diffé-
rentes idées et techniques récentes provenant de
directions variées en dynamique et en géométrie.
Lire les trois articles relativement courts issus de sa
thése donne un sentiment euphorique, celui qu’on
peut avoir en écoutant son ceuvre musicale favorite,
en lisant son poéte préféré ou en admirant une pein-
ture chére a son ceeur. Relire ces articles peut entrer
en résonance avec des réflexions que vous entrete-
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niez depuis longtemps, et faire surgir des réponses
simples et inattendues. Pour mes collaborateurs et
moi-méme, cela s’est déja produit plusieurs fois : les
articles de Maryam sont remplis d'idées superbes
qui sont encore en train d’étre assimilées par la
communauté mathématique.

Apreés avoir soutenu sa these de doctorat, Ma-
ryam Mirzakhani a reqgu une bourse de recherche
prestigieuse du Clay Mathematics Institute. ! Dans
l'interview que j'ai déja mentionnée plus haut, elle
commente cette période de sa vie:

C’était une belle opportunité pour moi;
jai passé la plupart de mon temps a
Princeton, ce fut une expérience riche.
La bourse Clay me laissait la liberté
de réfléchir a des problémes plus diffi-
ciles, de voyager librement, de discuter
avec d’autres mathématicien(ne)s. Je
pense lentement, il me faut beaucoup
de temps avant de pouvoir éclaircir mes
idées et avancer. J'ai donc vraiment ap-
précié de ne pas étre pressée pour écrire
mes travaux.

Ce que Maryam appelle « lenteur » est plutét de
la « profondeur », ou une sorte de qualité que Saint-
Exupéry ne réussit pas a décrire en un mot. En 2008,
alors qu’elle avait 31 ans, Maryam Mirzakhani est
devenue professeur a l'université de Stanford, ou
elle a travaillé depuis lors.

Je voudrais parler d'un des nombreux résultats
de Mirzakhani durant cette période, sur le flot des
tremblements de terre introduit par Thurston. Etant
donnée une géodésique fermée simple sur une sur-
face hyperbolique, on peut couper la surface le
long de la géodésique, tordre les deux cotés de la
coupure l'un par rapport a l'autre, puis les recoller
afin d’obtenir une nouvelle surface hyperbolique. Si
'on a l'imagination de Bill Thurston, on peut méme
considérer simultanément l'ensemble de toutes les
surfaces hyperboliques, de toutes les géodésiques
simples (généralisées) sur ces surfaces, et définir
un twist global. Pendant de nombreuses années,
les propriétés du flot correspondant, appelé flot
des tremblements de terre, sont restées mysté-
rieuses. En particulier, on ignorait s’il avait des or-
bites denses.

Maryam Mirzakhani a découvert a son sujet un
lien encore insoupconné. Elle a réussi a construire
un isomorphisme mesuré entre le flot des tremble-
ments de terre de Thurston et un flot beaucoup
mieux compris, le flot horocyclique sur l'espace des

modules des différentielles quadratiques. Ce théo-
réme a tout de suite eu d'importantes applications;
d’autres n‘ont été établies que trés récemment, une
dizaine d’années plus tard. Je suis sGr que d'autres
apparaitront dans le futur. Les mathématiques sont
lentes (dans le méme sens que Maryam se traitait
de lente).

Si vous avez vu Maryam assister a un exposé
dans un grand auditorium, comme au MSRI, vous
aurez remarqué qu’elle se tenait toujours debout
derriére la derniére rangée de siéges. Ce n’était ni
de l'impatience ni de 'extravagance. Je n‘ai jamais
vu chez Maryam la moindre trace de caprices : elle
avait juste de sérieux problémes de dos, qu’elle ne
montrait jamais autrement. Elle dirait plus tard avec
ironie que « sérieux » pouvait devenir tres relatif.

En plus d’avoir des idées brillantes, Maryam était
capable de travailler trés dur, comme lorsqu’elle a
travaillé sur le théoreme de la baguette magique.
Du point de vue des systémes dynamiques, l'espace
des modules des différentielles holomorphes peut
étre considéré comme un « espace homogene avec
des complications ». Je cite Alex Eskin, qui connait
trés bien les deux aspects : comment la dynamique
sur les espaces de modules ressemble a la dyna-
mique homogéne, mais aussi comment les difficul-
tés supplémentaires peuvent étre trés profondes.

Les théorémes de rigidité, qui incluent et généra-
lisent les théorémes démontrés par Marina Ratner
au début des années 90, expliquent pourquoi la dy-
namique homogéne est si spéciale. (Tristement, Ma-
rina Ratner est décédée a peine une semaine avant
Maryam). En général, les systémes dynamiques ad-
mettent une multitude de trajectoires curieuses, qui
restent dans des parties fractales de 'espace. Elles
ne sont pas majoritaires, mais elles sont quand
méme en treés grand nombre. En particulier, cela na
pas de sens de chercher a classifier toutes les adhé-
rences d’orbites, ou toutes les mesures invariantes,
pour la plupart des systemes dynamiques :ily a
toute une jungle de trajectoires exotiques. Dans
certains cas, cela engendre une difficulté majeure :
méme si l'on connait les propriétés fines des trajec-
toires issues de presque tout point, il Ny a pas d’al-
gorithme qui permet de vérifier qu’une condition ini-
tiale particuliére, qui vous intéresse, est générique
ou non. Le but de la théorie ergodique est plutét de
répondre a des questions statistiques, mais elle de-
vient impuissante si l'on veut utiliser une condition
initiale spécifique.

1. On peut remarquer que trois des quatre récipiendaires de la médaille Fields en 2014 sont des anciens lauréats de cette bourse.
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La situation est completement différente dans
le cas de la dynamique homogene. Dans certaines
situations favorables, on réussit a démontrer que
n‘importe quelle adhérence d'orbite est un sous-
espace homogene sympathique, que n’importe
quelle mesure invariante est la mesure de Haar
correspondante, etc. Ce genre de rigidité permet de
fantastiques applications par exemple en théorie
des nombres, développées entre autres par J. Bour-
gain, E. Lindenstrauss, G. Margulis, and T. Tao (pour
ne citer que les médaillés Fields dans une liste beau-
coup plus longue de mathématiciens remarquables
qui travaillent dans ce domaine).

L'action de SL(2,R) sur les espaces de modules
de différentielles abéliennes et quadratiques res-
semble par certains co6tés a une dynamique homo-
géne, mais savoir jusqu’a quel point est resté une
question ouverte pendant des décennies. Pour Alex
Eskin, qui s’est intéressé a la dynamique dans les es-
paces de modules aprés avoir étudié la dynamique
homogeéne, cette question était probablement la
plus importante depuis plus de 15 ans. Maryam Mir-
zakhani a commencé a travailler avec lui sur cette
question en 2006, aiguillonnée par les travaux de
son directeur de thése, C. McMullen, qui avait ré-
solu la question dans le cas particulier du genre 2.
Apreés plusieurs années de collaboration, Eskin et
Mirzakhani ont obtenu une premiére grande avan-
cée sur cette question : ils ont classifié les mesures
invariantes par SL(2,R). Nous avons insisté pour
qu’Alex Eskin annonce ce résultat a la conférence a
Bonn durant 'été 2010.

Pour illustrer l'importance de ce théoréme, je
cite ce qu’Artur Avila en a dit a S. Roberts du New
Yorker dans un article en mémoire de Maryam :

Lorsque jai entendu ce résultat, et
connaissant ses travaux précédents,
j’étais sar qu’elle serait parmi les favoris
pour la médaille Fields en 2014, et je ne
pensais pas avoir beaucoup de chances
de la recevoir.

Je ne crois pas que Maryam pensait beaucoup
a la médaille Fields a l'époque (quelques années
plus tard, lorsqu’elle a recu le message d'l. Dau-
bechies annoncant que la médaille Fields lui était
attribuée, elle a cru que c’était une plaisanterie et
l'aignoré), mais elle savait assurément a quel point
ce théoréme était important. Ces derniéres années,
quasiment tous les articles dans mon domaine uti-
lisent le théoréme de la baguette magique d'une
maniére ou d'une autre.

Cependant, Eskin et Mirzakhani ont eu encore
besoin de plusieurs années de travail acharné pour
étendre leur résultat en démontrant les résultats de
rigidité pas seulement pour le groupe entier SL(2, R)
de toutes les matrices 2x2 de déterminant 1, mais
aussi pour son sous-groupe formé des matrices tri-
angulaires supérieures (qui a la propriété cruciale
d’étre moyennable). La différence peut sembler mi-
neure. Cependant, cette petite modification est dé-
cisive pour la version la plus puissante du théoréme
de la baguette magique. La partie de 'énoncé trai-
tant des adhérences d’orbites a été prouvée vers la
fin du projet avec la collaboration d’A. Mohammadi.
Un complément important est da a S. Filip.

Supposons par exemple que l'on étudie un
billard dans un polygone rationnel (un polygone
dont les angles sont tous des multiples rationnels
de 7). Quel objet mathématique pourrait étre plus
simple et concret qu’un triangle rationnel? Cepen-
dant, la seule approche efficace connue pour étu-
dier les billards dans les polygones rationnels se
décrit comme suit. En appliquant les symétries par
rapport aux cotés du polygone, on le déplie jus-
qu’a obtenir une surface fermée. Les trajectoires
du billard se déplient et forment des lignes droites
sans auto-intersection sur cette surface de trans-
lation. Cette astuce est trés simple et classique.
On peut ensuite toucher la surface de translation
ainsi formée avec la baguette magique du théo-
réme, pour décrire l'adhérence de son orbite sous
l'action de SL(2,R) dans l'espace des modules de
toutes les surfaces de translation qui partagent les
mémes caractéristiques combinatoires que notre
surface de départ. D’aprés le théoréme de la ba-
guette magique, cette adhérence d’orbite est un
orbifold trés spécial. Sa géométrie donne énormé-
ment d’'informations sur le billard initial. Aussi fort
que le carrosse-citrouille de Cendrillon, non?

Un des derniers travaux de Maryam Mirzakhani,
en collaboration avec Alex Wright, montre que, tan-
dis que la surface obtenue en dépliant un triangle
rationnel a beaucoup de symétries, 'adhérence
d’orbite qu’on obtient ci-dessus est souvent aussi
grande qu’elle peut l'étre : c’est tout 'espace des
modules ambiant.

La démonstration du théoreme de la baguette
magique est un travail titanesque, qui repose sur
beaucoup de progres récents fondamentaux en sys-
téemes dynamiques. La plupart de ces résultats sont
sans rapport direct avec les espaces de modules.
Je ne comprends toujours pas comment Eskin et
Mirzakhani ont réussi a mener cette preuve a bout.
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Des difficultés techniques trés importantes ont fait
surface a chaque étape du projet. Sans parler du
fait que, dans les quatre ans entre 2010 et 2014,
Maryam a donné le jour a une petite fille, et a réussi
a surmonter une premiére attaque du cancer. De-
puis lors, je pensais que Maryam pouvait tout faire.

Je ne peux m'empécher de raconter une histoire,
symbolique a mes yeux. Alors que M. Mirzakhani
avait recu la médaille Fields, la Gazette m’avait de-
mandé d’écrire un article sur le théoréme de la
baguette magique, et de contacter Maryam pour
qu’elle me procure une photo d’elle pour illustrer
l'article. La photo que jai recue était inattendue
pour un article scientifique : une petite fille de trois
ans tenait deux ballons aux formes compliquées
(des surfaces de Riemann) presque aussi grands
que la fillette.

Limage m’a semblé parfaite. Elle représentait
exactement la vision que j'avais moi-méme de Ma-
ryam, j'étais juste surpris qu’elle la propose elle-

Anton ZoRicH

mathématiques expérimentales.

méme. Maryam avait parcouru toute sa vie avec
la curiosité et l'imagination naturelles aux enfants,
mais malheureusement perdues par la plupart des
adultes.

Puis 'email suivant est arrivé : « Oups, déso-
lée, Anton, je t'ai envoyé une photo de ma fille :) ».
J'avais confondu Anahita et Maryam.

A lautomne 2016, j‘ai appris que sa maladie
était de retour. Mais je savais aussi que Maryam
faisait de son mieux pour rester avec sa fille et sa
famille aussi longtemps que possible. Je n’étais pas
le seul a penser que Maryam pourrait faire plus que
qui que ce soit d’autre. Mais, méme en admirant le
courage exceptionnel de quelqu’un, on ne peut pas
en attendre de miracle. « Une lumiére s’est éteinte »
a écrit Firouz Naderi en annongant la mort de Ma-
ryam. Ses travaux et sa personnalité ont inspiré et
encouragé de nombreuses personnes sur toute la
Terre. Des femmes et des hommes. Nous garderons
précieusement sa lumiére en nous.

Anton Zorich est Professeur a 'université Paris Diderot. Ses travaux portent sur la géométrie, la topologie
et les systémes dynamiques et sur les interactions entre ces trois domaines. Il fait également beaucoup de
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La possibilité des nombres
Frédéric PATRAS
puf, 2014. 320 p. isBN : 978-2130631675

Prévenons tout de suite le lecteur : « La possibilité des nombres » n‘est pas un nouveau roman
de Houellebecq sur une secte ésotérique, mais bien un livre de philosophie des sciences, sourcé,
argumenté, passionné. Frédéric Patras, déja auteur de La pensée mathématique contemporaine,
convoque ici Euclide, Platon, Aristote, Descartes, Kant, Wittgenstein, Frege, Godel, Husserl et bien
d’autres pour essayer d’élucider la nature du concept de nombre, « émanation directe des lois pures
de la pensée » selon Dedekind, et rendre compte des différentes facons de l'approcher.

Fonder notre relation aux nombres (ou plus généralement aux bases des mathématiques) n‘est pas
sans importance, bien str d’'un point de vue philosophique, mais aussi pour 'activité de recherche en
mathématiques et leur enseignement. La lecture de ce livre m’a ainsi fait réaliser le c6té primitif de
ma conception des fondements des mathématiques, qui était par certains aspects déja dépassée
au temps d’Aristote, et certainement a la fin du dix-neuviéme siécle. Cette réalisation est dailleurs
liée a un phénomene de redécouverte permanente au coeur de notre relation aux nombres qui est
bien illustré dans le livre; des idées que les penseurs de la Renaissance pensaient neuves étaient en
réalité déja présentes chez Aristote ou Platon (ce type de mésaventure n‘est bien sir pas étranger
aux mathématiciens!) On est alors surpris que d’autres idées, qui semblent aujourd’hui élémentaires,
aient été d’apparition si délicate; par exemple j'ai de nouveau eu l'occasion de mesurer 'étendue
de mon ignorance en découvrant que la philosophie aristotélicienne défendait l'idée que « un n‘est
pas un nombre ». Le livre aide ainsi a apprécier toutes les difficultés épistémologiques posées par la
conquéte des nombres — accepter que 0 est un nombre a part entiére et pas un simple outil de calcul,
par exemple.

Le réle de Frege est longuement évoqué et l'admiration que Patras éprouve pour lui emplit de vie
les passages qui lui sont consacrés; bien que son approche logiste ait finalement échoué, ce qui a
posteriori semble inévitable, Patras 'érige en pére fondateur de la logique mathématique et met
longuement en valeur l'importance de ses contributions et leur importance encore aujourd’hui. Un
des grands plaisirs proposé au lecteur par ce livre tient dans les multiples citations qui l'émaillent,
par exemple celle de Dedekind mentionnée plus haut ou la suivante de Condillac, dont la clarté de la
langue est justement mise en avant par Patras : « Quand les idées des nombres, d'abord apercues
dans les objets, ensuite dans tous les objets auxquels on les applique, deviennent générales et
abstraites, nous ne les apercevons plus dans les doigts, ni dans les objets auxquels nous cessons de
les appliquer. Ou donc les apercevons-nous ? Dans les noms devenus les signes des nombres. Il ne
reste dans l'esprit que ces noms, et c’est en vain que l'on y chercherait autre chose ».

Si les compétences mathématiques requises pour lire et apprécier ce livre ne poseront aucun pro-
bléeme aux lecteurs de la Gazette, des notions relativement délicates (souvent de niveau L3, parfois
de niveau bien plus avancé) apparaissent de temps a autre, et on peut douter de l'efficacité des
explications qui sont données en notes de bas de page. Cela n'empéchera pas un béotien en ma-
thématiques de tirer profit de sa lecture, mais il sera certainement plus difficile a un tel lecteur de
prendre de la distance avec certaines des assertions de ‘auteur. Il en va de méme, d’ailleurs, des
affirmations sur les philosophes et leurs positions : méme si de nombreuses sources sont fournies, les
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efforts de vérification et d'approfondissement seraient considérables, et on (du moins, je) se trouve
obligé d'accepter certaines assertions prima facie.

L'auteur écrit (sans doute a raison) que « a dissocier la logique mathématique de ses corrélats
opératoires, voire ontologiques, la philosophie a ainsi bien souvent perdu sa pertinence et sa
crédibilité auprés des mathématiciens »; il serait intéressant de connaitre l'accueil que les philosophes
des sciences ont réservé a ce livre, dont on sent en permanence qu’il est écrit par un mathématicien
(ce qui, pour l'auteur de ces lignes tout au moins, est tout sauf une critique).

En conclusion, non, ce n‘est pas du Houellebecq; c’est du Patras — touffu, attachant, passionné, un
peu énervant parfois dans la certitude apparente de ses affirmations, mais surtout tres enrichissant
pour qui prendra le temps d’apprendre et de réfléchir avec ce livre, de vivre un peu avec lui, et d'en
profiter pour remettre en question son rapport aux nombres et aux fondements des mathématiques.

Julien MELLERAY
Lyon
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- Gazette

des Mathématiciens

Instructions aux auteurs

Objectifs de la Gazette des Mathématiciens. Bulletin interne de la smF, la Gazette constitue un support privi-
légié d’expression au sein de la communauté mathématique. Elle s’adresse aux adhérents, mais aussi, plus
généralement, a tous ceux qui sont intéressés par la recherche et 'enseignement des mathématiques. Elle
informe de l'actualité des mathématiques, de leur enseignement et de leur diffusion auprés du grand public,
de leur histoire, de leur relation avec d’autres sciences (physique, informatique, biologie, etc.), avec pour
objectif de rester accessible au plus grand nombre.

On y trouve donc des articles scientifiques de présentation de résultats ou de notions importants, ainsi
que des recensions de parutions mathématiques récentes. Elle contient aussi des informations sur tout ce
qui concerne la vie professionnelle d’'un mathématicien (recrutements, conditions de travail, publications
scientifiques, etc.) ainsi que des témoignages ou des tribunes libres.

La Gazette parait a raison de quatre numéros par an avec, de temps en temps, un numéro spécial consacré a
un sujet particulier de mathématiques ou bien a un grand mathématicien.

Elle est envoyée gratuitement a chaque adhérent. Les numéros actuel et anciens sont disponibles en ligne
(http://smf4.emath.fr/Publications/Gazette/).

Articles scientifiques. Les articles scientifiques de la Gazette sont destinés a un large public intéressé par les
mathématiques. Ils doivent donc étre écrits avec un souci constant de pédagogie et de vulgarisation. Les
auteurs sont en particulier invités a définir les objets qu'’ils utilisent s’ils ne sont pas bien connus de tous, et a
éviter toute démontration trop technique. Ceci vaut pour tous les textes de la Gazette, mais en particulier pour
ceux de la rubrique « Raconte-moi », destinés a présenter de maniére accessible une notion ou un théoreme
mathématique important.

En regle générale, les articles doivent étre assez courts et ne pas viser a l'exhaustivité (en particulier dans la
bibliographie). Sont encouragés tous les artifices facilitant la compréhension, comme [utilisation d’exemples
significatifs a la place de la théorie la plus générale, la comparaison des notions introduites avec d'autres
notions plus classiques, les intuitions non rigoureuses mais éclairantes, les anecdotes historiques.

Les articles d’histoire des mathématiques ou contenant des vues historiques ou épistémologiques sont
également bienvenus et doivent étre congus dans le méme esprit.

Soumission d’article. Les articles doivent étre envoyés au secrétariat, de préférence par courrier électronique
(gazette@dma.ens.fr), pour étre examinés par le comité de rédaction. S’ils sont acceptés, il faut alors en
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