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INTRODUCTION

1. - L’étude de la dynamique des germes de difféomorphismes holomorphes d’une
variable complexe au voisinage d’un point fixe a suscité de nombreux travaux depuis
la fin du siécle dernier. Le probléme central est de décrire la structure des classes de
conjugaison dans le groupe G des germes de difféomorphismes holomorphes de (C, 0).
A cet effet, on dispose d’un invariant de conjugaison évident, la dérivée du germe en
0 . Notons, pour tout A € C*, par G, ’ensemble des f € G tels que Df(0) = A. On
dira que f € G est linéarisable s’il appartient & la classe de conjugaison dans G de
la rotation R)(z) = Az .

Il est raisonnable de considérer d’abord le probléme de la conjugaison dans le
groupe G des difféomorphismes formels de (C,0). Sans problémes de convergence, la
solution n’est pas difficile. Lorsque A n’est pas racine de I'unité, G » est une classe
de conjugaison de G, et plus précisément G opére librement et transitivement par
conjugaison dans Gy . Lorsque \ = exp(2mip/q) (avec ¢ > 1, p A ¢ = 1) est racine
de 'unité, la classe de conjugaison de R, est formée des éléments de G a d’ordre q, et
les autres classes de conjugaison de G dans G forment une famille paramétrée par
un entier n > 1 et un nombre complexe a, car chaque classe contient exactement un
difféomorphisme de la forme :

fn,a(z) = )\Z(l + 2™ 4 az2nq) )

Revenant au groupe G, Poincaré a montré ([Po]) que G est une classe de
conjugaison de G lorsque le module de A est différent de 1. Les points fixes
attractifs (|A|] < 1) et répulsifs (|]A\| > 1) des difféomorphismes holomorphes sont
donc linéarisables.

Lorsque A = exp(2mip/q) est racine de I'unité, les travaux d’Ecalle [Ec] et Voronin
[Vo] ont produit une classification compléte des classes de conjugaison de G contenues
dans G : la classe de conjugaison de R), est encore formée des éléments de G5 d’ordre
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g, mais les autres classes forment des familles elle-mémes paramétrées par des germes
de difféomorphismes.

Il reste le cas -le plus intéressant- o A est de module 1 mais n’est pas racine
de l'unité. Tout f € G, est alors formellement linéarisable par un unique élément
H; € G;. Une question cruciale est de déterminer I’ensemble S des valeurs de A pour
lesquelles la conjugaison H; est convergente pour tout f € G; c’est '’ensemble des A
pour lesquels G, est une classe de conjugaison de G .

Les formules déterminant les coefficients de Hy font apparaitre en dénominateurs
des produits de termes (A" — A\) (n > 2) qui peuvent étre petits et provoquer la
divergence de Hy . C’est la situation non linéaire la plus simple o I’on rencontre ces
difficultés liées aux “petits dénominateurs”.

On s’attend donc a ce que la nature arithmétique de A joue un role prépondérant.
Ecrivons A sous la forme exp(27mia), avec a irrationnel, et considérons la suite
(Pn/@n)n>0 des réduites du développement en fraction continue du nombre o .

Les premiers résultats significatifs, négatifs, sont dus & Cremer [Cr] : il montre
que si 'on a :

(CT) Sup Log Qn+1

= +00,
n>0 dn

alors Hy peut diverger, donc A n’appartient pas a S .
Le premier résultat positif est obtenu par Siegel en 1942 ; dans un article bref,
mais historique [Si], il montre que la condition :

() Log gni1 = O(Loggn)

entraine que tout f € G est linéarisable, c’est-a-dire A € S. C’est la premiére fois
qu’on surmontait les difficultés liées aux petits dénominateurs. La démonstration
de Siegel est cependant propre au probléme considéré (c’est une estimation directe
et trés élégante des coefficients de Hy), et il appartiendra & Kolmogoroff, Arnold,
Moser, Herman et beaucoup d’autres, de développer des techniques applicables &
des problémes plus généraux, en particulier aux tores invariants de la mécanique
hamiltonienne.

Vers 1965, en suivant I’esprit de la démonstration de Siegel, Bruno ([Br]) établit
que G, est encore une classe de conjugaison de G sous la condition arithmétique :

Loggn+1
B —_— < 400,
(B) > .

moins restrictive que (S). Il restait donc en suspens la situation des nombres A ne
vérifiant ni (B) ni (Cr). Le résultat principal de cet article résout cette question :

THEOREME.— Soit A un nombre complexe de module 1 qui n’est pas racine de
I'unité. Alors la condition (B) est nécessaire et suffisante pour que tout élément de
G soit linéarisable.
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11 faut & ce propos mentionner les travaux de Cherry ([Ch]). Vers 1965, sans
connaitre le résultat de Bruno, il conjecture correctement I’énoncé du théoréme ci-
dessus. La mort ne lui a malheureusement pas laissé le temps d’achever ses recherches,
mais il semble, au vu des manuscrits qu’il a laissés, qu'’il avait accompli de sérieux
progres vers la démonstration de ce résultat.

2. - Décrivons maintenant plus en détail le contenu de notre article.

Le premier chapitre est centré autour du théoréme ci-dessus, et plus précisément
autour d’une version quantitative de ce résultat (Th. 1.2.6) qui estime, & une
constante multiplicative universelle pres, le plus petit rayon de convergence possible
de ’application linéarisante Hy € G lorsque f décrit Gx. Il nous faut ici imposer a f
de vérifier une condition de normalisation, car I’application linéarisante de R, f R;!
est R, Hy R;!, et son rayon de convergence est |¢| fois celui de H; : nous demanderons
a f d’étre holomorphe et injective (univalente) sur le disque unité.

Le premier paragraphe (du premier chapitre) est consacré a des préparatifs arithmé-
tiques autour du développement en fraction continue. Ecrivant A = exp(2mia), avec
a irrationnel, nous utilisons, pour des raisons de commodité dans des estimations
ultérieures, une légeére variante du développement en fraction continue usuel de a. Ce
développement nous permet de définir une fonction arithmétique

® :R-Q— RTU{+00}

qui a les propriétés suivantes: elle est paire, Z-périodique, finie exactement aux
nombres a vérifiant la condition (B), et vérifie ’équation fonctionnelle fondamentale

®(a)=Loga™'+a®(l/a) , 0<a<1/2.

Nous procédons au second paragraphe a quelques réductions préliminaires a
la démonstration du résultat principal, énoncé en 1.2.6. Pour o € R — Q, notons
A = exp(2mia) et Sy la classe des fonctions f injectives et holomorphes dans le disque
unité, fixant 0 et y ayant pour dérivée A\. Le Théoreme 1.2.6 affirme qu’il existe des
f € Sa pour lesquels Hy est divergente lorsque o ne vérifie pas la condition (B), et
que le plus petit rayon de convergence R, de Hy, lorsque f décrit S, et o vérifie la
condition (B), satisfait & 1’estimation :

|Log R;' - ®(e)| < C,

ou C est une constante universelle. En fait, il suffit de démontrer ’estimation analogue
(mais de contenu plus géométrique) obtenue en remplacant le rayon de convergence
de Hy par la distance dy de 'origine & I’ensemble des points dont I'orbite positive par
f sort du disque unité.

La démonstration du Théoréme 1.2.6 occupe les Paragraphes 3 4 5 du chapitre
I. Le principe de la démonstration est d’analyser le comportement des rayons de
convergence (ou plut6t des distances dy) sous I'action de la transformation o — —1/a
de PSLy(Z) qui génere le développement en fraction continue (’autre générateur
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a — o+ 1 de PSLy(Z) agit évidemment trivialement dans notre cadre). Il s’agit
essentiellement de rendre quantitative et “inversible” une construction utilisée par
Douady et Ghys ([Do]) pour démontrer que ’ensemble S est invariant par PSLy(Z)

La construction de Douady et Ghys est expliquée en 1.2.9. Nous réussissons
alors, pour 0 < & < 1/2 ou @ > 2, & associer & tout f € S, un difféomorphisme
g € S_1/q tels que les quantités Log d;! et Log d;l soient reliées par une estimation
semblable & ’équation fonctionnelle de la fonction arithmétique ®. Le cas le plus
facile, traité au Paragraphe 3, est celui ou a appartient & (0,1/2) ; il conduit & une
nouvelle démonstration du théoréme de Bruno, et donne une minoration du rayon de
convergence de la conjugaison apparemment légérement meilleure (lorsque ®(a) est
fini mais grand) que la minoration obtenue par la démonstration de Bruno.

Le cas plus difficile oll & est supérieur a 2 est traité au Paragraphe 4 ; la difficulté
tourne autour du point suivant : lorsque o > 0 est petit, f peut posséder au voisinage
de D'origine un autre point fixe, mais la dynamique du difféomorphisme g € S_; /4
obtenu par la construction de Douady et Ghys ne contient pas d’information sur la
dynamique de f autour de cet autre point fixe. Lorsqu’on veut inversement faire
cette construction pour a >> 2, il est nécessaire de réintroduire cette information.
En itérant cette construction et en passant a la limite on obtient au Paragraphe 5 la
majoration désirée de R, lorsque « satisfait (B), et des exemples de difféomorphismes
non linéarisables & P'origine lorsque a ne satisfait pas (B).

Ces derniers exemples possédent une suite d’orbites périodiques s’accumulant sur
Porigine, qui sont étudiées au Paragraphe 6. On montre que la distance de ces orbites
périodiques a l’origine est essentiellement la plus petite possible, compte tenu de leur
période. Par ailleurs, on dispose dans la construction d’une grande flexibilité quant
a la dynamique au voisinage de ces orbites périodiques (qui peuvent étre attractives,
répulsives, indifférentes rationnelles ou irrationnelles) ; une conséquence surprenante
de cette flexibilité est le Théoréme 1.6.5 : si A ne vérifie pas (B), il existe dans G
un ensemble non dénombrable de classes de conjugaison dont aucune ne contient de
fonction entiere.

3. - Le second chapitre est consacré & la linéarisation dans la famille quadratique
Py (z) = Az(1—2). La différence essentielle avec le premier chapitre, ou I’attention est
concentrée sur 1’étude de la dynamique locale au voisinage du point fixe, est qu’on fait
ici appel de fagon décisive aux caractéristiques globales de la dynamique, en particulier
a la présence d’un point critique.

Nous montrons dans le premier paragraphe que le polynéme Py, pour A € St,
est linéarisable & Dorigine si et seulement si A satisfait & la condition (B), et que le
rayon de convergence de I’application linéarisante Hy de Py est “presque” le plus petit
possible permis par le Théoréme 1.2.6, lorsque ) satisfait & la condition (B) ; I’énoncé
précis est donné en I1.1.8. La démonstration est une application assez élémentaire de
la théorie des applications & allure polynémiale (de degré 2) de Douady et Hubbard
(ID-H]).

Nous introduisons au Paragraphe 2 une autre approche de la linéarisation
des polyndmes quadratiques, consistant & étudier de facon détaillée I’application
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linéarisante de Py lorsque |A| < 1, puis & laisser tendre non-tangentiellement A
vers le cercle unité. Pour |A\| < 1, lapplication linéarisante Hy posseéde en fait
une unique singularité U()) sur le bord de son disque de convergence, et Hy(U(A))
est égal au point critique 1/2 de Py. La fonction A — U(X) est holomorphe et
bornée dans le disque unité, et son module est le rayon de convergence de Hy . Le
résultat principal du Paragraphe 2 est que le module |U())|, lorsque A tend non-
tangentiellement vers un point Ao € S*, admet pour limite le rayon de convergence de
H),. On obtient ainsi, comme corollaire immédiat d’un célebre théoréme de Fatou,
que le polynéme Py est linéarisable pour presque tout A € S*. Cette démonstration
n’est valable que pour la famille quadratique (ou des familles trés similaires), et
ne donne pas d’information arithmétique sur' I’ensemble des A pour lesquels P est
linéarisable (condition (B)) mais elle est considérablement plus courte que les autres
démonstrations de linéarisabilité. En combinant avec II.1.4, on retrouve facilement
que G est une classe de conjugaison de G pour presque tout A € S*.

La fonction holomorphe U semble posséder des propriétés trés intéressantes, que
je n’ai malheureusement pas été capable de démontrer (ou d’infirmer). Ces propriétés
sont évoquées au Paragraphe 3, oli 'on trouvera aussi des formules reliées & la fonction
U, et aux coefficients des applications linéarisantes H) .

Finalement, les deux appendices sont consacrées a des questions connexes ; en
appliquant un résultat d’II’yasenko ([Il]), on montre dans ’Appendice 1 que si une
matrice A € GL,(C) posséde une valeur propre A de module 1 pour laquelle les sous-
espaces propres et caractéristiques sont distincts, alors les germes de difféomorphismes
holomorphes de (C",0) de dérivée A en 0 ne sont en général pas linéarisables.
L’Appendice 2 montre que la condition (B) est la limite naturelle de la méthode
de démonstration de Siegel et Bruno.
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chercheur au Centre de Mathématiques de I’Ecole Polytechnique. Mme Paule Truc en
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aux délices de TeX. J’ai toujours beaucoup profité d’innombrables discussions avec
Michel Herman, et ce travail doit beaucoup a son intérét soutenu. Sans Ricardo Pérez-
Marco, qui m’a signalé de nombreuses corrections et améliorations, et a compensé mon
incompétence notoire devant un ordinateur, il n’est pas clair que cet article aurait vu
le jour avant le troisiéme millénaire.






Chapitre 1

LINEARISATION DES FONCTIONS UNIVALENTES

1 - Préliminaires arithmétiques.

1.1 - Notations.

Soit £ un nombre réel ; on note :
- [z] sa partie entiére,
- {z} = = — [z] sa partie fractionnaire,
- ||z|l = Min({z}, 1 — {z}) la distance de x au plus proche entier,

- {(z) Ventier le plus proche de z, avec la convention qu’on a (z) = [z] lorsque

{z} =1/2.
1.2 - Fractions continues (forme usuelle).
Notons A I'application de (0,1) dans [0,1) définie par :

A(z) = {z1}.

Soit @ un nombre réel irrationnel ; posons Gy = [a], & = {a} et définissons, pour
n>1:

n = [6721), @n = A(Gn-1) = A™(Go).
On a donc @9 € Z, d, € N* pour n > 1, et &, € (0,1) pour n >0 .

Définissons aussi, pour n > —2, des entiers p,, ¢, par les relations :

P2=q1=0 , p.1=q2=1,
Pn = @nPn-1+Pn-2, dn = GnQn-1 + qn-2, Ppour n >0.

11
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On a alors, pour n > 0 :

_ PntPr10n
dn + Qn—ldn ’
et aussi gnpp—1 — Pngn-1 = (—1)" pour n > —1.

Considérons d’autre part la suite (Bn)nz—Z définie par :

n
Ba=a, B1=1, fo=]]&, pour n>o0.
1=0

On a alors, pour n >0 :
Bn-—Z = éi'n,[‘;'n—l +Bn ) 0< Bn < Bn——l:

ce qui montre que a, est le quotient et By, le reste de la division euclidienne de ,@n 2
par ,Bn 1 ; ceci fournit une définition alternative des (3, des @, et des &, = ﬁnﬂ_

Pour n > —-2,0n a:

= (_l)n(qna - pn),
1= Q‘n+1ﬂn + Qn,Bn-Ha
ce qui fournit, pour n > 0, estimation importante :
1 ~ 1 1
— < bp = = <
Gn+1 t qn n+1 + @qnQnt1 dn+1

1.3 - Fractions continues (forme modifiée).
Notons A l'application de (0,1/2] dans [0, 1/2] définie par :
Az) = ||z
Soit @ un nombre réel irrationnel ; posons ap = (), ap = ||| et définissons, pour
n>1:
=(a;!,), an=A(an_1) = A"(ap).
On a donc ag € Z, an > 2 pour n > 1, et a, € (0,1/2) pour n > 0.
n
Posons aussi B_2 = a, f—1 = 1 et B, = [] @i pour n > 0. On a alors, pour
1=0
n>0:
Bn-2 = anBn-1+ €nfhn,

avec €y, { -1,+1} , 0 < B, < ; Brn_1. On peut donc aussi définir les (3,,a, et
an = ﬁnﬂ —; par lalgorithme de la division euclidienne.

12
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1.4 - Relation entre les deux versions précédentes.

Soit o un nombre réel irrationnel. Conservons les notations des numéros
précédents.

Posons k(—1) = —1 et définissons inductivement, pour n > —1 :

_Jk(n)+1, siegy1=1;
k(n+1)_{k(n)+2, Sieny=—1.

L’application k : N — N est strictement croissante. On vérifie qu'on a, pour
n>-1:

Bn = ,Bk(n)

Notons que la condition €,11 = —1 équivaut a Gyn)+2 = 1. Dans ce cas on a
ﬁk(n)+1 = Bn — ,Bn+1~

1.5 - La fonction arithmétique ¢ et la condition de Bruno.

Avec les notations précédentes, on définit une fonction ® : R — Q — R+ U {+o0}
par la formule :

®(a) =Y fi—1Loge;

i>0

On dira qu’un nombre réel irrationnel « est un nombre de Bruno si ®(a) < +o0.
La fonction ® posséde les propriétés suivantes :

Proposition.—
1. Ona®(a)=%®(a+1)=%®(—a), poura e R-Q.
2. Pourae (R-Q)N(0,1/2),0na:

®(a) = Loga™! 4+ a®(a™?)
Démonstration. Pour o € R—Q, les suites (n)n>0 €t (Bn)n>-1 associées & a, a+1
et —a sont les mémes, d’ou les premiéres relations. Si de plus a € (0,1/2), les suites
(ah)n>0, (B,)n>—1 associées & a~! sont données par @), = au41 pour n > 0 et

Bl = afp+1 pour n > —1, d’ou 'équation reliant ®(a) et ®(a~?).

On désignera dans la suite par B ’ensemble des nombres de Bruno.

Remarque : On définit habituellement les nombres de Bruno par la propriété :

>4 Loggi1 < +00.
i>0

Que les deux définitions soient équivalentes résulte de lestimation plus précise
suivante :

13
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11 existe une constante C' > 0 telle qu’on ait, pour tout a € R — Q, n > 0,

n k(n)
> Bi-1loga;' - Y g7 'Loggit1| < C
i=0 i=0

ou l'entier k(n) est défini en 1.4. Pour voir ceci, remarquons que d’apres 1.1, on a :
-1_ 73 -153
g = Pi-1+qi-14; Bi,
1/2< ¢iv1Bi £ 1,

d’ou on tire

q; 'Loggi+1 + Bi-1Logh;| < |g;! — Bi—1||LogBi| + ¢ |Loggi+1i

< (g;")Log2 + | BiLogh

Comme on a giy1 > Gi, Gi+2 > 24i, Bit1 < Bi, Biya < 36i pour i > 0, on en
déduit :

< Co.

(1)

k k
> a7 'Loggir1 + Y Bi1Logh;

=0 i=0

Pour j >0,i=k(j),ona:

Bi-1LogB; = B;—1LogB;j, si k(j—1)=i—1;

Bi—sLogfi—1 + Bi—1LogBi = Bj—1Log(Bj—1 — B;) + (Bj—1 — B;)Logh;,
si k(j—1)=i—2.

En tenant compte de ce que §;_; — §; > %,Bj_l, on obtient donc :

n k(n) n n
2 |D_Bi-1LogBi— Y Bi-1Loghi| <Log2) Bi-1+2|)_ AiLogh;,
=0 =0 =0 =0

le second membre étant majoré par une constante universelle puisqu’on a §; < % Bi—1
pour ¢ > 0.

Finalement, on a :

<C

> Bi-1Loghi—1

=0

®3) > Bi-1Logf; — Y Bi_1Loga;

i=0 =0

En réunissant (1), (2) et (3), on obtient Iestimation annoncée.

14
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1.6 - Un lemme technique.

Ce numéro contient un lemme arithmétique qui sera utilisé aux paragraphes 5 et
6; sa lecture peut étre repoussée jusqu’a ce moment.

Soient o un nombre réel irrationnel, B une constante strictement positive (la
valeur de B sera spécifiée en 5.4.2).
Avec les notations précédentes, posons :

Bk,k+1 =0 , k20,

By = a;Bg;t1+Loga;' =B , 0<i<k.

On adonc, pour 0<i<k :

k
Bri =84 Bj-1(Loga;' — B).

j=i

Notons Z(a) = Z (resp. J(a) = J) I'ensemble des entiers k > 0 tels qu’on ait
By,i > Opour tout 0 < i < k(resp. Bg,i > Ba,-'_l1 pour 0 <i<k).

Lemme.—
1. Pour tout k >0, on a :

k
Bio < Y Bj-1Loga;! < Byo+2B.
j=0

2. SiI(c) est vide, on a :
®(a) < 4B.

3. SiZ(a) est fini non vide, et k est son plus grand élément, on a :
<I>(a) S 4B + Bk,o.
4. Sia ¢ B, J(a) est infini.

Démonstration. Comme on a g; < %,Bj_l pour j > 0, la formule pour By ; qui
précede le lemme montre qu’on a :

k
(4) 0> Bk,i - ,B,i__ll Zﬂj_lLoga;'l > —-2B

j=i
pour 0 < i < k, d’ou la premiére partie du lemme.

Supposons que Z(a) soit vide. Pour tout k > 0 il existe alors des entiers
—1=koy <k <..<k:=ktelsquon ait :

Bk[,kl_l-’-l S 0 ) 1 S l S T.
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D’apres (4), on a donc :

ki
Z ,3]-_1Logaj_1 <2Bfk,_, , 1Ll
j=ki—1+1

k
d'ou ) ,B_,‘_lLogozj‘1 <4B.
3=0

Comme k est arbitraire, cela prouve la seconde partie du lemme.

Supposons que Z soit fini et non vide, de plus grand élément k. Pour tout k&’ > k,
il existe un entier i, avec k < ¢ < k', tel que By ; < 0 ; en effet, dans le cas contraire,
on a en particulier By g+1 > 0, d’ott By j = By j + Bj-18; ' Br' k+1 > Bi,j > 0 pour
0<j <k, etk €I On peut donc trouver des entiers k = kg < k; < ... < k. = k'
tels que By, k,_,+1 < 0 pour 1 < £ < r. Comme précédemment, on en déduit :

kl
Z ﬂj_lLoga;.'l < 4Bfk.
j=k+1

On obtient :

k
®(a) <) Bj-1Loga; ' +4Bpy
j=0

< Bk,o + 4B,

d’apres la premiére partie du lemme, et G < % .
Supposons enfin que J(a) soit fini, et notons k son plus grand élément (en
prenant k = 0 si J(a) est vide).

Pour tout kg > k , construisons des entiers kg > ky > ... > k. tels que :
(1) kr—l >k 2 kr )
(ii) pour 0< ! <7 ,ona Bg_, k+1 < Ba,:ll.

D’apres la formule pour By ;, on a :

ki1

> Bi-1(Loga;' — B) < BBy, 1,
j=ki+1

On en déduit : N
0
E ﬂj—lLOgaj_l <2B E Bj-1 5

j=k+1 >0

ce qui implique a € B puisque kg est arbitrairement grand.
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2. Linéarisation des fonctions univalentes : résultats et réductions.

2.1 - Linéarisation formelle.
Soit f un germe de difféomorphisme holomorphe de (C,0). Posons Df(0) = A et
supposons que A soit de module 1, mais ne soit pas racine de 'unité.

11 existe alors une unique série formelle Hy qui vérifie formellement :
DH¢(0) =1,

Hy(A2) = f(Hf(2))-

Nous appelons Hy la linéarisante (formelle) de f, et noterons R(f) son rayon de
convergence.

Tant qu'il s’agit de déterminer si R(f) est nul ou non, on peut travailler avec des
germes de difféomorphismes holomorphes. Mais si ’on veut obtenir des estimations
quantitatives pour R(f), une condition de normalisation s’impose. En effet, pour
t >0, le germe f; : z — t~1f(tz) a méme dérivée que f en 0, sa linéarisante est la
série : 2z — t~1H(tz), et on a donc R(f;) =t~ R(f).

Nous choisirons une condition de normalisation géométrique, en imposant a f
d’étre holomorphe et injective sur le disque unité D = {z, |2|] < 1}. Nos résultats seront
donc énoncés pour cet espace de fonctions univalentes ; bien entendu, on en déduit si
on le souhaite les résultats analogues pour d’autres conditions de normalisation, via
des estimations de “distorsion” ou “a la Bieberbach”.

2.2 - Fonctions univalentes.

Nous noterons S 'espace des applications f, holomorphes et injectives dans D,
qui vérifient f(0) = 0 et |Df(0)] = 1. On munit S de la topologie de la convergence
uniforme sur les parties compactes de D, qui en fait un espace compact.

Pour )\ € S1, on notera S la partie fermée de S formée des f tels que Df(0) = .

Il sera en fait plus pratique de travailler dans le revétement universel H =
{z,Imz > 0} de D*.

Nous noterons E : z — exp(2miz) 'application revétante et T : z — z + 1
la translation. Pour o € R, nous désignerons par S, ’ensemble des applications F,
holomorphes et injectives dans H, qui vérifient :

FT =TF,

Lim (F(z)—2)=a.

Im z—+00
Munissons I’ensemble S = URSQ de la topologie de la convergence uniforme sur
a€

les compacts de H. L’espace S est alors contractile (conjuguer par des translations
imaginaires) ; en associant & F € S l'unique application f holomorphe dans D* qui
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vérifie E o F = f o E, on définit une application IT de S dans S qui fait de S le
revétement universel de S.

Pour a € R,on a: R
I (Sga) = nLGJzSa+n

2.3 - Capacité conforme.
Soient U un ouvert simplement connexe de C, distinct de C, et zo un point de
U. Considérons une représentation conforme k de D sur U qui envoie 0 sur zg.

Définition.— On appelle capacité conforme de U par rapport & xo, et on note
C(U, o), le nombre |Dk(0)| (qui ne dépend pas du choix de k).

De fagon équivalente, la capacité conforme C(U, z¢) est 'unique réel r € R’ pour
lequel il existe une représentation conforme h du disque D, = {2, |2| < r} sur U qui
vérifie h(0) = zo et Dh(0) = 1.

Si V est une partie ouverte et simplement connexe de U qui contient g, on a :

C(V,zo) < C(U, z0),
avec égalité si et seulement si U = V. Cela résulte du lemme de Schwarz, appliqué a
une représentation conforme de k~1(V) C D.

Il n’est en général pas facile de déterminer exactement la capacité conforme
C(U, o). Une premiére approximation, suffisante pour nous dans la suite, est donnée
par la distance d de o au complémentaire de U dans C. On a en effet, par le lemme
de Schwarz :

d < C(U, xo),

et d’autre part, par le théoréme de Koebé :

4d 2 C(U,:L‘Q) .

2.4 - Disques de Siegel des fonctions univalentes.
Soit f € S.

Nous noterons Ky I'ensemble des points z € D tels que f*(z) € D pour tout
n > 0.

Nous dirons que f admet un disque de Siegel en 0 si I'intérieur de K contient 0.
Nous noterons alors Uy la composante connexe de I'intérieur de Ky qui contient 0, et
Pappellerons disque de Siegel de f (en 0). On a bien sir :

f(Kf) C Kf , f(Uf) C Uf.
Par le principe du maximum, 'ouvert U est simplement connexe. Posons

C(f) = CU,0) < 1.
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Soit alors H 7 : De(s) — Us la représentation conforme de Uy qui vérifie H £(0) =0,
DH £(0) =1 (cf.2.3). L’application FIf_l ofoH 7 est holomorphe sur D¢ ) et envoie
ce disque dans lui-méme ; comme sa dérivée en 0 est égale a celle de f, on a, par le
lemme de Schwarz :

Hi'o foHs(z) =Df(0)z , z€Dgy).

Lorsque Df(0) n’est pas racine de 1'unité, ceci montre que I’application H  admet
comme développement en série entiére en 0 exactement la série formelle Hy définie
en 2.1. On a par conséquent, lorsque f admet un disque de Siegel en O :

R(f) 2 C(f) >0.

Lorsque f n’admet pas de disque de Siegel en 0, on posera C(f) = 0, et on aura
également R(f) = 0.

2.5 - Propriétés des applications C et R .
Proposition 1.— L’application C est semi-continue supérieurement sur S.

Démonstration. Soit (fn)n>0 une suite dans S, convergeant vers une limite f.
Posons
C = Limsup C(f»),

n—-+o0o

et montrons que C(f) > C. Clest trivial si C = 0, supposons donc que C

est strictement positif. Quitte & extraire une sous-suite de la suite (frn)n>0, On
peut supposer que la suite C(f,) tend vers C, et que la suite (Hy,)n>0 converge

uniformément sur tout compact contenu dans le disque D¢. La limite H est alors
holomorphe et injective dans D¢, et y vérifie :

H(Df(0)2) = f(H(2)),

par passage a la limite dans les relations correspondantes pour f,. L’ouvert H(D¢)
est donc connexe et contenu dans Uy, et on conclut qu'on a C < C(f).

Soient A € S!, distinct des racines de 'unité, et f € Sy ; supposons que f admette
un disque de Siegel en 0 ; on a vu au paragraphe précédent qu’on a alors C(f) < R(f).

Proposition 2.— On a C(f) = R(f) lorsqu’une au moins des deux conditions
suivantes est vérifiée :

(i) Pouvert Uy est relativement compact dans D;

(ii) tout point de S! est singularité de f.
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Démonstration. Supposons qu’on ait C(f) < R(f), et notons C 'image par H; du
cercle {|z| = C(f)}. C’est le bord de Uy dans C. Distinguons plusieurs cas :

1) C ¢ D. Ceci est impossible : pour € > 0 suffisamment petit, I'ouvert connexe

H{(Dg(f)+e) contiendrait Uy et serait contenu dans Ky, en contradiction avec
la définition de Uy.

2) C =S Onaalors Uy =D, Hy(z) = z, dott f(2) = Az
3) CcD,C#£S',CNS! £0.

L’ouvert Uy n’est alors pas relativement compact dans D ; montrons qu’il existe
des points de S! au voisinage desquels f est holomorphe. Comme )\ n’est pas racine
de I'unité, il existe un point 29 de module C(f) tel que H #(20) = yo appartienne a

C NS, mais H f()\zo) appartlenne a CND. Siz n'est pas point critique de H ) la
relation f(z) = H f(/\H 1(2)) permet de prolonger f en une fonction holomorphe au

voisinage de yo ; si 29 est point critique de H t, la méme formule permet de prolonger
f en une fonction multivaluée au voisinage de 29, admettant en zo une singularité
isolée. Dans les deux cas, la condition (ii) de la proposition ne peut étre vérifiée.

Corollaire.— Soit A € S!, distinct des racines de I'unité. On a :
Inf = Inf .
jof C(f) = Inf R(f)

Démonstration. S’il existe fo € Sy tel que R(fo) = 0, on a aussi C(fo) = 0 et les
deux termes sont nuls.

Supposons donc que les fonctions C et R soient strictement positives sur Sy.
Considérons la partie S9 de Sy formée des f € S) qui vérifient la condition (ii)
de la Proposition 2. On a donc C(f) = R(f) pour f € SY ; d’autre part S est une
partie dense de Sy, d’ou l'on tire, d’aprés la proposition 1 :
Inf c(f)= Inf c(f.

On a donc

Jnf R(f) < Inf R(f) = Inf C(f).

L’autre inégalité résulte de ce qu’on a R(f) > C(f) pour f € Sy .

2.6 - Enoncé des résultats.
Soit & € R — Q ; posons A = E(a) et :

R(o) = Inf R(f) = Inf C(f)

Dans le théoréme ci-dessous, la fonction ® est la fonction arithmétique définie en 1.5.
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THEOREME.—

L
2.

Si ®(a) = +o00, il existe un germe f € Sy non linéarisable & Iorigine.

Si ®(a) < +o0, alors on a R(a) > 0 et :

|LogR(a) + &(a)| < C,

ot C est une constante universelle (ne dépendant pas de ).

2.7 - Remarques.

1-

La démonstration de Bruno ([Br]) donne une estimation de la forme :
LogR(a) > -C'®(a) - C”,

ou l'on peut prendre C’ = 2 ([He]). Le théoréme précédent montre qu’on peut en
fait prendre C’ = 1 (et que ce choix est optimal). Il serait intéressant de savoir
si 'on peut obtenir C’ = 1 par les techniques de Bruno. En effet, le principe de
la démonstration de Bruno (et de celle de Siegel ([Si])) est d’estimer la taille des
coefficients obtenus lorsqu’on remplace les relations de récurrence définissant les
coefficients des applications linéarisantes H; par les mémes relations pourvues
de valeurs absolues. Si ’on peut obtenir ainsi C’ = 1, cela signifie que le passage
aux valeurs absolues n’affecte le rayon de convergence des séries considérées que
par un facteur multiplicatif universellement borné.

La constante C est effectivement calculable. La démonstration du théoréeme

donnera
—15.24 < LogR(c) + ®(a) < 139.75

mais ces bornes sont certainement mauvaises par rapport aux bornes réelles de
la fonction bornée LogR(a) + @(a).

Lorsque ®(a) = +00, il y a beaucoup de latitude dans la construction d’exemples
de f € S\ qui ne sont pas linéarisables en 0 ; quelques propriétés réalisables par
de tels exemples sont étudiées au Paragraphe 6. Ces exemples possédent une suite
d’orbites périodiques accumulant I'origine. Plus récemment, R. Pérez-Marco a
montré ([PM]) que cette propriété est inévitable pour des germes non linéarisables
si a vérifie :

Z a, LogLoggns1 < +00.
n>0

Lorsqu’au contraire cette série diverge, il a construit des germes non linéarisables

sans autre point périodique que l'origine.

4 -

Comme on le verra au chapitre II, le théoréme implique des estimations assez
précises sur le rayon de convergence des linéarisantes de polynémes quadratiques.
Posons Py(z) = E(a)(z — 2%) pour o € R. On montrera que :
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- P, n’est pas linéarisable en 0 lorsque ®(a) = +oo.

- Lorsque ®(a) < +00, on a, pour tout € >0 :
Log R(Pa) < —(1 —€)®(a) + C'(¢),

pour une constante C’ ne dépendant que de ¢ .

2.8 - Une réduction.
Soient a eR—Q, Fe Sy et f = II(F) € Sg(q). Posons

Kr = E Y (K;) = {z € H, F"(2) € H pour n > 0};

drp = Sup Sz € R;U{+o0},
2eC—Kp

ou Qz (resp. Rz) désigne la partie imaginaire (resp. réelle) d’'un nombre complexe z.
On a alors :

1
dr = —ﬁLogd(O,C - Ky) ;
compte tenu des estimations données en 2.3, cela donne :
exp(—2ndr) < C(f) < 4exp(—2mdF).

Pour démontrer le théoréme, il suffit donc de prouver que :
- si ®(a) = 400, il existe F € 8, tel que dp = +00 ;

- si ®(a) < +oo,0n a:

1
Sup dr — —®(a)
FGS'a 21r

S COa

pour une constante universelle Cp.

2.9 - Principe de la démonstration du théoréme.
La démonstration du théoréme est contenue dans les deux prochains paragraphes ;
celui-ci n’en fait pas partie.

Cependant, nous avons cru bon d’essayer d’expliquer, avant de plonger dans
des estimations techniques, ol nous allions, en décrivant grossiérement le schéma de
la démonstration et les constructions qui seront rendues précises dans les prochains
paragraphes.

Soit & € R — Q. On a défini en 1.3 une suite (o )n>0 d’éléments de (0,1/2), et
des entiers a,(n > 1) au moins égaux a 2 de la fagcon suivante :

ap = [l

a;il =an+€a, , €€{-1,+1} , n>1L
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L’ingrédient fondamental de la démonstration du théoréme est un procédé
“naturel” (mais non canonique, loin de 13) qui “releve” dans S la formule reliant

Qan—1 et ay, ci-dessus, en faisant passer de S,,_, dans S,, et vice-versa.

Cette idée a été exploitée, de fagon qualitative, par Douady ([Do]) et Ghys, pour
montrer I'invariance de S (cf. introduction) par 'action de SL(2,Z). Expliquons leur
construction dans le cas le plus simple & décrire.

Soit B € (0,1/2) NR —Q, A = E(B) et f(z) = Az + O(22) un germe de
difféomorphisme holomorphe de (C,0). Considérons un domaine U délimité par

- une courbe analytique £, issue de 0, d’extrémité 2 ;
- son image f(¢) ;
- une courbe £’ joignant 2y & f(2).

Nous choisissons £ et £ de sorte que les courbes £, £/, f(£) ne s’intersectent qu’en
leurs extrémités (formant ainsi un “triangle”), et que I'ouverture de U en 0 soit 273

(cf. Figure 1).
f(z0)

f0) ¢

2n 3
0 ¢ 29

Figure 1

En recollant £ et f(£) suivant f, on obtient une surface de Riemann V' biholo-
morphe & D*. Notons V la surface de Riemann obtenue en rajoutant un point O
4 V de sorte que V soit biholomorphe & D (le point O étant alors envoyé sur 0).
Considérons 'application g, définie dans un voisinage de 0 dans U, de premier retour
dans U (il y a en général ambiguité le long d’une courbe de la forme f~"(¢), n > 2).
L’application § induit sur V une application holomorphe g définie dans un voisinage
de O, fixant O et dont la valeur propre en O est E(—1/p).

A toute orbite de f voisine de 0 correspond une orbite de g voisine de O ('image
par U'injection : U — V de la trace sur U de 'orbite de f). En particulier g admet un
disque de Siegel en O si et seulement si f en admet un en 0. Cela montre que B € §
si—1/B € S.

Reprenons cette construction, d’un point de vue plus analytique, dans H. Soit
F une application holomorphe dans un demi-plan H; = {z, 3z > t}, et y vérifiant :

FoT=ToF,

foE=EoF,
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Li —z)=p0.
oUm (F(z)—2) =5

Notons U I'une des composantes connexes de E ~1(U) ; son bord est constitué de
trois courbes ¢, F(£) et £'.

L’uniformisation de V par D* se traduit alors par I'existence d’une fonction K
holomorphe et injective dans U, continue sur 'adhérence de U, qui vérifie :

SK(z)=0 , ze€?,

K(F(z))=K(z)+1 , zel

La derniére formule permet de prolonger K & des domaines qui seront décrits au
prochain paragraphe.

L’application de premier retour g dans U se reléve dans U enla composition
d’un certain nombres d’itérations de F' (pour aboutir dans T'(U)) et de la translation
T~ (pour revenir dans U ). Apres uniformisation, c’est a dire conjugaison par K, les
itérés de F' deviennent des translations entieres, tandis que la translation 7~! devient
une application holomorphe G, définie dans un demi-plan Hj, pour s assez grand, et
vérifiant :

GoT =TogG,
Lim (G(z)-2)=-1/8;

Qz—+00
(en effet, 'application K est de la forme K(z) = 8~ '2+c+0(1) lorsque Sz est grand).

Dans cette présentation, nous voyons que ’hypothése 8 € (0,1/2) n’est plus
nécessaire, I’hypothese § > 0 nous suffit.

Ceci étant, quel est le schéma de la démonstration du théoréme ?

Pour obtenir une minoration de R(c) lorsque o est un nombre de Bruno, nous
raisonnerons par ’absurde en supposant qu'il existe Fy € §ao tel que dp, ne satisfasse
pas a la majoration requise. Nous construirons alors successivement par la méthode
précédente Fy € Sg,,..., Fr € So, avec des minorations pour dp, qui permettent
d’aboutir & une contradiction aprés un nombre fini d’étapes.

Nous aurons donc & réaliser la construction précédente pour 8 = ao, f =
o, ..., = ag—1 etc..., dans tous les cas avec 8 € (0,1/2). Lorsque 8 = a;_1 n’est
pas trop petit, il n’y a essentiellement pas perte d’information en passant de F;_; &
F; : toutes les orbites de F;_; de grandes parties imaginaires (c’est & dire proches
de 0 dans D) correspondent & des orbites de F;. Par contre, lorsque 8 = o;_; est
petit, fi_1 = II(F;_;) posséde en général dans D un autre point fixe p proche de 0,
dont la distance & 0 est de l'ordre de 5. En premiére approximation, un voisinage de
0 est divisé en trois parties : un voisinage V), de p formé de points qui “tournent”
autour de p, un voisinage Vg de 0 formé de points qui “tournent” autour de 0, et le
complémentaire de Vo UV}, formé de points qui "passent” entre 0 et p. Le passage
de F;_; a F; ne peut rendre compte que des orbites de Vj, d’oll une sérieuse perte
d’information.
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Pour obtenir au contraire des exemples avec une bonne majoration de R(f), nous
partirons de Sak, avec k grand, en prenant pour Fj n’importe quel élément de Sa,c
(par exemple la translatlon par ai). Nous en déduisons trivialement un élément de
S agl, (puisque oz,c 1= €k + ak). Il s’agit maintenant de remonter & Fy_1 € Sa,, .

puis aprés k étapes jusqu’a Sao pour obtenir un exemple Fy ayant les propriétés
désirées. On pourrait penser qu'il suffit d’appliquer successivement la construction
décrite plus haut avec 8 = a,:_ll ,B= a,:_lz, woB=ag 1 (c’est-a-dire qu’on a toujours
B > 2). Cette construction est en effet suffisante tant que 3 n’est pas trop grand. Mais
lorsque 8 = ai'_ll est grand, il nous faudra modifier cette construction de maniere a
réinjecter de 'information dans le passage de F; & F;_ (cette construction modifiée est
étudiée au paragraphe 4) ; 'application f;_; = II(F;_1) possédera les caractéristiques
décrites dans 1'alinéa précédent, en particulier un autre point fixe proche de 0, qui
ne proviennent pas de F;. On aura d’ailleurs une certaine latitude dans I'information
qu’on injecte en passant de F; & F;_1, ce qui permet en fin de compte d’obtenir pour
F, des exemples ayant une grande variété de propriétés, lorsque o n’est pas un nombre
de Bruno. Ces exemples sont étudiés au Paragraphe 6.

Finalement, le lecteur aura remarqué que nous n’avons considéré dans la discus-
sion precedente que le cas de Sg, B > 0 ; ceci n’est pas une restrlctlon, car on passe

aisément de S & S_p en associant & F € .S'g Pélément F* € S_g défini par :

F*(z) = —F(=3).

3 - Premiéres estimations et minoration de R(c) .

3.1 - L’objet de ce paragraphe est d’obtenir des estimations quantitatives permet-
tant de controler la construction qualitative de Douady et Ghys qui a été décrite
sommairement en 2.9.

Ces estimations seront suffisantes pour nous permettre de démontrer la minora-
tion de R(«) donnée par le théoréme, lorsque o est un nombre de Bruno.

Par contre, pour obtenir des exemples f avec la majoration souhaitée pour R(f),
il nous faudra modifier la construction de Douady et Ghys et démontrer les estimations
correspondantes ; c’est I’objet du paragraphe 4.

3.2 - Nous fixons, jusqu’au Paragraphe 3.6, un nombre réel strictement positif a et
une application F' € S,.

Ecrivons F sous la forme :
F(z)=z+a+¢(z), zeH,
ou ¢ est une fonction Z-périodique, holomorphe dans H, vérifiant

Lim ¢(z) =

Q[z—+00
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Lemme.— Pour z € H, on a

2exp(—27Q2)
< SERATARNE)
IDe(2)] < 1 — exp(—27S2)’

1
lo(2)] < ——Log(1 — exp(~213z)).
Démonstration. Soit f € S; la fonction univalente satisfaisant

f(E(2)) = E(z + ¢(2)), z€H.

Dy(z) = E(2) ((E((Z)))) 1.

Or toute fonction univalente f € S; satisfait :

) 2l
“ ) 1\ S Toqup

La premiere inégalité du lemme s’en déduit et la seconde en résulte par intégration.

u € D.

Remarque : Je n’ai pas trouvé de référence pour I'inégalité de distorsion, surement
classique, utilisée dans la preuve du lemme. En voici une démonstration. Pour ug € D,
posons :

fuo) - f (a5%)
90 = T TwaP) Fwo)

Onage s et

f'(’uo) _ Ug
Y0 (wo) T (1 [uo)g(uo)
Ecrivons
glu)™* = 1y Z bpu™.
n>0

D’apres le théoréme de Paire, on a :

lbol <2, > mfbal* <1,

n>1
d’ou on tire
u

—— =1 < 2lu| + |[u|?, ueD.

FoRRELERLY
On obtient donc

\ f'(uo) 1‘ < 1 U ’ |uo|?
% f(uo) = 1—uol? | 9(uo) 1 — Jup|?’
2[’(1,()]
- 1- l'LLol
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On utilisera dans la suite les estimations du lemme sous la forme suivante:
posons ¢g = 1/2,¢; = exp(—2mco) < 1/23,c2 = 2c1(1 — c1)™! < 1/11,¢53 =
7 1Log(l —¢;1)"! < 1/71; pour z € H,Sz=cy+t>cp,0ona

(1) |Dp(2)| < ¢ exp(—2mt),
lp(2)] < c3 exp(—2mt).
Définissons :
to = iLog*’ofl,
2w
20 = Z(Co + to),

= {is,s € R,s > ¢y +to},
et désignons par £ le segment joignant zg et F'(2p).
Pour z € ¢, on a, d’apres (1) :

(2) |F(2) — z— a| < cgMin(l,a) < 1/71q,
|F'(2) — 1| < ¢z Min(1, ) < 1/11,

donc les courbes £,¢' et F({) forment le bord d’un ouvert connexe contenu dans H
que nous noterons Up.

En recollant les bords ¢ et F(£) de Up suivant F, on obtient une variété
topologique V, de bord 9V ; de plus, V — 0V est canoniquement muni d’une structure
complexe qui en fait une surface de Riemann; il est facile de voir que celle-ci est
biholomorphe & D*. Notons i : U — V Dapplication canonique, de sorte que
i(f) = oVv.

Soit C une courbe de Jordan dans C, telle que la composante connexe bornée
V de C — C contienne 0. Soit yo € C ; par le théoréme de Carathéodory, il existe
un unique homéomorphisme K de V sur V — {0}, holomorphe dans V — 9V, tel que
K (i(20)) = yo. Soit K : Ur — C une application continue dans U g, holomorphe dans
Up vérifiant Eo K = K o/i. L’application K est déterminée, & translations entiéres
pres, par C et yp ; elle posséde les propriétés suivantes :

(i) K(F(2))=K(2)+1,pour z€ £

(ii) si 2,2’ sont deux points distincts de U tels que K (z) — K(2') € Z ,alors
z€l, 2 =F(z) ,ouz €l, z=F().

Réciproquement, toute application K : U — C, continue sur U g, holomorphe
sur Up et vérifiant (i) et (ii) est obtenue par la construction précédente. De telles
applications seront appelées dans la suite applications uniformisantes de F.

3.3 - Prolongement des applications uniformisantes.
On note V le domaine défini par :

V = {2,892 > cq|Rz| + to + co + c3}

oll ¢, to, c3 sont définis en 3.2 et ¢ = c3(1 — c3) ™! < 1/70.
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Proposition.— Toute application uniformisante K de F' s’étend en une application
(encore notée K) continue et injective sur V UUp, holomorphe sur I’intérieur de ce
domaine, qui vérifie :

K(F(2))=K(z) +1,

lorsque z et F(z) appartiennent & V UlUp.

Remarque : Le domaine V est loin d’étre optimal (on peut obtenir des domaines de
la forme {Sz > cLog(c’ + ¢”"|Rz|)} , avec ¢,c/,¢” > 0 ) mais la conclusion plus facile
de la proposition nous suffira pour la suite.

Démonstration. Pour 2 € V, on a d’aprés (2) :

QF(2) + caRF(z) > Sz + caRz,
QF(2) — caRF(z) < Sz — caRz,
pour z € V.
Posons V_ =V N{z,RNRz <0}, Vi=VnN{z,Rz>0}.

D’apres les relations précédentes, on a :
F(V_) cV_- UHF,

Vy C HF UF(Vy).
Comme on a RF(2) > Rz+(1—c3)a pour tout 2 € V, il existe, pour tout z € V_ UUFp,
un plus petit entier n = n(z) tel que F™(z) appartienne & U r. Posons :

K_()=K (F"(‘)(z)) —n(2),

pour z € V_ UUp ; la fonction K_ est continue sur V_ Ul puisqu’en tout point zg
de discontinuité de n, on a F™(*0)(z9) € £ d’ott K (F™(0)+1(2)) = K (F™(*0)(2g)) +1.
La fonction K_ est donc holomorphe dans I'intérieur de V_ UUF, et coincide avec K
sur Up.

De méme, on définit une fonction continue K, sur V; U Up, holomorphe dans
Pintérieur de V4 UUF, et coincidant avec K sur U en posant :

Ki(2)=K (F‘m("‘)(z)) +m(2),

o1 m(z) est le plus petit entier m tel que F~™(z) appartienne & Up.

On a ainsi défini un prolongement de K (encore noté K) continu sur VU Ur,
holomorphe dans l'intérieur de V U U, et vérifiant :

K (F(2)) = K(z) +1,

lorsque 2 et F'(z) appartiennent & V UUF.
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Montrons que K est injectif sur V UUp. Soient z,2’ € V UUFr tels que
K(2) = K(2'), et m,m’ € Z des entiers tels que F™(z) et F™ (2') appartiennent
AUp. On a alors :

K(F™(2)) — K(F™ () =m—m'
et la propriété (ii) des applications uniformisantes montre qu’on est dans I'un des trois
cas suivants :
e m=m/, F™(2) = F™ () ;
em=m'+1, F"V(2) et F™(2)=F(F™(2));
em/ =m+1, F*(2) €, F™(Z)=F(F™(z)).

Dans tous les cas, on conclut, d’apres I'injectivité de F, que z = 2'.

3.4 - Distorsion des applications uniformisantes.

Lemme 1.— Soit g une fonction holomorphe et injective dans D. Pour z € D, on

a:
3—|z)?

(1-121%)*
Démonstration. On se raméne immédiatement au cas ou g(0) = 0, Dg(0) = 1. En
écrivant alors g(2) = 2+ 3, 5,an2", 0n a:

l9(2) — 9(—2) — 2Dg(0)2| < 2|Dg(0)| |2

9(z) = g(-=2) =22 =2 apn12™.
n>1

D’apres la conjecture de Bieberbach, démontrée par De Branges, on a |agn+1]| < 2n+1,
et un calcul immédiat avec la fonction de Koebe donne l'estimation du lemme.

Lemme 2.— Soit zp un point de H, tel que Szg > to+co + %c;,» ; il existe un unique
point z; de H qui vérifie :

Sz > V29 — %Ca,

F(z1) + 21 = 22,
et on a de plus, en posant s = Szg — tg — cg — %03 :
|F(21) — 21 — @] < c3Min(1, a) exp(—27s).
Démonstration. Sur le demi-plan {z,3z > to+co+s} , la fonction h(z) =
1 (2 + F(z)) vérifie, d’apres (1) :
1
|Dh(2) — 1| < 52 < 1/22 ;

1
Qh(z) S Sz + -2-03.
L’application h est donc un difféomorphisme biholomorphe sur son image, et

celle-ci contient le demi-plan {z, Sz>to+co+s+ %03} ; Iexistence et I'unicité de
2 en résultent. La derniére estimation du lemme résulte immédiatement de (1).

29



J-C. YOCCOZ

Soient K une uniformisante de F' , et 2o un point de H. Nous supposons que :
|R20| < Max(1,a),

920 >to+co+c3+cy Max(l,a)

Posons alors :
w = Q29 — to — ¢p — 3 — ¢4 Max(1, a),

ro=cs'w , cs=(1+c2)? <1+ 1/9800.

Le disque de centre zg et de rayon rg est contenu dans V. Notons d’autre part 2; le
point (donné par le Lemme 2) tel que F(21) + 21 =2z ;ona:

l1+e¢
Ty =21 — 20| < 5 2o,

d’apres le Lemme 2. Supposons qu’on ait
ro 2 (l4+c3)a , w>cs(l+cs)a,

de sorte que 2; et F(z;) sont contenus dans le disque de centre 2¢ et de rayon %ro.
Comme ’application K est holomorphe et injective dans V , I’application :

9(2) = K(20 + 102)

est holomorphe et injective dans D. Nous appliquons l’estimation du lemme 1 avec
u='r0_1(z1 —2) :
33— [u]?
l9(u) — g(—v) — 2Dg(0)u| < 2|Dg(0)||ul D

Or,on a:
g(u) = K(z1) ,
9(-u) = K (F(z1)) = K(z1) +1 ,
Dg(0) = roDK(2) |,
3~ |uf®
(L—lu?)® =
2Dg(0)u = DK (z) (21 — F(z1)) ,

lu| =rrgt <1/2,  don

donc I'inégalité précédente donne :
|1 = DK (20) (F(21) — 21)| < 10| DK (20)| irg >
On compare F(z1) — 21 & a par la derniére inégalité du Lemme 2, en posant :

C3 C3
S=3‘Zo—t0—60——=’lU+_

1 .
5 5 + ca Max(1, a)
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On obtient ainsi, en utilisant aussi I’inégalité ry < —l%ia :
3) |1 — aDK(z)| < 6 |DK(z)|,
ol on a posé :
6 = c3 Min(1, &) exp(—27s) + %cg(l + c3)w2a3.
Comme exp(—27s) < exp(—2mw) < (mew)~2 pour w > 0, on a 6 < c(a)w™2, avec :
5
c(a) = (em)~2c3 Min(1, @) + Zc§(1 +¢c3)3a®.
Distinguons maintenant les deux cas qui nous intéressent.
ler cas: a <1/2
On a fait les hypotheéses :
|R2o| < 1,
1
Sz > %Logoz‘1 + co +c3 + ca + c5(1 + c3)a.
On a alors 5
c(a) < alcs(er)™? + Ecg(l +¢3)% = c2a, c < 0.58.
Observons qu’on a
1
ce > -2—05(1 +c3) > c5(1+¢3)a.

En posant ¢; = cg + ¢c3 + ¢4 + cg < 1.11, l'estimation définitive pour DK s’énonce
alors comme suit :

Proposition 1.— Supposons a < 1/2 ; soient K une application uniformisante de
F |, et z9p un point de H qui vérifie :

|§R20| S 1,
1
Szo > —Loga™! + ¢r.
2

En posant w = Jzg — 2—11;Logcu'1 —c7+cg > cg, on a alors :
3
laDK (20) — 1| < PR

_0(25'

2éme cas : o > 2

On a fait les hypotheses :
l?RZ()l S «,

Sz0 > o + 3 + (ca + e5(1 + c3))e.
On a alors
1 5
cla) < a3[§c;;(e1r)_2 + ch(l +¢3)%] =208, o < 1.15.
Observons qu’on a
cg > cs(1 + c3).

En posant ¢; = 1/2(co+c3) +cs+cg < 1.43, 'estimation définitive pour DK s’énonce
alors comme suit :
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Proposition 2.—
Supposons a > 2 ; soient K une application uniformisante de F , et z9 un point
de H qui vérifie :
IRz0| < a,
Sz > cha.
En posant w = Szp — ¢g — c3 — ca > cga , on a alors :
/2 2
cea
aDK(z) - 1| < —8——.
l ( ) | — w2 _ C,gaz

Remarque : Les estimations de la dérivée de K données par les Propositions 1 et
2 sont tres loin d’étre optimales lorsque la partie imaginaire de 2y tend vers l'infini ;
en effet, aDK(z) — 1 décroit exponentiellement vers 0. Cependant, I'important
pour la suite n’est pas d’obtenir des estimations asymptotiques lorsque $z9 tend vers
Pinfini, mais des estimations uniformes, indépendantes de F' € S, , sur des domaines
dépendant explicitement de a.

3.5 - Dans ce numéro, on suppose qu'on a 0 < a < 1/2 et on se donne une
application uniformisante K de F' .

Posons
t = - Lo al4cr+ces+c
1—2ﬂ_ g 7 6 3,
et définissons
W={2,0<R2<1,S32>t},
W1={Z,0S§RZS1,S‘ZZt1—C3}.
Pout z € Wj,0on a

1
w= 2z — —Loga™! — ¢7 + ¢ > 2cs,
2
d’ol, d’apres la proposition 1
4
(4) |aDK(z) — 1] < §c§w_2 <1/3.

Posons —
L(z)=K(z)—iOI\</Ia2clS‘(K(s+it1)), z€VUUF
—s—

En intégrant la relation (4), on obtient
(5) S(L(2)) €0, zeW1-W;

etpour z=s+ite W
aS(L(z)) = a(S(L(s + it)) — S(L(s + it1))) + aS(L(s + it1))

2 1 1 1
> —ty — =g — — = - — —
(6) >3z -1 306 3 Qz 2ﬂ_Logcu cs,
5 1
cs =03+C7+§C¢5+§ < 2.43.
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Soit G la fonction définie sur L(W) par :
G (L(2)) = L(z - 1).

Proposition.— L’application G se prolonge 4 H en un élément de §_a-1 .

Démonstration. D’aprés les relations (4) et (5), il existe un réel t; > t; tel que
S(L(it2)) = 0 et I(L(3t)) > 0 pour t > ta.

Notons ¢; I'image par L de la demi-droite {it,t > tz} ; notons D le domaine
fermé (bien défini d’aprés (4)) contenu dans H délimité par £;, T¢; et le segment
joignant L(itz) et L(itz) + 1, qui est contenu dans R. Il résulte des relations (4) et
(5) qu’on a D C L(W), donc G est défini et holomorphe sur D. Pour 2 € {1, on a, en
écrivant z = L(it) :

G(T(2)) = G (L(F(it)))
= L(F(it)—1)
= L(F(it — 1))
=T (L(it - 1)) =T (G(2))

ce qui permet de prolonger G en une fonction holomorphe sur H et commutant avec
T.

D’aprés la proposition 1, la limite

Li K(z) —
g <1 (0K () = 2)

existe. On en déduit
Lim (G(z)—2)=—-a™ L
JSz—+00

Il reste & vérifier I'injectivité de G , et pour ceci, il suffit de montrer que si deux points
distincts z,2’ de D sont tels que G(2) —G(2) € N, alorsona z € £y et 2/ = z+ 1.
En écrivant z = L(s) , 2’ = L(s') , on a donc :

L(s—-1)=L(s—1)+m, meN

d’ot K(s'—1) = K(s—1)+m ; en revenant & la définition de K dans VUUF (cf. 3.3),
qui contient s — 1 et s’ — 1, on voit que cette relation implique s’ — 1= F™(s - 1) ,
d’ou s’ = F™(s) et 2’ = L(s') = L(s) + m = 2+ m . Compte tenu de la définition de
D ,onabien z € f et m=1.

3.6 - Conservons la situation du numéro précédent. La proposition suivante est
I'ingrédient fondamental pour obtenir la minoration de R(a) annoncée dans le
théoreme.

Proposition.— Soient z € W et n > 0 tels que F™(z) n’appartienne pas a H.

II existe alors m > 0 , strictement inférieur & n , tel que G™ (L(z)) n’appartienne pas
a H.
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Remarque : Lorsque n est grand, 'ordre de grandeur correct de m est an , mais
nous n’aurons pas besoin de ce fait.

Démonstration. Soit p > 0 le plus petit entier tel qu’on ait SFP(z) < ¢t;. On a
QFP(z) > t; — c3 > 0 d’apres (1), par conséquent p < n .

Définissons pour 0 < ¢ < p des points 2o, ..., 2, de la facon suivante : on pose
2o =2z, et pour i > 0, zi41 = F(2z;) si RF(2;) <1, zi41 = F(z) — 1si RF(2;) > 1.
Ona0<Rz;<lpour0<i<pdoncz; e Wpour 0<i<petz, €W —W.

Posons y; = L(z;) pour 0 < i < p. On a y;4+1 = y; + 1 lorsque 2,41 = F(2;),
et ¥i+1 = G(y;) + 1 lorsque 2,41 = F(2;) — 1. Par conséquent, on a :

vp =G (L(2)) +p,
avec0<m<p<mn.

Pour conclure, il suffit de vérifier que y, n’appartient pas & H. Comme
2p € W1 — W, cela résulte de la relation (5).

3.7 - Démonstration de la minoration de R(a).

D’apres le Paragraphe 2.8, la proposition suivante implique la minoration de R(«)
annoncée dans le théoréme.

Proposition.— Soient a@ un nombre de Bruno et F € §a. Ona:
1
dF S -2;@(01) + 208.

Démonstration. Raisonnons par 'absurde ; si la conclusion de la proposition est
fausse, il existe a € B, F €8, ,z€Hetn >0 tels qu'on ait :

SF™(z) < 0;

1
Jz > —& 2cg.
225 (o) + 2cs
Choisissons a , F et z de sorte que n soit le plus petit possible. Quitte & remplacer
F par F+p,p€ Z, on peut supposer qu’on a |a| < 1/2, et quitte & remplacer F(2)
par —F (—%) , on peut supposer quon a 0 < @ < 1/2. On a :
1
—® 2cg > t1,
o (@) +2cs >t

donc, quitte & remplacer z par z+p , pour p € Z , on peut supposer que z appartient
aw.
Construisons alors L et G comme indiqué dans les paragraphes précédents. On
1
S(L(2)) = a7t [Sz - %Logof1 - cs] (d’apres (6))
>a! i<I>(oz) — —l-Logoz_1 +cs
- 2r 2m

1 1
> —P(—— 2
= o7 ( a)+ <8
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d’aprés I’équation fonctionnelle de ® (cf.1.5) et a1 > 2.

Mais la proposition du paragraphe 3.6 montre qu’on contredit alors la minimalité
de n.

On obtient donc, compte tenu de 2.5 et 2.8
LogR(a)™! < ®(a) + 4mcg, 4mcg < 15.24.
Ceci achéve la démonstration du théoréme de Siegel et Bruno.

4. La construction fondamentale.

4.1 - Les données.

On se donne a > 0, et un élément F' € §a. On suppose que a est assez grand,
ce que nous écrivons a > A, ou A > 2 est une constante & déterminer dans la suite.
(On obtiendra A = c14 < 100).

La construction nécessite deux fonctions auxiliaires :

a) Une application 7 de classe C*° de R dans [0, 1], analytique sauf en +1/2, qui
vérifie n(t) = 0 pour t < —1/2, n(t) =1pourt>1/2, et 0 < Dn(t) < 2 pour
tout ¢ ; nous choisissons une telle application une fois pour toutes.

b) Une application J holomorphe de H dans C qui a la propriété suivante : Il existe
Aa € C, |Aa| < cg =1/100 tel que J — Aa € S,; on posera o' = a + Aa.
Différents choix pour J aboutiront - au prochain paragraphe - a différentes

propriétés pour les germes de difféomorphismes holomorphes qu’on construira.

4.2 - Description qualitative de la construction.
Nous commengons par conjuguer F et J par des translations, en posant :
Fo(z)=F(z+1)—1,
Jo(2) =J (2 +1) -1,
puis considérons le conjugué J; de Jp par la conjugaison complexe :
N(2) = Jo(2).

Les applications Fy et J; sont respectivement définies dans les demi-plans
{2,92> -1} et {2,932 < 1} .

Nous définisssons ensuite une application x de iR dans C en posant, pour s € R :
x(is) = n(s)Fo(is) + (1 — n(s))J1(is).

L’application x est de classe C*, et on verra au Paragraphe 4.3 qu’elle vérifie :

S (dilsx(is)) >0, R(x(is)) > 0.
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Considérons alors le domaine fermé X délimité par iR et x(¢R). Recollons les
bords de X suivant x; on obtient une surface S, et le complémentaire S’ dans S des
images de +i/2 est canoniquement une surface de Riemann. Il est facile de voir que
S’ est biholomorphe & S2-{4 points }. En particulier, S est aussi canoniquement
une surface de Riemann. Il existe donc une unique application Ky continue sur X,
holomorphe et injective sur 'intérieur de X, & valeurs dans C*, qui vérifie :

Ko (x(is)) = Ko(is), s€R,

Lim Ko(is) =0,

8—+00

Ko(0) = 1.

Notons d’autre part R le carré de sommets +i/2,1 + % Nous définissons une
application Gy de X — R dans X en posant :

Go(z)=2-1 pour Rz >1,

Go(z) = Fy(2) — 1 pour 0<Rz<1, Sz>

N =

Go(z) = Ji(2) — 1 pour 0<Rz<1, S‘zs—%

Comme on a x(is) = Fy(is) pour s > 1/2, x(is) = Ji(is) pour s < —1/2,
Papplication Go est compatible avec l'identification par x et il existe une unique
application holomorphe G; de C* — Ky(R) dans C* qui vérifie :

G (Ko(z)) = Ky (G()(z)) , z€X—R.

En notant 7('f_= CuU{oo}, on vérifie aisément que G se prolonge en une application
holomorphe de C — Ko(R) dans C, admettant en 0 et co deux points fixes dont les
valeurs propres respectives sont E(—1/a) et E(1/a').

Finalement, considérons I’homographie :
z
k(z) =t—,
(2) =t—

out > 0 est choisi dans la suite, et la conjuguée g = kG, k~! de G, par k. L’application
g est holomorphe dans le domaine C — kKy(R) ; elle posséde deux points fixes en 0
et t, de valeurs propres respectives E(—1/a) et E(1/a’). Elle est injective, car G et
G1 le sont.

On choisit ¢ de fagon que g soit définie sur D ; pour ceci, il suffit qu'on ait
|k(2)| > 1 pour z € Ko(R), ce qui a lieu dés que :

t
|K0(Z) - ].l < m, Vz € R.
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L’application g appartient alors & S_;/,. Notons G 'unique difféomorphisme de
5., /a qui vérifie E (G(z)) = g(E(z)) pour z € H. Nous étudierons ses propriétés
par rapport a celles de F' et de J. La difficulté technique principale est d’obtenir une
estimation convenable pour ¢ , & savoir t = c¢;sa”?!, avec une constante universelle c;5.

4.3 - Estimations pour la fonction .

Observons d’abord que d’apres les définitions de Fp,.J; et les relations (1) de 3.2,
on a

lFO(Z) —z— Otl < czexp <—27r(3 + %)) ,
1
|DFy(z) — 1| < caexp (—-27;(3 + 5)) ,
pour s =Q2z > —1/2, et :

|J1(2) — 2z — a’l < cgexp (271'(3 - %)) ,

IDJ1(2) — 1] < czexp (21r(s - %)) ,

pour s = Q2 < 1/2.

En particulier, on a :

1
Ix(is) — is — a| < cgexp(—2m(s + 5)),

< coexp(—27m(s + %)),

d . )
’Ex(w) -1
Ix(is') —is’ — a'| < czexp(2n(s’ — %)),

< cpexp(2n(s’ — %)),

d .7 .
‘-(Ex(w )—i
pour s > 1/2,s < -1/2.
Pour |s| <1/2,0na:
Ix(is) — is — a| < Max(|Fy(is) — is — af,|J1(is) —is — a]) < c3 +co < 1/41,

car |Fy(is) —is — a| et |J1(is) — is — o| sont inférieurs & c3 . On a enfin :

ZoX(i5) = D(s) (Fulis) — J3(is)) + in(s) DFo(is)
+i (1= n(s)) D (i),
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avec |Dn(s)| < 2, |DFy(is) —1| < ca, |DJ1(is) — 1| < cp et

|Fo(is) — J1(is)| < 2c3 + co , d’ol1 on conclut que :

< c2 +4c3 + 2¢9 < 0.17.

d_ . :
la;x(zs) -1
On a bien vérifié les inégalités :

3 (%x(z‘s)) >0, R(x(is)) >0,

qui garantissent que le domaine X est bien défini.

Les estimations qui suivent seront utilisées au prochain numéro.
Pour s > 0, notons v*(s), v~ (s) les nombres complexes de partie imaginaire dans:
10,27[ tels que

a+a

expv® (s) + —5— = Fo(ie®),
!
expv™(s) + a-;a = J1(—1e?)).

Pour s > 0, nous avons

expvt(s) = ie® — —;—Aa + o((1 + €°)i),

%v"'(s) = (1 —ie™ (3 Aa+ (1 + €)1 + De((1 + )i,

avec ) )
|- -2—Aa +o((1+e°)i)| < 5¢0 + c3e73" = ¢ < 1/199,
|Dp((1 + €°)i)| < ce™3,

et des estimations similaires pour v~ (s).
On en déduit

(1) [vE — (s +im) £ %r| < gclo exp(— Max(s, Rv(s)));
(2) [t (s) — v (s) + im| < 3c10 exp(—s);

d s+
3) |—£v (s) = 1| < c11 exp(—s),

c11 = 2(c10 + c2e73™) < 1/99.
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4.4 - Estimation du module d’un anneau.
Notre but, dans ce paragraphe et le suivant, est de démontrer I’estimation :

|Ko(2) —1| < Ca™!, 2€R,

avec une constante universelle C. Le plus simple serait bien siir de démontrer la

version infinitésimale :
|DKo(z)| < Ca™!, z€R,

mais il ne semble pas qu’une telle estimation soit toujours valable. Nous devons donc
recourir & des techniques globales.

Nous considérons dans S l'ouvert A dont la trace sur X' est 'union des parties
A , Ay définies comme suit : A;(resp.Az) est intersection avec X' de la couronne
circulaire de rayon intérieur 3/2, de rayon extérieur lﬂ:{i‘ et de centre O (resp. de
centre “—";LI)

Pour que la définition ait un sens, il faut avoir ig—'ﬁ-‘i‘ > 3/2 ; comme par
hypothese, on a |a — o/| < 1/100, ceci a lieu dés que @ > A > 4, ce que nous
supposons dans la suite.

L’ouvert A est homéomorphe & un anneau ; son bord dans S posséde de légers
décrochements le long de I'image de ‘R dans S.

Nous allons minorer le module M de I’anneau A. Pour ce faire, considérons la
fonction p sur A définie par :

1

B pour z € A,

p(z) =

1
O e

S = // pldzdy
Ai1UA2

L= Inf,y/p|dz|,
v

pour =z € A,.

Posons :

ou <y décrit ’ensemble des chemins (rectifiables) joignant les deux bords de A.
On a (cf. [Ah]) :
M > LS,
donc pour minorer M il faut minorer L et majorer S.
La formule z = e* définit un difféomorphisme biholomorphe du rectangle

a+o

A1 = {log3/2 < Ru < log

], ISul < 7/2)
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sur la région A;.
Les applications s — Rv*(s), s > 0, sont strictement croissantes d’apres la
relation (3). Notons w — o*(w) les applications inverses.

La formule z = e¥+ E‘,;,i' définit un difféomorphisme biholomorphe du ”rectangle”

a+a

Ag = {log3/2 <Rv<log

, Sv™ (07 (Rv)) > Qv > 3’U+(U+(§%))}

sur la région As.
Dans les coordonnées u sur A; et v sur Az on a p = 1. Le point s+47/2 du bord
de A; est identifié au point v*(s) du bord de A,.

Majoration de S.

On a: ,
dzdy = wLog ata ;
Ay
Log| 2" |
' dody = / (Sv (0~ (2) = Sv* (o ()))dt,
Az Log3/2

ou d’apres (1)
Qv (07 (t)) — Svt (ot (t)) < 7+ 3croe".

On obtient donc

a+a

S < 2rnLog

' + 2cy0.

Minoration de L.

Considérons la fonction o : A; U Ay — R définie par

otu)=Ru , si ue A,
ow)=s , si vedyNw (s),vF(s)).

Cette fonction est compatible aux identifications prescrites des bords de A; et A,.
D’apres (1), on a, pour v € A; :

@) o) ~ o] < S e exp(—Ro).
D’autre part, écrivons

v=tvt(o)+(1—-thv (o), 0<t<1,

dv = (vt (o) — v~ (0))dt + (t%v'*(a) +(1- t)%v_(a))do,
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ou,d’apres le numéro précédent
[vt (o) — v~ (o) +im| < 3cr0e™7,

d d .
ItE;v*'(a) +(1- t)-J;v_(a) —1] <cpe°.
On en déduit

|dv| > (1 — 9n~2c2,e2%) /2 — 1177
(5) > (1 - c12¢77)|da|,

1
ciz =ci1+ é-cfo < 1/98.

Soit 4 : [0,1] — S un chemin rectifiable dans A joignant les bords de A. En identifiant
A a A; U A; et en considérant I’application t — o(y(t)), on déduit de (4) et (5) que

a1
/pldz| 2/ (1= c12¢7%)do,
Y oo

3
g9 = Log§ + ¢10,

a+a

o1 = Log — C10-

On conclut que
a+ao

- 2010 — —C12.

LZLog’ 3

Minoration de M.

En combinant la majoration de S et la minoration de L, on obtient, pour le
module M de 'anneau A I’estimation :

a+ao
6

1
> _
M > 27l_(Log’ c13),

4
Cci13 = (4+7l'—1)010 + -3-612 < 1/28.
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4.5 - Majoration du diamétre de Ky(R).

Elle s’obtient en combinant I’estimation du paragraphe précédent et le résultat
suivant di & Teichmiiller ([Ah]). Soit B un ouvert de C, homéomorphe & un anneau,
et Bj(resp.B2) la composante bornée (resp. non bornée) de C — B ; supposons que 0
appartienne a Bj, 1 appartienne a B; et notons M le module de B ; pour tout 29 € By,
on a alors :

1
1614+ — ) > exp(2nM).
( |20—1|> p( )

c’est- a-dire 16
- —
20 1] = exp(2rM) — 16
des que exp(2rM) > 16. Nous appliquons ce résultat avec I'anneau B = Ky(A). Les
hypothéses sont satisfaites (on a fait la normalisation Ky(0) = 1 ), donc on obtient,
d’apres la minoration du module de B du paragraphe précédent, pour z € R :

16 96ec13
1] < 5 < .
I - IL.O‘ 601 Ie—cla —16 ~ 2a — cg — 96ec13

|Ko(z) —

deés que a > %09 + 48e°13,

On suppose finalement qu’on a
1 C
Q> Ciy = 509 + 96e“13, c14 < 100

et on pose

c15 = 96e°® < 100, t=cisa L.

On aura bien ,pour z € R

C15 C15 i
Ko(z) — 1| < < =
l 0() |_2a—09—cl5—a+015 1+t

donc la fonction g construite au Paragraphe 4.2 appartient effectivement & S_, /4.

4.6 - Estimations pour I'application k o Kj.

Notons K une détermination de 5--Log(k o Ko) dans X. Le domaine X contient
le domaine U, de 3.2 et la restriction & U, de K est une application uniformisante
de Fy, d’aprés les propriétés définissant K.

Ceci étant, nous procédons comme en 3.5, & partir de la proposition 2 de 3.4.

Posons

t1 = (7 +cg)a+cs,

et définissons
W = {z,|R2| < a,32 > t1},

W1 = {2,|R2| <a,3z > t] —c3}.
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Pout z € W1,0n a, dans la proposition 2 de 3.4
w= Q2 —cg — c3 — caax > 2cg0,
d’ol
4,9 2
(6) |aDK(z) — 1| < 3G W <1/3.

Comme |Fy(2) — z — a| < c3 dans W'y, on peut trouver un point 2o € W'y — W', de
partie réelle —a/2, tel que le segment [29, Fo(z)] soit contenu dans W'y — W'. Or
I’image de ce segment par ko K est une courbe de Jordan qui sépare 0 et t dans C, donc
contient des points de module < t. Il existe par conséquent 2; = o +i7 € W1 — W'
tel que

1
> — -1
[z > 27l_Logt

En intégrant alors la relation (6), on obtient, pour z = s +it € W’

(K (2)) = (S(K(s +it)) — S(K(s +i7))) + S(K (s + iT))
> oSz~ 1)~ 2ch + 5-Logt™ ~ 2

_ 1
(7 >a 19z + gLoga ~ cg,
5 2 1 1
ch = §cg +ch+ 3 + 563 + gLogcw < 4.76.

4.7 - La propriété fondamentale de G.

On rappelle que G est I'unique difféomorphisme de S_; /o qui vérifie E (G(2)) =
9 (E(2)) pour z € H. On a G(K(z)) = K(z — 1) pour z € X, Rz > 1.

Soient zp un point de H et n un entier qui vérifient :
0<R2<1, SQzo>cga+1l, F™(2)¢H.
Posons z{ = zgp — i € W, et notons z; I'unique nombre complexe qui vérifie :
0< Rz <1, E(21)=koKp(z)-

Proposition 1.—
1. 1l existe un entier m, avec 0 < m < 2an, tel qu’on ait G™(z;) ¢ H.

2. On a )
Q2 > a NSz —1) + 7 log o — cg.
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Démonstration. L’estimation de $z; résulte immédiatement de la relation (7) du
numéro précédent.

Démontrons la premiere partie de I’énoncé. Soit p < n le plus petit entier, tel
qu’on ait :

SFP(z0) < g
Pour 0 < j < p, notons z; le point de H qui vérifie :
0< R <1, 25— (F/(z)—1i)€Z

On a alors Fo(2}) = 2j,;+n;, avec n; € Z. Comme on a |R (Fo(2}) — 2j) — a| <
c3,on a |n; —a| <1+ c3 pour 0 < j < p. Par définition de Gy, on a :

ng (z;) = ;+1v

d’ou
G5 (20) = 2,
en posant :
p—1
m = an < pla+1+¢3) < 2na.
Jj=0

Or, z;, appartient & R par définition de p, donc on a :
|E(G™(21))] = |k o Ko(z)| 2 1,

et finalement G™(z;) ¢ H .

Méme sans se donner 2y comme précédemment, G posseéde des points de grande
partie imaginaire (quand o est grand) dont l'orbite positive sort de H. Plus
précisément,

Proposition 2.—

11 existe z; tel que

1 1
321 > —Loga — —Loge;s,
2 2

et 0 < m < 2a tel que G™(z) ¢ H.

Démonstration. Considérons le segment [0, x(0)] qui est contenu dans X. Son image
par k o Ky est une droite proprement plongée dans C qui sépare les points fixes 0 et
t de g, donc contient des points de module < ¢.
Pour tout z € [0, x(0)], il existe m < 2« tel que GI*(2) € R. 1l existe donc 2; tel
que
Sz > iLogt'1 = —l—Loga - LLogclg,,
2w 27 27

et 0 < m < 2 tel que G™(2) ¢ H.
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5. Construction d’exemples. Fin de la démonstration du théoréme.

5.1 - Lorsque o est supérieur & c14, nous avons associé, dans le paragraphe
précédent,a tout difféomorphisme F' € S, un difféomorphisme G € S_1 /o dont la
relation fondamentale avec F' est donnée par les Propositions 1 et 2 de 4.7. Nous
commencerons par faire de méme lorsqu’on a 2 < a < ¢14

5.2 - Construction et propriétés de G lorsque 2 < a < ci4.
Soient 2 < a < cy4, et F € S,. On procéde de fagon analogue au numéro 3.5
pour construire G.

Choisissons une application uniformisante K de F.Définissons t;, W', W] comme
en 4.6. L’estimation (6) de 4.6 est encore valide dans Wj.

Posons _
L(z) =K(z)—i|1\/|ngS(K(s+it'1)), z€VUUR
s|<a

En intégrant la relation (6) de 4.6, on obtient
(1) S(L(2)) <0, zeW;-W,;
et, pour z = s +1it € W'

S(L(2)) = (S(K (s +it)) — S(K (s +it}))) + S(L(s + it}))

2 2
> o NSz —t)) - §céi - =

3
_ 1
(2) =a !9z + —2;Loga — Cg,
5 2 1
cy = 503 +ch + 3t 36 < 4.03.

Définissons dans L(W’' N TW’) une application G par
G (L(2)) = L(z - 1).
Proposition.—

1. L’application G se prolonge a H en un élément de §_1 Ja
2. Si zg € H,n > 1 satisfont

0<Rzp <1, Sz >cga, F(20)¢H,
alors il existe un entier m, avec 0 < m < 2an, tel que le point z; = L(zp) vérifie

Q21 > a 'Sz —cf, G™(z1) ¢ H

La démonstration est complétement similaire & celle des propositions de 3.5 et
3.6: les relations (6) de 4.5 et (1),(2) de 5.2 remplacent les relations (4),(5),(6) de 3.5;
I'inégalité m < 2na se démontre comme dans la proposition 1 de 4.7.
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5.3 - Construction d’exemples : le principe.

Pour FES,n€Z,ee{-1,+1}, on définit :

The(F)(2) =F(2)+n, si e=+1,

=-F(-2)+n, si e=-1.

9 . . . a a
L’application T}, . envoie donc S, dans Scq4n-
Soit a un nombre réel irrationnel ; on a associé & a, en 1.3, une suite (an)n>0
qui vérifie :
{e}=ap, 0<a,<1/2,

-1
On = (Ang1+ Eng10n41) , Gny1 EN', enyy =10

Dans un premier temps, nous fixons un entier n > 0 et construisons, pour
0 < £ < n+1, un difféomorphisme F;, ; qui appartient & Sy, :

1. On définit Fp ny1(2) = 2+ ant1

2. Supposons qu’on ait déja construit Fyey; € ga, +1 3 on pose ﬁn,“.l =
Torir,ee01(Fnye+1) ;5 c'est un élément de Sat—l . On lui associe, de la fagon
indiquée au Paragraphe 5.2 pour a; > ci‘41, et de la fagon indiquée au Para-
graphe 4 pour ap < cl"41, un difféomorphisme G, ¢ € S_,, ; on pose finalement
Fnp=To,-1(Gn,) € Sa, -

3. En écrivant a = ag+eoap , ap € Z , g9 € {—1,+1}, on définit F,, = Ty ¢, (Frnyo) €
Sa
Dans la construction de G, & partir de ﬁn’g.,,l intervient, lorsque oy < 01_41 un

difféomorphisme auxiliaire Jy,  du type spécifié au Paragraphe 4.1.

En fait, pour que F,, ait des propriétés intéressantes, on imposera a ’entier n
d’appartenir a 'ensemble Z(c) défini en 1.6 avec une valeur appropriée de B. Lorsque
cet ensemble est infini (ce qui est toujours le cas lorsque o n’est pas un nombre de
Bruno) nous nous intéresserons aux valeurs d’adhérence de la suite (F)nez-

5.4 - Fin de la démonstration du théoréme.

Nous distinguons plusieurs cas.
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5.4.1 - L’ensemble Z(a) est vide.
D’apres le lemme 1.6, on a alors :

() < 4B,

donc on obtient trivialement :
1 2B
sup dp > 2—<I>(Ot) -
FeS, 4 4
ce qui termine dans ce cas la démonstration du théoréme (cf. 2.8).

5.4.2 - L’ensemble I(c) est non vide mais fini.
Notons n son plus grand élément, et construisons des difféomorphismes F, , €
Sag, pour 0 < £ < n+ 1, comme au numéro 5.3.

Considérons d’autre part la suite (B ¢)o<e<n définie en 1.6 par

Bn,n+1 =0,
Bn¢=04Bnet1 + Loga[1 - B.

D’apres la définition de Z(a) et le lemme 1.6, on a :

B,¢>0, pour 0<{<m,
’I‘(Ol) S4B+Bn,0.

Lemme.— Supposons
B > ci6 = 2m(cy +cift) +logeis, ci6 < 34.59.

Pour 0 < ¢ < n, il existe z, € H et m, € N* tels qu’on ait F,T; (ze) ¢ Het:

1
Sze > %Bn,l-

Démonstration. Elle se fait par récurrence descendante sur 4.

Pour £ = n, on a B, , = Logo; 1_B >0, donc a, < c1_41 et ’assertion du lemme
résulte de la Proposition 2 de 4.7 puisque B > logcss.

Supposons I'assertion vérifiée pour Fy, o1 .
Si ap < cif et Bngs1 > 2m(chayt + 1), on applique la proposition 1 de 4.7 &

zg+1. Le point z; donné par cette proposition vérifie
1
Sze > ap(Sze41 — 1) + o loga; ! —cg

1 1 1 _
> %aeBn,£+l + o logay * —cg — 0141

1
> é_aeBn,la
™
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d’apres le choix de B.

Siap < 01"41 et Bpet1 < 27r(cga[1 + 1), on applique la proposition 2 de 4.7 . Le
point 2, donné par cette proposition vérifie

1 _ 1
Qzp > %logal 1_ z—logcls
1
> (—
- (27r

1
> ‘2‘1_(_a£Bn,la

1 1
a¢Bp g1 — cg — ap) + o log ol - — log 15

d’apres le choix de B.
Siap > c1'41 , on applique la proposition de 5.2 & zp11. On a en effet

1 a;t _ -
Sze1 = %Bn,l+1 > 2‘7(3 —log @, N> cgagt,

d’apres le choix de B. Le point 2y donné par cette proposition vérifie
Qzg > pSze41 — C§

1 1 41
2 5-eBner + (5 loga, " — 5—logews) — g

1
> -2;042311,2,

d’apres le choix de B.

L’assertion du lemme, pour £ = 0, montre qu’on a :

dr, > —Bno > ——<I>(a) - EE

d’ou la conclusion du théoréme dans ce cas (cf. 2.8).

5.4.3 - L’ensemble Z(a) est infini.
Pour n € T = Z(a), et 0 < £ < n + 1, construisons des difféomorphismes
Fn,z € Sa,-

Lemme.— Pour tous entiers 0 < £ < n/ < n, avecn’,n € T, il existe
z=2z(¢,n',n) € H, m =m(¢,n’',n) € N*
vérifiant :
(i) m(n',n',n) < 227} ;
(i) m(¢,n’,n) < 2a;'m(£+1,n',n), pour 0 < £ < n' ;
(iii) Fly(z) ¢ H ;
(iv) 0<Rz<1,3z2> %Bn:,g.

48



THEOREME DE SIEGEL ET NOMBRES DE BRUNO

Démonstration. Elle est en tous points similaire & celle du Lemme 5.4.2, les
assertions sur les entiers m résultant des propositions 1 et 2 de 4.7 et de la Proposition
5.2.

Prenons £ = 0 et fixons n’ € Z. La suite m(0,n’,n) est alors bornée (lorsque
n € T tend vers l'infini), et il en est donc de méme de la suite 2(0,n',n) (d’apres
les propriétés (iii) et (iv) du lemme). On peut donc extraire de la suite (Fy)nez une
sous-suite convergeant vers une limite F° € §a qui possede la propriété suivante : pour
tout n’ € Z, il existe 2 € H et m € N* tels qu’on ait F™(z2) ¢ H et Sz > %Bn/,o- Or,
d’apres le lemme 1.6, on a :

’

n
Bpig > Z,Bj_lLogaj_l - 2B.
=0

En laissant maintenant tendre n' vers l'infini, on conclut qu’on a :
-Sia¢B,dr =+00;
: B
-Sia€eB,dp > £8a)- L.

Ceci conclut (cf. 2.8) la démonstration du théoréme.On obtient
LogR(a) < Log4 — 2ndr < —®(a) + 4B + Log4,

4B + Log4 < 139.75

6. Orbites périodiques s’accumulant sur ’origine.

6.1 -

Soit & uri nombre réel irrationnel qui n’appartient pas a B. Nous avons construit
aux Paragraphes 5.3 et 5.4 des difféomorphismes F' € S, qui ne sont pas linéarisables
(plus exactement, tels que 7(F') ne possede pas de disque de Siegel a 'origine).

Nous étudions dans ce paragraphe quelques propriétés supplémentaires de ces
exemples : nous montrons que 7(F) posséde une suite d’orbites périodiques s’accu-
mulant sur l'origine, et dont la distance a ’origine est essentiellement la plus petite
possible, compte tenu de la période de ces orbites.
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6.2 -
Soient a > 2 et F € S, ; désignons par D le domaine :

D={Z€H, |§Rz|§a,8‘z2£a} ,
2w

ou B est défini en 5.4.2. Au numéro 5.2 (pour a < c14) et au Paragraphe 4 (pour
a > c¢14) nous avons construit un difféomorphisme G € §_1 /a; soit L 'application qui
est celle considérée en 5.2 pour o < c14 et est définie pour a > ¢14 par L(z) = K(z—1),
ol K est définie en 4.6. Dans tous les cas; elle est holomorphe et injective dans D et
on a les propriétés suivantes :

L(F(z))=L(z)+1, z€eDNF'D
G(L(z))=L(2—-1), 2eDNTD

1 B
> -1 —_— _— .
SL(z) > a” 'Sz + 27rLogoz o Z €D

Lorsqu’on a o > ci4, le difffomorphisme G a quelques propriétés supplémen-
taires : le point w = %Logci’sla est fixé par G ; de plus, la seule restriction qui soit
imposée a la classe de conjugaison de G dans le groupe des germes de difféomorphismes
de (C,w) est que DG(w) s’écrive sous la forme E(1/a’), avec |a — &'| < cq.

Soit z un point de H. Supposons qu’il existe deux entiers q,p > 1 tels qu’on ait :
Fi(z)=z+p,
SFI(2) > -2%0: pour 0<j<gq
Définissons des points z; , 0 < j < g , par les conditions :
0<Rz; <1, Fi(z) -2 €Z,
et posons 2z’ = L(z).

Lemme.— OnaGP(2)=2'—q,et:

. . 1 B
i I (2) > ot i J — -—.
Olé/ljlgp G () > a (01;/1112(] QF (z)) + o Loga o

Démonstration. On définit des entiers strictement positifs n,,...,n, par les rela-
tions :
F(zj))=zjy1+nj41, 0<5j<q-1

Pour 0 < s < ¢, posons mg; = Zi=1 nj ; on a myg = 0 et mq = p ; définissons
inductivement des points y; pour 0 < j < p, par les formules :
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Yo = 20 ;5
ym,+1=F(ym,)_17 0<s<gq;

Yi+1=y;—1, si j#ms,Vs.

Posons 2} = L(y;) ; on a alors :
%1 =G(z)+1, pour j=m,,0<s<q,

zjy1 = G(z;) sinon

On a donc bien GP(z) = 2y — q , et la seconde partie de la conclusion du lemme
résulte immédiatement des propriétés de L rappelées ci-dessus.

6.3 -
Soit a un nombre réel irrationnel qui n’appartient pas a B.

Rappelons (cf.1.6) que ’on désigne par J () 'ensemble des entiers n qui vérifient
B¢ > Baj!,, pour 0 < £ < n. L’ensemble J(c) est infini d’aprés le lemme 1.6.

Nous reprenons les constructions des Paragraphes 5.3 et 5.4 : nous construisons,
pour n € J(a) et 0 < £ < n+ 1, des difffomorphismes Fy, ¢, Fy ¢, Gn ¢, Puis des
difféomorphismes F,, et finalement un difféomorphisme F'.

Fixons momentanément deux entiers n > m dans J(a). Nous allons montrer
qu'il existe, pour 0 < £ < m , un point z = z(n,m,£) et des entiers p = p(m,¥) ,
g = q(m, £) satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) Filoz)=2+p;
(i) SFI ,(2) > &Bme,pour 0<j<gq.

Pour £ =m , nous prenons p=0,qg=1et z = %Log(cl_sla;,l) ; les propriétés
(i) et (ii) sont vérifiées car By, , = Loga;,! — B.

Supposons, par induction descendante sur £, les propriétés vérifiées avec z € H ,
921,p20. OnaFppp1 = Tarirseem (Fn,£+1) (cf. 5.3). En posant p = ag19+€e+1P
et Z=12zsiep1 =+41,Z=—Zsiep1 =—1,0nadonc:

Flon(B)=2+5p.
Comme m € J(a) , on a By p41 > Boz[1 ; d’autre part on a :

. B _
Q‘1;‘11,e+1(‘27) > %Bm,£+l > "‘7;0‘[ !

pour 0 < j < ¢, d’apres '’hypothese de récurrence.

51



J-C. YOCCOZ

Les hypothéses du Lemme 6.2 sont donc vérifiées et il existe un point 2’ € H tel
qu’on ait : )
Gh(2)=2"~q,

. 1 ) 3
SG, (7)) 2 57 Bme, pour 0<j<p.

On pose finalement z(n,m,£) = —%', p(m,£) = q(m,£+1) et
g(m, £) = p = ap419(m, £+ 1) + €441p(m, £ + 1) pour satisfaire aux propriétés (i), (ii)
a l'ordre £ .

En prenant £ = 0, on obtient la conclusion suivante : il existe un point z(n,m)
et des entiers p(m) € Z , g(m) > 1 tels qu'on ait :

(i) 0 < Rz(n,m)<1;
(ii) SFi(2(n,m)) = 5=Bm, , pour 0 < j < g(m) ;
(i) FI™ (z(n,m)) = z(n,m) + p(m) .

D’autre part, & partir des relations liant p(m, £), g(m, £) & p(m, £+1), q(m,£+1),
il est facile de voir qu'on a p(m) = Pr(m), ¢(M) = qr(m) Ol (Pr/qr) est la suite des
réduites de « et la fonction £ : N — N est définie en 1.4.

Soit F' une valeur d’adhérence de la suite (Fy,)nes ; la condition (iii) montre
que Y(z(n,m)) est majoré par une constante ne dépendant que de m ; en extrayant
des sous-suites, et en utilisant I’estimation pour B, ¢ donnée en 1.6, on aboutit a la
conclusion suivante :

Proposition.— Pour tout m € J(a), il existe un point z,, possédant les propriétés

suivantes :

FQk(m)(zm) = Zm + Pk(m) »

Zm) 2 2 E j—1 j y
pour 0 < J < Qk(m) -

6.4 - Comme on I’a rappelé en 6.2, on peut dans la construction précédente spécifier
arbitrairement la classe de conjugaison du germe de F%(™ (2) — pg(m) au voisinage
de son point fixe z,, ; la seule restriction est que DF(m) (2,,) s’écrive sous la forme
E(e(m)al,), oue(m) € {—1,+1} ne dépend que de€y,...,em et o, € C doit vérifier :

=1 -1
m —am\SCQ.

(07

Une conséquence, peut-étre inattendue, de cette latitude est le résultat suivant ;
notons G le groupe des germes de difféomorphismes holomorphes de (C,0) ; pour
a € R, notons G, la partie de G constituée des germes g tels que Dg(0) = E(a).
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Théoréme.— Soit a un nombre réel irrationnel qui n’appartient pas a B. Il existe
alors un ensemble ayant la puissance du continu de classes de conjugaison de G ,
contenues dans G, , et ne contenant aucune fonction entiere.

Démonstration. Considérons une partition :
J(@)=T=NUT

en deux parties infinies J;, J2. Choisissons, pour tout m € J2, un rationnel o/, tel

que

o' —azl| < cg et not dénominat Défini d’aut t, pour
m —antl < cg et notons 7, son dénominateur . Définissons, d’autre part, po

9 € D et m € J1, un nombre complexe o, = oy (6) par la relation o/ ;! — ol = co 6

On peut alors construire un germe de difféomorphisme holomorphe fp et une
suite (2 )mes tels quon ait Dfg(0) = E(a) et :

() £35 (2m) = 2m » D™ (2m) = E(e(m)aly,), me T ;

. T . . . L2 . .
(ii) f,"%™ coincide avec l'identité au voisinage de zy,, pour tout m € J, ;

iii) lim Max |fi(zm)| ) =0 .
) i (, Mox 173

La propriété (ii) garantit que la classe de conjugaison de fs dans G ne contient
pas de fonction entiére : une telle fonction g vérifierait, pour m € J, assez grand,
l'identité g™ = id, en contradiction avec Dg(0) = E(a).

Pour f € G, notons A(f) l'ensemble des nombres complexes t qui possédent la
propriété suivante : pour tout € > 0, il existe m € J; et z, € C tels qu'on ait
F® (2n) = 2m , |f7(2m)| <€ pour 0 < j < Gi(m) et Df%0™ (2mm) = E(e(m)ay, (1))
(avec o/ ;1 (t) — ol = cot).

L’ensemble A(f) est au plus dénombrable, et ne dépend que de la classe de
conjugaison de f dans G. Or on a, par construction, 8§ € A(fp) pour tout § € D.

L’ensemble des classes de conjugaison des fo , & € D ne peut donc étre au plus
dénombrable.

6.5 -

Nous montrons maintenant que la proposition du numéro 6.3 est essentiellement
optimale : la distance a 'origine des orbites périodiques y est, & un facteur multipli-
catif pres, la plus petite possible.

Rappelons la situation considérée au numero 3.5. Soient a € (0,1/2) , F € S'a ,
et W le domaine :

W={z,0§§Rz§1, Qz > %Loga_1+cs+cs+07} .
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On a construit un difféomorphisme G € §_1 /a €t une application L holomorphe
et injective dans W U T~ W qui vérifient les propriétés suivantes :

GL(z)=L(z—1), zeW

1
SL(z) > a™! (8‘;: - gLoga'1 - c8) , ZEW.
Soit z un point de H ; nous supposons qu'’il existe deux entiers p,q > 1 tels qu’on ait :

Fi(z)=z+p

QFI(z) > 2—%”-Logoz_1 +cg, pour 0<j<gq.
Définissons des points 2; , 0 < i < ¢, par les relations :
0<Rz <1, Fi(2)-z€L.
Lemme.— Le point 2’ = L(2g) vérifie :
GP(d)=2~-q,

. . 1
Min $(G’(')) > ™! | Min SF/(z) — [ —Loga~! +¢ .
Min S(G*(2)) 2 o™ | Min SF(2) — (3-Loga™ +es
Démonstration. Posons 2] = L(z;). Pour 0 < ¢ < q, on a soit F'(2;) = 241 , et alors
2l =2{+1,soit F(2;) = 241 + 1, et alors 2, ; = G(2[) + 1 ; de plus, le deuxiéme
terme de P’alternative se produit exactement p fois. On a donc GP(z}) =z — q , et
la deuxieéme assertion du lemme résulte immédiatement des propriétés de L.

6.6 -
Soient & un nombre réel irrationnel qui n’appartient pas 4 B, et F € Sa.

Proposition.— Soient z €e H, m € N, p € Z, q € N* ; supposons qu’on ait :

Fi(z)=z+p,
] 1 m-—1
SF(z) > — Z ﬂg_lLoga[l +2cg, pour 0<j<gq.
27 pord

Alors, on a q > qi(m) , |P| 2 |Pk(m)| ; de plus, si p est non nul on a q¢ = gy(m) si
et seulement si p = py(m) ; dans ce cas on a

1
am < c17 = czexp —2m(2cg — 5)(617 <1071).
L’inégalité am < c17 exprime que la réduite py(m)/qr(m) de o en est une bonne

approximation.
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Démonstration. Raisonnons par récurrence sur m.

On a gx(0) = 1, et |pko) — @ = ap < 1/2; d’autre part, on a QFJ(z) > 2cg pour
0<j<gq,donc |Fi*l(z) — F/(2) — a| < c17 ; on en déduit qu'on a |p| > |pk(o)| et,si
g =1, qu'on a p = py() et [p — a| < c17, d’oll les conclusions de la proposition dans
ce cas.

Suppposons ’assertion de la proposition vraie a I'ordre m — 1, et démontrons-la
a l'ordre m. Il suffit de le faire lorsque o € (0,1/2). En appliquant alors le lemme
6.5, on obtient un difféomorphisme G € S_;/, et un point 2’ € H qui vérifient

GP(¢) =2 —q

) 1 m—1
' -1 -1 -1
G (2') > %a ;—1 Be-1Loga, " +a”"cg
m-—1

1 _ -1
2 50 ! ; Be-1Logay ~ + 2cg

Or, en notant ,Be, Gy ... les quantités By, ap ... associées & —1/c, on a :
6 = agy1 , 0 = Py,
Pk(m—1) = —Gk(m) »dk(m—1) = Pk(m)-

Les hypotheses de la proposition sont donc vérifiées par G et 2’ & I'ordre m — 1.
Mais les conclusions, pour G et 2’ & 'ordre m — 1, ne sont autres que les conclusions
désirées pour F' et z a ’ordre m. Ceci conclut la démonstration de la proposition.
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Chapitre 11

LINEARISATION DES POLYNOMES QUADRATIQUES

1 - Universalité des polynémes quadratiques.

1.1 - Pour X € C*, nous désignerons par Py le polyndme quadratique :
Py(z) = Mz = 2%)

Le polynéme Py admet donc en 0 un point fixe de multiplicateur A. Réciproquement,
tout polynéme de degré 2 dont un point fixe a A pour multiplicateur est conjugué par
une application affine & P).

Le point critique de Py est ¢ = 1/2, et la valeur critique est \/4.

1.2 - La conjugaison formelle H)

Supposons que A € C* ne soit pas racine de I'unité. Nous noterons alors H)
l'unique série formelle qui vérifie Hy(0) =0, DH»(0) =1 et :

Hy(A\z) = P\(Hx(2)).
Ecrivons H), sous la forme :

H)(2) = zK)\(2) = 2 Z H,(\)z2",

n>0
avec Hp(A)=1. Ona:

MzKy(Az) = A\zK)\(2) — A22K%(2),
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d’ou zK%(z) = Kx(2) — Kx(A2).

On en déduit la relation de récurrence satisfaite par les H,(A), pour n > 1 :

Ha(A)=(1-X""1 > Hi(WH;(\).

i+j=n-1
On notera R3(\) le rayon de convergence de H,.

1.3 - Propriétés élémentaires des conjugaisons H).

1.3.1 -  Supposons tout d’abord que |A| soit strictement supérieur a 1.
Proposition.— La conjugaison H) est une fonction entiére de type v = -IE‘T‘:;E'/Z\—'.

Démonstration. Que les applications linéarisantes des points fixes (ou périodiques)
répulsifs de fonctions entieres soient elles-mémes entieres est un fait bien connu ; il
suffit par exemple de remarquer que d’aprés Poincaré ([Po]) le rayon de convergence
de ces applications n’est pas nul, et que I’équation de conjugaison permet alors deles
prolonger analytiquement au plan tout entier.

Démontrons que H) est de type v. L’équation :
H)(Az2) = Px(Hx(2)),

est valide pour tout z € C. Définissons deux suites (my)n>0 €t (Myp)n>0 par :
1 2 3 2
mo=Mo =2, mMpi1= §|)\|mn, My = §|/\|Mn~

Soit 79 'unique réel tel que le module maximal de H) sur le disque {z, |z| < 7} soit
exactement 2. Une récurrence immédiate montre que pour n > 0 le module maximal
de H) sur le disque {z,|z| < |A\|"ro} est compris entre m,, et M,,. Ceci démontre
I’assertion sur le type de Hy, puisqu’on a m, = 2|A|>"~! et M, = 2(3|A\|)>" 1.

L’équation fonctionnelle de Hy permet aussi d’en déterminer les points critiques :
ce sont exactement les points de la forme A" 2o, avec n > 1 et Hx(29) = 1/2; les valeurs
critiques correspondantes décrivent I’orbite positive du point critique ¢ = 1/2 de Py.

1.3.2 - Supposons maintenant qu’on ait |A| < 1.

Proposition.— Le rayon de convergence Ry()\) est fini et non nul. La fonction Hy
se prolonge continiiment sur le disque fermé {z,|z| < Ra2(\)} elle est injective sur ce
disque, et y vérifie I'équation fonctionnelle Hy(\z) = P\(Hx(%2)) ; elle posséde sur le
cercle de convergence {z,|z| = Rz()\)} une unique singularité en un point noté U(X) ;
on a Hy(U()\)) = 1/2 et la fonction (Hy(z) — 1/2)? est holomorphe en U()).
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Démonstration. Que R2()) soit non nul résulte du théoréme de Poincaré déja cité.
L’équation fonctionnelle Hy(Az) = P\(Hx(z)) est vérifiée sur le disque de convergence
de H) et montre que H) est injective sur ce disque. D’autre part, si H) est holomorphe
sur un disque {z, |z| < 7} et n’y prend pas la valeur A\/4 (valeur critique de Py), cette
méme équation fonctionnelle permet de prolonger analytiquement H) sur le disque
{2,]2| < |A|7'r}. 1l existe donc un nombre complexe U()), de module Ry()), tel que
H) (AU (X)) = \/4. Les conclusions de la proposition qui restent & démontrer résultent
alors immédiatement de I’équation fonctionnelle de H).

Nous étudierons en détail dans le prochain paragraphe la fonction : A — U()).

L’équation fonctionnelle de H) permet en fait de décrire complétement sa surface
de Riemann ; c’est un revétement ramifié de C, possédant, au-dessus de chaque point
AT"U(A)(n > 0) exactement 2" points de ramification d’ordre 2. La fonction H) y
est globalement injective, et réalise un biholomorphisme de sa surface de Riemann
sur le bassin d’attraction du point 0 de P.

1.3.3 - Le cas ol A est de module 1, mais n’est pas racine de I'unité, est évidemment
celui qui nous intéresse le plus, mais aussi le plus difficile & étudier. Pour l'instant,
signalons simplement, dans ’esprit de ce qui précede, le fait bien connu suivant :
lorsque le rayon de convergence R3(\) est non nul, la conjugaison H) est injective sur
son disque de convergence, elle réalise un biholomorphisme de ce disque sur le disque
de Siegel de Py en 0, et tout point du cercle de convergence est une singularité de H).

1.4 - Perturbations quadratiques des applications univalentes.

Soient @ € R — Q, A = exp(2mia), et f un élément de Sy, c’est & dire une
application holomorphe injective dans D qui vérifie £(0) =0 et Df(0) = A.

Pour b € C, désignons par f;, 'application holomorphe sur D définie par :
fo(2) = f(2) +b2°.

Ecrivons la linéarisante formelle H de fp (cf.1.2.1) sous la forme :

Hy(2) = z(1+ ) _ Hy(b)2").

n>1

Lemme.— La fonction H}(b) est, pour n > 1, un polynéme de degré n en b.

Démonstration. Elle est immédiate & partir des relations de récurrence définissant
les coefficients de Hp. On vérifie par ailleurs que le coefficient de b™ dans H; est égal
a (-1)"H,(\), oi H,()) a été défini en 1.2.

Rappelons ([D-H]) qu’une application & allure polyndmiale de degré 2 est un
triplet (U,U’, F), ou U,U’ sont des ouverts simplement connexes de C distincts de
C, U’ est relativement compact dans U et f : U’ — U est holomorphe et propre de
degré 2.
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Dans des régions appropriées, les applications f, sont a allure polyndémiale de
degré 2 lorsque |b| est assez grand.

Soit W = {z,|2| < 13} ; définissons :
Wy ={z,|2| <1/3, fo(z) € W}.
Lemme.— Pour |b] > 10, (W, W,, f) est & allure polynémiale de degré 2.

Démonstration. Comme f est univalente, on a, pour tout z € D :

||
lf(z)] < =122

En particulier, on a |f(z)| < 3/4 pour |z| = 1/3. Pour |b| > 10, on a d’autre part :

100 13 3
=—=+- pour |z|=1/3.

2
S =22
b=l 2§ =3+7

D’apres le théoreme de Rouché, f, : W, — W est propre de degré 2. Si W, n’était
pas connexe, la composante connexe de W, contenant 0 serait envoyée par f;, de fagon
biholomorphe sur W, ce qui est impossible puisque |A| = 1.

1.5 - Notons I' le cercle {b € C, |b| = 10}.

Le théoréme de rectification des applications a allure polynémiale ([D-H]) garantit
que, pour b € T" , application f; est conjuguée sur W, a un polynoéme de degré 2 par
un homéomorphisme quasiconforme du plan complexe. Nous reprenons cependant la
démonstration de ce théoréme dans notre situation, car nous sommes intéressés par
la dépendance de la conjugaison quasiconforme par rapport & f € Set b€ I.

Pour a € (0,1] ,b€T , et f €S, nous définisssons :
fap(2) = a7t f(az) +b22.

Nous choisissons d’autre part, une fois pour toutes, une fonction 7 de classe C*°
sur R, & valeurs dans [0,1] , qui vaut 1 sur (—o0,1/3] et 0 sur [12, +o00).

Nous définissons alors, pour a € (0,1] , b €T, f € S une application fa,b de C
dans C par la formule :

fap(2) = n(l2]) fap(2) + (1 = n(|2))) (A= + b2?) .

Cette application coincide avec f, ; dans le disque {z,|2| < 1/3} , avec Az + bz?
hors du disque {z, |z| < %% et est de classe C*®°. Lorsque a tend vers 0, I’application

fap converge dans la C°°- topologie, uniformément en b € I' et f € § , vers le
polynéme quadratique Az + bz2. On a donc le :
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Lemme.— Il existe ag € (0,1] et une application continue k : [0,a0] — [0,1) ,
vérifiant k(0) = 0 , tels que pour tout f € S, b€, a € (0,a0] , 'application f,p
soit un revétement ramifié de degré 2 de C et vérifie :

< K@) |- asl2)]

‘% fa,b(z)

pour%§|z|5%.

1.6 -
Nous fixons dans ce numéro f € S, a € (0,a0) ,et beT .

Pour tout ouvert U de C, nous identifions les formes de Beltrami sur U aux
fonctions p € L*°(U) de norme < 1.

Si f: U — V est une application de classe C1, et u est une forme de Beltrami
sur V, la forme f*u sur U est donnée par

A (2)u(f(2) + % (2)
(Fu)(z) = 22 5:(2)
S ) + %)

Il existe une unique forme de Beltrami p = pf 44 sur C qui est invariante par
fa,b , nulle sur C — W , et nulle sur 'ensemble de Julia rempli QO fad(Ws) de fop.
n> )

Le support de p est donc contenu dans W et on a, d’apres les lemmes des Paragraphes
l4et1.5:

lef,a0llee < K(a).

D’apres le théoréeme d’Ahlfors-Bers, il existe un unique homéomorphisme qua-
siconforme ¢ = ¢y q 5 qui vérifie les propriétés suivantes :

(i) pour presque tout z € C ,

b3} o}

52 9(2) = (2) 5. H(2);
(i) $(0)=0;

(iii) La fonction ¢(z) — 2z est bornée.

Lemme.— Onad¢o fa’b 0¢71(2) = Az + b2

Démonstration. L’application ¢ o f:,,b o ¢! est quasi-réguliere (i.e. localement
composée d’une application holomorphe et d’'un homéomorphisme quasi conforme)
et préserve la forme de Beltrami nulle de C ; elle est donc holomorphe ; c’est un
revétement ramifié de degré 2 de C qui fixe 0 (d’aprés (ii) ci-dessus et le Lemme 1.5),
elle peut donc s’écrire X'z + b'2% ; on a b = b d’aprés la propriété (iii) de ¢.

Il reste & voir qu’on a A = \'. Pour ceci, on peut invoquer un résultat de Naishul
([N]) qui dit que la valeur propre en un point fixe d’un germe de difféomorphisme
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holomorphe, lorsqu’elle est de module 1, est un invariant de conjugaison topologique.
Cependant, la conjugaison ¢ est dans notre cas quasiconforme, et ceci permet de
donner une démonstration plus simple que dans le cas (beaucoup plus difficile) d’une
conjugaison topologique. Cette démonstration m’a été indiquée par R. Douady.

Pour 0 < ¢t < 1, posons T = ¢(t) et ¢ (z) = £¢(tz) ; les ¢¢, qui fixent 0 et
1, forment une famille normale. En posant fy(z) = 1 fap(tz), on a ¢y o f 0 g7t =
Nz +bT2?% ; si ¢ est une valeur d’adhérence des ¢; lorsque ¢ tend vers 0 , on a donc
$0(Az) = N¢o(2) , pour un homéomorphisme (quasiconforme) ¢ , d’ot A = X (car
A est de module 1).

1.7 - Fixons a € (0,a0] et posons K(a) = % .

La famille des applications ¢y 4 5 , lorsque f décrit S et b décrit I" , est une famille
normale d’homéomorphismes K (a)— quasiconformes : en effet les ¢y 45 fixent O et
sont holomorphes dans C—W , de dérivée 1 a 'infini. On en déduit ([Ah]) qu'’il existe
une constante C(a) , ne dépendant pas de f € S et b € ', telle qu'on ait, pour 2y,
2 €D:

|65,0,6(21) = b1,06(22)| < C(a) |21 — 25|/ 5@

1.8 - Supposons maintenant que le rayon de convergence R()) soit strictement
positif. Le polynéme Py posseéde donc un disque de Siegel Dy & l'origine, et le
théoreme de Koebe indique que D) contient le disque centré en 0 de rayon %Rz(A) .
Le polynéme Az + bz?%, conjugué & Py par une homothétie de rapport —Ab~!, possede
donc & l'origine un disque de Siegel qui contient le disque {z, |z| < 75 R2(\)} .
Notons D) l'image par d)}}z’b de ce disque de Siegel.

Lemme.—

1. L’application f, est linéarisable au voisinage de I’origine, et son disque de Siegel
est DY.

K(a)
2. Le disque {z, |z] < [ng()\)] } est contenu dans D).
3. Le disque de Siegel D), est contenu dans W, .

Démonstration. La premiére assertion résulte de la caractérisation topologique des
disques de Siegel donnée en 1.2.4.

La seconde résulte de la derniére inégalité de 1.7.
La troisiéme assertion résulte de ce qu’on a Li41_11c>o fa,b(z)” = 400 pour z € C—W,.
n—

K(a)
Posons R, = [m Rz()\)] : , et notons H}:(a, b) les coefficients de 2"*! dans
P’application linéarisante H, , de fa5 (cf. 1.4). Ona |H}(a,b)| < 3 R;™ ! pour f € §

b € T’ d’apres le lemme ci-dessus. D’aprés le lemme de 1.4, on a donc |H}(a,0)| <

1 p—n-1
1 pgn-1,
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Le rayon de convergence de H, o est donc au moins égal & R, ; on en déduit que le
rayon de convergence R(f) de l’application linéarisante Hy = H; o de f est au moins
égal 3 aR,. En se rappelant que I’application k tend vers 0 , lorsque a tend vers 0, et
en utilisant le Théoréme 1.2.6, on obtient finalement ’estimation suivante de Ra(\)
(avec A = E()) :

Théoréme.—
1. Si a n’appartient pas 4 B , Py n’est pas linéarisable.

2. Il existe une constante universelle C; et, pour tout € > 0 , une constante C(¢)
telles qu’on ait, pour tout o € B :

(1-¢)@(a) — C(e) < —Log R2(A) < () + C1.

1.9 - Le théoréme précédent indique que la famille des polyndmes quadratiques
(Px)ja|=1 fournit des germes de difféomorphismes non linéarisables lorsque A = E(a),
a ¢ B, et que le rayon de convergence est “presque” le plus petit possible lorsque
A = E(a), a € B . La question de savoir, pour a € B, si le rayon de convergence est
le plus petit possible, & un facteur multiplicatif prés, se pose donc tout naturellement.

Question : La fonction o — ®(a) + Log Ra(A) est-elle bornée sur B ?

Le Théoreme 1.2.6 montre que cette fonction est minorée, et le théoréme précédent
qu’elle est o(®(a)).

Une question plus précise est la suivante : peut-on, lorsque a € B et ®(a) est
assez grand, obtenir le polynéme P, comme résultat des constructions décrites en
1.5.3 et 1.5.4 7 Si oui, la réponse a la question précédente est positive.
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2 - Une fonction holomorphe remarquable.

2.1 - Nous avons vu au paragraphe 1.3.2 qu’il existait, pour A € C*,|A\| < 1, un
unique nombre complexe U(\) , de module Ry()) , tel que Hy (U(N\)) =c=1/2,le
point critique de Pj.

Nous étudions dans ce paragraphe la fonction U : D* — C , avec un intérét plus
prononcé pour ses valeurs au bord du disque.

Proposition.— La fonction U se prolonge en une fonction holomorphe et bornée
sur D. Elle est limite, uniformément sur les compacts de D, de la suite des polynémes
Un(A) = A7"P}(1/2). On a U(0) =1/4.

Démonstration. La formule définissant P, montre que les U, satisfont a la relation
de récurrence :

Unt1(X) = Un(X) — A"UZ(N),
Uo(N) =1/2.
Ce sont donc bien des polynémes.

Montrons qu’on a |U,(A)| < 2 pour tout n > 0 et tout A € D. Il suffit de le
prouver lorsque |A| = 1, et on a alors |U,(A)| = |P{(1/2)|. On sait depuis Fatou que
Porbite du point critique de Py ne peut tendre vers l'infini lorsque A est une racine
de I'unité. Comme on a :

|PA(2)] 2 [2](]2] - 1)

pour |[A| =1 ,on voit qu'on a |P{}(1/2)| < 2 pour tout n > 0 , lorsque A est racine de
'unité, donc pour tout A € S. On conclut bien qu’on a |U,(\)| < 2 pour A €D .

Ceci étant, la formule de récurrence des U,, montre que la suite (U, )n20 converge
uniformément sur tout compact de I, et il suffit, pour terminer la démonstration de
la proposition, de vérifier que la limite est U . Or, pour A € D, on a :

Hy(A"U(N) = PY(1/2),

par ’équation fonctionnelle de Hy, et DH,(0) = 1, d’ou finalement :

Lim Ua(\) = Lim A™"Hy(\"U(Y) = U(N).

n—-+o0o
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2.2 - La démonstration de la proposition donne trivialement Ry(A) = |[U(M\)| < 2
pour A € D . On obtient Ra(A\) < 1 pour A € D en observant que 'image par H)
du disque {z,|z| < |\|R2(\)} ne contient pas la valeur critique A/4 de Py , et en
appliquant le théoréme de Koebé (on a DH)(0) =1).

En appliquant de facon un peu plus subtile la théorie des fonctions univalentes,
Herman a amélioré cette estimation pour obtenir ([He])

lUN)| <4/7, MeD.

Par ailleurs, on peut utiliser la relation de récurrence des U, pour calculer le
développement en série entiere de U en 0. On a :

Les coefficients sont rationnels, le dénominateur étant une puissance de 2 .

2.3 - Un célébre théoréme de Fatou dit qu’'une fonction holomorphe et bornée dans
le disque D admet en presque tout point du bord une limite non-tangentielle non
nulle.

En appliquant ce théoréme a la fonction U , on obtient immédiatement que, pour
presque tout A € S! , le polynome P) est linéarisable en 0. Plus précisément, on a
la :

Proposition.— Soit Ao € S!, non racine de I’unité. Le rayon de convergence Ra(\o)
de H), est au moins égal & la limite supérieure de |U(X)| , lorsque A € D tend vers
Ao-

Démonstration. Soient en effet R cette limite supérieure, qu’on peut supposer stri-
ctement positive, et (A,),,»; une suite dans D qui tend vers Ao telle que R (\,) tende
vers R. Comme les fonctions Hy,_ sont univalentes sur les disques {z, |2| < R2(A\n)},
on peut en extraire une suite qui converge sur les compacts du disque {z,|z| < R}.
La limite H vérifie DH(0) =1 et H (Aoz) = Py, (H(2)) par passage & la limite dans
les équations correspondantes pour \,. On a donc Hy, = H et Rz (A¢) > R.

Si Ao est racine de I'unité, le méme argument montre que U(X) tend vers 0 lorsque
A € D tend vers Ap.

2.4 - On va préciser le résultat précédent.

Théoréme.— Pour tout A\ € S, le module de la fonction U()\) admet en Ao une
limite non tangentielle qui est égale au rayon de convergence Ry()\o) de Hy, .

Remarque : Lorsque A¢ est racine de I'unité, Py, n’est méme pas formellement
linéarisable; on pose alors Ra(A\o) = 0.
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Démonstration. Compte tenu de la proposition précédente, il suffit de montrer que
la limite inférieure non tangentielle de |U())| en Ag , que nous noterons provisoirement
R_(Xo) , est au moins égale & Ra2(Ag). Il n’y a rien & démontrer lorsque Ra(\o) est nul

(en particulier lorsque \g est racine de 'unité) ; nous supposons dans la suite qu’on
a Rz(z\o) > 0.

Soit A € D, A # 0. Désignons par Uy le bassin d’attraction du point fixe attractif
0 de Py, et par V) l'image par H) de son disque de convergence. En notant C(U)) ,
C(V») les capacités conformes de ces ouverts par rapport a 0 (cf. 1.2.3), on a V\ C U
d’otr :

Ra(A) = [UMN)| = C(W) < CUy).

Pour conclure la démonstration du théoréme, nous démontrerons les deux pro-
positions suivantes :

Proposition 1.— Pour tout A\g € S? la limite inférieure non tangentielle de C(Uy)
en Ao est au moins égale 4 Ra()g).

Proposition 2.— Pour tout Ay € S, non racine de I'unité, le rapport C(Vy)/C(Uy)
tend vers 1 lorsque A € D tend vers ).

2.5 - Démonstration de la Proposition 1.

On peut bien siir supposer que R2(Xg) est strictement positif (sinon, il n’y a rien
a démontrer), donc en particulier A n’est pas racine de 'unité.

Donnons nous 6 € (0,7/2) et € > 0. On va démontrer qu'’il existe to > 0 tel que
l'image par H), du disque {2, |2| < (1 — €)Rz()o)} soit contenue dans Uy pour tout
A € D qui s'écrit A = (1 — t)Xo, |Argt| < 00,0 < [£| < to.

Ceci implique qu’'on a C(Uy) > (1 —&)Ra(Ao) pour de tels A, d’ou la Proposition

Soit z¢ un point du disque {z,|2| < (1 —€)R2(Ao)}. On définit, pour t € C,
A= (1 - t)Ao :
Yo = Hj,(20) ;

yn(t) = PX(y0) = P (yn-1(t)), n=0.

Pour |t| assez petit, on définit aussi :
Zn(t) = H,\'o1 (yn(t)), pour n>0.
On a donc z,(0) = Agzo, et :
Dz (0) = Dyn(0) [DHxo (2 (0))] ™"

Comme on a Py = (1 —t)P,,, les dérivées des fonctions y, en 0 satisfont a la relation
de récurrence :

Dyn(0) = =yn(0) + DPx, (4n-1(0)) Dyn-1(0).
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D’apres ’équation fonctionnelle de H)y,, on a :

DPy, (yn—1(0)) = DPy, (H»y(zn-1(0)))
DH),(MoZn-1(0))

= 2 DHy (@n_1(0))

On en déduit la formule suivante pour Dz, (0) :

Dzn(0) = —A3zo Y k (Myzo0) ,

i=1
ol k est la fonction holomorphe sur le disque {z, |z| < R2()o)} définie par :

_ _Hx(2)
k(z) = zD;IAO(z)'

Comme ) n'est pas racine de l'unité, les sommes de Birkhoff 1 Z k (Ahz)

convergent vers k(0) = 1 uniformément dans {2, |z| < (1 —€)Rz(Ao)}. 1l ex1ste donc
N > 0 tel qu’on ait, pour tout z¢ dans ce disque :

|Dzn (0) + NAY zo| < N6,

ou 6 > 0 est choisi dans la suite.

D’autre part, pour N fixé, la famille des applications zn(t) , lorsque z¢ décrit le
disque {z,|z| < (1 —€)R2(Ao)} est normale au voisinage de l'origine ; il existe donc
to > 0 tel qu’on ait :

|zn(t) — zn(0) — tDz N (0)] < |6,

pour |zo| < (1 — &)Ra2(Xo) et |t| < to.

En réunissant les deux derniéres inégalités, on obtient finalement :

.’L‘N(t)
zn(0)

pour |zo| = (1 —€)Rz(Xo) , |t| < to .

i tN‘ < (N +DJH8[(1 = £)Ra(r)]

En supposant de plus qu’on ait |Argt| < 6y < 7/2 , en choisissant 6 = 6(6)
assez petit et en diminuant au besoin ¢y , on conclut qu’on a :

lzn (8)] < lzn(0)]

pour |zo| = (1 —€)R2(Xo), 0 < [t| < to , |Arg t| < bo.

Cela signifie que le domaine H) ({z,|2| < (1 —€)R2()o)}) est envoyé dans lui-
méme par P}‘V , et implique, par le lemme de Schwarz, que ce domaine est contenu
dans Uy, : c’est ’assertion que nous voulions démontrer.
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2.6 - Démonstration de la Proposition 2.

Pour A€ D, X # 0, considérons la représentation conforme Ky : D — U, telle
que K(0) =0 et K; (1) > 0. (Le point 1 est I'image réciproque de 0 par Py qui est
distincte de 0, donc il appartient & U, ; il n’appartient pas a V, ).

L’application @) = K 1P\K) est un revétement de D de degré 2 ramifié en un
seul point ; ¢’est donc un produit de Blaschke de degré 2, qui d’aprés la normalisation
faite sur K est égal a :

_ p2mia |)‘| -z
Q=) =e 1= ||z’

avec \ = |\|e?™ie,

_ Notons H » lapplication linéarisante de @, en 0, R » son rayon de convergence et
V), l'image de son disque de convergence. On a :

Hy(z) = K5 'Hx (DKx(0)2),

T)A = K,\_l(v/\)v
Ry = C(Vx,0) = C(Vx,0) [C(Uy,0)] "

11 suffit donc de démontrer que E,\ tend vers 1 lorsque X\ tend vers une limite
Ao € S! qui n’est pas racine de 1'unité.

Soit 7 € (0,1) . Pour |2|<r < |\ <1l,0na :

Qa(2) Al +7 2r
< < —
z '1+|)\|r_l)\|+(1 |/\l)l+r’
Qx(2) Al =7 2r
> > — —_

donc il existe a = a(r) € (0,1) , b=0b(r) > 1 et s = s(r) € (0,1) tels qu'on ait :

Qx(2)

Al <
VA

< A

pour |z] <7 ,s< |\ <1.

D’autre part, le point critique c(\) de Qx qui appartient & D ne dépend que de
|\| et tend vers 1 lorsque |A| tend vers 1. Il appartient & I’adhérence de V.

Lemme.— Lorsque |\| tend vers 1, R, n’approche pas 0 .
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Démonstration. Prenons, avec r = 1/2 , a,b, s comme ci-dessus, et |)| assez proche
de 1 pour avoir [A| > 3/4, [A > s, et |c(A)] > 1/2. Tl existe alors N € N tel que
1/2 < |AIN < 2/3 et zp € Vy avec |20| = 1/2. En posant zo = Hx(%0) , |yo| < R , on
a d’une part :

~ 2 ~
QY (20) = Hx (o) , [\o| < Z R,

et d’autre part :
QY (z0)] = [20]IAIM® > 2722,

Les estimations standard de distorsion pour les fonctions univalentes montrent
que Ry ne peut étre trop petit.

Supposons maintenant qu'’il existe une suite (An)n>1 dans D , convergeant vers

une limite Ao € S? qui n’est pas racine de I'unité, et telle que Ry, converge vers une
limite R < 1. On a R > 0 d’apres le lemme . Toute valeur d’adhérence H de la suite
H), vérifie DH(0) =1 et

H(Moz) = AoH(z) pour [z|<R.

Comme A\ n’est pas racine de 'unité, cela montre que la suite (H An) 5, converge
n>1

vers l'identité uniformément sur les compacts du disque {z,|2| < R}. Prenons

r =148 4 b s comme ci-dessus, et n assez grand pour avoir |c(As)| > 7, |[An| > s.

Posons # = & <1, ¢ = 18 . pour n assez grand, il existe un entier N tel que
T 2

6 < A2Nb < ¢’ et un point zg € V), de module r. En écrivant zo = Hy, (yo) , avec
lyo] < Ry, ,ona :

|Q§\V,,(zo)| > |20||AN?| > (rR)'/? > R,

QY (20) = Hx, (\Vw0),
IANyo| < (6")/%R,, ;

on obtient ainsi une contradiction avec la convergence vers I'identité des H), , ce qui
conclut la démonstration de la Proposition 2.
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3 - Questions et compléments.

3.1 - Quelques formules reliées a la fonction U.

Nous avons vu aux Paragraphes 2.1, 2.2 comment calculer inductivement les
coefficients de la série entiére U()). Nous nous intéressons dans ce paragraphe & des
formules explicites pour (4U)~* (pour s € C) et —Log4U. Les calculs que nous ferons
et les équations qui en résulteront sont de nature purement formelle : il n’est pas
tenu compte des questions de convergence.

Rappelons que la suite de polynémes (Uy)n>0 qui converge vers U est définie par
les relations :

Uo=1/2 ,Upy1 =U, —A"U2 pour n>0.

Considérons d’abord ’expression :

(1) A(s,k) =D U oAk

n>1

pour s € C et k € N*.

D’apres la formule du binéme, on a, pour n > 1 :

_ _s s+k—1
@ - = Yok (TR

k>1
on en déduit :

(38)  A(s, k) =(1—xk)? Z UZs(Akn _ p\k(n+1)y

n>1

=M= )4+ (U, - Uy o) akn

n>1

= AF(1 - Ak)~ l43+z<5+k1 1>A(s—k1+k,k1)]

ki>k

En développant a son tour A(s — k; + k, k1), puis en itérant indéfiniment cette
procédure, on obtient finalement :

(4)
£

— )\k ko—k[ Ak' S + ko + ki - 2ki_1 - 1
—I_Akz Z 4 Hl—/\k‘< ki —ki—1 ’

£>0 k=ko<ki1<...<kg =1
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On utilise maintenant cette formule pour calculer (4U)~¢. On a, d’aprés (2) :

U™ =U"+ > (Uit - Uy

n>1

=4"+ZA(s—k,k)(s+:_l)

k>1

ce qui donne :

£ ks )Y
5) @)=y >, ™I 1— Aks (S i k’;i —2’:?—_11 1) '
i=1

£20 0=ko<ki1<...<kg

Une expression semblable pour —Log4U s’obtient de la fagon suivante ; on a :
Uy =1/4, Upy1 = Up(1 = A"U,), d’ou :

aw=[Ja-xv,),

n>1
—LogdU =) > k™A™ Uk
k>1 n>1
=Y kT'A(=k,k)
k>1

d’ou on tire :

2 ks £ 9k, . _
6) -LogtU=3 > 4_'"’“1_11_[1%?1_[(’% k¢2—lc7c_¢l-1 1)'
i=1 1=2

€21 0<k;<...<ke

Remarque : Supposons que s € Z ; dans la formule (5) ci-dessus, les seuls termes
ne s’annulant pas & cause de la présence des coefficients binomiaux sont ceux qui
vérifient, pour 1 <i</{ :

ki <2ki_1—s ou k;_1<s-—1.

De méme, dans la formule (6), les seuls termes ne s’annulant pas vérifient
ki S 2ki_1 pour 2 S ) S L.
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3.2 - Quelques questions relatives a la fonction U.

3.2.1 - Nous avons vu au paragraphe précédent que le module de la fonction U
admettait une limite non tangentielle en tout point Ao € S1.

Question 1 : En quels points de S' la fonction U admet-elle une limite non
tangentielle ?
On peut aussi poser une question plus précise :

Question 2 : En quels points de S* I’argument de la fonction U admet-il une limite
non-tangentielle ¢

On sait, par le théoréme de Fatou, que I’ensemble de ces points est de mesure 1.

Au vu de la définition de U(A) pour |[A| < 1, on pourrait s’attendre & ce que
d’éventuelles limites non tangentielles non nulles de la fonction U soient reliées a
la présence du point critique sur le bord du disque de Siegel correspondant.

Par exemple, soit a € B, A = E(a) et D) le disque de Siegel de Py. Supposons
que le bord 8D}, de D, soit localement connexe et contienne le point critique ¢ = 1/2.

Question 3 : La fonction U<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>