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Séminaire BOURBAKI Novembre 1991
44éme année, 1991-92, n° 745

LE PAPILLON DE HOFSTADTER
[d’apreés B. Helffer et J. Sjostrand]

par Jean BELLISSARD

1. ELECTRONS DE BLOCH EN CHAMP MAGNETIQUE

Le papillon de Hofstadter auquel est consacrée cette contribution, est
lié a la description du mouvement d’un électron cristallin plongé dans un
champ magnétique uniforme. Ce probléme est I'un de ceux qui a mobilisé le
plus de physiciens du solide durant ce siécle, au point qu’une bibliographie
devrait comporter un minimum de 200 articles essentiels, signés par les
plus grands noms de ce domaine. Il n’est pas question d’en donner ici la
liste, encore que l'histoire du sujet vaille sans doute la peine d’étre écrite.

Néanmoins, il est utile d’en retenir quelques points.

La premiere contribution a cette question est due & Landau [LA], qui,
en 1930, donna pour la premiere fois le calcul du spectre d’énergie d’un
électron libre dans un champ magnétique uniforme. Ce fut Peierls [PE]
en 1933 qui jeta les bases de la théorie des électrons cristallins dans un
métal soumis & un champ magnétique uniforme, et qui montra que la con-
tribution des électrons de conduction & la susceptibilité magnétique était
diamagnétique. Dans un cristal de dimension D, en I’absence de champ
magnétique et en négligeant les interactions coulombiennes, les électrons de
conduction sont décrits comme des particules indépendantes dont ’énergie
est donnée par une ou plusieurs fonctions E( l::') du vecteur “quasi-moment”
l_<;, périodique par rapport au groupe de symétrie du réseau réciproque du
cristal considéré. Le quasi-moment représente, & une constante physique
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pres, la quantité de mouvement de la particule. Ces fonctions sont ap-
pelées “fonctions de bande”. Des considérations liées a la statistique de
Fermi-Dirac montrent que seuls les porteurs de charges d’énergie proche du
niveau de Fermi contribuent au transport de courant. Ainsi dans les cas les
plus simples une seule fonction de bande suffit, tandis qu’en général, il en
faudra un nombre fini, rarement supérieur a trois. Sachant que les champs
magnétiques créés en laboratoire sont toujours beaucoup trop faibles pour
produire des effets importants, Peierls proposa de décrire le mouvement
de l’électron en présence d'un champ magnétique uniforme au moyen de
Popérateur Hamiltonien H obtenu en substituant au quasi-moment k dans
la fonction de bande, I’opérateur K= (ﬁ - e/i.) /h, expression dans laquelle
P = —%6 représente 'opérateur d’impulsion, tandis que A représente le
potentiel vecteur magnétique rélié au champ magnétique B par r_o‘t(fi‘) =B.

La premiére justification de cette substitution fut I’objet d’un article de
Luttinger [LU] en 1950, qui adapta & ce probléme une méthode développée
par Slater pour traiter les impuretés dans un cristal. Cet article fut le
début d’une production abondante de travaux durant les années cinquante,
consacrés a la construction de Hamiltoniens effectifs plus ou moins réalistes
tenant compte de 'influence du champ magnétique. Parmi ces contribu-
tions, celle de Harper [HA], parue en 1955, propose un modele simplifié
susceptible de fournir une description qualitativement correcte du mouve-
ment des porteurs de charge. Sachant que seul le mouvement perpendi-
culaire au champ magnétique est affecté par ce dernier, Harper se restreint
3 un probléeme bidimensionnel dans lequel K= (K1,K3). En outre, il ne
retient dans la fonction de bande que les termes d’ordre les plus bas de

son développement de Fourier. Pour un cristal carré, il obtient donc le

Hamiltonien suivant:
(1) H = 2t{cos(K1) + cos(K2)}

ou t, appelé “transfert” ou “intégrale d’échange”, représente ’énergie necés-
saire & 1’électron pour son transfert d’un site a 'autre du cristal. Le point
remarquable, dans cette expression, est que cet opérateur, ainsi d’ailleurs

que tout autre modéle construit par cette méthode, ne dépend que des



(745) LE PAPILLON DE HOFSTADTER

“translations magnétiques” [ZA], & savoir les deux opérateurs unitaires U; =

eKi (i=1,2) qui satisfont aux relations de commutation:

(2) U1U; = 5™ U,U, a= L
Po
ou ¢g = ie‘- est le quantum du flux magnétique, h étant la constante de

Planck, et e la charge de l'électron. Ces relations sont les relations de
commutaion canoniques a condition de remplacer la constante de Planck
h par le flux normalisé 2ra. Or, pour un cristal réaliste comportant une
maille élémentaire de quelques A plongé dans un champ de quelques Teslas,
ce flux normalisé est de I'ordre de 10~ & 10~°. Nous travaillerons dans ce
cas dans le régime semi-classique avec une excellente approximation.

La justification mathématique de la substitution de Peierls a été ap-
portée par [BE1, HS0] qui ont pu montrer que les électrons d’énergie proche
du niveau de Fermi, sont décrits exactement par un Hamiltonien effectif
construit comme une matrice de dimension finie dont les coefficients sont des
séries convergentes de monomes dans les translations magnétiques. Ainsi,
le modéle de Harper ne constitue-t-il que I’ approximation & une bande la
plus simple du Hamiltonien effectif décrivant les électrons de conduction.

Le calcul du spectre du modéle de Harper a lui-méme une longue his-
toire. En effet, la présence du champ magnétique brise 'invariance par
translation, interdisant le recours au théoréme de Bloch pour son calcul.
Les méthodes semi-classiques furent utilisées dés la fin des années cinquante
pour décrire l'influence du réseau cristallin sur les niveaux de Landau.
Cependant, les physiciens avaient aussi remarqué que lorsque le flux nor-
malisé était un rationnel, le Hamiltonien redevenait périodique, si bien que
I’on pouvait utiliser la théorie de Bloch dans ce cas. Alors en approximant
a par un suite convenable de rationnels il devenait possible de calculer le
spectre avec une précision croissante. Ce programme fut mis en oeuvre pour
la. premiére fois par Chambers [CH] en 1965, mais il ne calcula le spectre
que pour un tout petit nombre de valeurs du flux estimant qu’il n’était pas
nécessaire d’aller plus loin, ratant ainsi ’aspect le plus spectaculaire de ce
probléme, a savoir le caractére fractal du spectre comme fonction du flux. Il
fallut attendre 1976, et la thése de Hofstadter [HO] pour en apercevoir pour

la premiére fois la structure (cf. Fig. 1)...en forme de papillon...fractal.
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Il est remarquable de constater que le modeéle de Harper ou ses dérivés
furent redécouverts et employés dans des situations physiques tres variées
par plusieurs autres physiciens. En 1978, Aubry [AU] l'utilisa pour décrire
la physique des chaines unidimensionnelles spontanément modulées par le
phénomeéne appelé “transition de Peierls”. Dans les années quatre-vingts
, & la suite de travaux dus & de Gennes [GE] et Alexander [AL] sur les
réseaux de supraconducteurs, Rammal et plusieurs de ses collaborateurs
montrerent théoriquement et expérimentalement que le modele de Harper
permettait de décrire la courbe de transition métal normal-supraconducteur
d’un réseau carré de fils supraconducteurs. En particulier la quantification
du flux aux valeurs rationnelles du quantum de flux fut mise en évidence
expérimentalement [PCR]. Ce modeéle fut aussi utilisé pour comprendre la
théorie de ’effet Hall quantique [TKN2] découvert en 1981 par von Klitzing
et al. [KL]. Enfin tout récemment, ce modele et ses dérivés sont devenus un
passage obligé pour comprendre la théorie de la supraconduction a haute
température dans les oxydes de cuivre supraconducteurs [RB1]. Le lecteur

intéressé pourra trouver quelques informations dans [BE2].

2. PROPRIETES ELEMENTAIRES DU MODELE DE HARPER

Dans ce paragraphe, nous considérons maintenant le modele de Harper

modifié comme suit:

(3) H(a,p)=Uy + U7 + u(Uz + U7 )

ot les opérateurs U; sont unitaires et satisfont a ’équation (2) avec a = ;g’—o,
et p un nombre réel. Ce modele sera désigné sous le nom de “Mathieu
discret” dans la suite. Celui de Harper correspond a 1 = 1. Rappelons que
le spectre d’un opérateur H est l'ensemble des nombres complexes z tels
que (z — H) n’admette pas d’inverse borné. Le spectre est un sous ensemble
fermé du plan complexe. Pour un opérateur quelconque (resp. autoadjoint,
unitaire), le spectre est contenu dans C (resp. dans R, dans le cercle
unité ) et nous conviendrons d’appeler “gap” les composantes connexes du

complémentaire du spectre dans C (resp. dans R, dans le cercle unité).

10
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Rappelons aussi qu’un ensemble de Cantor est un fermé nulle part dense
sans point isolé.
Les résultats suivants résument les propriétés les plus simples de ce

modele.

THEOREME 2.1(Dualité d’Aubry, cf. [AA, AU, BES]). Les spectres de
H(a,p) de pH(a, %), de H(a,—p) et de H(1 £+ a, p) sont égauz.

THEOREME 2.2 (¢f. [BES, vM, CEY)). Si a = B est rationnel et s1
pu # 0, le spectre de H(a,p) est formé de q bandes séparées par des gaps.
St q est tmpair, tous les gaps sont ouverts. Si q est pair, tous les gaps sauf

le gap central correspondant d l'énergie nulle, sont ouverts.

THEOREME 2.3 (¢f. [BES, vM, CEY)). Il eziste dans [0,1) un G5 dense
Q tel que st a € Q et st p # 0, le spectre de H(a,p) est un ensemble de
Cantor.

THEOREME 2.4 (Formule d’Aubry, cf. [AA, TH, AMS)). Si a est irra-
tionnel, et st p # 1 la mesure de Lebesgue de H(a,p) est égale d 4|1 — pl.

THEOREME 2.5 (cf. [SI]). Il existe p. > 0 tel que si pn > pe, le spectre

de H(a,p) est un ensemble de Cantor pour presque tout a.

3. ASPECTS ALGEBRIQUES

3.1. L’introduction des unitaires U; et U; dans le §1 permet de donner une
des- -cription de 'opérateur de Harper et de ses dérivés en termes purement
algébriques. En effet, un trés grand nombre de résultats concernant le
spectre comme ensemble ne dépendent que de la relation de commutation
(2), et pas du tout du modéle considéré. Cette remarque a été exploitée
dans [RB2, BE3] de fagon systématique.

Désignons par P, ’algébre complexe engendrée par deux unitaires U,

et U, satisfaisant aux relations de commutation (2). Si nous posons
(4) W(m) = U U eimemme,

1
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pour m = (my,my) € Z2, cette algébre est formée des polyndmes de la
forme

(5) a= Z amW(m),
meZ?

ol a,, € C seront appelés “coefficients de Fourier” de a et a,, = 0 sauf
pour un nombre fini de termes. Les coefficients de Fourier du produit ab

sont donnés par la formule
(6) (ab)m - Z Aot O e'nram'/\m ,
meZ2

ou l'on a posé m' Am = mim,; — mjm,, tandis que ceux de I’adjoint a* de

a sont donnés par:

(") (@)m =a=m .

L’opérateur identité est alors donné par la série de Fourier 1, = ;o
, tandis que les unitaires U; et U, sont donnés par les séries 6, (1,0) et
0m (0,1) respectivement.

La construction méme de P, montre que cette algebre est isomorphe
4 Pas1, ce qui nous permettra de restreindre 'ensemble des valeurs de a a
I'intervalle [0, 1].

Nous pourrons aussi voir a comme une variable, en considérant, pour
chaque compact I de R, I’algebre P(I) obtenue comme précédemment au
moyen des séries de Fourier finies dont les coefficients sont maintenant des
fonctions continues de la variable a sur I, et dont le produit et 1’adjoint
sont définis par les formules (6) et (7). Nous retrouvons l'algebre P, si
I ={a}.

11 existe alors un homomorphisme naturel 7, : P(I) — P, qui consiste
4 évaluer les coefficients de Fourier au point o.

Nous définissons une forme linéaire 7 par la formule:
(8) T(a) =agp,

qui prend ses valeurs dans ’espace C(I) des fonctions continues sur I. Cette

forme est une “trace”, c’est-a-dire qu’elle satisfait aux propriétés suivantes:

(9) r(a*a) >0, 7(ab) = 7(ba), a,be P(I).

12
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3.2. Une représentation 7 de P(I) est la donnée d’un espace de Hilbert
Hr et d’un homomorphisme noté = : P(I) — B(H,) tel que w(a*) =
m(a)*. Ici B(H,) désigne I'algebre des opérateurs bornés sur Hx). Nous
ne distinguerons pas entre deux représentations unitairement équivalentes.

Dans ce cas les classes d’équivalence unitaire forment un ensemble noté

Rep(P(I)). Une norme de C*-algébre est alors définie sur P(I) par:

(10) lall="_sup |Ix(a)].
wERep(P(I))

L’algebre A(I) est obtenue comme la complétion de P(I) par rapport a
cette norme. Il est alors facile de montrer que la trace, I’homomorphisme
Nla ainsi que toutes les représentations de P(I) se prolongent par continuité
de fagon unique a A(I) [BE3].

Une famille de représentations 7 est dite “fidéle” si I’intersection des
noyaux de chacun de ses éléments est réduit & zéro. Si la famille est réduite
a un élément 7, nous dirons que 7 est fidéle. L’intérét de telles familles

réside dans la propriété suivante:

LEMME 3.1 (¢f. [PED]). Soit {m,},cs, une famille fidéle de représenta-
tions de A(I) indezée par un ensemble S. Alors, pour tout a € A(I), le
spectre de a est la fermeture de la réunion sur S des spectres des opérateurs

me(a), d savorr :

(11) Sp(a) = | Sp(rs(a)).

s€S

De plus, la norme de a est donnée par:

(12) llall = sup ||zs(a)||.
. sES

Les représentations suivantes de A4, sont les plus utilisées.
(1)- La représentation de champ magnétique définie au §1, 7 o , agit
sur 'espace L%(R?) par les relations :

(13) TM,a(Us) = eFi | K= (35— —edi),

13
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ou e est la charge de ’électron, A = (A4;, A;) est le potentiel vecteur donné
par le champ magnétique B au moyen de la relation &) A, — 0,A; = B =
const., et ol § est une longueur représentant la période du réseau considéré.
Dans ce cas, « est le rapport du flux dans la cellule carrée de coté 6 et du
quantum de flux h/e (cf. éq. (2)). Cette représentation est fidele [BE3).

(ii)- mgns est définie sur lespace 1*(Z?) par les relations (ou ¢ €
?(2%)) :

(14) rans(Ui)p(m) = ei"ae‘Am¢(m -Ti), meZ?,

ot r;(i = 1,2) sont les deux vecteurs de la base canonique de Z?. mgns
aussi, est fidele. Le nom de GNS se rapporte & Guelfand-Naimark-Segal,
qui associerent & tout état sur une C*-algébre une représentation naturelle
[PED]. Dans notre cas, I’état considéré est la trace. En outre cette représen-
tation correspond a ce que les physiciens appellent “la représentation de
liaison forte”, dans laquelle les porteurs de charge sont considérés comme
des particules sur le réseau Z? au lieu de se mouvoir dans l’espace continu.

(iii)- La famille {7, ;= € R/Z} agit sur 'espace [>(Z) par (ol ¢ €

1*(2)) :
(15) Tae(U1)p(n) = p(n — 1), Tao(U2)p(n) = " ="p(n), n € Z,

En particulier, 'opérateur de Mathieu discret H(u) (cf. eq. (3)) agit dans

cette représentation comme suit:

(16) 7o,z (H(p))p(n) = p(n + 1) + p(n = 1) + 2p cos 2m(z — na)p(n) .

C’est sous cette forme que Harper [HA] avait donné initialement son équa-
tion dans le cas u = 1. Cette famille est fidéle pour tout a. De plus, si @
est irrationnel, chacune des représentations 7, , est fidele, ce qui n’est plus
vrai par contre, si « est rationnel.

(iv)- La représentation de Weyl mw,q est définie sur espace L*(R) au
moyen de (ou f € L*(R)) :

(17)  7mwa(U)f(2) = f(z + 21a), Tw,a(U2)f(z) = €*f(z), = € R.

14
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Cette représentation est fidéle. C’est en fait celle qu’utilisent les experts du
calcul pseudo-différentiel comme Helffer et Sjostrand.

Les représentations précédentes fournissent aussi des représentations
de A(I) en les composant avec ’homomorphisme 7,. Les familles obtenues
en faisant varier a dans I sont, dans chacun des cas, des familles fidéles de

représentations de A(I).

3.3. L’alg¢bre A, posséde une structure assez simple, qui la rend parti-
culierement intéressante & utiliser. Dans les cas ou « est irrationnel, nous

obtenons la :

PROPOSITION 3.2 (¢f. [BES]). Si a est un nombre irrationnel, l’alge-
bre A, est simple. En particulier, toute représentation de A, est fidéle.
Dans le cas pour lequel a@ = p/q € Q, o1 p et ¢ sont des entiers premiers

entre eux, nous obtenons la représentation suivante :

PROPOSITION 3.3 (¢f. [BES]). Sia = pf/q € Q, ot p et g sont des

entiers premiers entre euz, l'algébre A, est isomorphe d la sous-algébre

des fonctions continues définies sur le 2-tore T? = (R/Z)2 d valeurs dans
lespace des matrices complezes q X q, engendrée par les deuz fonctions
sutvantes

(18) Ui(k) = eFiu,, k= (ki, k) € T?, i=1,2,

ot les u; sont des matrices unitaires ¢ X q définies par

in2
(19) ul =1, U Uy = €2 Tugu; .

Nous pouvons choisir par exemple pour les u; les matrices suivantes:

o O
o o
O -
oo
(oo 2N )

(20a) wm=|. . ],

- O
o o
oo
(>3 o]
O -

15
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1 0 0. 0 0
0 e*™q 2'0.213_. 0 0
0 0 i 0 0

(200)  up = L _ ,
0 0 0 e

. 8-—122
62l1r <

o
o
[}

0

Cette représentation est particuliérement pratique pour le calcul numérique
du spectre d’un élement H de A,/,. En effet, H devient une fonction
de la variable k 3 valeurs matricielles. Pour chacune des valeurs de k, il
suffit donc de diagonaliser une matrice de dimension finie, ce que I'on peut
faire relativement aisément avec un ordinateur usuel. Chaque valeur propre
définit ainsi une fonction E,.(k) de k (r € [0,q — 1]), et le spectre s’obtient
en prenant la réunion de toutes ces valeurs possibles lorsque k varie dans
le 2-tore. En fait, I'image de ce tore par E, définit ce que I'on appelle une
“bande”, dont il suffit de connaitre les extrémités. Dans la plupart des cas
étudiés dans la littérature, cette remarque permet de réduire le calcul a
la diagonalisation d’un nombre relativement petit de matrices. C’est par

exemple le cas pour le modéle de Harper sur un triangle (cf. Fig. 2).

3.4. Il est remarquable de constater, au vu des figures 1 & 2 montrant
des spectres obtenus pour des valeurs rationnelles de a par la méthode
précédente, que lorsque a varie, ceux-ci prennent une forme fractale qui
laisse & penser que dans le cas irrationnel, il s’agirait d’ensembles de Can-
tor. Cependant pour que cette conclusion soit correcte, il est nécessaire de
s’assurer que le cas irrationnel est bien approximé par les cas rationnels.
L’approche algébrique permet en effet de montrer que le spectre d’un élé-

ment de A(I) est continu par rapport a a :

PROPOSITION 3.4 (cf. [BES]). Si H est un élément normal de A(I)
(i.e. HH* = H*H), les bords des gaps du spectre de no(H) sont des

fonctions continues de o.

Nous verrons dans les paragraphes suivants que ’étude du spectre pour

des valeurs de a proches de zéro est possible par une analyse semi-classique.

16
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Comme l’avait remarqué dés 1981 Sokoloff [SO], il est possible d’en déduire
la forme du spectre au voisinage de n’importe quel rationnel. En effet,
I'utilisation de la substitution de Peierls, d’'une part et de la représentation
de ’algebre, dans le cas rationnel par des matrices dépendant de k € T?

conduit a la représentation suivante de A,/g4q :

PROPOSITION 3.5 (¢f. [BES]). L’algébre Apjqia est isomorphe d la

sous-algebre de A, @ My engendrée par les éléments

A~

(21) U =U; ® ui, i=1,2.

Ce dernier résultat permet donc de réaliser une analyse semi-classique au
voisinage des rationnels, le prix a payer étant cependant d’avoir a travailler

avec des opérateurs matriciels.

4. ANALYSE SEMI-CLASSIQUE
4.1. Le Groupe de Renormalisation, selon Wilkinson

Dans sa thése [WI] Wilkinson a développé de facon systématique une
méthode fondée sur I’analyse semi-classique, qui permet de comprendre
pourquoi le spectre de Hofstadter se reproduit a toute échelle. Nous re-
marquons en effet que la relation de commutation (2) n’est autre qu’un
cas particulier des relations de Weyl, a condition de remplacer la constante
de Planck h par 27a. Ainsi la limite @ — 0 n’est-elle autre que la limite
semi-classique. Examinons tout d’abord la situation dans laquelle a est
petit.

Suivant alors la méthode de Bohr & Sommerfeld, nous considérerons
d’abord le probleme classique associé. Pour cela, soit I un intervalle de
la forme [0,¢] et soit H € A(I) un élément auto-adjoint. Pour simpli-
fier I’étude nous supposerons que la série de Fourier de H décroit aussi
rapidement qu’il sera nécessaire, et que les coefficients de Fourier sont des

fonctions de a aussi réguliéres qu’il sera nécessaire. Nous associons & H la

17
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fonction de Hamilton classique H définie sur le 2-tore T? par:

(22) H(k)= Y Hpe*™,

meZ2

ou les composantes de k seront désignées par k = (z,§) pour se conformer
aux notations de Hormander utilisées en analyse micro-locale, tandis que
k.m = zmy + £ém, désigne le produit scalaire. Nous obtenons donc un
probléme de Mécanique Classique a un seul degré de liberté. L’espace des
phases est ici R2, mais la périodicité de H par rapport aux deux varia-
bles (z,£) permet de ramener I’étude a une seule cellule de période. Par
conséquent, les orbites classiques dans l'espace des phases sont les com-
posantes connexes des courbes de niveau de ‘H qui forment des ensembles
invariants par les translations multiples entieres de 27. Dans le cas du
modéele de Harper (avec g = 1 par conséquent), H(z,£) = cosz + cos€ et
les courbes de niveau sont de deux sortes (cf. Fig.3) :

(i)- Les orbites homotopes a un cercle centré sur un translaté de (0,0)
ou de (m, 7). Ces orbites entourent donc un maximum ou un minimum
respectivement.

(i1)- Les séparatrices, & savoir les droites de la forme z £ { = m(mod.2).
Ces droites se croisent aux points de selle de H, situés en (0,7) et (,0)
(mod.2m). Les orbites sont alors les différents segments reliant deux points
de selle voisins sur 'une de ces droites.

Remarquons que cette structure ne change pas a homotopie pres si ’on
considére un élément H; proche de H, a condition que les symétries de H
soient préservées, a savoir par exemple, la symétrie de rotation de 7 dans
I’espace des phases. Pour un autre modeéle la structure des orbites peut
devenir plus compliquée. Nous ne nous en occuperons pas ici.

La quantification de Bohr-Sommerfeld consiste a ne retenir que les

orbites de la forme I satisfaisant a la formule :
1
(23) f éde = (n+ £)27a.
r 2

La valeur de H sur une telle orbite dépend de n et sera notée E, qui sera

désignée sous le nom d’énergie propre. Elle ne dépend pas de la composante
g g p
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connexe considérée, en raison de l'invariance par translation. Ces valeurs
sont alors les valeurs propres de 'opérateur H a l’ordre le plus bas en
puissances de a. La méthode WKB usuelle permet alors de calculer un
développement asymptotique de ces valeurs propres en puissances de a, ce
qui permet de les connaitre modulo O(a®).

Un cas particulier intéressant concerne les orbites proches des maxima ou
des minima (fonds de puits). Elles sont en effet presque des cercles, ce
qui permet de calculer explicitement le développement des énergies propres

sous la forme

(24)  En = H(ko) T 27a(n + %), [ det 8,0, H(ko) + O(a?),

ou le choix du signe F est + pour un minimum et — pour un maximum,
tandis que kg désigne la position de I’extremum considéré, et n est un entier,
le nombre quantique.

Dans la représentation de Weyl, chacune de ces orbites donne lieu & une
fonction propre ¢, ,, dans L?(R), ot m € Z? numérote le centre de la cellule
de période dans laquelle se trouve l'orbite considérée, si bien que chaque
valeur propre E,, est infiniment dégénérée. Cette fonction propre approchée

peut aussi étre calculée par la méthode WKB. En raison de ’effet tunnel,

. L L a _ lm=m’|
l'intégrale de recouvrement (¢, m|®n.m') décroit comme e~ "%t = si
) ) I

bien que la famille {¢, m;m € Z?} est orthonormale modulo une erreur
exponentiellement petite en a.

En raison méme de l'effet tunnel entre les orbites de méme énergie
situées dans différentes cellules de période, la dégénéresence de la valeur
propre E, sera levée, ce qui va donner lieu a une bande B,, dont la largeur
est de l'ordre de la perturbation créée par cet effet tunnel, donc expo-
nentiellement petite en a. Chacune de ces bandes permet de définir un

projecteur spectral de H par la formule de Cauchy :

1 dz
(25) Hn=§i—7Ff;(7:—I;_)'v

expression dans laquelle C désigne un cercle dans le plan complexe, centré
sur E, de rayon suffisamment grand pour entourer la bande B, et suffisam-

ment petit pour exclure les autres bandes ainsi calculées. Ce projecteur
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peut étre calculé modulo une erreur exponentiellement petite en @ comme
le projecteur sur ’espace engendré par la famille {¢, ,;m € Z?}. Il s’ensuit
que l'on peut aussi calculer la restriction de H a cette bande en considérant
la matrice de H dans la base {¢, m;m € Z%}. Supposant que nous sommes
capables en outre, de controler les erreurs commises a chaque étape de ce
raisonnement, nous obtenons une description de chaque bande ainsi définie
par un opérateur effectif H, donné par une matrice infinie indexée par les
points du réseau Z? numérotant les différentes cellules de période.

Une des remarques essentielles de Wilkinson consiste & montrer que

cette matrice est de la forme :
(26) Hn;m,m’ = E‘n(a)ém,m’ + C(a)eiwa,m/\m,ﬁn;m’—m )

ot E,(a) = E, + O(a?), @' est la partie fractionnaire de 1, C(a) est une
constante exponentiellement petite en a, et H,, est une suite décroissant
exponentiellement vite par rapport a 2. Nous reconnaissons la I’expression
de la matrice d’un élément H de P’algébre A, dans la représentation GNS.
De plus, le Hamiltonien de sous-bande hérite des mémes symétries que H, et
si a est petit, on peut approximer H, modulo une erreur exponentiellement
petite en a, par les éléments de matrices correspondant aux plus proche
voisins, si bien qu’a cette approximation, H est de nouveau égal au modéle

de Harper. Ainsi le Hamiltonien de chacune des sous-bandes ainsi calculées

est-il donné par:

__const.

(27 Ho=H(d,p=1)+0(e "= ),

montrant que le spectre de H dans la sous-bande se calcule comme celui
de H a condition de “renormaliser” les parametres de transfert (ici la cons-
tante C(a)) et le flux normalisé a, et de modifier cet opérateur par une
perturbation exponentiellement petite en a.

Comme nous l'avions indiqué dans les précédents paragraphes, il est
possible de généraliser cette stratégie a I’analyse du spectre pres d’un ra-
tionnel p/q . Pour cela, la constante de Planck effective est maintenant
égale a la différence § = a — p/q, et le Hamiltonien classique associé est

maintenant une fonction de H(z,§) a valeurs dans I’espace des matrices
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¢ x q. Dans le cas du modé¢le de Harper, cette matrice est tridiagonale,
ce qui rend sa diagonalisation familiére a n’importe quel physicien. Les
valeurs propres ¢;(z,€) de cette matrice, a savoir les fonctions de bandes,
vont alors jouer un réle analogue a celui de la fonction de Hamilton clas-
sique précédente. En particulier, les “fonds de puits” pour ces fonctions,
correspondent aux bords de la bande en question. Il faut cependant ajouter
une correction dite de “courbure”, car les vecteurs propres de cette matrice
définissent un fibré en droite périodique au dessus de ’espace des phases,
ou, si ’on préfére, un fibré au dessus du 2-tore. Ce fibré est en général non
trivial, et ses classes de Chern ont pu étre reliées a la quantification de la
conductivité Hall [TKN2]. Ce calcul conduit a un développement explicite
des énergies propres prés des bords de bandes, analogue a la formule (24)

sous la forme [BE1, BE2, BE3,HS3,RB2):

Ein = ei(ko) F 27l — 2|(n + -;-) det 9:0;e:(ko ) + o2m(a — B)
(28) q 7
+0((a=2)")

ou le choix du signe F est + pour un minimum et — pour un maximum,
tandis que ko désigne la position de l’extremum considéré, que n est un

nombre quantique, et que o désigne I’expression suivante
(29) o= tr('P,-(ko){a,'P,-(ko)aeH(ko) — 8¢ Pi(ko)0;H(ko)}) ,

ou Pi(z, ) désigne le projecteur spectral associé a la valeur propre e;(z, §)
de la matrice H(z,£). Cette formule, appelée “formule de Wilkinson-
Rammal” a été démontrée et généralisée dans [BE1, BE2, HS2,RB2| au

cas d’un Hamiltonien quelconque dans ’algébre A(I).
4.2. La contribution d’Helffer et Sjostrand

Les arguments de Wilkinson précédemment exposés forment 1’armature
de la stratégie de Helffer et Sjostrand pour une preuve mathématiquement
rigoureuse. Deux difficultés sont néanmoins passées sous silence dans cette

argumentation: la premiére concerne le contréle des erreurs en terme de
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la constante de Planck effective, la seconde concerne le calcul du spectre

au voisinage des séparatrices. La contribution d’Helffer et Sjostrand est

d’avoir comblé ces deux lacunes.

L’analyse microlocale est un outil mathématique qui permet de résoudre
la premiére difficulté. Et c’est 1a un apport méthodologique essentiel de la
contribution de Helffer et de Sjéstrand. Dans leur premier travail [HS1], ils

examinent le cas a petit. Leur second article [HS2] concerne ’analyse pres

d’un rationnel.

La seconde difficulté est en fait rédibitoire. En effet divers travaux
numeériques ont permis de se rendre compte que ’essentiel du spectre est
concentré au voisinage de ’énergie nulle, énergie qui correspond précisément
aux orbites classiques proches de la séparatrice. Dans leurs deux premiers
articles sur le papillon de Hofstadter [HS1, HS2|, Helffer et Sjostrand avaient
évité la discussion de ce point délicat. C’est dans leur troiséme article [HS3]
qu'’ils fournissent une solution a ce probléme, s’inspirant en cela d’un travail
ancien d’Azbel [AZ)]. Ce résultat est sans doute la partie la plus originale, y
compris par rapport aux travaux numériques ou théoriques des physiciens.
En effet, 'analyse WKB pres des séparatrices avait échappé jusqu’alors a
la plupart des travaux antérieurs. Méme les résultats d’Azbel ne sont pas

exempts d’imprécisions sur ce point.

Pour résumer, donnons les résultats les plus importants auxquels on
aboutit par cette méthode:

THEOREME 4.1 (c¢f. [HSS]). Il exziste un entier C > 1 tel que si
o est un irrationnel admettant une décomposition en fraction continue
[@1,a2,+,an, -] pour laguelle a, > C,¥n > 1, le spectre de H(a,p =1)

est un ensemble de Cantor de mesure nulle.

Ce théoreéme ne fournit pas la totalité des résultats. En effet, on peut
aussi extraire de ce travail de nombreuses autres informations quant a la
structure du spectre. C’est ainsi que la décomposition en fraction continue
de a permet de définir une hiérarchie entre les bandes comme suit: étant
donné une bande au voisinage d’une valeur propre approchée du type Bohr-

Sommerfeld, on peut lui associer un opérateur renormalisé qui est soit du
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type “Harper perturbé prés de a@ = 07, soit du type “Harper perturbé pres
de a = 1/2” et dans lequel il faut changer a en o' = {1/a} (ici {z} désigne
la partie fractionnaire de z). Cet opérateur posséde le méme spectre que le
Hamiltonien précédent sur cette bande. On peut donc décrire la hiérarchie
complétement en itérant cette régle. Par ailleurs, chaque sous-bande de
Bohr-Sommerfeld est séparée de ses voisines par une distance d’ordre O(a).

Notons cependant que ce probléeme est exemplaire en ceci qu’il permet
de bien cerner les limites de la méthode. En effet, les erreurs ne sont jamais
controlées que par des expressions implicites dont on ne connait que le
comportement asymptotique a petite constante de Planck. Pour pouvoir
conclure, il est nécessaire de supposer que cette constante est “suffisamment
petite”. Or la stratégie du groupe de renormalisation est récursive, en
particulier, en passant d’une étape de la récurrence a la suivante, le flux
renormalisé a change en o' = {1/a}, expression dans laquelle {z} désigne
la partie fractionnaire de z. Si l'on itére cette relation, on engendre le

développement en fraction continue de a, a savoir:

(30) a=
a +
as +

1
an + ...

Sachant qu’a chaque étape il est nécessaire du supposer que a est “suffisam-
ment petit” pour pouvoir passer a I’étape suivante, ceci revient & prouver

le résultat désiré pour des a dont la fraction continue satisfait a:
(31) ic >0, a, > C, VYn>1.

Or, si C > 1, cette condition restreint ’ensemble des valeurs de o pour
lesquelles le résultat s’applique & un ensemble de mesure de Lebesgue nulle!
De plus, sont exclus de ce résultat la plupart des nombres auxquels se sont
intéressés les physiciens, comme par exemple le nombre d’or. En d’autre
termes, I’analyse micro-locale fournit certainement une approche qualita-
tivement correcte et puissante, mais elle ne permet pas encore de fournir

un résultat quantitativement optimal.
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Parmi les conséquences de cette analyse, deux effets spectaculaires
décrits soit dans les articles originaux [HS3], soit dans des articles ultérieurs
[GH] permettent d’en illustrer la puissance prédictive. Le premier est
la résolution d’un paradoxe issu d’une part du théoréme 2.2, et d’autre
part de la prédiction de Wilkinson selon laquelle le Hamiltonien effectif
décrivant chaque sous bande est & nouveau celui de Harper. En effet,
le théoreme 2.2 prédit que si a est rationnel, tous les gaps sont ouverts
sauf le gap central a énergie nulle. Soit donc p/q un rationnel de frac-
tion continue [a;,as,...,a,), et désignons par p’/q’ un rationnel proche, de
fraction continue [a;, as,...,a,,2b], o0 b > 1. Considérons une bande B
qui ne contienne pas I’énergie nulle dans le spectre du modéle de Harper
correspondant & a = p/q, et soit B(a) la bande obtenue par déformation
de B lorsque a varie dans un petit voisinage de p/q. Le flux normalisé
correspondant, apparaissant dans le Hamiltonien effectif, est égal au ré el
positif o' tel que a = [ay,as,...,a, + a']. Ainsi pour le nombre p'/q' nous
obtenons o' = 1/2b. B' = B(p'/q') se décompose donc en 2b sous-bandes
disjointes en vertu du théoréeme 2.2. Comme ce nombre est rationnel avec
un dénominateur pair, le gap central existe et est ouvert. D’autre part si
le Hamiltonien effectif était exactement égal & celui de Harper, en vertu
du méme théoréme, le gap central de cette sous bande devrait étre fermé.
La solution de ce paradoxe apparent se trouve dans le fait que le Hamil-
tonien effectif sur B’ differe du modeéle de Harper par une perturbation
exponentiellement petite en a'. Ainsi, bien que le gap central soit ouvert,
sa largeur est d’ordre O(e™°°"**2%) | (C’est bien en effet ce que révele le
calcul numérique illustré par la Fig.4 (cf.[GH]). Notons cependant que El-
liott et al. [CEY] ont prouvé, par la méthode algébrique, que la largeur
de chaque gap, dans le cas a = p/q est minorée par C.879 ou C est une

constante numérique explicite.

L’autre effet concerne le gap central. Du fait du théoréme 2.2, le gap
central pour a = p/q lorsque g est pair, est fermé. Ceci signifie que deux
bandes alors se touchent, et une analyse plus détaillée montre que ce contact
se fait, dans le modele de Harper, en un seul point de la cellule de période, et
que ce point est conique. L’analyse semi-classique nécessite de tenir compte

de cette dégénerescence accidentelle, en traitant un probléme de matrices
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2 x 2. 1l s’avére que la forme normale de cette matrice est un opérateur de
Dirac dont les valeurs propres sont explicitement calculables (cf. [HS2] et

aussi [RB2]). Les niveaux d’énergie correspondants sont alors de ’ordre de

v/|a = p/q| ce que l'on peut voir sur la Fig.1.

5. CONSTRUCTION DU HAMILTONIEN RENORMALISE
5.1. Probléme a un puits

La premiére étape de ’analyse consiste & isoler chaque puits. Nous
considérons par exemple le cas d’un maximum, celui d’'un minimum se
traitant de facon analogue.

Rappelons que si f(z,£) est une fonction réguliére bornée sur R?, on

définit un opérateur f sur L2(R) par la quantification de Weyl comme suit:

IS d T if(z—y
6 fue)= [ FEAEL O, ver®m).

Par ailleurs nous définirons le quantifié gaussien f par la formule:

(33a)  (f)() = /R F(z vyb(w)dy, b € I(R),

ou

. 1 dz'd¢ _
) fewn=o [ e

_(z=2")?4(y—y")2? ig(z—-y)
2 [ 2ra

Le quantifié gaussien d’'une fonction positive f est un opérateur positif
microlocalisé dans le support de f.

Soit alors E > 0 I’énergie au voisinage de laquelle nous cherchons &
calculer le spectre, et soit € > 0 tel que E — 2¢ > 0. Soit aussi m €
Z? T'index numérotant le puits considéré. On désigne par x une fonction
réguliere de (z,¢) s’annulant si (z,£) ¢ [-7,7)? ou si (z,£) € [—m,7]?
et H(z,€) < E — 2¢, valant 1 sur ensemble des points (z,¢) € [, ]2
pour lesquels H(z,£) > E — e et telle que 0 < x(z,¢) < 1. On pose alors

Xm(z,€) = x(z—2mm;,£—2mm;). L'opérateur X, désigne alors le quantifié
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gaussien de xn. Remarquons que les opérateurs unitaires T(m) (m € Z?)
donnés par:

(34) T(m)p(z) = eima(z=275) [a Y(z — 2mmy),

satisfont T(m)xoT(m)™! = ¥m et commutent aux opérateurs U; , i = 1,2
dans la représentation de Weyl. Ils quantifient par conséquent les transla-
tions correspondant aux multiples entiers de 2.

Cette construction nous conduit a définir le Hamiltonien de puits Hp,
par la formule:

(35) Ho=H-(E-¢) Y xm

m’;m'#m

Cet opérateur possede une symbole inférieur & E—e sauf précisément dans le
puits m. De plus, grace a la quantification gaussienne de x, Hpn, < (E — €)1
modulo un opérateur compact. Ainsi, la partie du spectre de H,, contenue
dans l'intervalle [E — £, E + £] est-elle formée d’un nombre fini de valeurs
propres de multiplicité finie. Une maniére de calculer ces valeurs propres
consiste a utiliser ’approximation WKB, mais pour montrer que 1’on ob-
tient ainsi tout le spectre dans la région considérée, Helffer et Robert [HR]
ont été amenés a construire, en utilisant les techniques du calcul symbo-
lique, une fonction f(E, a) telle que, dans lintervalle [E— £, E+ 5], et pour
a suffisamment petit, 'opérateur f(Hp,,a) ait méme spectre que le Hamil-
tonien de l'oscillateur harmonique. Notons qu’un résultat analogue a été
trouvé par [BV] dans le cadre du formalisme algébrique, ot ’on construit
perturbativement, mais de fagon uniforme par rapport & a, un unitaire qui
conjugue les deux opérateurs. Notons aussi que ceci est génériquement faux
si le nombre de degrés de liberté n’est pas égal & un. L’avantage de cette
méthode, est qu’elle fournit une construction explicite des quasi-modes cor-

respondants, au moyen des vecteurs propres de l’oscillateur harmonique.

5.2. Traitement de D’effet tunnel entre puits

La technique de “comblement des puits” précédemment exposée, avait

été auparavant développée pour traiter l'effet tunnel dans ’equation de
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Schrodinger H = P%/2+ V ol V est un potentiel & deux puits dégénérés
que nous indexerons par +. Dans ce dernier cas, ’effet tunnel produit des
niveaux d’énergie de la forme E, + = E,+AE, ou E, est I’energie que nous
trouverions si les deux puits etaient découplés, tandis que AE ~ e~5/% o1 §
est ’action tunnel entre les deux orbites classiques d’énergie E,,. Les fonc-
tions propres des deux Hamiltoniens Hy que I'on construit en comblant les
puits, correspondant aux valeurs propres situées dans l'intervalle d’énergie
considéré, sont égales dans chaque puits, a celles de H, modulo une erreur
d’ordre O(e~%*) ot d ~ S est “la distance d’Agmon” entre les orbites
d’énergie E + O(¢€) de deux puits voisins (la distance d’Agmon est définie
par la métrique ds? = \/(W—E)T.dwz). Le calcul de I’écart entre les
deux sous-niveaux crées par effet tunnel, ne requiert la connaissance précise
des fonctions propres qu’a mi-chemin entre les deux puits, c’est-a-dire en
un point ou la distance d’Agmon est d/2. Le calcul de cet écart au moyen
des fonction propres des Hamiltoniens H; & H_ fournit par conséquent
le résultat exact, modulo une erreur O(e~2%/ @). Ainsi, par cette méthode,
nous sommes sir de trouver correctement le terme dominant de ’écart

d’énergie di a leffet tunnel.

Il s’avere que dans le cas d’'un Hamiltonien proche de celui de Harper,
on peut généraliser la notion de distance d’Agmon dans ’espace des phases.
C’est 1a un point technique & mettre & actif du travail d’Helffer et Sjéstrand
[HS1]. Nous savons donc, par cette méthode, que chaque puits m fournit
des fonctions propres approchées ¢n m, correspondant a des valeurs propres
E, € [E~3%, E+ %] indépendantes de m en raison de I'invariance de H par
les translations multiples de 2. De plus nous savons que la distance entre
ces valeurs propres est O(a) et que le spectre de H ne différe de cet ensemble
de valeurs propres que par une erreur d’ordre O(e~%/®) due & l’effet tunnel
entre les puits, ou d est la distance d’Agmon entre deux puits voisins. En
outre, les produits scalaires (¢n,m|¢n,m’) sont dominés par O(e~4(mm")/ )
si d(m, m') est la distance d’Agmon entre les puits m et m'. Pour chaque
n, la famille {¢n m; m € Z?} est donc presque orthonormale. Le procédé
de Schmidt permet alors de former une base orthonormale {#n,m; m € Z%}
a partir de cette famille, qui ne différe de la précédente que par une erreur

exponentiellement petite en a.

27



J. BELLISSARD

On peut alors construire un nouvel opérateur H »(E), dépendant analy-
tiquement de E dans un voisinage O(a) de E,, agissant dans le sous-espace
engendré par cette famille, et tel que le spectre de H dans ce voisinage soit
donné par ’ensemble des E' telles que E' € S p(H,(E'")). Pour cela, Helffer
et Sjostrand utilisent la “méthode de Grusin” qui consiste & considérer le
nouveau probléme suivant:
sur Pespace L?(R) @ I%(Z?), on considére 'opérateur H donné par ’expres-
sion :

(36a) A= (HR'_E IE*),
ot
(36b) R_¢m = (Pn,ml¥), Y € L*(R),
et
(36¢) Riu= Y unPnm.
meZ?

Si I'inverse de H est désigné par:

(37) B = (3— QQ—++) ’

alors H — E admet un inverse borné si et seulement si Q_ possede la méme
propriété, et nous obtenons dans ce cas:
(38)

(H-BE)' =Q-Q+(Q-+)'@-, (@-+)' =—Ry(H—-E)"'R_.

Le Hamiltonien effectif est donc donné par la matrice infinie Q_,. Comme
dans le raisonnement de Wilkinson, ’analyse des symétries montre que cette
matrice peut étre vue comme la matrice d’un élément H, gy »(FE) de I’algeébre
Ay dans la représentation GNS, auquel nous associerons son représentant
H,(FE) dans la représentation de Weyl, de facon a pouvoir réutiliser le calcul

symbolique a I’étape suivante.
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Comme nous ’avions déja indiqué, la technique de “comblement des
puits” nous permet de connaitre avec précision le terme dominant de 'effet
tunnel, qui consiste & ne retenir que les termes de plus proches voisins
dans la matrice Q_, lesquels s’écrivent alors comme dans la formule (26)
et conduisent donc & un nouvel Hamiltonien de Harper dont on aurait
simplement renormalisé le parametre de transfert ¢, donné par I’effet tunnel
dominant. Ainsi t = O(e™5/®), o § est ici une action tunnel. Les autres
termes sont des corrections exponentiellement petites en a relativement a

ce terme dominant.

5.3. Traitement de la bande centrale

La construction précédente est valide tant que les orbites classiques
ne sont pas trop proches de la séparatrice. Si nous nous contentions de
n’examiner le spectre que dans les régions d’énergie éloignées de la bande
centrale, le schéma de renormalisation nous obligerait & exclure a chaque
étape un petit intervalle au centre de chaque sous-bande. Les sous-bandes
dans cette partie du spectre sont de taille exponentiellement petite en a, ce
qui, par récurrence implique que ce sous ensemble spectral est de dimension
fractale nulle. Or les calculs numériques indiquent que la dimension fractale
du spectre devrait étre égale & 1/2. C’est donc que l’essentiel de la densité
spectrale est concentrée précisément dans la région ainsi exclue. Il est donc

indispensable de comprendre ce qui s’y passe.

Pour y parvenir, Helffer et Sjostrand construisent comme précédem-
ment des quasi-modes micro-localisés prés des séparatrices. Il faut pour cela
conjuguer le Hamiltonien H (au moins au sens du calcul symbolique) a la
forme normale dans un voisinage des points de selle. Cette forme normale
peut étre prise soit sous la forme £2 — z? soit sous la forme z¢ au niveau

des symboles. C’est ce qu’indique le lemme ci-dessous, dans lequel A est un

I}

parametre petit qui joue le role de la constante de Planck, et D = —iz

Lemme 5.1 (cf. [HS8]). Soit H(z,hD,h) un opérateur pseudo-différentiel
formellement analytique, formellement autoadjoint et d’ordre 0. Supposons

que son symbole principal H admette un point de selle non dégénéré en
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(0,0)tel que H(0,0) = 0. Alors il eziste un symbole analytique réel F(t,h) ~
Yo fi(t)hI défini pout |t| petit, ainsi qu’un opérateur Fourier intégral an-
alytique et formellement unitaire U provenant d’une transformation canon-

ique classique définie dans un voisinage de (0,0) et transformant ce point

en lui méme, tels que

(39) U*F(H,h)U = Hy = %(th + hDz).

L’équation (Hy — a)u = 0 posséde quatre solutions particuliéres don-
nées par ux(z) = O(xz)|z| 3 | ot © est la fonction qui s’annule sur
les réels négatifs et vaut 1 sur les réels positifs, ainsi que les transformées
de Fourier vy de uy. Toute solution est alors combinaison linéaire soit des
u4 soit des vy et il existe par conséquent une matrice de “monodromie”
permettant de passer d’une représentation a 1’autre.

Revenant a 'opérateur H que nous étudions, et qui est égal au modele
de Harper modulo une erreur exponentiellement petite en «, l'invariance
par rotation de 5 de son symbole impose automatiquement que les points
de selle soient situés en (0,7) ou en (7,0) (modulo 27). En chacun de
ces points, arrivent donc deux morceaux de séparatrices correspondant a la
variété stable du flot hamiltonien engendré par le symbole ‘H de H, et deux
autres morceaux correspondant a la variété instable. Les deux premiers
sont associés aux solutions uy les autres a vy de ’équation (H — E)y =0
obtenues au moyen du Lemme 5.1 et du résultat précédent. Notons au
passage que ces quatre solutions se déduisent les unes des autres par une
rotation de 7 dans l'espace des phases. Soit alors x € C§° égale a 1 dans
un voisinage du point de selle (0, 7), et s’annulant dans le complémentaire
du disque de rayon 3v/27 /4 centré sur ce point. On peut alors normaliser
les solutions de sorte que (i[H, X]u4|ut) = 1, ce qui permet d’introduire
la fonction f = i[H, X]u4 ainsi que la famille f, ; obtenues en pivotant f
de j7/2 (ce qui se fait en utlisant la transformation de Fourier) puis en la
translatant de 2rm (au moyen des opérateurs T(m) définis par la formule
(34)) dans I’espace des phases.

On considére alors le probléme de Grusin associé aux opérateurs Ry
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avec Ry : L*(R) — 12(Z? x {1,3}) défini par:
(40a)  RiYm; = (fm;l¥), meZ?,je{,3}, ¢el’(R),

et R_:I2(Z? x {2,4}) — L*(R) donné par:

(400) Rou= Y tmjfmj, u€l(Z®x{2,4}),
Z2x{2,4}

qui fournira une matrice 2 x 2 d’opérateurs effectif H; ;»,5 € {1,3},5' €
{2,4}. Comme précédemment, nous pouvons alors interpréter cette matrice
d’opérateurs comme représentant un élément de l’algébre Ay ® My(C)
dans la représentation GNS, permettant, en revenant a la représentation
de Weyl, de définir 'opérateur renormalisé comme une matrice 2 x 2 dont
les coefficients sont des opérateurs pseudo-différentiels provenant de notre
algebre.

De méme qu’auparavant les termes qui ne correspondent pas aux plus
proches voisins seront exponentiellement petit relativement aux autres, si
bien que nous obtenons ici un Hamiltonien effectif sous forme d’une petite
perturbation des termes de plus proches voisins.

Il nous reste donc a connaitre la forme canonique prise par un tel
opérateur. Notons que le symbole H.s; est maintenant une fonction sur
I’espace des phases a valeurs dans ’espace des matrices 2 x 2. On se raméne
donc a -une situation analogue au cas de l’analyse semi-classique au voisi-
nage d’un rationnel. Deux possibilités se présentent selon que les deux
fonctions de bande de cette matrice ont des images disjointes ou non. Dans
le premier, on se rameéne a deux Hamiltoniens proches de celui de Harper,
dans l'algebre Aqs. Dans 'autre cas, les symétries du probléme et le fait
que le Hamiltonien initial soit proche du modeéle de Harper, implique que les
deux bandes se touchent selon un point conique. On peut alors se ramener
au cas du modele de Harper prés de a = 1/2.

Nous voyons donc que si I'on veut fermer la récurrence, il faut traiter
aussi le cas pour lequel le Hamiltonien initial H est lui méme une ma-
trice 2 x 2 dont le symbole posséde deux fonctions de bandes se rejoignant

en un point conique. C’est ce que Helffer et Sjostrand appellent “le cas
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complétement dégénéré”. L’étude dans ce cas impose un peu plus de com-
binatoire, mais son traitement n’apporte pas de difficultés nouvelles autres

que des questions techniques que nous nous abstiendrons d’aborder ici.

Nous n'’irons pas plus loin sur les détails de la stratégie, mais on peut

se convaincre que le passage d’une étape du groupe de renormalisation a la

suivante ne nécessite ’analyse que d’un nombre fini petit de cas typiques.
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zone élargie (Fig. 4.c)

. o0 e | Heve
Frann e g 1

et | TN
Vi i l MR
AR i i
L i i |
el | [T LT
e lintttie
e I e e
0 P i v o '

i By o7 3/10
Fig. 4.b
L l.?:-l ""'lI !
Fig. 4.c
] ! B
IR o
1/4 — 2/7 3/10 —

— Spectrum for a near 1/(3 + 1/2), upper zoom, g = 1, partial sequence
a=1/(3+1/(2+1/q)).

39



Asterisque

PIERRE CARTIER

Démonstration « automatique » d’identités et
fonctions hypergéométriques

Astérisque, tome 206 (1992), Séminaire Bourbaki, exp. n® 746, p. 41-91
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1991-1992_ 34 41_0>

© Société mathématique de France, 1992, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1991-1992__34__41_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI novembre 1991
44eme année, 1991-92, n°746

DEMONSTRATION “AUTOMATIQUE”
D’IDENTITES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
[d’aprés D. Zeilberger]

par Pierre Cartier

INTRODUCTION

Considérons la sélection suivante d’identités entre coefficients bino-

miaux*

o m(p)=r s (}) o

CIN o (,\) = (2) S(-1)k (2,2‘)’ = (-1)" (“)

9, 3 Q. 5
(3) Y (-1)* (ZL’ ) = (=1)" (3"') (2") (Dixon 1890).

n n
Les deux premieres sont hanales, et résultent par spécialisation de la

formule du bindome

(4) (r+y)" = (:) akynh,

k=0

n

. . . [
Compte tenu de la loi de symétrie ( ]‘.) = <n I

), les deux formules (2)

s'obtiennent en comparant les coefficients de monomes convenables dans les

deux identités

(.’L‘ + y)"(.v + ;l/)”' — (.’L‘ + !/)2n‘ (.I' + y)zu(m _ y)?.n = (x?. _ y2)2n'

. n . .
* Avec les conventions usuelles, on a ( ) =0sin >0etsikn’est pas

k
compris entre 0 et n. Toutes les séries écrites n’ont donc qu’un nombre fini

de termes non nuls, et il est inutile d’écrire les bornes précises de sommation.

S.M.F.
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L’identité (3) de Dixon résiste a ce genre de méthodes : il n’y a pas d’ailleurs
. : m\® . . .
de contrepartie portant sur y_, ( ]: ) , i sur les puissances d’ordre supé-

rieur des coefficients binomiaux.

Pour beaucoup de raisonnements, on peut utiliser la formule du binéme

(4) comme définition des coefficients binomiaux (Z) Comme les puis-
sances se calculent de proche en proche selon la regle
(+y)"=(z+y)" " (z+y),

les coefficients binomiaux satisfont a la formule fondamentale d’addition

g (£)=()+(G5)

veIeN

Le «triangie de Pascal»
dans un ouvrage chinois de Chou Chi-kié (1303).

[Extrait de Jean-Paul Collette “Histoire des mathématiques”, Editions Vuibert.]
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Celle-ci permet un calcul rapide au moyen de la disposition connue
sous le nom du “triangle de Pascal” (et attestée en Chine autour de 1300,
voir figure)

La définition par la formule du binéme conduit & une interprétation

combinatoire :

(Z) compte, parmi tous les mots de n lettres, ceuz qui contiennent k

fois x et n — k fois y.

k

dans un ensemble donné & n éléments. Du coup, les formules entre coefhi-

L. n s g s
De maniere équivalente, ( ) compte le nombre de parties & k£ éléments

cients binomiaux s’interpretent en termes de décompte de structures com-
binatoires (graphes, arbres, tableaux, chemins, mots, ...). Dans beaucoup
de cas, on a pu prouver ces formules en construisant des bijections effec-
tives entre divers types de structure. C’est de cette maniere que Foata et
moi-méme avons établi dans [E 1] la formule de Dixon, et donné diverses
généralisations. Cette direction est aujourd’hui vigoureusement poursuivie
par les écoles lotharingienne (autour de Foata & Strasbourg) et québécoise

(autour des freres Labelle).

Dans les identités (1) a (3). le résultat de la sommation est une ex-
pression “close™ décrite comme un produit de puissances a” et de divers
coefficients binomiaux. On ne peut pas toujours exprimer aussi simple-

ment le résultat : voici d’abord une formule élémentaire
n—=r
(G) E ( I > = Fu D
l‘.

ou F, est le n-icme nombre de Fibonaccl, ¢’est-a-dire le solution de [’é-

quation de récurrence
(7) F,=F,_ +F,_ospouwrn>2 Fp=F =1.

Daus sa démonstration de I'irrationnalité de ((3) Apéry [E 2] a di sommer

I'expression suivante

(8) :=Z(’Lf)'(”;f"')';
]\.
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il a réussi a établir I'équation de récurrence
(9) ndu, — (34n® — 5102 4+ 270 — 5)un—1+ (n—1)3%u,_5 =0 (n>2),

a joindre aux conditions initiales ug = 1,u; = 5. Apéry n’a pas indiqué sa

démonstration de (9), qui fut fournie par Zagier et Cohen [E 3]. L’idée est

k k

fonction G(n, k) satisfaisant & l'identité

2 2
. n\ (n+k\ . .
la suivante : posons F(n,k) = ( ) ( * ) : il existe alors une autre

(10) G(n,k) = G(n,k—1) = n®F(n, k)-
1
—(34n® = 510 4+ 2Tn = 5)F(n — 1, k) + (n — 1 F(n—2,k) .

On a évidemment

(11) un =Y F(n.k)

k

et de plus, pour n fixé, la “somme télescopicue”

> [G(n.k) = G(n.k - 1)]
k

s’annule ; la relation (9) se déduit donc de (10) par sommation sur k. La

méthode s’appelle (en anglais) “creative telescoping”.
On peut démontrer de maniére analogue 'identité intégrale classique :
'+"XJ 2 2
omizy  —m? —a?
(12) / eV dy = e~V
oJ =00

On note F(a,y) la fonction a intégrer, puis 1’on pose

(13) w(2) :=/F(:r,y)dy.

Il s’agit de prouver u(x) = e~ ™" ce qui se fait par la caractérisation
suivante*

(14) D u(x) 4+ 27rau(x) =0, w(0) = 1.

* On note D,.D,, - la dérivation par rapport & &, y, -
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On détermine une autre fonction G(x,y) telle que
(15) D, F(x,y) + 2xF(2,y) = D,G(x,y);

I’équation (14) se déduit de (15) en intégrant en y, compte tenu des deux
regles fondamentales de dérivation sous le signe intégral et d’intégration

par parties

+ o0 +oo
(16) D;v/ F(z,y)dy = D.F(x,y)dy
00
(17) / D,G(x,y)dy =0 si G(a,£00) =0.

Donc, au prix de déterminer la fonction G(x,y), la formule intégrale (12)

se rameéne a une relation différentielle (15).

Quelle est la raison du succes dans ces deux cas ? Rappelons d’abord
qu’on élimine les coefficients binomiaux au profit des factorielles par la

formule

) (i) = mm=ar

Puisque la factorielle n! est définie par les conditions
(19) n!=n.(n-1)! pour n > 1, 0l=1,

la formule (18) résulte aussitot de la découverte fondamentale de Pascal qui

peut s’exprimer ainsi :

N S e OB

(la formule d’addition est un corollaire évident !). Dans ’exemple d’Apéry,

on a par conséquent

(21)

Fln+1,k)  [n+k+1\°
Fn,k)  \n—-k+1
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F(n,k) (k+1)*

2
(22) Fin,k+1) 1 (n+k2—1) ‘
n—k

Il se trouve aussi que le quotient G(n, k)/F(n, k) est une fonction rationnelle

(23) ?Ezg =4 (;:2) (2n — 1){k(2k +1) — (2n — 1)2}.

Pour démontrer I'identité (10) de Zagier et Cohen, on peut diviser les deux
membres par F(n,k) et se ramener ¢ un calcul trivial. mais incompré-

hensible, entre fonctions rationnelles de n et k.

De maniere analogue, dans ’exemple d’intégrale donné ci-dessus, les
-, . . . Py 2
dérivées logarithmiques de la fonction F(x,y) = €2™*¥ ¢ =™ sont des fonc-
tions rationnelles
D,F(a,y) D, F(x,y)

= 2my, ——= =27mi(x + iy)

(24) F(z.y) Fla,y)

et la fonction G(xz,y) qui satisfait a ’équation différentielle (15) vérifie

(25) — =

La preuve de la relation différentielle (15) est donc ramenée (apres division
par F(z,y)) a celle d’'une identité tout & fait élémentaire entre fonctions
rationnelles de z et y. Pour achever de prouver la relation intégrale (12),
il suffit de la vérifier dans le cas “initial” 2 = 0, c’est-a-dire d’établir la

. +oc _Wy'l S
relation f_oo e dy = 1.
Voici pour la phase de vérification, mais qu’en est-il de la phase in-

2 2

. . n 1+ k .
ductive 7 Au vu de la fonction F(n,k) = (;») <’ _{ ) , est-on certain
qu’il existe une équation de récurrence du type (9) satisfaite par la somme
up, = Y, F(n.k), et mieux, qu'il existe une fonction G(n, k) satisfaisant a
la relation (10). Comment détermine-t-on explicitement 1’équation

de récurrence et la fonction G(n,k) ?

Dans une remarquable série d’articles, Zeilberger vient de donner deux

réponses a ces problemes :
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- une réponse théorique, en utilisant la théorie des systemes différentiels
holonomes de Bernstein :
- une réponse pratique, en mettant au point des algorithmes qui fournissent

I’équation de récurrence et G(n, k).

Toutes les relations mentionnées ci-dessus, y compris I’extraordinaire récur-
rence d’Apéry, sont retrouvées de maniere systématique et automatique, et
I’on dispose d’un outil qui permet de découvrir et de démontrer des iden-
tités d’un certain type. Le jour est sans doute proche ou les formulaires
classiques sur les fonctions spéciales seront remplacés par un logiciel d’in-

terrogation performant, une extension de MAPLE par exemple.

1. MODULES HOLONOMES [C 3]

1.1. On note A, I'anneau des opérateurs différentiels a coefficients poly-
nomiauz agissant sur les fonctions de » variables : les constantes sont les

nombres complexes. Tout opérateur s’écrit de maniere unicue sous la forme

(26) P = ZCO/}'TODU.
a.d

Les notations sont classiques :

- on note a = (a1, --.x,) le systeme des r variables et ’on note D; la
dérivation partielle par rapport a x; :

- on note a,.3--- des ¢éléments de Zl ., c'est-a-dire des vecteurs o =
(o). ,a,) a coordonnées entieres positives :

- Ol POSs¢
. [ 3 3,
lal=a; +--+a,. =t D? =D} ...DP~,

Daus la formule (26). il n'y a quun nombre fini de coefficients ¢, 3 différents
de 0.

L’ordre m de T'opérateur P # 0 est le maximum parmi les nombres
|3] pour les 3 tels que cqy # 0 : le symbole principal o(P) de P est le
polynéme Z|;’3|=m Cand €7 en les variables (x,€) = (a1, -+, a0, &1, - - ,0) s

il est homogene de degré m en €. Voici les regles de base :
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- si P est d’ordre m et Q d’ordre n, alors PQ est d’ordre m + n et le
commutateur [P,Q] = PQ — QP est d’ordre <m +n—1:

-ona*

(27) o(PQ)=0(P)o(Q), o([P.Q])={o(P),0(Q)}.

Dans la derniére formule, on a utilisé le crochet de Poisson de deux poly-

nomes en z,£ défini par

(28) {F’G}:Z[aF oG 0G OF

On peut présenter les choses de maniere plus algébrique. Comme alge-
bre sur le corps C des nombres complexes, A, est définie par les 2r géné-

rateurs x; et D; soumis aux relations
(29) [2i,25] =0, [Di,Dj]=0. [Di,aj] = éi;.

On note F™ = F™A, ’ensemble des opérateurs d’ordre < m. C’est un
espace vectoriel sur C, la suite (F™) est croissante (F* C F* C F2 C --)

L}

on a F® = Clay, -+, x,] et les regles données plus haut s’écrivent
(30) Fm F C Fm+n [Fm Fn] C Fm.g.n_l

Grace a ces propriétés, on peut définir une structure d’algebre sur le gradué
associé
F _ m Fm—l,
gt A, = Fmy :
m>0
on définit un isomorphisme de cette algebre sur 'algebre de polynémes
C[z,€] qui associe g(P) a la classe de P modulo F™~! (pour tout P dans
F™/F™1). L’anneau A, n’est pas commutatif, mais comme ’anneau
grF A, lest, on peut considérer que A, est presque commutatif et beaucoup

des propriétés des anneaux de polynomes s’étendent a A,..

* Dans la deuxiéme formule, on suppose que [P, Q)] est d’ordre m +n—1,
ce qui équivaut a {o(P),c(Q)} # 0.
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1.2. Nous pouvons faire opérer les opérateurs différentiels de A, sur les
polynomes en &, sur les fonctions de classe C'™ définies sur R" (ou sur
un ouvert de R"), sur les fonctions analytiques dans R" ou les fonctions

holomorphes dans C", sur divers espaces de distributions sur R".
P

Soit par exemple f une fonction de classe C*® sur R". Introduisons
I’ensemble Iy C A, formé des opérateurs différentiels P € A, tels que
Pf =0 ; c’est un idéal ¢ gauche de A,. Les symboles principaux o(P)
correspondant aux P dans Iy sont les éléments homogenes non nuls d’un
idéal J; de Cl[z,£]. A cet idéal de polynomes on associe une variété algé-

brique dans C?", définie par les équations
o(P)(z.§)=0 pour tout P # 0 dans Iy;

c’est la variété caractéristique Vy de f.

Un théoreme profond de Kashiwara - Kawai - Sato affirme que la variété
Vy est involutive ; on en trouvera une démonstration dans I’exposé [C 11]
de Malgrange a ce séminaire. Voici la signification : notons J}) I'idéal des
polynémes dans C[z,&] dont I’ensemble des zéros contient Vy ; d’apres le
théoreme des zéros de Hilbert,on a F' € J}’ si et seulement si une puissance
de F' appartient a J;. Alors J}) est stable par crochet de Poisson (’assertion

correspondante pour Jy résulte aussitot de la deuxieme formule (27)).

D’apres un résultat classique de géométrie symplectique, cela entraine
que la variété Vi est de dimension au moins égale a r : sip = (x(o),f(o))
est un point lisse de V', I’espace tangent en p a Vy est ’orthogonal des diffé-
rentielles d,F' pour F' parcourant J}). Mais il existe une forme bilinéaire

symplectique J,, sur I'espace cotangent en p telle que
(31) {F’G}(p) = Jp(dprdpG).

Si F' et GG sont dans J}), il en est de méme de {F, G} par l'involutivité, d’on
Jp(dypF,d,G) = 0. Ceci entraine que I’ensemble des d,, F' pour F' dans J? est
un espace vectoriel de dimension < 7, et par dualité que ’espace tangent

en p & Vs est de dimension > 2r —» = 7.
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1.3. On dira que la fonction (ou la distribution) f est holonome* si la

variété caractéristique 1 est de dimension » (le minimum possible).

En pratique, il est difficile de déterminer explicitement 1'idéal & gauche
If de A,, et encore moins les idéaux J; et J‘} de C[z,€]. Pour vérifier
qu’une fonction f est holonome, on écrira un certain nombre d’équations
différentielles

Plf:"'z-Pm.f:O;

soit 0 le symbole principal de P;. Sur la variété V; s’annulent les polynémes
0, mais aussi les crochets de Poisson {0,041}, {0}, {ok,0¢}} etc... puisque
I'idéal Js est stable par crochet de Poisson. Si l'on peut trouver assez
d’équations du type o; = 0,{0j,0,} = 0,--- pour que I’ensemble W des
solutions dans C?” soit de dimension < 7, on aura dim Vi <dimW < ret

f est holonome.

Exemples : 1) Si r = 1, une fonction holonome sur C est une fonction qui

satisfait & une équation différentielle
m

(32) > pi(2).Dif(z) =0,
Jj=0

ol po(z),-++,pm(z) sont des polynémes avec p,, # 0. Le symbole corres-

pondant est p,, (2)(" et la variété caractéristique est contenue dans

{(=0ju{s=:u---U{z=z4}.

ou z(1), ", 2(4) sont les racines du polynéme p,, (z). Par exemple, la fonc-

tion hypergéométrique de Gauss est solution de 1’équation

&PF

dz?

2(1-2) +{c—(a+b+ 1):}%—@1)F=0;

elle est holonome avec la variété caractéristique

{z=0u{z=1}u{¢=0}

* Bjork parle de la “classe de Bernstein” dans [C 3].
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dans C2.
2) Un polynéme f(z) sur C” satisfait aux équations
D"f=---=D"f=0

pour m assez grand. La variété caractéristique est donc contenue dans la

variété linéaire (; = --- = (,, = 0 de dimension r ; par suite, f est holonome.
3) La distribution de Dirac 6 dans R" satisfait aux relations
r6=--=x,.6=0.

Elle est donc holonome avec la variété caractéristique z; = -+ =2, = 0.

1.4. SiI est un idéal & gauche de A,, on appelle variété caractéristique de
I la variété algébrique V (I) dans C?", intersection des zéros des polynémes
o(P), ou P parcourt I (et P # 0). C’est encore une variété involutive,
donc de dimension > r. On dira que 1'idéal I est holonome si V(I) est de
dimension r. Donc la fonction f est holonome si et seulement si 1’idéal Iy

est holonome.

Soit S un anneau de polynomes Cluy,---,us]. On sait que S est de
dimension homologique s ; autrement dit, tout S-module M de type fini

admet une résolution
0—-L,— L, —’—>L0—>]\l—>0,

ot les L; sont des S-modules projectifs de type fini, et il existe un S-module
M qui n’admet pas de résolution plus courte. Il revient encore au méme de
dire que l'on a Extg-(./\/f ,N) =0 pour i > s, quels que soient les S-modules
de type fini M et N, et qu'il existe M et N tels que Extg (M, N) # 0.
Soit M un S-module de type fini ; introduisons 1'idéal J de S formé
des p tels que pAM = 0, puis la variété algébrique W dans C*® définie par les
équations p(u) = 0, ou p parcourt J (qu'on peut appeler la variété caracté-
ristiqgue de M). Notons d ou d(M) la dimension de W. Un théoreme

classique affirme que 1'on a

Extfg(.’\I,S) =0 pour 0<j<s—d
(33) ’

Exti (M, S) # 0.
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Revenons a I’anneau A,, avec sa filtration (F"™),,>¢ ; on convient qu’on
a F™ = 0 pour m < 0. Soit alors M un A,-module a gauche de type fini,
et soit (ug,---,uy) un systéme générateur ; nous choisirons aussi des entiers

positifs dy, - - -, d; et nous poserons
(34) I'M = Fm_dl cup o+ Fm_d' ©Uyg.

La suite croissante T°M C I''M C --- ainsi obtenue est appelée une bonne
filtrationde M ; comme on a F™-I'""M C I'"*™M, on peut définir le gradué
associé gr' M = @,,5,™M/T™ M, qui est un module sur I’anneau
grF A,. Ce module est de type fini.* Comme 'anneau grf A, est un an-
neau de polynémes Clay, -, 2, &1, -+, &), ce qui précede s’applique. On
introduit donc la variété caractéristique W (grT M) ; compte tenu de la dé-
finition (34), on montre facilement que la variété caractéristique W (grT M )

est indépendante de I' ; on la notera donc W(AM). Elle est involutive, donc

de dimension > 7.

En utilisant les résultats cités plus haut dans le cas ou S =
Clzy, -+ @, &1, -, &), et un argument de suite spectrale lié a la filtra-

tion (I'M on montre ¢qu’on a
m2>0» 1

Ext]/" (M,A.)=0 pour 0<j<2r—-d
(35) 7
Ext} ~4(M, A,) # 0,

ot d = d(M) est la dimension de la variété caractéristique W (M) C C?".
Ceci donne une caractérisation de d(M) indépendante de toute filtration

sur 'algebre A, ou sur le A,.-module M. On prouve aussi la relation
Extf(‘r(]\/f, A)=0 pour ji>r,

et I’on en déduit assez facilement que la dimension homologique de A, est

7 (et non 2r comme celle de grf A,).

* Cette propriété donne une caractérisation intrinseque des “bonnes”

filtrations.
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On dira bien sir que le A,-module M est holonome* si I’on a d(M) =

r : il revient au méme de supposer que 1’on a

36) Ext/, (M,A,)=0 pour j#r.
A

Le A,-module & droite Ext’y (M, A,) joue alors le role de dual pour M ; il

est lul aussi holonome.

1.5. La principale innovation de Bernstein a consisté en l’introduction
d’une autre filtration : B™ = B™ A, se compose des opérateurs différentiels

de la forme

(37) P= Z capr®DP.
lal+|B]<m

Autrement dit, on compte le degré total en les 2; et les D; et non seulement
le degré partiel en les D;. On peut répéter presque mot pour mot ce qui a

été énoncé pour la filtration (F™) :

- anneau gradué associé grBA,., lui aussi isomorphe** a
Cley, -+ 2. & .-+, & ] : le B-symbole de P sera

(38) ap(P)= Y capa®E”

la|+|B|=m
avec les notations de (37) :
- bonne B-filtration sur un A,-module de type fini A donnée par

(39) A"M = B"=N gy 4o BT Ly

- gradué associé gr>A[ : c¢’est un module de type fini sur grB A, ;

- variété B-caractéristique du module gr3M ; elle ne dépend pas de la

bonne B-filtration sur A :

* L’idéal & gauche I de A, est holonome si et seulement si le A,-module
a gauche A, /I est holonome. Si f est une fonction sur R", le A,-module

A, /Iy est isomorphe & A, - f (ensemble des P.f ou P parcourt A,).
** La graduation utilisée dans C[a, €] sera le degré total en z, €.
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- dimension 6 = §(M) de la variété B-caractéristique du A,-module M ;

- caractérisation de §(M) : le plus petit entier j tel que Extf;‘r(M , Ar) soit
non nul est égal a 2r — §(M).

De ce dernier résultat, on déduit que la dimension d(M) de la variété
caractéristique de M est égale a la dimension 6(M) de la variété B-caracté-

ristique (les variétés caractéristiques sont distinctes).

La dimension 6 = (M) peut se calculer ainsi : si un A,-module de
type fini M est muni d'une bonne B-filtration (A™A),,>¢, chacun des
espaces vectoriels A™M/ A™~! M est de dimension finie sur C ; on peut

donc introduire la série de Poincaré

\a(t) =) " - dim A"M/AMTIM

m>0

(40)
=(1—t) ) " dimA™M.

m>0

Comme gr®M est un module gradué de type fini sur un anneau de poly-
nomes, il est bien connu (série de Hilbert - Samuel) que ya(t) est une
fonction rationnelle de la forme Q(t)/(1 —t)® ou le polynéme Q(t) satisfait
a Q(1) # 0. De la formule (40) on déduit I’existence d'un entier mg et d’un

polynome X (u) a coefficients rationnels tels que
dim A™M = X (m) pour m > mg.

De plus, é est le degré du polynéme X (u).

Tous les résultats des n° 1.4 et 1.5 se démontrent indépendamment du
théoreme d’'involutivité de Kashiwara - Kawai - Sato. De plus, il existe une
démonstration directe tres simple de I'inégalité 6 > » (voir [C 6], page 178),
d’ou une nouvelle preuve de l'inégalité d > r (ou d est la dimension de la

variété caractéristique de M).

1.6. Concluons par un guide pratique des modules holonomes.

Un A,-module M est un module sur I'anneau de polynoémes Clzy, -+ -, 2,
\ 1

muni d’opérateurs C-linéaires de dérivation Dy, ---, D, commutant deux a
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deux et satisfaisant a la régle de Leibniz
(41) D;,(F.®)=D;F.® + F.D;®

pour 1 < i < r, F dans Clzy,---,2,] et ® dans M. Par exemple, tout
espace de fonctions ou de distributions a r variables qui est stable par
multiplication par z; et dérivation par rapport & z; (pour i =1,---,r) est

un A,-module.

Un élément ® d’un A,-module M est holonomes’il existe une constante

C' satisfaisant a la condition suivante :

(H) pour tout entier m > 0, le sous-espace vectoriel de M engendré par les

éléments 2 DP®, avec |a| + |B] < m, est de dimension < C-m”.

Les éléments holonomes d'un A,-module forment un sous-A,-module de
M. Un module holonome est un A,-module de type fini dont tout élément

est holonome.

Un A,-module rationnel est un espace vectoriel V' sur le corps
C(xy,-++,a,) des fonctions rationnelles muni d’opérateurs C-linéaires
D,.---,D, commutant deux a deux et satisfaisant a la regle de Leibniz.
Soit ® un élément holonome de V ; il existe alors des opérateurs différen-

tiels non nuls Py, - -, P. annulant ® et de la forme suivante
S

(42) P,‘ IZ[),‘J'(.I‘l."'..I‘r)DlJ
j=0

(les p;j sont des polynémes). Le sous-espace vectoriel de V', engendré sur
C(xy1,- -+, 2,) par les dérivées D® pour 0 < a; < s1,-++,0 < ap < sp en

nombre fini, contient ® ct il est stable par les dérivations Dy, - -, D,.

On dira quun élément @ de V7 est rationnellement holonome* s’il est
contenu dans un sous-espace vectoriel 1V de dimension finie sur C(z1q, -+, z,)
stable par Dy, ---, D, (autrement dit, W est un sous-A,-module rationnel).

Introduisons 'annulateur Iy de ® ; c’est un idéal a gauche de A, auquel

* “D-finite” dans la terminologie de Zeilberger.
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est associée une variété caractéristique V' (Ip) dans C?" (cf n° 1.4). Alors
® est rationnellement holonome si et seulement s’il existe un polynéme non
nul H(zy,---,z,) tel que V(Ip) soit contenue dans la réunion de I’hyper-
surface H = 0 dans C?" et d’une variété de dimension r. D’apres 'alinéa

précédent, tout élément holonome est rationnellement holonome.

2. ETUDE DES SUITES ET DES FONCTIONS HOLONOMES

2.1. On appelle traditionnellement série hypergéométrique toute série de la
forme Y, 5, R(n) ou R(0) =1 et R(n+1)/R(n) est une fonction rationnelle
de n. En décomposant la fonction rationnelle en produit de facteurs liné-

aires, on écrit R(n) sous la forme
.. "']
(43) R(n) = ——————((“‘)" ph 22

avec la définition suivante (classique !)

(44) (¢)p=ala+1) - (a+n—-1),
c'est-a-dire

(45) (a)o =1, (@)ns1 = (a)n(a+n).

(lp

La somme de la série 3,5, R(n) est alors ,Fy (

by -- z) avec la dé-

finition classique de la fonction hypergéométrique [A 2] : la fonction de

Gauss est la fonction

(46) ,F, ( b

¢

A (@)n(b)n n
~) _Z (c)pn! ~

n>0

Sur I’espace des fonctions d'une variable entiere n, on fait agir les opé-

rateurs aux différences de la forme*

(47) (Pu)( choj” u(n + 13).

a>0 3

* L’entier 3 est positif ou négatif.
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En particulier, on introduit I’opérateur de translation N par
(48) (Nu)(n) =u(n+1)

et I'opérateur précédent s’écrit P(n,N) =3 5 Capn® N A. On a la relation

de commutation
(49) Nn=(n+1).N.

On dira qu'une suite est holonome s’il existe un opérateur P(n,N) non
nul tel que P(n,N)u = 0 ; c’est le cas de la suite hypergéométrique (43)

(prendre

P(n,N)=(n+1)(n+by)---(n+b, )N — z(n+ay) - (n+ap))

2 2
ou de la suite d’Apéry u,, =Y _, (Z) (n -]: k) (prendre

P(n.N)=n® - (340> = 5102 + 27Tn = 5)N~1 4 (n — 1)3N~2),

2.2. Tout ceci se généralise aux suites multiples, c’est-a-dire aux fonctions
u a valeurs complexes définies dans Z* (ou dans une partie convenable de

Z?). On introduit les opérateurs de translation Iy, -- -, Ky par
(50) (Niu)(kyy-oo o k) = w(kyy oo ki + 1, ks),

puis les opérateurs

(51) PkK)= Y > cosk*R”

(\€Z1 3EZLS

(transformant la fonction u(ky,---.k,) en la fonction

DD cask{kSulhy + B kg + By)).
Qa 3

Les opérateurs de la forme (51) forment une algebre B, qui est définie par

les générateurs Ay, -+ ko, Ny, -+, Ky, Kl_l. -+ 7' et les relations

(52) kikj = kjk;
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(53) K;K; = K;K;

(54) kiK; = Kjk; (pour i # )
(55) Kiki = (ki + 1)K;

(56) K,K7'=LK'K; = 1.

Cette algebre n’est pas une inconnue : associons a la fonction v : Z°* — C

la série de Laurent formelle

(57) Ulzyeoovze) = Y kg k)2 oo 2he,

(SR>

A la fonction k;u correspond :;g—g et a I\;u correspond z; 'U. On définit
ainsi par

0
N

K; & 271

ki &z i

un isomorphisme entre B, et le localisé de A, obtenu en inversant z,, - - -, z,.

On est ainsi amené a définir le symbole de P(k,K) en gardant les

termes de plus haut degré m par rapport a k :

(58) g-(P) — Z ZCOBCQ‘ZG—H
B

lal=m

(polynome en zp,-- -,zs,zl_l, ez ¢L o 0C¢) ¢ A une fonction
u(ky,- -, k) on associe ensuite la variété caractéristique V,, dans (C*)*xC?
(coordonnées zq,---,z4,(1, -+, () définie par les équations o(P)(z,{) =0
ou P parcourt 'ensemble des opérateurs tels que P.u = 0. Enfin, on dira
que u est holonome si V, est de dimension s.

Exemples : 1) On dit que u est de type hypergéométrique si K;u/u est une
fonction rationnelle en ky,---, kg pour ¢ = 1.---,s. Elle est (rationnelle-

ment) holonome.
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2) On dit que u est close si c’est un produit de facteurs du type
(a)fllkl ek ou c;.---,cs sont des entiers donnés, et d’une fonction ra-
tionnelle. C’est un cas particulier de suite de type hypergéométrique.

3) Considérons des fonctions u(k) définies dans Z°, a valeurs vecto-

rielles dans CV et satisfaisant aux équations
(59) Kiu(k) = Ai(k).u(k) (1<i<s).

Dans cette formule 4, (k), -, As(k) sont des matrices NV x N dépendant

rationnellement de k, et 1'on a les relations de compatibilité*
(60) IX—,'AJ' : A,ﬁ = Ifj.‘li . 44._1'.

Les composantes de wu(k) sont des suites rationnellement holonomes et le
plus souvent holonomes.
2.3. On peut aussi cousidérer des cas miztes de fonctions w(x,k) sur

C" x Z*. On associe a cette fonction la série de Laurent formelle

(61) Ule.2)= > w(a k)t -z,

kyoooky

sur laquelle on fait agir les opérateurs différentiels a coefficients polyno-
IMIAUX C1 &,y Loy Sy S 5 oo, 271, d'olt encore une théorie de
fonctions hiolonomes.

Un exemple illustratif :

Posons u(a. k) = P.(x) (k-icme polyvuéme de Legendre). Ecrivant D
pour 7"? et ' pour la translation cn k, les relations classiques s’écrivent
ainsi :

Pu=0 équation différentielle

(62)

Qu=0 récurrence

* Ce systewe est I'analogue discret d'un systeme différentiel D; F = A; F,

ou les matrices 4; satisfont a la condition d'intégrabilité compléte

D,'.-lj - Dj‘-'l,‘ = [-—l,',Aj].
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avec

(63) P=(1-2%D?-22D+k(k+1)
(64) Q=(k+2)K?-(2k+3)aK +k+1.
On a

(65) a(P) = (1-2°)& + 2%¢?

(66) o(Q) =C(z+ "1 = 22)

(recette : remplacer D par £, k par z(, N’ par z~! et garder les termes
de plus haut degré en (£,()). La variété caractéristique est définie par les
équations o(P) = o(Q) = {o(P),0(Q)} =0 ; elle a 4 composantes toutes

de dimension 2 (dans ’espace C? x C* de coordonnées &,(, x, 2)

‘/:2.’1,'::-{-3_1, 2C=£(3—2-‘1)

‘, f—O,CZ
4',' z=1,(=0
V' ix=-1,¢=0.

On est dans le cas holonome. Il résulte d’un théoreme général sur les syste-
mes holonomes que les solutions du systéme (62) forment un espace de

dimension finie v sur C (ici v = 4 correspondant aux conditions initiales

1(0,0),u(0,1), Du(0,0), Du(0,1)).

2.4. D’apres la théorie générale des systemes holonomes, les fonctions
holonomes sur C” x Z* forment un espace vectoriel sur C stable par les opé-
rateurs 2, Dj, k;, K,-il. Il est aussi facile de voir que si u(x,k) et v(y, m)
sont holonomes, il en est de méme du produit w(z,k)v(y, m) a variables
séparées (produit tensoriel). On peut aussi faire des changements de coor-
données linéaires sur les variables continues xj, ou les variables discretes

k;, ou encore des translations.
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Soit ®(a') une fonction holonome sur C”, dont la transformée de Laplace

est donnée par
(67) L&) =/(>_""£<I>(.’l:)d"w:

I'intégrale porte sur une variété réelle convenable de dimension r dans C”,
et l'on aposé d'v=dr; A+ -ANde, et x-& =216 +---+2,&. On sait que
si P(x,D,) est un opérateur a coefficients polynomiaux, la transformée de
Laplace de P(x. D, )®(x) est Q(&, De)L(€) oul'opérateur Q(, D¢) s’obtient
a partir de P(r.D,) en remplagant a; par —% et %}- par £;. Sil’on se
véfere au guide pratigque (voir n° 1.6), on constate que la transformée de

Laplace est une fonction holonome.*

Considérons maintenant la spéeialisation @, = 0 qui fait correspondre

a une fonction w(.ey.---..r,.) la fonction
(68) Spulayco sy =u(ey. L 21.0).

Supposous « holonome ct soit M le A,-module holonome formé des fonc-
tions Pu o P parcourt A,. Identifiant A,_| a un sous-anneau de A,., il est
clair que S, est une application A, -linc¢aire et qu'on a S,.(x,v) = 0, donc
S, définit une application A, _,-linéaire S, du A,_;-module M/x,. M dans
Iespace des fonctions de = 1 variables. Or le A, -module M /v, M est
lrolonome (voir [C' 6], page 193). et il est clair quun quotient d'un A, _; -
module holonome est holonome @ 'image de S, est done un A, _,-module

Liolonowe ¢ui contient S,.u. Couclusion : la fonction S,.u est holonome.

Combinant ce résultat avee des transformations linéaires. on voit par
excmple que st ey, 2} est holonome a 3 variables, la fonction w(w, a,y)
est holonome a 2 variables. Du résultat sur le produit tensoriel, on déduit,
par spécialisation a la diagonale. que le produit ordinaire de deux fonctions

holonowmes a r variables est holonome.

* De manicre plus algébrigue, il existe un automorphisime o de 1'algebre
A, défini par o(rj) = —Dj.0(D;) = «j pour 1 < j < r, et o préserve la

filtration de Bernstein daus A,..
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Tous ces résultats s’étendent aux fonctions mixtes du type u(z, k).

2.5. Disons quelques mots des ¢-analogues. On introduit une variable g,

qu'on peut spécialiser en un nombre complexe ¢ # 0. On opere sur des

fonctions de s variables inversibles z1, - - -, z, au moyen des homothéties T} :

(69) Tif(sla"'szs)=f(:la"'~qziv"'s38)'

On considere 'algebre des opérateurs de la forme

(70) P= Z Z Capz®T?,

a€Z® 3€Zs
c’est-a-dire
(71) Pf(z.,-,z2) = Z('mg:“f(q”‘ g™ sy,
a.j

L’algebre C, de ces opérateurs est définie par les générateurs z;, - - -

Ty.---,Ts et leurs inverses soumis aux relations
(72) Si%j = 2%, T,TJ - TjT,', J,'Tj = T,'Zi, pour ] 3&]
(73) Tizi = qx T

sZ.Ss

Sabbah [D 4] vient de donner les fondements de la théorie de cette algebre,

en imitant les résultats de Bernstein. On a ainsi une filtration par le degré

total en les z; et les T}, on définit les bonnes filtrations sur les ¢Cs-modules

de type fini, on introduit une dimension é dont on montre u’elle satisfait a

6 > s et 'on définit les modules holonomes sur ,C; par la condition é§ = s.

On peut alors développer une théorie des fonctions ¢-holonomes. Par

exemple, une fonction de type ¢-hypergéométrique est une fonction

F(z1,---. z]q) telle que les quotients T; F// F soient des fonctions rationnelles

de z1,---,z5 et ¢ (pour 1 < i < s). Pour une variable, on a le produit infini

(74) (2:¢) = [J(1 = ¢'2)

i>0
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solution de 1'équation

(273 @) 1
75 =
(7o) (1) 12
On pose

(G0 _ g

(76) (::(1)71= A (l_qzz);

(4"21q)oo ,l})
I’analogue des coefficients binomiaux

kl,  (60k(@On-k

est un polynome en ¢ de degré k(n — k) dont la valeur pour ¢ = 1 est le

n

k

n n—1 n-k |n—1
w I S R
q q q

et 'analogue de la fonction hypergéométrique de Gauss est la fonction “hy-

coefficient binomial ( > La formule d’addition devient

pergéométrique basique” de Heine [A 20]

(79) 2® ((l b 'q ;:) = Z _._(a’q)n(bq)n s

So (6 0)a(e5)n
Si I'on substitue ¢* & a,¢” & b et ¢7 & c et qu’on fasse ¢ = 1, on retrouve

‘_)F] (a’ﬁ :).

5
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3. INTEGRATION ET SOMMATION DES FONCTIONS
HOLONOMES

3.1. Posons x = (xy,---,a,) et ' = (1., 0p_1), ot & = (', x.). A

partir d’une fonction ®(x'), on définit par intégration une fonction
(80) H(2') = / O (2, 2,)dx,.

On peut supposer par exemple que ., est une variable réelle et que (', z,)
pour 2’ fixé est nulle en dehors d’un intervalle compact. On peut aussi con-
sidérer une intégrale de Cauchy en la variable complexe «,., ou des parties
finies d’intégrales divergentes au sens de Hadamard. Dans tous ces exemples
sont valables les régles de dérivation sous le signe intégral et d wntégration

par parties.

Supposons que ®(x) soit holonome, solution du systéme holonome
(81) P(r.D)® == Py(x,D)® =0:

autrement dit, I'idéal a gauche I de A, engendré par P;,---, Py est holo-
nome et le A,-module a gauche M := A, /I est holonome. D’apres [C 6],
page 193, le A,_;-module M/D,. M = A, /(I+D, A,) est holonome. Si l’on

pose
(82) J=(I+D.A)NA,_,.

le A,_;-module A,_,/.J est holonowme, car isomorphe & un sous-module de
M/D,M, et 1 idéal a gauche J de A,_, est holonome. Or J se compose

des opérateurs différentiels de la forme
N

(83) Q(2'.D") = ZAJ.(J:.D)PJ»(;F.D) + D,.B(x.D)
j=1

(avec D' = (Dy.---.D,_;)). D’apres les équations (81), on a

(84) Q"D ) =00 (' )) D,
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avec
(85) ®,(2) = B(z, D)®(2).

On a alors

Q(2'.D")H(2') = Q(x',D')/‘I)(x',xr)dx7-

- / Q' D), 2, )da,

T,

=/ .(3 &, (2,2, )d,
=0

d’apres les regles de calcul rappelées plus haut. Autrement dit, !’intégrale

H (') sera solution d un systeme holonome
(86) Q' .D'YH=---=Qy((',DH =0,
ot chacun des opérateurs Qj(x', D') est de la forme (83).

3.2. L'analogue discret est le suivant : on considere une solution d’un

systeme holonome
(87) Ak.K)uk) == Av(k.K)u(k) =0

d’équations de récurrence. On pose

(88) ki ko) =D kg kg k),
ke

v

oit. par excwple. la sonnnation porte sur un nombre fini de valeurs non

nulles. Alors e(k') satisfait & un svstome holonome
(89) B (k. K')ek')=-- =By (K. K)e(k')=0
ou chaque opérateur B;(k’.K’) est de la forme

N

(90) > Ci(k.K).4;(k.K) + (K, - 1)D(k.K).

J=1
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Le probléme est de faire les calculs explicitement.

Par exemple, la fonction F(n.k) = (2) est solution du systeme
holonome PF = P'F = 0 avec
(91) P=(n-k+1)N—(n+1), P=(k+1)K - (n—-k)

(on a posé NF(n,k) =F(n+1,k) et KF(n,k) = F(n,k+1)).
Par un calcul facile, on trouve

(n+1)(N-2)=(K+1)P+ NP' — (K - 1)(Nn—n —1).

. . n C ey 1as . .
Autrement dit, la fonction v(n) = 3 ( I.') satisfait a ’équation de ré-
=~ \ k
currence

(92) (n+1)(v(n+1)=2e(n))=0.

Tenant compte de la condition initiale v(0) = 1, ceci entraine la réponse
souhaitée v(n) = 2" pour n > 0. La méthode précédente n’est pas la plus
. e ., n n . ,

simple pour prouver l'identité ), g = 2™, mais elle a Pavantage de
conduire a des algorithmes programmables.

3.3. Nous décrirons d’abord l'algorithme “lent™ de Zeilberger.

a) Utilisant les relations de commutation
kn=nk, KN=NLK , kN=Nk ., nlk = Ln
et les relations
(93) Nn=n+1)N, Kk=(k+ 1)L\ ,

on montre que tout opérateur A(n, k, N, ') s’écrit de manieére unique sous

la forme

Mc

(94) A(n,k,N,K) a;j (N, K)k* i d + R(n,N,K).

i=1 j=0
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b) On considere deux opérateurs P et P’ mis sous la forme normale

précédente
b < . .

(95) P=>3"% ai(N,K)k'n’ + R(n,N,K),
i=1 j=0
b, ¢ . .

(96) P'=)"%"al;(N,K)k'n) + R'(n, N, K).
i=1 j=0

¢) On consideére les opérateurs
k' nPp pour 0<a’' <l ,0<B<ec(b+b -1)

Fa?P por 0<a<b,0<3<cb+b —1)

au nombre de g = (b+V)[c(b+ b — 1) + 1]. Ecrivons chacun de ces p
opérateurs sous la fornie normale (94) : chacun d’eux est somme d’un opé-
rateur dépendant uniquement de n, NV et ' et d'une combinaison linéaire
de monémes k'nd a cocfficients dans !'anneauw commutatif des polynémes

en N, . Les mondémes kind qui interviennent satisfont aux inégalités
1<i<b+V-1,0<j<clb+1)

et leur nombre est (b+0"—=1)[c(b+")+1], ce qui est égal & u—1. Comme on
a p combinaisons linéaires a cocfficients dans l'anneau commutatif C[N, K|
de yt — 1 mondomes k'n’. il existe par I'algebre linéaire usuelle une combi-

naison linéaire non nulle du type

b —1 c(b+b'=1) h—1 ('(l)-}—()'—l)
> > A f(NCRE P+ > AL ken?P
a’'=0 J=0 a=0 3=0

qui ne fasse plus intervenir les monomes A'nd, done soit un opérateur dé-

pendant de n, N et k exclusivement.

d) On a donc trouvé deux opérateurs A et 4’ tels que R = AP+ A'P'

ne dépende plus de k. Que cet opérateur ne soit pas nul se vérifie au moyen
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de I'hypothese que le systeme PF = P'F = 0 est holonome. c’est-a-dire

que les symboles o(P) et o(P’) sont “indépendants™ en un sens convenable.

e) On écrit R sous la forme (K — 1) R (K. N.n). Comme on a PF =
P'F=0,0na

(97) (K —1)*R'(K,N.n)F=0.

Cette relation signifie que la fonction F' = R'(K, N,n)F est un polynome
en k. Supposons que, pour n fixé, on ait F(n.k) =0 pour |k| assez grand.

Alors F'(n. k) a la méme propriété, et comme c’est un polynéme en k, on

a F'(n,k)=0.
f) Ecrivons l'opérateur R’ sous la forme

d
(98) R(K.N.n)=> K/R;(N.n)

et posons

(99) S(N,n) = Zd:l?j(ﬁ‘v,n):
Jj=0
il en découle une relation
(100) R'(K.N.n)=S(N.n)+ (K - 1)U (K. N.n).
En conclusion, de ['équation R'F = 0, il résulte que la fonction

a(n) =73, F(n.k) satisfait a I'équation de récurrence
(101) S(N,n)a=0.

3.4. L’algorithme précédent est tres exigeant en temps de calcul et surtout
en mémoire. Un algoritlune beaucoup plus performant utilise le procédé de

sommation de Gosper [C 8] que nous décerivons maintenant.
Soit (S(k))i>0 une suite de type hypergéométrique, de sorte que 1'on
ait

S(k)

(102) T

= s(h) pour A >1.
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ou s(k) est fonction rationnelle de k. Sil'on pose
(103) A(k)=S(k) - S(k-1),

la suite (A(k))r>0 est de type hypergéométrique : en effet, le quotient
a(k) = A(k)/A(k — 1) est donné par

s(k) — 1

(104) (L(k) = S(k bt l)m

De méme, le quotient S(k)/A(k) est égal a la fonction rationnelle
s(k)/(s(k) —1).

Le probléme de la sommation hypergéométrique indéfinie est le suivant :
étant donnée la suite de type hypergéométrique (A(k))r>o, décider si la

suite (S(k))r>0 donnée par
(105) S(k) = A(0) +---+ A(k)

est aussi de type hypergéométrique. Comme on a évidemment la relation
(104), le probleme devient le suivant :

Etant donnée la fonction rationnelle a(k), décider si I’équation
(104) admet une solution qui soit une fonction rationnelle s(k), et

la calculer si possible.

On commence par écrire la fonction rationnelle a(k) = A(k)/A(k - 1)

sous la forme

(106) a(k) = =T

ot les polynomes p(k), q(k), r(k) sont tels que q(k) n’ait de diviseur commun
non constant avec aucun des polynomes r(k),r(k+1),r(k+2),--- [si g(k) et

r(k+j) avaient un facteur commun non constant w(k), faire la substitution

p(k) — p(M)u(k)u(k =1)---u(k —j+1)
q(k) — q(k)/u(k)
r(k) — r(k)/u(k - 3),
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puis recommencer si nécessaire].

Introduisons maintenant une nouvelle suite (@(k))r>0 par
q(k+1)

(107 S(k)y ="+~
) ="

la relation A(k) = S(k) — S(k — 1) se traduit alors par I’équation

p(k)A(k) ;

(108) a(k + 1)p(k) = r(k)p(k = 1) = p(k).

Si la suite (S(k)) est de type hypergéométrique, on a vu que S (k)/A(k),
donc aussi p(k), est fonction rationnelle de k. Le miracle est le suivant :
st une fonction rationnelle (k) est solution de l’équation (1 08), c’est un
polynéme dont on peut magjorer explicitement le degré par un entier J cal-
culable a partir de p(k), q(k) et v(k). Silona J < 0,iln’y a pas de solution

et la suite (S(k)) n’est pas de type hypergéométrique ; sinon on pose
(109) e(k) = fo+ frk+---+ fsk’

et I'équation (108) se traduit en un systeme d’équations linéaires pour les
coefficients fy, - -, fy.

3.5. Posons le probleme de la sommation hypergéométrique définie. On
dispose d’une fonction F(n, k) de type hypergéométrique, satisfaisant aux
deux relations

F(n+1.,k) F(n,k+1)

= A(n. k),

(110) F(n, k) F(n, k)

= B(n,k) ,

ou A(n,k) et B(n,k) sont deux fonctions rationnelles. On cherche a dé-

terminer des polynémes so(n),- - -, s;(n) et une fonction rationnelle R(n, k)

satisfaisant a la relation
(111) s(n,N)F(n,k) = G(n,k) — G(n, k-1) ,

ou I’on a posé

1
(112) s(n,N) = Zs,;(n)Ni

1=0
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(113) G(n,k) = R(n,k)F(n, k) .

Compte tenu des relations (110) et apres division par F(n, k), la relation
(111) devient une identité entre fonctions rationnelles

i—1

1
(114) ) si(n) H (n+j,k) = R(n,k) — R(n,k —1)/B(n, k — 1).
=0

En général, la vérification de cette relation, une fois déterminés explicite-
ment so(n),---, sy(n) et R(n,k). est tout a fait élémentaire ; elle entraine
(sous réserve par exemple que F(n, k) soit nul pour |k| assez grand lorsque

n est fixé) que la somme a(n) =Y, F(n, k) vérifie I'équation de récurrence

I
(115) Zs.,:(n)a(n+i) =0.

i=0
Zeilberger dit que R(n,k) “certifie” la validité de l'équation (115).

Pour le calcul de so(n),---.s;(n), R(n,k), on procede comme dans
I’algorithme de Gosper, en traitant n comme un parametre, c’est-a-dire en
remplacant le corps de base C par le corps des fonctions rationnelles C(n).
Donnons simplement les formules essentielles. Comme dans la méthode de

Gosper, on introduit une factorisation

Fn+dk)  pi(n,k) q(n,k)
Fin+i,k—1)  pi(n,k—1)r(n,k)

(116)

avec des polynomes p;(n, k), q(n. k) et r(n,k) tels que g(n, k) n’ait de fac-
teur commun avec aucun des polynémes »(n,k + j) pour j =0,1,2,--- [on
détermine d’abord po(n.k).q(n,k) et r(n,k), ce qui est toujours possible
si le numérateur et le dénominateur de B(n, k) sont produits de facteurs
linéaires ; on utilise ensuite le fait que F(n + i,k)/F(n,k) est une fonc-
tion rationnelle connue d’apres (110)]. On détermine ensuite les fonctions
rationnelles sq(n), -+, s7(n) et fo(n), -, fj(n) satisfaisant au systéme d’é-

quations linéaires (identifier les coefficients des monomes en k)

I

J
(117) Z{q(n,k+ Dk) = r(n, k) (k= 1)7} - fi(n) Zpi(7l,k).si(n).
j=0

=0
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On conclut en posant

J I )
) Z':O si(n)F(n +1,k)
g Gn.k) = q(n. k NSy ST .
(8 Gk =tk 1) gk S D

Comme F(n +1i,k)/F(n,k) est une fonction rationnelle de n et k, il en est
bien de méme de G(n,k)/F(n,k).
Exemple : F(n,k) =1/kl(n — k).

On prend I = 1, et I’algorithme de Gosper garantit que J = 0 convient.
On a alors :

po(n,k)=n—-k+1
1 (n. k) =

(119) o
gnk)=n—-k+2
r(n,k) =

Les inconnues sont sg. s1. fo et le systeme (117) s’écrit
(120) (n=2k+1)fo=(n—-k+1)so+ s, :

en séparant les diverses puissances de k, ceci donne le systeme

(121)

{ (n+1)fo=(n+1)sg + 51
2f() = 50 .

Une solution est

fo=1,50=2,s =~-(n+1),

d’ou
2F(n,k) = (n+1)F(n+1,k)

e Ty i} P R

comime on a

N F(n+1,k) 1
(122) Fin.k) ~ n—-k+1"
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on conclut par un calcul de fonctions rationnelles

(123) =1.

L’équation (111) prend dans ce cas la forme
(124) 2F(n, k) = (n+1)F(n+1,k) = F(n,k) — F(n,k —1).

Par sommation sur k, on voit que a(n) = ), F(n,k) satisfait a 1’équation

de récurrence

(125) 2a(n) — (n+1)a(n+1)=0:

2n

ceci joint a la condition initiale a(0) = 1 donne la solution a(n) = %, d’ott

la formule sommatoire
n
1 2"
12 T =
(126) /;) Rl(n=k)  n!

On a retrouvé notre exemple favori Zk =0 (,\ ) = 2",

3.6. Zeilberger et Wilf sont en train de développer des algorithmes sem-
blables pour traiter les g-analogues des fonctions de type hypergéométrique.
Avec Almqvist, Zeilberger a aussi décrit des algorithmes du méme genre
pour déterminer les équations différentielles satisfaites par des intégrales
du type u(x) = f v(a,y)dy ou v est de type hyperexponentiel.* Enfin, en
s’appuyant sur les résultats préliminaires de Galligo [C 7], Takayama [C 14]
a développé des techniques d’élimination dans les idéaux d’opérateurs diffé-
rentiels, imitant les bases de Grobner [C 5] pour les idéaux de polyndémes.

Cela lui fournit une alternative aux méthodes de Zeilberger.

* Ceci siguifie que D,v/v et Dyv/v sont des fonctions rationnelles.
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4. SERIES ET FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES *

4.1. On a déja rappelé la définition de la série hypergéométrique de Gauss
F = 2F1 .

(127) F ( “cb z

k>0

elle a un sens pourvu que ¢ ne soit pas un entier négatif, et la série converge

pour |z| < 1. Elle satisfait & I’équation différentielle

&’F

(128) z(1 - 2) =

dF
+{c-—(a+b+1):}—d—~—abF=0.

Dans certains cas particuliers, on retrouve des fonctions élémentaires, par

exemple
(129) F(“bb z) =(1-2z)""

a a+1/2) \ _1 A/2v=2a . Lo 1/2y-24
(130) F( 2 (~)_2(1+~ )72 4 (1= 2

Les fonctions correspondant a divers parametres @, b, ¢ ne sont pas indé-
pendantes ; voici par exemple la relation d’Euler

a+b—c (lb~
:):(1—:) +o F( . )

Dans certains cas, on peut sommer exactement la série (127) :

C

(131) F(C—(L c—>b

a b _ T(e)l(c—a=D)
(132) F( . ll) = Tle—a)Te ) GAUSS

* Voir [A 16] et [A 2] pour les propriétés de base des fonctions hy-
pergéométriques, et [A 11] (chapitre 5) pour un exposé trés détaillé des

sommes liées aux coefficients binomiaux.
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a b  o—a I‘(1+a—b)l"(%)
(133) F(1+a_b’—1)_2 EEw vy KUMMER
al-all\_,;s  T(FIO)
(134 (") = NEDYCTE
2a 2b |1\ _Tl(a+b+1I(3)
(135) F(a+b+§ §>_r(a+§)1“(b+§)'

Il y a deux démonstrations classiques de la formule (132) de Gauss.

Tout d’abord, on a la représentation intégrale d’Euler

c 1
(136) F(“ch =W)Fp((:)_—b—)/0 71 (1= )N (1 — t2) %t

qui fournit le prolongement analytique de la fonction hypergéométrique
dans le plan coupé le long de I’axe réel de 1 a +00. Pour z = 1, l'intégrale

se réduit a 'intégrale béta d’Euler

1
/ tb—l(l _ t)c_b_a_ldt,
0

donc a I'(b)['(¢c — b — a)/T'(¢ — a). La méme méthode permet d’établir les
relations (133) a (135).

La deuxieme démonstration utilise une équation de récurrence

) =

z) +c(c—-1)(1-2)F (Ca— ]

a b

(137) (c—a)(c—b):F<C+1

=c[(2c—a—b—1):—c+1]F(acb

)

(vérification directe par comparaison des coefficients de ). En prenant la

limite pour z tendant vers 1, le dernier terme disparait, d’ou

(138)  (c—a)(c=Db)F ( ot ’ 1) = clc—a—b)F ( “c”’ 1) ,
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Par récurrence sur ’entier m > 0, on en déduit

a b _(e=a)mlc=b)m a b
(139) F( c ‘1) - (c)m(c—a— b)mF(C-}-yn

1).

On passe ensuite & la limite sur m ; il est facile de voir que F ( CC:_ fn ‘ 1)

tend vers 1 lorsque m tend vers l'infini, et le développement de la fonction

gamma en produit infini donne la relation

() () _ T(01) - T(oy)
(140) 7711Ln}>o (v1)m - (v:)m F(“l) e P(u'll)’)

lorsque uy + - -+ 4w, est égal a vy + -+ + Up.

4.2. La formule de Gauss est particulierement intéressante lorsque b est un

entier négatif ; compte tenu de la relation de récurrence
(141) I(s+n)=T(s)(s)n ,

la formule de Gauss se spécialise en

(142) F ( “ =n

Mais la série hypergéométrique se réduit a une somme finie, et apres quelques

manipulations, on obtient la relation

) . YA (@) (c—a),
(14 S (7) o =

k=0

[l reste a faire la substitution « «— —u,¢ «— v —n+1 pour obtenir la formule

de Chu-Vandermonde

t+v = U v
(144) (1 n )= (k) (n—k)'
k=0

Voici d’autres spécialisations de la formule (142)

(145) Z(/..Z:l\',):(f,q,.::—}-l) (@ =Tl.ce—n—7)

k=0
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= (-1)" ('.;1) (a—1lce——n+r+1).

o >0t (})

A son tour, la formule de Chu-Vandermonde contient de nombreuses spé-

cialisations, par exemple*
u v _f u+tv
T \m+n)’

Xk:(m+k n—=k

(147)
De maniere analogue, la formule (133) de Kummer donne par spé-
cialisation
l—r—=2n =2n| _ 1) = (=1)" 2n)! (r=1) ,
i n! (r+n-1)!

(148) F ( ]

et apres quelques manipulations simples, on obtient la généralisation sui-

vante de la deuxieme formule (2)
2n , , . r
(1) (a20) = (3):

. _1\k

(149) Z( D k 2n — k
k=0

Ou pourrait continuer ce jeu : pratiquement n’importe quelle formule

donnant la somme de produits de deux coefficients binomiaux

s’obtient par spécialisation des formules (132) a (135).
Pour aller plus loin. il faut introduire les séries hypergéométriques

4.3.
générales (voir le n° 2.1)
- () ay, (@) (ap)e 2k
(150) ,F, ( ! '“) = ————
PRI\ by by /ZN (D)o ()i K
L’équation diffé¢renticelle (128) se généralise ainsi (on pose D = (—;I; et v =
:%)
DW+b =1)---(+b,—1)F =W +ay) - (V+ap)F .

(151)
* Voir [A 11], page 169 pour une liste plus étendue.
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Cela résulte immédiatement des trois formules de dérivation :

a ap---a ai+1---a,+1
1 P 2 ) = P 1 P
(152) DF(b1 b, > m.umF(b1+1 b, +1‘)
(153)  @+a)F (9| ) =g (0 t] “

bl...bq bl 2

(154) (W +b, —1)F( %
by b,

_ _ al a2 “ .. ap
z)-—(b1 l)F(bl_1 by---b, z).
Dans la formule d’Euler (131), comparons les coefficients de z™ dans les

deux membres. On obtient une relation due 4 PFAFF et SAALSCHUTZ
et qui s’écrit

- a b i 1 _ (C_a/)n(c"'b)n
(155) aks ((‘ a+b—('—n+1‘1> T (C)nlc—a=0),"

: L ab
Il est facile de retrouver le théoreme de Gauss sur » F} ( LC ' 1) en prenant
la limite pour n — oo dans la formule de Pfaff-Saalschiitz.

Nous recopions les relations les plus remarquables obtenues par som-

mation de séries hypergéométriques générales :

DIXON :
a b c
3F2( a—b+1 a—c+1|1)_
(% +1)0(a — b+ 1)l(a—c+DI(L —b—c+1)
Tla+ )T(2 —b+ 1)I(2—c+ Dl(a-b-c+1)
WATSON :
F (a b ¢ 1)_1"(% T(c+ 3)T(4EE)T(L -4 -2 4¢)
352 jla+b+1) 2¢ T(SNT(B)D(e— & + Ll - 2+ 1)
WHIPPLE :
P (a b ¢ 1)_ 7(e)T(f)
TP\ e g 220-1D( 454 ) T(4L) D () (B
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(sous les hypothéses a +b=1et e+ f = 2c+1).

L’identité la plus impressionnante est celle de DOUGALL :

F (@ b c d e -m 1
e a—b+1 a-c+1 a—-d+1 a—e+1 a+m+1
_(a+Dmla=b—c+)mla=b=—d+1)m(a—c—d+1)m
(a=b+1)pla—c+1)pmla—d+1)pla—b—c—d+1)y’

ol
wia 4
—

sous I’hypotheése que m est un entier positif et que 'ona 2a+1=b+c+
d + e — m. Les experts savent déduire de ces formules, par spécialisation,

un nombre illimité d’identités entre coefficients binomiaux.

4.4. Toutes ces relations ont des g-analogues.* On a déja introduit le
produit infini (a;q)a = [[,,50(1 — ag™), qui est un cousin de la fonction

gamma, et le produit partiel

n—1

a:q). ,
(156) (a:q)y = —(ﬂ = H (1—aq™).
(ag™:q)oe 2y
Le g-analogue de la factorielle est
(4:9)n
157 nj,! = :
(157) [n]q T—q"

¢’est un polynowme en ¢ de degré n(n — 1)/2, dont la valeur pour ¢ =1 est

égale a nl.
Le g-analoguc de la fonction hypergéométrique de Gauss est donné par

- a b\ e (was(big)e
(158) ._,<I>.( ) .(,.,.)_Z—m_ ,

& (ol a)r

avec la généralisation évidente

Kk

JUNRR () ((ll;(I)k"'(al‘;(])k ~
(159) P (“1 “ :q::) = .
by -+ s ,é% (br:@)k -~ (bsi e (g3 @)k

* Voir les livres d’Exton [A 17] et de Gasper et Rahman [A 19).
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De méme que la série du binéme est un cas particulier de fonction hy-

)

pergéométrique

(160) -9 = (¢

et que I’exponentielle est donnée par

(161) €:=0F0(:IZ),

on introduira une série g-binomiale

(162) 0 (Cogs) = 3 Ll i)

et une série ¢-exponentielle

— =k 1
(163) 0‘1’0(_2(135) =Z( =T

S wae (20)

(pour retrouver le cas classique, remplacer z par (1 — ¢)a et faire tendre q
vers 1).

Dans la série ,®;, si I'on remplace = par 1 et que I'un des parameé-
tres a; est de la forme ¢~ (avec m > 0 entier), on obtient une somme
de coefficients g-binomiaux (voir le n° 2.5). Les formules de sommation

hypergéométriques (Gauss, Kummer,...) ont des ¢-analogues dont voici un

échantillon :
GAUSS :
1 : b
2@ (" ¢ )i(lif/“b) =1L, (({,(l c-(//ub (1)
KUMMER :

0 (C i) =1 —0 ) om (4 TP e
2P aq/b'q‘ (/0 ) =11l —q/b (:q/b1 2llo | _ q
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PFAFF-SAALSCHUTZ :

., (0 b g ) _ (¢/a;0)n(c/bi@)n

¢ abetgt- T (¢;q)n(c/ab; q)n

DIXON :

a® b ¢ 2 _ b/a®> c/a® q/a bcfa
3(1)2( «2q/b a2qfc’ T a/bc) = 4Tl ( bla c/a q/a® bc/a®

)

On a adopté la convention suivante

) _ (a15@) 0 * " (ar; @)oo
1 ot

- -a,
164 pin y :
(164) ( by by (01:q)oc - (bs1 @) o

On peut spécialiser ces formules d'innombrables manieres ; citons deux
cas particuliers célebres

JACOBI :

+

ll"’ n = 1
( L= > 35 —
Z 1 ’gl (1+(1_1u—l:)(1+q_m—1: l)(l_qu)

n=-—x

ROGERS-RAMANUJAN :
< .'-' xX 1
Z (1-q¢ l—q o (1—gh) 11 (1= ¢>n+1)(1 — gon+d)’

k=0 n=0

4.5.  Qucel est Fapport de Zeilberger 7 Je Tillustreral sur un exemple
typique, et je renverrai a [B 16] et [B 18] pour un grand nombre d’applica-

tions analogues. v compris la formule de Dongall [B 14].

Tout d’abord. la formule (3) de Dixon est le cas particulier a = b =

¢ = n d'une autre formule de Dixon (1903), a savoir
. gk [atD b+ ¢ c+a) _ (a+b+c)!
(165) z( b <(l+1-'> (1)+’~‘> (('+/~') T alle!
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(a, b, c sont des entiers positifs). Ce n’est autre qu'une spécialisation de la
formule hypergéométrique de Dixon :
(166)
_ < _ — 9, < v ] ¢ —
F l—a—-2n 1-b-2n -2n 1 =(_1)n(2n).(a+b+2n 2)n
a b wl (@a(0)n

Voici la démonstration de la formule (165) élaborée par Zeilberger, en

collaboration avec son fidele servant électronique Shalosh Ekhad. Posons

(n+0)(n+c)l(b+c)!
(n+ k)l (n—=kE)b+ K)(b— k) (c+k)(c—k)

(167)  F(n,k) = (-1)*

(n+b+c)
n!blc!

(168) R(n) =
La formule & démontrer est le cas n = a de la formule

(169) > F(n.k)=R(n) .
k

Or le cas n = 0 est évident, et I’on a 1’équation de récurrence

(170) (n+1)R(n+1)—(n+b+c+1)R(n)=0.

On aura réussi si 1'on découvre un compagnon G(n, k) de F(n,k) (les deux
forment ce que les auteurs Wilf et Zeilberger appellent modestement une

W Z-paire) satisfaisant a la relation
(171) (n+ 1) F(n+1,k)—= (n+b+c+1)F(n, k) = G(n, k) - G(n,k—1).

L’ordinateur Shalosh Ekhad, utilisant les algorithmes décrits au n°® 3.5,

recherche une solution sous la forme
(172) G(n, k)= R(n.k)F(n, k),

ot R(n,k) est une fonction rationnelle. Par ailleurs, F(n,k) satisfait aux

deux équations de récurrence

(173) Fn+1,k)= A, k)F(n, k), F(n,k+1) = B(n,k)F(n,k),
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et apres division par F(n, k), la relation (171) s’écrit

R(n,k-1)
, Aln. k) — = By~ -/
(174) (n+1)A(n,k)— (n+b+c+1) = R(n,k) B(n,k—1)
Les fonctions A(n, k) et B(n, k) sont évidlemment connues :

(n+bdb+1)(n+c+1)
(n+k+1)(n—k+1)

(175) A(n, k) =

(n—k)(b—k)(c—k)
m+k+1)0+k+1)(c+k+1)

(176) B(n,k)= -

et 'ordinateur découvre la solution suivante a I’équation (174) :

(b= k)(c k)

(177) R(n. k) = 2n+k+1)

Une fois découverte la fonction R(n,k), la vérification de 1’équa-
tion (174) est triviale.

5. VERROUS ET VOIES NOUVELLES

On dispose maintenant d’un dictionnaire précis ramenant la preuve
d’identités hypergéométriques (et en particulier de relations entre coeffi-
cients binomiaux) a celle d’identités entre fonctions rationnelles. Mais il
resterait a organiser la masse de résultats obtenus, et a deviner les structures
sous-jacentes. Au vu de quelques exemples, la clé semble étre a rechercher
dans une cohomologie a la de Rham de formes différentielles a coefficients
fonctions rationnelles, de leurs analogues sur un réseau Z° et dans la ¢-
machine. Les modules holonomes sout intimement liés aux fibrés vectoriels
munis de connexion intégrable. et il v anrait a explorer des sortes de groupes

de Galois différentiels.

Dans les récurrences a une variable k, il faut distinguer souvent le
comportement asymptotique pour k tendant vers +oo, et pour k tendant

vers —oo ; par exemple, I’équation

Flk+1) = (k+1)F(k)
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a deux solutions
fi(k)=k! pour k>0
(=1)¥*1/(=k = 1)! pour k<0
0 pour k£>0.

fa(k) =

Aomoto [D 1, D 2, D 3] a commencé & étudier ces comportements asymp-

totiques, aussi pour le cas d’équations du type };f(q;)) = a(q: z), et surtout a

plusieurs dimensions.

La formule (165) de Dixon est le cas particulier n = 3 d’une formule
de Dyson affirmant que, si I'on développe en série de Laurent le produit
I ;6] aifa;)* (ou 7,j parcourent les entiers 1 a n), le terme constant
est égal a

(a1 + -+ an)!

alrap!
Ceci est le point de départ de nombreuses identités du méme genre, as-
sociées aux algebres de Lie simples : conjectures de Macdonald et Morris-
Macdonald. Presque tous les cas sont aujourd’hui traités, mais certains
(comme le cas de G2 et de Fy) n’ont cédé qu’aux ordinateurs utilisant les
méthodes de Zeilberger. Ici, on rencontre une difficulté subtile : si z, z2, 23,
21 + 22,21 + 22 + 3 sont des polynomes, il n’en est plus ainsi de 2™ ou de

z1 + - -+ + &, du point de vue algorithmique (pour n indéterminé).

On bute sur un autre verrou lorsque 1'on veut prouver des identités ne
contenant aucun parametre ; par exemple, pour prouver a 'ordinateur la

formule de Rogers-Ramanujan, il faut passer par un intermédiaire :

q )rgl
(178) Z(Q.——Z :

& v(I) q: (1 n—k (1’(] n—k (1 (1)n+k

5k —k)/2

qui contient un parametre libre n, puis faire tendre n vers 'infini.

On rencontre une difficulté analogue si ’on veut prouver des relations
purement numériques. Comment prouver qu’il s’agit du méme nombre 7

dans les formules suivantes :

. 1 ot oc 2y
— = —_ = -_— Ty = V21 ?
Z 2n + 1 6 Z n? ,/_,)c ¢ @ 4
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Au fond, qu’est-ce quun nombre réel du point de vue de ['analyse algébrique
au sens de Mikio Sato et de ses émules 7 Une remarque de Métropolis et
Rota est peut-étre pertinente : soit (a,),>o une suite de nombres entiers a

croissance polynomiale
(179) lan| < CnF (n>1)

pour deux constantes C' > 0 et k£ > 1. Soit b > 2 un entier. Alors la série

Yoo o an/b" converge (trivial) ; sa somme est 0 si et seulement s’il existe

une autre suite (¢, ) @ croissance polynomiale et telle que
(180) a, =c, —bc,_1 .

Voila un nouvel exemple de sonume télescopique.

Enfin, I'analogie entre somimes de Gauss et fonction gamma est bien

connue. Une identité de sommes de Gauss, due a Anna Helversen-Pasotto

1).

Comment généraliser ceci pour les relations de Dixon, Saalschiitz, etc... ?

[E 8], est en fait I’analogue de l'identité de Gauss sur F} (ac b

Quelle est la méthode algorithmique sous-jacente 7 Y a-t-il un lien avec les

faisceaux-caracteres de Lusztig, ou les groupes quantiques 7 Place au réve !
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DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS
SUR LES ESPACES HOMOGENES

par Etienne GHYS

INTRODUCTION

Considérons le flot ¢ sur le tore T = R"™/Z" défini par : ¢'(z mod Z™) =
(z+tw)mod Z™, ot w = (wy, -+, wy,) est un vecteur de R™. On sait depuis
L. Kronecker que si les w; sont linéairement indépendants sur Q, toutes les
orbites de ¢ sont denses dans le tore. En général, ’adhérence d’une orbite
est un sous-tore de T", de dimension égale au rang de {w;} sur Q.

Soit maintenant G un groupe de Lie connexe et I’ un réseau de G,
c’est-a-dire un sous-groupe discret tel que le volume (de Haar) du quotient
a gauche I'\G soit fini. Un sous-groupe H de G opere naturellement &
droite sur I'\G. Dans quelles conditions a-t-on un résultat analogue & celui
de L. Kronecker garantissant I’homogénéité des adhérences d’orbites ?

Dans une série de quatre articles, M. Ratner vient d’obtenir une réponse
tres satisfaisante en résolvant une conjecture de M.S. Raghunathan [71-72-
73-74]. Pour I’énoncer, convenons de dire qu’un élément g d’un groupe de
Lie G est unipotent si 'automorphisme adjoint Ad(g) de I’algebre de Lie G
est unipotent, c’est-a-dire n’a que 1 comme valeur propre. Un sous-groupe

H de G est unipotent si tous ses éléments sont unipotents.

THEOREME (M. Ratner, 1990).— Soit H un sous-groupe unipotent d’un
groupe de Lie G et I' un réseau de G. Pour tout z de I'\G, il existe un
sous-groupe fermé H(z) de G tel que l'adhérence de lorbite . H de z par
H dans T\G coincide avec Uorbite z.H(z) de = par H(z).

S.M.F.
Astérisque 206 (1992) 93
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Cet énoncé n’est pas le meilleur possible ; nous en donnerons d’autres
versions plus loin.

Il n’est pas surprenant que ce résultat ait des conséquences concer-
nant les approximations diophantiennes. Avant la preuve du théoréme
précédent, G.A. Margulis avait développé des méthodes qui lui permirent

de démontrer en 1987 la conjecture de A. Oppenheim [50].

THEOREME (G.A. Margulis, 1987).— Soit @ une forme quadratique
indéfinie et non dégénérée sur R™ (n > 3). On suppose que Q n’est pas
un multiple d’une forme rationnelle. Alors, pour tout € > 0, il eziste un

vecteur v de Z™ tel que 0 < Q(v) < €.

Par la suite, S.G. Dani et G.A. Margulis ont amélioré significativement
ce théoréme comme nous le verrons plus loin.

Les preuves des théorémes de S.G. Dani-G.A. Margulis et M. Ratner
sont longues et difficiles ; il n’est pas possible de les décrire ici. Dans cet
exposé élémentaire, nous nous sommes fixés un but trés modeste. Nous
nous proposons d'illustrer les méthodes employées dans le cas simple ou le
groupe G est SL(2,R) : il s’agit alors d’étudier le flot horicyclique d’une
surface a courbure —1. Ce cas renferme déja une bonne partie des dif-
ficultés. Nous espérons que son étude préliminaire permettra au lecteur
d’aborder plus facilement les preuves complétes qui sont publiées ou en
cours de publication. Signalons par ailleurs I'existence de ’article [27] de
S.G. Dani et G.A. Margulis qui propose une introduction élémentaire & ces
questions d’approximations diophantiennes.

Ce rapport est organisé de la fagon suivante. Le premier paragraphe est
consacré & des motivations : il retrace I’histoire du flot horicyclique et meéne
a des énoncés plus précis des théorémes de M. Ratner. Le paragraphe 2
décrit quelques méthodes utilisées par S.G. Dani et G.A. Margulis pour
approcher la conjecture de M.S. Raghunathan. Le paragraphe 3 donne
quelques ingrédients de la preuve de M. Ratner, toujours illustrés dans le
cas de SL(2, R). Enfin, dans le paragraphe 4, nous discutons trois applica-
tions : valeurs des formes quadratiques sur les points entiers, phénomeénes
de rigidité ergodique et existence de laminations géodésiques sur les variétés

hyperboliques.
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1. LE FLOT HORICYCLIQUE

1.1. Les flots géodésiques et horicycliques des surfaces & courbure négative
sont des exemples tres riches de systémes dynamiques. Leur analyse de
plus en plus approfondie s’est faite en paralléle avec le développement de la
théorie ergodique. Bien que ces flots aient des comportements topologiques
et ergodiques trés différents, on ne peut envisager d’étudier I’un sans 'autre.

Rappelons d’abord les définitions. Soit H? le demi-plan de Poincaré
{z + iy € C|y > 0} muni de la métrique a courbure —1 donnée par ds? =
(dz? + dy?)/y%. Une géodésique de H? est une courbe v : R — H? qui
est un plongement isométrique. L’image d’une géodésique est un demi-
cercle (ou une demi-droite) orthogonal a I’axe des z. Une géodésique est
entierement déterminée par son vecteur tangent en ¢t = 0, élément du fibré
unitaire tangent Ty H? & H2. Bien siir, si 7 est une géodésique et si s € R,
Papplication ° : ¢ € R — ~(t + s) € H? est aussi une géodésique. Le
groupe & un parametre de transformations v — 4° définit donc un flot sur
I'espace des géodésiques, c’est-a-dire sur Ty H2. C’est le flot géodésique de
H?

Le groupe des isométries directes de H? est PSL(2, R) opérant sur H?

b T -
par * (Z d) (2) = %{%. Ce groupe opére librement et transitivement

a gauche sur T H? et commute évidemment avec le flot géodésique. Il en
résulte que ce flot géodésique peut aussi étre considéré comme un groupe
a un parametre g° de translations a droite sur PSL(2,R). On s’assure

facilement que ce flot s’identifie & :

P (Z g) € PSL(2,R)

-+ (fcl 3) <exp(os/2) exp(gs /2)) € PSL(2,R).

Soit v € TyH? et v : R — H? la géodésique issue de v. Lorsque T tend
vers +0o (resp. —o0), le cercle de centre (non euclidien) v(7') et passant
par 7(0) “converge” vers I’horicycle positif (resp. négatif) déterminé par v

(voir figure 1). Dans le modé¢le de Poincaré, c’est un cercle tangent & ’axe
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des z (privé de son point de tangence) ou une droite paralléle a 'axe des

z. En termes intrinséques, ce sont les courbes de courbure +1.

t>0

¥0)

Figure 1

De méme qu’avec les géodésiques, les horicycles permettent de définir
un flot. Si v est un vecteur unitaire tangent & H? en un point 2, et si ¢
est un réel, on note v.h%, le vecteur unitaire orthogonal & I'horicycle positif
déterminé par v, en un point situé a une distance t de z le long de ’horicycle
(voir la figure 1 pour les conventions d’orientation). Pour la méme raison
que précédemment, ce flot s’identifie & un groupe & un paramétre h% de
translations a droite de PSL(2,R).

On vérifie facilement qu’il s’agit de :

£(20) m==(ta) (0 1)

En utilisant les horicycles négatifs, on construit de méme un troisieme flot

. . N . \ . 1
h!_ qui correspond bien siir aux translations & droite par ( . (1)) Les deux

flots h% et hZ! sont conjugués par la symétrie envoyant un vecteur v de
Ty, H? sur son opposé. C’est pour cette raison que nous nous contenterons
d’étudier R .

On notera que tous ces flots préservent la mesure de Haar (bi-invarian-
te) de PSL(2,R). D’autre part, les champs de vecteurs invariants a gauche
correspondant a g°, h% et h' forment une base de l'algébre de Lie de
PSL(2,R).
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Le rapport entre les flots géodésiques et horicycliques est contenu dans

la formule suivante, fondamentale pour la suite :
(*) gs h:!: g—a — h;exp(i'-’)-

Ceci est tres facile a vérifier par un calcul matriciel. Le flot géodésique
normalise donc les flots horicycliques. Il contracte les horicycles positifs et
dilate les horicycles négatifs. Cette observation est a la source de la théorie
des flots d’Anosov [1] (voir la figure 2) :

v.h e+xp(-s).l

Figure 2

Soit maintenant I" un sous-groupe discret de covolume fini de PSL(2, R).
Lorsque I’action de T' sur H? est libre, on obtient une surface & = I'\H?
dont Vaire est finie et dont le fibré unitaire tangent s’identifie & I'\PSL(2, R).
En général, l’action de I sur H? peut ne pas étre libre mais les stabilisateurs
sont finis et le quotient ¥ = I"\ H? est une surface singuliére qu’il vaut mieux
considérer comme une “orbifold” (au sens de W. Thurston). Un exemple
trés important est celui de I' = PSL(2,Z) : on obtient I’orbifold modulaire
dont I’étude est fondamentale en théorie des nombres.

Les flots h% et g° passent bien sir au quotient sur I'\PSL(2,R) : ce
sont les flots horicycliques et géodésiques de la surface (resp. orbifold)
I'\H2. Ces flots n’ont pas de point fixes. Ils préservent une forme de
volume, de masse totale finie, que l’on peut appeler au choix mesure de

Haar ou mesure de Liouville suivant le point de vue adopté.

1.2. Pour illustrer le fait que ces flots géodésiques et horicycliques s’étu-

dient en paralléle, nous allons commencer par quelques exemples simples et
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bien classiques.

PROPOSITION.— §: I'\PSL(2,R) est compact, le flot horicyclique h%

n’a pas d’orbite périodique.

Preuve : La relation (*) montre que si 7 est une orbite périodique de h%
de période T, alors I'image v.g° est une autre orbite périodique, de période
exp(—s).T tendant vers 0 lorsque s tend vers +o00. La proposition résulte
du fait qu’un flot sans point fixe sur une variété compacte ne peut avoir des

orbites périodiques de périodes arbitrairement petites.e

Dans le cas ou I'\PSL(2,R) est de volume fini mais non compact, la
surface £ = I'\H? (supposée non singuliére pour simplifier) se décompose
en une partie compacte et un nombre fini de pointes (cusps) (voir figure 3).
Chacune de ces pointes est isométrique au quotient de {z + iy € C, y >
Yo > 0} par les translations entiéres z — z+n. La courbe y = yo donne dans
¥ un horicycle fermé, c’est-a-dire une orbite fermée v pour R . Bien sir,
pour tout s réel, la courbe 7.g° est aussi une orbite périodique. Lorsque
s tend vers +oo, cette orbite y.¢g° tend vers un bout de £ (voir figure
3). Il n’est pas difficile de se convaincre que ’on obtient ainsi toutes les
orbites périodiques de h%{ qui constituent donc un nombre fini de familles
paramétrées par R. Lorsque s tend vers —oo, il se trouve que les orbites
7.9° sont de plus en plus denses dans T1X. On trouvera dans [19], [77],
[85], une description de ce phénomeéne et une intéressante reformulation de

I’hypothese de Riemann en ces termes d’horicycles fermés.

Figure 3
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Voici un exemple ot le flot horicyclique permet de comprendre le flot

géodésique. C’est le fameux théoréme de E. Hopf [41-42] :

THEOREME.— i T est un réseau de PSL(2,R), le flot géodésique
sur I'\PSL(2,R) est ergodique par rapport d la mesure de Haar, 1.e. une
fonction mesurable constante sur les orbites du flot est constante presque.

partout.

Preuve : C’est un exemple d’application du “phénomeéne de Mautner” (voir
[65]). Soit A la mesure de Haar sur I'\PSL(2, R) normalisée de facon a étre
une probabilité. Soit F' une fonction de carré A-intégrable sur I'\PSL(2, R)
qui est invariante par le flot géodésique g°. Nous allons montrer que F' est
aussi invariante (A-presque partout) par le flot horicyclique h%. En effet,

'utilisation de la formule (*) et le fait que ¢g° préserve A montrent :

/ F(v).F(v.h})d\ = / F(v.¢°).F(v.g° k%) dX

/F(v) F b0 an — /F(v)d/\

s—+o00

Ainsi F(v.h% ) = F(v) pour A-presque tout v (cas d’égalité dans l'inégalité
de Cauchy-Schwarz). On procéde de méme avec h* (en faisant tendre s
vers —oo). Par conséquent, F' est invariante (A-presque partout) par ¢°,
RY et h' et donc par I'action a droite de PSL(2,R) qui est transitive. On

a donc bien montré que F est constante A-presque partout.e

Réciproquement, le flot géodésique va nous permettre de démontrer le

résultat suivant, di a G. Hedlund [39-40] :

THEOREME.— Si T est un réseau de PSL(2,R), le flot horicyclique h,
sur I'\PSL(2,R) est ergodique par rapport i la mesure de Haar.

Preuve : Nous allons donner quelques détails car 'idée de la preuve est a

la base de beaucoup de techniques que nous verrons plus loin.

Le stabilisateur du point (1,0) de R? sous I’action linéaire de SL(2, R)

est H = {h} = {(0 i)} L’espace homogéne SL(2,R)/H s’identifie
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donc & R? — {(0,0)} et l'action & gauche de H sur SL(2,R)/H est bien siir
par transvections (voir figure 4) :

> > >

>

<« <<« <<«

<« <« | <« =<

< <
Figure 4

Il est bien clair qu’une fonction continue sur R* — {(0,0)} invariante
par ces transvections est une fonction de y. En particulier, une telle

fonction est constante sur 1’axe des z, et donc sur Porbite de (1,0) par

g = (exp(s/z) 0

0 exp(—s /2)> Nous avons donc établi le lemme suivant.

Si @ : SL(2,R) — R est une fonction continue, constante sur les doubles
classes par H, alors ® est constante sur le sous-groupe a un parametre g°.
Avant d’appliquer ce fait a notre propos, remarquons qu’un espace
homogene de PSL(2, R) est aussi un espace homogene de SL(2, R) de sorte
que nous pouvons nous placer dans le cas d’un réseau I' de SL(2, R) (quitte
a étendre I par Z/27Z).
Considérons donc une fonction F' de carré M-intégrable sur I'\SL(2, R),

invariante par le flot h% . La fonction ® définie sur SL(2, R) par :

Q(g):/F(v).F(v.g)d)\

est continue et vérifie :

B(g) = B(h, g) et B(g) = B(g hy)

car F est invariante par h et h! préserve .
p + + P
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En appliquant I'observation précédente, on trouve :

/Fz(v)d/\=/F(v).F(v.g’)d)\.

Par conséquent, F' est aussi invariante (A-presque partout) par le flot géodé-
sique ¢°. Nous savons que ceci entraine que F' est constante A-presque
partout.e

Pour plus d’informations sur le flot géodésique, nous renvoyons a l’expo-
sé de P. Pansu dans ce séminaire [62]. Notons cependant que cette dy-
namique est trés complexe. A titre d’exemples :

i) La réunion des orbites périodiques est dense [1], [6].

ii) Certaines orbites ne sont pas récurrentes : une orbite peut spiraler
par exemple sur une orbite périodique (figure 5) ou sur un ensemble limite

plus compliqué.

Figure 5

ii1) Il existe des ensembles fermés invariants ne contenant aucune orbite
périodique [56].
iv) Il existe une infinité non dénombrable de mesures de probabilités

invariantes et ergodiques [81].

La situation est assez différente pour le flot horicyclique et, d’une cer-
taine facon, bien plus simple. Le théoréme suivant est di & G. Hedlund

[38] : il sera démontré au paragraphe 3 :

THEOREME.— Si I'\PSL(2,R) est de volume fini, toute orbite du flot

horicyclique h%, est périodique ou dense.
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Il est naturel d’essayer de décrire la répartition asymptotique des or-
bites dans T'\PSL(2,R). Soit ¢' un flot sur une variété V préservant une
mesure de probabilité 4. Un point v de V est equiréparti par rapport & p

si pour toute fonction continue & support compact F: V — R, on a :

.1 T .
Tlgnw T /(; F(v.hY)dt = /V Fdp.
Le théoreme ergodique de G. Birkhoff garantit que si u est ergodique, u-
presque tout point v est équiréparti par rapport a pu.

Le théoreme suivant est di & S.G. Dani et J. Smillie [28] : il fait suite
a de nombreux travaux (en particulier (7], [8], [32], [35], [37], [46], [84]).

Nous esquisserons une preuve d’un résultat plus général au paragraphe 3.

THEOREME.— §i I'\PSL(2,R) est de volume fini, tout point non pério-

dique pour h% est équiréparti par rapport @ la mesure de Haar.

1.3. Bien siir, on ne s’est pas contenté longtemps de 1'étude des flots
géodésiques et horicycliques. Il est naturel d’étudier plus généralement
Paction & droite d’un sous-groupe H d'un groupe de Lie G sur un quo-
tient de volume fini I'\G ([2], [9]). Les motivations sont multiples et nous
en décrirons quelques-unes au paragraphe 4. Nous renvoyons & S.G. Dani
pour un excellent survol de ces travaux [19]. Signalons tout particulierement
'étude tres complete du cas o G est nilpotent [63-64] par W. Parry (et plus
récemment [44-45]), ainsi que I’étude des actions de groupes horisphériques
par S.G. Dani [21]. C’est sur la base des résultats obtenus par ces au-
teurs que M.S. Raghunathan conjecture que si H est unipotent, ’adhérence
d’une orbite dans I'\G coincide avec 'orbite d’un sous-groupe de Lie de G
contenant H. Cette conjecture entraine en particulier que ces adhérences
d’orbites sont des sous-variétés : une situation bien différente de celle du
flot géodésique...

Des progres décisifs concernant la conjecture sont accomplis par G.A.
Margulis et S.G. Dani qui la démontrent (génériquement) lorsque G =
SL(3,R) [26]). Nous décrirons succinctement leurs méthodes au paragraphe

2. En fait, G.A. Margulis formule dans [50-52] une conjecture beaucoup
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plus générale que celle de M.S. Raghunathan qui est finalement démontrée
par M. Ratner [74-75].

THEOREME.— Soit H un sous-groupe d’un groupe de Lie conneze G,
engendré par des éléments unipotents. Soit I' un réseau de G. Alors,
Uadhérence de toute orbite de H sur I'\G coincide avec l'orbite d’un sous-

groupe de Lie de G contenant H.

L’approche de M. Ratner consiste a étudier d’abord la nature des
mesures invariantes par H et d’en déduire, par la suite, la structure des
adhérences d’orbites.

Fixons toujours un réseau I' du groupe de Lie connexe G et soit z
un élément de I'\G. Considérons un sous-groupe fermé L de G ayant la
propriété que z.L est fermé dans I'\G. Supposons de plus que l'orbite
z.L ~ L/zTz~! N L soit de volume fini par rapport & la mesure de Haar de
L. Comme z.L est contenu dans I'\G, on obtient une mesure finie sur I'\G.
Les mesures obtenues par ce procédé seront appelées mesures homogénes
sur I'\G. Le résultat obtenu par M. Ratner est le suivant [70-71-72-73] :

THEOREME.— Soit H un sous-groupe d’'un groupe de Lie G, engendré
par des éléments unipotents. Soit I' un réseau de G. Toute mesure de
masse totale finie sur I'\G invariante et ergodique sous l’action de H est

une mesure homogéne.

Lorsque H est un groupe & un paramétre ¢!, M. Ratner obtient une

généralisation du théoréme de S.G. Dani et J. Smillie.

THEOREME.— Soit @' un sous-groupe unipotent 4 un paramétre du
groupe de Lie conneze G et soit I' un réseau de G. Alors, tout point de

P\G est équidistribué par rapport d une certaine mesure homogéne.

Terminons ce paragraphe par trois remarques.
1. Les résultats de M. Ratner sont en fait plus généraux et couvrent certains
cas ou I' n’est pas un réseau. Nous ne donnons pas ici d’énoncé mais nous

citerons un exemple en 3.4.
2. La classe des groupes engendrés par des éléments unipotents est bien plus

large que celle des sous-groupes unipotents. Par exemple, tout sous-groupe
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de Lie de SL(n,R) isomorphe & SL(2,R) est engendré par des éléments
unipotents. Un exemple typique de groupe qui n’est pas engendré par des
éléments unipotents est le sous-groupe résoluble H de GL(n,R) formé des
matrices triangulaires supérieures (au sens large) car les éléments unipo-
tents de H sont triangulaires supérieurs au sens strict.

3. L’hypothése “H est engendré par des éléments unipotents” est presque
optimale. A.N. Starkov montre que si H n’est pas engendré par des éléments
h tels que le spectre de Ad(h) est contenu dans le cercle unité, alors il existe
des adhérences d’orbites dans I'\G qui ne sont pas des sous-variétés. Par
contre, si H est engendré par de tels éléments, il montre (en utilisant les
résultats de M. Ratner) que toutes les adhérences d’orbites sont des sous-

variétés (mais pas nécessairement orbites d’un sous-groupe de Lie L) [83].

2. DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS

2.1. Dans ce paragraphe, nous proposons une introduction élémentaire
aux méthodes développées par G.A. Margulis. Commencons par quelques
remarques générales concernant la dynamique des flots unipotents. Fixons
un groupe de Lie connexe G, un réseau I" et un sous-groupe unipotent a un
paramétre ¢'. Pour simplifier, nous supposerons momentanément que NG
est compact.

Les translations a gauche de G permettent d’identifier les espaces tan-
gents aux divers points de G a l'algebre de Lie G (des champs invariants
a gauche). Le flot ¢* opére a droite sur I'\G et sa différentielle, calculée
dans G, est donnée par 'application adjointe Ad(¢!). C’est la une propriété
remarquable : la différentielle du flot, évaluée sur une trivialisation du fibré
tangent, ne dépend pas du point ou on la considére. On pourra comparer
cette propriété a la notion d’“autonomie” dégagée par A. Zeghib [94].

Puisque ¢* est unipotent, Ad(¢*) est un polynéme en ¢. Si I'on fixe
une structure euclidienne || || sur G et si w € G est non nul, la fonction

t — ||Ad(¢")(w)||* est un polynome qui ne prend que des valeurs strictement

positives. En particulier :

inf [1Ad(")(w)]| > 0.
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Cest la distalité infinitésimale de ¢*. Cette propriété est a la source de
la plupart des arguments concernant les flots unipotents : elle permet
d’exclure 'existence de variétés stables et donc les phénomeénes de spirale-
ment. L’étude générale des flots infinitésimalement distaux a été entreprise
dans [76] mais il reste beaucoup a faire. Cette propriété entraine-t-elle par
exemple que les adhérences des orbites sont des sous-variétés ?

Dégageons une propriété analogue mais non infinitésimale. Si z et
y sont des points suffisamment proches de I'\G, il existe un unique petit
élément w(z,y) de G tel que y = z.exp w(z,y). On a bien sir : y.¢* =
z.¢t.¢7  exp w(z,y).¢' de sorte que si z et y sont tels que z.¢° et y.¢!
restent proches pour t € [0, T}, alors :

w(z.¢', y.¢") = Ad(¢*) w(z, y).

On a ainsi une propriété de divergence polynomiale des orbites. Insistons
sur le fait qu'un flot unipotent n’est pas nécessairement distal, c’est-a-dire
que la distance entre z.¢* et y.¢' dans ['\G peut ne pas étre minorée par
un nombre strictement positif [36]. Le flot horicyclique par exemple n’est

pas distal.

2.2. Densité des horicycles dans le cas cocompact

Nous allons démontrer le théoréme de G. Hedlund concernant les adhé-
rences d’orbites avec une preuve inspirée de [50-52-54], elle-méme réminis-
cente de [6] ou [65].

. 1 ¢
Soit G = SL(2,R). Notons H = {hi} = {(0 1)} et B le sous-
groupe des matrices (exp(s) "), normalisant H dans G. Soit ' un
0 exp(—s)”’ ’

réseau de G. Commencons par le fait trés classique suivant :
PROPOSITION.— Toutes les orbites de B dans T'\G sont denses.

Preuve : Il s’agit de montrer que toutes les doubles classes I'.z.B sont
denses dans G ou, de maniére équivalente, que toutes les orbites de ' dans
G/ B sont denses. Nous supposerons pour simplifier que I' contient —id, de
sorte qu'’il suffit de montrer la densité des orbites de I' dans PSL(2,R)/B,
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c’est-a-dire sur le bord R U {oo} du demi-plan de Poincaré. (La preuve
est analogue si —id ¢ I'.) Par l’absurde, considérons une orbite de I' qui
n’est pas dense et soit I une composante connexe du complémentaire de
son adhérence (voir figure 6). La géodésique de H? joignant les extrémités
de I détermine avec I un demi-espace II dans H2. Le stabilisateur I'r; de

IT est au plus cyclique et le quotient I';r\II est donc d’aire infinie. Ceci
contredit le fait que ¥ est d’aire finie.®

2

AL T A

e e

I

Figure 6

Supposons maintenant I' cocompact, i.e. I'\G compact. Une partie M
de I'\G est un ensemble minimal si c’est un fermé non vide invariant par
H et minimal pour ces propriétés. Un tel ensemble minimal existe grace au
lemme de Zorn et & la compacité de I'\G. Toute orbite par H d’un point
de M est dense dans M. Nous allons montrer que M = I'\G, c’est-a-dire
que toute orbite du flot horicyclique est dense.

Utilisons l'action a droite de G sur I'\G pour définir :
M={geG|MgnM=#0}.
11 est clair que :

1) M est fermé et contient I’élément neutre id.

ii) M est une réunion de doubles classes de '\G/H car M est invariant
par H.

Soit # un point de M. Nous savons que 'orbite de = par H n’est
pas périodique et qu’elle est dense dans M. Il existe donc une suite g,
d’éléments de G tendant vers l'identité telle que g, ¢ H et z.g, € M. En
particulier :

iil) id est adhérent a M — H.

Soit ¢ € MNB. Comme les éléments de B normalisent H, I'image M.g
est un fermé non vide, invariant par H et intersectant M non trivialement ;

c’est donc que M.g = M. Ainsi :
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iv) M N B est un sous-groupe fermé formé d’éléments préservant M.
Nous avons déja étudié ’espace H\G/H en 1.2. La projection M' de
M dans G/H ~ R?—{(0,0)} est un fermé s’accumulant sur (1, 0), invariant

0 i ). On en déduit immédiatement que M’ contient

une suite de points du type (exp(s,),0) avec s, # 0 convergeant vers 0.

. 1
par les transvections (

Un réel s est tel que (exp(s),0) appartient & M’ si et seulement si

(exp(s) t ) est dans M (pour une valeur quelconque de ¢). La
0 exp(—s)

remarque iv) montre donc que l’ensemble de ces réels s est un sous-groupe

additif fermé de R, non discret d’apres ce qui précéde. Il en résulte que

M contient B. Toujours grace a iv), on déduit que le groupe B tout entier

préserve M. Comme nous savons que les orbites de B sont denses dans I'\G,

nous avons montré que M = I'\G. Ceci achéve la preuve du théoréme de

G. Hedlund dans le cas ou I'\G est compact.

2.3. Le cas des réseaux non cocompacts : la non-divergence a

Pinfini

Plagons-nous maintenant dans le cas ou I'\G est de volume fini mais
non compact. Dans la démonstration précédente, la compacité permettait
de garantir I'existence d’un ensemble minimal. Une orbite périodique est
bien siir un ensemble minimal mais il n’est plus clair, dans notre cas ou I'\G
est de volume fini, que tout fermé non vide invariant contient un ensemble

minimal. C’est la premiére propriété a vérifier.

PROPOSITION.— Tout fermé non vide de I'\G invariant par le flot

horicyclique contient une orbite périodique.

Avant de démontrer la proposition, nous devons énoncer deux lemmes.
Nous avons déja vu que la surface (orbifold) ¥ = T'\H? peut étre
décomposée en une partie compacte i’ et un nombre fini de pointes, isomé-
triques au quotient de {x+iy € C|y > yo > 0} par les translations entiéres

zZH— z4n.

Lemme.— Soit v : R — ¥ wn horicycle non périodique de . Alors les
ensembles {t > 0| ~(t) € K} et {t <0|7(t) € K} ne sont pas bornés.
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Preuve.— 1l suffit de constater qu’un demi-horicycle de H? contenu dans

{z+iy |y > yo} est une demi-droite horizontale et produit donc un horicycle
périodique dans ¥.e

Puisque tout fermé non vide de I'\G invariant par H et ne contenant
pas d’orbite périodique rencontre le compact K des vecteurs unitaires tan-
gents a ¥ aux points de K, le lemme de Zorn s’applique. Il en résulte que
tout fermé non vide invariant contient un ensemble minimal. Le lemme
suivant, dont nous laissons la démonstration (facile) au lecteur, montre que
tout ensemble minimal est nécessairement compact. (Voir [53] pour des

énoncés plus généraux.)

Lemme.— Soit ¢* un flot sur un espace localement compact X. On suppose
qu’il eziste une partie compacte K de X telle que, pour tout x, les parties
{t>0]|z.¢' € K} et {t <0|z.¢* € K} de R ne sont pas bornées. Alors X
est compact.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition. Nous avons vu
que tout fermé non vide invariant contient un ensemble minimal com-
pact M. Si cet ensemble M n’était pas réduit & une orbite périodique,
largument du paragraphe 2.2 s’appliquerait sans modification et on aurait
M = T\G ce qui est absurde puisque nous avons supposé que I'\G n’est
pas compact.e

La proposition que nous venons de montrer est bien siir plus faible que
le théoreme de G. Hedlund selon lequel une orbite non périodique est dense.
Pour le démontrer, nous pouvons maintenant utiliser la méme méthode
qu’en 2.2. Soit z un point non périodique de I'\G et F' l’adhérence de
l'orbite de z dans I'\G. Nous savons que F' contient un point périodique y,
de période T' > 0. Posons :

M={g€G|ygc€ F}.

Alors, M est fermé, réunion de classes a droite de G/H, invariant par
Paction & gauche de hz, et contient une suite g, de G — H convergeant

vers id. Le fermé M’ correspondant dans R? — {(0,0)} est invariant par

((1) 1 ) et s’accumule sur (1,0). Nous savons que les points y.g avec g € B
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sont périodiques pour le flot horicyclique et que, d’autre part, 'orbite non
périodique de z s’accumule sur y. Il en résulte que (1,0) est la limite d’une
suite de points de M’ situés hors de R x {0}.

Toutes ces propriétés montrent que M’ contient R* x {0}. Autrement
dit, pour tout g de B, on a y.g € F. Comme toutes les orbites de B sont
denses dans I'\G, nous avons bien établi que F' = I'\G, c’est-a-dire que

Porbite non périodique de z est dense dans I'\G.e

2.4. Quelques indications sur le cas général

La plupart des techniques présentées en 2.2 et 2.3 s’étendent au cas
d’un sous-groupe unipotent d’un groupe de Lie autre que SL(2,R). C’est
une élaboration de ces idées qui a permis a S.G. Dani et G.A. Margulis de
démontrer la conjecture de M.S. Raghunathan dans le cas ou G = SL(3,R),
I' = SL(3,Z) et ¢' est un groupe unipotentd un parameétre générique (:.e.
tel que ¢! —id est de rang 2 pour tout ¢ # 0). Nous n’entrerons pas dans les
détails de la preuve car [27] permet une excellente introduction élémentaire.

Dans la démonstration que nous avons donnée du théoréme de G.
Hedlund, il importait de constater qu’un horicycle non périodique ne peut
séjourner qu’un temps fini dans une pointe sans en sortir. Un énoncé ana-
logue est valable en toute généralité mais sa preuve est considérablement

plus difficile. Voici deux résultats dans cette direction.

THEOREME.— Soit G un groupe de Lie semi-simple conneze et I' un
réseau. Etant donné ¢ > 0, ol eziste un compact K de I'\G tel que, pour
tout point x de I'\G, et tout sous-groupe unipotent ¢ un paramétre ¢!, on
ait deuz possibilités :
i) il existe un sous-groupe fermé propre L de G contenant ¢* tel que
Uorbite x.L est fermée et de mesure finie (pour la mesure de Haar de L) ;
ii) pour T assez grand, on a : m({t € [0,T]|z.¢* € K}) > (1 —¢)T ou

m désigne la mesure de Lebesgue dans R.

THEOREME.— Soit G un groupe de Lie conneze, I' un réseau, ¢* un

sous-groupe unipotent d un paramétre, x un point de I'\G ete > 0. Il existe
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un compact K de I'\G tel que, pour T assez grand :
m({t € [0,T]|z.¢*' € K}) > (1 —¢)T.

Une premiere version de ces résultats est due a G.A. Margulis qui
montre qu’une orbite d’un flot unipotent dans SL(n,Z)\SL(rn,R) ne tend
pas vers l'infini [48]. Ce résultat a été amélioré par S.G. Dani sous la
forme du premier des deux théorémes cités ci-dessus [13-14-16-18-22]. La
preuve de S.G. Dani sépare les cas ou le R-rang de G est supérieur ou
égal & 2 (ou il utilise le théoréeme d’arithméticité de G.A. Margulis) et ou
ce rang est égal & 1 (pour lequel la preuve est différente et plus simple).
La formulation du second théoréme cité est extraite de [74]. Pour une
introduction aux méthodes de démonstration, nous renvoyons a ’appendice
de [27]. 1l serait d’ailleurs agréable de trouver une approche unifiée de

cette “non divergence a l'infini”, indépendante par exemple des difficiles

théorémes d’arithméticité.

3. COMPORTEMENT ERGODIQUE DES FLOTS UNIPO-
TENTS

Nous décrivons dans ce paragraphe quelques-unes des méthodes em-

ployées par M. Ratner.

3.1. La dérive dans la direction du centralisateur

L’algebre de Lie s/(2,R) de SL(2, R) est constituée des matrices (2 x2)

de trace nulle. Une base est :

gz((l) _01) ! h+:<8 (1)> | h_:<(1) g)
On a:
s (5 5) =06 <) 6 1)

_(a—tb t*b+2at+c
a b —a +tb

Munissons sl/(2,R) de la norme sup(|al, |8],|c|) et fixons C > 0 et ¢ > 0

a [

(trés petit par rapport & C). Soit w = (b a

) € sl(2,R) de norme
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p < C. Alors Ad(h% )(w) tend vers l'infini sauf si a = b = 0, c’est-a-dire
si w pointe dans la direction de hy. Soit ¢y le premier instant positif tel
que ||Ad(h%)(w)|| = C. Un petit exercice montre que si p est assez petit,
c’est le polynéme du second degré qui atteint le premier la valeur +C, 1.e.
| — t2b + 2atg + ¢| = C et, de plus, | — a + tob| (et |b]) sont inférieurs a
e. Autrement dit, ||[Ad(h% )(w) £ Chi|| < € pour t = #5. On peut méme
supposer, toujours quitte & prendre p inférieur & un réel p, (ne dépendant
que de ¢ et C) que cette derniére inégalité subsiste pour ¢ € [to, (1 + a)to]
ou a > 0 ne dépend que de € et C.

Supposons maintenant que I' soit un réseau cocompact dans G =
SL(2,R). La norme choisie sur s{(2,R) munit I'\G d’une distance. Les

considérations précédentes montrent que, pour C assez petit, on a :

Pour tout € > 0, 1l existe pg > 0 et a > 0 tels que 31 deuz points z,y
de T\G sont d distance inférieure d po et ne vérifient pas y = z.hY avec
|t| < 2po, alors il existe to > 0 tel que la distance entre z.h% et y.hfc, ou

entre x.ht et y.h! C’, est inférieure @ € pour tout t de [tg,(1 + a)tg] (voir
+ P
figure 7).

<htet C

xht°

Figure 7

Le lecteur se doutera qu’il s’agit d'un phénomeéne général pour les flots
unipotents ¢*. Si w est un petit vecteur et si ¢, désigne le premier instant
ou w; = Ad(h%)(w) atteint une norme appréciable C, alors w;, est tres
proche du centralisateur de ¢! dans G et le reste dans tout un intervalle
de temps [to, (1 + a)tp]. Cette propriété est introduite par M. Ratner sous
le nom de propriété H [66-67-68]. Pour montrer son utilité, nous allons
décrire la classification par M. Ratner des quotients du flot horicyclique.

Soit ' un flot mesurable préservant une probabilité p sur un espace
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mesurable (E, A) (isomorphe & la tribu des boréliens d’un espace métrique
séparable). On dit que 3! est un quotient mesurable du flot horicyclique
de T'\G #¢’il existe une application mesurable F' : T\G — E envoyant la
mesure de Haar A (normalisée pour étre une probabilité) sur p et telle
que F(z.h%) = F(z).4* pour A-presque tout x et presque tout t. Nous
supposerons toujours que F' est non trivial, c’est-a-dire que F' n’est pas
constante presque partout.

Soient I' C I" deux réseaux emboités de G = SL(2,R). Il est clair
qu’alors I est d’indice fini dans I'' et le revétement fini I'\G — I\ G montre
que le flot horicyclique de I'\G est un quotient de celui de I'\G. Insistons

sur le fait que pour un réseau I' “générique”, il n’existe pas de [’ contenant
strictement T'.

THEOREME.— i (E, ¢!) est un quotient mesurable du flot horicyclique
de T\G, alors (E,*) est isomorphe au flot horicyclique de I'\G avec
rcr.

Esquisse de preuve : L’essentiel du théoreme consiste a montrer que si
F : '\G — E est un quotient mesurable, presque toutes les fibres de F
sont finies (et donc de méme cardinal par ergodicité). Observons que les
fibres de F' partitionnent I'\G et sont permutées par k. Une fibre qui
est globalement préservée par h} produit une orbite périodique de 3*, de
période 7. Le flot h! étant ergodique, il en est de méme pour ¢‘. Par
conséquent, la réunion des orbites périodiques de 3! est de py-mesure nulle,
4 moins que g ne soit concentrée sur une seule orbite périodique (qui n’est
pas un point fixe car F' n’est pas constante). Dans les deux cas, on peut
affirmer que, pour A-presque tout z de I'\G, les points F(z) et F(z.hY)
sont différents pour ¢ assez petit.

Placons-nous d’abord dans le cas ou I'\G est compact, oi E est un
espace métrique et ou F : I'\G — E est continue.

Si une fibre F~!(e) est infinie, elle contient deux points distincts z,y
arbitrairement proches. On peut alors leur appliquer la propriété H, car
nous venons précisément de voir que y n’est pas de la forme z.hY avec

t petit. Il existe donc to > 0 tel que si t € [to,(1 + a@)tg], les points
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hf:c sont tres proches. Il en résulte alors, par continuité de F,

z.hi et y.
que les points F(z.h%) = et et F(y.h'EC) = e.yp**C sont voisins pour
t € [to,(1 + @)to]. En prenant dans F~!(e) des paires de points distincts
z,y de plus en plus proches, on trouve donc des morceaux de ’orbite de e
du type {e.¥! |t € [to,(1 + a)to]} avec to de plus en plus grand, formés de
points de plus en plus fixes par y*C.

Choisissons C de telle sorte que la y-mesure de ’ensemble des points
fixes de ¥»*C soit nulle. La p-mesure de 'ensemble des points presque
fixes de »*C est donc petite. Le théoréme ergodique montre alors que,
pour p-presque tout e, le morceau d’orbite {e.y* |t € [0,T]} avec T grand
ne contient qu'une faible densité de points presque fixes par ¥*¢. Par
conséquent, pour p-presque tout e, la fibre F~!(e) ne peut étre infinie et
ceci établit le théoreme.

Lorsque F' : I'\G — E n’est plus supposé continu, on utilise le théoréme
de Lusin qui permet de trouver un compact K de I'\G de grande mesure sur
lequel F' est continu. Le théoreme ergodique montre qu’une orbite générique
de h% passe une large proportion de temps dans K et ceci permet d’adapter
la preuve.

Lorsque I'\ G n’est plus supposé compact, on utilise le théoréme cité en
2.4 selon lequel une orbite de hY “passe la majorité de son temps” dans un
compact de I'\G. Ceci permet d’adapter la propriété H et de généraliser
la preuve précédente.e

Dans le cas général d’un flot unipotent ¢* sur I'\G ol G est un groupe
de Lie connexe quelconque, les quotients mesurables ont été classés par D.
Witte [92] en utilisant les résultats et méthodes de M. Ratner. Le résultat
est le suivant : les quotients sont isomorphes a ’action de ¢* sur L;\G/L,
ou L; est un sous-groupe fermé contenant I' et L, un sous-groupe fermé

d’applications affines de L;\G commutant avec ¢.

3.2. La dérive dans la direction du normalisateur

Fixons un sous-groupe discret I' de G = SL(2,R). Pour la premieére
fois dans cet exposé, nous ne supposons pas que I' est un réseau. Dans le
paragraphe précédent, nous avons étudié la séparation entre les points z.h%,

et y.h%, . Nous étudions maintenant la séparation entre deux orbites dans
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la direction transverse. Notons hi le sous-espace de sl(2, R) engendré par
h_etgetp, :sl(2,R)— h_"; la projection parallélement & h,. Munissons
toujours s{(2,R) de la norme sup par rapport a la base hy, h_, g. Il existe
une constante Cy > 0 ayant la propriété suivante. Soient z et y = z.exp w
avec ||w|| < Con ; on suppose que ||p Ad(h% )(w)|| < Co pour tout ¢ € [0, 7).
Alors il existe une fonction 7: [0,27] — R avec 7(0) < 2Cj et 0,99 < %;— <
1,01 et une courbe t € [0,2T] — w; € hi avec ||wo| < 2C; telles que

y.hY = z.hl(t)exp w,. Siexp w = (Z 2), un calcul élémentaire montre

(bt +d)~! 0
que exp w; = b bt 4+ d

et |d — 1| sont petits, w; est donc trés proche de bh_ — (bt + (d — 1))g.

>. Si ||w|| est petit, c’est-a-dire si |b]

On choisit C assez petit de sorte que si v; et vy sont deux vecteurs de
hi de norme inférieure & 2Cq, et si exp v; = (Z' ;’) (z = 1,2), alors
1 1

0,99||vy — v2|| < Sup(|ay —az|, |b1 = b2], |e1 — 2|, [d1 — d2|) < 1,01||vy —vo|.

Fixons une constante C' < Cj et un vecteur w avec ||w|| = p petit
devant C. La formule donnant w, montre d’abord que w; est constant si
b = 0. Ce n’est pas une surprise et correspond une fois de plus au fait
que le flot géodésique ¢° normalise h% . Rappelons que nous notons B le
sous-groupe de G engendré par hY, et g°. Si b # 0, soit ¢ le premier instant
positif tel que |w, || = C. Ce temps ty est de l'ordre de I%l et wy, — Cg
ou wy, + Cg est de norme inférieure a 2p. De plus, ||w; — wy, || < 27.C si
t € [(1 = n)to, (1 + n)to].

En terines plus vagues, on a établi la propriété suivante. Si deux points
z,y sont trés proches et ne satisfont pas y = x.¢g avec g petit élément de
B, leurs orbites doivent se séparer transversalement. Dans ce cas, lorsque
au temps tg, cette séparation wy, atteint une norme appréciable C, le point
y.h% est trés proche d’un point du type z = (z.h7).g*C. Enfin les orbites
des points y.hf,? et z restent a une distance de l'ordre de C' pendant un
temps linéaire en ;.

Ici encore, ce type d’énoncé se généralise a tout flot unipotent. La
“dérive transverse” entre deux orbites se fait alors dans la direction du

normalisateur du flot. C’est la propriété R, 'une des idées fondamentales
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des travaux de M. Ratner. Nous allons illustrer son usage dans un théoréme
que nous préciserons d’ailleurs plus loin, et dont la preuve n’est qu’un cas

particulier de [71].

THEOREME.— $oit T un sous-groupe discret de SL(2, R) (qui n’est pas
nécessairement un réseau). Soit pn une mesure de probabilité sur '\SL(2,R)
invariante et ergodique pour le flot hY . Si pu n’est pas concentrée sur une

orbite périodique, alors p est aussi invariante par le flot géodésique g°.

Preuve : Soit C' > 0 petit et supposons que ¢ ne préserve pas . Comme
¢¢ normalise le flot h% , la probabilité g€ i1 est aussi invariante par R,
différente de p et ergodique. Il en résulte que p et g¢ p sont étrangeres,
c’est-a-dire qu'’il existe un borélien X tel que pu(X) =1et X.g° N X = 0.
Soit K C X un compact de p-mesure supérieure a 1 — ¢ (avec € > 0
arbitrairement petit). Les deux compacts K et K.¢g¢ sont disjoints et il
existe donc 6 > 0 tel que si ¢ = y.exp w avec ||w & Cg|| < §, on ne peut
avoir simultanément ¢ € K et y € K. Choisissons 5 suffisamment petit
pour que 2nC < g

Pour p-presque tout z, 'orbite de z passe une proportion de temps
supérieure a 1 — ¢ dans K. On peut alors trouver A; C I'\G de p-mesure

supérieure & 1 — & et Ty > 0 tels quesiz € A; et T > Ty, on a
1 ‘ .
Tm({t €0,T)|z.h € K})>1—2¢

(ot m désigne toujours la mesure de Lebesgue).
On peut ensuite trouver A C I'\G de mesure arbitrairement proche de
letT, >0telsquesiz € Aet T >Tp,ona:

1
Fm({t €0, T][a.hY € 41}) 21— g

Considérons maintenant deux points ¢ et y = z.exp w de A avec
|lr—w]|| = p. Nous allons d’abord montrer que, si p est assez petit, exp r—w
est dans B, c’est-a-dire que y = z.h!, ¢g° avec s et t petits. Supposons le
contraire et soit ¢ le premier instant positif ou ||w¢,|| = C. On a tq > 2Ty

et tg > 2 l;’z si p est assez petit.
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Par définition de A, 'intervalle [0,%,] contient une proportion supé-

rieure & (1 — Z) de réels ¢ tels que z.h% € A;. Soit 7 la fonction déja

introduite telle que y.hY = x.hl(t) exp w;. Comme 0,99 < 4¢ < 1,01,

Vintervalle [0, ] contient une proportion supérieure &1 —1,01¢ >1—2
de réels t tels que z.hl(t) € A;. Il existe donc t; € [(1—n)to, o] tel que l'on
ait simultanément x.hf; € A et y.h_:_(tl) € A;.

A son tour, la définition de A4; montre qu’il existe ¢, € [(1 = n)to, (1 +

n)to] tel que T = z.h? et §J = y.h:_(m sont tous les deux dans K. Par
ailleurs, nous savons que si t € [(1 — n)to, (1 + n)to], on a ||w, — wy || <
2C < £ et ||lwy, £ Cgl| < 2p. Sip< ¢, onadonc ||lw,, + Cg|| < 6.

Mais ceci contredit la définition de 6 selon laquelle si T et § = exp wy,
sont dans K, on a ||w¢, + Cg|| > 6. Nous avons donc bien établi que deux
points z et y proches dans A sont du type y = z.exp w avec exp w € B
proche de l'identité. En particulier, I’'une des orbites de B est de p-mesure
non nulle et ’ergodicité montre en fait que p est concentrée sur une orbite
de B dans I'\G.

Il reste & montrer que p est concentrée sur une orbite périodique de hf, .
Une orbite z.B est du type B/A ou A est un sous-groupe discret de B. Ces
sous-groupes discrets de B sont aisés a décrire. Trois cas sont possibles :

i) A est trivial. Le flot hY opérant sur B ne peut préserver de proba-
bilité car toutes les orbites de h% tendent vers I'infini dans B.

ii) A est engendré par (expéso) ex;?s())) avec sg # 0. L’espace
homogeéne B/A est un cylindre hyperbolique. La encore, toutes les orbites
de h% dans B/A tendent vers l'infini et il n’y a donc aucune probabilité

invariante.
ili) A est engendré par ((1) tlo ) avec tg # 0. L’espace homogene B/A

est une pointe ol toutes les orbites de kY sont périodiques. Une probabilité
invariante et ergodique est donc concentrée sur une orbite périodique.

Ceci acheve la preuve du théoréme.o
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3.3. Classification des probabilités invariantes : cas des réseaux

Le théoréme qui suit est di & S.G. Dani [13-16-17] mais la preuve que

nous en présentons s’inspire d’un résultat plus général de M. Ratner [71].

THEOREME.— Soit T un réseau de G = SL(2,R). La mesure de Haar
sur I'\G et les mesures concentrées sur les orbites périodiques sont (d un
facteur prés) les seules mesures finies sur I'\G invariantes et ergodiques

pour le flot horicyclique.

Esquisse de preuve : Supposons d’abord I'\G compact. Soit y une mesure
de probabilité sur I'\G invariante et ergodique pour A% . Soit A la mesure
de Haar, normalisée pour étre une probabilité sur I'\G. Si 74, 7_ et o sont
trois réels positifs, nous noterons Q-, r_,, = {hf,jL ht- g° € SL(2,R) | |t4| <
T4+, |[t—| < 7_,|s| £ ¢}. La compacité de I'\G permet de garantir I’existence
de
p > 0 tel que si 74, 7_ et o sont inférieurs a p, la boite z.Q, r_ o, est
injectivement plongée dans I'\G pour tout = de I'\G. Pour simplifier les
notations, nous supposerons que p = 2 convient de sorte que tout arc
d’orbite {z.h% |t € [0,1]} est contenu dans l'intérieur d’une boite z.Q3 2 2.
Soit Qo = z0.Qr, r_,» I'une de ces boites (74, 7— et ¢ < 2). Nous
allons montrer que p(@o) = A(Qo), ce qui établira que A = p.

Comme h est ergodique pour A, on a pour A-presque tout z :

lim —,};m({t € [0,T)|x.h% € Qo}) = MQo).

Cette convergence est uniforme sur un ensemble de mesure presque totale.
Il existe donc X C I'\G avec \(X) > 1 — ¢ (¢ > 0 étant arbitraire) et T
telsquesizc € X et T > Tp,ona:

(1= €)N(Q0) < mm({t € [0,T] |k, € Qo}) < (1+)N(Qu)

Considérons maintenant un point y générique pour l’autre mesure pu,

c’est-a-dire tel que :
.1
lim T m({t € [0,T]|y.h} € Qo}) = p(Qo).
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Pour analyser les passages de k% dans @, prenons I'image par le flot
géodésique g8 pour T grand et posons yr = y.g*87. Ceci a pour effet
de compresser l'arc {y.h% |t € [0,T]} sur I’arc de longueur 1 {yr.h |t €
[0, 1]} et d’envoyer la boite Qg sur {zq.¢° k'~ R ||s| <o, t-| < Tor_, [t
< Z}. (Voir la figure 8.)

LogT
g g
y —
YT ZT
Figure 8

Le flot géodésique préserve A et on a donc A\(X.gM°8 TY>1—¢. Par
conséquent, si € est assez petit, une petite boule centrée sur yT ne peut
éviter X.g"°8 T Soit donc z € X tel que zr = 2.g"°8 T et yr sont voisins.
Les segments d’orbites {yr.h% |¢ € [0,1]} et {z7.h% |t € [0,1]} sont donc
tres proches et contenus dans une méme boite y7-Q2,2,2. La figure 8 mon-
tre que les proportions de temps passés par ces deux morceaux d’orbites
dans Qo.g¥°87 sont presque égales (et ce n’est pas difficile & justifier). Par
définition de z et y, la premiére de ces deux proportions est proche de A(Qo)
et la seconde de 1(Q). En faisant tendre T vers +oo et ¢ vers 0, on établit
que A(Qo) = p(Qo). Ceci termine la preuve lorsque I'\G est compact.

Lorsque I'\G est de volume fini mais non compact, lexistence de p(=
2!) n’est plus garantie. La démonstration s’adapte cependant s'il existe une
suite T, tendant vers I'infini telle que yr, reste dans un compact de NG.
Dans le cas contraire, yr = y.g"°8 7 quitte tout compact, c’est-a-dire que
la géodésique correspondante tend vers une pointe. Nous avons vu que ce
phénomene se produit précisément lorsque I’horicycle y.hY est périodique,

c’est-a-dire si p est concentrée sur une orbite périodique.e
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3.4. Classification des probabilités invariantes : le cas de co-

volume infini

Comme nous l'avons déja indiqué, M. Ratner obtient des résultats
valables pour les sous-groupes discrets généraux [72], dont voici un cas

particulier.

THEOREME.— Soit ' un sous-groupe discret de G = SL(2,R) de co-
volume infini. Toute mesure de probabilité sur I'\G invariante et ergodique

pour le flot horicyclique est concentrée sur une orbite périodique.

Preuve : Supposons qu’il existe une mesure de probabilité p invariante
et ergodique pour hf sur I'\G, non concentrée sur une orbite périodique.

Nous allons montrer que ceci est contradictoire avec le fait que le volume

de I'\G est infini.

Nous avons vu en 3.2 que g est aussi invariante par le flot géodésique

S

g°.
conséquence du phénomeéne de Mautner décrit en 1.2 : toute fonction de

Nous affirmons d’abord que g est aussi ergodique pour g°. C’est une

carré p-intégrable qui est invariante par ¢g° est aussi invariante par h’ et
donc constante p-presque partout.

L’invariance de p par le groupe de Lie B entraine le fait suivant. Si
X C I'\G est de p-mesure totale, alors pour u-presque tout z, la mesure
de Haar (de B) de I’ensemble {g € B|z.g € X} est totale.

Fixons maintenant une fonction F' : I'\G — R, continue a support

compact, positive, d’intégrale 1 par rapport & p. Posons pour z € I'\G :

S
F(z) = lisnliollf —é— /(; F(z.g7°%)ds.

D’apres le théoreme ergodique, nous savons que F(z) = JFdp =1 pour
z dans un ensemble X de py-mesure 1. Par ailleurs, il est évident que
F est constante sur les orbites du flot horicyclique négatif ht . Il résulte

de 'observation précédente que la réunion des parties X.ht avec t € R

est de A-mesure de Haar totale dans I'\G. Ainsi F est A-presque partout
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constante, égale & 1. Le lemme de Fatou donne alors :

S
1dX < liminf (l / F(z.g_’)ds) dX(g)
ne \S Jo

=/Fd)\<oo.

AT\G) = /F .

C’est la contradiction cherchée qui acheéve la preuve du théoréme.e

3.5. Equirépartition des orbites

Le théoréme suivant se réduit au théoréeme de S.G. Dani et J. Smillie

dans le cas des réseaux.

THEOREME.— Soit T un sous-groupe discret de G = SL(2,R), z un
point non périodique pour le flot horicyclique hY et F : I'\G — R une
fonction continue d support compact. Si T tend vers 4+o00, la moyenne
T fOT F(z.h%)dt converge :

1) vers fF\G Fd) 3: T'\G est de volume fini (o \ désigne toujours la
mesure de Haar normalisée pour étre une probabilité)

ii) vers 0 3i I'\G est de volume infini.

Esquisse de preuve : Soit V=vu {oc} le compactifié d’Alexandrov de
I'\G et Z; 'extension de hY & V. Soit p1 la probabilité sur V définie par :
[ Fdur = T fOT F(x.zf,_)dt. Par compacité de 1’espace des probabilités
sur 17, il existe une limite faible » d’une suite ur, (avec T, tendant vers
+00).

Plagons-nous d’abord dans le cas o I' est un réseau. Il s’agit alors
de démontrer que v = X car ceci entraine que p7 converge faiblement vers
A. Nous affirmons d’abord que v({o0}) = 0. Ceci résulte du théoréme
(cité en 2.4) selon lequel un horicycle passe une faible proportion de temps
hors d’un compact. Ainsi, v est concentrée sur I'\G et c’est, bien siir, une
probabilité invariante par A, .

Nous avons classé les probabilités ergodiques invariantes en 3.3. Pour

terminer la preuve, dans le cas des réseaux, il s’agit donc de montrer que
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la v-mesure de la réunion des orbites périodiques est nulle. Nous ne ferons
qu’esquisser cette preuve qui utilise, une fois de plus, les propriétés des
transvections. Soit vy une orbite périodique, A, 4 ’anneau réunion des
orbites v.9* avec a < s < B, B] ; 'épaississement {y.hL |y € Aa ), [t] <
7} et enfin Seps= {vo.9° R, a < s < B, |t| £ 7} ot yg est I'un des points
de 7. L’application de premier retour de h’ sur la transversale Sg,p €st une
transvection. Soient [a;,f1] et [az, B2] deux intervalles disjoints de méme

longueur contenus dans [a, 8]. Il est clair que si 7 est petit, un long morceau

r
a1,b

9). Faisant tendre 7 vers 0, on obtient que ¥(Aq, 8,) = v(Aa,,,).- Par

d’orbite passe a peu pres le méme temps dans B, et By, 4, (voir figure
conséquent, tous les anneaux A, n4+1 (n € Z) ont méme v-mesure et sont
disjoints deux a deux. Puisque v est de masse totale finie, nous avons bien

établi que la v-mesure de la réunion des orbites périodiques de kY est nulle.

Figure 9

Lorsque le volume de I'\G est infini, il s’agit au contraire de montrer
que v({oo}) = 1. La preuve précédente montre encore que la v-mesure de la
réunion des orbites périodiques est nulle. La classification des probabilités
invariantes faite en 3.4 montre donc bien que v ne peut que se concentrer

sur le point co.e

3.6. Quelques indications sur le cas général

La classification des mesures invariantes y par un groupe unipotent
H sur un espace homogene de volume fini I'\G utilise toutes les méthodes
décrites ci-dessus. Comme indiqué dans 'introduction, nous ne pouvons

pas ici donner de détails sur le tour de force que représente cette preuve.
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Nous nous contenterons de quelques observations.

L’ensemble des éléments g de G dont 'action & droite préserve p est
un sous-groupe fermé A de G et il s’agit de démontrer que p est concentrée
sur une orbite de A.

Si G est résoluble, A N [G,G] est unipotent. C’est en appliquant une
propriété R adaptée a ce sous-groupe que M. Ratner démontre son théoréme
dans le cas résoluble [71].

Si G est semi-simple et si ¢! est un sous-groupe unipotent 4 un parame-
tre, il se trouve qu'il est possible de plonger une copie de sl(2,R) dans
’algébre de Lie G en envoyant le flot horicyclique sur ¢!. On dispose donc
d’un “flot géodésique” g° dans G qui permet une généralisation de la plupart
des techniques décrites plus haut. Bien siir, la situation est compliquée par
le fait que ¢g° n’est pas de type Anosov car il peut posséder un centralisateur
non trivial [72-73].

Pour déduire son résultat sur I’équirépartition et les adhérences des or-

bites, M. Ratner utilise une méthode dans 'esprit de 3.5 bien que beaucoup
plus élaborée [74].

4. TROIS APPLICATIONS

Dans ce paragraphe, nous avons choisi trois exemples d’utilisation des
résultats de M. Ratner.

4.1. Rigidité des translations unipotentes

Soit ¢! un sous-groupe unipotent & un parameétre d’un groupe de Lie
simple G et ' un réseau de G. Les invariants ergodiques classiques du flot
#* sur I'\G (équipé de la mesure de Haar) ne sont pas tres intéressants :
entropie nulle et spectre de Lebesgue dénombrable. Il est remarquable que
les théorémes de M. Ratner permettent de classer tous les isomorphismes
mesurables entre ces flots. Le théoréme suivant est di & D. Witte [89)] ;
il fait suite au cas particulier de SL(2,R), di & M. Ratner [67-68]. Pour
simplifier, nous nous limiterons au cas des groupes de Lie simples mais on

consultera [89] et [73] pour les énoncés généraux.
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THEOREME.— Soit @t un sous-groupe unipotent & un paramétre d’un
groupe de Lie simplement conneze G; (i = 1,2) et I'; un réseau de G;. Soit
F : T1\G1 — T'2\G2 une conjugaison mesurable entre ¢} et ¢ envoyant
la mesure de Haar Ay sur Ay. Alors, il exziste un isomorphisme o de G,
sur Gz envoyant I'y sur T'y et ¢} sur ¢} tel que F(I'1.91) = I'z.a(g2) pour
A1-presque tout g .

On peut en fait dire beaucoup plus. Un lien (joining) entre ¢} et ¢% est,
par définition, une mesure de probabilité p sur le produit I';\G1 x I'2\Gs
invariante par le flot diagonal (¢} x ¢%) et telle que p(7; (X)) = A(X)
ol m; est la projection sur le #°M€ facteur et ott X est un borélien de
I'’\G; (: = 1,2). La mesure produit des deux mesures de Haar \; ® ),
est appelée le lien trivial. Si F : I'1\G; — I[';\G2 est une conjugaison
mesurable entre ¢! et ¢% envoyant A, sur ), il est clair que I'image de A,
par id x F' : I'3\G; — I't\G1 x I'2\G est un lien non trivial. Il n’est pas
difficile d’en déduire que le théoréme précédent n’est qu'un cas particulier

du suivant (ot nous nous limitons au cas des groupes simples).

THEOREME.— On garde les notations du théoréme précédent. Soit u
un lien ergodique non trivial entre ¢} et ¢%. Alors, il existe un isomor-
phisme o : Gy — G et un réseau I' de Gy contenu (avec indice fini) dans

Ty et a71(T2) tels que p soit limage de la mesure de Haar de T\G, par
Papplication id x a : T\G; — I'1\G; x ['\Gs.

Preuve : D’apres le théoreme de M. Ratner, un lien ergodique est une
mesure homogene sur I'; x I';\G; X G3, provenant de la mesure de Haar
d’un sous-groupe fermé H de G; x G3. Puisqu'il s’agit d’un lien, la projec-
tion de H sur chaque facteur G; et G est surjective. Par simplicité de G,
et G2, on peut affirmer que H est le graphe d’un isomorphisme entre G; et
G2, a moins que H = G; x G;. Ce dernier cas est bien siir exclu si p est
non trivial.e

Signalons deux généralisations de ces théorémes. Tout d’abord, les
conjugaisons mesurables entre flots horicycliques en courbure négative vari-
able sont classés dans [33] (que I'on complétera par [61]). D’autre part, [47]

(complété par [61]) étudie les cas d’équivalences topologiques entre flots
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horicycliques, c’est-a-dire d’homéomorphismes envoyant orbites sur orbites
sans en respecter les paramétrages. Pour des résultats analogues en dimen-

sion supérieure, on consultera [34] et [91].

4.2. Valeurs des formes quadratiques sur les points entiers

Le théoreme d’approximation diophantienne cité dans I'introduction a
été conjecturé par A. Oppenheim en 1929 pour n > 5 [57-58)], puis par H.
Davenport pour n > 3 en 1946 [29]. Il a été démontré pour n > 21 par B.J.
Birch, H. Davenport et H. Ridout. On trouvera dans [3], [29], [43], [58-
59], [87-88] d’autres résultats préliminaires, tous obtenus par des méthodes
différentes de celles que nous allons décrire. Nous allons montrer ici com-
ment les résultats de M. Ratner permettent d’obtenir un énoncé beaucoup
plus fort. La déduction de cette forme forte a partir de la conjecture de
M.S. Raghunathan est due a S.G. Dani et G.A. Margulis. Ces derniers
démontrent d’ailleurs dans [24-25-26] le cas particulier n = 3 du théoréme
suivant. Il semble aussi que la conjecture de A. Oppenheim ait été 'une

des motivations qui ont conduit M.S. Raghunathan & sa conjecture.

THEOREME.— Soit Q une forme quadratique non dégénérée et indéfinie
sur R™ (n > 3) et f(z,y) = 1(Q(z +y) — Q(z — y)) la forme bilinéaire
associée. On suppose que Q) n’est pas multiple d’une forme rationnelle. Soit
a;j; 1<i<n—1,1<j<n—1 des réels choisis de telle sorte quil existe
des vecteurs wy,wy, -+, wn_1 de R™ avec a;; = f(w;, w;). Alors, pour tout
€ >0, il existe vy, -+, v,_1 de Z™ tels que, pour touti,j : |f(vi,v;)—aij| <
€. On peut de plus supposer que le (n — 1)-uplet (vy,:++,v,_1) est primatif
dans le sens ot il peut étre complété en une base de Z™.

Commencons par exprimer ces problémes diophantiens en termes de
dynamique sur les espaces homogénes.

Fixons deux entiers positifs p, ¢ tels que p + ¢ = n et notons @, ,
I’ensemble des formes quadratiques sur R™ de signature (p,¢q). Soit @ la
forme z} + .-+ + z} — 22, —--- — z et O(p,q) son groupe orthogonal.
Pour simplifier les notations, nous supposerons n impair de sorte que toute
forme non dégénérée est multiple d’une unique forme de discriminant +1.

Le groupe GL(n,R) opére transitivement & droite sur ®, , par Q.g(w) =
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Q(g7(w)) et &, , s’identifie donc & GL(n,R)/O(p, ).

Deux formes Q et Q' de ®,, sont équivalentes s’il existe ¢ € R et
g € SL(n,Z) tels que, pour tout w de R*, ona: Q'(w) = c2Q(g(w)). Il est
clair que @ et Q' prennent alors, & un facteur multiplicatif pres, les. mémes
valeurs sur Z".

Nous obtenons alors une bijection naturelle entre :

i) les classes d’équivalence de formes de ®, ; et,

ii) les doubles classes de SL(n,Z)\SL(n,R)/SO(p,q) ou, de maniére
équivalente, les orbites de SO(p, ¢) sur SL(n, Z)\SL(n, R).

Le théoréme de M. Ratner va permettre de décrire les adhérences des
orbites de SO(p, g). Il suffira alors de traduire ces résultats en termes de
formes quadratiques.

Sin > 3 et pqg>1, SO(p,q) contient SO(2,1), localement isomor-
phe & SL(2,R), et donc des éléments unipotents. Ces éléments unipotents
engendrent la composante neutre SOg(p,q) de SO(p,q), et on peut donc
appliquer le théoreme de M. Ratner & SO¢(p,q). Comme SOg(p,q) est
d’indice 2 dans SO(p,q), on en déduit facilement que les adhérences des
orbites de SO(p, q) dans SL(n,Z)\SL(n,R) sont les orbites par un sous-
groupe fermé intermédiaire entre SO(p, ¢) et SL(n,R). Le lemme suivant
est laissé en exercice au lecteur. Pour des énoncés analogues, mais beaucoup

plus généraux, on peut consulter [30-31].
Lemme.— Il n’eziste aucun sous-groupe fermé strictement compris entre
SO(p, q) et SL(n,R).

On obtient donc immédiatement :
PROPOSITION.— Une orbite de SO(p, q) dans SL(n,Z)\SL(n,R) est
fermée ou dense.

Il s’agit maintenant d’interpréter en termes de formes quadratiques la
densité ou la fermeture des orbites correspondantes. C’est le but des deux

propositions qui suivent et qui achévent la preuve du théoréme.

PROPOSITION.— Soit @ une forme quadratique dont ’orbite associée

est dense. Alors Q@ satisfait d la conclusion du théoréme précédent.
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Preuve : La densité de l'orbite revient a la densité de SL(n, Z).SO(Q) dans
SL(n,R) (ou, bien sir, SO(Q) désigne le groupe spécial orthogonal de Q).
Soit (e1,- -, €,) la base canonique de R™ et g un élément de SL(n,R) tel
que g(e;) = w; pour ¢ = 1,--- n— 1. Soit hy € SO(Q) et v, € SL(n,Z)
deux suites telles que ¥4.hq converge, lorsque o tend vers +oo, vers g~!.
Soit v¢ = y;%(ei) (i =1,---,n —1). Il est clair que (v{,---,v5_;) est un

(n — 1)-uplet primitif de Z™ et que :
F(o8,05) = £ 3 e, b3t s eg) = Faled), ole;)) = iy o

La seconde proposition affirme plus que nécessaire. Nous supposons

toujours que p et ¢ sont non nuls.

PROPOSITION.— Une orbite de SO(p, q) est fermée st et seulement st
la (classe d’équivalence de) forme quadratique correspondante est multiple
d’une forme rationnelle ; elle est compacte si et seulement sz elle est multiple

d’une forme rationnelle ne représentant pas zéro (dans Q™).
P

Preuve : L’une des directions (celle que nous n’utilisons pas) est un cas par-
ticulier d’un théoréme classique de A. Borel et Harish-Chandra [4]. Si @ est
une forme rationnelle, SL(n,Z)\SO(Q) est fermé dans SL(n,Z)\SL(n,R)

et compact si () ne représente pas zéro.

Soit @ tel que SL(n,Z).SO(Q) est fermé dans SL(n,R). Nous allons
montrer que @ est multiple d’une forme rationnelle en suivant [27] ou une
partie de la preuve est attribuée a A. Borel. Soit I' = SL(n,Z) N SO(Q).
La méthode consiste a prouver que @ et ses multiples sont les seules formes
dont le groupe orthogonal contient I'. Ceci montrera que la droite en-
gendrée par @ dans l’espace des formes quadratiques a ’équation entiere
{Q'|Q".y = Q' pour tout v de T'} et donc que @ est multiple d'une forme
rationnelle. Fixons donc une forme Q' telle que I' C SO(Q'). Soit ¢*
un sous-groupe unipotent a un parametre de SOo(Q) (ot SOo(Q) est la
composante neutre de SO(Q)). Si nous montrons que ¢! est constitué
d’isométries de @', nous en déduirons que SOy(Q) C SO(Q'), car ces sous-
groupes engendrent SOq(Q). Il sera alors immédiat que SO(Q) = SO(Q")

et que @ et Q' sont proportionnelles.
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Soit w € R™. La fonction F' : g € SO(Q) — Q'(g9(w)) € R passe au
quotient en F': I'\SO(Q) — R. Nous avons déja cité le théoreme de G.A.
Margulis suivant lequel une orbite de ¢* ne peut tendre vers l’infini dans
SL(n,Z)\SL(n,R). Il existe donc une suite ¢, tendant vers 'infini telle
que SL(n,Z).¢*" reste dans un compact K de SL(n,Z)\SL(n,R). Puisque
nous faisons ’hypotheése que 'orbite de @, isomorphe & I'\SO(Q) est fermée
dans SL(n,Z)\SL(n, R), elle intersecte le compact K sur un compact. La
fonction ¢ — F(¢*) = Q'(¢*(w)) prend donc des valeurs bornées sur cette
suite ¢,,. Puisque, par ailleurs, cette fonction est polynomiale, elle est cons-
tante. Ainsi, on a Q'(¢*(w)) = @Q'(w) pour tout ¢, c’est-a-dire que ¢* est
contenu dans SO(Q') comme nous ’avions annoncé. Ceci acheéve la preuve

de la proposition et donc du théoréme e.

Lorsque n = 2, le théoreme ne s’applique pas car SO(1,1) C SL(2,R)
ne contient que des éléments semi-simples. La dynamique de SO(1,1) sur
SL(2,Z)\SL(2,R) est celle du flot géodésique de ’orbifold modulaire pour
laquelle nous avons déja dit qu’il existe des orbites qui ne sont ni périodiques
ni denses. Concretement, soit § un nombre de type constant, c’est-a-dire

vérifiant les inégalités suivantes, pour un certain C > 0 :

-

> Cz~? pour tout (z,y) € Z2 — (0,0).
T

Par exemple, les nombres irrationnels quadratiques sur Q sont de type
constant. La forme quadratique indéfinie et non dégénérée Q définie sur
R? par Q(z,y) = y? — 6?2? n’est pas multiple d’une forme rationnelle si 62
est irrationnel. Il est clair cependant que Q(z,y) = 22 (£ — 6) (£ +6) ne
peut étre arbitrairement petit si z et y sont entiers non nuls.

Nous suivons maintenant [54] pour décrire plus précisément les valeurs
des formes quadratiques indéfinies et non dégénérées Q sur les points entiers
Z". Pour une telle forme, notons ¥(Q) = inf {|Q(v)| |v € Z"—{0}}, disc(Q)
le discriminant de Q et M(Q) = v(Q)||disc(Q)| ™=, de sorte que M(Q) est
invariant par équivalence de formes. Soit M, I’ensemble des valeurs prises
par M(Q) lorsque Q parcourt les formes non dégénérées et indéfinies de

R"™. Pour tout n > 2, c’est un compact de R.
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L’étude de M, est fascinante. Voir en particulier [79] et le chapitre
de [10] consacré a I'intersection de M, avec ]% , %] On sait aussi que M,
contient un intervalle [0,¢] ([10], [78]).

Il résulte du théoréme de G.A. Margulis que si Q n’est pas multiple
d’une forme rationnelle, on a M(Q) = 0. Si Q est rationnelle et si n > 5, le
fameux théoréme de Meyer affirme que @ représente zéro non trivialement
et donc que M(Q) = 0 [11]. Ainsi, M, = {0} si » > 5. Le théoréme
suivant a été démontré par J.W.S. Cassels et H.P.F. Swinnerton-Dyer con-
ditionnellement & la conjecture de A. Oppenheim [12] et, sous une forme

plus forte par L. Vulakh [86]. Nous en présentons ici une preuve légérement

différente de celle de G.A. Margulis [54].

THEOREME.— Sin=3 oud ete > 0, il n’eziste qu’un nombre fini de
classes d’équivalence de formes quadratiques non dégénérées et indéfinies

Q@ sur R" telles que M(Q) > ¢.

Esquisse de preuve : Nous savons qu’une forme indéfinie @ telle que M(Q) >
0 est multiple d’une forme rationnelle ne représentant pas zéro et correspond
donc a une orbite compacte pour 'action de SO(p, ¢) sur SL(n, Z)\SL(~, R).
Supposons donc par I’absurde qu’il existe une infinité de formes Q; non
équivalentes deux a deux, de méme signature (p, q), telles que M(Q;) > «.
On obtient ainsi une infinité d’orbites compactes connexes O; pour action
de la composante neutre SOq(p,q) de SO(p,q) (qui est d’indice 2). On
vérifie (critere de Mahler) que la condition M(Q;) > ¢ signifie que tous les
compacts O; sont contenus dans un méme compact de SL(n, Z)\SL(n, R).
Soit Ooo une limite (au sens de Hausdorff) des compacts O;. 1l est clair
que O est un compact connexe, réunion d’orbites de SOg(p,q). Comme
chaque orbite est dense ou fermée, O, est nécessairement une réunion
d’orbites compactes, en nombre dénombrable car il n’existe qu'un nombre
dénombrable de formes rationnelles. Il est alors facile de se convaincre que
la connexité de O, montre que O se réduit a une seule orbite compacte.
Nous devons donc montrer qu’une suite d’orbites compactes différentes ne

peut converger vers une orbite compacte Oy.

Soit A un supplémentaire de 'algébre de Lie so(p, ¢) dans sl(n,R) in-
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variant par la représentation adjointe de SOg(p, q). Ceci détermine une tri-
vialisation SOg(p, ¢)-équivariante de fibré normal aux orbites de SOq(p, g).
Si ¢ est assez grand, O; reste dans un voisinage tubulaire de O et il existe
donc une petite fonction u : O; — N telle que O, = {z.exp u(z) |z € 0;}.
Soit ¢t € [0,1]. Alors, il est clair que O, = {z.exp tu(z)|z € O;} est
aussi une orbite compacte de SOg(p, g). Ceci contredit la dénombrabilité

de ’ensemble des orbites compactes et achéve la preuve. o

4.3. Laminations géodésiques

Soit H™ I’espace hyperbolique de dimension n > 2. Il est bien connu
que les sous-variétés totalement géodésiques et complétes sont isométriques
a H? pour 0 < p < n. Soit Rep(H™) le fibré des repéres orthonormés directs
de fibré tangent & H™ ; c’est un espace principal homogene sous ’action du
groupe des isométries directes de H", isomorphe & SOg(n, 1).

Soit maintenant V' une variété riemannienne compléte, & courbure —1,
et de volume fini. Alors V est isométrique au quotient de H™ par un
réseau I' de SOg(n,1). Le quotient I'\SOg(n, 1) est alors identifié au fibré
Rep(V') des repéres de V. L’action de SOg(p,1) x SO(n—p) C SOq(n, 1) sur
I'\SOg(n, 1) ~ Rep(V) a pour orbites des sous-variétés dont les projections
dans V sont précisément les images des immersions isométriques de H?P
dans V. Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoréme

de M. Ratner dés que p > 1. Nous ne donnerons que le résultat obtenu par
N. Shah avec cette méthode [80] :

THEOREME.— Soit V une variété riemannienne compléte de dimen-
sion n, de volume fini et & courbure —1. Soit i : H? — V une immersion
isométrique avec p > 1. Alors l’adhérence de i(HP) dans V est une sous-
variété W de V totalement géodésique, de dimension > p. De plus, les
p-repéres orthonormés tangents d i(HP) sont denses dans les p-repéres or-

thonormés de V tangents & W.

Rappelons qu’une lamination géodésique £ de dimension p de V est un
fermé qui est une réunion disjointe de sous-variétés de dimension p, injec-
tivement immergées dans V, complétes, et totalement géodésiques, appelées

feuilles. On suppose aussi que les p-repéres tangents aux feuilles de £ for-
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ment un fermé dans le fibré des p-repéres de V. Une lamination est triviale
si toutes ses feuilles sont fermées (elles sont alors en nombre fini). Le réle
fondamental des laminations géodésiques de dimension 1 des surfaces a été

révélé par W. Thurston. Il contraste avec le corollaire suivant :

COROLLAIRE.— Toute lamination géodésique de dimension p > 2
d’une variété hyperbolique V' de volume fini est triviale. En particulier,

il n’existe pas, pour 1 < p < dim V, de feuilletage de classe C° dont toutes

les feuslles sont totalement géodésiques.

On consultera [93] pour des généralisations partielles au cas de la cour-
bure variable. La question de ’existence de feuilletages de dimension 1 et
de classe C° dont les feuilles sont des géodésiques de V est ouverte bien

que 'on sache qu’un tel feuilletage ne peut étre de classe C?.

BIBLIOGRAPHIE

[1] D.V. ANOSOV - Geodesic flows on compact Riemannian manifolds of
negative curvature, Trudy Mat. Inst. Steklova, 90 (1967).

[2] L. AUSLANDER, L. GREEN and F. HAHN - Flows on homogeneous
spaces, Ann. of Math. Studies, Princeton 53 (1963).

(3] R.C. BAKER, H.P. SCHLICKEWEY - Indefinite quadratic forms,
Proc. London Math. Soc. 54 (1987).

[4] A. BOREL - Introduction auz groupes arithmétiques, Hermann, Paris
(1969).

[5] A. BOREL et G. PRASAD - Valeurs de formes quadratiques auz points
entiers, C.R. Acad. Sci. Paris, Série I 307 (1988), 217-220.

[6] R. BOWEN - Periodic orbits for hyperbolic flows, Amer. J. Math
(1972), 1-30.

[7] R. BOWEN - Weak mizing and. unique ergodicity on homogeneous
spaces, Israel J. Math 23 (1976), 267-273.

[8] R. BOWEN and B. MARCUS - Unique ergodicity of horospherical
foliations, Israel J. Math 26 (1977), 43-67.

[9] J. BREZIN and C. MOORE - Flows on homogeneous spaces : a new

130



(747) DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS

look, Amer. J. Math. 103 (1981), 571-613.

[10] J.W.S. CASSELS - An introduction to diophantine approzimations,
Cambridge University Press (1957).

[11] J.W.S. CASSELS - Rational quadratic forms, Academic Press, London-
New York (1978).

[12] J.W.S. CASSELS and H.P.F. SWINNERTON-DYER - On the prod-
uct of three homogeneous linear forms and indefinite ternary quadratic
forms, Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A, 248 (1955), 73-96.

[13] S.G. DANI - Invariant measures of horospherical flows on non compact
homogeneous spaces, Invent. Math. 47 (1978), 101-138.

[14] S.G. DANI - On invariant measures, minimal sets and a lemma of
Margulis, Invent. Math. 51 (1979), 239-260.

[15] S.G. DANI - Dynamics of the horocycle flow, bullet. A.M.S. 3 (1980),
1037-1039.

[16] S.G. DANI - Invariant measures and minimal sets of horospherical
flows, Invent. Math. 64 (1981), 357-385.

[17] S.G. DANI- On uniformly distributed orbits of certain horocyclic flows,
Ergodic theory and dynamical systems 2 (1982), 139-158.

[18] S.G. DANI - On orbits of unipotent flows on homogeneous spaces, Er-
godic theory and dynamical systems 4 (1984), 25-34.

[19] S.G. DANI- Dynamics of flows on homogeneous spaces : a survey, Pro-
ceed. of Colloquio de sistemas dinamicos (Guanajuato, 1983), Aporta-
ciones Mat. 1 (1985), 1-30.

[20] S.G. DANI - Divergent trajectories of flows on homogeneous spaces
and diophantine approzimation, J. Reine Angew. Math. 359 (1985),
55-89.

[21] S.G. DANI - Orbits of horospherical flows, Duke Math. Journal 53
(1986), 177-188.

[22] S.G. DANI - On orbits of unipotent flows on homogeneous spaces II,
Ergodic theory and dynamical systems 6 (1986), 167-182.

[23] S.G. DANI - Dense orbits of horospherical flows, dynamical systems
and ergodic theory, Banach center publications, volume 23, Polish

Scientific Publishers, Warsaw (1989).

131



E. GHYS

[24] S.G. DANI and G.A. MARGULIS - Values of quadratic forms at primi-
twe integral points, C.R. Acad. Sci. Paris, Série I, 308 (1989), 199-203.

[25] S.G. DANI and G.A. MARGULIS - Values of quadratic forms at prim-
itive integral points, Invent. Math. 98 (1989), 405-424.

[26] S.G. DANI and G.A. MARGULIS - Orbit closures of generic unipotent
flows on homogeneous spaces of SL(3,R), Math. Ann. 286 (1990),
101-128.

[27] S.G. DANI and G.A. MARGULIS - Values of quadratic forms at in-
tegral points : an elementary approach, L'enseignement mathématique
36 (1990), 143-174.

(28] S.G. DANI and J. SMILLIE - Uniform distribution of horocyclic orbits
for Puchsian groups, Duke Math. Journal 51 (1984), 185-194.

[29] H. DAVENPORT and H. HEILBRONN - Oz indefinite quadratic in
five variables, J. London Math. Soc. 21 (1946),, 185-193.

[30] E.B. DYNKIN - Semi-simple subalgebras of semi-simple Lie algebras,
A.M.S. Transl. (Series 2) 6 (1957), 111-244

[31) E.B. DYNKIN - Mazimal subgroups of the classical groups, A.M.S.
Transl. (Series 2) 6 (1957), 245-378.

[32] R. ELLIS and W. PERRIZO - Unique ergodicity of flows on homoge-
neous spaces, Israel J. Math. 29 (1978), 276-284.

(33] J. FELDMAN and D. ORNSTEIN - Semirigidity of horocycle flows
over compact surfaces of variable negative curvature, Ergodic theory
and dynamical systems 7 (1987), 49-72.

(34] L. FLAMINO - An eztension of Ratner’s rigidity theorem to n-dimens-
tonal hyperbolic space, Ergodic theory and dynamical systems 7 (1987),
73-92.

[35] H. FURSTENBERG - Strict ergodicity and transformations of the
torus, Amer. J. Math. 83 (1961), 573-601.

[36] H. FURSTENBERG - The structure of distal flows, Amer. J. Math.
85 (1963), 477-515.

[37] H. FURSTENBERG - The unique ergodicity of the horocyclic flow, in
Recent Advances in Topical Dynamics, 95-115, Springer (1972).

[38] G. HEDLUND - Fuchsian groups and transitive horocycles, Duke Math.
Journal 2 (1936), 530-542.

132



[39]
[40]
[41]

[42]

[43]
[44]

[45]

[46]
[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

(747) DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS

G. HEDLUND - Dynamics of geodesic flows, bullet. of the A.M.S. 45
(1939), 241-260.

G. HEDLUND - Fuchsian groups and miztures, Ann. of Math. 40
(1939), 370-383.

E. HOPF - Fuchsian groups and ergodic theory, Trans. A.M.S. 39
(1936), 299-314.

E. HOPF - Statistik der Geoddtische Linien Manigfaltigkeiten Nega-
twver Krimmung, Ber. Voch. Sachs. Akad. Wiss. Leipzig 91 (1939),
261-304.

H. IWANIEC - On indefinite quadratic forms in four variables, Acta
Arith. 33 (1977), 209-229.

E. LESIGNE - Théorémes ergodiques pour une translation sur une nil-
variété, Ergodic theory and dynamical systems 9 (1989), 115-126.

E. LESIGNE - Sur une nil-variété, les parties minimales associées d
une translation sont uniguement ergodiques, Ergodic theory and dy-
namical systems 11 (1991), 379-391.

B. MARCUS - Unique ergodicity of the horocyclic flow : variable cur-
vature case, Israel J. of Math. 21 (1975), 133-144.

B. MARCUS - Topological conjugacy of horocycle flows, Amer. J.
Math. 105 (1983), 623-632.

G.A. MARGULIS - On the action of unipotent groups in the space of
lattices, Proc. of the summer school on group representations, Bolyai
Janos Math. Soc., Budapest (1971), 365-370.

G.A. MARGULIS - Lze groups and ergodic theory, in Avramov, L.L.
(eds) Algebra, some current trends, Proceed. Varna 1986, Springer
Lecture Notes in Math. 1352, 130-146.

G.A. MARGULIS - Formes quadratiques indéfinies et flots unipotents
sur les espaces homogénes, C.R. Acad. Sci., Série I, 304 (1987), 249-
253.

G.A. MARGULIS - Indefinite quadratic forms and unipotent flows on
homogeneous spaces, Banach center publications, volume 23, Polish
Scientific Publishers, Warsaw (1989).

G.A. MARGULIS - Discrete subgroups and ergodic theory, Symposium

in honour of A. Selberg, Number theory, trace formulas and discrete

133



E. GHYS

groups, Academic Press (1989), 377-398.

(53] G.A. MARGULIS - Compactnes of minimal closed invariant sets of
actions of unipotent groups, Geometria Dedicata 37 (1991), 1-9.

[54] G.A. MARGULIS - Orbits of group actions and values of quadratic
forms at integral points, Preprint IHES.

[55] C. MOORE - The Mautner phenomenon for general unitary represen-
tations, Pacific J. Math. 86 (1980), 155-169.

[56] M. MORSE - Recurrent geodesics on a surface of negative curvature,
Trans. Amer. Math. Soc. 22 (1921), 84-100

[57] A. OPPENHEIM - The minima of indefinite quaternary quadratic
forms of signature 0, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 15 (1929), 724-
727.

(58] A. OPPENHEIM - The minima of indefinite quaternary quadratic
forms, Ann. of Math. 32 (1931), 271-298.

[59] A. OPPENHEIM - Values of quadratic forms, I, II, Quart. J. Math.,
Oxford Ser. (2) 4 (1953), 54-59, 60-66.

(60] A. OPPENHEIM - Values of quadratic forms, 111, Monatsh. Math.
Phys. 57 (1953), 97-101.

[61] J.-P. OTAL - Le spectre marqué des longueurs des surfaces d courbure
négative, Ann. of Math. 131 (1990), 151-162.

[62] P. PANSU - Le flot géodésique des variétés riemanniennes d courbure
négative, Séminaire Bourbaki, exposé n° 738, février 1991.

[63] W. PARRY - Ergodic properties of affine transformations and flows on
nimanifolds, Amer. J. Math. 91 (1969), 757-771.

[64] W. PARRY - Metric classification of ergodic nilflows, Amer. J. Math.
93 (1971), 819-828.

[65] J. PLANTE - Anosov flows, Amer. J. Math. (1972), 729-754.

[66] M. RATNER - Factors of horocyclic flows, Ergodic theory and dynam-
ical systems 2 (1982), 465-489.

[67] M. RATNER - Rigidity of horocycle flows, Ann. of Math. 115 (1982),
597-614.

[68] M. RATNER - Horocyclic flows : joinings and rigidity of products,
Ann. of Math. 118 (1983), 277-313.

134



[69]
[70]
(7]
[72]
[73]
[74]
[75]
[76]

[77]

[78]
[79]

[80]

(81]

[82]

(747) DYNAMIQUE DES FLOTS UNIPOTENTS

M. RATNER - Ergodic theory in hyperbolic space, Contemp. Math.
26 (1984), 309-334.

M. RATNER - Invariant measures for unipotent translations on ho-
mogeneous spaces, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 87 (1990), 4309-4311.
M. RATNER - Strict measure rigidity for unipotent subgroups of solv-
able groups, Invent. Math. 101 (1990), 449-482.

M. RATNER - On measure rigidity of unipotent subgroups of semisim-
ple groups, Acta Mathematica 165 (1990), 229-309.

M. RATNER - On Raghunathan’s measure conjecture, a paraitre dans
Ann. of Maths.

M. RATNER - Raghunathan’s topological conjecture and distributions
of unipotent flows, Duke Math. J, 63 (1991), 235-280.

M. RATNER - Distribution rigidity for unipotent actions on homoge-
neous spaces, bulletetin A.M.S. 24 (1991), 321-325.

M. REES - Tangentially distal flows, Israel J. of Math. 15 (1980),
9-31.

P. SARNAK - Asymptotic behaviour of periodic orbits of the horocycle
flow and Eisenstein series, Comm. on Pure and Applied Math. 34
(1981), 719-739.

W.M. SCHMIDT - Diophantine approzimations, Lecture Notes in Math.
785, Springer-Verlag,.

C. SERIES - The geometry of Markov numbers, Math. Intelligencer 7
(1985), 20-29.

N.A. SHAH - Closures of totally geodesic immersions in manifolds
of constant negative curvature in : Proceed. Group theory from a
geometrical viewpoint, Trieste 1990, ed. E. Ghys, A. Haefliger, A.
Verjovsky, World Scientific (1991).

K. SIGMUND - On the space of invariant measures for hyperbolic
flows, Amer. J. Math. 94 (1972), 31-37.

J.-C. SIKORAV- Valeurs des formes quadratiques indéfinies srration-
nelles (d’aprés G.A. Margulis), Séminaire de théorie des nombres,
Paris, 86-87, Ed. C Goldstein, Progress in Math. 81, 307-315, Birk-

hauser.

135



E. GHYS

[83] A.N. STARKOV - Structure of orbits of homogeneous flows and the
Raghunathan conjecture, Russian Math. Surveys 45 (1990), 227-228.

[84] W. VEECH - Unique ergodicity of horospherical flows, Amer. J. Math.
99 (1977), 827-859.

[85] A. VERJOVSKY - Arithmetic, geometry and dynamics in the unit
tangent bundle of the modular orbifold, preprint I.C.T.P.

[86] L.Ya. VULAKH - On minima of rational indefinite quadratic forms,
J. Number Theory 21 (1985), 275-285.

[87] G.L. WATSON - On indefinite quadratic forms in five variables, Proc.
London Math. Soc. (3) 3 (1953), 170-181.

[88] G.L. WATSON - On indefinite quadratic forms in three or four vari-
ables, J. London Math. Soc. 28 (1953), 239-242.

[89] D. WITTE - Rigidity of some translations on homogeneous spaces,
Invent. Math. 81 (1985), 1-27.

[90] D. WITTE - Zero entropy affine maps on homogeneous spaces, Amer.
J. Math. 109 (1987), 927-961.

[91] D. WITTE - Rigidity of horospherical foliations, Ergodic theory and
dynamical systems 9 (1989), 191-205.

[92) D. WITTE - Measurable quotients of unipotent translations on homo-
geneous spaces, a paraltre.

[93] A. ZEGHIB - Laminations et hypersurfaces géodésiques des variétés
hyperboliques, Ann. Scient. Ec. Norm. Sup. 24 (1991), 171-188.

[94] A. ZEGHIB - Systémes dynamiques autonomes. Partie I : Ensembles
invariants des flots d’Anosov algébriques, Prépublication E.N.S. Lyon
n° 47 (1991).

Etienne GHYS

Ecole Normale Supérieure de Lyon

Unité de Mathématiques Pures et Appliquées
U.M.R. 128 du C.N.R.S.

46, allée d’Italie

F-69364 LYON CEDEX 07

136



Asterisque

NIGEL HITCHIN
Hyperkiihler manifolds

Astérisque, tome 206 (1992), Séminaire Bourbaki,
exp.n° 748, p. 137-166

<http://www.numdam.org/item?id=SB_1991-1992_ 34 137_0>

© Société mathématique de France, 1992, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http:/smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1991-1992__34__137_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI Novembre 1991
44eme année, 1991-92, n°® 748

HYPERKAHLER MANIFOLDS
by Nigel HITCHIN

1. INTRODUCTION

1.1. “I then and there felt the galvanic circuit close; and the sparks which
fell from it were the fundamental equations between i, j and k exactly as I

have used them ever since” [H].

Hamilton’s conviction that the quaternions should play as fundamental
a role as the complex numbers in mathematics and physics was never real-
ized in his day. There exists now, however, a rich theory of manifolds based
on the algebra of quaternions which goes some way towards vindicating his
belief. These manifolds moreover arise naturally within the context of the

equations of mathematical physics. They are the hyperkihler manifolds.
The “fundamental equations between i, j and k” which, on that Oct-

ober day in 1843, Hamilton carved with such enthusiasm on Brougham

Bridge were of course

A hyperkahler manifold is a manifold (necessarily of dimension a multiple
of four) which admits an action on tangent vectors of the same i, j and k

in a manner which is compatible with a metric. More precisely,

DEFINITION. A hyperkihler manifold is a Riemannian manifold with
three covariant constant orthogonal automorphisms I, J and K of the
tangent bundle which satisfy the quaternionic identities I*? = J? = K? =

IJK = -1

S.M.F.
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1.2. Recall that a Riemannian manifold which has just one such automor-
phism is called a Kahler manifold. The name “hyperkihler”, which origi-
nated with E. Calabi [Cal, is a fair description — the metric is Kahlerian for
several complex stuctures — even though it does recall Grassmann’s “hyper-
complex numbers” rather than Hamiltor’s quaternions. There is, however,
an essential difference between Kahler and hyperkahler manifolds. A Kahler
metric on a given complex manifold can be modified to another one sim-
ply by adding a hermitian form 8df for an arbitrary sufficiently small C*>
function f. Thus the space of Kahler metrics is infinite dimensional. It is
moreover easy to find examples of Kahler manifolds. Any complex subman-
ifold of CP™ inherits a Kéhler metric and so simply writing down algebraic
equations for a projective variety gives a vast number of examples.

By contrast, hyperkéhler metrics are much more rigid. On a compact
manifold, if one such metric exists, then up to isometry there is only a
finite dimensional space of them. Nor is it easy to find examples. Certainly
we will never find them as quaternionic submanifolds of the quaternionic

projective space HP™ [Gr].

1.3. The concept of a hyperkahler manifold arose first in 1955 with

M. Berger’s classification of the holonomy groups of Riemannian manifolds.
On a hyperkahler manifold, parallel translation preserves I, J and K (since
they are covariant constant) and so the holonomy group is contained in
both the orthogonal group O(4n) and the group GL(n,H) of quaternionic
invertible matrices (i.e. those linear transformations which commute with
right multiplication by ¢, j and k). The maximal such intersection is Sp(n),

the group of n x n quaternionic unitary matrices. This group appeared in

Berger’s list.

1.4. The group Sp(n) is also an intersection of U(2n) and Sp(2n,C),
the linear transformations of C?" which preserve a non-degenerate skew
form. Thus a hyperkahler manifold is naturally a complex manifold with
a holomorphic symplectic form. One can see this explicitly by taking the
three Kahler two-forms

w(X,Y)=¢(IX)Y) w(X,Y) =¢(JX)Y) w3(X,Y)=¢g(KX,Y)
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defined for the complex structures I, J and K. With respect to the complex
structure I, the complex form w, = w;+iwj3 is non-degenerate and covariant
constant, hence closed and holomorphic.

This point of view provides guidance in the search for examples of
hyperkahler manifolds, and elucidates the sort of differential equation which
needs to be solved. In the first place the holomorphic volume form w.” must
for a hyperkahler manifold give a covariant constant trivialization of the
canonical line bundle. The curvature of this bundle for any Kahler metric
is the Ricci form and so a hyperkahler metric has in particular vanishing
Ricci tensor. In the lowest dimension — four — this means that such metrics
satisfy the Riemannian version of the Einstein vacuum equations.

Given a compact Kahler manifold with holomorphically trivial canon-
ical bundle, the Calabi-Yau theorem [Y] provides the existence of a Kahler
metric with vanishing Ricci tensor. Furthermore, a much older theorem
due to S. Bochner [Bo] shows that any holomorphic form on a compact
Kahler manifold with zero Ricci tensor is covariant constant. Thus for
every compact Kahler manifold with a holomorphic symplectic form, an
application of these two theorems yields a hyperkahler metric on the same
manifold. This satisfactory state of affairs can be used to prove the exis-
tence of hyperkahler metrics on many examples of complex manifolds. The
most fundamental is the K3 surface — the only non-trivial example in 4
real dimensions. In higher dimensions, the Hilbert scheme of zero cycles
on a K3-surface or a 2-dimensional complex torus yields a natural class of

holomorphic symplectic manifolds and hence hyperkahler metrics [Bea).

1.5. In this exposition, however, we shall seek something more than ex-
istence. We should like to construct solutions in a more explicit manner,
in order to gain a better understanding of hyperkahler manifolds and to
experience the richness of their geometry. The ability to do this is a rela-
tively recent phenomenon. Indeed, twenty years ago it was hardly possible
to write down any non-trivial Riemannian metric with zero Ricci tensor.

There are two main routes to constructing hyperkahler metrics: (a)
twistor theory, (b) hyperkahler quotients.

The twistor approach is based on R. Penrose’s original work in rela-
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tivity [P]. It provides an encoding of the data for such a metric in terms of
holomorphic geometry. One might say that the differential equations are
reduced to just one — the Cauchy-Riemann equation. Breaking that code
in order to write down the metric is sometimes a difficult task. Deriving
global properties of the metric such as completeness is almost impossible.
On the other hand, the quotient construction yields this sort of property
quite easily, even if it is not as general as the twistor method.

The hyperkahler quotient construction arose also out of questions of
mathematical physics [HKLR], in this case supersymmetry. In practical
terms there are two ways of using it. The first is a finite-dimensional con-
struction, whereby determining the actual metric involves solving algebraic
equations. The second involves the use of the method in infinite dimen-
sions, even though the quotient itself may be finite-dimensional. Here, one
needs to solve differential equations to find the metric. They are, however,
equations for which in many cases methods of solution are known so that

we have in principle more information than an existence theorem.

1.6. We shall illustrate these constructions by a representative collection
of examples which are chosen according to our guiding principle of seeking
complex symplectic manifolds. These hyperkahler manifolds are all a priori
complex manifolds with holomorphic symplectic forms:

(i) resolutions of rational surface singularities

(i) coadjoint orbits of complex Lie groups

(ii1) spaces of representations of a surface group in a complex Lie group

(iv) the space of based rational maps f : CP' — CP! of degree k

(v) the space of based loops in a complex Lie group

The construction of hyperkahler metrics on these spaces is contained
in the work of P. B. Kronheimer, S. K. Donaldson, and others. What is per-
haps remarkable is that these diverse spaces nearly all inherit a hyperkahler
metric through special cases of solutions to the anti-self-dual Yang-Mills
equations in R*. Those physically motivated equations themselves are ulti-

mately based on the identification of R* with the quaternions. Hamilton’s

ghost may yet rest content.
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2. THE TWISTOR CONSTRUCTION

2.1. A hyperkahler manifold M*" is, by definition, endowed with three
complex structures I, J and K. In fact, if u = (a,b,c) € R? then

(al +bJ +cK)? = —(a® + b* + %)

so that if ||u|| = 1 we have another covariant constant (and hence integrable)
complex structure I,. The hyperkahler metric is K&hlerian with respect to
all of these structures. The twistor space of M is the product Z = M x §2.
The tangent space to the 2-sphere S$? has a natural complex structure I
(considering it as the Riemann sphere) and for X € T,,M, Y € T,5? we
put

I(X,Y) = (I,X,)Y)

which defines a complex structure on the tangent space T,,M & T,S? to
the twistor space Z. It is a theorem [HKLR],[S],|[AHS]| that this almost
complex structure is integrable and so Z is a complex manifold of complex

dimension 2n + 1.

2.2. The twistor space has the following features. Firstly, the projection
onto S? = CP?! is holomorphic. Secondly, the antipodal map o on the
unit sphere takes I, to —I, and I to —I, so we may consider Z as a real
complex manifold ( a complex manifold with an antiholomorphic involution
— like a projective variety defined by equations with real coefficients).

The triple of Kahler forms w;,w; and wz on M is determined by the
choice of an orthonormal frame in R®. The complex two-form w, can then
be defined for all complex structures I, lifted to M x SO(3). When we
obtain S? by dividing SO(3) by a circle action, w, is no longer a true
two-form, but is twisted by the tangent line bundle O(2) of CP!. It is
holomorphic.

Finally, each point m € M defines a section {m} x S? of the projec-
tion p: Z = M x §2 — CP?! which is both holomorphic and real (i.e.
o-invariant). The normal bundle of this section is isomorphic as a holomor-

phic bundle to C?"* ® O(1). We then have the basic theorem [HKLR]
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THEOREM 1. Let M*" be a hyperkihler manifold and Z its twistor
space. Then

(1) Z is a holomorphic fibre bundle pZ — CP! over the projective line

(2) the bundle admits a family of holomorphic sections, each with
normal bundle isomorphic to C?" @ O(1)

(3) there exists a holomorphic section w of A>T} ® O(2) defining a
symplectic form on each fibre

(4) Z has a real structure o compatible with (1), (2) and (3) and
inducing the antipodal map on CP!.

Conversely, the parameter space of real sections of any complex mani-
fold Z?™+1 satisfying (1) to (4) is a 4n-dimensional manifold with a hyper-
kahler metric for which Z is the twistor space.

(Here O(k) denotes the pull-back by p of the corresponding line bundle
on CP! and T} the cotangent bundle along the fibres of p. From now on,
for a vector bundle E, E(k) will denote the tensor product E ® O(k)).

The key to the converse is the fact that the tangent space to the space
of sections is

H°(CPY;Tr) = H(CP';Tr(-1)) ® H°(CP'; 0(1))

and the skew form w gives the first factor a symplectic form and the Wron-

skian the second, providing a symmetric form — a metric — on the tensor

product.

2.3. This is the “encoding” via the Penrose twistor space of a hyperkahler
metric. The differential equations are all contained in the non-linearity of
the geometrical construction of a suitable Z. Moreover, Z itself can be
considered as a natural object within the realm of holomorphic symplectic
geometry. Formally speaking, one may consider the projection p and the
structure of the form w as giving a symplectic manifold defined over the
field of rational functions in one variable. The sections are then rational
points on this variety. In particular examples, this “Diophantine” aspect is
evident, as finding the sections results in solving algebraic equations with
polynomials [H1],[H4].
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2.4. Example. Let Z be the total space of the rank 2 vector bundle
E = C?(1) over CP!. This is the twistor space for the flat hyperkéahler
structure on R*.

Now let s be a non-vanishing section of E, then s generates a trivial
sub-line bundle with quotient O(2). Thus translation by a multiple of s
describes E as a principal C-bundle over the total space T of O(2). Given
X € R we define a line bundle L* over T by

L* = ExcC

where u € C acts by w — e w

If z denotes the tautological section of the pull-back of O(2) to its total
space T, then

Z={(z,y) e V) ®L(1): 2y = 2)

defines a twistor space for a complete hyperkahler metric on R*. This is
the Taub-NUT metric. A derivation of the explicit metric from the twistor

construction can be found in [Be].

3. THE HYPERKAHLER QUOTIENT

3.1 The twistor construction for hyperkahler metrics has as its starting
point the complex structures I, J and K. In fact, it is natural to consider
such structures alone on manifolds, without the existence of a compatible
metric. This is the more general theory of hypercomplex manifolds and
the corresponding twistor theory simply involves deleting condition (3) in
Theorem 1.

The quotient construction, by contrast, emphasizes not the complex
structures but instead the corresponding Kahler forms w;, wy and ws. In
this case, by contraction with the inverse forms on cotangent vectors, we
can recover I, J and K and the metric itself. Put another way, Sp(n) is
the stabilizer of w;, wy, w3 whereas GL(n, H) is the stabilizer of I, J, K.

A hyperkahler manifold can be characterized in a very straightforward

manner using these forms [HKLR]:
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THEOREM 2. Let M*" be a manifold with 2-forms w,, wy, w3 whose
stabilizer in GL(4n,R) at each point m € M is conjugate to Sp(n). Then
the forms define a hyperkahler structure if and only if they are closed.

This theorem, which is a straightforward consequence of the Newlander-

Nirenberg theorem, places the theory of hyperkahler manifolds firmly within
the context of symplectic geometry. ,

3.2. The hyperkahler quotient is modelled on the Marsden-Weinstein quo-
tient construction in symplectic geometry.

Recall that if (M,w) is a symplectic manifold with a symplectic action
of a Lie group G, then under mild assumptions one can define an equivariant
moment map g : M — g* taking values in the dual of the Lie algebra of
G: for each £ € g the vector field X; generated by the action satisfies
dp(§) = i(X¢)w. The moment map is ambiguous up to the addition of a
constant { € 3 C g* where 3 is the space of G-invariant elements of g*.

The symplectic quotient construction consists of choosing a regular
value ¢ € 3 for p and then the form w restricted to the submanifold x~!(¢)
is invariant and degenerate in the directions of the G-orbits and hence

descends to a form @ on the quotient manifold ¢~*(¢)/G. The form & is

symplectic.

3.3. Suppose now that M is a hyperkahler manifold, with a Lie group G
acting so as to preserve the three Kéhler forms w;, w; and wz. We obtain
three moment maps 1, uo and pz or equivalently a vector-valued moment

map

p:M—g*®R3
We then have [HKLR]

THEOREM 3. If{ € 3®RS3 is a regular value for the hyperkihler moment
map u, then p=*(¢)/G is a hyperkéhler manifold.

The proof, using Theorem 2, is direct. Each form w; descends to a form
@; just as in the symplectic case. What remains to be checked is that the

quaternionic algebraic relations between @;, @2 and @3 are still satisfied.
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Note that
dimp7!(¢)/G = dim M — 4dim G

3.4. The symplectic quotient itself has an important role to play in Kahler
geometry, for if M is a Kdhler manifold and G preserves the complex struc-
ture as well as the symplectic form, then the symplectic quotient is again
Kahlerian [Ki],[HKLR]. The complex structure of the quotient is then iden-
tified with the complex quotient M?°/G* of a certain open set M* of stable
points in M by a complex group action which holomorphically extends that
of G. A point is stable if its G®-orbit intersects p~!(¢). This symplectic
point of view works very well for projective varieties and correlates effec-

tively with geometric invariant theory [Ki].

3.5. Example. A simple illustration of the Kahler symplectic quotient
is the following. Take M = C™ with its standard hermitian structure and
the action of the circle G = S* by scalar multiplication. The moment map
p:C" = Ris

u(z) = 2|

and p~1(7) = $?"~1. The symplectic quotient is therefore
SZn—l/Sl — CPn—l — C"\{O}/C*

so that M* = C"\{0} and CP"~! inherits a natural Kahler metric — the
Fubini-Study metric.

3.6. In the hyperkahler situation, since the forms w;, w; and w3 define I,
J and K then if an action of G preserves the symplectic forms, it auto-
matically preserves the complex structures. Fixing attention on one such
complex structure I, the function p. = g +ips is actually holomorphic. It
is the moment map with respect to the holomorphic symplectic form w, of
the action of the complex group G¢. Thus p~!(¢) can be rewritten in the

form
@) Nope (@)

for some a € 3 and a € 3 @ C.
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From this point of view, the hyperkahler quotient is the symplectic
quotient of the Kahler manifold p,~!(«). It follows, that when due account
is taken of stability, the induced complex structure I on the hyperkahler

quotient is simply that of p.~!(a)/G¢ - the holomorphic version of the
symplectic quotient.

3.7. As the complex structure I varies (equivalently as we look at the dif-
ferent fibres of the twistor space p : Z — CP?!) the twistor space of the
hyperkahler quotient is now essentially the fibre-wise symplectic quotient of
Z by the holomorphic action of G¢. For each complex structure, the com-
plex moment map p. is the restriction of a holomorphic section f of g¢(2),
incorporating the twist of the form w of Theorem 1. The twistor space of
the quotient is then g71(¢)*/G¢ for ( € g @ R® C g° ® H°(CP';0(2)) C
H(Z;9°(2).

In the context of (2.3) it is just the symplectic quotient over the field
of rational functions.

3.8. In practice it is remarkable that one may obtain interesting examples
by starting with the flat hyperkahler manifold M*" = H" and taking a
quotient by a linear action of a group. The closest analogue of the projective
space construction in (3.5) is the following example.

Let V be an n-dimensional hermitian vector space and V* its dual.
Then

M4n — V @ V*
is a flat hyperkahler manifold. Let G = S! and let u € S act on M by
u(z,€) = (uz,u™'¢)

This action preserves the hyperkahler 2-forms and using the complex and

real moment maps as in (3.6) one finds

pe(z,€) = €&(x)  p(z,&) = i(ll=]|* — I&lI*)

Thus if ¢ = (7,0,0) € g* ® R? then

pH(0) = {(,8) : &(x) = 0, J]«[|* — JI¢|I* = 1}
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The second condition determines the set of stable points M*® as the set
where & # 0 and then M*/C* is the cotangent bundle of P(V) = CP"" L.
This, however, is only one of the 2-sphere of complex structures on this
hyperkahler manifold. Because of the symmetries in this example, the
others can be identified with the quotients p;'(a)/C* for a # 0 which are
affine bundles over CP™~! with group of translations the cotangent bundle.
Note that complex cotangent bundles are naturally complex symplectic
manifolds.

This particular metric for n = 2 is the Eguchi-Hanson metric [EH).
The generic complex structure is that of an affine quadric in C3. The

higher-dimensional examples were first found by E. Calabi [Ca].

3.9. One general class of hyperkahler moment maps we shall encounter is
based on the following example.

Let G be a Lie group with a bi-invariant metric, and put
M=g®H

where g is the Lie algebra. This is a flat hyperkahler manifold, and the
adjoint action of G preserves the symplectic forms. The three hyperkahler

moment maps are then

p1(A) = [Ao, A1] + [42, A3]
pa(A) = [Ao, A2] + [43, 44]
13(A) = [Ao, A3] + [A1, A2]

where A € g ® H is defined by A = Ay + A1 + Ayj + Ask. Note that the

complex moment map is given by
pe(A) = [Ag + iA1, Az +143]

and putting o = Ay + 14, and § = Az + iA; the three moment maps can

be written as a complex and real moment map

He = IawB]
Hr = [a,a*] + [ﬁ,ﬂ*]
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It is worth pointing out here that replacing the A; by covariant derivatives
V; yields the anti-self dual Yang-Mills equations as the single equation

¢ = 0. We shall see versions of this result in the examples which follow.

4. RATIONAL DOUBLE POINTS

4.1. In the study of surface singularities, the rational double points are
characterized by the property that their minimal resolution has trivial
canonical bundle — these are thus, locally, 2-dimensional complex manifolds
with holomorphic symplectic forms. The basic model for such a singularity
is the space C? /T where T is a finite subgroup of SU(2). We shall describe
here the construction of Kronheimer [K1],[K2] for a hyperkéhler metric on
the minimal resolution. We have in (3.8) already encountered such a metric
— the Eguchi-Hanson metric. This was defined on the cotangent bundle of
CP?, but the zero section of this has self-intersection —2 and so can be
blown down to a singularity — the ordinary double point C?/ 4 1. Kron-

heimer’s construction proceeds (as in (3.8)) by using hyperkéhler quotients.

4.2. Let T be a finite subgroup of SU(2) and let V = L?(T") be the finite-
dimensional Hilbert space of functions on I'; U(V') the unitary group of V
and u(V) its Lie algebra. Then, as in (3.9), u(V) @ H is a flat hyperkéhler
manifold — a quaternionic vector space with a compatible inner product.
Now, since SU(2) is isomorphic to the unit quaternions, I' acts on
the left on both the quaternions and L?*(T') = V and so has an action on

u(V) ® H commuting with right multiplication by quaternions. Thus
M=uV)eH)

the space of invariant elements, is also a flat hyperkahler manifold.
The projective group PU(V) acts by conjugation on u(V)®H preserv-
ing the hyperkahler structure and so G = PU(V)T acts on M in the same

way. This is the context in which we may take the hyperkahler quotient.
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4.3. To gain more information, we decompose V into irreducible represen-

tations. Now
1
V=L)=PV’evh
=0

where the sum is over the irreducible representations of " under left and

right action, and Vj is the trivial representation. Thus
UW)' =UV®) x ... x UVF)

Hence if dim VR = dim V;l' = n;, then
l

dimG = Z n? -1
0

We can also see clearly the centre of G from this decomposition, and from

that the subspace 3 € g* of invariant elements. We have

dimj =1

4.4. The structure of the irreducible representations of I' is conveniently
encoded through the McKay correspondence [McK]. To each subgroup I'
(cyclic, or binary dihedral, tetrahedral, octahedral or icosahedral) there
corresponds a Dynkin diagram of type A;, Dy, Eg, E7, Eg respectively. Each
vertex of the diagram corresponds to a non-trivial irreducible representation
of T'.

In Lie algebra theory, each vertex corresponds to a simple root a;. The

highest root is expressed in terms of the simple roots by

i
D i

i=1

From McKay the integer n; is the dimension of the represer{tation

space corresponding to the ith vertex. The whole situation is simplified by
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introducing the extended Dynkin diagram incorporating the highest root.
The relation

1
Z n;a; =0
1=0

with ng = 1 and ag the negative of the highest root then puts the trivial

representation on the same footing as the others.

4.5. To find the dimension of M in (4.2) requires a knowledge of the
relationship between the tensor product of the defining 2-dimensional rep-
resentation of I' C SU(2) and the other representations V;. This again is
provided by the McKay correspondence:

C’oVi=Pa,V;
J

where a;; = 1 if the vertices of the extended Dynkin diagram are adjacent

and zero otherwise.

As a complex vector space, M = (Hom(V,V)® C*)!' and so
dime M = dim @Hom(V} @ VF, ViF @ V;F @ C*)F
4,

= dim @) a;;Hom(V;:, V")

4]

= E aj3min;
i,J

But now applying the Cartan form to the relation in (4.4) gives

1
—22 n? + Za,']-n,'nj =0
0 i,

and so
l

dimp M =4 n! =4(dimG +1)
0
from (4.3).
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Thus, provided G is shown to act freely, we have a hyperkahler quotient
of dimension dim M —4dim G = 4. Note that since 3 is [-dimensional there
is a choice in moment map, which must be suitably exercised to obtain a

free action.

4.6. The relationship with the resolution of C?/T" may be seen by consid-
ering ¢ = ((1,0,0). Since we are essentially in the situation of (3.9), the
hyperkahler moment map equations can be written as equations for a pair
of complex matrices
[av g ] =0
[, 0*] +18,8%] = G
but where a,8 € Hom(V, V) define a I'-invariant element of Hom(V, V)®@C?2.

This invariance means that if e € V' is a common eigenvector of a and
B (which exists since they commute) with eigenvalues a,b then (a, 8)e =
(a,b)e and

(a,B)e” = (a,b)e”
where (a,b) — (a,b)” is the defining action of ' on C2.

Since T acts freely on C2\{0} = H\{0} (multiplication by a non-zero
quaternion) if one eigenvalue pair is non-zero then we have |I'| = dimV
distinct eigenvalue pairs. In particular, the I'-orbit of one such pair (a, b)
is well-defined by (a, #). This provides a map p, holomorphic with respect
to I, to C?/T'. If (; is chosen appropriately, the quotient is non-singular,
so that once one proves that p is biholomorphic outside the origin in C?/T

the map is a resolution.

The four-dimensional metrics produced this way are not only complete
hyperkéahler manifolds, but they are also asymptotically locally Euclidean
(ALE) meaning that they approach rapidly the Euclidean metric on R*/T’
at infinity.

5. COADJOINT ORBITS

5.1. For any Lie group, an orbit in the dual of the Lie algebra is a symplectic

manifold. This is the canonical Kostant-Kirillov symplectic structure. If
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the group G is compact, then the orbits are Kahler manifolds. This fact
may be exploited to obtain all the irreducible representations of G within
the context of geometric quantization (the Borel-Weil theorem).

The existence of a symplectic structure is completely general. In partic-
ular, a coadjoint orbit of a complex Lie group G* is a holomorphic symplec-
tic manifold. These manifolds in many cases possess natural hyperkihler
metrics due to the work of Kronheimer [K3]. The Eguchi-Hanson metric
already provides us with one example - the affine quadric in C* (which is
the generic complex structure) is the orbit under SL(2, C) of a semi-simple
element in g = g*. We shall give here the general construction for a regular
semisimple orbit — one of the form G¢/T¢ where G€ is a complex semisimple
Lie group and T° a maximal complex torus. The compact analogue of this
is the flag manifold G/T, the orbit type which features prominently in the
Borel-Weil theorem.

5.2. The metric is produced by an application of the hyperkahler quotient
construction to an infinite-dimensional flat hyperkahler manifold. The set-
ting is that of a special case of the anti-self-dual Yang-Mills equations. We
consider a compact semisimple group G and a trivial principal G-bundle
P over R*\{0}, and the space of connections on P. This is an infinite-
dimensional affine space modelled on the vector space Q!(R*\{0};adP) of
1-forms with values in the Lie algebra bundle. This is itself a quaternionic
vector space, inheriting its structure from the identification of R* with
H. The left action of the unit quaternions Sp(1) commutes with the right
action and it follows that the space of Sp(1)-invariant connections is also
quaternionic. The invariant automorphisms or gauge transformations act
on this space.

To define a metric requires a closer attention to boundary conditions,
but having done that, one may consider the hyperkahler quotient of this

affine space by the group of gauge transformations to obtain a hyperkahler

quotient.

5.3. The Sp(1)-invariance condition above throws the emphasis onto a

radial variable s € (—00,0]. The moment map equations can then be

152



(748) HYPERKAHLER MANIFOLDS

transformed to the following non-linear system of equations
d
[:i; + Bo, B1] + [B2, B3] = 0
(L 4 By, By] + [Bs, Bi] = 0
dS 0,2 3, Y1) —
d
[E + By, Bz] + [31,32] =0

for functions B;(s) with values in the Lie algebra g. Note how these equa-
tions compare with those in (3.9) putting A9 = d/ds + By and A; = B; for
1> 0.

The boundary conditions which give rise to this moment map are de-
fined by comparison with a particular configuration given by By = 0 and
B; = 7; where 1,7, 73 lie in a fixed Cartan subalgebra fj. They are to be
chosen such that their common centralizer is ) itself. This is clearly a solu-
tion to the equations. The space of operators d/ds + By, By, B2, B3 which
are close to this model configuration in some exponentially-weighted C*
norm [K3] then admits a well-defined inner product. (In the 4-dimensional
ir1t<?rpretation above this is simply the L? inner product).

The adjoint action of the group of smooth functions g(s) with values
in G on the four operators d/ds + By, By, B3, B3 then gives a hyperkahler
group action. (This is the group of invariant gauge transformations in the
4-dimensional formalism).

It is easy to see in this case that the quotient is finite-dimensional,
since by a gauge transformation the operator d/ds+ By can be transformed
to d/ds leaving an ordinary differential equation in By, B; and B3 with

equivalence under the finite-dimensional group G.

5.4. Identifying the complex structures on the quotient involves an extra
theorel/n. Here one chooses the complex structure and rewrites the moment

map equations as in (3.9) with a real and complex part

dp B
g"‘[amg] _0

£ (a+a)+ [a,0%] +[8,67] = 0
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where a = (B + :B1)(s) and § = (B, + iB3)(s).

One then shows that if the boundary conditions are satisfied, the map

(a,8) — B(0) € g°

identifies the space of equvalence classes of solutions to the above equations
with the adjoint orbit of 7 + ¢73. For G semisimple this is isomorphic to

the coadjoint orbit. The proof itself is modelled on a theorem of Donaldson
[D1].

5.5. Notice that there is a choice in the moment map reflected this time in
the boundary conditions. Part of that choice involves 7, +173, the particular
coadjoint orbit, but the extra choice of 7; in the Cartan subalgebra gives a
family of hyperkéhler metrics.

We may remark also that although finding the metric explicitly in-
volves solving the non-linear equations in (5.3), they are a form of Nahm’s
equations, the general solution of which can be described in terms of the
geometry of the Jacobian of an algebraic curve [H3]. There is clearly much

more than an existence theorem involved here.

6. REPRESENTATIONS OF SURFACE GROUPS

6.1. If ¥ is a compact oriented surface, its fundamental group has an in-
trinsically symplectic nature [G]. In particular, for any Lie group G with
an invariant inner product on its Lie algebra, the moduli space of irre-
ducible representations of m1(X) is a symplectic manifold. This is the space
Hom'™(71(Z), G)/G where G acts by conjugation. The tangent space at a
representation can be identified with the cohomology group H'(m(X); @)
and the bilinear form on g gives a skew pairing to H%(m1(Z)) which is
generated by a fundamental class.

When G is a compact group, a choice of complex structure on ¥ makes
the moduli space into a Kahler manifold, its holomorphic structure being
that of the space of stable holomorphic bundles on the Riemann surface .
This is the theorem of Narasimhan and Seshadri [NS].
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For a complex semi-simple group G¢, the moduli space
Hom'™ (7,(X),G*)/G*®

is naturally a complex symplectic manifold and has in fact a natural hyper-

kahler metric, also determined by a choice of complex structure on X.

6.2. The context for this metric is again an infinite-dimensional hyper-
kahler quotient construction.

Let A€ be the affine space of all G°-connections on a principal G°-
bundle over ¥ which we assume has a fixed reduction to the maximal com-
pact group G. This provides a metric on any associated vector bundle,
and a conjugation operation on the bundle adP associated to the adjoint
representation of G. Each tangent vector to A° may be considered as a
1-form o € Q!(E;adP ® C) and if Tr(AB) denotes the inner product on g,

we have a complex symplectic form defined by
w(a,B) = / Tr(a A §)
p2

Given a complex structure on ¥, we may decompose a = a!'® + %! into
forms of different type and then there is a real symplectic form — the Kahler

form of the metric
||a'||2 — / Tr(a'1’0 A al,O*) _ TI‘(O[O’I A 010’1*)
b))

This makes A€ into an infinite-dimensional hyperkahler manifold. The

group G of gauge transformations acts on A¢ preserving this structure.

6.3. The moment maps for this hyperkahler action are expressed in terms
of curvature. This is a consequence of a fundamental observation of Atiyah
and Bott [AB]. If we write them in terms of a real and complex moment
map we obtain

pe(A) = F4 € Q*(Z;adP ® C)
pr(A) = F' — F" € Q*(Z;adP)
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where F' and F" are the curvatures of the unique G-connections V' and
V" such that

(VI)I,U — V]XO (VII)O,I — Vg{l

Thus p;1(0) is the space of flat connections on the principal G®-bundle.

A theorem of Donaldson [D2] and Corlette [Co] shows that each irre-
ducible G°-orbit contains a solution to p, = 0, which is unique modulo G,
so that the complex structure of the hyperkahler quotient can be identi-
fied with the space of flat irreducible connections modulo complex gauge
equivalence. But the holonomy identifies this with the moduli space of
representations Hom'™ (7, (%), G¢)/G®.

6.4. The proof of Donaldson and Corlette’s theorem involves a reinterpreta-
tion of the moment map equations. The set-up for the quotient construction
above involves a fixed metric on a principal bundle and an ‘equivalence class
of flat connections. Alternatively, we can consider a fixed flat connection
and then solve for a metric satisfying F' = F''. A metric, compatible with
the G-structure, is a section of the associated flat G°/G-bundle and then
the equations to be satisfied are equivalent to the statement that the sec-
tion is harmonic. The non-positivity of the curvature of G¢/G then yields,
via the Eells-Sampson theorem [ES], the existence result.

The analysis required to rigorously produce the moduli space with its

metric involves Sobolev spaces for compact manifolds and is quite standard

(see [H5)).

6.5. This hyperkahler manifold, of dimension 4(¢g —1) dim G, where g is the
genus of ¥, shares a number of properties with the simple Eguchi-Hanson
metric. The complex structure of the moduli space of representations con-
structed above is that of an affine variety, like the affine quadric. On the
other hand there is one complex structure (and its conjugate) out of the
2-sphere generated by I,J and K which is not affine but which instead
contains as a dense open set the cotangent bundle of the moduli space of
stable G¢-bundles. This is the analogue of the cotangent bundle of CP! for
the Eguchi-Hanson metric. With this complex structure, the hyperkahler
manifold can be identified as the moduli space of stable Higgs bundles (or

156



(748) HYPERKAHLER MANIFOLDS

stable pairs) on ¥ [H5]. In this case the compactness of the surface im-
poses boundary conditions on the moment map equations which have as

yet defied explicit solution.

7. RATIONAL MAPS

7.1. The quotient constructions offered as examples in Sections 5,6 and
7 are based on equations in 0,1 and 2 dimensions. There is a system of
equations in R?® which again yields moduli spaces which are hyperkahlerian.
These are the Bogomolny equations for magnetic monopoles.

We consider here a trivial principal G-bundle P over R?® where G is a

compact Lie group, and the space A of connections on P. We put
M = A x Q°(R? adP)

A point of M thus consists of a pair (A, ¢) where A is a connection and ¢
a section of the adjoint bundle — the Higgs field.
The tangent space at a point is identified with the set of pairs

(a, ¢) € Q' (R?*;adP) x Q°(R?;adP)

and this has an obvious quaternionic structure by writing a tangent vector

as
d)+011i +012j + (131\?

There is an action of the group of gauge transformations G on M.

If we impose suitable boundary conditions (essentially comparison with
a model as in Section 5) on (4, ¢) and G, then the L? inner product defines
a hyperkahler metric on M and the action of G preserves it. We may then

take a hyperkahler quotient.

7.2. If we write V; for the directional covariant derivative defined by the

connection A, the moment map equations become (cf 3.9)

(¢, V1] 4+ [V2, V3] =0
[6,V2] +[V3, V1] =0
(4, V3] +[V1,V3] =0
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or more compactly, using the Hodge star operator,
Fy =%V ¢

which are the Bogomolny equations.

In the simplest case G = SU(2), the boundary conditions on ¢ one
usually takes imply that ||¢|| — 1 as 7 — oco. This yields an integer k, the
degree of the map from a large sphere in R? to the unit sphere in g = R3.
This is called the charge of the solution.

7.3. The moduli space here can be identified by a supplementary theorem
(due to Donaldson [D1]) with the space of based rational maps f : CP! —
CP! of degree k. The actual identification involves choosing a direction
u and studying a scattering problem for the ordinary differential equation
(Vu+i¢)s=0.

We may write such a rational map in the form

ag+ ...+ ap_251 _p(z)
bo+biz+...+2F  g(z)

f(z) =

where the base-point oo is mapped to 0. Here, for f to be of degree k,
p(z) and ¢(z) have no common factor. The space of such maps is clearly a
complex manifold of real dimension 4k. As a hyperkahler manifold it has
a complex symplectic form. This is obtained as follows.

First factorize ¢(z) = (z — f1)...(2 — Bk). Since p and ¢ have no
common factor p(f3;) # 0. Then the form

 dp(B;) A dB;
w=2 p(B:)

i=1

extends to a holomorphic symplectic form on the space of rational maps.

It is covariant constant with respect to the hyperkahler metric.

7.4. The rigorous construction of these metrics requires some analysis
which was produced by C. H. Taubes. An account may be found in [AH]
of the use of these results and properties of the metrics. There is one par-

ticular feature which distinguishes this family from the previous ones. The
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identification with the space of rational maps involves a choice of direc-
tion in R3. On the other hand the Bogomolny equations themselves are
SO(3)-invariant. Thus SO(3) acts transitively on the 2-sphere of complex
structures on the moduli space which are therefore all equivalent. This is
also true of the Taub-NUT metric, whose twistor space as described in (2.4)
clearly inherits the action of SU(2) on CP!.

These monopole metrics are known insofar as their twistor spaces can
be described exactly (see [AH]). In the case of k¥ = 1 and 2 they have also
been computed explicitly- in the first case it is the flat metric on S x R3,

and in the second a metric whose description involves elliptic integrals [AH].

8. LOOP GROUPS

8.1. If G is a compact Lie group, and LG = Map(S';G) denotes the
space of smooth maps from the circle to G then the quotient LG /G by
the subgroup G of constant maps is well-known to have the structure of an
infinite-dimensional symplectic manifold [PS]. Indeed it also has a natural
Kahler metric. The symplectic form is obtained by translation from the

identity of the skew form

a(f.9)= [ Tt1a)d8

for f,g:S! — g.

Clearly this definition holds when G is replaced by a complex semi-
simple group G¢, so that the complex manifold LG¢/G*¢ has a natural holo-
morphic symplectic form. Donaldson [D3] has shown how to give this space

a natural hyperkahler metric.

8.2. The approach is to consider a trivial principal G-bundle over the unit
disc D C C and the space A¢ of connections on the associated G¢-bundle
P¢ which are smooth up to the boundary. The setting is therefore similar
to that in Section 6, but now we have a non-trivial boundary, the circle S'.

However, if we consider the group of gauge transformations G which restrict
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to the identity on the boundary, then the hyperkadhler moment maps are
the same as in (6.2)

1o(A) = Fy € Q¥(D;adP @ C)
pr(A) = F' — F" € Q*(D;adP)

8.3. To solve the moment map equations, the harmonic map formulation
is used again. In this case all flat connections are trivial, since the disc is
simply-connected, so the problem concerns harmonic maps f : D — G¢/G.
Results of R. Hamilton [Ha] show that the Dirichlet problem can be solved
in this case. Thus, given a map on the boundary circle, there is a unique
harmonic map extending it to the disc.

In the formulation of connections, this means that given the bound-
ary value of a flat G°-connection on D, there is a unique solution of the
hyperkahler moment map equations, modulo gauge transformations which
preserve the boundary value. But since all such connections on the cir-
cle are gauge-equivalent to the trivial connection, which has automorphism

group G°, the hyperkahler quotient we are considering is

Map(§';G*)/G*

8.4. The holomorphic form w of Section 6 restricts to the space of flat

connections p;1(0) to give

w(a,p) = /I;Tr(a/\ﬁ)

But, to be tangential at A to a flat connection, a and B must satisfy
a = dsp and f = d41 for some ¢,y € Q°(D;adP*) and hence

w(a,B) = /;)Tr(d,qcp A day)

= [ Tetodav)

160



(748) HYPERKAHLER MANIFOLDS

which is clearly the skew form defined above on boundary values of maps
f:D— G-

8.5. Finally note that the moment map equations for this example can be
put in the more familiar form of (3.9) by means of some substitutions. If
we set

V=(V+V")/2 ¢=(V -V")/2

where ¢ = ¢1dzy + ¢odz,, then the equations may be written as

V1, V2] + [¢1,02] =0
[Vi,02] +[V2,1] =0
[V11 ¢1] + [¢27V2] =0

9. CONCLUSIONS

9.1. The quotient construction yields a vast number of hyperkahler mani-
folds, in fact such a large number that a secondary task now presents itself
to instil some order amongst them. This is particularly important because
even those exemplified here have interrelationships — hyperkahler metrics
may appear on the same space through different constructions.

Kronheimer’s coadjoint orbits provide an example. The construction
in Section 6 is given as an infinite-dimensional quotient based on ordi-
nary differential equations. On the other hand D. Burns [Bu] has given an
algebraic twistor construction (characteristically manifesting difficulty in
showing completeness) for metrics on the same spaces. It is also true that
Donaldson’s complex loop group metric in Section 8 contains the same coad-
joint orbits as fixed point sets of circle actions. Also, some of these spaces
(as the Eguchi-Hanson metric shows) can be obtained as finite-dimensional
quotients. Proving these to be isometric is not always easy.

Another class of examples are the monopole moduli spaces, which ac-
quired a hyperkahler metric through an infinite-dimensional quotient based

on the Bogomolny equations in 3 dimensions. There is however, through the
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Nahm transform, a way of defining a hyperkahler metric through Nahm’s
equations in 1 dimension. Results such as those of Nakajima [N] have
shown that these particular metrics coincide. A similar situation holds for
instanton moduli spaces where results [BvB], [Ma] show the coincidence of

metrics defined by two methods.

9.2. There are also quotient constructions for a class of manifolds related to
the quaternions in a slightly more general manner than hyperkahler man-
ifolds. We have already encountered hypercomplex manifolds, but there
is also the class of quaternionic Kdhler manifolds, which are Riemannian
manifolds with holonomy group Sp(n).Sp(1) like HP™ and quaternionic
manifolds, which admit a torsion-free GL(n, H).Sp(1) connection [S]. For
all of these [GL],[J] there are quotient constructions, but so far with a lesser

range of examples than the hyperkahler quotient.

9.3. One final question concerns the compact examples like the K3 surface
where we still rely entirely on existence theorems. Could they be obtained
by the quotient construction? In particular, through a finite-dimensional
quotient of a vector space?

The answer is no. Compact examples of finite-dimensional Kahler quo-
tients, like the projective space in (3.5), may exist but the special curvature
of a hyperkahler manifold prevents this from happening in the hyperkahler
context. Perhaps the easiest way to see this is in the 4-dimensional case.

Suppose that a compact hyperkahler manifold M* is obtained by a
quotient of a linear hyperkahler action of G on H". Then if p is the hy-
perkahler moment map, p~!({) is a principal G-bundle P over M. The
flat metric on H™ induces a G-invariant metric on P and the orthogonal
complements to the orbit directions define a connection on P. Now for
each complex structure on H" (and hence M), the associated principal
G°¢-bundle is p;!(a) which is holomorphic. This implies that the connec-
tion is compatible with all three complex structures I, J and K and hence
(see [AHS]) is a solution to the anti-self dual Yang-Mills equations on M.
According to the Atiyah-Ward construction, this corresponds to a holomor-
phic principal bundle on the twistor space Z of M which is, not surprisingly,
A0,
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The connection has a further property, for we have an embedding
of #7(¢) in the twistor space C?"(1) corresponding to the embedding
P = p71(¢{) ¢ H". This embedding defines an equivariant section of
C2"(1) on the principal G*-bundle over Z and this (see [H2]) has an in-
terpretation via the Penrose transform as the solution i of a differential
equation on M — the twistor equation coupled to the anti-self-dual Yang-
Mills connection. Now for such an object there is a Weitzenbock formula
which gives a vanishing theorem on a compact manifold. In our case, since
the Ricci tensor of a hyperkahler manifold vanishes, then in particular so
does the scalar curvature, and the corresponding vanishing theorem [H2]
implies covariant constancy of ¢). This in turn means that the map P C H"
is constant in horizontal directions which is a contradiction to it being an

embedding.

9.4. As for infinite-dimensional quotients, there remains a hope. Instanton
moduli spaces on hyperkahler manifolds have induced hyperkéhler metrics
through the moment map interpretation of the anti-self-dual Yang-Mills
equations, but they tend to be either non-compact or have singularities
corresponding to reducible connections. However, introducing singularities
into the connections themselves may yet induce more regularity into the
moduli space. Ultimately, it is possible that the K3 surface may be brought
into the fold of hyperkahler quotients. It does not necessarily mean that we
can write down the metric (a glance at [AH] will show that explicitness is
not gained easily) but that we shall have in any case a deeper understanding

of the pervasiveness of the geometry which has arisen from the quaternions.
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Séminaire BOURBAKI Novembre 1991
44éme année, 1991/92, n° 749

REVETEMENTS DE COURBES ALGEBRIQUES
par Jean-Pierre SERRE

1. INTRODUCTION

1.1. Le probléme

Soit k un corps algébriquement clos. Soit C une courbe algébrique sur k,

supposée irréductible et lisse. On a :
cC=C-85,

ou C est une courbe projective lisse, et S un sous-ensemble fini de 6( k).

Quels sont les revétements galoisiens (non ramifiés) de C ?

On peut préciser cette question de deux fagons :

(a) On se donne un groupe fini G. On demande & quelle condition il
existe un revétement galoisien connexe C' — C de groupe G.

(b) Soit 7¢ = 7'8(C, ) le groupe fondamental (algébrique) de la courbe
C relativement a un point-base z. Ce groupe est un groupe profini. On

demande de déterminer sa structure.

Remarque.— 1) Noter que (b) est plus précis que (a) : un groupe fini G
satisfait a la condition (a) si et seulement si G est isomorphe a un quotient
de 7c.

2) Lorsque I’on remplace le corps de base k par une extension algébrique-
ment close k', le groupe mc ne change pas, si la caractéristique est 0. Il

n’est va plus de méme en caractéristique p > 0 : il existe des familles non

S. M. F.
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constantes de revétements. Toutefois, les quotients finis de 7¢ sont les mémes
sur k et sur k', comme le montre un argument de spécialisation. La question

(a) est donc “indépendante” du corps de base choisi (pourvu, bien siir, qu'il

soit algébriquement clos).

1.2. Le cas complexe

Lorsque k = C, le théoréme d’ezistence de Riemann dit que tout revéte-
ment fini (au sens topologique) de la surface C(C) posséde une structure
algébrique et une seule compatible avec sa projection sur C(C) (¢f. par
exemple [5], chap. VI). Cela permet de répondre aux questions (a) et (b)
ci-dessus. Pour (b), la réponse est la suivante : si g est le genre de C, et
s = |S|, le groupe w¢ est le complété profini (i.e. le complété pour la topolo-
gie des sous-groupes d’indice fini) du groupe défini par 2¢ + s générateurs a;,

b; (1=1,---,9) et ¢j (j =1,---,8) liés par la relation
alblal_lbl_l---agbgag_lbg_lcl-ucs=1.

Lorsque S # 0 (i.e. lorsque C est affine), ce groupe est un groupe libre de
rang 2g + s — 1. Dans ce cas, la réponse a la question (a) du n® 1.1 s’énonce
treés simplement : un groupe fini G convient si et seulement si il peut étre
engendré par 2g + s — 1 éléments.

(La théorie de Riemann donne en fait un résultat plus précis : les éléments
¢y, ++,c, peuvent étre choisis de telle sorte qu’ils engendrent des groupes

d’inertie au-dessus des points de S.)

1.3. Le cas de caractéristique 0

Lorsque la caractéristique de k est 0, le principe de Lefschetz, combiné
avec des arguments de spécialisation, montre que les résultats dun® 1.2 restent

valables sans changement.

Noter que, bien que ces résultats s'énoncent algébriquement, la seule
démonstration que I’on en ait repose sur la théorie transcendante pour k = C
(le point essentiel est de montrer qu'une surface de Riemann compacte a
suffisamment de fonctions méromorphes).

Une tentative pour attaquer “algébriquement” la classification des revéte-
ments avait été faite par Weil en 1938 (cf. [21], p. 84-86, ainsi que V.
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Nori, Comp. Math. 33 (1976), p. 29-41). Son point de départ est le sui-
vant : tout revétement galoisien C' — C de groupe G, donne naissance (par
l'intermédaire des représentations linéaires de G) & des fibrés vectoriels sur
C, qui ont la propriété de satisfaire a des équations algébriques vis-a-vis de la
somme directe et du produit tensoriel. Si ’on pouvait expliciter la structure
des variétés de modules de fibrés vectoriels avec assez de précision, on pourrait
en déterminer les éléments algébriques et remonter de 14 aux revétements
galoisiens. Cette approche “tannakienne” du probléme est intéressante, mais
n’a jusqu’a présent abouti a rien de concret ; méme le cas élémentaire g = 1,

s = 0, semble difficile a traiter par cette méthode.

1.4. Le cas de caractéristique p > 0

Ce cas est resté longtemps inexploré. Voici ce qu’en disait Weil en 1946,
dans [22] :

“

avant d’aborder la détermination des extensions de corps de nombres par leurs pro-
priétés locales, il conviendrait peut-étre de résoudre le probléme analogue, déja fort diffi-
cile, au sujet des fonctions algébriques d’une variable sur un corps de base fini, c’est-a-dire
d’étendre a ces fonctions les théorémes d’existence de Riemann. Pour ne citer qu’un cas
particulier, le groupe modulaire, dont la structure détermine les corps de fonctions d’une
variable complexe ramifiés en trois points seulement, joue-t-il le méme réle, tout au moins
en ce qui concerne les extensions de degré premier & la caractéristique, quand le corps de
base est fini ? Il n’est pas impossible que toutes les questions de ce genre puissent se traiter
par une méthode uniforme, qui permettrait, d’un résultat une fois établi (par exemple par
voie topologique) pour la caractéristique 0, de déduire le résultat correspondant pour la
caractéristique p; la découverte d’un tel principe constituerait un progres de la plus grande

importance...”

Ce texte suggérait deux choses :

(i) Pour les groupes d’ordre premier a p, la théorie est la méme qu’en
caractéristique zéro;

(ii) 11 doit étre possible de passer de la caractéristique zéro a la ca-
ractéristique p (et inversement).
L’assertion (i) a été précisée en 1956 par Abhyankar ([1]) sous la forme de la

conjecture suivante :
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(i’) Soit 7 le plus grand quotient de m¢ dont P'ordre (comme groupe
profini) soit premier & p. Alors 7, est isomorphe au groupe correspondant

pour une courbe sur C ayant mémes invariants g et s.

2. THEOREMES DE GROTHENDIECK ET CONJECTURES
D’ABHYANKAR

2.1. Les théorémes de Grothendieck

L’un des premiers succes de la théorie des schémas de Grothendieck a été
la démonstration, en 1958, de la conjecture (i’) du n® 1.4 (¢f. 7], p. 182-27
ainsi que [8], p. 392) ; sa méthode consiste a se ramener a la caractéristique
0 conformément & ce qu’avait prédit Weil.

De facon plus précise, choisissons un anneau de valuation discréete complet
A, de corps résiduel k, et dont le corps des fractions K est de caractéristique

0. On procede en trois étapes :

(2.1.1) On peut “relever”la k-courbe projective C en un schéma C 4 projectif
et lisse sur A (ce qui donne une courbe Cg sur K ayant bonne réduction).

Ce résultat est presque évident lorsque g est < 5, mais il ne l’est pas pour
des valeurs plus grandes de g. Grothendieck le démontre en relevant d’abord C
en un schéma formel, puis en montrant que ce schéma est algébrique puisqu’il
posséde un fibré de rang 1 qui est ample (& savoir le fibré défini par un
point). La démonstration utilise les théoremes de comparaison “formel <=
algébrique”, t.e. “GAGA formel”.

(2.1.2) Une fois choisi C4, soit Sk un relevement de S dans C4(4) =
Ck(K). Si C' — C est un revétement galoisien de C, de groupe G, qui
est modéré en tous les points de S, on peut relever C' de fagon unique en
un revétement de Cx — Sk : cela se démontre en utilisant encore “GAGA

formel”.

(2.1.3) Inversement, soit Cj — Ck — Sk un revétement galoisien absolu-
ment irréductible de groupe de Galois G, et supposons que I'ordre de G soit
premier & p. On montre alors que, aprés remplacement éventuel de A par

un anneau plus ramifié, le revétement C}- “se réduit bien”, 1.e. se prolonge
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en un revétement de C4 — Sk, et définit donc un revétement de C. (La

démonstration utilise le lemme d’Abhyankar ainsi que le théoréme de pureté.)
En combinant ces résultats, on voit que :

(*) Si p ne divise pas |G|, les G-revétements sont les mémes en ca-
ractéristique p et en caractéristique 0, cf. (2.1.2) et (2.1.3).

C’est 1a un résultat tres satisfaisant — a cela prés que la condition “p ne
divise pas |G|” est trés restrictive : si p = 2, elle n’est satisfaite que par des

groupes résolubles, d’apres Feit-Thompson.

(**) Si p divise |G|, mais si 'on se borne aux revétements modérément
ramifiés en tous les points de §, il y a au plus autant (et en général strictement
moins) de tels revétements en caractéristique p qu’en caractéristique 0.

(Pour des formulations plus précises de (*) et (**) en termes de spécialisa-

tion du groupe fondamental, voir [8].)

2.2. Le cas ou C est une courbe complete

C’est le cas S = 0. Tous les revétements de C' sont modérés. D’aprés
(**) ci-dessus, le groupe 7¢ est un quotient du groupe fondamental correspon-
dant en caractéristique 0. Quel est ce quotient 7 On ne sait le déterminer
explicitement que si ¢ = 0 ou 1, auquel cas il est commutatif :

pourg=0,ona.7rc={1}§

pour g = 1, m¢ est isomorphe a Hf#P(Zl X Zg) ou a Z, x H(¢p(Z[ X Z¢),
suivant que la courbe C est supersinguliere ou ordinaire.

Pour ¢ > 2, on n’a pas de théoreme de structure, méme conjecturale-
ment. On a seulement des renseignements cohomologiques. On les obtient en
remarquant que la cohomologie de m¢ est isomorphe & la cohomologie étale
de C, tout comme si le “revétement universel” de C était contractile (cela se

démontre en utilisant la suite spectrale de Cartan-Leray pour les revétements,
cf. [14], p. 105, th. 2.20). D’ou, d’apres [4], exposés IX, X :

cdp(re) =1et dim H (r¢,Z/pZ) < g ;
cde(ne) =2, dim H' (¢, Z/€Z) = 2g et dim H*(w¢,Z/(Z) = 1 si { # p.

(Rappelons que cd,(7) désigne la p-dimension cohomologique du groupe

profini 7, ¢f. [18], p. I-17. L’assertion cd,(m¢c) < 1 équivaut a dire que les
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p-groupes de Sylow de ¢ sont des pro-p-groupes libres ; ces groupes sont non
triviaux d’aprés Raynaud [16], cor. 4.3.2).

2.3. Le cas o1 C est une courbe affine : conjecture d’Abhyankar

C’est le cas S # 0 ; sur C, le groupe fondamental correspondant est libre
de rang 2g + s — 1, ¢f. n° 1.2.

Soit G un groupe fini. Soit p(G) = O (G) le sous-groupe de G engendré
par ses p-groupes de Sylow. Le groupe G/p(G) est le plus grand quotient de G
d’ordre premier & p. Si G est quotient de 7, il en est de méme de G /P(G) et,
d’aprés Grothendieck (cf. (2.1.2)), G/p(G) est quotient du groupe analogue
a mc en caractéristique 0, autrement dit peut étre engendré par 2g + s — 1

éléments. Dans [1], Abhyankar conjecture que cette condition est suffisante :

Conjecture 2.3.1.— Un groupe fini G est quotient de m¢ 31 et seulement 31

le quotient G /p(G) peut étre engendré par 29 + s — 1 éléments.

Si cette conjecture était vraie, elle donnerait une réponse satisfaisante &

la question (a) du n° 1.1 (mais pas a la question (b)).

Remarque.— Ici encore, la cohomologie de m¢ s’identifie a la cohomologie
étale de C, et I'on en déduit :

.... Card(k) sil=p
29 +s—1 sinon.

En particulier (cf. [18], p. I-74), n¢ posséde la propriété de relévement : si
f: G — G est un homomorphisme surjectif de groupes finis, et si ¢ est un
homomorphisme de 7¢ dans G, il existe & : mc — G tel que fop = .
(Mais si ¢ est surjectif, on ne peut pas toujours choisir @ surjectif, méme si
G satisfait & la condition de (2.3.1).)
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3. LA CONJECTURE D’PABHYANKAR POUR LA DROITE
AFFINE

3.1. Conjecture et résultats

On se restreint maintenant au cas ot C est la droite affine D = Spec k[X],
le corps k étant algébriquement clos de caractéristique p > 0.
On aalors g =0et s =1,dou 29 +s—1=0, et la conjecture 2.3.1

prend la forme suivante :

Conjecture 3.1.1.— Un groupe fint G est quotient de mp s et seulement s1
Uon a G = p(G), i.e. si et seulement 31 G est engendré par ses p-groupes de

Sylow.
Un groupe G tel que G = p(G) sera appelé un guasi-p-groupe.

Ezemple— Un groupe simple dont ’ordre est divisible par p est un quasi-
p-groupe. La conjecture (3.1.1) implique donc que tout groupe simple non

abélien est quotient de 7p si p = 2.

On verra ci-aprés que (3.1.1) a été démontrée dans de nombreux cas
particuliers :

G est le groupe des points rationnels d’un groupe algébrique semi-simple
simplement connexe sur un corps fini de caractéristique p (Nori [10]) ;

G est le groupe alterné A,, n > p > 2, ou le groupe symétrique S,,
n 2 p =2 (Abhyankar [2]) ;

G est résoluble ([19)) ;

G est engendré par des sous-groupes vérifiant certaines conditions restric-
tives (Harbater [9], Raynaud [17]).

Remargque.— La droite D joue un role en quelque sorte universel pour les
revétements de variétés affines. De fagon plus précise, soit V une variété
affine irréductible sur k£, de dimension > 0, et soit G un groupe fini qui soit

quotient de mp. Il existe alors un revétement galoisien connexe V' — V de
groupe de Galois G, ¢f. [19], n° 2.
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3.2. Les exemples de Nori

Soit ¢ une puissance de p, et soit ¥ un groupe algébrique semi-simple
simplement connexe sur F,. Soit G = X(F,) le groupe des F4-points de X.

Le groupe G est un quasi-p-groupe.
THEOREME 3.2.1 (Nori).— Le groupe G est quotient de mp.

COROLLAIRE.— La conjecture 3.1.1 est vrate pour les groupes
SL"(FQ)7 Sp2n(Fq)’ Tty ES(FQ)

Démonstration (d’aprés G. Laumon).— Soient BT et B~ des sous-groupes de
Borel opposés de ¥, et soient U™t et U~ leurs radicaux unipotents. L’applica-
tion produit Ut x U~ — X est un isomorphisme de Ut x U~ sur une sous-
variété fermée V' de I (le fait que V soit fermée n’interviendra d’ailleurs pas).

Soit f: X — ¥ lisogénie de Lang, définie par :
fz) =27 . F(a),

ou F est ’endomorphisme de Frobenius de ¥ relativement a F,. Cette isogénie
définit un revétement galoisien conneze de ¥, de groupe de Galois G. Soit
W = f~Y(V). La variété W est conneze. En effet, soit W° la composante
connexe de W contenant 1, et soit G° le sous-groupe de G qui stabilise W°.
Comme W contient U, le groupe G contient U (F,) ; de méme, il contient
U~ (F,). Mais on sait (cf. [20], lemme 64) que G est engendré par Ut (F,)
et U=(F,). On a donc G = G?, ce qui montre que W est connexe. On a
donc obtenu un revétement galoisien connexe W — V' de groupe de Galois
G. Mais V est isomorphe & Ut x U™, donc est un espace affine de dimension
> 0 (sauf si ¥ = {1}, auquel cas il n’y a rien & démontrer). En restreignant
le revétement W — V & une droite A de V', on obtient un revétement de
A de groupe de Galois G. D’aprés une variante du théoreme de Bertini,
ce revétement est conneze si A est assez générale. D’ou le résultat cherché,

puisque A est isomorphe a D.

Remarque.— La démonstration s’applique aussi aux groupes “tordus” du type

Suzuki et Ree en caractéristique 2 et 3.
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3.3. Les exemples d’Abhyankar

THEOREME 3.3.1 (Abhyankar [2]).— Les groupes ci-dessous sont quo-
tients de wp :

le groupe alterné A, sip#2etn>p;

le groupe symétriqgue S, st p = 2.

La méthode consiste a écrire explicitement des équations de degré n qui
définissent des revétements étales de degré n de D, et a montrer que les
clotures galoisiennes de ces revétements ont pour groupe de Galois un sous-
groupe de S, qui est A, ou S, suivant les cas ; cela se fait en prouvant que le
groupe en question est suffisamment transitif (dans certains cas, Abhyankar
est amené a utiliser le “théoréme de classification” des groupes finis simples).

L’une des équations qu'’il utilise est la suivante :
(1) Y"-X.Y'+1=0,

avecn=p+t t>1ett#0 (modp).
Il montre (¢f. [2], [3]) que le groupe de Galois de cette équation est :

PSLy(F,) si t=1;

SL,(Fs) si t=2,p=T;
A, si t=2p#2,7;
An si t>2,p#2;
Sn si p=2.

Donnons la démonstration dans le cas le plus simple, qui est celui ol
t > 3. Soit G le groupe de Galois de (I). C’est un sous-groupe de S, jouissant
des propriétés suivantes :

il est transitif ;

il contient un cycle ¢ d’ordre p (a cause de I'inertie en X = 00, ¥ = 00) ;

il contient un élément d’ordre premier a p qui permute circulairement les
t points fixes du cycle ¢ (inertie en X = oo, ¥ = 0).

Comme n = p + 1, et (p,t) = 1, on vérifie facilement que les propriétés

ci-dessus entrainent que G est primitif. Comme G contient un cycle d’ordre

175



J.-P. SERRE

premier <n—3,onaG =S, ou A, d’aprés un théoréme de Jordan (cf. [23],
p-39). Si p = 2, le fait que G contienne une transposition entraine G = S,.
Si p # 2, le fait que soit un quasi-p-groupe entraine G # S,, donc G = A4,,
d’ou le résultat cherché.

Remarques.— 1) La méthode employée ne semble pas donner le cas de A,,

n > 5, lorsque p = 2. Toutefois Raynaud m’a fait observer que ce cas peut se

traiter par “recollement” de groupes As en utilisant le th. 1.1 de [17] (voir n°

3.5).

2) Certaines équations explicites, conduisant & des groupes de Galois

intéressants, peuvent s’obtenir par réduction (modp) & partir d’équations

connues en caractéristique zéro. Par exemple :

(a)

(b)

(c)

On sait depuis Fricke (¢f. [6], [24]) qu'il existe un revétement galoisien de
la droite projective de groupe G = SLy(F), ramifié en trois points avec
ramification d’ordre 2, 3, 7, et défini sur le corps Q(cos(27/7)) ; la courbe
correspondante est de genre 7. Si 'on représente G comme sous-groupe
transitif de Ag, cela conduit & un revétement de degré 9 de la droite
projective dont I’équation a été écrite par Goursat (cf. [6]). En réduisant
cette équation en caractéristique 7 (aprés des changements de variables
convenables), on obtient I’équation Y¥ — X . Y2 + 1 = 0 d’Abhyankar, et
'on retrouve ainsi le résultat principal de [3].

En réduisant en caractéristique 11 une équation donnée par Matzat [13],

on voit que I’équation
Y42y 43Y X2 =0 (p=11)

définit un revétement étale de degré 11 de D dont le groupe de Galois
est le groupe de Mathieu Mj;.

En caractéristique 23, I’équation :
Y =12 (Y +1)*(Y2+17Y +4)°2 - X% =0 (p=23)
définit un revétement étale de degré 23 de D. Il semble que le groupe

de Galois de ce revétement soit le groupe de Mathieu M,; ; il serait

intéressant de le démontrer.
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3.4. Extensions par des groupes résolubles

Soit 1 = N — G — G — 1 une suite exacte de groupes finis. Supposons
que G soit un quasi-p-groupe, et que N soit résoluble. Alors, s: la conjecture

3.1.1 est vraie pour G, elle l’est pour G. Autrement dit :

THEOREME 3.4.1 (¢f. [19]).— Sous les hypothéses ci-dessus, si G est

quotient de wp, il en est de méme de G.

COROLLAIRE 1.— La conjecture 3.1.1 est vraie pour les groupes résolubles :

tout quasi-p-groupe résoluble est quotient de mp.

C’est le cas particulier G = {1}.

COROLLAIRE 2.— 5: G est quotient de mp, il en est de méme de toute

extension de G par un p-groupe.

En effet, une telle extension est un quasi-p-groupe, ce qui permet d’appli-
quer le th. 3.4.1.

Démonstration de (3.4.1).— On se rameéne par dévissage au cas ou N est un
groupe abélien élémentaire de type (£,---,¥), avec £ premier, I’action de G

sur N étant irréductible.

Par hypothése, il existe un morphisme surjectif ¢ : 71p — G, et, d’apres
ce qui a été dit au n° 2.3, on peut relever ¢ en @ : Tp — G. Lorsque
G est une extension non scindée de G, ¢ est surjectif, et le théoréme est
démontré. Le cas ot G est produit semi-direct de G par N est plus délicat.
Si £ = p, on montre que l'on peut choisir ¢ de telle sorte qu’il soit surjectif.
Si £ # p, ce n’est pas possible en général. Toutefois, dans ce cas, on peut
maodifier p de fagon a ce que cela devienne possible. De fagon plus précise,
choisissons un entier m > 1 premier a p. Le morphisme D — D défini par
X — X™ induit un endomorphisme f,, : ¥p — 7p (on prend pour point-base
le point 0). Cet endomorphisme est surjectif. Si on le compose avec ¢, on
obtient un homomorphisme ¢,, : tp — G qui est encore surjectif, mais qui
est “plus ramifié” que ¢ (son invariant de Swan a l'infini est multiplié par
m). On montre qu’il est possible de relever ¢,, en un morphisme surjectif

Pm I TD — G (la démonstration de ce fait repose sur une étude des modules
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galoisiens fournis par ’homologie (mod £) des revétements, ¢f. [19], th. 2).
D’ou le théoreme.

3.5. Les constructions de Harbater et Raynaud

Remarquons d’abord que la conjecture d’Abhyankar 3.1.1 résulterait (en

raisonnant par récurrence sur |G| et en se ramenant au cas ou G est cyclique)

de ’énoncé suivant :

(3.5.19) Si G est engendré par deuz sous-groupes G et Gy qui sont
quotients de wp, alors G est quotient de mp.

Harbater [9] et Raynaud [17] démontrent (3.5.19) sous diverses hypothe-
ses restrictives. Par exemple :

THEOREME 3.5.2 ([9], th. 4 (i)).— L’assertion (3.5.19) est vraie 51 G,

est un p-groupe contenant un p-groupe de Sylow de G,.

L’énoncé de Raynaud fait intervenir les groupes d’inertie & 'infini des

revétements considérés (groupes qui sont définis a conjugaison pres) :

THEOREME 3.5.3 ([17], th. 1.1).— Soit Q@ un p-sous-groupe de G. Sup-
posons que, pour ¢ = 1,2, il existe un revétement galoisien conneze

D; - D; = D, de groupe G;, ayant comme groupe d’inertre d linfini un
sous-groupe @Q; de Q. Il existe alors un revétement galoisien conneze de D de
groupe G ayant Q@ comme groupe d’inertie d l'infins.

Les démonstrations de (3.5.2) et (3.5.3) utilisent respectivement “GAGA
formel” et “GAGA rigide” — ce qui d’ailleurs revient a peu pres a la méme
chose, cf. [15].

Voici un résumé (trés incomplet) de la méthode esquissée par Raynaud
dans [17] :

On utilise la géométrie rigide sur le corps local K = k((T)). Dans la
droite projective Py sur K, on choisit deux disques fermés A; et A;, ne
contenant pas oo, et & distance > 0 I’'un de 'autre (par exemple les disques
|z2| < 1/p et |z — 1| < 1/p). On choisit des disques un peu plus grands A}
les contenant, et satisfaisant aux mémes conditions. On définit ensuite trois
revétements galoisiens (au sens rigide), de groupe G :

(a1) Un revétement de AT ;
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(az) Un revétement de AJ ;

(az) Un revétement de P; — A; — A; — {00}, qui se prolonge en un
revétement ramifié a I'infini, de groupe d’inertie Q.

La construction des revétements (a;) et (ag) se fait de la maniere sui-
vante : la “réduction modT” du disque A; peut étre identifiée a la k-droite
affine D;. Le G;-revétement ﬁi — D; définit par relevement & K un G;-
revétement rigide de A;, et on montre que ce revétement se prolonge a
un disque un peu plus grand. On obtient ainsi un G;-revétement, et par
induction de G; & G on obtient le revétement (a;) cherché. (Noter que ce
revétement n’est pas irréductible en général : ses composantes irréductibles
sont en nombre égal a l'indice de G; dans G.)

Quant a (az), on l'obtient par induction de @ & G a partir d'un Q-
revétement (algébrique) de P; — {0o0}. On le choisit (¢f. [17]) de telle sorte
que la propriété suivante soit satisfaite :

(b) Pour i = 1,2, la restriction du revétement (a3) a la couronne ouverte
AT — A; est isomorphe & la restriction de (a;) & cette couronne (du moins si

les A} sont assez petits).

Cette propriété permet de recoller (au sens de la géométrie rigide) les
trois revétements (a;) et ’on obtient ainsi un revétement galoisien de Py, de
groupe G, qui est ramifié seulement & l'infini, avec @} pour groupe d’inertie.
Par “GAGA rigide” (¢f. [11], [12]), ce revétement est algébrique. De plus, sa
construction montre qu’il est géométriquement irréductible (c’est la que sert
Phypothése que G est engendré par G; et G2). A priori, ce revétement est
défini sur K ; par spécialisation (¢f. n°® 1.1), on en déduit un revétement sur

k ayant les propriétés voulues.

COROLLAIRE 3.5.4.— 51 G est groupe de Galois d’un revétement conneze
de D, ce revétement peut étre choist tel que les groupes d’inertie 4 l'infint

sotent les p-groupes de Sylow de G.

Soit I un groupe d’inertie a l'infini. En utilisant le lemme d’Abhyankar
(¢.e. un changement de base X — X", avec n convenable), on peut supposer
que I est un p-groupe. Soit P un p-groupe de Sylow de G contenant I. On
applique alors le th. 3.5.3, avec G; =G, G, =P, Q1 =1,Q, =P, Q=P

(c’est licite car on sait que tout p-groupe fini est quotient de 7p, ¢f. par
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exemple [19)]).

Compte tenu de ce résultat, on voit que (3.5.2) est un cas particulier de
(3.5.3).

Compléments

Du th. 3.5.3, Raynaud déduit le résultat suivant :

Soit G un groupe fini qui soit un quasi-p-groupe, et soit P un p-groupe
de Sylow de G. Il existe alors un sous-groupe H de G, contenant P, quotient
de wp, et mazimum pour cette propriété. En particulier, H est stable par
tout automorphisme de G préservant P. De plus, tout sous-groupe de G qui
est quotient de mp est conjugué d’un sous-groupe de H. Enfin, Raynaud
démontre ([17], th. 1.5) que, si P # G, on a H # P (ce qui permet souvent
de prouver que H = G, autrement dit que la conjecture d’Abhyankar est vraie

pour G).

Application

Indiquons a titre d’exemple comment on peut déduire du th. 3.5.3 le fait
que le groupe alterné A,, n > 5, est quotient de 7p s1 p = 2.

Soit P le 2-groupe de Sylow de A4. On va montrer par récurrence sur
n > 5 qu'il existe un revétement galoisien connexe de D, de groupe A,, pour
lequel les groupes d’inertie & l'infini sont les conjugués de P. C’est vrai pour
n =5 car As = SLy(F4) et 'on applique 3.2.1 et 3.5.4 (on peut aussi, plus
simplement, utiliser 'équation Y + X3Y +1 = 0). Si n > 6, on applique
3.5.3 au groupe G = A,, avec :

Gi = A,_1, fixateur de n dans A, ;

=P;

G, = fixateur de n — 1 dans A, (ona Gz >~ An_1);
Q2=P;

Q=P

Vu I'hypothése de récurrence, toutes les conditions nécessaires sont sa-

tisfaites.
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GROUPES ALGEBRIQUES ET
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

par Daniel BERTRAND

Donnant, a I’aide du théoréme de Dirichlet sur les progressions arithmétiques,
une description partielle de la liste de Schwarz ([Sc]), Landau notait en 1904 : “Es
13t bemerkenswert, daff das vorliegende funktionentheoretische Problem, welches
ja bekanntlich mit den verschiedensten geometrischen, analytischen, und algebrais-
chen Satzen in Zusammenhang gebracht werden kann, auch zur Anwendung eines
rein Zahlentheoretischen Satzes Anlaf gibt ...” ([La)).

Le probléme en question consistait a dresser la liste des équations hypergéomé-
triques de Gauss qui admettent une base de solutions algébriques, c’est-a-dire
dont le groupe de monodromie est fini. Plus généralement, on peut, une équation
différentielle linéaire a coefficients rationnels étant donnée, chercher & déterminer
le degré de transcendance du corps engendré par ses solutions. En présence de
singularités irrégulieres, le groupe de monodromie ne contréle plus ce degré, mais
la théorie de Galois différentielle permet de remédier & cette difficulté. (De par sa
nature algébrique, elle facilite d’ailleurs également les calculs dans le cas fuchsien.)

On sait [Bl] le développement qu’a connu cette théorie entre les mains de
Kolchin. Plutot que de ses généralisations (voir [Ko], [Po]) ou de ses applications
(voir par exemple [Ne], [Snl], [Um]), c’est de techniques récemment introduites,
en particulier par J.-P. Ramis et par N. Katz, pour calculer explicitement les
groupes de Galois différentiels d’équations classiques qu’il s’agira dans cet exposé.
Nous n’aurons pour les passer en revue qu’a reprendre I’énumération de Lan-
dau : méthodes géométriques au §2, analytiques au §3, algébriques au §4, enfin
arithmétiques au §5 (aprés un §1 de rappels).

S.M.F.
Astérisque 206 (1992) 183
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1. DEFINITIONS (cf. [De])

Soient C un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, (K, 8) un corps
différentiel de corps des constantes C, et V un espace vectoriel de dimension finie
n sur K, muni d’une connexion™. Contractée avec 9, celle-ci fournit sur V un
opérateur différentiel D donné, dans une K-base de V, par Y — DY = 9Y + AY,
ou A est une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans K. Pour toute extension
différentielle (L, 0) de (K, 3), les solutions dans L™ du systéme différentiel DY = 0
représentent les éléments de I'espace (V ® L)? des vecteurs horizontaux de la
connexion (V @k L,D ® 0). On dit que L est une eztension de Picard-Vessiot
de K (associée a V) si les trois conditions suivantes sont réalisées : les corps des
constantes de L et de K coincident ; (V ® L)a ®c L =V @k L (c’est-a-dire :
DY = 0 admet une matrice fondamentale U(D) de solutions dans L") ; enfin, L
est engendré sur K par (V ® L)? (c’est-a-dire par les coefficients de U(D)). Pour
une telle extension, on appelle groupe de Galois différentiel de L sur K (ou, par
un abus de langage que justifie ’alinea suivant, de V/K) le groupe Gals(L/K) (ou
Gal(D)) des automorphismes de extension L/K qui commutent & 9. Puisque D
est linéaire, le C-espace vectoriel V2 = (V ® L)? en est une représentation fidele.
Comme l'aurait fait Galois, on peut interpréter les éléments de Gal(D) comme
ceux des automorphismes de V2 qui, pour toute construction tensorielle(?) W du
vectoriel a connexion V, laissent stables les espaces de vecteurs horizontaux des
différents sous-espaces de W stables sous la connexion tensorielle correspondante
(voir [Ka2], [De]). En particulier, Gal(D) est un sous-groupe algébrique du groupe
algébrique Autc(V?).

Le point de départ de la théorie de Kolchin est que, grace a I’hypothese
fondamentale faite sur C, il existe, a isomorphisme différentiel pres, une unique
extension de Picard-Vessiot associée a V. Je renvoie a [Le] pour une démonstration
concise de ce résultat. L’existence est un exercice d’algebre différentielle. Le fait,
plus délicat, que deux extensions de Picard-Vessiot L, L' soient liées par un iso-
morphisme (non unique) i(L, L") découle de l'interprétation de ces isomorphismes
comme C-points d’un torseur sous le C-groupe algébrique Gals(L/K). On trou-
vera une extension (et une nouvelle démonstration) de ces résultats en termes de
catégories tannakiennes dans [De]. Retenons de ce point de vue l'existence, tri-

viale, d’un foncteur fibre sur K, qui permet de voir Gal(D) comme une C-forme
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d’un sous-groupe algébrique Gal(V/K) du K-groupe algébrique Autg(V'), défini
par les “mémes” contraintes que supra, alors que tout comme la matrice U(D),
les isomorphismes (L, L') sont de nature transcendante. Les expliciter, c’est-a-
dire, dans le langage des groupes de monodromie, rechercher des “formules de
connexions”, est donc difficile, mais c’est parfois la clef du calcul de Gal(D). Nous

en verrons des exemples aux §§ 2 et 3.

Ces divers résultats entrainent — en le précisant — 1’énoncé suivant :

THEOREME 1.— 1) La correspondance de Galois usuelle établit une bijection
entre les sous-groupes algébriques de Gal(D) et les extensions différentielles in-
termédiaires de L/ K, ot les sous-groupes fermés normauz correspondent auz ez-
tensions de Picard-Vessiot de K.

ii) La catégorie des C-représentations rationnelles de dimension finie de Gal(D)
est équivalente 4 celle des connezions sous-quotients des constructions de V. En
particulier, la représentation VO de Gal(D) est irréductible si et seulement si la
connezion de V Uest sur K.

iii) Le degré de transcendance de L sur K est égal é la dimension de Gal(D).
Plus précisément, U(D) est le point génériqgue d’un K-torseur (K-irréductible)
sous le groupe algébrigue G(V/K).

2. AUTOUR DE LA MONODROMIE

On suppose ici que V provient d’un fibré & connexion holomorphe sur le
complémentaire d’'un ensemble fini ¥ de points de la sphére de Riemann, et on
désigne, pour tout élément o de X, par K, 4, (resp. K, 5 = K ) le corps des
fractions des germes de fonctions analytiques (resp. des séries formelles en o).
Soient Gg an €t Go, s les groupes de Galois analytique et formelde V en o, i.e. des
connexions V; gn, V déduites de V par extension des scalaires de K = C(P,) a
K; on, puis a K. s s’identifient (voir [Ka3], 2.7) & des sous-groupes algébriques
(non normaux, en général) de Gal(D), et G, an contient ’adhérence de Zariski
Mg on du groupe de monodromie local de D en o. On déduit du théoréme 1, de

Iidentité entre fonctions méromorphes et fonctions rationnelles sur P, et de la

théorie de Fuchs :
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PROPOSITION 1.— Pour K = C(z) le groupe de Galois Gal(D) est engen-
dré ® (pour la topologie de Z(ir‘iski) par ses sous-groupes analytiques locauz. De
plus, Goan, Go,5 et My on se confondent lorsque o est une singularité régulicre
de D.

(Rappelons qu’une singularité o est dite réguliére si toute section horizontale
est & croissance au plus polynémiale au voisinage de ¢). En particulier, si
ne contient que des singularités réguliéres, Gal(D) est la cloture de Zariski “du”

groupe de monodromie attaché au fibré a connexion dont provient V.
Ezemple 1.— L’équation hypergéométrique de Gauss H = H(a, b, ¢) :
2(1=2)0%y+(c—(a+b+1)2)0y—aby=0 (8 =d/dz),

[ou encore : (6 +a)(@ +b)y — 27 6(6 +c— 1)y =0 (6 = 20)).

Ses trois singularités 0, oo, 1 sont régulieres. La méthode de Frobenius y
donne donc les sous-groupes analytiques locaux. Or on connait depuis Riemann
une “formule de connexion” permettant de les comparer dans une méme réalisation
de Gal(H) (¢f. [Va]). Pour a, b, ¢ rationnels, on peut ainsi vérifier, au prix d'un
calcul pénible, que la condition d’entrelacement de Katz [Kal] (voir I'exemple 3
ci-dessous) est nécessaire et suffisante pour que H(a, b, c) appartienne a la liste de
Schwarz.

La situation est toute différente dans le cas des singularités irrégulieres, qui
va servir de test jusqu’a la fin. Rappelons tout d’abord ce qu’il en est de V=
V@K . D’apres le théoréme fondamental de Hukuhara-Turritin-Levelt (voir [Ka3]),
il existe une extension L de K , de degré N < n!, au-dessus de laquelle V' devient
isomorphe & une extension successive de vectoriels & connexion de dimension 1.
(On dispose de nombreuses démonstrations de ce théoréme. La derniére en date,
due & Babbitt et Varadarajan [BV1], repose sur une double récurrence sur ’ordre et
sur la dimension de I'orbite de la partie la plus polaire de la matrice représentative
A sous les transformations de jauge de Aut(i}) ; elle vient d’étre étendue aux
équations aux dérivées partielles par C. Sabbah [Sa).) Autrement dit, il existe un

isomorphisme horizontal ®, défini sur L, de V sur une connexion (Vo = K™, Dy),

Do = t(d/dt) — A +t7*[(d/dt)Q)(t™*),— soit U(Do) = t" exp(Q(t™)) —,
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pour une uniformisante ¢ de L, une matrice diagonale @ de polynoémes sans ter-
mes constants (appelés facteurs déterminants de 17, et permutés sous ’action du
groupe d’inertie Gal(f/ K )), et une matrice de Jordan A commutant & @ (voir
[Ju], p. 32, pour une forme K -rationnelle de :1;) Les exponentielles des facteurs
déterminants engendrent une extension de Picard-Vessiot de E, dont le groupe
de Galois différentiel est un tore (dit ezponentiel) T, (D), isomorphe au groupe
des caractéres du Z-module qu'’ils engendrent dans C[t™!]. Fixons de plus un
“opérateur de monodromie formelle” ¢t — t. exp(2in/N). Il agit sur T5(D) a
travers son image dans Gal(L/K) ; on note par ailleurs M, (D) (monodromie
formelle de V') la cloture de Zariski du groupe qu’il engendre dans Aut(voa). Dans
ces conditions, on peut énoncer ([Ra2], [Mi] ; voir également [Ka3], 1.4.5) :

PROPOSITION 2.— Le groupe de Galois différentiel formel G, y(D) est en-
gendré par M, ¢(D) et T,(D).

Comme & est une série en général divergente, les groupes M, (D) et My on
n’ont aucun rapport, et il n’y a a prior: pas de moyen naturel de ramener G4 (D)
dans G4 on(D). Supposons ainsi que S soit réduit & deux points {0, 00}, de sorte
que le groupe de monodromie global de D est abélien, et que 0 soit une singularité
réguliere. (C’est la premiere situation non triviale ot les méthodes décrites plus bas
sont couronnées de succes, et, il faut ’avouer, essentiellement la seule pour 'instant
si D n’est pas fuchsien (voir [Ka4], [Ka2], 10.3, [Mi]).) Alors Go,f = Go,an =
My f = Mgan “est” le sous-groupe fermé de My, o du groupe Goo on = Gal(D)

mais il n’est pas facile de 'y réaliser :

Ezemple 2.— L’équation de Bessel J = J(v) :
Fy+zz"0y+(1-0v"2"2)y=0 (0 =d/dz).

[On l'obtient a partir d’équations hypergéométriques par confluence de deux sin-
gularités ; malheureusement, les connaissances actuelles sur le comportement des
groupes de Galois différentiels par spécialisation ([Ka], 2.4, [Sn3]) ne permet-
tent pas de tirer grand chose de cette remarque.] La sous-construction “puis-
sance extérieure maximale” (wronskien) place Gal(J) dans SL(2). La méthode
de Frobenius fournit un générateur de Gg 4n(J) unipotent non trivial pour v en-

tier, semi-simple sinon. Par ailleurs (lemme de Hensel, voir [Ro]), les facteurs
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déterminants de J en oo sont F:z, de sorte que To(J) est un tore de dimension
1, et la monodromie formelle M, ¢ vaut Z/2Z (qui n’a rien d’unipotent !). Ces
seules informations ne suffisent en général pas a déterminer Gal(J) (voir [Ko2], ou

plus bas, pour la réponse).

Certes, on dispose aussi, grace & Hankel, d’une expression de la base usuelle
de solutions de J :

Ji.(2) = z_%(cive_izH,,(z) + czle* Hy(=2)),

Yo(2) = 273 (c e  Hy(—2) + ¢, Le " H,(~2)) si v est entier,
en terme d’une fonction H, analytique sur |[Arg(z)| < 7, y admettant au voisi-
nage de oo un développement asymptotique H, dans K ;. Mais la “prise de
développement asymptotique” de K(H,) vers K, s ne s’étend pas sans précaution
en un homomorphisme différentiel de K(Jy,J.s, J—y (ou Y3)) vers Koo (2%, €'%).
Ainsi, 2isin(z) vaut S(z)e'?, ou S admet S=1 pour développement asymptotique
au voisinage de oo sur le secteur Im(z) < 0, mais il n’y a pas d’homomorphisme
différentiel de K(sin(z),cos(z)) dans K, (€'*) envoyant Se'* sur Sei* = ¢i*. Rien
ne permet donc pour 'instant de regrouper les informations données par My 4
et par Goo, f-

La théorie de Ramis, que nous exposons maintenant, donne une réponse a ces

différents problémes, en inversant le sens des isomorphismes recherchés.

3. LE GROUPE DE STOKES (d’aprés Ramis)

Tout étant local dans ce paragraphe, nous supposons que le corps de base K =
Ko ,an est le corps des fonctions méromorphes au voisinage de 0 = 0. Les notations
relatives a son complété formel K= C((z)) sont celles du §2. Nous supposons pour
simplifier que les facteurs déterminants {Q1, -+, @n} de V = V{ 4, n’introduisent
pas de ramification (i.e. que N = 1), et notons k(V) = sup;(d°(Q;)) le rang de
Katz de V. Plus sérieusement, nous nous limitons au cas (dit générique, a une
seule pente pour le polygéne de Newton de End(V')) ou toutes leurs différences
non nulles Q; — @; sont de degré égal a k = k(End(V)).

On donne d’abord un apercu de la méthode sous forme analytique (voir [MR1],

[MR2], [RS], [Si]), puis on décrit la version cohomologique qu’en ont suggérée
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Deligne et Malgrange (voir [Ma2], [MR2], [BV2], [LR]). L’énoncé suivant rassem-
ble, sous leur forme la plus classique, les clefs d’existence et d’unicité des deux

approches (voir [M-R], [RS]). Un isomorphisme, de matrice représentative encore

notée ®, de V sur sa forme normale V; y est supposé fixé.

PROPOSITION 3.— Soit B un (germe de) secteur ouvert au voisinage de 0.

i) (Poincaré-Hukuhara-Turritin) : s Ouv(B) < I, #l eziste une matrice holo-

morphe ® g, asymptotique a ® sur B, telle que

Us(D)(z) = ®p(2) 2" exp(Q(z7"))

soit une matrice fondamentale de solutions de DY = 0.
ii) (Watson-Nevanlinna) : §i Ouv(B) > 1, toute fonction holomorphe sur B,

admettant une décroissance exponentielle d’ordre k en 0, est nulle.

[Rappelons qu’une fonction f holomorphe sur B y admet un développement

asymptotique en 0 s’il existe une série de Laurent formelle f: Tg(f) =
Ev(ﬁgn fn 2™ (alors unique) telle que pour tout entier m > 0,
R 2) = 7 () = 5, cugms F ")

reste bornée sur tout sous-secteur relativement compact de B. On a par ailleurs
noté Ouv(B) I'angle d’ouverture de B.]

D’aprés Cauchy, les matrices ®p(z) = Up(z) exp(—Q(271))2z~* vérifiant
I’énoncé 1) se prolongent analytiquement sur tout secteur d’angle < 27 contenant
B. En général, ce prolongement cesse d’étre asymptotique a ;I;, ou méme d’admet-
tre un développement asymptotique (de sorte qu’on ne peut utiliser ii)), mais vu la
relation ci-dessus, de telles discontinuités ne peuvent apparaitre qu’a la traversée
d’une direction d’angle 6 telle que prés de z = 0, Re(Q; — @;)(27') change de
signe au voisinage de Arg(z) = 6 pour un couple (¢, j) au moins. On appelle lignes
de Stokes de telles directions, et on leur associe, afin de se placer dans la situation
de ii) :

- les lLignes singuliéres, d’angles a tels que l'une au moins des expressions
exp(Qi — Q;)(27!) présente une décroissance (exponentielle d’ordre k) de type

maximal quand z tend vers 0 sur Arg(z) = a ;
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- des “bons” recouvrements du cercle S des directions autour de 0. Dans le
cas générique qui nous occupe (voir [MR2], [LR], pour le cas général), on prend
par exemple la réunion, pour les différentes lignes singuliéres a, d’intervalles du
type By =]a— (F), a + (5%) + 6, B, =Ja — (F) — 6, a + (&)[ bordés par des
lignes de Stokes et n’en contenant pas en dehors de b, = B, N B, (voir [Mi], 2.3.6).
On étend enfin ces notations au revétement universel S de S et on identifie les

intervalles de S aux secteurs ouverts de centre 0 qu’ils sous-tendent.

3.1. L’approche analytique

Le point de départ de cette approche est que les coefficients de 3 appar-
tiennent & une sous-algebre différentielle (stricte) de K au-dessus de laquelle, pour
tout secteur B(d) d’ouverture un peu plus grande que 7 et de bissectrice d non
singuliere, 'application T(4) admet une section canonique (voir [Si], A.4.1.2) : les
fonctions plates de son image présentent une décroissance exponentielle d’ordre
k, et la proposition 3.ii) les force a étre nulles. Ramis décrit cette section par
un procédé de resommation ¥4 = i 4, composé d’une transformation de Borel
formelle, et d’une transformation de Laplace (voir [MR2], §1), qui commute donc
aux opérations algébriques et a la dérivation. Par conséquent, ¥4 est un isomor-
phisme d’algébres différentielles de K [:I;] sur K[24 6], qu’on étend facilement (voir
[MR2], Prop. 9) en un isomorphisme d’algebres différentielles de
K[®, 2* exp Qi(z7!),Log z] sur K[£4 3, 2% exp(Qi(z71)),Log z]. Pour toute di-
rection d non singuliére, la matrice ¥4 3= ® p(q) vérifie donc les conditions de la
proposition 3.1) sur B(d) (dans notre cas générique, on aurait d’ailleurs pu déduire
directement de 3.i) 'existence et 'unicité d’une telle solution, voir [IK]*)). Asso-

cions alors & chaque direction singuliere ou, plus exactement (du fait de la matrice

A), a chacun de ses représentants o dans S les matrices fondamentales
Ua(D) =T oy (5)(@2" exp Q(z™1)) , Ui(D) = Bo_(5)(®2" exp Q(=7"))

de solutions de DY = 0 sur B,, B.,. Elles sont liées sur le secteur b, par la relation
Ul (D) = Uqs(D) Cq, ot la matrice unipotente Cq représente un endomorphisme

canonique st, du C-espace V2 des solutions de D holomorphes sur b,. Mais
-1

a+($)
élément du groupe de Galois différentiel de V sur K. On appellera groupe de Stokes

st, est composé des isomorphismes différentiels ¥ et Lo % c’est donc un
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Ste(D) = Sto(D) (en la singularité irréguliére 0 = 0) le sous-groupe algébrique
de Go,an(D) engendré (4) par les st,, ot a parcourt Pensemble des relevés a S des
différentes directions singulieres de V.

Avec la définition précédente tout au moins, le groupe de Stokes n’est en
général pas normal dans Go,an, mais My y le laisse stable par conjugaison. D’autre
part, chaque isomorphisme st;! calcule le prolongement analytique de la solution
Ul(D) de B, & B, (cf. [DM], Prop. 6.1). En les composant le long de S, et en
appliquant l'opérateur de monodromie formelle pour revenir a la détermination
de Pargument initial, on obtient donc un générateur du groupe de monodromie
analytique My ,n(D). L'incompatibilité remarquée plus haut entre My ¢ et My on
est ainsi élucidée. C’est méme ce point qui avait mis Stokes sur la voie de son
phénomeéne, comme il s’en explique dans une lettre ([St], p. 62) & sa flancée — le

mariage a néanmoins convergé. Plus généralement, Ramis établit :

THEOREME 2.— Le groupe de Galois analytique local Go on(D) est engendré
par ses sous-groupes fermés Go s(D) et Sto(D) (donc aussi, si U'on préfére, par
To,f(D), My on(D) et Sto(D)).

La démonstration de ce théoréme (voir [MR2], théoréme 6) repose sur le
théoreme 1, et le fait (équivalent a la remarque précédente) qu’une solution inva-
riante sous le groupe de Stokes et la monodromie formelle est uniforme au voisinage

de 0. Une démonstration tannakienne a également été proposée par Deligne.

3.2. L’approche cohomologique

Elle s’appuie sur la classification, a I{-isomorphisme pres, des K-vectoriels &
connexion V munis d’'un isomorphisme formel ® de V sur une forme normale
fixée Vo comme plus haut (théoreme de Sibuya-Malgrange ; voir [Ma2], [Si],
[BV2]). Soient A le faisceau sur S des germes de fonctions méromorphes ad-
mettant un développement asymptotique en 0, et ST(V) le faisceau en groupes
(non abéliens) des sections horizontales du faisceau A ® End(V') qui sont asymp-
totiques a l'identité. On déduit de la variante “k = co” (resp. k = %, ou “k =10
pour §) de la proposition 3.i) (resp. ii)) que ST(V) est localement isomorphe &
ST(V4)®), et que I’ensemble classifiant recherché pour les couples (v, ;13) s’identifie
a H'(S,ST(Vy)), évidemment pointé par (Vg,(id)") — c’est & K-isomorphisme

pres le seul couple a ne pas présenter de phénomeéne de Stokes. Or ST(Vp) est
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facile & décrire ! Ses sections au-dessus d’un secteur B (relevé dans S ) sont les
matrices Pg holomorphes sur B, y admettant I pour développement asymptotique,
et telles que Pg(z)z* exp(Q(271)) = 2* exp(Q(271))Cp pour une matrice cons-
tante Cg. En particulier, exp(Q(z71) Cp exp(—Q(z7')) doit étre asymptotique &
I sur B, et ST(V) est un faisceau constant par morceaux, dont les discontinuités
n’apparaissent qu'aux lignes de Stokes de V. Dans le cas générique (voir [BV2],
[MR2], [LR] pour le cas général), les classes de cohomologie de ST(V;) peuvent
donc étre décrites univoquement par la donnée, pour chaque secteur b,, d’une
matrice constante unipotente C, n’ayant, hors de la diagonale, de termes non nuls
qu’aux indices (i,j) des facteurs déterminants attachés a la ligne singuliere a.
Soit alors {Cy} une telle famille de matrices. Il lui correspond, a K-isomor-
phisme prés, un unique couple (V,;I;) dans H'(S,ST(Vy)). Comme les “bons”
recouvrements sont suffisamment fins (voir [BV2], 3.4.2), chacune des matrices
P,(z) correspondant (dans S ) & C, sécrit comme un quotient (®,)~!(®,) de
sections horizontales de A ® Hom(V,Vy) sur B,, B, asymptotiques a f’I;, et ce
de fagon unique (puisque lidentité est la seule section globale de ST(V)). En
d’autres termes, on a su associer de fagon canonique a P et a chaque (relevé
de) direction singuliere a deux matrices fondamentales de solutions Uy(D) =
®,(2) 22 exp(Q(z71)), UL(D), de DY = 0, telle que U,(D) = Uqy(D)Cy sur by,
d’ott un élément canonique st, de Aute(V?) (et I'unicité de la description “ana-
lytique” montre que ce sont bien ceux de 3.1). Mais les formes normales Wy des
différentes constructions tensorielles W de V respectent leurs sous-connexions. Il
en est donc de méme de l'automorphisme que définit (tout au moins si ces W sont
encore génériques) st, sur les espaces W2 correspondants. On voit ainsi & nouveau
que sto est un élément du groupe de Galois Gal(D). Ce point de vue permet aussi
de prouver le théoreme 3 : pour toute construction W de V, un C-sous-espace X'
de W2 stable sous Go,f(D) détermine une sous-connexion Xy de la construction
correspondante Wy de V; ; si de plus X' est stable sous STy(D), les restrictions a
X des matrices C, définissent un élément de H*(S,ST(X,)) que l'isomorphisme
de Malgrange-Sibuya permet d’interpréter comme une sous-connexion X de W,

d’espace des vecteurs horizontaux X2 = X' (voir [LR](").
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3.3. Calculs et remarques

11 reste a calculer les matrices de Stokes-Ramis C,. Dans ’approche analy-
tique, les opérateurs de resommation permettent d’exprimer concrétement leurs
coefficients sous forme intégrale, et le théoreme des résidus donne immédiatement
la réponse (voir [RM1]). Quant a 'approche cohomologique, un de ses avantages
est de justifier des passages a la limite : 'espace H!(S,ST(Vp)) est en effet muni
d’une structure naturelle de variété affine, qui en fait un espace de modules pour

les classes d’isomorphismes de couples (V, ®) (voir [BV2], [LR)).

Ezemple 2 (suite) : L’équation de Bessel (J(v)).
C’est (en 0 = 00) un cas générique, avec k = 1. Les lignes singuliéres (resp.
les lignes de Stokes) sont les deux demi-axes imaginaires a; = —i, ap = 1 (resp.

les deux demi-axes réels), et un bon recouvrement est donné par
B, =]-2r,0 , By=]-mnx[ , By=]-mn[ , Bj=|0,2nx],

d’ot b; =] — m,0[, b =]0, 7[. Les matrices de Stokes-Ramis sont

C":[ci(IV) (1)] ! C-*:[(l) C"i(v)]’

ou

c+i(v) = F2exp (F 2imv) cos mv, d’apres [MR1], 3.4.12 ;

c+i(v) = F2cos mv, d’apreés [BV2], p. 94.

Il ne s’agit pas d’erreur expérimentale, mais d’un choix de base de solutions
(ou d’isomorphisme ®) différent. (Les matrices de [MR1] sont écrites dans la base
273 e 7 H,(2), P e'*H,(—2) ; en fait H, = Zo(ﬁv), et il n’y avait finalement
pas de précaution a prendre dans ’exemple 2 du §2 -..). Mais peu importe. Il
suffit de savoir que ¢;(v) et c_;(v) sont non nuls pour déduire immédiatement de

1
2

et donc Gal(J(v)) remplit SL(2). En ce sens, la méthode est peut-étre trop riche :

ces expressions que dés que v n’est pas congru & 5 modulo Z, le groupe de Stokes,
elle fournit des “formules de connexions” exactes, la ou il suffirait de connaitre la
position des coefficients non nuls de certaines matrices unipotentes (voir [MR1]).

On trouvera d’autres illustrations du cas générique dans [MR1] (équations

hypergéométriques d’ordre 2 confluentes), et dans [DM], [Mi] (pour une vaste
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classe de ces équations en ordre supérieur ; voir 'exemple 3 ci-dessous). Je renvoie
a [Ra2] et a [LR] pour le cas général, en signalant seulement que, du point de
vue théorique, celui-ci se traite & partir d’'une décomposition canonique de 6,
indexée par les différentes pentes du polygone de Newton de End(V'). L’approche
analytique repose alors sur la notion fondamentale de “multisommabilité” ([MR2],
[BBRS]), et nécessite en particulier une version relative de la proposition 3, ii)
(voir [M-R], [Ma2]). On en déduit une filtration “Gevrey”du groupe de Galois
différentiel ([Ra2]), reflétée, dans 'approche cohomologique, par une filtration du
méme type ([MR2], [LR]) sur le faisceau ST(V}).

Enfin, 'un des aspects les plus intéressants de la théorie de Ramis est son
lien avec le groupe de monodromie sauvage m; , d’'un germe de voisinage ouvert
épointé de l'origine (voir [MR2], §4, pp. 381, 388). Ce groupe est le produit semi-
direct du groupe de monodromie usuel par un groupe qui, en cran fini, attache
4 un Z-module de type fini dans I’algebre des polyndmes ramifiés en 27! son
groupe des caractéres et un “groupe de résurgence” — groupe d’algebre de Lie
libre attaché aux diverses lignes singulieres correspondantes —, dont il forme le
produit semi-direct. On peut alors voir 'image de Gal(D) dans Aut(V?) comme
une représentation de 7 , et en déduire ([MR2], théoreme 18) une correspondance
de Riemann-Hilbert généralisée entre la catégorie des Ky ,,-vectoriels & connexions
et celle des représentations de dimension finie de 71 ,. (Voir encore [MR2] pour le

lien avec les travaux d’Ecalle.)

4. GROUPES REDUCTIFS (cf. [Kad], [Be])

Les résultats de ce § reposent sur les propriétés treés rigides des algebres de
Lie semi-simples complexes. L’idée de les exploiter est classique (voir [Kap] et
[Ko2] pour sl(2), appliqué aux équations d’Airy et de Bessel). Les récents travaux
de Beukers, Brownawell, Heckmann ([BBH], [BH]) et de Katz et Gabber ([Ka3],
[Ka4]) lui ont donné un nouvel essor. Comme il existe déja sur le sujet un demi-
livre ([Ka4] ; la lecture de l’autre demi est également recommandée) et un rapport
[Be], je serai plus bref.

Supposons que le K-vectoriel & connexion V soit irréductible ou, plus générale-

ment, somme directe d’irréductibles. D’apres le théoreme 1, la représentation
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fidéle V2 de G = Gal(D) est alors complétement réductible, et G est un groupe
réductif, produit presque direct Z.DG de son centre Z, qui est de type mul-
tiplicatif, par son groupe dérivé DG. Comme on est en caractéristique nulle,
toutes les représentations de G, et donc toutes les constructions de V, sont alors
complétement réductibles, et on peut s’attendre a ce que la recherche des sous-
connexions définissant G en soit facilitée. Par exemple (voir [BBH], [Be]), des
que DG n’est pas un groupe fini, il suffit que le carré symétrique S2(V) de V
soit irréductible pour que toutes les puissances de V' le soient, et DG est alors le

groupe SL(n) ou le groupe symplectique Sp(n) tout entier.

Il est donc important de disposer de critéres d’irréductibilité de V. En termes
concrets, il s’agit de voir, quand V est défini par une équation différentielle Hy = 0,
si H est irréductible dans I’anneau K[0] des opérateurs différentiels a coefficients
dans K. C’est la un probleme difficile® (par exemple, on ne dispose pas dans
'anneau C[z,d/dz] d’analogue du lemme des Gauss), mais on peut parfois s’en
tirer par une analyse locale. Ainsi, avec les notations du §2, si tous les facteurs
déterminants de ¥ ont une méme valuation, de dénominateur égal a n, V est
irréductible sur K, et V Dest donc aussi sur K (voir [Ka3]), 2.2.8 et 4 pour une

application aux équations d’Airy généralisées).

Ezemple 2 (fin) : équation de Bessel J(v)

Pour v entier, la présence d’un logarithme dans la solution Y,, jointe a 'irra-
tionalité de.2% montre que son carré symétrique est irréductible sur K = C(z2).
Comme dim Gal(J(v)) = deg.tr K(J,J',Y)/K est > 2, DG ne peut étre fini, et
le marteau concluant l’alinéa précédent plaque Gal(J(v)) sur SL(2). Idem si v
n’est pas demi-entier, en adaptant ce qui suit. En revanche, Gal(J(3)) est un tore

(fonctions d’Hermite).

Par ailleurs, c’est plutot 'algeébre de Lie de G que ces méthodes permet-
tent de cerner, ce qui conduit & étudier la restriction de la représentation V2
3 la composante neutre G° de G. On dit ainsi que V est Lie-irréductible si
cette représentation de G° est irréductible (autrement dit, si V' est “absolument”
irréductible). Voici le type d’énoncés, extraits de [Ka4] et [Be], dont on dispose
alors, et qu’on déduit de la classification des algébres de Lie semi-simples, jointe

a un résultat de Gabber sur les sous-tores de leurs normalisateurs :
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PROPOSITION 4.— Soit G un sous-groupe conneze de GL(n) agissant de
fagon irréductible sur C™, et normalisé par une matrice diagonale .

i) Sip=(z,1,---,1) est d’ordre > 2 (resp. =2), alors : DG = SL(n) (resp.
SL(n) ou SO(n)).

ii) Sin =7, et u engendre topologiquement le tore (z,y,zy, 21,y !, (zy) 7, 1),
alors DG = SL(7), ou SO(7), ou Ga.

Et en voici une illustration :
Ezemple 3 ([BBH], [BH], [Kad]) : 1’équation hypergéométrique généralisée H :
(B+a1)--(0+ap)y—2"(0+ci~1)--(B+c,—Ly=0  (6=2d/dz).

Elle est irréductible si et seulement si les différences a; — ¢j ne sont jamais entiéres.
Si ¢ > p, ses singularités sont {0,000}, et elle ne peut devenir réductible que sur
une extension cyclique C(z'!x\T) de C(z), ce qui s’énonce encore simplement sur
les parametres (voir [Ka3], 1.2.5 pour un calcul universel de Gal(D)/Gal(D)?) ;
I'analyse est plus délicate dans le cas fuchsien ¢ = p, ot ¥ = {0,1,00}. Supposons
d’abord H Lie-irréductible. La proposition 4.i), appliquée & G° et & un générateur
p de My qn, montre que pour ¢ = p, G = Gal(H) contient SO(n) (resp. SL(n))
des 2(Xi(a;) — £;(c;)) n'est pas un entier pair (resp. un entier) ; pour ¢ > p,
une extension de la proposition 4, appliquée & G° et & un générateur topologique
p de Too ¢, ramene I'étude de G a celle de relations de dépendance linéaire entre
des racines (¢ — p)-iémes de l'unité. L’énoncé ii) entraine ainsi que Gal(H)® vaut
G» pour (p,q;{a},{c}) = (1,7; {%},{%;0 < j < 6}). Noter qu’une partie de ces
résultats a également été établie par la méthode du §3 ; voir [DM], et [Mi], 4.8.2,
pour une version tordue de ce dernier exemple.

Restreignons-nous maintenant au cas fuchsien ¢ = p = n, et supposons au
contraire que H ne soit pas Lie-irréductible. En général, la représentation V¢
de G sera induite de la représentation d’'un sous-groupe d’indice fini d divisant
n, et I’étude de H se ramene a celle d’une équation hypergéométrique d’ordre
%, qu’'un théoreme de Levelt de type Riemann-Hilbert permet d’expliciter (voir
[Kad], 3.5.4). Mais dans le cas contraire, la représentation restreinte & G° est
isotypique non irréductible, et I'étude de M 4, (voir [Ka4d], 3.5.7) montre qu’elle
est monomiale ! Dés que le wronskien de H est une fonction algébrique, G° est

alors trivial, et H admet une base de solutions algébriques. Beukers et Heckman,
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auxquels on doit cette solution du probléme de Schwarz généralisé, montrent dans
[BH] que ce cas se produit si et seulement si les parameétres a;, c; sont rationnels
et si, pour tout automorphisme ¢ du groupe de Galois de I’extension cyclotomique
de Q qu’elles engendrent, les racines de 'unité {£(e(ay)),: -, &(e(an))} et
{&(e(€1)),---,€(e(cn))} sont entrelacées sur le cercle unité.

Enfin, le cas ou H elle-méme est réductible se raméne au précédent par une
technique de cohomologie galoisienne inspirée de la théorie de Kummer (voir [Bo)).
(On peut également le traiter, sans discussion séparée, par les méthodes du §3
[DM].)

Signalons pour conclure que Katz introduit dans [Ka3] une filtration du groupe
de Galois formel en une singularité irréguliére, qui permet de préciser I'information
donnée par le tore exponentiel T, (D). Par souci de symétrie, je n’en parle pas

plus que des filtrations Gevrey de Ramis.

5. LA CONJECTURE DE GROTHENDIECK (d’aprés Katz)

La méthode que nous exposons pour finir donne, avec les notations du §1, la
“K-forme” Gal(V/K) du groupe de Galois différentiel Gal(D). Elle ne nécessite
en particulier aucune connaissance des foncteurs fibres de solutions du type V2.
Son principal défaut (ou sa principale qualité, suivant les goiits) réside dans son
caracteére actuellement conjecturel.

Comme il est bien connu, toute équation différentielle intéressante est a coef-
ficients dans Q(z) (des techniques standard (voir [Ka2]), permettent en tous cas
de supposer les scalaires algébriques sur Q). Soit donc V' un espace vectoriel sur
K = Q(z), de dimension n, muni d’une connexion V (dans les notations du §1,
V(0) = D, avec, disons, 0 = d/dz). Pour tout nombre premier p suffisamment
grand, il fournit par réduction modulo p un vectoriel a connexion (Vp,V,) sur
(Fp(2), 9p = d/dz). Alors (voir [Kal] pour tout ce qui suit), (J,)? est encore une
dérivation de F(2), et I'élément 1,(V(0)) = (V,(0;))? — Vp((8p)?) de EndF, (V})
est F,(z)-linéaire. On l'appelle (image de 0 par I’) opérateur de p-courbure de
la connexion V. Si on définit, par récurrence a partir de la matrice A(z) = A,
représentant D dans une base de V' sur Q(z), une suite de matrices par les rela-
tions Ag41 = 0Ar + AAg, la p-courbure est donnée dans la base correspondante

de V, sur F,(2) par la réduction modulo p de la matrice Ap(z).
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Dans ces conditions, les vecteurs horizontaux de I'extension formelle 17;, de
Vp & F,((2)) forment un espace vectoriel de dimension n, sur le corps des cons-
tantes F,((27)), qui s’obtient par extension des scalaires & partir du F,(2?)-espace
vectoriel des vecteurs horizontaux de V, sur Fp(z) (théoreme de Honda), et n,
vaut n (la connexion est “intégrable”) si et seulement si la p-courbure ¢,((V(9))
est nulle (théoreme de Cartier). D’apres le théoreme d’Eisenstein, le groupe de
Galois différentiel Gal(V/K) ne peut donc étre fini, ou encore, son algebre de
Lie gal(V/K) sur K ne peut étre nulle, que si les p-courbures v,((V(0)) de
V sont nulles pour tout nombre premier suffisamment grand (voir [La]). Plus
généralement, on peut définir par noethérianité la plus petite K-sous-algebre de
Lie algébrique coutb(V/K) de gl(n, K) dont les réductions modulo p contiennent
¥»((V(9)) pour tout nombre premier p suffisamment grand. La définition méme
des p-courbures montre que coutb(V/K) est contenue dans gal(V/K). La con-
jecture suivante, due a Katz [Ka2], généralise une conjecture de Grothendieck, qui
portait sur le cas coutb(V/K)=0:

Conjecture.— Les algébres de Lie courb(V/K) et gal(V/K) coincident.

On notera ’analogie formelle de cette conjecture avec le théoreme d’Ambrose-
Singer [AS], en vertu duquel l'algebre de Lie du groupe d’holonomie d’une variété
riemannienne M est engendrée par les (conjugués par transport parallele des
différents endomorphismes de) courbures en toutes les places de M. Par ailleurs, Y.
André [An2] attache & toute connexion sur F,(z) un “schéma en groupe de Galois
différentiel” non nécessairement réduit, dont la p-algebre de Lie est engendrée par
la p-courbure de la connexion. La conjecture équivaut alors & dire que Gal(V/K)°
est le plus petit sous-groupe algébrique de Autg (V') dont les réductions modulo p
contiennent ces sous-schémas pour presque tout p.

Considérons notre situation “test” & deux singularités ¥ = {0,00}. La conjec-
ture est alors démontrée dans [Ka2], 10.3 par réduction au cas courb(V/K) = 0,
ou elle découle de [Kal]. Cela vaudrait la peine de la vérifier directement. Elle
fournit en tous cas un lien mystérieux entre les groupes de Stokes et les p-courbures,
puisque (pour ne considérer que nos exemples 2 et 3, avec ¢ > p) les groupes de
Galois formels ne suffisent pas & engendrer Gal(V/K)°. Noter néanmoins que les
logarithmes des automorphismes de Stokes sont nilpotents, alors qu’en présence de

singularités irréguliéres, la plupart des p-courbures ne peuvent pas I’étre ([Ka2],
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8.1(1)). Modulo p, les séries divergentes qui apparaissent dans les isomorphismes

formels & (et qui sont responsables du phénomeéne de Stokes) se réduisent d’ailleurs
souvent en des polynémes (exemple type : la série d’Euler ) 5 ,(n!)z") ; seule
une analyse p-adique permet d’en rendre compte (voir [Dw]). -

En fait, en dehors de certaines équations a groupes de Galois unipotents
([An1], 8.1.3, [BR]), les seuls cas concrets ou la conjecture de Katz a été vérifiée
concernent la conjecture de Grothendieck (voir & ce propos [Ka3], 10.2), ce qui,
grace au théoréme de Cartier, ne nécessite pas a proprement parler de calculer
coutb(V/K)... Outre le cas cité plus haut, il en est ainsi des équations d’ordre 1
sur P; ([Ho]) ou des équations hypergéométriques ([Kal], [BH] ; voir I’exemple 3
ci-dessus, ainsi que [Dw]). Mais une approche nouvelle a été introduite par D. et
G. Chudnovsky ([CC]), a partir d’une version raffinée du critére de transcendance
de Schneider-Lang. Elle leur permet de vérifier la conjecture de Grothendieck pour
toutes les équations différentielles d’ordre 1 sur une surface de Riemann (de genre
arbitraire), et pour les équations de Lamé (qui, comme le souligne Katz, sont des
équations d’Airy sur une courbe elliptique — voir [BD], [Ch] pour la recherche des
listes de Schwarz correspondantes).

Du point de vue “calcul de Gal(D) ” qui nous intéresse ici, ’aspect le plus
frappant de la démonstration de [CC] est qu’elle ne nécessite d’informations lo-
cales qu’en un nombre fini, effectivement calculable, de nombres premiers p. Grace
aux versions effectives du théoréeme de Chebotarev ([Se], Théoréme 5), la méme
remarque s’appliquait d’ailleurs déja a la preuve de Honda [Ho|. Ceci conduit a
préciser la conjecture de Katz par la question suivante, qui nous servira de conclu-
sion. Sans chercher a étre intrinséque, appelons hauteur de (V, V) le maximum des
degrés et des hauteurs logarithmiques des coefficients d’une matrice représentative
A de V(0) et de leur dénominateur commun T, et disons que V a bonne réduction
en p si p ne divise aucun des coefficients de T et est > n. La base de V implicite-
ment choisie permet de définir la hauteur (logarithmique) h(X') d’un K-sous-espace
vectoriel X de V. Dans ces conditions :

(7) Eziste-t-1l deuz constantes effectives c(n), k(n) vérifiant la propriété sus-
vante ¢ Soient h > 1 un nombre réel, V une connezion sur V, de hauteur <
h, et X une K-droite de V telle que, pour tout nombre premier p < c(n)(h +
R(X))<(™) de bonne réduction pour V, la réduction Xp de X modulo p soit stable
sous Yp((V(0)). Alors, X est stable sous Gal(V/K)°.
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(6)

c’est-a-dire un homomorphisme C-linéaire de V dans V ® Q}. e vérifiant la
formule de Leibniz.

Par “constructions tensorielles”, on entend ici les vectoriels a connexion que
portent naturellement les sommes directes de V, de son dual et des produits
tensoriels de leurs puissances tensorielles. OQutre [De], voir a ce propos L.
Breen, Tannakian categories, Prépubl. U. Paris 13, n° 13, 1992 (a paraitre
aux Proc. Symp. AMS, “Motives”, Seattle, 1991).

Dans cet énoncé, on suppose fixés des choix compatibles des groupes locaux
dans leurs classes de conjugaison dans Gal(D) : par exemple, si on considere
la représentation de Gal(D) (resp. de G, an) attachée & un point ordinaire
s de V (resp. un point ¢’ proche de o), tout systéme de chemins de s vers
chacun des points ¢’ fournit un tel choix.

et vérifier, comme dans [IK], que ce relévement est compatible aux construc-
tions tensorielles, donc galoisien. Cette méthode a été développée dans le cas
général par P. Deligne (lettre & J.-P. Ramis, Fév. 86) en termes des systemes
locaux I-filtrés (cf. [Mal], [B-V2]) qu'il associe au couple {V, :I;}

Ici encore, il convient de fixer des choix compatibles des st, dans leurs classes
de conjugaisons : pour la représentation de Gy qn attachée a un point s voisin
de 0, on peut par exemple fixer des points ¢ d’arguments approchant par
valeurs inférieures chaque relevé a S des directions singuliéres a, et un systéme
de chemins reliant s aux 0. La conjugaison par ¥,.4(s) permet par ailleurs
de transporter Go,¢(D) en un sous-groupe de cette représentation de Go an ;
c’est lui qui intervient dans I’énoncé du théoreme 2.

(170, 50) provient par complétion du K-vectoriel & connexion (Vp, Do) attaché

203



(7

(8)

D. BERTRAND

a l'opérateur différentiel Dy “=" ﬁo sur Vy = K™. Noter que l'injection cano-
nique de K dans K se prolonge en des homomorphismes injectifs des exten-
sions de Picard-Vessiot de Vy/K vers celles de Vo / K. On a fixé I'un d’eux au
cours de cette partie.

Voir aussi M. Loday-Richaud : Stokes phenomenon, multisummability and
differential Galois groups, Prépubl. Orsay n°® 1371, 1992, a paraitre.

Voir néanmoins les travaux de M. Singer (J. Symb. Comp. 11 (1991), 251-
273), F. Ulmer (A.A.E.C.C. 2 (1991), 251-273) et de A. Duval et M. Loday-
Richaud (A.A.E.C.C. 3 (1992), 1-36), sur ’algorithme de Kovacic.

Daniel BERTRAND

Université de Paris VI
U.F.R. de Mathématiques
Tour 46

4, place Jussieu

F-75252 PARIS CEDEX 05
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VALEURS SPECIALES DES FONCTIONS L DES MOTIFS
par Jean—-Marc FONTAINE

Il y a tout juste sept ans que Soulé a exposé dans un séminaire Bourbaki
[So85] les conjectures de Deligne et Beilinson! donnant, entre autres, une
formule pour L(H™(X),r), ot X est une variété projective lisse sur F' et olt
r € Z, 2 multiplication par un nombre rationnel prés. Les conjectures
de Bloch et Kato ([BK90]), qui sont 'objet central de ce rapport, prédisent
ce que devrait étre ce nombre rationnel.

J’ai fait le choix discutable de privilégier les conjectures aux dépens des
résultats. Ces derniers sont encore trés partiels (voir a ce sujet les rapports de
B. Perrin—Riou [Pe89], Gross [Gr91] et Rubin [Ru91] sur la conjecture de Birch
et Swinnerton-Dyer; le livre [RSS88] et les rapports de Ramakrishnan [Ra89]
et de Deninger et Scholl [DS91] sur les conjectures de Deligne et Beilinson)
mais suffisamment encourageants pour que 1’on puisse penser que la situation
devrait évoluer rapidement.

§1. — Introduction

Dans tout ce qui suit F et F' sont deux extensions finies de @. On peut
espérer avoir un jour une bonne définition de la catégorie MMp(E) des
motifs mixtes sur F a coefficients dans E. A un tel motif M, on est
sensé savoir associer une fonction L(M,s) holomorphe pour Re(s) > 0
3 valeurs dans C ® E. On s’attend & ce que cette fonction admette un
prolongement méromorphe dans tout le plan complexe et on voudrait donner
une interprétation, au moins conjecturale, de ses valeurs aux entiers naturels;
autrement dit on voudrait généraliser les conjectures de Birch et Swinnerton-
Dyer qui correspondent a L(M,0) lorsque M est le motif pur de poids —1
associé a une variété abélienne définie sur F' (avec E = Q). Citons comme
exemples de fonctions L que ’on rencontre dans ce cadre les fonctions L
d’Artin associées aux représentations finies de Gal(F/F) a coefficients dans

1 voir aussi les articles originaux de Bloch [BI84], Deligne [De79] et Beilinson [Be85].

S.M.F.
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E, celles que 'on associe aux formes modulaires “nouvelles”, les fonctions
L(H™(X),s), ou X est une variété projective non singuliére sur F' et m € N.
En remplacgant M par son “tordu a la Tate” M(z), on se rameéne a étudier
la valeur en s = 0. Soit ras 'unique entier tel que s™™ L(M, s) tende vers
une limite finie non nulle L*(M, 0) lorsque s +— 0.
Notons 17 g “Iobjet unité” de MMpg(E) et, pour tout ¢ € N, posons

HY(F,M) = Extiyyp,(5)(LF,E, M) .

On peut définir (cf. § 6 ci-dessous) le sous—E—-espace vectoriel H}(F,M )

de H'(F, M) classifiant les extensions de 1 g par M ayant “bonne réduction
en toutes les places finies de F™.

“CoNJECTURE” C(M)?. — Si M*(1) est le “dual tordu d la Tate de M7,
alors

ry = dimg H(F, M*(1)) — dimg H°(F, M(1)) .

On dispose de la réalisation de Rham Mg de M, qui est un E ®¢g F-
module de type fini, muni d’une filtration décroissante (Fil*!Myp);cz par des
sous—E ® F-modules, la filtration de Hodge. On note tjs et on appelle
espace tangent de M le quotient Myp/Fil® Myp. Pour tout p € Soo(F),
ensemble des places infinies de F, on dispose de la réalisation Betti Mp
de M qui est un E-espace vectoriel de dimension finie muni d’une action de
la conjugaison complexe c¢ si p est réelle. On pose ME’" = (Mpy)° sip est
réelle et My sinon.

Pour tout corps K et tout K—espace vectoriel V' de dimension finie, notons
detg V =A™ VYV le déterminant de V et dety V le dual de dety V. Posons

Lg(M) :detEHO(F,M)@)det};H}(F,M),
Ly(M*(1)) =detg H°(F,M*(1)) ® det} H(F, M*(1))
et introduisons enfin la droite fondamentale de M
Ap(M) = Lg(M)® Ls(M*(1)) ® detp(@Byes..r)Mp,) @ detptar .

On va voir que 'on peut, modulo certaines propriétés “conjecturales” de

MMF(E)v

2

Comme, dans la pratique, on ne sait pas toujours que la fonction L admet un prolonge-
ment analytique dans C, il faut comprendre cette conjecture comme disant que la fonction
L(M, s), définie pour Re(s) > 0, admet un prolongement méromorphe dans un ouvert

connexe contenant 0 et que son ordre en § = () est donné par cette formule.
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(a) définir un isomorphisme canonique
tMm :R®qQAf(M) — R®q E ;

(b) pour toute place finie A de E, utilisant la réalisation A—adique
M) de M, munir E\ ® g Ag(M) d’une norme canonique | | gp.
“CoNJECTURE” Cpg(M). — Il existe une base b de A (M) (nécessairement
unique) telle que

(1@ b).L*(M,0) = 1.

“CoNJECTURE” Cpi(M). — Cpp(M) est vraie et pour toute place finie A
de E,
N@blxep=1.

Bien sir Cpp(M) (resp. Cpr(M)) détermine L*(M,0) a multiplication
par un élément de E* (resp. OF pres). Lorsque E = Q, Cpx (M) détermine
donc le nombre réel L*(M,0) au signe pres (celui—ci est “facile” & déterminer :
on s’attend & ce que les zéros et les poles de L(M, s) sur la droite réelle soient
tous entiers; on a raz;) = 0 pour 2 > 0 et le signe devrait étre égal a la parité
de 3 iso TM(i))-

J’ai mis ces conjectures entre guillemets car elles concernent des objets de
la catégorie MM p(E) dont je ne connais pas de définition précise. Toutefois,
on connait beaucoup d’objets de cette catégorie.

Soit M un “motif connu”. Dans deux cas au moins, on peut obtenir une
“vraie” conjecture

— celui ot M est f-clos, i.e. tel que H}(F, M) = Hy(F,M*(1)) = 0®
(lorsque M est pur de poids # —1, cela revient & dire que M est critique);

- celui ou M est le motif pur de poids —1 associé & une variété
abélienne A sur F', munie d’un plongement de E dans Q ® End(A). La théorie
des 1-motifs de Deligne fournit alors une sous—catégorie pleine parfaitement
bien définie de MM p(E) qui est suffisamment grosse pour tous les calculs
que 'on veut faire (cf. § 8).

Sinon, et c’est le point de vue “classique” de Beilinson, on essaie de s’en
sortir en utilisant la “cohomologie motivique”, i.e. en introduisant des

E—espaces vectoriels, définis via la K—théorie algébrique, dont on conjecture
qu’ils s’identifient & H;(F, M) et H(F,M*(1)). On a en outre besoin de

% Si le formalisme conjectural qui sous-tend la catégorie MMF(E) est vrale, il existe

une recette universelle pour associer & tout motif M un motif f—clos N et les conjectures

sont vraies pour M si et seulement si elles le sont pour V.
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connaitre certaines applications E-linéaires qui ont pour origine I’un de ces
deux espaces vectoriels, ce qui conduit & construire des “régulateurs” et,
dans certains cas, 'analogue de la hauteur de Néron-Tate des variétés
abéliennes. Le cas le plus important est celui oot M = H™(X)(r), avec X
variété projective lisse sur F,m € N, r € Z (et E = Q) (cf. § 9).

Apreés avoir fixé quelques notations et conventions (§ 2), on attaque la
premiére partie, consacrée au formalisme général, en faisant quelques
“rappels” sur les représentations galoisiennes & coeflicients dans Ey (§ 3);
puis on explique (§ 4) comment définir la norme canonique | |y pp & partir
de la réalisation A-adique; ce sont plus ou moins les structures de Hodge
mixtes qui jouent le role de la réalisation A—adique aux places archimédiennes
et on en discute au § 5; puis on décrit (§ 6) les propriétés formelles que
devrait satisfaire la catégorie MMp(E), on définit H;(F, M) et on construit
lapplication ¢ps utilisée dans la conjecture Cpp(M); on discute au § 7
comment ces conjectures se simplifient lorsque 'on fait certaines restrictions
sur les poids de M ou bien lorsque ’on suppose H}(F, M) = H}(F, M*(1)) =
0.

Dans la deuxiéme partie, on discute des cas particuliers : 1-motifs
(§ 8), motifs de la forme H™(X), avec X projective lisse sur F' (§ 9), motifs
mixtes de Tate, motifs d’Artin tordus, --- (§ 10).

La troisiéme partie contient divers compléments : au § 11, on explique
comment, pour calculer les nombres qui interviennent dans Cgx (M), on est
conduit & introduire des groupes de Safarevic et des nombres de Tamagawa.
Ceci conduit & une autre formulation de Cpx (M) qui est (essentiellement)
celle de Birch et Swinnerton-Dyer dans le cas des variétés abéliennes et la
conjecture originale de Bloch et Kato ([BK90]) dans les cas qu'ils considerent.
Au § 12 enfin, on discute de la notion de Ej)-représentations et de motifs
semi—stables (on s’attend a ce que tout motif sur F' devienne semi-stable
sur une extension finie de F'). C’est pour les motifs semi-stables que ’on
peut espérer développer des techniques permettant de faire progresser de
facon significative cette théorie. C’est aussi dans ce contexte que ’on peut
interpréter les valeurs de fonctions L incompleétes, comprendre pourquoi les
conjectures discutées ici se comportent bien par suite exacte courte, sont
compatibles avec ’équation fonctionnelle et comment elles suggerent certaines
propriétés de la catégorie des motifs mixtes (dimension cohomologique 1, F'-
semi-simplicité,: - ).

Ces “conjectures” et/ou leur différentes traductions sont le résultat (si
l’on ose dire) des efforts de beaucoup. Apres le travail initial de Birch et
Swinnerton-Dyer ([BS63], [BS65]) étendu par Tate [Ta66], les contributions
les plus importantes sont sans doute celles de Bloch [B184], de Beilinson [Be85]
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et Deligne [De79] pour Cpp(M) et de Bloch et Kato [BK90] pour Cgx(M).
Dans le point de vue développé ici certaines idées de Bloch [B180], Deligne
[De85), Jannsen ([Ja88], [Ja89], [Ja90]), Kato [Ka91], Lichtenbaum [Li72],
Perrin-Riou [FP91] et Scholl [Sc91] ont également joué un grand role®.

Je voudrais enfin remercier Bernadette Perrin—-Riou a qui cet exposé doit
beaucoup : cela fait longtemps que nous discutons ensemble de ce sujet et non
seulement j’ai bénéficé de ses conseils mais je me suis largement inspiré de nos
rédactions communes.

§2. — Conventions et notations

Si G est un groupe profini et A une place finie de E, une représentation
A—adique de G est un Ej—espace vectoriel V de dimension finie muni
d’une action linéaire et continue de G. On a H°(G,V) = VC tandis que
H!(G,V) classifie les extensions de la représentation triviale Ex par V.
Lorsque G = Gal(K/K) ou K est une cléture séparable d’un corps K, on
écrit aussi H(K,V) au lieu de H(G,V).

Pour tout corps de nombres K, on note S(K) ’ensemble des places de K.
On identifie S(Q) & {nombres premiers} U {oo}. Pour tout p € S(Q), on note
Sp(K) 'ensemble des places de K au-dessus de p.

Pour fixer les idées, on choisit une cloture algébrique F' de F et, pour
chaquep € S(F), une cléture algébrique Fy, du complété ¢ Fy et un plongement
de F dans Fy,. On pose Gr = Gal(F/F), Gy = Gal(F,/F,) (C Gp). Sip
est infinie, on choisit une identification de Fj, a C. Si p est une place finie
au-dessus du nombre premier p, on note I, le sous—groupe d’inertie de Gy ;
pour toute extension L de F, contenue dans Fy, on note Ly l’extension
maximale non ramifiée de Q, contenue dans L; le corps résiduel k, de
F, est le méme que celui de (F, w)o et est une cloture algébrique du corps
résiduel &, de Fy; on note oy, : k, — ky lapplication z —— 2P ainsi que
l'automorphisme continu de (F})o qui le releve; le groupe Gy /1, s’identifie
a Gal(Fy)o/(Fu)o) = Gal(ky/ky) et est topologiquement engendré par le

Frobenius géométrique f, =0, ot ry = [k, : F,).

4 L’exposition s’inspire largement de [FP91], [FP92] et de Kato [Ka91]. Le point de vue
original de Bloch et Kato est expliqué au § 11. Les conjectures originales concernaient
des situations moins générales et le rapporteur revendique la responsabilité de toutes les
absurdités qui pourraient résulter d’'un changement de point de vue ou de généralisations

intempestives.
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A — Le formalisme général

§3. — La fonction L et la droite fondamentale d’une représentation
A—adique de Gp.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, A est une place finie de E au-dessus
du nombre premier £.

3.1. — Soit p une place finie de F au-dessus du nombre premier p. On
renvoie a [FI90], [1190] ou [Bures] pour la définition du corps Bgg, des
périodes p-adiques et de son sous-anneau Beris,p correspondant a ’extension
Fy/Fy. Le corps Byg,p est une Fy—algebre munie d’une filtration décroissante
(FilinR,p);ez et d’une action de Gy. L’anneau B,,s,, est une sous—(Fp)o—
algebre de Byg p stable par G, et munie d’un endomorphisme ¢ commutant
a laction de Gy et op-semi-linéaire. On a (Bgp,p)®* = Fp, tandis que
(Beris,p)* = (Fp)o-

3.2. — On pose Ey , = Ey si £ # p et = (Fp)o ®q, E» sinon.
Soit V' une représentation A-adique de G de dimension b(V'). Posons

Dy(V)=V'psit#pet Dy(V) = (Berisy ®q, V) si t=p.

C’est un E) p-module libre de rang fini b,(V) < b(V) muni d’une action
linéaire de fp : si £ # p, cette action vient de ce que f, appartient a Gp/I,
qui agit sur D,(V); si £ = p, ¢ agit sur Berisp @ V via bQ v +— b ® v,
D, (V) est stable par ¢ et on fait agir f, via Q"o

On dit que V a bonne réduction si by(V) = b(V). Si £ # p, cela
signifie que V est non ramifiée, tandis que, si £ = p, cela signifie que V
est cristalline. On note H}(Fy,V) le sous-E)—espace vectoriel de H YFy, V)
formé des classes d’extensions W de E par V telles que I’application naturelle
D, (W) — D,(E») = Ej,p soit surjective; lorsque V' a bonne réduction, cela
revient a demander que W aussi.

En outre, si £ = p, on pose Dyp (V) = (Bdr,p ®q, V)Gr. Cest un
(Fp ®q, Ex)-module muni d’une filtration décroissante, indexée par Z, par les
sous-F, ® Ex-modules Fil'Dyp (V) = (Fil'Byrp ®q, V)G, La dimension
de Dyp (V) comme F,-espace vectoriel est < [E) : @] - 5(V). On dit que
V est de de Rham si l'on a I’égalité, auquel cas Dyp ,(V') est libre de rang
b(V) sur Fp ®@ E) et 'application naturelle

Bigrp ®F, _QdR,p(V) — Barp ®q, V

est un isomorphisme.

5 . . . .
sic, i.e. il faut prendre fp = "" et non son inverse!
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Enfin, toujours si £ = p, on appelle espace tangent de V le Fp ® Ex-
module ty,p = ((Bar,p/Fil°Bar,p)®q, V). Lorsque V est de de Rham, tv,p
s'identifie & Dyp ,(V)/Fil°Dyp o (V).

3.3. — Soit maintenant V une représentation A-adique de Gr. Pour toute
place finie p de F', on pose

Pp(V,t) = detg, ,(1 = fot | D,(V))) 5

c’est un polynéme 3 coefficients dans E) (y compris lorsque £ = p); on a
d°P, < b(V) avec I'égalité si et seulement si V' a bonne réduction en p.

On va avoir besoin des trois définitions suivantes :
i) Soit S un ensemble fini de places de F' contenant Soo(F'). On dit
que V admet une fonction Ls sur E si, pour tout p ¢ S, Pp(V,t) € E[t]
et si le produit infini

Ls(V,s) = [[ P(V,N(p)™*)™*
pgs

converge dans C ®q E pour Re(s) > 0. Si S = So(F), on dit que V admet
une fonction L sur E et on pose L(V,s) = Ls_(r)(V,s).
i7) On dit que V est pseudo—géométrique si elle est non ramifiée en

dehors d’un nombre fini de places finies de F' et de Rham en toutes les places
divisant 2.

i) On note H}(F,V) le sous—E)-espace vectoriel de H(F,V) formé
des éléments tels que, pour tout p, I'image dans H!(Fy, V) appartient en fait
a H;(Fy,V). C'est un Ej-espace vectoriel de dimension finie.

La représentation triviale F) est pseudo—géométrique, admet une fonction
L sur F, c’est la fonction ( de Riemann usuelle, et on a H}(F, E)) = 0. Le fait
d’étre pseudo-géométrique est stable par sous-objet, quotient, somme directe,
produit tensoriel, dual. Si V est pseudo-géométrique, pour tout r € Z, V(r)°
Iest aussi et L(V(r),s) = L(V,r + s).

3.4. — Pour toute représentation A\-adique pseudo—géométrique V de G, on
pose L;(V) = detg, H*(F,V) @ dety, H{(F,V),Vt = @Bpes..(F)H(Gp, V)
et ty = @pes,(r)tv,p- On introduit la droite fondamentale de V,

Af(V) = Lf(V) ® Lf(V*(].)) ® det};x vt ® detE/\ ty .

6 Comme d’habitude Z,(1) = lim (Q), sit €N, Zy(r) = Sym;lZg(l) et Zo(—1)
ill’n
est son dual; enfin V(T) =V ®z, Ze(?‘) pour tout 1 € Z.
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L’objectif du paragraphe suivant est de munir cette droite d’une norme
canonique.

§4. — La norme d’Euler—Poincaré pour une représentation A\—-adique
pseudo-géométrique’

4.1. — Soit Oy I'anneau des entiers de E). On note Dpe.(Oy) (resp. Dpar(En)
la catégorie dérivée de la catégorie des complexes parfaits de Oy—modules
(resp. Ex—espaces vectoriels).

Sid €N, i€Zet M est un Oy-module libre de rang d ou un E)—espace
vectoriel de dimension d, on note det) M la puissance extérieure d-iéme de
M si i est pair et son dual si ¢ est impair. Si

C:ooo—(Cl L0t — O — ...

est un complexe parfait de Oy-modules (resp. Ex—espaces vectoriels), on pose
detyC = Qiez det) C? et on Dappelle le déterminant de C. Tout quasi-
isomorphisme induit un isomorphisme des déterminants, ce qui permet de
parler du déterminant d’un objet de Dp,.(Ox) (ou de Dpe.(Ey)). En
particulier, on peut parler du déterminant d’'un O)—-module de type fini (si
M = My/M_,, avec M_; et M, libres de type fini, dety M = detg My ®
dety! M_,). Si
C —C —C"

est un triangle distingué de D,.-(Ox) (ou de Dp,r(E))), on peut identifier
dety C a dety C'®dety C”8. Enfin, ’extension des scalaires définit un foncteur
de Dper(O,) dans Dper(E)) et, pour tout C dans Dyer(O), detr(Ex ® C)
s’identifie a F) ® dety C, ce qui permet d’identifier dety C' & un réseau de
det by (E)‘ ® C )

4.2. — Dans ce qui suit, S est un ensemble fini de places de F' contenant
toutes les places infinies et toutes les places divisant £. On note Sy I’ensemble
des places finies de S, O ’anneau des entiers de F' et Ug ’ouvert de Spec O
qui est le complémentaire de Sy. L’expression “faisceau” (resp. “Ox—faisceau”,

7 Voir [FP91], note I, ou [Ka91)], § 3 pour une présentation plus élémentaire en termes de
cohomologie galoisienne. Je dois & Deligne le point de vue décrit ici qui me parait a la fois
plus simple et plus naturel.

8 Dans ces histoires de déterminants, il y a des problémes de signes (si V = @D;erVi
est une somme directe finie, I'identification de det) V' au produit tensoriel des dety V;
dépend, par un signe, de 'ordre dans lequel on écrit les V;) qui sont sans importance pour
ce que nous avons en vue et que nous négligerons.
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“E\—faisceau”) signifie faisceau (resp. Oy—faisceau, E)—faisceau) constructible
pour la topologie étale®.

Pour tout Oy—faisceau (resp. E)—faisceau) T sur Us, Rl &(Us,T) est un
objet de DF(0,)'° (resp. Dpar(Ex))'!. Pour tout p € Sy, il en est de méme
de RT(Fy,T) (défini comme RT g(Spec(Fy),vpjsT), ot vy : Spec(Fp) —
Spec(OF) et j : Us — Spec(OF) sont les morphismes naturels). La coho-
mologie relative RT'.(Us,T) est C[—1] ou C est le cone de RT 4(Us,T) —
®pesRT(Fy,T). On a H:(Ug,T) =0si i #1,2,3 et R[(Us,T) est un objet
de Dpar(Oy) (resp. Dpor(EN)).

On peut donc définir la droite d’Euler—Poincaré de T',

A)\,EP(T) = det) RFC(Us,T) .

Il n’est pas difficile de voir que ce déterminant ne dépend que de la fibre
générique de T. Si T est de torsion, on a l'I,-#H};(US,T)(‘l)' = 1 et, par
conséquent, Ay pp(T) = Oyx. On en déduit que, si V' est un E)—faisceau
sur Us, si l'on choisit un Oy—faisceau T tel que E\ @ T = V, le réseau
Ay gp(T) de Ay gp(V) obtenu est indépendant du choix de T'. On note | |5, ep
I’'unique norme sur Ay gp(V) telle que, si é est une base de Ay gp(T), alors
16]x,ep = 1.

Il n’est pas non plus difficile de voir que, si S’ est un ensemble fini de places
de F contenant S et si V' est un E)\—faisceau sur Usr qui a la méme fibre
générale que V, alors Ay gp(V') s’identifie 2 Ay gp(V) en tant que E)—
droite normée. Ceci permet en particulier de définir la Ey—droite normée
Ay, gp(V) pour n’importe quelle représentation A-adique de G g non ramifiée
en dehors d’un nombre fini de places : il suffit de choisir un ensemble S comme
ci-dessus et un F)—faisceau sur Ug de fibre générique V'; le résultat obtenu
est indépendant de ces choix.

4.4. — Soit maintenant p une place finie de F' divisant le nombre premier p et
soit V une représentation A-adique de Gp. On “coupe” le complexe RI'(Fy, V)

¥ Voir [SGA4], exp. IV, [SGA5], appendice 4 I'exp. I, exp. V et VI et [SGA4%] pour les
généralités sur les faisceaux de torsion, (J)—faisceaux et F'y—faisceaux constructibles.

10 ot méme de D,,,,r(OA) sif 75 2.

11 Appelons (O )-représentation d’un groupe profini G tout (Jyx-module de type fini
muni d’une action linéaire et continue de G. Soit Gg le groupe de Galois de ’extension
galoisienne maximale de F' contenue dans F non ramifiée en dehors de S. Si T est un
O —faisceau (resp. un E'\—faisceau), la fibre générique de T  est une (J)-représentation
(resp. une représentation /\—adique) de G'g. Inversement toute (J)-représentation (resp.
représentation A-adique) T' de G'g est la fibre générique d’un unique O )—faisceau (resp.
E\—faisceau) localement constant que nous notons encore 1" et RI‘ét(U S,T) s’identifie

au complexe calculant la cohomologie galoisienne continue H :ont(G S T).
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en deux pour obtenir un triangle distingué
R ;(Fy, V) — RT(Fy,V) — RT;;(F,,V)

caractérisé par le fait que H'(RI'f(Fy,V)) est le sous—E)—espace vectoriel
H}(Fy,V) de H'(Fp, V) défini au n® 3.2, que H*(RT¢(Fp,V)) = H(F,,V) et
que

HY(RT¢(Fy,V))=0sii#0,]1.

Soient Op l'anneau des entiers de Fp, j, : SpecF, — SpecO, et
ip : Specky, — SpecOp les morphismes naturels. Si ¢ # p, RT'f(Fp,V) =
RT(kp,ipjp+V) = RI'(kp,Dy(V)). On voit aussi que ce complexe s’identifie
au complexe concentré en degrés 0 et 1

D, (V) — Qp(v)

(lapplication étant d — (fp — 1)(d)). En particulier, det)y RT'f(Fy, V) = E\.
Si £ = p, et si ™ désigne la projection de Bepisp C Bgrp sur

Byg,p/Fil’Byg,p, on peut montrer (cf. par exemple, [BK90], prop. 1.7) que
la suite

(%) 0 — Q, — Beris,p — Beris,p @ (Bar,p/Fil’°Bar,p) — 0

(ou @, — Bepisyp est linclusion, tandis que Papplication suivante est
b — ((¢ — 1)b, b)) est exacte. Si l'on tensorise avec V et que l'on prend
les invariants par Gy, on trouve'? une suite exacte

0 — HO(F}, V) — D,y (V) — Dy(V) & tvp — H}(Fp, V) — 0

qui nous permet d’identifier RI'f(F,,V) au complexe concentré en degrés 0
et 1

Dy(V) — Dy(V) @ tvp -
En particulier, dety RT ;(Fp, V) s’identifie & det) tv,p.

4.5. — Considérons de nouveau un E)—faisceau V sur Ug. Définissons la f-

cohomologie de V comme étant C[—1] ou C est le cone RI'¢(Us,V) du
morphisme composé

Rrét(Us,V) —_— éBpeszF(Fp,V) e EBpes,RF/f(Fp,V) .

12 Comme B.; s,p et By R,p ne sont pas des Qp-espa.ces vectoriels de dimension finie, il

faut soit prouver que la suite (*) est scindée en tant que suite de Qp—espaces vectoriels
topologiques, soit remarquer que ’on peut remplacer B.p; s,p et By R,p par 'union de leurs
sous—Qp—espa.ces vectoriels de dimension finie stables par G p-
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Les deux triangles distingués
RFC(US’V) I RPét(US? V) - @PESRF(FP’V)
RFf(Us,V) — Rrét(Us,V) i @peszF/f(Fp,V)

donnent naissance a un troisiéme

RT(Us,V) = RT;(Us,V) = (®pes, RT 1(Fp, V) @ (Bpes..(r) R (Fp, V)) -
De celui—ci, on déduit un isomorphisme

(a) dety RTf(Us,V) = Ay gp(V) ® det) ty @ dety V.

Par ailleurs, le calcul des H}(Us,V) := H'(RTf(Us,V)) est facile : on
trouve que ceux—ci sont nuls, si ¢ # 0,1,2,3. On a H}(Us,V) = HO(F,V) et
H}(Us,V) = H}(F,V). On voit aussi que H}(Us, V) s’identifie au dual de
H°(F,V*(1)); pour cela, on commence par observer que ce sont tous deux, de
facon naturelle, des quotients de ®pes, H(Fp,V) (le premier par définition;
le second parce que la dualité locale (cf. par exemple, [Mi86], chap. I, § 2)
identifiant chaque HZ2(Fp,V) au dual de H°(F,,V*(1)) on peut utiliser la
transposée de l'injection naturelle HO(F,V*(1)) — ®pes, H(Fp, V*(1))) et
on vérifie que ces deux quotients sont les mémes.

Enfin, si H3(Us, V) désigne le noyau de I’application naturelle

Hz(USa V) e @pGSfHZ(F%V) )

H%(Us,V) est la somme directe de H§(Us, V) et du conoyau fI}(Us,V) de
I’application naturelle

H'(Us,V) ® (®pes, H}(Fp,V)) — @pes, H' (Fp, V) .
La dualité locale (loc. cit.) identifie chaque H'(Fp,V) au dual de
H'(F,,V*(1)), d’oti une application de ®pes, H'(Fp, V) dans H}(Us, V*(1))*
et les théorémes de dualité globale de Poitou-Tate (cf. par exemple, [Mi86)],

chap. II, § 1) identifient son conoyau au dual de H3(Us,V). Lorsque V est
pseudo—-géométrique, on vérifie que la suite

H'(Us,V) ® (®pes, H} (Fp,V)) — Gpes, H' (Fp, V) —

- Hy(Us,V*(1))* = H§(Us,V) =0
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est exacte. On a donc une suite exacte courte
0 — H}(Us,V) — H}(Us, V*(1))* — H3(Us,V) — 0.

Comme H2(Us,V) = H¥(Us,V) ® H}(Us, V), dety H}(Us, V*(1)) s'identifie
alors a dety H }(U s, V). Finalement, on obtient un isomorphisme canonique

dety RT;(Us,V) = Ly(V)® L(V*(1)) ;

joint & l'isomorphisme (a) cela fournit un isomorphisme canonique entre
Ag(V) et Ay gp(V). On s’en sert pour identifier ces deux droites et Af(V)
hérite de la norme | |y gp définie sur Ay gp(V).

§5. — Structures de Hodge mixtes

5.1. — Lorsque ¢ # oo, ce sont les structures de Hodge mixtes qui jouent le
role des représentations £-adiques.

Si V est un R-espace vectoriel, posons Vg = CQgV et notons 7: Vg — V¢
Papplication qui envoie z @ v sur Z ® v. Rappelons (cf. [De71]) qu'une R-
structure de Hodge mixte sur C est un R-espace vectoriel V de dimension
finie, muni d’une filtration croissante (la filtration par le poids) (W, V)mez
par des sous—R-espaces vectoriels, avec W;V =0sii < 0et =V sii > 0,
et d’une filtration décroissante (la filtration de Hodge), (Fil'V¢)iecz, de
V¢ par des sous—C—espaces vectoriels, telles que, si Fil désigne la filtration
conjuguée de Fil' (i.e. la filtration de Vg définie par Fil Ve = 7(FiliVg))
alors W., Fil et Fil soient opposées (i.e. telles que, pour tout m € Z, si I'on
note encore Fil et Fil les filtrations induites sur gr!¥ Vg, alors 1’application
naturelle

Fil"gr¥Ve @ WH_TQT,VXVC — g Ve
soit un isomorphisme pour tout r € Z).

Rappelons que les entiers m tels que gr’¥ Ve # 0 sont les poids de V et
que V est pure si elle a un et un seul poids.

Les R-structures de Hodge mixtes sur C forment, de maniére évidente, une
catégorie abélienne R-linéaire SH ¢(R). On note SH¢(C) la catégorie des C-
structures de Hodge mixtes sur C, i.e. la catégorie C-linéaire déduite de
SH¢(R) par extension des scalaires. Un objet V' de cette catégorie est donc
une R-structure de Hodge mixte sur C munie d’un R-plongement de C dans
Panneau de ses endomorphismes (attention que, bien que l'espace vectoriel
réel sous—jacent & V soit muni d’une structure d’espace vectoriel sur C, c’est
seulement sur Ve = C Qg V qu’est définie la filtration de Hodge).
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5.2. — Une R-structure de Hodge mixte sur R peut étre définie comme
étant une R-structure de Hodge mixte sur C munie d’une action de Gal(C/R).
Cela revient donc a se donner une décomposition de V en somme directe

V=vteVv"-

compatible avec la filtration par le poids et telle que la filtration de Hodge
provienne, par extension des scalaires, d’une filtration définie sur Vyp =
(Ve)CG2l(C/B) — '+ @i,V ~. On obtient encore une catégorie abélienne SHg (R)
et on note aussi SHg(C) la catégorie des C—structures de Hoge mixtes sur R,
i.e. la catégorie déduite de SHyg(R) par ’extension des scalaires R — C.

5.3. — Dans la suite de ce paragraphe, K, L € {R,C}, K = C, Gx =
Gal(C/K) et V est une L-structure de Hodge mixte sur K3,

Si K = C, on pose V* =V et Vyp = V. Dans tous les cas, on a donc
Vt =VCr et Var = (VC)GK.

On note 1 5 'objet—unité de la catégorie SH ;(L), i.e. 'unique objet pur
de poids 0 vérifiant 1k = (1k,r)* = L. On laisse au lecteur le soin de
définir le produit tensoriel de deux objets et le dual d’un objet'*. L’objet de
Tate 1x,,(1) est I'unique objet pur de poids —2 tel que 1x,(1) = L - (2mi),
avec 1g 1(1)™ = 1k,(1) si K = R. On note V*(1) le produit tensoriel du
dual de V par 1, (1).

On pose ty = Vyg/Fil®Vyg. L'inclusion de V dans V¢ induit en prenant
les parties fixes par Gk et en passant au quotient une application L-linéaire

ay VYt — ty .

5.4. — Pour tout ¢ € N, on pose H'(K,V) = Extg_HK(L)(lK,L, V). Ce sont des
L—-espaces vectoriels de dimension finie, nuls pour 7 # 0,1. Dans la suite, le
noyau et le conoyau de ay vont jouer un grand réle alors qu’il semblerait plus
naturel de considérer les H*(K,V)'®. Ceux—ci sont étroitement liés & ceux-1a :

13 On appliquera cela 3 K in et L = F), avec p € SOO(F) et A € SOO(E)
(rappelons que 'on a identifié Fp et C).

% La catégorie SH - (L) est une catégorie tannakienne neutre ([DM82], def. 2.19) sur L.
15 Sivon “oublie” la filtration par le poids, on peut voir V' comme un objet d’une catégorie
additive L-linéaire non abélienne; alors Ker ay s’identifie au L-espace vectoriel des
morphismes de 1[1(,[, dans V dans cette catégorie, tandis que Coker ary classifie les

“extensions” de 1 K,L par V. En particulier, toute suite exacte courte

0—V —mV V"0
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on a en effet Hi(K,V) = H(K,W,V) et,si WoV =V, H°(K,V) s’identifie 2
Ker ay et H'(K,V) a Coker ay ; d’oti une suite exacte de L-espaces vectoriels

0 — H%(K,V) — Kerav — Keray;w,v — H'(K,V) — Coker ay — 0

et on voit que Ker ay,w,v s'identifie au dual de H'(K, (V/WoV)*(1)).
On vérifie facilement que ’on dispose d’une dualité parfaite

Coker ay x Keraysq) — L.

§6. — Les motifs sur F et leurs réalisations

On note A;(Q) (resp. Af(E)) Panneau des adéles finies de  (resp. E). On
pose Q@ = R et, pour tout p € Soo(F), ByRr,co = F,=C.

6.1. — Faute de connaitre la catégorie MM p(FE), il est d’usage d’intro-
duire une catégorie “fourre-tout” parfaitement bien définie et jouissant de
propriétés agréables, sensée contenir MM p(E) et dans laquelle on essaie de
faire le maximum du travail (cf. par exemple : [De90], § 1; [Ja90], § 2; [BK90],
def. 5.5; [FP91], note I1, § 1; ---). Celle d’aujourd’hui, Cr(E) va étre définie
au n° suivant. Commencons par noter Cr la catégorie suivante :

— Un objet M de Crp consiste en les données suivantes :

i) un F —espace vectoriel de dimension finie Mg, muni d’une filtration
décroissante (F il My R)iez par des sous—F-espaces vectoriels, avec F'il* ‘Myp =
Mypsii<0et =0si2>0;

i4) pour chaque p € S (F), un Q-espace vectoriel Mp p, muni d’une
action de Gy (on pose Mf, , = (Mpp)C");

i43) un A;(Q)-module libre de rang fini My, muni d'une action linéaire
et continue de Gp; si, pour £ premier, on note M, sa {—composante, on
demande que M, soit non ramifiée en dehors d’un nombre fini de places;

iv) pour chaque p € Soo(F), un isomorphisme de Af(Q)[Gal(Fp/Fy)]-
modules

i  Af(Q) ®E Mpp — My ;

de SH K(L) donne naissance 3 une suite exacte longue

0— Ker ayr — Ker ay — Ker ayn — Coker ayr — Coker ay — Coker ay —0.
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v) pour chaque place p € S,(F) (p fini ou non), si I'on note M, le
Q,[Gp]-module sous—jacent & M, si p est fini et & R ®q Mp,p sinon, un
isomorphisme de Bgp p—espaces vectoriels, compatible avec I'action de Gp,

iMmp : Barp ®q, Mp — Bdir,p ®F Myg'®

et vérifiant, pour tout r € Z, lorsque p # oo,

i p(Fil" Bapyp ®q, My) = Y, (Fil°Bar,p ®F Fil'Mar) .

s+i=r

- Si M = (Mg, (MBp)pes.r), My) et N = (Nar,(NB,p)pese(r) Ny)
sont deux objets de Cro un morphisme n : M — N est la donnée d’ap-
plications (n4r, (NB,p)pes.(F), M) Vérifiant toutes les compatibilités que I’'on
pense.

6.2. — La catégorie Cro est abélienne et méme Q-linéaire. On note C F(E)o
la catégorie déduite de Cro par extension des scalaires de @ & E; un objet
de Cr(E)o est donc un objet M de Cpo muni d'un plongement de E dans la
Q-algebre des Cpo—endomorphismes de M, tandis qu'un morphisme est un
morphisme des objets de Cro sous—jacents qui commute a I’action de E.

Si M est un objet de Cr(E)o, Mag devient un EQgF-module libre de rang
fini que 1’on note b(M), chaque Mp , est un E—espace vectoriel de dimension
b(M) et My devient un A s(E)-module libre de rang b(M). Pour chaque place
finie A de E, la Ex—composante M) de My est une représentation A\-adique
pseudo—géométrique de G de dimension b(M). On appelle espace tangent
de M le E ® F-module tpy = Mggr/Fil°Myg. Si p est une place de F et A
une place de E au-dessus du méme p € S(Q), alors

— sl p est premier, QdR’p(M,\) s'identifie & (E\ ®q, Fp) ®EgF Mar et
tma,p & (Ex ®q, Fp) QEorF tm;

- si p = 0o, posons My » = E\ ®r Mp; I'application iy, identifie le
C-espace vectoriel C Qg Mp » 4 CQEggF Mdr; en particulier, on peut parler
de la filtration de Hodge et de la filtration conjuguée sur C Qg Mp, .

16 Supposons F' = Q et soit Z anneau des entiers de q En adaptant la construction
habituelle de Byg (essentiellement, en faisant jouer a H(i/ p—z—) le réle habituellement
dévolu a ip/ pip), on peut définir une A f(Q)—algébre BdR, f munie d’une filtration
indexée par Z et d’une action de G g et réénoncer (w) comme étant la donnée d’un
isomorphisme

Bir ®qg Mp = Bar @ Mar
(ot Bgr = C x By R,f) vérifiant des propriétés convenables.
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Si S est un ensemble fini de places de F' contenant Sw(F), on dit que
M admet une fonction Lg si chaque M) en admet une et si celle—i est
indépendante de X place finie de E (on la note alors Ls(M,s)). 5818 = Seo(F),
on dit que M admet une fonction L (et on note celle—ci L(M,s)).

6.3. — La catégorie Cp(E) est ainsi définie :

— un objet est un objet M de Cr(E)o, admettant une fonction L et
muni d’une filtration croissante (la filtration par le poids) par des sous—
objets (W;M )icz (vérifiant W;M =0sii <0Oet =M si i > 0) telle que, si A
(resp. p) est une place archimédienne de E (resp. F), My x devienne une Ex-
structure de Hodge mixte sur F}, (cela revient & demander que, sur C®r My »,
alors la filtration par le poids, celle de Hodge et la filtration conjuguée soient
opposées).

— un morphisme de Cp(E) est un morphisme des objets de Cp(E)o
sous—jacents qui est compatible avec la filtration par le poids.

Tl n’est pas difficile de vérifier que Cp(E) est encore une catégorie abélienne
E-linéaire. Si M et N sont deux objets de Cp(E), on laisse au lecteur le soin
de définir les objets M ® N et Hom(M, N). On dispose aussi d’un objet unité
1p g (c’est un objet pur de poids 0; on a 1fEdR = E,1rgBpy = EQ®F,
pour tout p € Seo(F) et 1rps = Af(E), avec action triviale de Gr); le
dual M* de M est alors Hom(M,1r,g) (et on a Hom(M,N) = M” ®N). On
obtient ainsi une catégorie tannakienne neutre sur E ([DM82], § 2). Bien sir
la catégorie Cr(E) n’est autre que la catégorie tannakienne Cr(Q)(g) déduite
de Cr(Q) par l'extension des scalaires @ C E ([DM82], § 3).

6.4. — Si F' est une extension finie de F contenue dans F, on dispose de
foncteurs évidents d’extension des scalaires Extp/pr : C r(E) — Cpi(E) et de
son adjoint, la restriction des scalaires a la Weil Resp/p : Cr(E) — Cr(E)
(attention que, si A est finie, Ext /v (M) n’est autre que M) muni de l’action
de Gp C Gr tandis que Respr/p(IN)x est la représentation de G r induite
par la représentation Ny de Gp+). On a L(Resp/r(N),s) = L(N, s).

De méme, si E' est une extension finie de E on a un foncteur d’extension
des scalaires de E & E' allant de Cp(E) dans Cp(E') qui admet un adjoint, la
restriction des scalaires de E' a E.

On note 1(1) 'objet de Tate de la catégorie Cq(Q) (il est pur de poids
—2:0on a 1(1)er = Q, 1(1)p_ = 2mi - Q; pour tout n € N, le groupe fini
Z.2mi/nZ.27i s’identifie & pin (Q) via 'application qui envoie 27 sur e2mi/m et
ceci donne action de Gg sur

1(1); = Q ®; lim(Z.27i/nZ 2i) ,
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les isomorphismes de comparaison sont ceux queé ’on pense. Dans la suite, on
pose t = 271, que ’on peut donc voir comme un élément de Byg , pour toute
place finie ou non p de Q.

L’objet de Tate 1 (1) est 'objet de Cr(E) déduit de 1(1) par double
extension des scalaires.

Pour r € N, on note 15 g(r) la puissance tensorielle r—i¢eme de 1r,g(1)
et 1 g(—r) son dual. Pour tout objet M de Cr(E) et tout ¢ € Z, on pose
M(r) = M @ 1p,g(r). Le dual tordu a la Tate M*(1) va jouer un role
important dans la suite.

6.5. — Soit M une sous—catégorie pleine de Cr(F), stable par sous—objet,
quotient, somme directe, M — M*(1), contenant 1 g. Pour tout objet M de
M, on pose H°(F,M) = Home,g)(1r,g, M) (= Hompx (1 F,E, M)), on note
H}(F,M) le E-espace vectoriel des classes d’isomorphismes d’extensions
de 1p g par M dans M. Pour chaque place finie A de F et pour tout
z € H},(F,M), on note z son image dans H'(F, M)). On pose

Hj ;(F,M) = {z € H'(F,M) | z» € H}(F,M,), pour tout \}

et aussi HY (F, M) = H(F, M).

Disons que la catégorie M est f-admissible si, pour tout objet M de M,
toute place X de E et i € {0, 1}, elle satisfait la propriété Ci(M) = Ci(M, M)
suivante :

a) si X est finie, application naturelle Ex ®g Hj, ;(F,M) —
H}(F, M)) est un isomorphisme;

b) si A € Swo(E) et si Hy ((F,M*(1)) = H) ;(F,M*(1)) = 0,
Papplication naturelle Ex @ Hjy ((F, M) — ®pes..(r)H (Fp, M») est un
isomorphisme.

6.6. — Appelons sous—catégorie tannakienne de Cp(E) toute sous—
catégorie pleine stable par sous-objet, quotient, somme directe, produit
tensoriel et dual. Il est raisonnable de penser qu’a tout motif sur F a
coefficients dans F, on puisse associer un objet de Cr(E), sa réalisation. On
peut alors introduire la catégorie SM (F) des structures motiviques sur
F a coefficients dans E comme étant la plus petite sous—catégorie tannakienne
de Cr(FE) contenant tout objet qui est isomorphe & la réalisation d’un motif.

Bien siir, le jour ot ’on disposera d’une définition convenable de la catégorie
MMPp(E), les “conjectures standards pour les motifs mixtes” devraient

affirmer que le foncteur “réalisation” induit une équivalence entre MM p(E)

“CONJECTURE”. — La catégorie SM p(E) est f-admissible
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6.7. — Remarque : On sait (cf. [De71], [De74], [Ja90]) associer & toute variété
quasi-projective lisse U sur F sa réalisation H(U) qui est un objet de Cr(Q)
(par exemple, sa réalisation de Rham est I’hypercohomologie du complexe de
de Rham de U) a ceci pres

- qu’il faut savoir définir les isomorphismes de comparaison ¢pr,p pour
les places p finies : cela a été fait par Faltings ([Fa89), cf. aussi [I190] lorsque U
est projective; le cas général doit pouvoir se déduire des travaux de Faltings

[Fa90]);

— que 'on peut exhiber pour chaque U un ensemble fini de places S
de F contenant So(F') tel que M admet une fonction Lg, mais que I'on ne
sait pas toujours montrer que ’on peut prendre S = Soo(F).

Soit SM i ;(®Q) la plus petite sous—catégorie tannakienne de Cr(Q) conte-
nant tout objet qui est isomorphe a un H(U) avec U variété quasi—projective
lisse sur F. On veut que SM (Q) contienne SM ;(Q). Suivant Jannsen
([Ja90], § 4), on peut se demander si SM (@) = SM - ;(Q), i.e. si SM . ;(Q)
est “assez grosse”, ce qui peut se traduire, une fois un nombre premier ¢ fixé,
par le fait que, pour tout objet M de SM . ;(Q), 'application naturelle

Qe ®q Hyy, (q),¢(F, M) — H(F, My)

est surjective. Une telle question semble malheureusement totalement inabor-
dable a I’heure actuelle.

6.8. — Dans ce qui suit, on suppose donnée une sous—catégorie pleine M
de SM (FE) qui est f-admissible (si la “conjecture” ci-dessus est vraie, cela
revient a dire qu’elle contient 1 g, est stable par sous-objet, quotient, somme
directe et que, si elle contient M, alors elle contient M*(1) et toute extension
de 1p g par M dont la .cla.sse appartient a HéM_F(E),f(F’M))' Pour ¢ =0, 1,
on pose H(F,M) = Hj, ;(F,M).

On appelle structures motiviques les objets de M.

6.9. — Pour tout E-espace vectoriel X de dimension finie et tout A € S (E),
on pose X) = F) ®g X et on note X} son Ey—dual.

Soient M une structure motivique et A € Soo(E). Si p € Soo(F'), Mp,» est
une F)-structure de Hodge mixte sur Fy. On peut donc considérer (cf. n° 5.3)
I’application

My = BpeSa(F)M, » * (Bpesw(F)ME 4)x — tua

(o0 M g’p = (Mp,)®) et (loc. cit.) les Ex—espaces vectoriels Kerayy, et
Coker apr+(1), sont en dualité de méme que Coker aryr, et Ker apg+(1), - Notons

222



(751) VALEURS SPECIALES DES FONCTIONS L DES MOTIFS

up, le composé des applications naturelles
H°(F,M)) — ©pH(Fy, M)) — @®pKeray, , = Kerapy, ,

vm, le composé H}(F,M)y — @pH'(Fp,M)) — ®pCoker anm,, =
Coker a,, v}y, : Keray, — H}(F,M*(1))} la transposée de vp-(1), et
uly, @ Coker apy, — H°(F,M*(1))} la transposée de up+(1),-

Soient M une structure motivique et N une extension, dans M, de 1r g
par M dont la classe appartient & H}(F,M). Si z € H}(F, M*(1))3, notons
zn son image dans H(F, N*(1))} et

A(M,N,)\) = {z € Hy(F,M*(1))} | zv € Imuvy, } .

Siz € A(M,N,)\), et sizy = vy, (y), 'image de y dans Kerayq est l’image
d'un z € H(F,1F,g)x et I'image 6p,n () de z dans H{(F, M) ne dépend
pas des choix faits.

Il n’est pas difficile de déduire de la f-admissibilité I’existence d’une unique
transformation naturelle

by = (6M,,\)M€Ob(M) avec dp z : H}(F,M*(l))i —_— H}(F, M);

telle que, si M et N sont comme ci—dessus et si z € A(M,N,)), alors
5M,)\(.T) = 6M,N,,\(SL‘).

6.10. — De la f-admissibilité on peut déduire également que, pour toute
structure motivique M et tout A € Soo(FE), la suite de E—espaces vectoriels
de dimension finie

sya(M) 0— HO(F, M), —Keray, — (H{(F, M*(1)); — H}(F, M),

— Coker ap, — H°(F,M*(1))3—0

est exacte.

Avec les notations de I'introduction, on en déduit un isomorphisme canoni-
que de (Ly(M)®g Lg(M*(1)))s sur detg, (Keray, ) ®F, detg, (Coker ay, ).
Par ailleurs, la suite exacte tautologique

0 — Kerapy, — (@pesw(F)ME’p),\ — tpm,n — Coker ap, — 0

fournit un isomorphisme de (detp(Dpes. ()M E’p) Qpdetgty)y sur
detp, (Kerap, ) ®E, detg, (Coker ayr, ). Le produit tensoriel de ces deux iso-
morphismes est un isomorphisme

LM - Af(M))‘ —*E,\ .
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On a R®q Af(M) = ®res..(r)Ar(M)x tandis que R®Q E = Daes,.(E)Ex
et I'isomorphisme :); permettant d’énoncer la conjecture Cpp(M) est la
somme directe des ¢pf).

Enfin, si A est une place finie de F, la propriété Cx(M) permet d’identifier
Af(M)y et Ap(My) (cf. § 3 et 4) et donc de définir la norme | | gp, ce qui
permet d’énoncer Cpg(M).

6.11. — Remarque : Si M est une structure motivique sur F, alors
Resp/q(M) est un objet de Cq(E) qui admet une fonction L et celle—ci est
égale & L(M, s). Il est naturel de conjecturer que Resg;q(M) est une structure
motivique sur @ et que, inversement, si N est une structure motivique sur Q,
Extg,r(IN) est une structure motivique sur F' et que les foncteurs Resp/q et
Extg, r vérifient les propriétés d’adjonction que I'on pense!”. il en est ainsi,
les conjectures pour M sont équivalentes aux conjectures pour Resp;q(M) ce

qui fait que ’on peut, sans restreindre la généralité, supposer F' = Q, ce que

nous ferons parfois®®.

§7. — Simplifications, réductions

7.1. — Dans la plupart des cas que 'on considére effectivement au moins
deux des quatre espaces vectoriels H°(F,M), H}{(F,M), H°(F,M*(1)) et
H}(F,M*(1)) sont nuls, ce qui simplifient la structure des suites exactes
sf (M) et I’énoncé des conjectures C.(M) et Cpp(M).

— Clest le cas lorsque Wy M = 0 (en particulier si M est pur de poids
> 1) puisqu’alors H°(F, M) = H}(F, M) = H°(F, M*(1)) = 0 (pour les H°,
cela résulte de gry¥ M = gr§’ M*(1) = 0; pour le H }, on remarque que toute
extension N de 1r g par M est scindée, car WoN = 1 s’identifie a un
sous—objet de N, d’out la nullité de H(F, M) et a fortiori celle de H}(F, M)).
Si A € Seo(E), la suite sy (M) se réduit a un isomorphisme

Ker ap, — (HY(F, M*(1))}

(en particulier, on doit avoir 7y = dimg H(F, M*(1)) = dimg, Kerap,, qui
se calcule & partir de la seule connaissance des structures de Hodge mixtes
My », pour p € Soo(F)).

— Inversement, si W_3M = M (en particulier si M est pur de poids
< -3), on a Wp(M*(1)) = 0; on doit donc avoir rpr = 0 et, si A € Soo(E),

17 On s’attend a ce que la méme chose se produise avec les foncteurs Res F/F' et Ext @ JF
pour tout sous—corps F' ae F.
18 1 est cependant parfois commode de travailler avec des motifs “semi-stables” et des

fonctions L incomplétes (cf. § 12). On ne peut plus alors remplacer F par Q.
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s (M) se réduit & un isomorphisme
H}(F,M)y — Coker apy, -

- On s’attend (bien que cela ne résulte pas du formalisme développé
jusqu’a présent) qu’il n’y ait pas d’extension non triviale entre deux motifs
purs de méme poids. S’il en est ainsi, on voit que, si W_; M = 0 (en particulier,
si M est pur de poids 0) sf(M)) se réduit a

0 — H°(F,M), — Keray, — (Hp(F,M*(1)); —0

(et donc encore & un isomorphisme de Ker ay, sur le dual de (H}(F, M*(1))x
si H*(F, M) = 0), tandis que, si W_oM = M (en particulier, si M est pur de
poids —2), on doit avoir ry = — dimg H°(F, M*(1)) et sy (M) se réduit a

0 — H}(F, M)y — Coker ay, — H°(F,M*(1)); — 0.

— Enfin, si M est pur de poids —1, Keray = Coker ay, =
HY(F,M) = H°(F,M*(1)) = 0 et s (M)) se réduit & un isomorphisme

H}(F, M*(1))} — H}(F, M), ,
autrement dit & une dualité parfaite

H}(F,M)x x Hy(F,M*(1))» — Ej .

7.2. — La situation est particuliérement agréable lorsque M est f—close, i.e.
lorsque H}(F, M) = H}(F, M*(1)) = 0 (il suffit de savoir que H}(F,MA) =
H}(F,M*(1),) = 0 pour une place finie A). Toutes les applications intervenant
dans la suite exacte sy x(M) sont alors triviales, ce qui rend Cpp(M)
particuliérement simple & énoncer, surtout si H(F, M) = HO(F,M*(1))=0:
soit B (resp. B') une base de @pes, F)Mg’p (resp. tp) sur E; pour tout
A € Sw(E),
oMy ¢ (Dpesa(mME)r — tu

doit étre un isomorphisme et, si by est le déterminant de la matrice
de ap, relativement aux bases choisies, il doit exister ¢ € E* tel que
L(M,0) = c.(bx) xeSw(E)-

Appelons f-équivalence sur M la relation d’équivalence la plus restric-
tive sur Obj(M) telle que,

i) si N est une extension de 15 g par M dont la classe appartient a
H}(F,M), alors M et N sont f-équivalents,
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it) si M et N sont f-équivalents, M*(1) et N*(1) le sont aussi.

Si M et N sont f-équivalents, C.(M) (resp. Cpp(M), Cpk(M)) est vraie
si et seulement si C.(N) (resp. Cpp(N), Cpk(N)) lest. Comme tout objet
de M est f—équivalent & un objet f—clos, il suffirait théoriquement de vérifier
ces conjectures pour les objets f—clos.

7.3. — Une structure motivique M pure de poids w est dite critique s’il
existe A € So(E) telle que apy, soit un isomorphisme (et aps, est alors un
isomorphisme pour tout p € Soo(E)). Si M n’est pas de poids —1, on voit que
cela implique que M est f—close. Si M est de poids —1 et si M est critique,
conjecturalement rps > 0 et M est f—close si et seulement si rpr = 0, i.e. si et
seulement si L(M,0) # 0.

B — Cas particuliers

§8. — Le cas des 1-motifs

8.1. — Rappelons ([De74], §10) qu’une variété semi-abélienne A sur F' est
une extension d'une variété abélienne par un tore et qu’'un 1-motif lisse sur

F' est un complexe de schémas en groupes commutatifs sur F', concentré en
degré —1 et 0,

¥ Ls,

ou S est une variété semi-abélienne et X’ est localement constant pour la
topologie étale, X'(F) étant un Z-module libre de rang fini.

Les 1-motifs lisses sur F' forment de maniére naturelle une catégorie
additive MMp;. Notons MM p;(Q) la catégorie des 1-motifs a isogénie
pres, i.e. la catégorie suivante :

— les objets de MM p1(Q) sont les 1-motifs lisses,

— ona HomMMF'l(Q)(Ml,Mg) = Q ®z HOIIIMMPY!(Ml, Mz)

Il n’est pas difficile de voir que la catégorie Q-linéaire MMp;(Q) est
abélienne. On note MMp;(FE) la catégorie des 1-motifs sur F a coeffi-
cients dans F, i.e. la catégorie E-linéaire déduite de MM g ;(Q) par I'exten-
sion des scalaires @ — E. Il est commode de voir un objet M de MM p;(FE)
comme un complexe [X — S], ot X est un E-espace vectoriel de dimension
finie muni d’une action discréte de G, S une variété semi-abélienne sur F,
munie d’un plongement de E dans Q@ ®z Endr(S) et u: X — Q®z S(F) une
application E-linéaire, G p—équivariante.

Pour tout 1-motif M = [X —— S] sur F & coefficients dans E, on sait (loc.
cit.) définir sa filtration par le poids, lui associer sa réalisation de de Rham
Mg (c’est lalgebre de Lie de ’extension universelle de M par un groupe
vectoriel, tandis que ’espace tangent de M est 1'algébre de Lie de S), sa
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réalisation Betti Mp , pour chaque place infinie p de F' (appelée réalisation
de Hodge dans loc. cit.) et sa réalisation galoisienne My (on a My = lim M,
n

M, = {(z,s) € X x S(F) | u(z) = ns}/{(nz,u(z)) | z € X}) .

On sait aussi ([Bures]) définir des isomorphismes de comparaison et mon-
trer que I'on obtient bien ainsi un objet de Cp(E). Cette construction est
fonctorielle. De la conjecture de Tate pour les variétés abéliennes (démontrée
par Faltings, cf. [De83]), on déduit facilement que ce foncteur

Real : MM g 1(E) — Cp(E)

est pleinement fidéle et induit donc une équivalence entre MM g 1(E) et son
image essentielle que nous notons SM . (F'). Celle—ci contient 15,£ (qui est
la réalisation de [E — 0]) et est stable par M — M*(1).

Si M = Réal(X — S]), tout s € Q ® S(F) fournit une extension de

(u,v)
1p g = Réal([E — 0]) par M : c’est Réal([X ® E —— S]), avec v(1) = s.

Cette extension est scindée si et seulement si s € u(X). D’ol une suite exacte

8.2. — Si M est un objet de SM ., (E), on a h™*(M) = 0'° sauf, peut—&tre,
si r, s € {—1,0}. Il semble raisonnable de conjecturer que SM F1(E) est
exactement la sous—catégorie de SM (E) formée des objets M tels
que h™*(M) =0 sir ¢ {—1,0} ou si s ¢ {-1,0}.

En particulier SM -, (E) devrait étre une sous—catégorie de SM .(E) stable
par sous—objet, quotient, somme directe et telle que, si elle contient M, elle
contient toute extension de 15 g par M. Elle devrait donc étre f-admissible??,
i.e. tout objet M = Réal([X — S]) devrait satisfaire Ci (M) pour toute place
A de E. Il n’est pas difficile de voir que c’est le cas lorsque ) est archimédienne.
Lorsque A est fini, on vérifie que 'application Ex®g H°(F, M) — H°(F, M)
est un isomorphisme tandis que Ex® g H{(F, M) — H}(F, M) est injective.

19 Py ae
On peut définir les nombres de Hodge d’ume structure motivique M en posant

hr’s(M) = dimE(FilTM/Fil”'IM) si M est pur de poids 7 + S et hr’s(M) =

h™® (grmsM) en général.

0 . P 1 — gl 1 —_
Aussi nous écrirons H (F,M) = HSMFJ(E)(F’ M) et Hf(F,M) =

Hsu, (5,5 (F>M)).
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La surjectivité pour toutes les places A divisant un nombre premier ¢ fixé
équivaut (cf. [BK90], prop. 5.4), si S est extension de la variété abélienne A
par le tore T, & ce que la partie {-primaire m(A)(¢) du groupe de Safarevic
de A,
w(A) = Ker(H'(F,A(F)) — [[ H'(Fp, AFy)))
pES(F)
soit finie. Par conséquent :

PROPOSITION. — La catégorie SM r1(Q) est f-admissible si et seulement
si, pour toute variété abélienne A sur F' et tout nombre premier £, m(A)(£)
est finie. S’il en est ainsi, SM p,(E) est aussi f-admissible.

En outre, sans méme connaitre la finitude des groupes de Safarevic, les
propriétés établies de SM p,(E) permettent de construire la suite exacte
sf(M) pour tout objet M de SMp;(E) et tout A € Seo(E).

8.3. — Intéressons nous au cas E = Q et regardons quelques cas particuliers :

a) Le cas M = 1, réalisation de [@ — 0] : alors M*(1) = 1r,g(1),
réalisation de [0 — Gp,). On a H'(F,M) = Q, H}(F, M) = HY(F,M) = 0,
HY(F,M*(1)) = 0, H'(F,M*(1)) = Q ® F* tandis que H(F,M*(1))
s’identifie au sous—-Q-espace vectoriel @ ® Ur ou Ur désigne le groupe des
unités de F'. Pour tout p € Soo(F'), on a Mpp = Q, avec action triviale de
GF et ty =0, de sorte que apy, est 'application 0, Ker an,, = ®pes.. ()R
et Coker apr,, = 0. La suite exacte s¢,00(M) se réduit a

0—R —+@,,€Sw(p)R e (R@l UF)* — 0,

ot R — @pes. (rR est I'application diagonale tandis que l'application
suivante est la transposée de l’application R-linéaire, déduite par extension
des scalaires de 1'application

Ur — ®pesa.(mR

qui est u — (log [|ullp) pesn(r) -

La fonction L(M,s) est la fonction ((F,s) du corps de nombres F. La
conjecture C,.(M) dit que, si r = #Soo(F), ((F,s) a un pole en s = 0
de multiplicité r — 1, Cpp(M) dit que, si uj,uy,...,u,—1 sont des unités
de F linéairement indépendantes sur Z, si py, pa,...,Ppr—1 sont des éléments
distincts de Soo(F') et si R = det(log ||uil|p; ), ¢*(F,0)/R € QF, tandis que les

2 on “ “P est la valeur absolue usuelle si P est réelle et son carré si P est imaginaire.
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techniques esquissées au § 11 ci-dessous permettent de montrer que Cpx (M)
dit que, si e est I'indice dans Up du groupe engendré par les u; et si h est le
nombre de classes de F,

¢*(F,0) = £Rh/e,
ce qui est bien connu (cf. par exemple [Ta84], Chap. I).

b) Le cas 1r,g(1) = Réal[0 — Gpn] : c’est le cas “dual du précédent”.
Si on pose t = 2mi € C, on a Mg, = Q- t, pour tout p € So(F') et donc
M3 Bp = 0si p est réelle, Q- ¢ sinon. On a ¢y = F. Si I'on note Sg(F) (resp.
Sc(F)) Pensemble des places réelles (resp. imaginaires) de F, application

aﬂp,Q(l)oo : @peSC(F)R ‘t—R ®Q F= (®P€SR(F)R) @ (@PESc(F)C)

est l'application qui envoie (up - t)pesg(F) sur (0, (up - 2mi)pese(F))- On
a Keray, = 0 et Coker oy, s’identifie a @pes. (rR, canoniquement
isomorphe a son dual, qui est aussi Ker Y1, @)oo’ La suite exacte sF,oo(M)

est la transposée de sp o (1F,q).

On a L(M,s) = ((F,s + 1). La conjecture C,.(M) dit que ((F,s) a un
pole simple en s = 1, Cpp(M) dit que, si d est le discriminant de F,
C*(F,1)-Vd/R € Q* et Cpx (M) peut, via les techniques du § 11, se traduire
en disant que

C*(F,1) = 2™ - (27)™ -d~ Y2 . hR/e ,
ce qui est encore bien connu (cf. par exemple, [Ta84], chap. I).

c) Le cas d’une extension non triviale de 1 g par 1r,g(1) : nous
allons, pour simplifier, supposer en outre F' = Q. Alors il existe g entier naturel
> 2 tel que M = Réal([Q — G]), avec u(l) = q. On a W_; M = 1q q(1).
On peut écrire Mp o = Q -t ® Qu, avec Mgoo =Qu, ty =tw_ M = Q.
L’application apr_ envoie u sur log(q) et est un isomorphisme. La structure
motivique M*(1) s’identifie canoniquement & M. On a H°(Q,M) = 0; le
Q-espace vectoriel H!(Q, M) s’identifie au quotient de @ ® Q* par la droite
engendrée par 1®q. Posons ¢ = pi*-ps* - - - pie, avec les p; des nombres premiers
distincts et les r; des entiers > 1. On vérifie que H }(Q, M) s’identifie au sous—
Q-espace vectoriel de H'(Q, M) engendré par les images des 1 ® p;. La suite
exacte $f oo (M) se réduit & un isomorphisme de Hf(Q M)%, sur H}(Q, M)
ce qui équivaut a une forme bilinéaire non dégénérée

h:H}(Q M)o x HH(Q,M)e — R ;
si Uon pose €;; = log(p;)/r; et €; j = 0 si i # j, celle—i est caractérisée par

h(pi, p;j) = (log(p:) - log(p;))/ log(q) — €i,; -
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On a L(M,s) = ((s)-¢((s+1)- H (1 — p;®). Les conjectures C.(M),
1<i<a

Cpp(M) et Cpx (M) sont alors des théorémes qui se déduisent facilement

des résultats sur la valeur de la fonction zéta de Riemann en s =0 et s = 1.

d) Le cas d’une variété abélienne, i.e. le cas ou M = Réal[0 — 4],
ou A est une variété abélienne sur F. Quitte & remplacer A par sa restriction
des scalaires & la Weil, on peut supposer F = Q. On vérifie que M*(1)
s’'identifie & M, que ajs_ est un isomorphisme, que H°(Q, M) = 0 et que
H}(Q,M) = H'(Q, M) = Q® A(Q), de sorte que, ici encore, la suite exacte
8 f,00(M) se réduit a un isomorphisme de H}(Q, M)%, sur H}(Q, M), ce qui
équivaut a une forme bilinéaire non dégénérée

h:R®AQ) xR® A(Q) —R.

On peut montrer (cf. [BI80]) que celle—ci n’est autre que la hauteur de Néron—
Tate.

On a L(M,s) = La(s+ 1), ou L4 est la fonction L de Hasse-Weil de A.
Les techniques du § 11 permettent de montrer que la conjonction de C.(M)
et Cpx (M) équivaut a la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer?2. On sait

qu’il y a eu récemment des progres importants sur cette conjecture (cf. [Ko90],
[Pe89], [Gr91], [Ru91)).

§9. — Motifs des variétés projectives lisses

9.1. — Soit X une variété projective lisse sur @?*. On se propose d’étudier
ce qui se passe pour les structures motiviques H'(X)(m)*, ot i, m € Z
avec i > 1. Si M = H'(X)(m), la dualité de Poincaré jointe au théoréme de
Lefschetz “vache” permet d’identifier M*(1) & H*(X)(i+ 1 — m). Nous allons
étudier simultanément les conjectures pour M et M*(1), i.e. les valeurs de
L(H!(X),s)en s=met en s =n,ou n =i+ 1—m, ce qui nous permet de
supposer m < (i 4 1)/2 < n. Remarquons que M est pur de poids ¢ — 2m et
M*(1) de poids i — 2n.

9.2. — Supposons d’abord m < i/2, ce qui fait que M est de poids > 1 et
M*(1) de poids < —3. On doit donc avoir (n° 7.1) H{(Q, M) =0, rjy-(1) =0

22 Une fois supposée la finitude de llI(A) qui est nécessaire pour donner un sens a

Cs K(M ) aussi bien qu’a la conjecture de Birch et Swinnerton—Dyer.

2 Le cas d’une variété projective lisse Y sur F' se raméne A celui—ci en prenant pour X
la restriction des scalaires & la Weil de Y.

24 Je triche un peu : lorsque ’on veut associer a H‘(X)(m) un objet de CF(Q), on peut
avoir des problémes aux places de mauvaise réduction.
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et ry = dimg H}(Q, M*(1)) = dimg Keran,, = dimg Coker ap-(1),,- On
constate que Coker a s+(1),, = Hip(X)r/(Fil"Hig(X)r+Hp(X(C),Q(n))r)
s'identifie au groupe de cohomologie de Deligne Hy (X /w,R(n)) (cf. par
exemple [Sc88], [Ja88], § 4). Modulo les conjectures habituelles sur I’équation
fonctionnelle vérifiée par L(H™(X), s) (op. cit., § 1), les conjectures C.(M) et
C.(M*(1)) sont vraies, tandis que Cpp(M) et Cpp(M*(1)) sont équivalentes
(la situation est un peu plus compliquée pour la relation entre Cpx (M) et
Cpr(M*(1)), cf. § 12). .

On voit aussi que M est critique si et seulement si Hy'(X/g,R(n)) = 0
et qu’alors Cpp(M) et Cpp(M*(1)) sont des cas particuliers de la conjecture
de Deligne ([De79], conj. 1.8).

9.3. — Pour comprendre le lien avec la conjecture de Beilinson, rappelons (cf.
par exemple [So85]) que, si r € N, K,.(X)®Q est muni d’opérations d’Adams
(1) aen- et que K (X) ® @ = ®;enK (X)), ot K,.(X)(¥) désigne le sous-
Q-espace vectoriel de K.(X)® Q ou ¥* opeére par multiplication par a’ pour
tout a. Rappelons aussi que Beilinson a introduit le groupe de cohomologie
motivique H3}' (X, Q(n)) = Kn-m(X)™ et construit une application

Ti,n,00 - H}\j(-l(X’ Q(n)) - H’;)+1(X/RaR(n)) .

On sait aussi (au moins lorsque X admet un modele régulier sur Z, sinon

il faut encore une conjecture de plus, cf. op. cit.) définir un sous-Q-espace
vectoriel Hi' (X, Q(n))z de Hi}' (X g, R(n)); la conjecture de Beilinson dit,
dans ce cas, que 7; 5 oo induit un isomorphisme

et donc aussi un isomorphisme d; ,, o, des déterminants de ces deux R-espaces
vectoriels ; et que, si bp est une base bien choisie de detg Hj ' (X /R R(n))%,il
existe une base by de Hy;' (X, Q(n))z telle que d; n,00(bad) = L*(H'(X),n)-
bp.

Bien siir, on pense que er,l(X ,Q(n))z doit pouvoir s’identifier a
H}(Q,M*(1)) et cinoo & lapplication naturelle de H}(Q,M*(1))r sur
Coker apr+(1),.- Modulo cette interprétation et ’équation fonctionnelle, c’est
un exercice de vérifier que Cpp(M) équivaut a la conjecture de Beilinson.

9.4. — En utilisant les classes de Chern en cohomologie ¢—adique, on peut
aussi définir [So81], pour tout nombre premier ¢, des applications

rime s Hif (X, Q(n)) — HY(Q, Hiy(X ® Q,Qe(n))) .

De fagon précise, detg H.;;H(X /R;R(n)) sidentiie 4 R ®q V avec
V = detQ Hi(X(C),Q(n - ].))(_1)"_l ® deta Fil"H;R(X) et il faut prendre
bp =1®Db, avec b une base de V.

25
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On conjecture que l'image de H}'(X,Q(n))z est contenue dans
H{(Q Hi(X ® Q,Qu(n))) (et cela a été démontré sous des hypotheéses as-

sez larges par Gros [Gr90])?¢. Bien siir, on s'attend & ce que cette application
induise un Q,—isomorphisme

Cnit: Qe ® Hi} (X, Q(n))z — HY(Q, Hiy(X ® G, Qu(n)))*

et que celui—ci ne soit autre que l'isomorphisme naturel de QRH }(Q, M*(1))
sur H(Q, M*( '1)e). Autrement dit, l'utilisation du groupe de cohomologie
motivique Hjc;l(X ,Q(n))z et des régulateurs Cn,i,e pour ¢ place finie
ou non de Q, nous permet de supprimer les guillemets dans ’énoncé des

conjectures Cpx(M) et Cpx(M*(1)) ie. de la réinterpréter comme des
conjectures ou la catégorie M n’intervient plus.

9.5. — Le cas m = i/2, avec 7 pair est tres semblable, & ceci prés que, comme
M est de poids 0, il se peut que H°(Q, M) # 0. La fonction L(H*™(X),s)
doit encore avoir un zéro d’ordre = dimg HiY(X /&, R(n)) en s = m, mais elle
doit avoir un pdle d’ordre dimg H°(Q, H?™(X)(m)) en s = n = m+1. Via les
memes réinterprétations que dans le cas m < i /2, 1a suite exacte s o, (M*(1))
s’écrit

0 — ReQH}' (X, Q(n)z — Hi(X/g,R(n)) — ReqH(Q,M)* — 0

alors que, si Cj*(X) désigne le groupe des cycles de codimension m modulo
équivalence homologique, la conjecture de Beilinson fait intervenir l’applica-
tion (conjecturée étre un isomorphisme)

R ®q Hi' (X, Q(n)z & (R@ C*(X)) — Hit' (X, R(n)) ,
ot R® CM(X) — Hg’l(X/n,R(n)) est induite par ’application cycle en

cohomologie de de Rham. Modulo les mémes interprétations que pour m < i/2
et la conjecture standard qui dit que lapplication naturelle CHX)q —

26 Dans le contexte de Bloch-Kato, il parait plus simple de définir Hx';l(X ,Q(n))s

comme le sous-groupe de H ﬁl (X,Q(n)) formé des 1z tels que
Tn,ie(T) € H}(Q, Hét(X ® Q, Qe(’n)) pour tout £ et de remplacer dans I’énoncé des
conject}xres Hjc,("l(X, Q(n))z par Hﬁl(X, Q(n))f quitte a conjecturer, par ailleurs,
que Hi' (X, Q(n))z = Hit' (X, Q(n)) ).

2 Le fait que Cn,i,¢ est un isomorphisme a été démontré dans certains cas particuliers par
Jannsen ([Ja89], [Ja90]).
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H°(Q, M) est un isomorphisme, on vérifie que la conjecture Cpp(M) est

’ . by . oye 2
encore équivalente a la conjecture de Beilinson 8,

9.6. — Considérons enfin le cas ot m = n = (i + 1)/2 (avec ¢ impair). Alors
M est pur de poids —1 et s’identifie & M*(1) ce qui fait (cf. n® 7.1) que la
suite exacte s o(M*(1)) correspond & I'existence d’une forme bilinéaire non
dégénérée

<,>u:R®H}Q M) xR H{(Q,M) —R,
la dimension du Q-espace vectoriel H }(Q, M) devant étre égale a l'ordre du
zéro de L(H?>™~1(X),s) en s = m.

Rappelons ([Be87], [BI84b]) que, dans ce cas, si CH™(X)? désigne le
groupe des cycles de codimension m homologiquement équivalents & 0 modulo
’équivalence rationnelle, et si d désigne la dimension de X, il existe un
accouplement

<, >m: CH™(X)? x CHH'-™(X)? —R.

On conjecture (loc. cit.) que Q ® CH™(X)? est de dimension finie sur Q,
que les R—espaces vectoriels R@ CH™(X)? et R® CH?+1~™(X)? sont mis
en dualité par cet accouplement et que, si L € CH(X) est la classe d’une
section hyperplane, alors (si m < (d+1)/2; sinon il n’y a qu’a échanger m et
d + 1 — m) la fleche naturelle

Ld+1—2m . Q ® CHm(X)O N Q® CHd+l—m(X)0

est un isomorphisme.

Si on l'utilise pour identifie ces deux Q-espaces vectoriels, <,>,, induit
une forme bilinéaire sur R ® CH™(X)?. On s’attend & ce qu'il existe un
isomorphisme naturel de @ ® CH™(X)° sur H{(Q, M) identifiant <,>,, &
<,>um. Sl en est ainsi, Cpp(M) est équivalente a la conjecture de Beilinson.

On peut construire [Ja90], pour chaque nombre premier ¢, 'application
d’Abel-Jacobi /—adique

CH™X) — HY(Q,Hi" (X ® Q,Q¢(m))) = H'(Q, Me) -

28 Pourle démontrer, il faut comprendre ce qu’est Papplication composée RQ C' ,'l"’ (X ) —

H;)'H (X/m,R(n)) — R H®(Q, M)*. Celle—ci se factorise par 'application naturelle de
RC (X) dans R@HO(Q, M). L’application R®H0(Q, M) — R®H0(Q, M)* qui
en résulte n’est autre que celle que I’on déduit par extension des scalaires de 'isomorphisme
H 0( QM ) — H° (Q, M )* qui résulte de l'identification de M a son dual (Lefschetz
“vache” plus dualité de Poincaré).
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On s’attend encore a ce que l'image soit contenue dans le H} et que cette
application s’identifie a 'application naturelle de H}(Q, M) dans H}(Q, My).

§10. — Motifs d’Artin tordus

10.1. — Pour les valeurs aux entiers positifs de la fonction zéta de Riemann,
Bloch et Kato démontrent (a peu de choses prés) leur conjecture ([BK90],
§ 6). Leur méthode donne un peu plus : soit d un entier > 1 et x un caracteére
de Dirichlet, i.e. un homomorphisme de Gal(Q(rq)/Q) = (Z/dZ)* dans E*.
I1 définit un motif d’Artin E(x) sur Q a coefficients dans E (que l’on peut
voir comme la réalisation du 1-motif [E — 0], ou Gq agit sur E via x). On
s’intéresse au comportement en s = m de L(y,s), i.e. au comportement en
s =0 de L(M,s) avec M = E(x)(m). Disons que x est pair (resp. impair) si
x(=1) =1 (resp. —1).

a) Sim =0 ou 1, on est dans le cadre des 1-motifs et les conjectures
sont vraies.

b) Si m < 0 et si les parités de m et de x sont opposées, C.(M) et
Cpp(M) disent que L(x, m) est un nombre rationnel non nul, ce qui est bien
connu; on est dans un cas critique et, si £ est un nombre premier, on peut
déduire de la “conjecture principale” (pour ¢) de la théorie d’Iwasawa que,
si b est comme dans Cpp(M), on a bien |1 ® bl gp = 1; grace & Mazur et
Wiles [MW84], c’est un théoreme si £2 ne divise pas d*°.

c) Sim > 2 et si met x ont la méme parité, on est encore dans
un cas critique (dual du précédent si l'on remplace x par x~!); ’équation
fonctionnelle montre que C,.(M) et Cp (M) sont vraies. Un calcul local assez
délicat permet en outre de déduire du cas précédent que si b est comme dans
Cpp(M), alors on a bien |1 ® bl pp = 1, au moins si £ ne divise pas d.

d) Sim < 0 et si m et x ont la méme parité, la fonction L(M,s) a
un pole simple en s = 1 et on doit donc avoir dimg H}(Q,.M*(l)) =1, ou
M*(1) = E(x™")(1 — m). Deligne a construit une extension non triviale de
1q,r par M*(1) dans la catégorie Cq(E) ([De89], n® 3.18; en toute rigueur,
il faudrait vérifier l’existence d’isomorphisme de comparaison pour les p
divisant d). On s’attend bien siir & ce que cette extension soit une structure
motivique et & ce que sa classe engendre H }(Q, M*(1)). Sl en est ainsi, alors
Cpp(M) est vraie et, avec toujours les mémes notations, on peut vérifier que
|1 ® ble,ep = 1, au moins si £ ne divise pas ¢(d).

e) Enfin le cas m > 2 avec parités différentes se déduit de (d) comme

29 Autrement dit, Cp 1((M ) est vraie & multiplication prés par un nombre rationnel qui

est une unité en dehors des £ tels que 22 divise d.
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(c) de (b) : modulo le fait que ’extension construite par Deligne est “la bonne”,
on trouve que Cpg(M) est vraie et que |1®ble,gp = 1, au moins si £ ne divise
pas ¢(d).

10.2. — Remarque : Plagons nous dans le cas (e); on peut de nouveau
définir un groupe de cohomologie motivique Ko,,_1(x)(™) qui est un E—espace
vectoriel de dimension 1 et des régulateurs ([So79]) permettant, comme aux
n° 9.3 et 9.4 de réexprimer les conjectures sans faire référence a des extensions
de motifs. Il semble que Beilinson ait montré [Be90] que ces constructions sont
compatibles avec celles de Deligne.

10.3. — Supposons le corps F totalement réel et considérons la fonction
((F, s) au voisinage de s = m. Bien siir, c’est le cas particulier de la situation
considérée au § 9 ou I'on prend X = Spec F' et ¢ = 0. On voit que les entiers
m négatifs impairs sont critiques. La conjecture Cpg(M) dit que pour un tel
m, ((F,m) est un nombre rationnel non nul et on peut montrer que Cpg (M)
équivaut a une conjecture de Lichtenbaum ([Li72]). Avec les mémes notations
que ci—dessus, Cpg (M) revient & prouver que, pour tout ¢, |1 ® ble,gp = 1.
On sait [BN78] que, pour ¢ fixé, cette condition résulte de la “conjecture
principale” correspondante. En particulier, si F//Q est abélienne, c’est vrai si
2 ne divise pas le conducteur de F°.

10.4. — Remarques : ¢) Considérons la catégorie des motifs mixtes de
Tate sur F, i.e. la sous—catégorie pleine de la catégorie des motifs mixtes sur
F a cocfficients dans @ dont les objets sont ceux dont tous les quotients
simples sont isomorphes & un tordu a la Tate de lobjet—unité. Bien sir,
la seule fonction L intéressante produite par cette catégorie est la fonction
((F,s). Cependant les travaux de Deligne sur P! — {0,1,00} ([De89], voir
aussi [Ih89], [BGSV90]) semblent fournir les moyens de réaliser cette catégorie
comme sous—catégorie pleine de Cp(Q); il serait intéressant de vérifier qu’il
en est bien ainsi et que la catégoric obtenue est bien f-admissible. On peut se
poser la méme question avec la catégorie un peu plus grosse formée des motifs
qui sont extensions successives de motifs d’Artin tordus.

it) Nous n’avons fait qu'évoquer la cohomologie motivique
([BMS87], [Li87], [BGSV90],...) qui figure pourtant en bonne place parmi

les ingrédients qui sont amenés & jouer un réle important dans les développe-
ments liés a ces conjectures.

i77) Un brillant avenir semble aussi promis a 'utilisation des variétés
de Shimura pour la construction de motifs mixtes (permettant en

30 . 2 9.2 . ” . . .
Cela peut aussi se déduire (mais c’est la méme démonstration) du n® 10.1 en décompo-

sant la fonction C(F, 8) en produit de fonctions L de Dirichlet).
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particulier, dans certains cas, de vérifier que lorsque L(M,0) = 0, il existe une
extension non triviale du motif unité par M*(1)) : voir le rapport [Ra90] et les
travaux récents de Harder ([Ha89],?) et de Franke (travail en préparation?).

iv) En dehors des résultats sur les conjectures de Birch et Swinnerton—
Dyer et de ceux sur les fonctions L de Dirichlet, il commence a y avoir quelques
résultats partiels pour d’autres motifs. Disons seulement :

a) Que Bloch et Kato ([BK90], § 7) obtiennent des résultats sur
L(H'(X),2), lorsque X est une courbe elliptique & multiplication complexe
définie sur E'; en gros, ils montrent que Cpp(M) est vraie dans ce cas et,
utilisant les résultats de Kolyvagin et Rubin sur la “conjecture principale”
dans le cas elliptique, que |1 @ ble,gp = 1 si £ est “régulier pour E” [So87)].

b) Que Nekovar [Ne92] obtient des résultats “a la maniére de Kolyvagin” qui
confortent la conjecture de Bloch et Kato pour L(M(f), m) ou M est le motif
de rang 2 associé a une forme modulaire nouvelle, a coefficients rationnels, de
poids 2m pour T'o(N).

v) Tous ces résultats ont en commun 'utilisation des idées de Kolyva-
gin (en particulier I'utilisation des systémes d’Euler, cf. [Pe89], [K090]) et la
théorie d’Iwasawa y joue un grand role. A chaque fois on a besoin d’utiliser
la “conjecture principale” de cette théorie pour le motif correspondant et il
faut commencer par comprendre ce qu’elle doit étre. Dans le cas “ordinaire”,
cela a été fait par Greenberg [Gre89] et Schneider [Sc89).

Dans le cas général, Kato a commencé a le faire [Ka91]. Tres en gros, il
s’agit de voir comment se comporte un motif M sur F dans une extension
finie abélienne L de F', ce qui consiste essentiellement a refaire ce que l'on a
fait ici pour des motifs & coefficients dans la Q-algebre étale E[Gal(L/F)).
Parallélement, il faut développer la théorie p-adique, i.e. construire et étudier
les fonctions L p-adiques, comprendre les analogues p-adiques des conjectures

de Bloch et Kato (cf. entre autres [Co89], [Co91], [CP89], [Gre91], [Ne92b]
[Pagl], [Pe92],...).

C — Compléments
§11. — Groupes de Safarevic et nombres de Tamagawa

Tout comme la conjecture de Birch et Swinnerton—Dyer, la conjecture de
Bloch et Kato, sous sa forme originale fait intervenir des groupes de Safarevic
et des nombres de Tamagawa. Faute d’avoir fait les vérifications nécessaires,
nous allons, comme Bloch et Kato, nous limiter au cas ou E = Q.

11.1. — Considérons tout d’abord un Z,~module de type fini 7' muni d’une
action linéaire et continue de G, non ramifiée en dehors d’un nombre fini
de places, tel que la représentation V = Q, ®z, T soit pseudo-géométrique.
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Notons H}(F,T) I'image inverse de H}(F,V) dans H'(F,T). Cest un 7~
module de type fini et on peut parler de son déterminant det; H}(F,T) qui
est un Z,-réseau de dety H}(F,V); de méme dety H(F,T) est un réseau de
det, HO(F,V) et Ly(T) = det, H(F,T) ® det; H}(F,T) est un réseau de
Li(V);siTt = @pes.(r)H(Gp, T), dety T est un réseau de det, V+; enfin
si T*(1) est le “dual tordu & la Tate” de T, Ly(T*(1)) est un réseau de
L;(V*(1)). Par conséquent A%(T) = Ly(T) ® Ly(T*(1)) ® det; T* est un
réseau de A’(V) = Ly(V)®@L(V*(1))®dety V*. Choisissons une base w de

':(T) et une base w de det, ty. Le probléeme est de calculer |l ®wle,ep € I
(qui dépend, a priori, des choix de T et w mais pas de w}).

11.2. — Pour toute place p de F’, notons encore H}(Fp, T) I'image inverse de
H}(Fy,V) dans H'(Fy,T). Si p est une place finie, 'application naturelle

(Qe/Ze) ®2, H(Fy, T) — H'(Fy, V/T)

est injective et nous notons H } #(Fp, V/T) son conoyau. Si p est infinie, on pose
H}f(Fp, V/T) = HY(Fy,V/T). On choisit un ensemble fini S de places de F
contenant toutes les places & 'infini, toutes les places divisant £ et toutes les
places ot V est ramifiée. Bloch et Kato définissent alors le groupe de Safarevic
uw(7T) comme le premier groupe de cohomologie du complexe

(Qe/Ze) @2, HY(F,T) — H'(Us, V/T) — [] Hj;(Fp, V/T) .
pES

11 est facile de voir que ce groupe est fini et indépendant de S>'.

11.3. — Pour tout Q,—espace vectoriel W de dimension finie, si w est une
base de det, W, notons p,, 'unique mesure de Haar sur W telle que, si A
est un réseau de W vérifiant dety Ag = Z, - w, alors p,(Ag) = 1. Si A est
un Z,~module de type fini muni d’une identification de Q, @z, A a W et si
dety A = Z4.aw, avec a € Qg, on a p,(A) = |ale.

Soit p une place finie de F'; convenons que ty,, = 0 si p ne divise pas £. On
dispose (cf. n°® 4.4) d’une suite exacte

0 — H(Fp,V) — D,(V) — D, (V) ®tvp — H}(FP’V) —0

permettant d’identifier dety H}(Fp,V) ® det; H*(Fy,V) & detety,p. Si wp
est une base de detgty,,, et si wy et wg sont des bases de det, H}(F,,,V)

1 Lorsque T' = Tg(A), module de Tate d’une variété abélienne A, on vérifie que, si

III(A)(E) est fini, alors m(A)(Z) = I.II(T)
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et det; H°(Fp,V) respectivement telles que wp = w; ® wg, le nombre
Hoos (H}(Fp, T))/ thsy (H°(Fp, T)) (€ £%) ne dépend que de wp et nous le no-
tons Tamg’wp (T). Si p ne divise pas ¢, det,ty,, = Q, et on pose Tam)(T) =
Tamj ;(T). On montre que Tamj(T) = 1 pour presque tout p fini ne divisant

pas £. Le produit
H Tamy(T) x H Tamg,wp (T)
pte ple

a donc un sens et ne dépend que de la base w = + ®ple wp de detpty. On le
note Tam? (T).

11.4. — On démontre

PROPOSITION. — Awec les hypothéses et notations ci-dessus, on a #w(T) =

#m(T*(1)) et
(Iw} Quwle,gp)! = Tamg(T) X #u(T*(1)) .

11.5. — Soit maintenant p une place finie de F telle que Pp(V,1) # 0. On voit
qu’alors H°(F,,V) = 0 et que
— si p ne divise pas ¢, H{(F,,V) = 0 donc H{(Fp,T) = HY(Fy,T)tor;

— si p divise ¢, 'exponentielle de Bloch—Kato, qui est I’application
naturelle définie au n° 4.4,

tvp — H(Fp,V)

est un isomorphisme; en particulier, le choix d’une base wp de detytyp mu-
nit H}(Fp,V) par transport de structure d’une mesure de Haar KB pu,-
Si p ne divise pas £ et si Tamy(T) = #H'(Fp,T)ior, on vérifie que
Tam((T) = |f/p(V, 0)|g.Tamp(T).0De méme, si p divise £ et si Tam,,, (T)
= EBK,pw, (Hf(FP’ T)), on a Tamp,w,, (T) = |L,,(V, 0)|€-Tamp,wp(T)~

11.6. — Supposons F = Q et venons—en i la conjecture originale de Bloch
et Kato. Celle—ci est énoncée & la maniére des théorémes sur les nombres
de Tamagawa des groupes semi-simples [CI88] et nous allons avoir besoin
d’introduire quelques notations supplémentaires.

Les couples (M, ©) formés d’une structure motivique M sur Q & coefficients
dans Q et d’un Z-module de type fini © avec une action linéaire et continue
de Gg sur © = 7 ® O, munis d'un isomorphisme de @ ® © sur M B oo
avec les conditions de compatibilité que 1’on pense, forment, de maniére
naturelle une catégorie abélienne. Notons H(Q,0) = H 1(Q,(M,0)) le
groupe des classes d’extension de (1q,@,Z) par (M, ©) dans cette catégorie
et H}(Q, 0©) C HY(Q, ©) I'image inverse de H{(Q, M).
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Considérons une structure motivique M telle que (a) W_sM = M et (b)
Pf(M ,1) (= (P,(Mqy, 1), pour un £ quelconque) # 0 pour tout nombre premier
2

p°2. Choisissons © comme ci-dessus, sans torsion. Posons Ao(Q) = H{(Q,9),
Ao(Qp) = H}(QP,@)) pour p premier, Ag(C) = C ® ty/Im(0) et Ao(R) =
(Ao (©))CEIDP, 34

Si © = IOy, et si p est premier, Ao(Q,) = IeH}(Qp,O¢) et (b) implique
que, si £ # p, H }(Qp, ©,) est un groupe fini, trivial pour presque tout £. Alors,
Ao (Q,) est compact si p est fini, localement compact pour p = oo, tandis que
le quotient

(TI 40(@)/40(®
P€S(Q)
est compact.

Choisissons une base w sur @ de detqty. Pour chaque p € S(Q), w peut
étre considérée comme une base de detq, tum,. Si p = 0o, elle définit une
mesure de Haar ppk cow sur Ae(R). Si p est fini, la mesure ppk,pw sur
H}(QP,MP) = Q ®z Ao(Q,) peut étre considérée comme une mesure sur
Ao(Q,). Moyennant une hypothése un peu technique sur les isomorphismes
de comparaison p-adiques (qui dans la pratique est toujours satisfaite), Bloch
et Kato montrent que, pour presque tout p,

1BK pw(Ae(Qp)) = Pp(M,1)

et le produit infini J . s;(@) 1B Kpw(Ao(Qp)) converge. Ceci permet de
définir la mesure produit ppx = [] Bk pw sur le groupe localement compact
11 PES(Q) Ao (Q)p) qui, grace a la formule du produit, est indépendante de w et
que Bloch et Kato appelle la mesure de Tamagawa. Ils posent

Tam(©) = /131\-(( H Ae(Q;»))/AO(Q))

p€S(Q)

32 Conjecturalement (1)) résulte de ((l) puisque l'on s’attend a ce que, dans C[t],
Pp(]\/f,t) = II(1 — «;t) avec |a;| < pw/2 si WM = M, résultat qui, grice a
Deligne (conjectures de Weil), est vrai pour presque tout p.

33 Bloch et Kato utilisent le point de vue “Beilinson”, i.e. ils voient le H}(Q, M) comme
un groupe défini via la cohomologie motivique, muni de régulateurs.

34 Ces notations suggérent que 1'on devrait savoir définir un faisceau de groupes abéliens
Ag pour une certain topologie. Lorsque M = Réal[0 — A] olt A est une variété abélienne
sur @, si on prend © = H;(A(C),Z), on peut montrer que Ao(K) = A(K), pour
K=Qg, CouR
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(c’est aussi pBK c0w(A6(R)/A0(R))- [[ 100 HBK pw(A0(]yp))); ils conjectu-
rent que le groupe fini m(©,) est nul pour presque tout ¢, et que, si ’on pose
m(e) = Hl premier III(@[), alors

Tam(©) = #H°(Q, M*(1)/6"(1))/#m(®) .

Pour p € S(Q), posons ,u%K,p,w = WUBKocow SI p = 00 et
= |Pp(M,1)|™" - Bk pw sinon (c’est donc la mesure considérée au n° 11.3).
Notons p%x la mesure produit sur [I4g(@,) et posons

Tam®(M) = MOBK(( H A@(Qp))/Ae(Q)) .
PES(Q)

La conjecture de Bloch et Kato équivaut a dire que
Cram(M) L(M,0) = Tam®(0) - #m(0)/#H°(Q, M*(1)/6*(1)) .

Il n’est pas difficile de déduire de la proposition 11.4 que cette conjecture
équivaut a Cpg(M).

11.7. — Remarque : Il semble que ’on puisse traduire la conjecture Cpg (M)
dans le style de Cram (M) pour une structure motivique quelconque M. Mais
il est alors indispensable de travailler avec la mesure p%, (en dehors du
domaine de convergence, la mesure ppg n’existe pas) et il faut remplacer le
“groupe” A par un complexe.

§12. — Représentations \-adiques et motifs semi-stables, équa-
tions fonctionnelles, fonctions L incomplétes®®

12.1.. — Rappelons ([Se70]) que, pour tout s € C, on pose I'g(s) =
7%/20(s/2). Soient K € {R,C} et V une structure de Hodge mixte sur K
a coefficients réels. On définit une filtration décroissante sur V' par des sous
R-espaces vectoriels en posant, pour tout r € Z,

¥V = le plus grand sous—espace vectoriel de V tel que (v"V)¢ C Fil"Vg.
Lorsque K = R, on remarque que y"V est stable par Gal(C/R) qui agit donc
sur gr]V'; on pose alors nf = dimg (g7 V)% et n; = dimg(griV)~.SiK = C,
on pose n}f = n; = dimg gr.V. Dans tous les cas, on pose®®
L(V,s) = [[Tw(s + & — )™ -Tr(s + 1=, =) ,

reld

35 o, [FP92]. Pour simplifier, on se place dans le cas £ = @, mais la généralisation ne

présente pas de difficulté.

36 On vérifie facilement que dans le cas d’une structure de Hodge pure, on retrouve la

définition usuelle ([Se70]).
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ot &, € {0,1} est défini par &, = r (mod 2).

On peut également (cf. [FP92]) par des recettes du méme genre définir le
“facteur €” &(V, 9o, po)-

On remarque que (y°V)* s’identifie & Keray et que L(V,s) a un pole en
s = 0 d’ordre dimg Ker ay .

12.2. — Remarque : On ne change pas les “bonnes propriétés” des facteurs
locaux archimédiens si ’on remplace I'g(s) par a.I'r(s). Les travaux récents
de Deninger ([Den90], [Den91]) suggerent de prendre a = 1/v/2.

12.3. — Soient maitenant p une place finie de F et Byt p la Beris,p—algebre
By, relative 3 'extension Fp/F, (cf. par exemple [1190], n° 1.2.3). Pour tout
nombre premier £, on dit qu’une représentation {-adique V' de G est semi—
stable

a) lorsque ¢ ne divise pas p, si I'action de 'inertie Ip est unipotente;

b) lorsque £ divise p si dim(g,),(Bst ®q, V)€ = dimgq, V.
On dit que V est potentiellement semi-stable ou pst s’il existe une
extension finie Fy, de F} telle que V soit semi-stable en tant que représentation

de Gal(F,/Fy). Lorsque ¢ ne divise pas p, c’est toujours le cas (c’est le
théoreme de monodromie (-adique de Grothendieck, [ST68], Appendix).
Lorsque ¢ divise p ce n’est plus vrai®’.

A toute représentation ¢—adique pst V de G, on sait associer une représen-
tation linéaire de Wy, groupe de Weil-Deligne de Fy, a coefficients dans Q,
si £ ne divise pas p (cf. [De73], [Ta79], § 4)°%, dans (Fp)o si ¢ divise p (cf.
[Bures]). Ce qui fait que l'on peut associer a V non seulement un facteur
Ly(V,s) = (Pp(V,N(p)~*)~! défini comme au n° 3.3 mais aussi un conduc-
teur ap(V') et un “facteur €” ep(V, 4, dz, s) ([Ta79], § 4).

12.4. — Disons qu’une représentation (-adique de Gr est géométrique si
elle est pst en toutes les places finies et non ramifiées en dehors d’un nombre
fini d’entre elles.

“CoNJECTURE” (cf. [FM92]). — Soit ¢ un nombre premier. Le foncteur
M +—— M, induit une Q@ -€équivalence entre la catégorie Qe¢—linéaire déduite
de la catégorie SM (Q) par Uextension des scalaires @ — Qg et la sous-
catégorie pleine de la catégorie des représentations {—adiques de Gp qui sont
géométriques.

37 . . . . oye . , .
Toute représentation potentiellement semi-stable est de de Rham; j’ignore si la récipro-

que, qui constituerait une sorte de théoréme de monodromie p-adique, est vraie.

38 . . . . . . .

La construction de cette représentation dépend de certains choix, mais pas sa classe

d’isomorphisme.
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En particulier, si M est un objet de SM (Q), alors pour tout nombre
premier ¢, sa réalisation f-adique est géométrique®. S’il en est ainsi et si
p est une place de F au-dessus du nombre premier p, on dispose d’une
famille, indexée par les nombres premiers £, de représentations de W, dont
on conjecture qu’elles sont définies sur Q et compatibles ([De73], n° 8.7). Ceci
permet de définir a, (M) et ep(M, ¢, dx) comme étant ap(Mp) et ep(Mp, 1), dzx)
pour n’importe quel choix de ¢, y compris £ = p. Si p € Se(F), on note
ep(M, %o, po, s) la constante e(Mp, 1o, o) ot My est la structure de Hodge
mixte sur F' associée a M. Si 9 désigne un caractere additif non trivial de
Af/F et dz = ®dzp la mesure de Tamagawa sur Af, on peut alors définir le
facteur (M, s) par la formule usuelle

E(M, 3) = HpEp(M, '(/)p,dl'p, 3) .

Dans ce cadre général, si A(M,s) = Ly,(M,s) est la fonction L
p

pES(F)
“complete” de M, ’équation fonctionnelle s’écrit

“CoNJECTURE” Cgp(M). — La fonction A(M,s) admet un prolongement
méromorphe dans C et vérifie A(M,s) = e(M,s) - A(M*(1),—s).
12.5. — Il semble que 'on puisse vérifier que, si

0—M —M-—M'—0

est une suite exacte courte de SM(Q) et si deux des trois conjectures
Cer(M"), Cgr(M), Cpr(M") sont satisfaites, il en est de méme de la
troisieme.

Si Cgr(M) est satisfaite, on peut vérifier que C,.(M) et C.(M*(1)) sont
équivalentes, de méme que Cpp(M) et Cpp(M*(1)). Pour Cpk, c’est un
peu plus subtil : B. Perrin-Riou a énoncé [FP92] une formule conjecturale
Cepp(V), de nature élémentaire mais un peu longue & expliquer, pour le
calcul de la “caractéristique d’Euler—Poincaré” d’une représentation p—-adique
pst V de Gy (ou p divise p). On montre que, si le motif det(M) est un tordu a
la Tate d’un motif d’Artin, si Cgp,p(M,) est vraie pour tout p et si Cpr(M)
est vraie, alors Cpy (M) et Cpx(M*(1)) sont équivalentes*”.

39 Les “bons” motifs seraient alors les motifs sSemi—stables, i.e. les M tels que, pour tout

¢ et tout P, My munie de I'action de G'p, est semi-stable. On devrait avoir un théoréme
de réduction semi—stable disant que toute structure motivique sur F’ devient semi-
stable aprés une extension finie des scalaires. Pour les 1-motifs, cela se déduit facilement

du théoréme de réduction semi-stable pour les variétés abéliennes.

40 11 est amusant de remarquer que, dans la démonstration de Bloch et Kato de leur
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12.6. — Soit S un ensemble fini de places de F' contenant les places a l'infini.
On peut alors énoncer des conjectures C, s(M), Cpp,s(M), Cpk,s(M) sur
le comportement en s = 0 de la fonction Lg(M, s) via un formalisme tout a
fait analogue & ce qu’on a développé pour L(M,s) et nous ne le ferons pas,
faute de place. Disons seulement que les groupes H }(F, M) et H}(F , M*(1))

doivent étre remplacés par H} (F, M) et H} o(F,M*(1)) ou
H}s(F,M)={z € H'(F,M) | z¢, € H{(Fy, M¢) V¢ premier et p ¢ S} ,

que lordre du zéro éventuel en s = 0 de Lg(M,s) est égal a
dimg H} o(F, M*(1)) — dimg H°(F, M) et que l'application naturelle de
H} 5(F, M) dans H'(F, My) doit induire un isomorphisme de Qe ®H; 5(F, M)

sur

ou H}(Fy, My) désigne le sous-groupe de H' (Fy, Mp) classifiant les extensions
de Q, par M, qui sont pst.

Il est intéressant d’observer que la seule facon raisonnable d’arriver a
rendre toutes ces conjectures compatibles entre elles conduit aux conjectures
suivantes :

H}(vaME) si p ¢ S
Hj o(F,M;) = {5'3 € H'(F,M) | zp €
Hy(Fy,My) sipeS

“CONJECTURE”. — La catégorie SM (Q) est de dimension cohomologi-
que 1.
CONJECTURE. — Pour tout nombre premier £, la catégorie des représen-

tations {—adiques géométriques de F' est de dimension cohomologique 1. En
outre, pour toute représentation géométrique V et toute place finie p de F,
la représentation du groupe W, associée @ V est F-semi-simle (au sens de

[De73), déf. 8.6).

Modulo ces conjectures, il semble que ’on puisse vérifier que les conjectures
Cpx(M) et Cpk,s(M) sont équivalentes. En outre, il est facile de voir que,
si

0—M —M-—M'—0

est une suite exacte courte de SM (Q) qui “a bonne réduction en dehors
de S” (auquel cas Lg(M,s) = Ls(M',s).Ls(M",s)) et si deux des trois

conjecture pour la fonction zéta de Riemann qu’ils ne regardent qu’aux entiers positifs,
ce qu’ils font revient a la prouver d’abord aux entiers négatifs, puis & prouver la conjecture

CEPp(Qp(7)) et a utiliser 'équation fonctionnelle.
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conjectures Cpk,s(M'), Cpk,s(M), Cpk,s(M") sont vraies, il en est de méme
de la troisiéme. Ces deux ”résultats” impliquent le bon comportement des
conjectures Cgg (M) par suite exacte courte.

12.7. — Un autre intérét des fonctions L incompletes est que, étant donné un
motif M “connu”, et avec la terminologie du n° 6.2, on ne sait pas toujours que
M admet une fonction L(M, s), mais que 1’on sait montrer en général que M
admet une fonction Lg(M, s) pourvu que S soit assez grand. La démonstration
de la “conjecture” Cgg devrait pouvoir se décomposer en deux parties :

a) Dexistence d’un bon formalisme;

b) la démonstration de Cpg s(M) pour un motif M “ayant bonne

réduction en dehors de S” (que l'on doit méme pouvoir supposer vérifier
H},S(F’ M) = H},S(F7 M*(l)) = 0).
Mais peut—€étre ne faut il pas trop réver!
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EXCISION EN K-THEORIE ALGEBRIQUE,
d’apres A. Suslin et M. Wodzicki

par Jean-Louis LODAY

Pour tout anneau A les groupes de K-théorie algébrique K, (A),n > 0,
sont des groupes abéliens définis de la maniére suivante. Pour n > 0,
Ko(A) est le groupe de Grothendieck des modules projectifs de type fini
sur A. Pour n > 1, K,(A) := m,(BGL(A)*) ot GL(A) est la réunion
des groupes linéaires GL,(A) (n X n matrices inversibles) et BGL(A) est
le classifiant du groupe discret GL(A). La construction plus de Quillen
donne ’espace BGL(A)* qui est un H-espace ayant méme homologie que

BGL(A). En basses dimensions on trouve
K1(A) = Hi(GL(A)) = GL(A)/[GL(A),GL(A)] = GL(A)/E(A),

ou E(A) est le sous-groupe de GL(A) engendré par les matrices élémen-
taires. Pour n = 2 on a Ky(A) = Ho(E(A)).

Il est important pour les calculs de pouvoir comparer K,(A4) et
K,(A/I) lorsque I est un idéal bilatére. On définit abstraitement des
groupes de K -théorie relatifs I{,(A,I) (voir (1.3)) qui s’insérent dans

une suite exacte

) -+ = Kny1(A/I) = Kn(A,T) — Kn(A)

— I(n(A/I) — e — I(O(A/I).

S.M. F.
Astérisque 206 (1992) 251



J-L. LODAY

La question naturelle qui se pose est alors la suivante : les groupes
K,(A,I) ne dépendent-ils que de I et pas de ’anneau ambiant A? En
fait pour tout pseudo-anneau (=anneau sans élément unité) I on peut
définir des groupes K,(I) de la fagon suivante.

Laloi (n,u)(m,v) = (nm,nv+mu+uv) fait de Zx I un anneau unitaire

(unité = (1,0)) contenant I comme idéal bilatére. On pose
Kn(I) := Ker(K,(ZxI) — K,(Z)).

Remarquons que I'on a K,(I) = K,(ZxI,I). L’homomorphisme naturel
d’anneaux ZxI — A induisant 'identité sur I permet de reformuler la
question précédente de la fagon suivante :

— ’homormophisme naturel K, (I) — K, (A,I) est-il un isomorphisme
pour tout n et tout anneau A7

Si la réponse est positive on dit que I est K-ezcisif.

H. Bass [B] a montré que la réponse est oui pour n = 0. Par contre ce
n’est plus vrai pour n > 0 (voir la discussion en section 6). Dans [S-W]
Suslin et Wodzicki donnent une condition nécessaire et suffisante simple

pour Vexcisivité de I en K-théorie algébrique rationnelle.

Définition [W3]. — On dit que la Q-algébre (non nécessairement

unitaire) I est H-unitaire si le complexe
B.(I) o entl Yopen 1@l LT -0

n—1

ol ®=Qqetd(a®  Qan) =Y iy (-1)(a®  ®aai+1Q - ®ay),
est acyclique (i.e. H,(B.(I)) =0,n > 0).

Remarquons que ’on a alors I? = I. Toute Q-algébre unitaire est H-
unitaire car s : I®""1 -5 %" 5(a1 Q- Qan-1)=(1Qa1 Q- ®an-1),
vérifie sb’ + b's = Id.

Supposons que pour tout ensemble fini {ag, - -,a,} d’éléments de I il

existe un élément u € I tel que ua; = a;u = a; pour tout ¢. Alors I, qui
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est dit localement unitaire, est H-unitaire. On trouvera d’autres exemples
dans [W2].
Pour tout groupe abélien M on note Mg le localisé M @z Q.

THEOREME 1. — Pour tout pseudo-anneau I les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(a) I est Kg-ezcisif,

(b) Iq est H-unitaire.

On en déduit aisément le résultat suivant

THEOREME 2. — Pour toute Q-algébre I (non nécessairement unitaire)
les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) I est K -excisif,

(b) I est H-unitaire.

A. Suslin m’a annoncé qu’il était actuellement en train d’écrire la
démonstration du résultat suivant pour A =Z,Z/nZ ou Q :

“I est K x-excisif si et seulement si Tor?™!(Z,A) = 0.”

Le but de cet exposé est d’indiquer les principales étapes de la
démonstration du théoreme 1 dans le cas ou I est une Q-algebre. Dans
la section 1 on traduit la K-excisivité en termes d’homologie du groupe
GL. Dans la section 2 on relie I'hypothése de H-unitarité a I’homologie
cyclique, puis a I’homologie de I’algebre de Lie gl. Le plan général de la
preuve est discuté dans la section 3. Les sections 4 et 5 sont consacrées a
la comparaison des homologies de GL et de gl.

Dans la derniére section (6) on aborde le probléme du calcul de
l’obstruction a ’excision, qui est évidemment plus général que de donner
des conditions pour la nullité de cette obstruction.

Dans toute la suite on entend par “algébre” une algébre associative

non nécessairement unitaire.

Avant de passer aux démonstrations, indiquons une généralisation et

une application données dans le méme article [S-W].
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THEOREME 3. — Supposons que pour tout m-uple d’éléments ay,...,an
du pseudo-anneau I il existe des éléments by,...,by,c,d € I tels que
a; = bicd, 1 <1 < m, ettels que les annulateurs gauches de cd et c
coincident. Alors I est K -excisif.

L’une des applications remarquables est la preuve du résultat suivant,

connu sous le nom de “conjecture de Karoubi”.

THEOREME 4. — Pour toute C*-algébre A il y a un isomorphisme

canonique
K, (ABK) = K!°P(ABK), n > 0.

Dans cette formule K désigne la C*-algebre des opérateurs compacts
d’un espace de Hilbert infini dénombrable, & est le produit tensoriel dans
la catégorie des C*-algebres, Kt°P désigne la K-théorie topologique, i.e.
To(BGL(—)) ou la topologie de GL est prise en compte pour former
I’espace classifiant.

Dans la méme veine voici une application due & M. Wodzicki :

THEOREME 5. — Pour toute C*-algébre A les groupes de K -théorie

algébrigue K,(A ® K) sont périodiques de période 2.

Je remercie Andrei Suslin et Mariusz Wodzicki pour leurs commen-

taires durant la rédaction de cet article.

1. Groupe général linéaire et K-théorie algébrique

Pour tout anneau A le groupe linéaire GL,(A) est le groupe des n X n-
matrices inversibles a coefficients dans A. En bordant la matrice par des
0 et un 1 on obtient une inclusion i, : GL,(A) < GL,4+1(A). La limite
inductive des i, est le groupe GL(A). Considéré comme un groupe discret
GL(A) admet un classifiant BGL(A) (espace d’Eilenberg-Mac Lane de

type K(GL(A),1)), dont ’homologie est notée H,(BGL(A)) ou encore
H,(GL(A)).
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Quillen a montré qu’on peut modifier BGL(A) en lui ajoutant des
cellules de maniere a faire du nouvel espace BGL(A)t un H-espace
sans en changer I’homologie (cf. [Q], ou [L1]). Par définition la K-théorie

algébrique de '’anneau A est
(1.1) Kn(A) := 1,(BGL(A)t), n>1.

La principale propriété de ces groupes dont nous aurons besoin est la sui-
vante. Le Q-espace vectoriel gradué H,(GL(A), Q) = @,,5o Hn(GL(A), Q)
est muni d’une comultiplication, grace a la diagonale, et d’une multiplica-
tion, grace & la somme directe des matrices (car cette opération est interne
sur GL(A)), qui en font une Q-algébre de Hopf graduée commutative et
co-commutative. En conséquence H,(GL(A), Q) est completement déter-
miné par sa partie primitive, qui est précisément la K-théorie de A. Plus

précisément on a un isomorphisme
(1.2) A@n31Kn(A)g) = H.(GL(A),Q),

ou A est le foncteur “algébre symétrique graduée”.

Soit I un idéal bilatére de A. La surjection A — A/I induit un ho-
momorphisme de groupes GL(A) — GL(A/I) dont on note GL(A/I)
I'image. L’application induite BGL(A)* — BGL(A/I)* admet une fi-
bre homotopique connexe notée F(A, I). Notons que m,(BGL(A/I)t) =
mn(BGL(A/I)*) pour n > 1et m(BGL(A/I)*) = Im(K,(A) — K1(A/I)).
Par définition les groupes de K -théorie relatifs de la paire (A, I) sont les

groupes
(1.3) Ko(A 1) = mo(F(A ), n>1.

La suite exacte (0) de I'introduction est donc tout simplement la longue
suite exacte d’homotopie d’une fibration.

Signalons ici que les groupes K, existent aussi pour n < 1. En fait
ils se définissent & partir du groupe de Grothendieck Ky pour lequel le

probléme d’excision est résolu.
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La premiére étape pour aborder la question de ’excisivité en K-théorie

algébrique rationnelle consiste a comparer I’homologie du groupe
GL(I) := Ker(GL(ZxI) —» GL(Z))
avec celle du groupe GL(I) := lim, GL,(I) ott
GLn(I) := GLn(I)X My (1)

_ {(‘g;’) € GLopi (Dl € GL(I),v € M (D)}

Ici M,1(I) désigne les n x 1-matrices & coefficients dans I. Notons que

pour tout sous-groupe G de GL,(I) (resp. GL(I)) on a un groupe G
défini par G := GxM,;(I). De maniére analogue le groupe GL,(I) (et

plus généralement C:’) est défini par
GLn(I) := My, (I)XGL,(I).

1.4. PropPoOSITION. — Considérons le diagramme commutatif de fibra-

tions homotopiques suivant

BGL(I) — BGL(A) — BGL(A/I)

Le l l

F(A,I) -~— BGL(A)* — BGL(A/D)*.

Si les inclusions GL(I) — ﬁ([) et GL(I) — GL(I) induisent des
isomorphismes en homologie, alors application ¢ induit une équivalence

d’homotopie :

ot = BGL(I)* — F(A,I).
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Preuve (Esquisse) (cf. Corollary 1.7 de [S-W]). Les deux applications
verticales de droite induisent des isomorphismes en homologie par la pro-
priété fondamentale de la construction plus. On a alors envie d’appliquer
le théoreme de comparaison des suites spectrales de Zeeman pour démon-
trer que ¢ induit un isomorphisme en homologie. Encore faut-il que les
hypotheses soient remplies, & savoir que le 7; de la base opére trivialement
sur I’homologie de la fibre. Pour la fibration du bas c’est immédiat car on
a 3 faire & des H-espaces. Pour la fibration du haut il suffit de montrer
que tout élément provenant de m(BGL,(A)) = GL,(A) opeére triviale-
ment (pour l’action par conjugaison) sur H,(GL(I)). Une manipulation
de matrices (cor. 1.6 of loc. cit.) permet de se ramener a montrer que
GL(Z) opere trivialement sur H,(GL(I)). La premiére hypothese (avec

GL) permet de montrer qu'’il en est bien ainsi pour les matrices élémen-

taires F;;41(1) et la seconde (avec GL) pour les Eiy 1 i(1). Comme GL(Z)
est engendré par ces matrices élémentaires et —1 (qui opére trivialement),
le tour est joué. []

On a donc ainsi une condition homologique sur GL qui implique la

K-excisivité de I. Remarquons qu’il suffit de montrer que cette condition

est remplie pour E;I, la condition pour GL sen déduisant par dualité.

2. Algebres de Lie des matrices et homologie cyclique

Si, dans le paragraphe précédent, on remplace le groupe GL(A) par
lalgebre de Lie gl(A) (ou A est maintenant une algebre associative
unitaire sur un corps k de caractéristique 0), on a aussi que ’homologie de
gl(A) a coefficients dans k est une algebre de Hopf graduée commutative
et cocommutative. Elle est donc complétement déterminée par sa partie
primitive que I’on peut appeler la “K-théorie additive” de A.

La grande différence avec la situation précédente est que 'on peut
“calculer” cette partie primitive, en le sens qu’on peut exhiber un

complexe sans matrices dont cette partie primitive est ’homologie :
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2.1. TaeorEME (Loday-Quillen [L-Q], Tsygan [T]). — Pour toute
algébre associative unitaire A sur un corps k de caractéristique 0 il y

a un isomorphisme d’algébres de Hopf graduées :
H,.(gl(A),k) =2 AHC._1(A),

ou HC,(A),n >0, est I’lhomologie cyclique de A.

Dans ce cadre 'homologie cyclique se définit de la maniere suivante.
Reprenons le complexe B.(A) de 'introduction utilisé pour définir la
notion de H-unitarité. Lorsque A est unitaire c’est une résolution de A par
des A-bimodules (mettre A®"*2 en degré n). Notons A°? 'anneau opposé
de A, A€ le produit tensoriel A®y A et (ag,...,an) le générateur (ap ®
-+ ®ay) de A®™*1, Par définition le compleze de Hochschild (C.(A),b)
est (A ®ac B,(A)),ida ® b'). Explicitement on a C,(A4) = A®"*+! car
a® (ao,.--,ant1) > (An41aa0,a1,...,a,), A®ac By(A) = A®"H] est

un isomorphisme. L’application b : C,(A) — Cr_1(A) est alors donnée

par
n—1 )

b(ag,...,an) = Z(—l)’(ao, ey BiQig 1y ., An)+
1=0

(—1)"+1(ana0,a1, ey Op1)-

L’homologie du complexe (C.(A),b) est notée HH,(A),n > 0, et est
appelée ’homologie de Hochschild de A.
Introduisons maintenant l’opérateur cycliquet : Cr(A) — Cp(A) défini

par

t(ao,...,an) = (=1)"(an,ag,...,an-1).
A. Connes [C] a remarqué que ’on a I'identité

b(1—t) = (1—t)b.
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En conséquence, si 'on pose Cj(A) := A®"+1/(1—t), on a un nouveau
complexe (C}(A),b) dont 'homologie, notée HC,(A), n > 0, est appelée
I’homologie cyclique de A (cette définition est la bonne lorsque k contient
Q, cas qui nous intéresse ici. Sinon voir [L-Q], [L2]). L'une des propriétés
principales de ’homologie cyclique est la longue suite exacte de périodicité

de Connes

(2.2) -+ — HH,(I) » HCy(I) » HCr—o(I) = HHyp1(I) — - -

qui est valable, avec les définitions données ici, pour toute algebre H-
unitaire I (cf. [C] pour le cas unitaire, rationnel et [L-Q] pour le cas
général).

Bien que nous n’en ayons pas besoin, signalons, pour fixer les idées,
le calcul suivant de ’homologie cyclique d’une Q-algebre (commutative,

unitaire) lisse :
HC,(A) = Q3/d0™ & Hp(A) ® HpR(4) @ -

Ici Q7% désigne le module des n-formes différentielles absolues et H} g est

la cohomologie de de Rham.

Le probléme de I’excision se pose aussi pour les théories HH et HC'. Il

est évidemment plus facile & résoudre que pour la K-théorie algébrique.

Tout épimorphisme d’algébres A — A/I donne naissance a un épimor-
phisme de complexes C(A) — C(A/I) (resp. C*(A) — C*(A/I)). Par
définition I’homologie de Hochschild (resp. cyclique) relative HH,(A,I)
(resp. HC (A, I)) est 'homologie du complexe noyau. On dit que I est
H H-excisif (resp. HC-excisif) si HH,(I) := HH,(ZxI) — HH,(A,I)
(resp. HC,(ZxI,I) — HC,(A,I)) est un isomorphisme pour tout n.

2.3. ProposiTioN [W1, thm 3]). — Pour toute Q-algébre I les énoncés
sutvants sont équivalents :

a) I est H-unitaire,
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b) I est excisif pour HH,
¢) I est excisif pour HC.

Commentaire sur la preuve. L’équivalence entre b) et c) est immédiate
a partir de la suite exacte de Connes. De b) vers a) il suffit de calculer un
cas particulier d’algebre contenant un idéal nilpotent. De a) vers b) Wod-
zicki remarque astucieusement que le complexe dont on veut démontrer
Pacyclicité est en fait le complexe total d'un “multi-complexe”. L’hy-
pothése de H-unitarité implique 'acyclicité du multi-complexe lorsqu’on
prend ’homologie dans une direction. Ceci suffit & impliquer ’acyclicité

du complexe total. []

Au vu de ce qu’'on a fait pour la K-théorie et du lien entre HC,(A)
et H.(gl(A)), il est assez naturel de traduire la propriété d’excision pour

HC en termes d’homologie de gl.

2.4. PrROPOSITION. — Pour toute Q-algébre H-unitaire I I’homomor-

phisme
H.(gl(I)) — H.(g!(]))
est un isomorphisme.

Preuve. Le méme type d’arguments que dans la preuve ci-dessus
permet de démontrer que 'algebre I} = {(83) | a,b € I} est H-
unitaire et que 'inclusion I «— I; induit un isomorphisme en homologie
de Hochschild (¢f. [W1]). Par la suite exacte de Connes c’est encore
un isomorphisme en homologie cyclique. Pour transférer ce résultat a
I’homologie de gl on utilise I’extension du théoréme de Loday-Quillen-
Tsygan (cf. 2.1) aux algébres H-unitaires faite par P. Hanlon [H]. On en

conclut un isomorphisme

H.(gl(I)) = H.(gl(L1).

Il est aisé de comparer les homologies de gl(I) et de gl(I) pour

conclure. ]
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2.5. Remarque. Signalons que la réciproque de la proposition 2.4 est

vraie (M. Wodzicki, communication personnelle).

3. Le théoréme principal

On va se contenter de traiter le cas suivant du théoréme de Suslin et
Wodzicki.

3.1. THEOREME. — Pour toute Q-algébre (non nécessairement unitaire)
I les énoncés suivants sont équivalents.

a) I est H-unitaire,

b) I est excisif pour HC (avec k = Q),

¢) I est excisif pour Kg.

Les implications (a) < (b) et (c) = (a) sont déja dans [W1] (cf. section
2 et 5.5). Le nouveau résultat qu'apporte [S-W] est 'implication a) = c),

que nous allons maintenant détailler.

Nous avons d’ores et déja traduit la propriété de K-excision (resp. HC-
excision) en termes d’homologie de GL (resp. gl), cf. 1.4 (resp. cf. 2.4).
Il nous faut donc disposer d’un moyen de comparer ces deux homologies.
L’idée est d’utiliser le “modele de Volodin” pour décrire I’homologie de
GL. Ce modéle utilise un recouvrement de GL(I) par des sous-groupes
TS(I) de matrices triangulaires. Plus précisément on va construire un
espace T(I) (resp. T(I)) & partir des classifiants BT (I) (résp. BT?(I)),
puis une application continue T'(I) — T'(I).

De maniére analogue on va associer, dans le cadre des algebres de Lie,
a gl(I) (resp. gi(I)) un complexe de chaines t(I) (resp. {(I)) construit
a partir des algébres de Lie t(I) correspondant aux Ty (I). Puis on
construit un morphisme de complexes (1) — #(I).

Le point-clé, utilisé pour la premiére fois dans un contexte analogue
par T. Goodwillie [G], est que, TZ(I) étant un groupe nilpotent, on sait
comparer son homologie rationnelle & celle de ’algebre de Lie tJ(I). Ceci
permet de comparer H,(T(I)) & H,(t(I)) et H,(T(I)) & H,(i(I)).
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En résumé le plan de la démonstration de I'implication a) = ¢) du

théoréme 3.1 est :

I est H — unitaire

£(0)
I est HC—excisif & H.(gl(I) = H.(qi(I)) & H.(t(I)) = H.((I))
T@®)

I est Kqexcisif € H.(GL(I)) = H.(GL(I)) & H.(T(I)) = H.(L(I)).

Les étapes (0) et (1) ont été traitées en section 2. L’étape (1) a été traitée

en section 1. Voici quelques détails sur les étapes (2), (2') et (3).

4. Constructions de Volodin

Soit I un pseudo-anneau. Pour tout ordre partiel o de I’ensemble

{1,2,...,n} on note TZ(I) le sous-groupe de matrices o-triangulaires

de GL,(I) :
T (I) = {(a,-j) EGLn(I)laij =0 si Z;] eta; =1; 1<i#j<n}

En particulier si o est 'ordre usuel 1 < 2 < --- < n, alors T7(I) est

simplement le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures au sens
habituel.

L’espace classifiant BT? (I) est un sous-espace de BGL,(I) et 'espace
T(I) := Uy ,oBTZ(I) est un sous-espace de BGL(I) (note : ce n’est pas
une réunion disjointe).

Le lien entre ’homologie de T'(I) et ’homologie de BGL(I) s’obtient

sous la forme d’une suite spectrale de la maniére suivante.
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Pour tout groupe discret G ’espace classifiant BG admet un revétement
universel EG qui est contractile. Si {G;}jes est une famille de sous-
groupes de G, il existe un sous-espace connexe V(G,{G;}) de EG au-
dessus de | ; BG)| sur lequel G opére et pour lequel on a une suite spec-

trale

(4.1) Ezzaq = Hy(BG; Hy(V(G;{G,}))) = Hp+q(U BGj).

J

Cet espace, appelé espace de Volodin, possede en outre la propriété

suivante. Pour toute autre donnée (G', {G’;}jcs) et tout homomorphisme
¢ : G — G' tels que p(G;) C G et ¢ : G/Gyy N--- NG, —
G'/G; n---N G;-p est un isomorphisme pour tout p-uple d’indices,

(4.2) 'application induite V(G, {G,}) — V(G’,{G}) est une équivalence

d’homotopie.
Dans la pratique on fait ces constructions dans le cadre simplicial.

4.3. PROPOSITION. — Pour tout pseudo-anneau I tel que I = I? les

conditions suivantes sont équivalentes :

(a) H.(GL(I)) = H.(GL(I)),
(b) Ho(T(I)) = H(Z(D)).
Esquisse de démonstration. La propriété (4.2) implique que les deux
espaces de Volodin V(I) et ‘7(I ) sont homotopiquement équivalents.
Puis on montre que GL(I?) (resp. EE(I %)) opere trivialement sur

H,(V(I)) (resp. H,(V(I)). La proposition est alors une conséquence de
la comparaison des suites spectrales (4.1) pour T(I) = ,, , BT 7(I) et

I(I) = U, BTZ(D). [

Pour I’étape (2) on répete le raisonnement ci-dessus, mais dans le cadre

des algebres de Lie. La différence technique est que les espaces classifiants
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sont remplacés par des complexes de chaines. Explicitement 'objet de

base est le complexe de Chevalley-Eilenberg

C*(97M) ""—)M@Ang—'d—)M®An_19——)..._)M,

ou g est une algebre de Lie sur un anneau commutatif k, A" g sa n-iéme

puissance extérieure, M un g-module, et d est donné par

d(g()’gla""gn) = Z (—1)j(90""7gi—la[gi7gj]7.qi+la""gj""gn)v
0<i<j<n

pour go € M,g1,...,g9n € 8.

Par définition I’homologie de g & coefficients dans M, notée H, (g, M),
est ’homologie de C,(g, M).

Pour toute famille {g;};cs de sous-algébres de Lie de g, ’espace de
Volodin est remplace par un certain compleze de Volodin v.(g,{g8;}) C

C.(8,U(g)) (U(g) est lalgebre enveloppante de g).

L’analogue de 1’espace T'(I) est le complexe t,(I) construit de la
maniére suivante. Soit tJ(I) lalgebre de Lie des matrices o-triangulaires
de gl,(I). Le complexe C,(t(I)) est un sous-complexe de C,(gl,(I)).
Par définition t,(I) est le sous-complexe de C,(gl(I)) suivant

t.(I) =Y C.(t5(D)).

Les propriétés du complexe de Volodin, en tout point analogue a celle

de ’espace de Volodin, permettent de <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>