Asterisque

AST

Sur la cohomologie équivariante des variétés
différentiables - Pages préliminaires

Astérisque, tome 215 (1993),p. 1-3
<http://www.numdam.org/item?id=AST_1993_ 215__ 1_0>

© Société mathématique de France, 1993, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique 1’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AST_1993__215__1_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

215 ASTERISQUE
1993

SUR LA COHOMOLOGIE
EQUIVARIANTE
DES VARIETES DIFFERENTIABLES

Michel DUFLO, Shrawan KUMAR, Michele VERGNE

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE

Publié avec le concours du CENTRE NATIONAL DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE



A.M.S. Subjects Classification : 19L47 « 22E45 « 57R91



Table des matiéres.

Introduction.......... ... it e 3
I. M. Duflo et M. Vergne. Cohomologie équivariante et
descente

Introduction ........ ... i 5
1 Cohomologie équivariante ................ ... ... 10

1.1 Cohomologie équivariante: définition

1.2 Cohomologie équivariante d’un espace homogene
1.3 G-algebres différentielles

1.4 Connections

1.5 Classes caractéristiques

1.6 Algebre de Weil et cohomologie équivariante

1.7 Action libre

1.8 Actions principales et espaces homogenes

2 Méthodede descente ...............c i 35
2.1 Groupes presque algébriques
2.2 Bottes de fonctions invariantes
2.3 Fonctions généralisées et descente
2.4 Actions régulieres

3 Bottes de classes de cohomologie .................. ... ... .. ... 48
3.1 Germes de formes différentielles équivariantes
3.2 Bottes et bouquets de formes différentielles équivariantes
3.3 Images réciproques de bottes
3.4 Espaces homogenes
3.5 Théorie de Chern-Weil

4 Groupe métalinéaire et orientations .................. ... ... 63
4.1 Transformations infinitésimalement elliptiques
4.2 Groupe Pin(V)
4.3 Groupe ML(V)
4.4 Fibrés G-équivariants et points fixes
4.5 Fibrés métalinéaires orientés



5 Bottes de cohomologie équivariante tordue ...................... 79
5.1 Cohomologie équivariante tordue
5.2 Bottes et bouquets de formes équivariantes tordues
5.3 Bottes tordues pour le point
5.4 Bottes tordues des espaces homogenes

6 Images directes ............... . ... i 95
6.1 Fibrés euclidiens

6.2 Intégration
6.3 Fibrés de Clifford

Bibliographie ............. . 107

II. S. Kumar and M. Vergne. Equivariant cohomology
with generalized coefficients

Introduction ........ .. 109
1 Notation ... 114
2 G-equivariant cohomology with generalized coefficients ....... 115
3 Koszul complexes ....... ... 126
4 Induction of equivariant differential complexes ................ 135
5 Equivariant cohomology of homogeneous spaces ............... 143
6 Kiuinneth formula and applications ................... ... ... 155
7 Equivariant cohomology and subgroups ........................ 159
8 Reduction to the maximal torus ................................ 162
9 The caseofa freeaction .............. ... ... i L. 165
10 A spectral sequence for T-equivariant cohomology ........... 184
11 Localization formula .......... ... .. ... .. ... 191
12 Appendix — A splitting for dg ........... ... ... 195
References ....... ...t 203
SUMMATY . . 205



Introduction

Soit G un groupe de Lie réel opérant dans une variété M. Le complexe de de
Rham équivariant et sa cohomologie H¢(M) ont été introduits par H. Cartan. Si
Paction de G sur M est libre, H:(M) est la cohomologie H*(G\ M) de I'espace
des orbites et si M est le point o, Hf;(e) est 1’algebre des fonctions polynomiales
invariantes sur ’algébre de Lie g de G. A chaque fibré G-équivariant sur M muni
d’une connection G-invariante sont associées des classes de Chern équivariantes.
Il s’est avéré indispensable de considérer des objets cohomologiques plus géné-
raux tels que l'algébre H¥ (M) de cohomologie équivariante a coefficients C'*
qui est une algebre sur HP (o) = C=(g)%, et 'espace Hz*(M) de cohomolo-
gie équivariante & coefficients C~> qui est un module pour HZ(M), et pour
laquelle Hz>(e) est ’espace des fonctions généralisées invariantes C~*°(g)S.

Le premier des deux articles réunis ici, Cohomologie équivariante et descente,
par Michel Duflo et Michéle Vergne, étudie une généralisation, notée Kg(M),
de la cohomologie HE(M). C’est une algebre sur Kg(e) = C*(G)C. On peut
la considérer comme un analogue global de HZ(M) et comme une version a
la de Rham de la K-théorie équivariante de M. La construction de Kg(M) est
basée sur la considération des points fixes dans M des éléments de G contenus
dans un sous-groupe compact. Tout au moins lorsque G lui-méme est compact,
et sous certaines conditions d’orientation, “I’'intégrale” sur M d’un élément de
Ka(M) est une fonction G-invariante sur G.

Le deuxiéme article, Equivariant cohomology with generalized coefficients,
par Shrawan Kumar et Michéle Vergne, entreprend une étude systématique des
espaces H;*(M). On découvre des classes remarquables qui n’ont pas d’équi-
valent dans la théorie C*°. En particulier lorsque I'action de G sur M est libre,
Pintégrale sur M d’un élément de H;*°(M) est une fonction généralisée sur g
de support 0. Lorsque G est compact, une suite spectrale permet de comparer
H;>(M) et la cohomologie équivariante H(M).

Les deux articles, bien qu’ayant des motivations communes, peuvent étre
lus indépendamment.
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Cohomologie équivariante et descente

Michel Duflo et Michele Vergne

Introduction.

Soient G un groupe de Lie et g son algebre de Lie. On suppose que le groupe
G agit sur une variété M. Dans cet article nous étudions un procédé pour
construire des fonctions centrales sur G' basé sur I'intégration de formes diffé-
rentielles équivariantes sur M et sur la méthode de descente.

La motivation de ce travail est la suivante: dans certains cas, on sait associer
a l’action de G sur M et a la donnée d’un fibré G-équivariant £ — M un espace
de Hilbert H(M, L) et une représentation tragable T, de G dans H(M,L).
La trace TrT.(g) de la représentation T, est alors une fonction généralisée
centrale sur G. On peut souvent donner une formule pour le caractére Tr T, (g)
de la représentation T en fonction de la cohomologie équivariante de M et du
caractére de Chern de L. Les formules données par exemple dans [8], [18], [12]
sont une généralisation des formules de points fixes d’Atiyah-Segal-Singer [3]
combinées avec la formule universelle des caractéres de Kirillov [26]. Dans [31]
nous utilisons les notions introduites dans cet article pour donner une formule
universelle pour le caractére Tr T (g).

Nous considérons ici une action réguliére d’un groupe presque algébrique G
sur une variété M (voir la définition 51 dans la section 2.4). Les exemples d’ac-
tions réguliéres incluent ’action d’un groupe compact sur une variété compacte
et action d’un groupe algébrique sur une variété algébrique. Nous associons a
une action réguliére de G sur M un espace Kg(M) de cohomologie équivariante
globale. Soit e un point. Alors on a Kg(e) = C®(G)“ et 'espace Kg(M) est
un module sur Kg(e) = C*(G)“.

Pour définir la notion d’intégration, il est nécessaire d’introduire un espace
Ka(M), de cohomologie équivariante globale tordue (I'indice ¢ est pour “tor-
du”). Alors, tout au moins si G et M sont compacts, 'intégration définit une
application Kg(M); — C*(G)°.

Décrivons les notions introduites et les résultats de cet article plus préci-
sément. Introduisons quelques notations. Si M est une variété différentiable, on
note A(M) = @; A'(M) I’ algébre des formes différentielles a valeurs complexes
sur M. Si M est orientée, et si & € A(M) est a support compact, on note
Ju @ = fpr ¥dima Vintégrale de son terme de degré maximal. Cependant, il
n’est pas toujours naturel de choisir une orientation, ni méme de supposer M
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orientable. Considérons la variété M dont les éléments sont des couples (mn, o),
ou m est dans M et ol o est une orientation de I’espace tangent T7,(M). C’est
un revétement d’ordre 2 de M, le groupe Z* = {+1,~1} opére dans M de
sorte que M est un fibré principal de base M. Notons € I'action de —1 dans M.
On note encore ¢ ’action induite dans les formes différentielles sur M. On peut
identifier A(M) a la sous-algébre des éléments w € A(M) tels que £(w) = w.
On note A(M); I'espace des éléments w € A(M) tels que e(w) = —w. Clest
un module sur A(M), stable par la différentielle de de Rham de A(M). Un
élément de A(M), sera appelé une forme différentielle tordue. Les formes dif-
férentielles tordues de degré maximum sont aussi appelées densités. On notera
Ju B = Sur Bidim my U'intégrale d’un élément 8 € A(M), & support compact.

Soit M une variété différentiable sur laquelle G opére. Soit U un voisinage
ouvert G-invariant de 0 dans g. Soit C*(U, A(M)) l'algébre des formes X —
a(X) sur M dépendant de maniére différentiable de X € U. Soit AX(U, M)
la sous-algebre de C(U, A(M)) formée des éléments G-invariants. C’est une
algebre graduée sur Z/2Z. On sait que AX (U, M) est munie d’une dérivation
impaire de carré nul, notée dy. Un élément de AF (U, M) sera appelé une forme
équivariante. On notera H (U, M) I’espace de cohomologie de AX (U, M). Si
M = e est un point, on a HZ(e) = C=(U)C. (Ces notions sont redéfinies dans
la section 1.1).

L’action de G se releve de maniere canonique en une action dans M com-
mutant a €. L’espace des éléments w € AR (U, M) tels que e¢(w) = —w sera noté
AZ (U, M);. C’est I’espace des formes différentielles équivariantes tordues (pour
le fibré tangent). Il est stable par dg. C’est un module différentiel Z /2Z-gradué
sur l’algebre Z /2Z-graduée AZ (U, M). Soit HF (U, M), I'espace de cohomologie
de AZ(U, M), (ces notions font ’objet de la section 5.1). Supposons pour un
moment M compacte. Soit § € AF (U, M), une forme équivariante tordue. L’in-
tégrale [, B(X) sur M définit une fonction différentiable et G-invariante dans
U. Si l’application exponentielle est un difféomorphisme dans U, on obtient par
composition une fonction différentiable et centrale dans I'ouvert exp(U) de G.
Cette fonction ne dépend que de la classe de § modulo dg(AZF (U, M),). Donc si
B est fermée, cette fonction ne dépend que de la classe de 3 dans HZ (U, M),.

L’origine de cet article vient de ’observation suivante. Soit G ’ensemble
des éléments elliptiques de G (cette notion est définie dans la section 2.1; si
G est compact, Gey = G). Soit s € Gy et soit G(s) le centralisateur de s.
Soit g(s) I’algebre de Lie de G(s). Pour s € Gy notons M(s) I'ensemble des
points fixes de s dans M. C’est une sous-variété de M dans laquelle G(s) opeére.
On choisit pour chaque s € G, un voisinage U, de 0 dans g(s) et une classe
Bs € M) (Us, M), La fonction [y, B5(X) définie pour X € U, est invariante
par G(s). Si les choix sont bien faits, il existe une unique fonction centrale ©
sur G telle que pour X € U, on ait

O(seX) = /M(s) By(X).
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Nous nous sommes interrogés sur les conditions que la famille 3, doit sa-
tisfaire pour assurer l’existence de la fonction ©. Considérons tout d’abord le
cas ou M est un point e La description de O revient a utiliser la méthode de
descente. Si f, est une fonction différentiable G(s)-invariante sur U,, alors il est
facile de déterminer les conditions que doit satisfaire la famille (f;)seq,, pour
qu’il existe une fonction © différentiable et G-invariante sur G telle que

fo(X) = @(sex)

pour X € U,. Tout d’abord le systéme de fonctions f, doit satisfaire la condition
d’invariance suivante:

(1) fgsg‘l (g : ‘Y) = fs(X)

pour tout s € Gy et tout X € g(s) assez petit. D’autre part, il est clair que si
S € g(s) est une transformation elliptique et si Y € g(s) commute a S on doit
avoir

f(S+Y) =0(se5Y) = O(se’eY)

(si S et Y sont assez petits). Les fonctions f, satisfont donc la relation de
recollement suivante

(2) f(S+Y) = foes(Y)

pour tout S € g(s) elliptique et tout Y € g(s) commutant a S assez petits.
Réciproquement, si les ouverts U, sont des ouverts elliptiques (voir la défi-
nition 35 d’ouverts elliptiques dans la section 2.2) et si (fy)seq,, est une famille
de fonctions différentiables définies sur un voisinage elliptique U, de 0 dans g(s)
satisfaisant les relations (1) et (2) d’invariance et de recollement, il existe une
unique fonction différentiable © centrale définie dans G tout entier telle que
f+(X) = O(seX) pour tout X € g(s) (ceci est expliqué dans la section 2.2).
Soit M une variété munie d'une action réguliere de G. On définit dans la
section 3.2 'espace (M) des bottes de classes de cohomologie équivariante.
Un élément de Kg(M) est une famille o« = (a;,)seq,, de classes de cohomologie
G(s)-équivariantes sur M(s) (définies sur Uy) satisfaisant des conditions d’in-
variance et de recollement données précisément dans la définition 61. Enongons
succinctement la condition de recollement que nous imposons: soit s € Gey
et soit S € g(s) une transformation elliptique petite. Alors G(se®) est contenu
dans G(s) et comme action de G sur M est réguliére, la sous-variété M (se®) est
contenue dans M(s). Pour tout s € Gy soit &, € Ag,)(Us, M(s)) une forme
différentielle équivariante fermée représentant «,. Considérons l'opérateur de
translation T}, ¢ défini par (T, sé,)(X) = &,(S + X)|M(se’) pour X € g(se’)
petit. La forme T sa, est une forme G(se%)-équivariante fermée sur M(se®).
Nous demandons 1’égalité en cohomologie et sur un petit voisinage de 0 dans
g(se®)
(3) T, 50 = Qyes.

J.Block et E.Getzler [10] ont étudié pour l'action d’un groupe compact G
sur une variété compacte M un espace K (M) ol les conditions de recollement
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sont imposées au niveau des formes différentielles. Ils montrent que 1’espace
Kg(M) s’identifie a la cohomologie cyclique équivariante de M. 11 est probable
que l’application naturelle Ky (M) — Kg(M) est un isomorphisme.

On peut déterminer I’espace Kg(M) dans diverses situations. Soit H un
sous-groupe presque algébrique de G. Supposons que la fibration principale
G — G/H admette une connection G-invariante. On dira alors que G/H est
un espace homogene réductif. On obtient comme cas particulier du théoréme
64 de la section 3.4 un isomorphisme:

Ke(G/H) = C>(H)".

Ce résultat est I’analogue d’un résultat décrivant la cohomologie équivariante
de M en terme de fonctions H-invariantes sur 1’algébre de Lie b, bien connu
lorsque H est compact, et que nous démontrons ici dans la section 1.8 dans le
cas réductif.

Soit P — P/H un fibré principal de groupe H et soit G un groupe de Lie
agissant a gauche sur P (avec une action commutant & ’action & droite de H).
Sous certaines hypothéses de compacité, nous montrons dans la section 3.5 que
Kg(P/H) est isomorphe & K¢y g(P).

Supposons qu’il existe une connection G-invariante pour la fibration P —
P/H. En adaptant la construction de Chern-Weil en cohomologie équivariante
[16] [7], on définit dans la proposition 69 I’ homomorphisme de Chern-Weil

W : C®(H)" — Ko(P/H).

En particulier le caractere de Chern ch(£) d’un fibré G-équivariant L — M
muni d’une connection G-invariante est un élément de Xg(M). Si M et G sont
compacts, nous pensons que le caractére de Chern induit un isomorphisme

ch: C*(G)¢ ®p) Ka(M) — Kg(M),

ot Kg(M) est Vespace de K-théorie équivariante de M et R(G) C C*(G)¢
Pespace des caracteres des représentations de dimension finie de G. Ceci résulte
probablement de [10] puisque dans cet article cet isomorphisme est démontré
pour le groupe Ky (M).

On définit dans la section 5.2 la notion de botte de classes de cohomologie
équivariantes tordues: c’est une fonction qui & s € G, associe un élément
a; € HE,)(Us, M(s))s, vérifiant un certain nombre de conditions (voir la défini-
tion 108) d’invariance et de recollement presque identiques a celles définissant
Pespace K(M) mais faisant aussi intervenir une orientation du fibré normal a
la variété des zéros de S dans M(s). Plus généralement pour tout fibré G-équi-
variant réel V — M, on définit 'espace KY%(M) des classes de cohomologie équi-
variante tordue par rapport au fibré V ainsi que l’espace ICZP,’G(M ) des bottes
a support compact sur M. Le cas Kg(M); précédent est le cas particuliérement
important ou V est le fibré tangent a M. Si le fibré V est orienté et muni
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d’une structure métalinéaire (par exemple un fibré spinoriel) ’espace K% (M) est
canoniquement isomorphe & ’espace Kg(M) (proposition 111). Les propriétés
des fibrés métalinéaires dont nous avons besoin pour établir cet isomorphisme
font I'objet de la section 4.

Considérons le cas d’un point e. Un fibré G-équivariant sur e est simple-
ment la donnée d’'une représentation A : G — GL(V'). Supposons, pour sim-
plifier, que A soit & valeurs dans le sous-groupe GL(V)* des transformations
linéaires inversibles de V dont le déterminant est strictement positif. Il existe
un revétement canonique a deux feuillets ML(V)* de GL(V)*. Soit Gy — G
I'image réciproque de ce revétement par 'application A. Alors 1'espace Kg%(e)
est isomorphe & ’espace des fonctions centrales impaires différentiables sur Gy
(c’est le théoréme 121 de la section 5.3).

Lorsque M = G/H est un espace homogene réductif et lorsque V =G xgV
est un fibré associé a une représentation A : H — GL(V)*, ’espace K¥(M)
des bottes de classes de cohomologie équivariante tordues pour V est isomorphe
a D’espace des fonctions centrales impaires différentiables sur le revétement a
deux feuillets Hy de H (c’est le théoréme 123 de la section 5.4).

Par exemple, soient G' un groupe semi-simple ayant un nombre fini de com-
posantes connexes, f une forme linéaire sur g, H son stabilisateur dans G, b
son algebre de Lie, M = G.f = G/H Yorbite (co-adjointe) de f dans le dual
de g et TM = G xpy (g/h) le fibré tangent. Dans ce cas, Hy/, est isomorphe
au revétement H de H défini dans [17]. On suppose M fermée de sorte que
G/H est réductif. Soit 7 une représentation irréductible de H, impaire et dont
la différentielle est la restriction de if a . (Sl existe une telle représentation,
on dit que f est admissible). La représentation 7 est de dimension finie et son
caractére est une fonction impaire centrale sur H. Il lui correspond donc une
botte ay, de formes équivariantes tordues sur M.

Revenons au probléme initial d’intégration. Lorsque M — B est une fibra-
tion G-équivariante de fibré tangent vertical V on peut définir, tout au moins
si G est compact, une application p, d’image directe

n. - KV
Px - K’«:pl.,(y' - ’Cf-'llt;G(B)'

La définition de p, fait I’objet de la section 6.2. Elle imite la définition de
I’application p, en K-théorie donnée par Atiyah-Hirzebruch. Elle nécessite 1’in-
troduction (voir la section 6.1) de genres équivariants, comme le genre associé a

la fonction det !/ 2(:ﬁ%2—)) En particulier, si B est un point et si M est une va-
riété compacte orientée spinorielle de dimension paire, de sorte que Kg(M); est
isomorphe a Kg(M), 'image p,(ch(E)) du caractére de Chern d’un fibré G-équi-
variant est le caractere de la représentation virtuelle de G donnée par l'indice
équivariant de 'opérateur de Dirac Dg de M tordu par £ (voir [2],[3],[4],[5])-
La formule de localisation de J.M.Bismut le long des fibres [9] (que nous
redémontrons dans la proposition 106 de la section 5.1) permet de montrer

Pexistence de ’application p, (théoreme 134).
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Si M =V est un fibré vectoriel sur B, I’application p, est un isomorphisme.
C’est ’analogue de I'isomorphisme de Thom en I -théorie équivariante démon-
tré par Karoubi [25].

Sip: M — e est 'application sur un point, on obtient donc une application

et Kepra(M)e — Kg() = C2(G)°.

Il est utile de considérer des variétés M non compactes. Dans certains cas, si
les intégrales veulent bien converger au sens des distributions, on pourra encore
associer a une botte de formes équivariantes tordues sur M une fonction géné-
ralisée invariante sur le groupe G. Le cas de la variété M = G - f et de la botte
aj, est particulierement important. Dans [31] nous définissons par le méme

formalisme
O = /M g

lorsque M est une orbite fermée. La fonction Oy, est une fonction généralisée
centrale sur G. C’est le caractere de la représentation unitaire irréductible T} ,
de G associée a ces données (ceci est démontré dans [18] et [12] si M est de
dimension maximale).

On voit que notre ambition est de donner des procédés géométriques de
construction de caracteres de représentations unitaires associées a ’action d’un
groupe opérant dans une variété munie de quelques structures supplémentaires.

Nous sommes heureux de remercier Yves Benoist, Max Karoubi et Mustapha
Rais pour leur aide.

1 Cohomologie équivariante.

Nous commencons par préciser quelques résultats sur la cohomologie équiva-
riante a coefficients C'*° d’une G-variété M.

Dans toute la suite, variété signifie variété C*> sur R, de dimension finie,
séparée et séparable. Soit M une variété. Rappelons les notations concernant
les formes différentielles. On note C*°(M) I'espace des fonctions C* sur M a
valeurs complexes et Ccy (M) le sous-espace des fonctions a support compact.
On note A(M) = @; A'(M) I algébre des formes différentielles & valeurs com-
plexes sur M. On note A.,(M) D'espace des formes différentielles a support
compact. Pour o € A(M) on note o = 3=, v} sa décomposition en une somme
d’é1éments homogenes oy € A‘(M).

On note d : A*(M) — A**Y(M) la différentielle extérieure. Si & est un
champ de vecteurs sur M, on note +(£) : A*(M) — A*"'(M) la contraction
par le champ de vecteurs £. Les applications d et «(£) sont des dérivations de
carré nul de A(M). On note L(§) : A(M) — A(M) I'action de & sur A(M) par
dérivation de Lie. Les opérateurs «(¢),d, L(£) vérifient la relation de Cartan

(4) di(€) + 1(6)d = L(€).

10
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On note dg la dérivation d¢ = d — +(§) de A(M).

Si V est un espace vectoriel, on note AV l’algébre extérieure de V et S(V)
l’algebre symétrique. Si G est un groupe opérant linéairement dans V, on note
V¢ le sous-espace des points fixes.

Dans cet article, les formules sont numérotées indépendamment des propo-
sitions.

Remarque. Dans cet article, les algébres considérées sont naturellement
graduées sur Z/2Z, et nous respectons la regle des signes dans la définition des
produits tensoriels, des dérivations, etc...

1.1 Cohomologie équivariante: définition.

Supposons M munie d’une action différentiable du groupe de Lie G. Soit g I’al-
gébre de Lie de G. Pour X € g on note X, le champ de vecteurs sur M donné
au point m € M par

d
(5) Xu(m) = - exp(=eX) - ml=o.

Si X est dans g, on posera dy = dx,,.

Soit S(g*) ® A(M) Dalgebre des fonctions polynomiales sur g a valeurs dans
A(M). En plus de la graduation par le degré des formes différentielles, on
introduit une seconde graduation dans 'algebre S(g*) ® A(M) par

(6) deg(P ® o) = 2deg P + deg «

si P € S(g*) et « € A(M) sont des éléments homogenes. Nous dirons que le
degré défini par (6) est le degré total.

Soit X +— «(X) un élément de S(g*) ® A(M). On note ¢ (ou ¢4 s’il faut
préciser) la dérivation de S(g*) ® A(M) telle que

(7) Ha)(X) = o(Xn)(e(X)).

Soit E; une base de g et soit 2* € g* la base duale. On considére z¢ comme une
fonction polynomiale sur g et on note encore 2* la multiplication par z* dans

S(g*) ® A(M). On a donc
L= Z.’lfil.((Ei)/u).

On définit un opérateur dy sur S(g*) <0 A(M) par
(dgo)(X) = dx(a(X)).

L’opérateur dy s’écrit donc comme différence de deux dérivations de carré nul
de Dalgebre S(g*) @ A(M):
(8) dg=d—1.

11
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C’est une dérivation impaire de S(g*) ® A(M). Elle augmente de 1 le degré
total.

Le groupe G opere sur S(g*) @ A(M) par produit tensoriel de I’action ad-
jointe sur S(g*) et de I'action donnée sur A(M). Soit

Ac(g, M) = (S(g") ® A(M))°

la sous-algebre des G-invariants. L’opérateur d, laisse stable la sous-algebre
Ag(g, M). La relation de Cartan (4) implique que d est nul sur Ag(g, M). On
note Hg(g, M) la cohomologie de 1'algebre différentielle (Ag(g, M), dy). Clest
Pespace de cohomologie équivariante de la G-variété M. Lorsque G est compact
et connexe, c’est la cohomologie équivariante usuelle de M [15] [16].

Soit U un ouvert G-invariant de g. Soit C*°(U, A(M)) l'algébre des formes
a(X) sur M dépendant de maniére C* de X € U. Le groupe G agit sur
C=(U, A(M)) par (g- a)(X) = g- (a(g~" - X)) pour g € G, a € C=(U, A(M)),
X € g. Soit AR(U,M) = (C=(U, A(M)))“ la sous-algebre des formes équiva-
riantes.

On définit un opérateur dg sur C>°(U, A(M)) par

(dgo)(X) = dx(a(X)).

Les formes équivariantes telles que dga = 0 sont appelées formes fermées
équivariantes. Celles de la forme dyf3 avec 3 € AZ (U, M) sont appelées exactes.
On note HZ (U, M) la cohomologie ker dy/ Im dy de AZ (U, M). C’est une alge-

bre, graduée sur Z/2Z, mais pas sur Z en général.

Soit N une autre variété dans laquelle G opere. Soit ¢ un morphisme G-é-
quivariant de M dans V. L’image réciproque ¢* induit un morphisme d’algebres
de H¥(U,N) dans HZ (U, M) et HZ (U, M) est une algebre sur H¥ (U, N).

Exemple 1 Si N = e est un point, HX (U, e) est égal a C=(U)%.

En particulier, H¥ (U, M) est une algébre sur C*(U)“. Explicitons cette
structure. Soit & € HZ (U, M) une forme équivariante sur M. Soit 6§ € C>(U)¢.
Alors fa est la forme définie par la formule (Ao )(X) = (X ) (X) pour tout
Xel.

Si¢: H — G est un homomorphisme de groupes et si on note aussi ¢
I'application fh — g différentielle de ¢, alors ¢ induit une application

¢* HE (U, M) — Hi (¢~ (U), M).

12
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1.2 Cohomologie équivariante d’un espace homogene.

Soit G un groupe de Lie et soit H un sous-groupe fermé de G. On note g et b
leurs algebres de Lie. On considére ’espace homogéne M = G/H. On note e le
point {H} de M. Bien que ce ne soit pas vraiment nécessaire dans la suite, il
est agréable d’expliciter la forme des opérateurs d, ¢, dy sur Ag(g, M).

Nous commengons par donner une autre description de 1’algebre différen-
tielle Ag(g, M). On identifie I’espace tangent T, (M) & M au point e a g/h de

la maniére usuelle. Soit 7 la projection de g sur g/h. Soit X € g. Il résulte de
la formule (5) que 'on a Xs(e) = —m(X). L’espace cotangent a M au point
e € M = G/H estégal a (g/h)*. Soit & € Ag(g, M) une application polynomiale
G-invariante de g dans A(M). Soient &1, ..,¢, des éléments de T,(M), X € g et
g € G. Avec les notations évidentes, on a, a cause de 1’équivariance,

() (Ad(9)(X))ge(9 - €15 s 9 - &) = g (X)e(&1, -, €p)-

Posons @(X) = «a(X).. Donc & est une application polynomiale de g dans

A(g/H)* et l'on a
) (X)ge(§15-: ) = Gy (Ad(g™) (X)) - €1,,97" - &)

Cette formule montre que I’application o — & est un isomorphisme de ’algebre
Ag(g, M) sur Palgébre (S(g*) ® A(g/h)*)H formée des fonctions polynomiales
sur g a valeurs dans A(g/h)* qui sont H-invariantes.

Nous poserons T = S(g*) @ Ag* et Ty = (S(g*) ® A(g/h)*)”. On a donc
Ac(g, M) = Ty.

Considérons la dérivation « de Ag(g, M). On notera i la dérivation de Tx
qui lui correspond. Soit @ € Ty. Soit X € g. On a ia(X) = —¢(n(X))a(X).
Fixons une base Ey, ..., E, de g telle que les vecteurs Ey, ..., E, forment une base
de h. Notons z* les fonctions coordonnées correspondantes. Les z* avec 7 > r
forment une base de I'espace (g/h)*, identifié a I'orthogonal h de h dans g*.

Posons ‘
j=> a'u(rE;).
1>
C’est une dérivation de carré nul de S(g*) ® A(g/h)* et 7 est la restriction de
—J au sous-espace Ty.

Considérons l'opérateur d sur A (g, M). On notera d la dérivation corres-
pondante de T.

Rappelons la définition de Koszul d’un complexe calculant la cohomologie
de g dans un g-module V. Soit o € V © APg*. On définit o € V @ AP*'g* par
la formule

(9) (6a)( X1,y Xpp1) = Z(—1)"+1X,~ (X1, ey Xiy ooy Xp1)
+ Z(—l)i+j(1/([‘¥,‘,‘Xj],)(l, ...,X,‘, ...,Xj, ...,Xp+1),
1<y

13



M. DUFLO, M. VERGNE

ou Xj,..., X,41 sont des éléments de g. La cohomologie du complexe VR A*g* est
isomorphe a la cohomologie H*(g, V). Soit V un g— H-module. Ceci signifie que
V est un H-module différentiable et un g-module, que la différentielle de ’action
de H est la restriction a b de 'action de g, et que les actions sont compatibles:
h-(Xv) = (Ad(h)(X))- hv pour tout X € g, h € H et v € V. Par exemple, un
G-module différentiable V est muni canoniquement d’une telle structure. Alors
le sous-espace (V ® A(g/h)*)¥ de V ® Ag* est stable par §. Par définition la
cohomologie relative H*(g, H,V) est la cohomologie de (V ® A*(g/h)*) muni
de la différentielle 6.

On consideére la dérivation de Koszul § dans Ty = (S(g*) ® A(g/h)*)H, ol
S(g*) est considéré comme G-module grace a ’action adjointe de G.

Lemme 2 Onad=6.

Démonstration. En considérant la projection de G sur G/H, on voit qu'il
suffit d’établir I’assertion lorsque M = G. Nous supposons donc dans la suite
de cette démonstration que ’on est dans ce cas.

Soit « une application polynomiale G-invariante de g dans les formes dif-
férentielles de degré p sur G, et soit @ la fonction de g dans APg* obtenue en
évaluant a au point e de G. Soient Xj,..., X,4; des éléments de g. On note par
la méme lettre les champs de vecteurs invariants a gauche sur G qui prolongent
ces éléments. Pour X € get g € G, on a donc

(X)), (X1, .., X,) = a(Ad(g™)X))(X1, ..., X,,).

On en déduit
. d . C v
X1 ((X)( Xz ooy Xp41)) = gry(A(l(exp —eX1)(X)) (X2, ooy Xpt1)|e=0-

Le lemme s’obtient en comparant la formule (9) avec la formule bien connue
pour d(a(X)):

(10) d(a(X)) (X1, ey X)) = D (=)™ X - (o(X)(A, e Xy oo X))
+ 3 (=1 (X)X, X)Xy ey Xy ooy Xy o Xt

i<y

Ceci termine la démonstration. 1
Notons dg I'opérateur dans Ty correspondant a dg.

Corollaire 3 On « (ig =j+6.

En particulier, on a (j+46)% = 0 sur Tj; ce qui peut aussi se voir directement.
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1.3 G-algebres différentielles.

Il sera utile de généraliser la notion de cohomologie équivariante d’une variété en
la notion de cohomologie équivariante d’une G-algebre en remplagant 1’algebre
A(M) par une G-algebre abstraite.

Définition 4 Dans cet article, une algébre de Fréchet A est une algébre as-
sociative sur R, a élément unité, graduée sur Z/2Z, supercommutative, munie
d’une structure d’espace vectoriel topologique qui en fait un Fréchet et pour la-
quelle la multiplication est continue (comme application de A x A dans A).
Une algébre de Fréchet différentielle est une algébre de Fréchet munie d’une
dérivation 1mpaire continue de carré nulle (notée d ou dy). On note H(A) ou
H(A,d) lalgébre d’homologie correspondante. Si elle est séparée, c’est une al-
gébre de Fréchet graduée sur Z/2Z, supercommutative.

Exemple 5 Soit M une variété. Alors lalgébre C*(M) (munie de la diffé-
rentielle nulle et de la graduation triviale) et l'algébre de de Rham A(M) des
formes différentielles sont des algébres différentielles.

Si V et W sont des espaces de Fréchet, notons VW le produit tensoriel
projectif complété, au sens de Grothendieck. Par exemple, si V = C®(M)
comme ci-dessus, V@W est canoniquement égal a ’espace C°(M, W) des appli-
cations différentiables de M dans W (voir [29], p 533). Si T est un endomor-
phisme continu de V on note encore T l’endomorphisme continu de VW
prolongeant T'® 1. De méme, si T est un endomorphisme continu de W, et si
V et W sont gradués sur Z/2Z, on note encore T' I’endomorphisme continu de
V@W prolongeant I'endomorphisme v @ w — (=1)"Tly @ Tw.

Si A et B sont des algebres de Fréchet différentielles, AQ B devient une al-
gebre de Fréchet différentielle en définissant la différentielle comme d4 + dp et
la multiplication comme d’habitude, avec la regle des signes.

Soit G un groupe de Lie d’algeébre de Lie g. Considérons une représentation
différentiable (a gauche) de G' dans un espace de Fréchet V. On note Ly (X)
I’endomorphisme de V' associé a un élément X € g.

Soit A une algebre de Fréchet ditférentielle. Nous dirons que G opére sur A,
ou que A est une G-algebre, si I'on s’est donné une représentation différentiable
de G dans A respectant le produit, la graduation et la différentielle de A, et une
application linéaire X +— 14(.X) de g dans les dérivations impaires continues de
A, vérifiant les relations de Cartan [15]

(11) [d,i4(X)] = La(X), pour tout X € g,
(12) goia(X)og™ ' =14(9-X), pourtoutg € G, X € g,
(13) 14(X)2 =0, pour tout X € g.

Par exemple, si G opere a ganche dans une variété différentiable M, I’algebre
A = A(M) devient une G-algebre pour laquelle 14(X) = «(Xu) et L4(X) =
L(Xp).
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De méme, si G opeére a droite sur M, on obtient une G-algebre en considérant
les champs de vecteurs

(14) mX(m) = %m - exp(€X)|c=o-

On définit de maniere évidente les notions de morphismes de G-algebres, de
produit tensoriel projectif de G-algebres.

On note Ao la sous-algebre des éléments horizontaux (c’est-a-dire annulés
par les dérivations ¢(X), X € g) et Apa.s la sous-algébre des éléments basiques
(c’est-a-dire horizontaux et G-invariants).

La relation de Cartan (11) implique que la sous-algebre Ay,s est stable par
da.

Soit (A,d4) une G-algébre. Considérons I’algebre S(g*) ® A des fonctions
polynomiales sur g a valeurs dans A. Comme précédemment, les éléments de g*
sont considérés comme pairs et 1’ algebre S(g*) ® A hérite de la graduation sur
Z/2Z de l'algebre A. Soit X +— a(X) un élément de S(g*) ® A. On note ¢ (o1
tg 8’1l faut préciser) la dérivation de S(g*) ® A telle que

(15) (@) (X) = 1a(X)(a(X)).

Soit E; une base de g et soit 2' € g* la base duale. On considére z comme une
fonction polynomiale sur g et on note encore x* la multiplication par z* dans

S(g*)® A. On a
L= Zmil,A(Ei).

On pose
(16) dg=d—1.

C’est une dérivation impaire de S(g*) @ A.
Le groupe G opeére sur S(g*) ® A par produit tensoriel de I’action adjointe
sur S(g*) et de 'action donnée sur A. Soit

Ac(g) = (S(g") @ A)"

la sous-algebre des G-invariants. La relation de Cartan (11) implique que (lg est
nul sur Ag(g).

On note Hg(g, A) la cohomologie de 'algebre différentielle (Ag(g),dg). On
dira que Hg(g, A) est espace de cohomologie équivariante de A.

Soit U un ouvert G-invariant de g. Considérons l'algebre C®(U)®A =
C>(U,A). Soit X — a(X) un élément de C°(U, A). En considérant ’ac-
tion adjointe de G dans C*™(U), on obtient une action naturelle de G dans
C>=(U, A). On note AZ(U) = C>=(U, A)“ la sous-algeébre de Fréchet formée des
éléments G-invariants de C*°(U, A). On note encore z* la restriction de 2* a U.
Soit X + a(X) un élément de C'°(U, A). L’opérateur « est encore défini sur
C>(U, A) par

t(a)(X)=u(X) - a(X).
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Les relations de Cartan entrainent que (lﬁ s’annule dans AZ(U).
L’algeébre de cohomologie correspondante est notée HZF (U, A). C’est la co-
homologie (différentiable G coefficients dans U) équivariante de A.

Exemple 6 Si G opére a gauche dans la variété différentiable M et si A =
A(M), Uespace Ag(g) est égal a Uespace des formes équivariantes Ag(g, M) et
Vespace Hg(g, A(M)) est a Uespace Hg(g, M) de cohomologie équivariante de
la variété M. De méme, on a AZ(U) = AZ(U, M) et HF (U, A) = HF (U, M).

Définition 7 L’algébre de Weil est définie par: W(g) = S(g*) ® Ag*.

Notons G le groupe G considéré comme variété dans laquelle G' opere a
gauche. On note e l'identité de G. Rappelons que ’application o — & consistant
a évaluer en e fournit un isomorphisme de Ag(g,cG) sur W(g). On note j, 6
et dw les dérivations de W(g) obtenues en transportant les dérivations —¢, d
et dy de Ag(g,cG). Nous les avons explicitées au paragraphe précédent. La
dérivation 6 de W(g) obtenue en transportant la différentielle d de de Rham
est la dérivation de Koszul é dans W(g) = S(g*) ® Ag*, ot S(g*) est considéré
comme un g-module grace a 'action adjointe.

Si X € g, on note 14(X) la dérivation de Ag* telle que ¢4 (X)(f) = f(X)
pour f € g*. On a

j = Z.’l7il,A(Ei) et (lW = J + 6.

Si z € g*, on note encore x I'élément x @ 1 de S(g*) ® Ag* et mx ’élément z
considéré comme élément impair de Ag* (la lettre = est employée dans cette
section pour “changement de parité”, et non pour 3,14...). Les éléments z et
nx engendrent W(g). Il est utile de donner les formules pour les dérivations
ci-dessus sur ces générateurs. On a

(17) j(x) =0, j(rz) =z,
(18) 6(x) =Y L(E;)(x)mat, b(wx) =) ira’ nL(E;)(x)

2
(formules de Koszul, voir [20] p. 177).
Il est commode de réécrire les formules de Koszul en introduisant la super-
algebre de Lie W(g) ® g. On pose

(19) ww = Z n2'E; € Ag®g, Qw= ZIiEi € S(g*) ® g.

On vérifie que les formules de Koszul sont équivalentes aux formules suivantes

(20) Qw = (lw(ww) + %[ww,ww]
et
(21) (lw(Qw) = [Qw,ww].
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L’action de G a droite dans G induit une représentation de G' dans A(G)
que I'on prolonge trivialement a S(g*) ® A(G). Elle laisse stable le sous-espace
Ac(8,6G). En transportant cette représentation sur W(g) = Ag(g,cG), on
obtient une représentation de G dans W(g), dont on vérifie que c’est la repré-
sentation naturelle dans le produit tensoriel S(g*) ® Ag*.

De méme, si X € g, le champ de vecteurs X est invariant & gauche et la
dérivation ¢(gX) de A(G), étendue naturellement & S(g*) ® A(G), laisse stable
le sous-espace Ag(g,cG). En transportant «(¢X) sur W(g) = As(g,cG), on
obtient la dérivation ¢4 (X) de W(g).

Munie des dérivations dw, ts(X), et de 'action naturelle de G, W(g) est une
G-algebre (voir Cartan [15]). Disons briévement pourquoi. Il résulte de ce qui
précede que, munie de la différentielle 6 au lieu de dw, W(g) est une G-algebre
(une sous-G-algebre de S(g*) ® A(G) ol on a mis sur le premier facteur ’action
triviale de G, et sur le second, ’action provenant de l'action a droite sur G).
On sait d’autre part que 'on a d2, = 0, car (lg = 0. 1l suffit donc de voir que
Popérateur j commute aux opérateurs 1, (X) et a 'action de G, ce qui est clair.

On définit l’algébre de Weil a coefficients C* par
W>(g) = C*(g) ® Ag".

L’opérateur j = 3" z'14(E;) s’étend naturellement & C*(g) ® Ag*. Considérons
C*°(g) comme un G-module par ’action adjointe. La dérivation de Koszul du
complexe C*(g) ® Ag* sera encore notée ¢. L’application @ — & est un isomor-
phisme de A (g, cG) sur W>(g) et si on note encore dy la dérivation obtenue
en transportant dy, on obtient:

1.4 Connections.

Soit A une G-algebre et soit w un élément impair de 'algebre de Lie A® g. On

écrit '
W= sz ® Eia

olt les w' sont des éléments impairs de A. On note x,, ’homomorphisme d’alge-
bres de Ag* dans A tel que &, (72') = w'.

On dit que w est une connection si w est G-invariant et si £, commute aux
opérateurs (X ) (définis respectivement dans Ag* et A). On a donc t4(E;)w’ =
bi; et 1a(X)w = X. Ceci entraine que A est ’algebre extérieure Apor[wy, ..., wn).
On note h le projecteur correspondant sur Ay,.. On dira que h est I'opérateur
de projection horizontale déterminé par w. Cet opérateur commute a l’action
de G. Donnons une formule pour k. On note encore w' la multiplication par w*
sur A. L’opérateur w'i4(E;) est un opérateur pair et commute aux w’c4(E;).

On a .
(22) h=T](I - w'ea(E:)).

1
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On pose Q = dw + 3[w,w]. On dit que Q est la courbure de w. On écrit
Q=) O RE,.
L’élément 2 est basique, pair, et vérifie I'identité de Bianchi
daQ = [Q,w].

On prolonge &, de maniére unique en un morphisme d’algébres de W(g) dans
A en posant . '
Ko(z') = Q.
Les formules (20) montrent que &, est un morphisme de G-algebres.
Pour a = af...,2%,...,7z',...) € S(g*) ® Ag*, le morphisme x, () consiste
a substituer les éléments impairs w' de A aux variables impaires 7z’ et les
éléments pairs Y aux variables paires 27. Si ¢ € S(g*), on note

Ful9) = B(Q).

La sous-algebre des éléments horizontaux de W(g) est égale a S(g*), et celle
des éléments basiques & S(g*)%. Tous les éléments de S(g*)¢ sont annulés par
dw = j + 6. L’application &, induit donc une application de S(g*)¢ dans les
éléments basiques et fermés de A. Montrons que, pour ¢ € S(g*)%, la classe de
cohomologie de ¢(Q2) € H(Ayas) est indépendante du choix de la connection.

Soit @ € C®(R,A ® g) et soit wy = w(t). Supposons que wy, t € R, soit
une famille & un parametre de connections. Soit Q; la courbure de w;. Notons
wy = (;—‘twt.

Considérons 'algebre A = A(R)®A. On étend I’action de G sur A par action
triviale sur le premier facteur. Munie de d = dg + d4 et des opérateurs ¢4(X),

l'algebre A est une G-algebre. On a
A=C"(R,A)d C®(R, A)dt.

On consideére & comme une connection sur A. Sa courbure est Q@ = —w]dt + Q,.
Notons & l’application correspondante de W(g) dans A. Soit ¢ € S(g*). Dans
la décomposition A = C®°(R, A) & C(R, A)dt, on a

B(Q) = () — D (wh) (Bih) () A dt
ol 0; est la dérivée partielle du polynome ¢(2!,z%,...,2%,...) par rapport a la
variable z°.
Le méme argument que ci-dessus montre que si ¢ € S(g*)“ est G-invariant,

$(Q) est (dp + da)-fermée et basique. On en déduit la formule de transgression
dans les éléments basiques de A:

(23) L9(00) = da(Y (1) (2:6)().
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Ceci montre que la classe de cohomologie de ¢(£2;) dans (Ay.s,d4) est in-
dépendante de t. En particulier, si wy et w; sont deux connections, w; = tw; +
(1 — t)wp est une famille de connections égale & wy au temps t = 0 et & w; au
temps ¢ = 1. Donc ¢(2;) = ¢(Q) dans H(Ay,).

Par conséquent, I’application &,, induit un homomorphisme indépendant du
choix de w, appelé homomorphisme de Chern-Weil et noté W, de S(g*)¢ dans
l’algebre d’homologie H(Apas)-

Nous dirons que w est une connection différentiable si k., est continue pour
la topologie de W>(g). C’est le cas si et seulement si I’application z* — Q' se
prolonge en un homomorphisme continu de C*°(g) dans A. Dans ce cas nous
noterons encore £, le morphisme continu de W*°(g) dans A qui prolonge k., et
nous noterons encore

si ¢ € C™(g).

La sous-algebre des éléments horizontaux de W>(g) est égale a C*°(g), et
celle des éléments basiques & C*°(g)¢. Tous les éléments de C*°(g)“ sont annulés
par dw. L’application ,, induit donc une application de C*(g)“ dans les él¢-
ments basiques et fermés de A, et donc un homomorphisme W, prolongeant 1’
homomorphisme de Chern-Weil de C*(g)¢ dans I’algébre d’homologie H(Apas).
Cet homomorphisme est indépendant de la connection dans le sens suivant:
soient wy et w; deux connections différentiables faisant partie d’une famille dif-
férentiable t — w; de sorte que la formule de transgression (23) ci-dessus reste
valable. Alors W, ¢ = W,, ¢ pour ¢ € C*(G)“ et nous notons cette classe

W(¢).

L’exemple fondamental est celui d’un fibré principal P de base B ot G opere
a droite [15] [16] . On choisit une forme de connection w € (A'(P) ® g)¢ (une
telle forme existe) et on a Q = dw + }[w,w] € (A*(P) ® g)°. On dit que
est la forme de courbure de la connection. Si ¢ = ¢(z!,..,2%,..) € C*(g), alors
#() € A(P) est donné par la formule de Taylor

o) = 3 5 018)0),

ot I désigne un multi-indice I = (iy, 1z, ..., %k, ..), & = [[Q%*, etc .... Cette
somme est finie, puisque les formes ' sont de degré extérieur 2.

Soit p la projection de P sur B. On identifie par p* I'algébre A(B) et ’al-
gebre A(P)pas. Si ¢ est G-invariante, ¢(§2) représente une classe W(¢) € H(B)
indépendante du choix de la connection w.

Ce qui précede se généralise a une situation équivariante (voir [7]). Soit L
un groupe de Lie opérant a gauche dans P avec une action commutant a celle

de G, et supposons de plus que w soit L-invariante. La sous-algebre AP ([, P)
des éléments L-invariants de C*=([)®.A(P) est invariante par ’action de G et
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des opérateurs ¢(pX) (X € g). Munie de la différentielle d;, c’est une G-alge-
bre (cela résulte immédiatement de ce que la dérivation ¢ commute (au sens
gradué) aux dérivations ¢(pX) (X € g)). On pose

(24) QU =dw+ jw,w] € AT(LP)®g.
On a donc
Q[ =0+ Hy
ou
(25) p=—-ylw) EreC>P)®g.

On dit que € est la courbure équivariante de w et que u est le moment équiva-
riant de w [7]. Pour Y € [, u(Y) = — L wi(Yp)E; € C*(P) ® g.

Si ¢ = ¢(z!,..,2%,..) € C*(g), alors ¢() € AP([, P) est donnée par la
formule de Taylor

QI
NEDY 7!—(3@)(/1')»

1
c’est-a-dire

. Qf
(26) HOX) = 3 09 (X)
7 1!
Dans la suite, si X € [, nous écrivons Q(X') pour (X) = Q+ pu(X). On répete
pour ce cas particulier les propriétés générales de l’application W.,,.

Proposition 8 Soit P — B un fibré principal de groupe G muni d’une connec-
tion w. Soit L un groupe de Lie opérant a gauche dans P et supposons que w
soit L-invariante. Si ¢ € C*(g)%, la forme différentielle équivariante W, (¢) =
&(%) € AP(l,B) associée i ¢ par ’homomorphisme de Chern-Weil est une
forme différentielle équivariante fermée sur B. La classe de cohomologie de
W, ¢ représente une classe W(¢) € HP (I, B) indépendante de la connection w.

1.5 Classes caractéristiques.

Nous utiliserons dans la suite I’homomorphisme de Chern-Weil dans le cas de
fibrés vectoriels. Nous explicitons les formes équivariantes obtenues a 1’aide de
l’opérateur de courbure équivariante.

Soit M une variété. On note AT*M le fibré d’algebres extérieures du fibré
cotangent. Si £ est un fibré vectoriel (réel ou complexe) sur M, on note I'(M, £)
Pespace des sections de &€ et A(M,E) = T(M,AT*M ® &) espace des formes
différentielles sur M a valeurs dans £. Supposons £ de rang constant N. On
note GL(N) le groupe GL(NNV,R) ou le groupe GL(N,C) suivant le contexte.
Soit P le fibré des reperes de £. La fibre P,, de P au point m € M est 'espace
des isomorphismes linéaires de RV (ou CV) avec &,,. Le groupe GL(N) opére a
droite sur P et P est un fibré principal sur M de groupe GL(NN). Notons 7 la
représentation canonique de GL(N) dans RY ou CV. Le fibré vectoriel £ est le
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fibré P xgr(wv) RY (si £ est réel) ou P XGL(N) CN (si € est complexe) associé a
la représentation 7.

Soient L un groupe opérant sur M et £ — M un fibré vectoriel L-équivariant
de rang N sur la variété M. Soit N le rang de £. Le groupe L opere a gauche
sur GL(). Supposons £ muni d’un opérateur de connection L-invariante V.
Par définition, I’'opérateur V est un opérateur différentiel sur A(M,E). Si U est
un ouvert au-dessus duquel & = U x FE est trivial, alors 'opérateur V est égal
a d + wy, ol wy est une 1-forme sur U a valeurs dans End(F). Les 1-formes
de connection wy sur les ouverts de trivialisation U déterminent une forme de
connection w sur le fibré principal des repéres P, comme expliqué par exemple
dans [6], chapitre 1.

Soit £5(X) la dérivée de Lie de l’action de G sur A(M,&). On définit la
courbure équivariante de V comme ’opérateur sur A(M, £)

F(X)=(V=uXy)*+L5(X) pour X €L

On voit facilement que cet opérateur est donné par ’action sur A(M,E)
d’un élément de A(M,End &) qu’on notera encore F(X). On écrit aussi

F(X)=F+ u(X),

F=V?¢c A(M,End€)

est la courbure de la connection V et
wW(X) = L5(X) = (Vi(Xpr) + (Xp)V) € T(M,End &)

est le moment de la connection V. Le rapport entre l'opérateur F(X) et la
forme de courbure équivariante Q(X) de w sur P définie en (24) est expliqué
dans [6], chapitre 7.

Si ¢ est une fonction GL(N)- invariante sur gl(N) et si X € [, on peut
définir ¢(F(X)). En effet, si e; est un repeére local de £ et ' le repere dual, alors
F/(X) = (7, F(X)e;) est une matrice N x N a coefficients formes (locales) sur
la base. Puisque ¢ est invariante, ¢(F (X)) = ¢(F! (X)) est indépendante du
repere local e; choisi et donc la forme ¢(F (X)) est une forme différentielle sur
M. Elle est égale a la forme ¢(Q(X)) donnée par (26). Donc X +— ¢(F(X)) est
une forme équivariante fermée et sa classe de cohomologie ne dépend pas de V.

On considére en particulier la fonction ¢(Y) = Tr(e¥), Y € gl(N).

Définition 9 Si & est un fibré vectoriel L-équivariant sur M muni d’une con-
nection L-invariante V de courbure équivariante F(X'), on définit le caractére
de Chern équivariant ch(E,V) par

ch(&,V)(X) = Tr(eFX)) pour X €L
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La forme différentielle équivariante ch(€, V) est fermée et sa classe de cohomo-
logie équivariante notée ch(€) est indépendante du choix de la connection V.
On notera que la convention de signe dans cet article differe de [6]. Si M est un
point, £ est un espace de représentation de L et ch(&)(X) = Tre(exp X).

Définition 10 Soit E un espace vectoriel réel. Notons J la fonction invariante
par conjugaison sur End E définie par

sinh(Y/2)

T(Y) = det( =75

) pour Y € EndE.

Définition 11 Si £ est un fibré vectoriel réel L-équivariant sur M muni d’une
connection L-invariante V de courbure équivariante F(X), on définit le J-genre
équivariant J(E,V) de (€,V) par

J(E,V)X)=J(F(X)) pour X €Ll

Le J-genre équivariant est une forme différentielle équivariante fermée sur M
et sa classe de cohomologie J(&) ne dépend que du fibré £.

1.6 Algebre de Weil et cohomologie équivariante.

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Soit B = B* @ B~ une algebre
graduée sur Z/2Z et supercommutative. Supposons que B soit munie d’une
structure de AV-module au sens suivant. Si e; est une base de V', on s’est donné
des dérivations impaires «(e;) de B vérifiant les relations

t(ei)i(e;) + (ej)ie(e;) = 0.

Un élément de connection pour « est un élément w = 3, w'e; € B~ ® V tel que
t(e;)w? = 6].

Lemme 12 Soit B une algébre graduée sur Z /27 et supercommutative. Soient
t1 et 1y deuz structures de AV-modules sur B, commutant entre elles (c’est-d-
dire 11 (v)ta(w) + t3(w) ey (v) = 0, pour tout v,w € V). Supposons qu’il existe un
élément de connection w commun pour iy et 15. Alors les deuz structures 11 et
ty de AV -module sur B sont isomorphes.

Démonstration. Soit w = Y w'e;. Les opérateurs impairs w' et ¢1(e;) — t2(e;)
commutent. Considérons la dérivation

A= Zwi(/l((’i) — 13(€4))

de B. Elle est paire et nilpotente de sorte que

(27) © = exp(f) = [J(1 +w'(11(e:) = t2(es))
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est un automorphisme de B. On voit facilement que pour tout v € V:
12(0)© = Oy (v).

En effet, il suffit de le vérifier pour un espace vectoriel V' de dimension 1 ou la
vérification est aisée. 1

Soit A une G-algebre différentiable. On considére ’algeébre Ag* ® A. Les
structures ¢1(X) = tA(X) + ta(X) et 13(X) = ¢tA(X) commutent entre elles et

ont ’élément de connection commun wy = ¥; 7' ® E;. On note 6 la dérivation
0= rz'ia(E;).
D’apres le lemme 12
© =exp(f) = [[(1 + ma'ta(E;))
est un automorphisme de Ag* ® A et on a
(28) A(X)0 = O(1a(X) + 14(X)).

Il en résulte que © induit un isomorphisme d’algebres de (Ag* ® A)yor (munie
de la contraction totale tp + ¢4) sur la sous-algebre A = 1 ® A de Ag* ® A.
Notons r(a) € A la projection d’un élément o € Ag* ® A sur la composante de
degré extérieur 0. Alors, pour tout v € (Ag* ® A)phor, O() € A est égal a r(«).

Définissons
W>(g, A) = W*(g)®A = C®(g)@(Ag* @ A).

On considere sur W™(g, A) la structure de G-algebre obtenue par produit
tensoriel (gradué) des structures de G-algéhres de W™ (g) et de A. En particulier
W>(g, A) est muni de la différentielle dy +d 4. On étend © en un automorphis-
me C*(g)-linéaire de C™=(g)H(Ag*®A) = W>(g, A). Comme ci-dessus, on voit
que © induit un isomorphisne de W>(g, A)jor sur C( 9)DA et de W (g, A)pas
sur AX(g) = (C=(g)®@A4)¢. L’isomorphisme © coincide sur W(g, A)por =
C>(9)®(Ag* ® A)ner avec la projection r sur la composante de degré extérieur

Notons j4 et c4 les dérivations impaires de W*>(g, A) définies par

ja=Y aa(E;) et oy =) ma'La(E).

Lemme 13 [2/] Posons k = O(dw + d4)07!. On a

k=dw+ds—jat+ca=j+66+ds—ja+ca.
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Démonstration. D’apres (28), on a 4(X) = O(:A(X) +:¢4(X))O~1. Donc la
dérivation k vérifie
A(X)k + kea(X) = L(X)

ot L(X) est la représentation de g dans C=(g)®(Ag* ® A) produit tensoriel des
représentations de G sur les trois facteurs. Il est facile de voir que 'opérateur
k' =j+4+6+ds— ja+ ca vérifie aussi

(XK + K (X) = L(X).
On voit donc que
A(X)K = k) + (K = k) (X) =0.

Pour montrer que ¥ = k', nous procédons par récurrence descendante sur le
degré extérieur. Il suffit de montrer que k = &' pour tout a € C*=(g)Q(A™>*g*
® A). On calcule sans difficulté que

ko = O +6+da)a
O +da)a
dac+ jo — jaa
E o

Corollaire 14 [16] La projection r induit un isomorphisme de l’algébre diffé-
rentielle (W™ (g, A)bas, dw + d4) sur Ualgébre différentielle (AZ(g),dg).

Démonstration. Si o € C*(g)®A, alors ka = dya — jaa + (6 + ca)a. Mais
(6+ca)a= ;' L(E;)a. Sia € A% (g) = (C(g)®A)%, alors (6§ +c4)a =0
et ka = (dg — ja)a =dga. 11

Remarque 15 Dans [16] le corolluire est donné sous sa forme algébrique.
D’aprés [16] Valgébre W(g) joue le réle d’une algébre de formes différentielles
sur Uespace classifiant Eg. Lorsque A est la G-algébre A(M) associée a l'action
de G dans la variété M, le corollaire est lié a linterprétation de la cohomologie
équivariante comme cohomologie de l'espace Eg Xg M.

1.7 Action libre.

Nous dirons que I'action de G dans une G-algebre différentiable A est infinité-
simalement libre s’il existe une connection différentiable w € A ® g. On note
kA ’homomorphisme d’algébres de Fréchet de W*(g, A) dans A qui prolonge
Papplication a®a +— k£, (a)a. C’est un morphisme de G-algebres différentielles.
Donc k4 envoie W*(g, A)pas dans Ajqe.
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Considérons 'isomorphisme ©~' de AF(g) avec W>(g, A)pas. Alors k207!
est un homomorphisme d’algébres différentielles de A% (g) dans Ay, et kK20~!
est égal 4 'identité sur la sous-algebre Ay, C (C®(g)®A)¢. Explicitons 1071
Soit Q = 3°; V'E; la courbure de la connection w. Si @ = ¢ ® a € C*(g) ® A,
avec ¢ € C™(g) et a € 4, on a kA(a) = ¢(Q)a. Pour a € C=(g)®A, on note
kia = a(Q). Comme ¢(Q2) € Ahor, on voit que, si @ € C=®(g)RA,

nf@_la = H(I — Wig(E)) ().

i

Donc k207 'a = h(a(Q)) ot h : A — Ay, est I'opérateur de projection hori-
zontale (22) déterminé par w.

Définition 16 On note W, Uopérateur de AZ(g) — Aius défini par
W, (a) = h(a()).

Comme W, = k2071, I'application W, est un morphisme d’algebres différen-
tielles, prolongeant ’application ¢ — ¢(Q) définie pour ¢ € C*(g)¢ C AX(g),
et égal a 'identité sur Ap.s C AY(g). Nous dirons encore que c’est ’homomor-
phisme de Chern-Weil.

L’application ' — z' 4+ Q' définit un automorphisme Ty de S(g*) ® A. On
dit que T, est la translation par 2. Nous supposons que cet automorphisme se
prolonge en un automorphisme de C*°(g)®A. Cette condition est vérifiée dans
I’exemple de la section 1.4 d’un fibré principal P — B de groupe G muni d’une
action 4 gauche de L. En effet, on a C®(g)®A = C=(g x [, A(P))L et pour
XegYelpeP ¢geCogx[,AP))E ona

I
) %ﬂ(ai)’qs(X +1p(Y), Y))p-

I X

(TQ¢)P(X’Y) = ¢(X + Q(Y)’ Y)P

Théoréme 17 Soit A une G-algébre différentiable. On suppose que laction de
G dans A est munie d’une connerion w de courbure § et que la translation Tq
est définie sur C*(g)®A. Alors linjection canonique de Ay,s dans (C=(g)RA)C
induit un isomorphisme en cohomologie de H(Apas) sur HE (g, A). Linverse est
induit par W,,.

Remarque 18 Ce résultat est di ¢ H. Cartan [15][16] pour la cohomologie d
coefficients polynomiauz.

Démonstration. Ecrivons w = Y w' ® E; la connection de la G-algebre A.
Considérons les deux structures ¢;(X) = tA(X)+ea(X) et t2(X) = 1a(X) de Ag-
module sur Ag*® A. La connection w est commune aux deux structures. D’apres
le lemme 12, l'opérateur © 4 = [;(1 + w'iA(E;)) vérifie ©4(¢a(X) + 1a(X)) =
14(X)04. L’automorphisme © 4 de Ag*®A consiste a remplacer 7z par 7z’ +w'.
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L’application © 4 induit donc un isomorphisme de (Ag* ® A)nor avec Ag* @ Apor-
Par prolongement C°°(g)-linéaire, ©, se prolonge en un automorphisme de
W>(g, A). Cet automorphisme définit un isomorphisme de W*(g, A)pas sur
(C°°(g)®(1\g* ® Ahor))G-

Notons Q@ = ¥, ' ® E; € A g la courbure de la connection w. On note
encore ' 'opérateur de multiplication par Q' sur A. Notons jg et ¢, les déri-
vations impaires de W™(g, A) définies par

jQ = Z QilvA(Ei) et Cy = Zwiﬁcoo@A(Ei)
ol Lowga(X) désigne la dérivée de Lie de de I’action de G dans C*(g) ® Ag*.
On note C l'opérateur © 4(dw + )07 sur W*=(g, A).
Lemme 19 OnaC =dw +dy— jo+co =J — ja+Co+dg + 6.

Démonstration. II suffit de démontrer que © 4(dw + da)a = (j — jo +co +
da+8)0O ga pour a parcourant un systéme de générateurs (au sens topologique)
de W>(g, A).

Pour a € A, la relation précédente est évidente. Pour ¢ € C*(g), nous
avons:

Oaldw +ds)p = ©,6¢
= @A(Zm:iﬁ(E,-)qﬁ)

>_(ma’ + W) L(E:)¢
= bp+c.o

ce qui démontre la relation désirée pour ¢ € C>(g).
Soit mz* € g*. On a, en écrivant © 4 = expf,,

Ou(dw + dy)mat = O4(at + bdmat)
= a'oma’ + O 0ma’ + %6;24677.1:"

tandis que

(j+06+da— ja+co)(mr' +w)
o+ dnxt + (IAwi -0+ cwmvi
= a'+éma' — 1(a', [w,w]) + coma’.

(J+b6+ds— jo+c,)Oama’

Il est facile de vérifier sur les formules explicites pour é7z' que l'on a 467zt =
c,mx et 0467’ = —(2', [w,w]). Ceci achéve la démonstration du lemme. §
Sur A lopérateur © 4 est 'identité et C' coincide avec dy.
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Considérons la graduation de W>(g, A) induite par le degré extérieur:

dimg
W>2(g,4)° = > C=(g)®(A"g" ® A).

q=0

Décomposons C' en somme d’opérateurs C; homogenes de degré ¢ pour cette
graduation. On a C = C_; + Cy+ C, avec C_; = j — ja, Co = ds + ¢, et
C, =6.

Considérons enfin 'opérateur T de translation par Q sur C*°(g, A). 11
consiste a remplacer ' par z' 4+ Q. L'opérateur T est un automorphisme
de degré 0 et commute a l’action de G.

Si a € We(g,A) = C=(g)®(Ag* ® A), on note «(0) la valeur de a en 0,
c’est un élément de Ag* ® A. On note o[ la composante de degré extérieur 0
de . C’est un élément de C*=(g)®A. Donc ap(0) € A.

Lemme 20 1. Soit D = Tqo CoTg'. Alors D est une différentielle G-inva-
riante sur W>(g, A). Elle vérifie 1o(X)D + Di4(X) = L(X).

2.0naD = D_y+ Dy+ D, ou les D; sont des opérateurs homogénes de
degré i pour la graduation W>(g, A)* et D_y = j, Dy = ds + c,.

3. Sur A, Uopérateur D coincide avec d4. L’application o — ap)(0) est
un morphisme d’algébres différentielles de (W>(g,A), D) dans (A,d4) et on a
rha = (Ta©4a)p)(0).

Démonstration. L’opérateur T commute aux opérateurs i 4(X) car Q est
horizontale. On obtient donc 1.

1l est clair que Tq(j—jo)Tq" = j. On vérifie sur les générateurs par un calcul
analogue au précédent (utilisant la relation d,Q = [w,w]) que To(c, +da) =
(co + do)To. e

Enfin P’application Tn© 4 consiste a substituer z* + €' & z' et 72* +w' a w2’
Donc (Ta© 4a)((0) = k2. 1

La sous-algebre (C*(g)&(Ag* ® Apor))€ est donc stable par D. Comme alge-
bre différentielle, elle est isomorphe & (W (g, A)ias, dw + d4) par l'application
Tq0O 4. Le théoréme 17 est donc équivalent a la proposition suivante:

Proposition 21 Soit D = ToO 4(dw + d4)03'Tq". Linjection
Abas = (C*(9)B(Ag" ® Apor))®

induit un isomorphisme de H(Ay,) sur la cohomologie de ((C=(g)®(Ag* ®
Ahor))GaD)'

Démonstration. Considérons I'algébre différentielle (W>(g)®A), D). Nous
utiliserons le lemme de Poincaré.
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Soit V D’espace vectoriel R". L’espace C°(V) ® AV* est ’espace des formes
différentielles dans V. On note z* les fonctions coordonnées et e; la base cano-
nique. On note jy la dérivation de degré —1 définie par jy = Y z*(e;). Notons
C>=(V), le sous-espace des fonctions nulles en 0. Le complexe

R(V): - NeeV)eVv L% oew) -0
contient le sous-complexe
R(V): - I%Co(V)@V* L coW), 0.

Le groupe GL(V) opére dans le complexe R*(V) en commutant & jy. Le
complexe Rj(V) est exact. En fait, il existe une homotopie h de degré 1 de
Ry(V) telle que l'on ait hjy + jvh = I dans R§(V) qui est de plus GL(V)-in-
variante. Nous la décrivons ci-dessous.

On définit un opérateur Fy de degré 0 dans le complexe Rg(V') en posant
Fy(fdeh...dz¥) = gda® .. dar, ot g(x) = [; f(tz)t""dt. Cela a un sens,
car si p = 0, on a f(0) = 0 par hypotheése. Soit dy la différentielle de de
Rham dans R*(V). Soit &y la dérivation d’Euler dans R*(V) par rapport a
I’ensemble des variables @' et da'. Donc &y = [dv, jv] = dvjv + jvdy. On sait
que &y est inversible dans Ry(V), d’inverse Fy. Les opérateurs dy, jv, v, et
Fv commutent a I’action de GL(V'). Les opérateurs &y et Fy commutent avec
Jjv et dy. On pose

hy = Fydy.

Onah?, =0et
hviv +jvhy =1

sur Ry(V). L’opérateur hy est une homotopie du complexe Rj(V'), commutant
a l'action de GL(V).

Nous démontrons maintenant la proposition. Considérons
W>=(g,A)* = (C=(g) @ A°g")DA = R*(g)RA.

On a j = j; ® I. Considérons WS°(g, A)* = R§(g)®A et h = hy® I. Comme A
est graduée sur Z/2Z, les espaces W>(g, A) et W5°(g, A) ont une graduation
totale sur Z/2Z. L’opérateur I est un opérateur homogene de degré 1 pour la
graduation extérieure. Il est donc impair pour la graduation totale. Il commute
a action de G et commute (au sens gradué) aux opérateurs impairs ¢t4(X):
hia(X)+:1a(X)h = 0. Les opérateurs h et j vérifient hj+ jh = I sur W§°(g, A).

Soit D = j + Dy + D,. D’apres le lemme 20, opérateur Dy = d4 +
Yiw'Lowoga(E;) laisse stable Wi°(g, A) car les opérateurs Lowga (E;) préser-
vent le sous-espace des fonctions sur g s’annulant en 0. Comme j(W>(g, A))
est contenu dans Wy°(g, A), le sous-espace W§°(g, A)® est stable par D =
J+ Do+ D;. Soit N = (Dy+ Dy)h+ (D, + Dy). C’est un opérateur pair (pour
la graduation totale) qui commute a l’action de G. On a Dh+hD = I + N sur
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Ws°(g, A). Comme D? = 0, on voit que N commute & D. De méme, N com-
mute a h. L’opérateur N est un opérateur nilpotent, car somme d’opérateurs
homogenes de degré strictement positif pour la graduation extérieure. Comme
(D14 Do)ea(X) + ta(X)(Dy + Do) = L(X), et comme h commute & G, I’opé-
rateur IV vérifie [t4(X), N] = 0 et N laisse stable le sous-espace WS°(g, Anor)©.
L’opérateur I + N est inversible dans W§°(g, A), d’inverse 1 — N + N2 +4.... Si
on note k I’endomorphisme de W§°(g, A) défini par la formule k = (I + N)~1h,
on a kD + Dk = I. La cohomologie de (W;°(g, A), D) est donc nulle. De méme,
comme k préserve le sous-espace Wg°(g, Aior)®, la cohomologie de ce sous-
espace est nulle. D’apres le lemme 20, I’application o — ajg)(0) est un morphis-
me d’algebres différentielles de (W (g, A), D) dans (A, dAg. Soit @ € W*>(g, A)
un élément fermé pour D. Donc B = a — ajg(0) est un élément fermé de
We°(g,A). C’est donc un bord. On voit donc que l'application a — ao)(0)
induit un isomorphisme en cohomologie. Ceci termine la démonstration de la
proposition 21 et du théoreme 17. §

1.8 Actions principales et espaces homogeénes.

Soit P une variété munie d’une action a droite d’un groupe de Lie N. (Bien
entendu, toute variété munie d’une action a gauche peut étre considérée comme
munie de action a droite z - g = ¢g™! - x, pour z € P, g € N). On dira que
laction de IV est principale si I’espace des orbites P/N est une variété C* et si
P’application quotient ¢ : P — P/N est une fibration principale de groupe N.

Soit G un groupe de Lie et soit N un sous-groupe distingué de G. Soit P
une variété munie d’une action a droite de G. Supposons que ’action du sous-
groupe N soit principale. La variété P/N est donc munie d’une action a droite
du groupe G/N.

Théoréme 22 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé
distingué de G. Soit P une variété munie d’une action a droite de G telle que
laction du sous-groupe N soit principale. Supposons qu’il existe une connection
G-invariante pour la fibration q : P — P/N. Alors Uapplication

g : Agn(8/n, P/N) — AZ (g, P)

induit un isomorphisme

¢ : Hgn(g/n, PIN) = HE (g, P).

Démonstration. Considérons d’abord le cas particulier suivant. Soient L et
G deux groupes de Lie. Soit ¢ : P — B un fibré principal de groupe G. Nous
supposons que L opere a gauche dans P avec une action commutant a celle de
G et nous supposons qu’il existe une connection w pour la fibration ¢ qui soit L-
invariante. L’espace quotient B = P/G est donc muni d’une action de L. Nous
sommes dans la situation décrite en 1.4. Considérons (A,d4) = (AP(I, P),dy).
Munie de P’action de G sur P et des opérateurs ¢(pX ), X € g et de la connection
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w, c’est une G-algeébre infinitésimalement libre. Le sous-espace des éléments G-
basiques de A s’identifie & AP ([, B) par 'application ¢*. Considérons

C=(g)&A = C=(g)&C>(I, A(P))".

L’espace AX(g) = (C*(g)®A)Y est isomorphe a l'espace A, (g x [, P) et la
différentielle d4 — 15 = dp — 1 — ¢4 est la différentielle dyy,. Les hypothéses du
théoréme 17 sont vérifiées et I'application

¢ HE(LB) = HE (I x 8, P)

est un isomorphisme.

Montrons maintenant que nous pouvons nous ramener a ce cas particu-
lier. Soit P une G-variété telle que le sous-groupe distingué N de G agisse de
maniére principale. Soit ¢ : P — P/N Dapplication quotient. Notons L le groupe
quotient G/N. Considérons la variété L x P. Munissons la de I’action a droite
diagonale de G: (u,z) - g = (ug,xg) pour g € G, u € L et x € P et de I'action
a gauche de L: ug - (u,x) = (upu, x). Il est facile de voir que I'action de G est
principale. La variété quotient par ’action de G est isomorphe a la variété P/N
par l'application ¢g(u,z) — ¢(x) - w™*. De plus la fibration ¢ : L x P — P/N
admet une connection G-invariante. En effet le fibré tangent horizontal H P pour
la fibration ¢ : P — P/N ( déterminé par la connection), considéré comme sous-
fibré du fibré tangent T'(L x P) a L x P, est un supplémentaire L x G-invariant
au sous-espace engendré par les vecteurs tangents aux G-orbites dans L x P.
D’apres le cas précédent (appliqué a la variété L x P), on sait que ¢ induit un
isomorphisme

4 HY (I, P/N) = H (I x g, L x P).

11 est clair que 'action de L sur L x P est libre et admet une connection G x L
invariante. La projection ¢p : L x P — P induit un isomorphisme

qz Hg?(g,P)HHzoxc([X g,LX P)

Considérons le sous-groupe A(G) = {(7,9); 9 € G} de L x G et son action &
gauche (g, 9) - (u,x) = (gug™',2g7") sur L x P. Soit ey I'identité de L. On note
rp(x) = (er,z) I'injection de P dans L x P. La sous-variété (er, P) de L x P est
stable par A(G). Considérons 'application r : H,;([x g, Lx P) — HZ (g, P)
obtenue par composition des restrictions successives

HEOXG([ X g’L X P) - HOAO(G)(gﬂL X P) - Hg?(g,P)

On voit facilement que rpq; = I. Donc rp est 'isomorphisme inverse de ¢}
(c’est ’homomorphisme W, de la définition 16 dans le cas d'une connection de
courbure nulle). Le composé rpqg; : HE)y(g/n, P/N) — H (g, P) coincide avec
¢* et nous obtenons notre théoréme. 1§
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Soit w la connection G-invariante pour la fibration ¢ : P — P/N. Nous
explicitons un morphisme d’algebres différentielles

Ww : (AoGo(gvP)a(lg) - ( E?/N(g/n’ P/N)’(lﬂ/ﬂ)

inverse a gauche de ¢*.

Soit X € g. On appellera encore pu(X) = —w(pX) € C°(P) ® n le moment
de X.SiY en, p(Y) =-Y. Soit QX) = u(X)+Q € A(P)®@n. On appellera
Q(X) la courbure équivariante de w. Si X € g, alors X + Q(X) € A(P) ® g,
et on voit que X + Q(X) ne dépend que de la projection de X € g dans g/n.
La connection w définit un projecteur h sur ’espace des formes N-horizontales.
Définissons pour a € A¥(g, A(P)), X € [ = g/n image de X € g,

We(@)(X) = h(a(X +Q(X)).

Comme N est distingué, N agit trivialement sur g/n. Par N-invariance
on voit donc que a(X + Q(X)) € A(P)N et h(a(X + Q(X))) € A(P/N).
Donc W, () est un élément de C*>°(g/n, A(P/N)) et de plus est G/N-invariant.
L’application W,, est donc une application de A (g, P) dans A%y (g/n, P/N).
C’est une généralisation de I’lhomomorphisme de Chern-Weil de la définition 16
(qui correspond au cas ou g = n et A(P) = A).

Lemme 23 L’application W, : AZ (g, P) — AZ n(8/n, P/N) est un morphis-
me d’algébres différentielles. De plus, si 8 € AZ/n(8/n, P/N), alors

Woq*p = B.

Démonstration. L’assertion W, q* = I est évidente. Montrons que W, est
un morphisme d’algebres différentielles. Commengons par le cas produit. Soit
P — B un fibré principal de groupe G sur lequel le groupe de Lie L opere
a gauche. On peut alors exprimer I'application W,, grace au morphisme 2
de la section précédente. En effet soit (A4,d4) = (AL((, P),d;). La connection
w détermine un homomorphisme &, : W*(g) — AL (I, P). L’homomorphisme
Ko @ T : W®(g)RAL(L, P) — AL(l, P)®AL(L, P) suivi de l'application

AL(L, P)®AL(I, P) — AL(1, P)

obtenue par restriction & la diagonale est I’application x2 : W*>(g,A) — A
dans le cas particulier o A = A([, P). L’algébre différentielle A, (g % [, P)
est isomorphe & W™(g, A)pas,; par I'application © 4. Notons F,, = k20;. Clest
un morphisme d’algebres différentielles

F,: 'Ato’;oxL(g x |, P) - 'A%o([’ P)basc; = A?([?P/G)'

Onavuque F, =W,.
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Considérons maintenant la situation générale d’une fibration ¢ : P — P/N.
Soit L = G/N. Considérons la L x G-variété L x P et la G-algebre différentielle
(A,dy) = (AP(LL x P),d;). Alors AZ(g) = AZ. (g x [,L x P). Soit @ la
connection G x L-invariante pour la fibration ¢z : L x P — P/N dont ’espace
horizontal coincide avec HP. Notons 2 € A ® g la courbure équivariante de @.
Alors

Wy A%y (g x L x P) — AP (g/n, P/N)

est un morphisme d’algebres différentielles.

Soit @ € (C=(g)RAF (I, L x P))€. Le morphisme W;, consiste & calculer
a(Q) € AP(,L x P) puis & projeter sur l'espace des formes horizontales
pour ’action de G. Comme (er, P) s’envoie surjectivement sur (L x P)/G,
une forme basique est déterminée par sa restriction & (er, P). Cette restric-
tion est horizontale pour l’action de N. On a donc Wya = h(a(2)|P). 11 suffit
maintenant de montrer que QP € AL(l,P) ® g coincide avec I'application
X € g/n — Q(X) + X définie précédemment. Il est clair que la restriction
de @ & P est w. Calculons pour Y € [ I’élément &(Y,)|P € C°(P) ® g. Si
X € g est un représentant de Y, le champ produit par ’action a droite dia-
gonale de G sur L x P coincide sur la sous-variété (er, P) avec (=Y, pX).
Par définition @(—Y7, pX) = X. On obtient donc —&(Y,)|P = X + p(X) et
QY)P=X+QX). 1

Nous montrons maintenant comment le théoréme précédent nous permet de
calculer la cohomologie d’espaces induits.

Soit G — G/H un espace homogene. Considérons une H-variété M. Le
groupe H opére librement a droite dans G x M par (g,m) - h = (gh,h™'m)
tandis que G opére a gauche. L’espace G x g M des H-orbites est appelé ’espace
induit (de H & G) de M. Il est muni d’une action de G & gauche. On note [g, m]
la classe de (g,m) dans G xyg M.

Soit e l'identité de G. La sous-variété M se plonge dans G xy M par m
(e,m). C’est une sous-variété H-invariante de G xyg M. Les applications de
restriction successives AX(g,G xg M) — AR(H,G xg M) — A¥(h, M) sont
bien définies. On note

E: A%(8,G xy M) — A5(5, M)

I’application composée. C’est un morphisme d’algebres différentielles.

Nous dirons que G/H est un espace homogene réductif si la fibration H-
principale G — G/H admet une connection G-invariante. En d’autres termes, si
b est I'algebre de Lie de H, il existe un sous-espace supplémentaire H-invariant
v de b dans g.

Théoréme 24 Supposons que lespace homogéne G — G/ H soit réductif. Alors
Uapplication E induit un wsomorphisme de H¥(g9,G xg M) sur HE (b, M).
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Démonstration. La connection w pour la fibration G — G/H définit une
connection G' X H-invariante pour la fibration ¢y : G x M — G xg M. D’apres
le théoreme 17, ¢}, induit un isomorphisme en cohomologie

qr : HE (8, G xu M) — HG, y(g x b, G x M).

Considérons l’action a gauche de G sur G x M. La variété quotient est la
variété M. L’action de G sur G x M est libre et la fibration ¢ : G x M — M
est munie d’une connection G x H-invariante. L’application ¢f, induit donc
un isomorphisme de H$ (h, M) sur HE, 4(g x h,G x M). Considérons le sous-
groupe diagonal A(H) = {(h,h)} de G x H. Soit e 'identité de G. La sous-va-
riété (e, M) est une sous-variété invariante de G x M sous l'action de A(H).
Notons 7 I'injection ainsi obtenue. L’application de restriction r3, : HZ, 5 (g%
h,G x M) — H$(h, M) obtenue par composition successive des applications
de restriction H&, (g9 X b, G x M) — HZ;y(h,G x M) — HF(h, M) vérifie

i = I. Donc 73, = ¢! et 13,q}; coincide avec I’application E. 1§

Soit w € AY(G) ® b la forme de connection de la fibration principale G —
G/H. La forme w ® 1 détermine une forme de connection pour la fibration
H-principale G x M — G xy M. Considérons le morphisme d’algebres diffé-
rentielles W, : AZ, y(g X ,G x M) — A¥(g,G xu M). On note encore

Ww : -A??(baM) - -AE'.,O(Q’G XH M)

l’apphcatlon W, restreinte a la sous-algebre A% (h, M) de A, (g xbh,G x M).
On a EW,, = 1. Donc Papplication W, donne une formule pour l'inverse de
I’application de restriction E.

Nous ’explicitons un peu plus. On identifie les formes sur G xyg M aux
formes basiques sur G x M. Si o € A(G x M), on a «(e) € Ag* @ A(M).

Si a € AR(h, M), alors I'élément W,o € AF(g9,G xg M) est déterminée
par (W, a)(e) € C>(g,(Ag" @ A(M))or ).

Soit g = h @ v la décomposition H-invariante donnée de g. La forme w €
AY(G) ® b est déterminée par sa valeur en e. Cest I’élément @ € g ® b tel que
w(X ) = pryX ou pry est la projection de g sur b pamllelemeut a t. On écrit
@ =Y,0'® E;, ou E; est une base de h. Soit 2 € .A2(G) b la courbure de
w. Elle est déterminée par sa valeur en e. Clest élément Q € (A%(g/h)* @ b)H
donné par la formule

QX,Y) = [@(X),o(Y)] - o([X,Y])

pour tout X € getY € g.
Le moment p € g* @ C™(G/H) ¢) b est déterminé par sa restriction ji a
g=-eetona
A(X) = B(X)

pour tout X € g.
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La courbure équivariante de w est déterminée par sa restriction en e et on a
QX)) =w(X)+Q.

C’est un élément pair de A(g/h)* ® b. Sia € Ce(h)RA(M) et X € g, on a
a((X)) € A(g/b)* @ A(M) et

(Wo)(X)(e) = TI(1 = & u((Be) ) (X))

i

Si M est un point, c’est un cas particulier (pour la fibration H-principale
G — G/H) de 'homomorphisme de Chern-Weil équivariant

Wo : C=(0)" — AF(s,G/H)
défini dans la proposition 8 par

(Wath)(X) = o(Q(X)).

2 Méthode de descente.

2.1 Groupes presque algébriques.

Nous aurons besoin d’une classe de groupes de Lie réels qui ne soit pas trop éloi-
gnée de celle des groupes de Lie algébriques et qui contienne leurs revétements
(en fait les revétements d’ordre 2 suffiraient).

Définition 25 Un groupe presque algébrique est la donnée d’un groupe de Lie
réel séparable G, d’un espace vectoriel réel V' de dimension finie et d’un mor-
phisme de groupes de Lie j de G dans le groupe GL(V') vérifiant les conditions
sutvantes: le noyau kerj de j est un sous-groupe discret et central de G, et
Uimage j(G) de j est un sous-groupe ouvert (pour la topologie ordinaire) de son
adhérence de Zariski dans GL(V).

Soit (G,7,V) un groupe presque algébrique. En général, les notions qui
suivent dépendent assez peu du choix de la représentation linéaire localement
fidele 7 de G, de sorte que nous parlerons quelques fois du groupe presque
algébrique G, sans citer explicitement j et V.

On notera G l'adhérence de Zariski de j(G) dans GL(V'). On identifie grace
a j l'algebre de Lie g de G et celle de G. C’est une sous-algebre de Lie algébrique
de gl(V). Un élément X € gl(V') est dit nilpotent si c’est un endomorphisme
nilpotent de V. Il est dit hyperbolique s’il existe une base de V formée de
vecteurs propres de X. Il est dit elliptique s’il existe une base de V ® C formée
de vecteurs propres de X avec valeurs propres imaginaires pures. Comme g est
contenue dans gl(V'), ces définitions s’appliquent en particulier aux éléments
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X de g. Tout élément X de gl(V) s’écrit de maniére unique sous la forme
X =S4+ H+ N, ou S est elliptique, H hyperbolique et N nilpotent, et ou les
éléments S, H et N commutent deux a deux. On posera S = S(X), H = H(X)
et N = N(X). Comme g est algébrique, si X € g,ona S(X) € g, H(X) € get
N(X) € g.

On notera g.;y 'ensemble des éléments elliptiques de g.

Les définitions correspondantes pour le groupe GL(V') sont les suivantes.
Soit ¢ € GL(V). Alors g est unipotent si g — 1 est nilpotent, positivement
hyperbolique s’il admet une base de vecteurs propres dans V' avec des valeurs
propres > 0, elliptique s’il admet une base de vecteurs propres dans V ® C avec
des valeurs propres de module 1. Un élément g € GL(V') s’écrit de maniére
unique sous la forme g = shu, ou s est elliptique, h positivement hyperbolique
et u unipotent, et ou les éléments s, h et u commutent deux a deux. On pose
s =5(g), h = h(g) et u = ulg). Notons la propriété suivante:

Lemme 26 St s est une transformation elliptique de V', alors dety (1 — s) est
un nombre réel positif ou nul.

Démonstration. En effet, les valeurs propres différentes de 1 possibles de s
sont soit —1 et 'on a 1 — (—1) = 2 > 0, soit des paires conjuguées y et fi, et
Pona(l1—p)(1=7)>0. &

Soit a un nombre réel > 0. On note gl(V), 'ensemble des éléments X €
gl(V) tels que la partie imaginaire Im(\) de toute valeur propre A de X dans
V vérifie |Im(A)| < a. Pour toute sous-algebre de Lie § de gl(V') on pose b, =
gl(V).NH. Si H est un groupe de Lie d’algebre de Lie b, on pose H, = exp(h.).

Lemme 27 Soient b et ¢ deur nombres réels tels que lon ait 0 < b < ¢. Il
existe une fonction § € C®(g)” qui est égale a 1 dans g, et a 0 en dehors de

Y-

Démonstration. Il suffit d’établir cette assertion lorsque g = gl(n,R). Nous
employons la méthode décrite p.60 de [28]. Pour (uy,uy,- -, u,) € R", on note
s(uy, ug,- -+, uy,) € g la matrice

0 0 --- 0 (=1)""lu,
1 0 -+ 0 (=1)"2up,
5(“1,“2,“‘,’”“)2 .(:)' 1 ---
0 0 --- 0 —uy
0 0 --- 1 u
et s lespace s(R"). Pour tout » > 0 on pose s, = g, N's. On choisit une

fonction v € C*(s) qui vaut 1 dans s;, et qui est nulle en dehors de s.. Notons
pi les coefficients du polynome caractéristique, de sorte que l'on a det(z—X) =
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Ti(=1)'pi(X)2""". On a pi(s(ur,uz, - -+, u,)) = u; pour tout i. On définit une
fonction différentiable sur g, invariante par conjugaison, en posant 6(X) =
Y(s(p1(X),p2(X), -+, pa(X))), et 6 prolonge . Soit r > 0 et soit X € g. Les
matrices X et s(p1(X),p2(X),- -, pa(X)) ont méme polyndme caractéristique
et on a X € g, si et seulement si s(p(X),p2(X), -, pn(X)) € s,. La fonction
6 convient donc. 1§

Remarque 28 On peut déduire aussi le lemme 27 du corollaire 2.3.2 de Bou-
aziz [13].

Supposons a €]0, 7]. On sait que ’application exponentielle de h dans H est
réguliere dans h,. Donc H, est ouvert dans H. S’il existe un homomorphisme
de H dans GL(V) dont la différentielle en 1 est I'injection de h dans gl(V), c’est
un difféomorphisme de b, sur H,. En particulier, I’application exponentielle est
un difféomorphisme de g, sur 'ouvert G, de G, et sur 'ouvert j(G), de j(G).
Il en résulte que j induit un difféomorphisme de G, sur j(G),.

Remarque 29 Méme st H est un sous-groupe algébrique conneze de GL(V),
on n’a pas nécessairement H, = H N GL(V),. Donnons un exemple. Soit
a €]0,7]. Soit n un entier tel que a > 2. Soit H le sous-groupe de GL(C?) C
GL(R*) formé des matrices diagonales (u,v) ot u et v sont des nombres com-
plezes de modules 1 vérifiant I’équation u™ = v. Le groupe H, est formé des
(e, e™) avec —a < nt < a. Le groupe HNGL(R?), contient I’élément (e¥™/",1),
mais celui-ci n’appartient pas a H,.

Soit @ > 0. Soit X € g. Alors X appartient a g, si et seulement s’il en
est de méme de S(X). Donc g, contient I’ensemble des éléments nilpotents et
hyperboliques de g.

Nous poserons geil,a = Bell N G-

Lemme 30 Soit a €]0, 7].

Soit g € j(G). On a s(g) € j(G), h(g) € j(G) et u(g) € j(G).

L’ensemble j(G), est égal a Uensemble des g € j(G) tels que lon ait s(g) =
eSou S € Gell,a-

Soit X € g, et soitg =eX. Onas(g) =e5X) h(g) = X etu(g) = N X,

L’ensemble j(G), contient l’ensemble des éléments unipotents et positive-
ment hyperboliques de j(G).

L’ezponentielle est une bijection de l'ensemble des éléments nilpotents (resp.
hyperboliques) de g sur Uensemble des éléments unipotents (resp. positivement
hyperboliques) de j(G).

Démonstration. Comme G est algébrique, on a s(g) € G, h(g) € G et

u(g) € G. D’aprés ce qu’on vient de rappeler, les éléments h(g) et u(g) sont
dans exp(g), et donc dans j(G). Le lemme en résulte. §
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On considere maintenant le groupe G. Un élément g € G est dit unipotent
s’il est de la forme g = ¢/ avec N nilpotent dans g, positivement hyperbolique
s'il est de la forme g = e avec H hyperbolique dans g et elliptique si j(g)
est un élément elliptique de GL(V'). On notera qu’un élément de g € G est
elliptique si et seulement si j(g) est contenu dans un sous-groupe compact de
GL(V). On notera G ’ensemble des éléments elliptiques de G.

Lemme 31 Soit g € G. Alors g s’écrit de maniére unique sous la forme g =
shu, ou s est elliptique, h positivement hyperbolique et u unipotent, et ou les
éléments s, h et u commutent deuz ¢ deuz.

Démonstration. On écrit j(g) = s'efe” ol H est un élément hyperbolique

de g, N est un élément nilpotent de g, et s’ un élément elliptique de j(G)
(c’est possible d’aprés le lemme qui précéde). On définit un élément s dans G
par la formule g = sefe”. Comme j(s) = s, s est elliptique. Par définition
d’un groupe presque algébrique, le noyau de j est central dans G et opére donc
trivialement dans g. On a donc Ad(s)H = Ad(s')H. On a sefls™! = eAd@H =
eAdEH — oH De méme, on a seMNs ! =eV. g

Si g appartient a G, on écrira g = s(g)h(g)u(g) la décomposition du lemme
précédent.

Nous résumons ce qui préceéde dans un lemme.

Lemme 32 Soit a €]0,7]. Alors G, est ouvert dans G. L’application exponen-
tielle est un difféomorphisme de g, sur G,. L’ensemble G, est égal a ’ensemble
des g € G tels que Uon ait s(g) = e° ou S € geit -

Soit X € g,. Soit g =eX. On a s(g) = 5, h(g) = e1X) et u(g) = VX,

Définition 33 Soit H un sous-groupe fermé de G. On dit que c’est un sous-
groupe presque algébrique si j(H) est ouvert (pour la topologie ordinaire) dans
son adhérence de Zariski dans GL(V).

Le triplet (H, j|g, V) est alors un groupe presque algébrique. L’algébre de Lie b
de H est une sous-algebre algébrique de g. Si g € H, on a s(g) € H, h(g) € H
et u(g) € H.

Pour g € G, on note G(g) le centralisateur de g dans G et g(g) 1’algébre de
Lie de G(g). De méme, pour X € g, on note G(X) le centralisateur de X dans
G et g(X) l'algebre de Lie de G(X).

Pour tout g € G, le sous-groupe G(g) de G est un sous-groupe presque algé-
brique de G. En effet, le sous-groupe G(j(g)) de G est algébrique. Les groupes
G(g) et G(j(g)) ont la méme algebre de Lie g(g), égale au noyau de Ad(g) —1
dans g. Donc j(G(g)) est ouvert dans G(j(g)).

De méme, si X € g, le sous-groupe G(X) de G est presque algébrique.
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Définition 34 Soit (G',j',V') un autre groupe presque algébrique. Un homo-
morphisme ¢ : G' — G est presque algébrique sl eriste un homomorphisme de
groupes algébriques ¢ de I’ adhérence de Zariski de j(G') dans l’adhérence de
Zariski de j(G) tel que jo = ¢j'.

2.2 Bottes de fonctions invariantes.

Dans ce paragraphe on fixe un groupe presque algébrique G.

Définition 35 Un ouvert W de G est dit G—elliptique (ou simplement ellip-
tique s’il n’y a pas de risque de confusion) s’il est invariant par l’action adjointe
de G, et si, pour tout g € G, on a g € W si et seulement si s(g) € W.

Un ouvert V de g est dit G—elliptique (ou simplement elliptique s’il n’y a
pas de risque de confusion) s’il est invariant par Uaction adjointe de G, et si,
pour tout X € g, on a X € V si et seulement s1 S(X) € V.

Les ouverts elliptiques forment une topologie sur G (resp. sur g), dite topo-
logie elliptique. Si G est compact, alors Gy = G (resp. geu = g) et un ouvert
elliptique de G (resp. de g) est simplement un ouvert de G (resp. de g) pour
la topologie ordinaire qui de plus est G-invariant. Par contre, si G est un sous-
groupe unipotent (ou plus généralement résoluble déployé) de GL(V'), les seuls
ouverts elliptiques sont ’ensemble vide et ’espace total.

Nous allons décrire une base de la topologie elliptique. Introduisons quelques
notations. Soit s € G¢y. L’action adjointe de s dans ’algebre de Lie g est semi-
simple. On a la décomposition G(s)-invariante

(29) g=0(s)®a(s),

avec

g(s) ={X €g,sX=X}, et q(s)=(1-59)g.
De méme, si S € g est elliptique on a

(30) g=9(S)dq(S),

avec

g(S) ={X €4,[S,X] =0}, et q(5) =[S, g

Si z est un nombre complexe non nul, on note Arg(z) la détermination de
son argument comprise dans l'intervalle | — 7, 7]. On notera

€'(s) = inf(| Arg(u:)], 7)

ou p; parcourt I’ensemble des valeurs propres de Ad(s)q). Comme Ad(s) est
elliptique, tous les y; sont des nombres complexes de module 1, g; # 1. Donc
€(s) €]0, ).
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Lemme 36 Soit s € Gy. Soit a €]0,€'(s)]. On a det o(,)(1 — Ad(sh)) > 0 pour
tout h € G(5),.

Démonstration. On peut supposer que g(s) est non nul. Le nombre det g(,)(1—
Ad(s)) est non nul, donc strictement positif d’apres le lemme 26. Comme & et s
commutent, et comme h € G(s),, on voit que les valeurs propres de Ad(sh) dans
q(s) sont toutes différentes de 1. Comme G(s), est connexe, on a det 4,)(1 —
Ad(sh)) > 0 pour tout h € G(s),. B

Nous posons
€(s) = §(inf | ArgA; ), m)
i#£]

ou J\; parcourt I’ensemble des valeurs propres (distinctes) de j(s) dans l’espace
vectoriel V. Comme s est elliptique les \;\7! sont des nombres complexes de
module 1, différents de 1. On a donc €(s) €]0, 7].
Notons l'inégalité
e(s) < 3€(s).

C’est clair si g(s) est nul. Sinon, cela résulte de ce que les valeurs propres de
Ad(s)q(s) cont certains des nombres A}

Lemme 37 Soit s € Gey. Soit a €]0,€(s)]. Soient g € G, h € G(s), et ' €
G(8), tels que Uon ait sh' = gshg™!. Alors on a g € G(s).
Soit Y € g(s)a- On a G(se¥) = G(s)NG(Y).

Démonstration. Considérons les valeurs propres \; de j(s), et les sous-espaces
propres V), correspondants. Chacun de ces sous-espaces est stable sous ’ac-
tion de j(h) et de j(h'). Les valeurs propres X;; de j(sh) dans V), vérifient
| Arg(A;7*Aiy)| < a. De méme, les valeurs propres \;, de j(sh') dans Vj, véri-
fient | Arg(A;'A;;)| < a. Soit v € V), un vecteur propre de j(sh) pour la valeur
propre );;. Comme j(sh') est conjugué de j(sh), A;; est égal a 'un des X} ;..
Comme on a a < €(s), ceci implique I’égalité ¢ = ¢'. Donc j(g)v appartient a V},.
Puisque j(s) est semi-simple, j(¢g) commute a j(s). On a donc j(h') = j(ghg™!).
Puisque @ < 7, on a ' = ghg~!. On trouve sh' = sghg™! = gshg™!, et sg = gs.

Soit Y € g(s)a. 1l résulte de ce qui précéde que G(se¥) est contenu dans
G(s). Quitte a remplacer G(s) par G, on est donc ramené a prouver que G(eX) =
G(X) si X € g,. C’est vrai car ’exponentielle est injective dans g,. &

Soit s € Gey. Soit a €]0, 7]. L’ouvert G(s), de G(s) est invariant par ’action
adjointe de G(s). On peut donc considérer l'espace fibré G Xg(s) G(s). de base
G/G(s). On notera [g,h] la classe dans G xg(s) G(5)s d’un élément (g,h) de
G x G(8),. On définit une application différentiable

(31) v - G XG(s) G(S)u -G
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en posant v([g, h]) = gshg™'. L’image de v est donc ’ensemble
(32) W(s,a) = {gshg™,g € G,h € G(8)u}.

C’est un sous-ensemble G-invariant de G' contenant la classe de conjugaison de
s.

Lemme 38 Soit s € Gy et soit a €]0,7]. Sia < €(s), v est un revétement de
W(s,a), et W(s,a) est un voisinage ouvert G-invariant de la classe de conju-
gaison de s dans G. St a < €(s), v est un difféomorphisme de G X g(s) G(8)a sur
W(s,a).

Démonstration. Prouvons 1. Comme a < 7, 'application exponentielle est un
difféomorphisme de g(s), sur 'ouvert G(s), de G(s). Calculons la différentielle
D de v au point [g, h]. L'espace tangent T en [g,h] & G Xg(s) G(5), s’identifie
a q(s) x g(s) grace a la différentielle de 1'application (X,Y) ~— [geX, heY]. De
méme, I’espace tangent 7" a G en un point ¢’ de G s’identifie a g, par translation
a gauche par ¢'. Avec ces conventions D est égale a

(33) D(X,Y) = Ad(g)(Y + (Ad(sh)™' = 1)X).
D’apres le lemme 36, D est bijective. L’application v est donc un revétement
de W(s,a).

La seconde assertion résulte de la premiere et du lemme 37. §

Lemme 39 Soit s € Gy et soit a €]0,¢(s)]. Alors louvert W(s,a) est el-
liptique. Plus précisément, soit x € W(s,a). Alors il existe des éléments S
elliptique, H hyperbolique, et N nilpotent (l(ms 9(8)a, commutant deuz a deuz,

et un élément g € G tels que a2 = gseSeHeNg™, et l'on a s(x) = gseSg~L.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du lemme 38. §

Lemme 40 Soit W un ouvert elliptique de G. Soit & € W. Pour tout a €]0, 7],
DPouvert W(s(x),a) contient x. De plus, si a est suffisamment petit, W(s(z), a)
est contenu dans W.

Démonstration. Clest clair. §
En d’autres termes, la topologie elliptique de W a une base formée d’ouverts
de la forme W(s,a), ot s € W,y, et a > 0 est suffisamment petit.

Exemple 41 Soient s € G et a €]0,¢(s)]. Soit t un élément elliptique de
W(s,a). Nous allons déterminer b > 0 tel que le voisinage W(t,b) soit contenu
dans W(s,a). D’aprés le lemme 39, t est conjugué d’un élément de la forme se®
avec S € g($)eua. D'aprés le lemme 37, on a G(se®) = G(s)(S) et g(se’) =
9(s)(S). Soit a' = Slll)l)\i', ot A; parcourt 'ensemble des valeurs propres de
S dans V. On a donc o' < a. Soit b = a — a'. On en déduit les inclusions
S+ g(se), C g(s)a et e5G(s¢%), C G(8)u. On a donc W(t,b) = W(se5,b) C
W(s,a).
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Soit 6 une fonction C'* et G-invariante définie dans 'ouvert W(s,a). Une
telle fonction est donc déterminée par sa restriction a la sous-variété fermée
sG(s)s. Nous noterons R,f la fonction C* dans g(s), obtenue en composant

8lsc(s). avec le difféomorphisme ¥ se¥:

(34) (RO)(Y) = f(se")

pour tout Y € g(s),. La fonction R,0 détermine la restriction de 6 a I'ouvert
W(s,a). Si S € g(s)en et Y € g(s) Ng(S), on a évidemment:

f(seSe¥) = (se5TY).

Pour tout s € Gy soit a(s) €]0,€(s)], choisi de telle sorte que la fonction
s — a(s) soit invariante. Les conditions suivantes sont donc vérifiées:

1. a(gsg™") = a(s) et (Ryyy-10)(9Y ¢7!) = (R,0)(Y) pour tout g € G et tout
Ye g(s)a(a)a
2. pour tout S € g(s)ennu(s), il existe b €]0, a(se®)] tel que

S+ 9(5 exp S)b c Q(S)u(,,-) et (RsexpSﬁ)(Y) = (RH)(S+Y)
pour tout Y € G(se®),.

Définition 42 Considérons une famille (a(s),0,)sec., ou, pour tout s € Gey,
a(s) €]0,€(s)] et 0, € C=(g(8)u()) ™), vérifiant les conditions suivantes.

1. Invariance: a(gsg™"') = a(s) et 0,,,-1(gY g7") = 0,(Y") pour tout g € G et
tout Y € g(s)a(s).

2. Recollement: pour tout S € g(5)eiu(s), 1 eriste b €]0,a(se®)| tel que

S+g(sexpS), C a(s)us) €t byexps(Y)=6,(S+Y)

pour tout Y € g(se®),.
Deuz familles (a(
c(s) €]0,inf(a(s),b(s
sur g(s)e(s)-
Une classe d’équivalence de telles familles de fonctions sera appelée une
botte de fonctions C*™ dans G.

s),0,) et (b(s), ¢s) sont équivalentes sl existe une fonction
)] telle que c(gsg™") = c(s) et telle que b, et ¢, coincident

Autrement dit, une botte # est une fonction qui a s € Gy associe un germe
(pour la topologie elliptique) f, en 0 de fonction C* sur g(s) vérifiant les
conditions d’invariance et de recollement énoncée ci-dessus.

Lemme 43 Soit § une botte de fonctions C* dans G représentée par une fa-
mille (a(s),0,)seq.,- 1l eriste un unique élément © € C=(GQ)Y tel que, pour tout
s € Gent, on ait RO =0, dans g(s).()-
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Démonstration. Pour tout s € Gy notons () I'unique fonction G-invariante
dans W(s,a(s)) telle que l'on ait 9(*)(se¥) = 6,(Y) pour tout Y € g(8)q()
(lemme 45). Montrons que pour tout s et s’ dans Gy les fonctions ) et ps)
coincident dans l'intersection W(s,a(s)) N W(s',a(s')). D’apres le lemme 40, il
suffit de voir que pour tout élément elliptique s” € W(s,a(s)) N W(s',a(s")),
il existe un nombre a” > 0 tel que ¥ et ¥ coincident dans W(s”,a”).
On écrit s” = gseSg™! = g's'eS'g'""L avec g € G, ¢ € G, S € 9(5)eita(s) €t
S' € 9(5)ent,a(sy (exemple 41 appliqué a s et s'). D’aprés la seconde propriété
d’une botte admissible, on voit que les restrictions de 1(*) et 1" & W(s”,a”) =
W(ses ,a”) sont toutes deux égales a LGN

Nous dirons que O est la fonction définie par la botte de fonctions § =
(0)sec,,- Dans cet article, nous construirons des bottes de fonctions C* sur G
en intégrant des formes différentielles équivariantes.

2.3 Fonctions généralisées et descente.

Nous définissons dans ce paragraphe la notion de bottes de fonctions généra-
lisées. Nous n’utiliserons pas ce paragraphe dans cet article. Cependant nous
en aurons besoin dans un article ultérieur. Rappelons que c’est ’étude et la
construction par Harish-Chandra [22] [23] de fonctions généralisées G-inva-
riantes sur un groupe semi-simple réel G qui est a l'origine de la méthode
de descente.

Soient s € Gy et a €0, €(s)]. Considérons une fonction généralisée G-inva-
riante dans 'ouvert W(s, a). Une telle fonction est déterminée par sa restriction
a la sous-variété fermée sG(s),. Précisons ce point. Soit dg une mesure de Haar
a gauche sur G. Notons dX la mesure de Lebesgue tangente sur g, et choisissons
des mesures de Lebesgue dY sur g(s) et dQ sur q(s) telles que dX = dY dQ.
On note dgq la “mesure” G-invariante tangente a d() sur ’espace des fonctions

¢ sur G qui vérifient
¢(gy) = |dety.) (Ad(y))|6(9)

pour tout g € G et tout y € G(s). On note dy la mesure de Haar sur G(s) a
gauche tangente a dY.

Lemme 44 Pour toute fonction « continue a support compact contenu dans
Douvert W(s,a) on a

e (l(:/ dety(g (/ algyg™h) det o, 1——1d1>d.
/W(s,a) (g) g G/G’(s)l g(J)l sG(8)a (JJJ ) al )( J) d 1

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du lemme 36, du lemme 38 et
de la formule (33). 1
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Donc, si 6 est une fonction continue G-invariante dans W(s,a), on a

0(9)a(g)d =/ dety(g / O(y)a(gyg™t) det 4, 1—1(11)(1(.
foo @10 = [ ety ([ oiatom™) det (1 = )y dy

Cette formule permet de définir une bijection entre 1’espace des fonctions géné-
ralisées G-invariantes dans W(s,a) et I’espace des fonctions généralisées G(s)-
invariantes dans sG(s),. C’est ce qu’exprime le lemme ci-dessous, di & Harish-
Chandra (voir par exemple [21]).

Lemme 45 Soients € Gy et a €)0,€(s)]. Soit 0 une fonction généralisée G-in-
variante dans W(s, a). Il existe une unique fonction généralisée G(s)-invariante
Y dans sG(s), telle que, pour toute fonction « différentiable & support compact
dans W(s,a), on ait

6 dg = let “Ddet o4)(1 — y)dy | dg.
/W(w) (9)a(g)dg /G/G(s) |detg(g)| (/SGM(L Y(y)a(gyg™) det g ( y)(y>(q

Réciproquement, si i) est une fonction généralisée G(s)-invariante dans
$G(8)a, la formule ci-dessus définit une fonction généralisée 8 G-invariante
dans W(s,a).

La fonction généralisée 6 est différentiable (resp. continue, localement inté-
grable) si et seulement s’il en est de méme de 1.

Nous poserons 9 = 0|,G(,),- Cest la restriction de 6 & la sous-variété sG(s),.
On peut aussi définir #|,(,), en remarquant que sG(s), est une sous-variété de
W(s,a) transverse au front d’onde WF(#) de 6 (cf. [18]).

Soit € C~°(G)%. Soient s € Gy et a €]0,¢(s)]. Nous noterons R,6 la
fonction généralisée dans g(s), obtenue en composant 6|, (,), avec le difféomor-
phisme Y + se¥. Informellement, R, est 'élément de I'espace C~>(g(s),)

défini par la formule
(35) (R,H)(Y) = f(se¥)

pour tout Y € g(s),. La fonction généralisée R,f détermine la restriction de
a ouvert W(s, a). Ecrivons la formule intégrale correspondante.

Introduisons d’abord une notation. Soit H un groupe de Lie d’algebre de
Lie . Pour tout Y € § on pose

1-— e—rul(Y)

(36) gp(Y) = ‘W(W

).

On identifie I’espace tangent en un point 1 de H a h au moyen de la translation a
gauche par h. La fonction j, est donc le jacobien de I’exponentielle. On notera
que si b est une sous-algebre de gl(V), et si a €]0,7], on a j,(Y) > 0 pour
Y € h,.
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Soient donc 6, s, et a comme ci-dessus. Pour toute fonction « différentiable
a support compact dans W(s,a), on a

JRIONOL

/G/G(q) |detq(g)] </g(s) (Rse)(y)a(gseyg_l) det 5)(1 — sey)jg(s)(Y)dY) dg.

Définition 46 Considérons une famille (a(s),0s)sec,, ot, pour tout s € Gey,
a(s) €]0,¢(s)] et 8, € C~(g(5)u(s)) ™), vérifiant les conditions suivantes.

1. Invariance: a(gsg™') = a(s) et b,,,-1(9Y g7') = 0,(Y) pour tout g € G et
tout Y € g(5)a(s)-

2. Recollement: pour tout S € g($)eitu(s), U existe b €0, a(se%)] tel que

S+g(sexpS)y Ca()us) €t byexps(Y)=0,(S+Y)

pour tout Y € g(se®),.

Deuz familles (a(s), 0,) et (b(s), ) sont équivalentes sl existe une fonction
c(s) €]0,inf(a(s),b(s))] telle que c(gsg™") = c(s) et telle que 8, et ¢, coincident
sur g(s)e(s)-

Une classe d’équivalence de telles familles de fonctions sera appelée une
botte de fonctions C~*° dans G

Dans la condition 2 ci-dessus, 6,(S +Y) désigne la restriction de 6, a la
sous-variété S + g(se®), qui existe d’aprés l'invariance de 6,.
La méme démonstration que celle du lemme 43 donne le théoréme suivant.

Théoréme 47 Soit § une botte de fonctions C~>° représentée par une famille
(a(s),0s)sec,, vérifiant les conditions ci-dessus. Alors il eriste un unique élé-
ment © € C~°(Q)“ tel que, pour tout s € Gy, on ait R,© =0, dans g(s)q()-

La fonction généralisée © est différentiable (resp. continue, localement inté-
grable) si et seulement s’il en est de méme des 0, pour tout s € Gy.

Nous dirons que O est la fonction généralisée définie par la botte de fonctions
généralisées 6 = (6,),eq,,- Dans [31], nous construisons des bottes de fonctions
généralisées en intégrant des familles de formes différentielles équivariantes.

2.4 Actions régulieres.

Nous supposons que G est un groupe presque algébrique comme dans le para-
graphe 2.1 dont nous employons les notations. Soit M une variété sur laquelle
G opere.

Si X € g, on note M(X) 'ensemble des zéros du champ de vecteurs X . Si
g est un élément de G' on note M(g) 'ensemble des points fixes de g dans M.
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Remarque 48 Faisons opérer G sur lui-méme par laction adjointe. Alors
G(s) est le centralisateur de s dans G, de sorte qu’il n’y a pas d’ambiguité
dans la notation.

Définition 49 Une action d’un groupe presque algébrique G sur une variété
M est dite presque algébrique s’il existe une variété algébrique M munie d’une
action rationnelle de G et une application de revétement j : M — M sur un
ouvert de M commutant a l’action de G.

Exemple 50 Soit H un sous-groupe presque algébrique de G. Alors ’action de
G sur G/H est presque algébrique. De méme, l’action adjointe de G sur G est
presque algébrique.

Définition 51 Soit G un groupe presque algébrique opérant sur une variété M.
Nous dirons que G opére réquliérement dans M si les conditions suivantes sont
vérifiées pour tout s € Gy.

Condition 1: M(s) est une sous-variété de M et il existe a > 0 tel que l'on
ait M(seS) = M(s)N M(S) pour tout S € g(5)eit.a-

Condition 2: Uaction de s dans lespace tangent T,,(M) en tout point m €
M(s) est elliptique et Uespace tangent T,,,(M(s)) en un point m € M(s) est égal
a lespace des points fizes de s dans T,,(M).

Les deux classes de variétés que nous avons en vue sont les suivantes:

1. une action d’un groupe de Lie compact dans une variété ayant un nombre
fini de types d’orbites (par exemple compacte),

2. une action presque algébrique.

I1 découle en effet des deux lemmes ci-dessous que ces actions sont réguliéres.

Lemme 52 On suppose que ker j contient un sous-groupe Z' d’indice fini opé-
rant trivialement dans M. Soit K' un sous-groupe compact maximal de G' =
G/Z'. On suppose que Uaction de K' dans M a un nombre fini de types d’orbites
dans M. Alors G opére réguliérement dans M.

Démonstration. Soient G' = G/Z' et j' application naturelle de G sur G'.
Le groupe G’ a un nombre fini de composantes connexes et possede donc des
sous-groupes compacts maximaux. Soit s € Gy. Alors j'(s) est contenu dans
un sous-groupe compact de G'. Des théoremes bien connus sur les actions de
groupes compacts (cf. [14], ch. VI) on déduit que M(s) est une sous-variété de
M et que la condition 2 de la definition 51 est vérifiée.

Vérifions la condition 1. Soit s € G.;. Montrons qu'il existe a > 0 tel que
Pon ait M(se®) C M(s) pour tout S € g(s)cuq- Soit T un tore maximal dans
G(s). Le sous-groupe U de G engendré par s et T est compact. On peut donc
supposer que c’est un sous-groupe de I'. Pour chaque espace homogene I/H
de K il y a un nombre fini de types d’orbites de U dans K/H (voir [14]), et
donc un nombre fini de types d’orbites de U dans M. Comme U est abélien,
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ceci signifie que ’ensemble des sous-groupes {U(m), m € M} est fini. Notons le
{Uh,...,U,}. Soit M; 'ensemble des m € M tels que U(m) = U;. Supposons la
numeérotation telle que l'on ait s ¢ U; exactement pour ¢ > p. Les M; forment
une partition de M et M(s) est la réunion des M; pour ¢ < p.

Les ensembles t, avec a > 0 forment une base de voisinages de 0 dans t car
t est un sous-espace vectoriel de ’algébre de Lie d’un tore maximal de GL(V).
Il existe donc @ > 0 tel que sexp(t,) ne rencontre pas U; pour ¢ > p. Donc
sexp(t,) N U; est vide si et seulement si s ¢ U;. Choisissons un tel a. Soit
S € t,. Soit m € M(se®). Soit i tel que m € M;. On a se® € U;, s € U; et
m € M(s). Donc M(se) C M(s).

Supposons enfin que S soit un élément de g(s)euq. Il est conjugué par G(s)
d’un élément de t,, et I’on a encore M (seS) C M(s).

Soit s € G;. Montrons qu'’il existe a > 0 tel que l’on ait M(seS) = M(s)N
M(S) pour tout S € g($)cu.. Compte-tenu de ce qui précede, en remplagant
G(s) par G et M(s) par M, on voit que l'on est ramené a démontrer ’assertion
suivante. Il existe a > 0 tel que 1'on ait M(eS) = M(S) pour tout S € g(s)eira-
On suppose comme plus haut que 'on a G = G, on note T un tore maximal de
G, t son algebre de Lie, T1,..., T, des sous-groupes fermés deux a deux distincts
de T tel que, pour tout m € M, T(m) soit égal a I'un des T;. On note t; I’alge-
bre de Lie de T;. On choisit @ > 0 tel que 'on ait T; Nexp(t,) = exp(t;,) pour
it =1,...,n. Il est clair que a convient. 1

Lemme 53 Soient M et M' des variétés dans lesquelles G opére et 7 : M —
M' un revétement équivariant. Si laction de G dans M' est réguliére, il en est
de méme de Uaction de G dans M.

Démonstration. Soit s € G.y. Soit my € M(s). Soit V' un voisinage ouvert
de my dans M homéomorphe par 7 a son image dans M. Soit W C V tel que
sTY(W) C V (c’est possible car s est continue). Soit m € W tel que s™!(r(m)) =
7(m). On a s71(m) = m. On voit donc que 7|y induit un difféomorphisme de
W N M(s)sar 7(W) N M'(s).

Soit S € g(s)eu. Alors M(S) est 'image réciproque de M'(S). Supposons
que l'on ait M'(se®) = M'(s)NM'(S). Soit m € M(se’). Alors 7(m) appartient
a M'(se®), donc & M'(S). Donc m appartient a M(S). Donc m appartient a
M(s). n

Remarque 54 Par contre, dans les conditions du lemme 53, il se peut que
Uaction de G dans M soit réguliére mais pas laction de G dans M'. On peut
fabriquer un tel exemple en considérant G = SL(2,R), T’ un sous-groupe discret
ayant des éléments elliptiques d’ordre arbitrairement élevé, M = G avec laction
@ gauche, et M' = M/T.
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3 Bottes de classes de cohomologie.

3.1 Germes de formes différentielles équivariantes.

Soit G un groupe presque algébrique. Nous supposons donc donnée une repré-
sentation de G’ dans un espace vectoriel réel de dimension finie V' et, pour tout
a > 0, nous notons g, 'ouvert image réciproque de gl(V'), dans g. Soit M une
variété dans laquelle G opere. Considérons 'algebre différentielle AX(g,, M)
des formes équivariantes sur M définies sur 'ouvert elliptique g, et son alge-
bre de cohomologie H¥(g., M). Si a < b, il y a des morphismes naturels de
restriction AX (g, M) — AZ(gu, M) et HZ(gs, M) — HZ(gu, M).

Définition 55 On note

Despace des germes en 0 (pour la topologie elliptique) de formes équivariantes
et
Hiy(M) = lilI(l] He (g, M)

Despace des germes en 0 des classes de cohomologie équivariante.

Soit H un sous-groupe presque algébrique de G et N une sous-variété H-in-
variante de M. Sig € G et a« € A3 (h, N), alors (¢g-a)(X) = g-a(¢g™!- X) est un
élément de .:4‘;‘11”_1 (9-b,9N). Comme H agit trivialement sur A% (h, N), cette
transformation ne dépend que de gH. C’est un morphisme d’algebres différen-
tielles. On note encore g la transformation induite g : Hy1(N) — Hyypy-11(9N),
etc...

Lemme 56 1. L’application HEF (g, M) — Ha)(M) est surjective.

2. Un élément o € HF (g, M) est d'image nulle dans Hi)(M) si et seule-
ment sl existe une fonction § € C™(g)” identiquement égale a 1 dans un
voisinage elliptique g, de 0 telle que v = 0.

Démonstration. Soit «v € AZ(g., M) un élément annulé par dg. Soient b et
¢ tels que l'on ait 0 < b < ¢ < a. D’apres le lemme 27, il existe une fonction
6 € C®(g)¢ qui est égale & 1 dans g, et a 0 en dehors de g.. On définit
o € AZ(g, M) en posant o/ (X) = H(X)(X)si X € gy, et /(X) =051 X € g,
X ¢ gq. Alors la classe de o' dans Hg)(M) coincide avec la classe de o puisque
a et fa ont méme restriction a g,. Ceci prouve le point 1.

Prouvons 2. Soit o € A¥ (g, M) une forme équivariante fermée d’image nulle
dans H{g)(M). I existe donc un nombre réel a et un élément 3 € A (g., M) tel
que o = dyf sur g,. En choisissant 6 comme précédemment, on a o = dg(6/3)
sur g, et 03 € AF(g, M). L'égalité précédente prolongée par 0 est valable sur
g. Donc fa = 0 dans HZ (g, M). 1
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Nous énonc¢ons maintenant une généralisation du théoreme 24. Soit G un
groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe presque algébrique de G d’al-
gebre de Lie h. On pose b, = g, N h. Soit M une H-variété. L’application de
restriction définit un morphisme

E: Ag’(gqu XH M) - -A??(me)
et donc une application notée encore
E: H[G](G XH M) — 'H[H](M).

Proposition 57 On suppose que l’espace homogéne G — G/H est réductif.
Soit M une H-variété. Alors Uapplication E : Hig)(G xg M) — Him(M) est
un tsomorphisme.

Démonstration. Comme l'application Hg (h, M) — Hg)(M) est surjective,
le théoreme 24 et le lemme 56 impliquent que 'application E est surjective.
Montrons qu’elle est injective. Soit &« € AX (g, G X g M) une forme équivariante
fermée telle que E(a) = 0 dans Hy)(M). Il existe donc a > 0 et 3 € AF(ba, M)
tel que E(a) = dyf sur b,. Soient b et ¢ tels que I'on ait 0 < b < ¢ < a et,
comme dans le lemme précédent, soit § € C*°(g)¢ une fonction invariante égale
a 1 dans g, et a 0 en dehors de g.. On a alors E(fa) = (6|h)dyS = dy((6]H)3) et
cette égalité sur b, se prolonge par 0 en une égalité sur tout h. Donc la classe
de E(fa) est nulle dans H (b, M). D’apres le théoreme 24, la classe de fa est
nulle dans H¥(g,G xy M). D’apres le lemme 56, la classe de « est nulle dans
Hie)(G xug M). 1

Soit P — B un fibré principal de groupe G et soit L un groupe de Lie
opérant a gauche sur P. Supposons que P admette une connection L-invariante.
Nous avons démontré dans la section 1.8 que lapplication ¢* : HP([,B) —

(I x g, P) est un isomorphisme. Elle induit une application surjective de
Hi1)(B) sur Hipxq)(P). Nous ne savons pas si cette application est injective.
Citons cependant un exemple ou ¢* est un isomorphisme.

Proposition 58 Soit P — B un fibré principal de groupe G sur une variété
compacte B. Soit L un groupe compact opérant a gauche sur P. Alors Uappli-
cation

¢ Hi)(B) = Hipxaq)(P)
est un isomorphisme.

Démonstration. Puisque L est compact, la fibration P — B admet une
connection invariante. Il reste a prouver que ¢* est injective. Soit 5 € H{(I, B)
telle que o = ¢*3 soit nulle dans H[gx)(P). Soit § € C*(Ix g)L*¢ une fonction
identiquement égale a 1 sur un voisinage [, X g, de 0 dans [ x g telle que fa = 0.
Considérons I’application inverse W, de ’application ¢*. On a donc

W.(6)3 = 0.
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Pour montrer que 8 = 0 dans Hz)(B), il suffit donc de montrer que W, envoie
une fonction § € C*([ x g)£*¢ identiquement égale a 1 sur un voisinage [, X g,
sur une classe de cohomologie de H{([, B) identiquement égale a 1 sur un
voisinage I, de 0 dans [. Soit u(Y) = —w(Yp) € C*(P) ® g le moment de
Y € [, Q la courbure de w et soit Q(Y) = u(Y) + Q la courbure équivariante
de w. On a (W, 0)(Y) = 6(Y,Q(Y)). On a u(Y)(pg) = g7 - u(Y)(p). La classe
de conjugaison de u(Y)(p) € g ne dépend donc que de la projection de p sur
B. Puisque L est compact, un voisinage elliptique de 0 dans [ est un voisinage
aussi petit qu’on veut pour la topologie ordinaire. Comme B est compacte, on
voit donc qu’on peut choisir b < a tel que si Y € I, alors u(Y) € g,. La forme
(Y, Y)) = 60(Y,u(Y) + Q) est calculée a partir de sa série de Taylor (par
rapport aux variables de g)

QI
(Y, QY)) = 6(Y, p(Y)) + 3 77 (98)(Y, w(Y))-
T 1!
On voit que W0 est identiquement égale a 1 dans le voisinage [,. L’équation

W.,(0)8 = 0 implique 3 = 0 dans H;(B). 1

3.2 Bottes et bouquets de formes différentielles équi-
variantes.

Soit G un groupe presque algébrique opérant régulierement dans M.
Soit S € g.y. La sous-variété M(S) de M est G(S)-invariante de M. On
considére 1’application de translation

(37) Ts : AG(8, M) — AGis)(8(S), M(S))

donnée par
(Tsa)(Y) = (S +Y)|M(S).

Comme Sy s’annule sur M(S), cette application commute aux différentielles.
On en déduit une application en cohomologie

Ts : HE (8, M) — Heis)(9(S), M(S))-

Soit a > 0 et s0it S € geu, il existe b > 0 tel que S+ g(S), C g.. Pour tout
S € ga, on peut donc définir une application encore notée

Ts : AZ (84, M) = Ajas)(M(S))
par (Tsa)(Y) = a(S +Y), puisque si Y varie dans un voisinage elliptique
suffisamment petit de 0 dans g(S), alors S+ Y € g,. S1 S € geru, on obtient

aussi une application de translation en cohomologie

Ts : HE (9a, M) — Hig(sy(M(S))-
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Soient s € Gy et @ > 0. En appliquant les définitions ci-dessus au groupe
G(s) opérant dans la variété M (s), on obtient des opérateurs de translation

(38) T,s + AZ(s)(8(5), M(s)) = AGnnas)(8(s) N 8(S), M(s) N M(S))
Tys : Hae)(8(s), M(5)) = HEnas)(8(s) N a(S), M(s) N M(S))

pour S € g(s)eu €t

(39) Ts,s 1 AG(s)(8(8)a, M(s)) = Algs)nas)(M(s) N M(S))
Ty.s - He) (8(8)as M () = Hig(sna(s) (M (s) N M(S))

pour S € g(s)ei,a-
Si S € g(s)en est assez petit on a

G(se®) =G(s)NG(S) et M(se®) = M(s)NM(S).

et I'opérateur T, ¢ fournit des applications

(40) Tys: A%,o(s)(G(s)»M“)) - A(‘(ses)(g( S)aM(Ses))
Tss: A?,?(s (8(8)as M(5)) — A[G(xes)](M( es))
Tos : M (8(5)as M(s)) = Higeesy(M(se®)).

En général, si S € g(s)cu on a des inclusions G(s) N G(S) C g(se) et
M(s)N M(S) C M(se%) et nous aurons a utiliser ’application de restriction

(41)s,5  AG(es)((s€7), M(5%)) = AZionais)(8(s) N 9(S), M(s) N M(S)).

Définition 59 Nous dirons qu’une famille (ay)seq,, ot, pour tout s € Gen,
est un élément de Aig(s))(M(s)). est une botte de formes équivariantes si elle
vérifie les conditions suivantes.

1. Invariance: ayey-1 = g - ay pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy, il existe a > 0 et un représentant o, , €
Aas)(g(s)a,M(s)) de « tels que, pour tout S € g(s)cuq, on ait

G(se®) = G(s)NG(S), M(se®) = M(s)nM(S)

et
T’s,Sas,a = s

dans Alg(“S)](M(se ))
On note Bg(M) Uespace des bottes de formes différentielles équivariantes.
Cet espace est muni d’une différentielle dg = (dg(s))sec. -
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Il est clair que si la condition de recollement est vérifiée pour un représen-
tant o, , de oy, alors si ayy € .Aas)(g( $)y, M(s)) est un autre représentant de
as, il existe ¢ < b tel que pour tout S € g(s)eue on ait Ty s, = s dans
.A[G(SCS)](M(S(:‘S)).

Nous verrons que dans de nombreux cas on peut représenter des cycles de
B (M) au moyen de familles de formes fermées partout définies pour lesquelles

les conditions de recollement sont globales. Ces familles spécialement agréables
seront appelées des bouquets.

Définition 60 Un bouquet de formes équivariantes est une famille (a),eq,,
ot, pour tout s € Geu, @, est un élément de A%, \(9(s), M(s)), vérifiant les
conditions suivantes.

1. Invariance: ageg-1 = g - oy pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy et pour tout S € g(s)en on a

TL:,SQ'S =Ts,50geS

dans Ag"(s)na(s)(g(s) Ng(S),M(s)N M(S)).
3. Fermeture: pour tout s € Gy on a dg(,)(ay) = 0.
On note Zg(M) Vespace des bouquets de formes équivariantes.

On introduit une définition similaire au niveau des classes de cohomologie
équivariante.

Définition 61 Une botte de classes de cohomologie équivariante est une famalle
(ats)seq.y 0t, pour tout s € Gey, o est un élément de Hg,)(M(s)), vérifiant
les conditions suivantes.

1. Invariance: ogey-1 = g - a pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy, il existe a > 0 et un représentant o, , €
Has)(g(s)a,M(s)) de a, tels que, pour tout S € g(s)euq, on ait

G(seS) = G(s) NG(S), M(se%) = M(s) N M(S)

et
Ts,Sas,u = (ges

dans H[G(ses)] (M(_Ses)) .

On note Kg(M) Uespace des bottes de classes de cohomologie équivariante.

La structure d’algébre des Hg,)(9(5)s, M(s)) induit une structure d’algebre
dans Kg(M).

On définit de maniére analogue les espaces B, g(M) de bottes de formes
équivariante a support compact sur M, Z..c(M) et Ko(M).

J. Block et E. Getzler [10] ont considéré pour un groupe G compact 1’algebre
de cohomologie K (M) de I’algébre différentielle (Bg (M), dg) obtenue en consi-
dérant ’espace des bottes de formes différentielles équivariantes. Nous pensons
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plus naturel de considérer 'algebre K (M) des bottes de classes de cohomologie
équivariante. Il est cependant probable en vue de la remarque 70 ci-dessous que
pour un groupe compact agissant sur une variété compacte 1’homomorphisme
naturel K;(M) — Kg(M) est un isomorphisme.

Exemple 62 Si N = e est un point, l’algébre Kg(e) est canoniquement iso-
morphe ¢ C*(G)°.

Démonstration. Soit (a)seq,, un élément de Kg(e). Alors a, est juste une
fonction différentiable G(s)-invariante définie sur un voisinage elliptique g(s)q(s)
de 0. La famille (a(s), @) est donc une botte de fonctions C* sur G, au sens
de la definition 42. La fonction © € C*(G)% correspondante (lemme 43) vérifie
O(se¥) = a,(Y) pour tout s € Gy et tout Y € g(s)a(s), pour a(s) petit. 1§

3.3 Images réciproques de bottes.

Soit N une autre variété dans laquelle G opére régulierement. Soit ¢ un mor-
phisme G-équivariant de M dans N. Pour tout s € Gen, ¢ induit un morphisme
de M(s) dans N(s). On peut donc considérer I'image réciproque sur M(s) d’une
forme différentielle sur N(s). Cette opération induit un morphisme d’algebres
¢* de Kg(N) dans Kg(M) de sorte que Kg(M) est une algebre sur Kg(N).

En particulier, K¢ (M) est une algébre sur C*°(G)“. Explicitons cette struc-
ture. Soit @ = (a)seq,, une botte de classes de cohomologie équivariante sur
M. Soit © € C*(G)“. Alors O est la botte définie par la formule (Oa),(Y) =
O(se¥)a,(Y) pour tout s € Gy et tout Y € g(s),, ot a > 0 est suffisamment
petit.

Soit ¢ : H — G un morphisme de groupes presque algébriques. Alors I'image
réciproque ¢~!(g,) est un ouvert elliptique dans h. Il contient donc un ouvert
hy. Considérons ’action de H sur M déduite de celle de G. On peut donc définir
une application ¢* : Ka(M) — Ky(M) par (¢*6),(H) = Bos)(¢(H)) pour H
variant dans un voisinage elliptique b, assez petit. On obtient ainsi une botte
de classes de cohomologie H-équivariante et donc un morphisme d’algebres

¢* . Kg(M) — ICH(M)

3.4 Espaces homogeénes.

Soit G un groupe presque algébricque. Soit H un sous-groupe fermé presque al-
gébrique de G (définition 33). On note h 'algebre de Lie de H, et on considere
laction de G dans B = G/H. ( D’aprés I’exemple 50, ¢’est une action réguliére).

Soit s € G- Nous étudions la variété B(s) des points fixes de s. Soit O,
la classe de conjugaison de s dans G. Soit N, = {g € G;g97'sg € H}. Le
sous-ensemble N, est fermé dans G, et invariant par I’action a gauche de G(s)
et de H & droite. L’ensemble B(s) est isomorphe a N,/H par l'application
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g — gH. Notons {g;}ici(s) un systéme de représentants dans N, des doubles
classes modulo G(s) x H. Posons s; = g7 'sg;. Les {s,}ic1(s) forment un systéme
de représentants des classes de conjugaison de H dans le sous-ensemble O, N H.
Les g;H € B(s) forment un systéme de représentants des orbites de G(s) dans
B(s). L’application y — yg;H induit un isomorphisme de G(s)/(G(s)Ng:Hg; ")
sur G(s)g;H/H.

Lemme 63 1. La classe de conjugaison O, de s dans G est fermée. C’est un
revétement d’ordre fini de la classe de conjugaison Oj,) de j(s) dans j(G).

2. L’ensemble I(s) est fini. Donc O, N H est réunion disjointe finie des
classes de conjugaison sous H des éléments s;, 1 € I(s).

3. L’ensemble N, est une sous-variété fermée de G, réunion disjointe finie
des doubles classes G(s)g;:H, i € I(s).

4. L’ensemble B(s) est une sous-variété de B, réunion disjointe finie des

orbites G(s)g;H/H, i € I(s).

Démonstration. Prouvons 1. Comme j(s) est un élément semi-simple de
GL(V), la classe de conjugaison O de j(s) dans GL(V) est fermée. Il résulte
du lemme 66 ci-dessous que Oj(,) est fermée.

Comme j est un revétement, les groupes G(s') et G(j(s)) ont la méme al-
gebre de Lie g(s) pour tout s’ € j7'(j(s)). L’image réciproque j~(Oj()) est
réunion disjointe de classes de conjugaison par G, qui sont toutes ouvertes, et
donc toutes fermées, dans j7'(0j(,)). En particulier, la classe de conjugaison
O, de s est fermée.

On a les inclusions (ker j)G(s)o C G(s) C G(j(5)), ot G(s)g est la compo-
sante neutre de G(s). On en déduit que le cardinal de G(j(s))/G(s) est fini, et
donc O, est un revétement fini de Oj,).

Prouvons 2. Il résulte de 1 et du lemme 66 que O,N H est réunion localement
finie de classes de conjugaison de H. Pour montrer que celles-ci sont en nombre
fini, il suffit & cause de 1 de démontrer ’assertion analogue dans le groupe j(G).
Ceci résulte de ce que Oj,) N j(H) a un nombre fini de composantes connexes,
a cause des hypotheses d’algébricité.

Prouvons 3. L’application ¢ — ¢~ 'sg de G dans O, est une submersion.
L’ensemble N; est I'image réciproque de la sous-variété O, N H. C’est donc une
sous-variété fermée de G.

Prouvons 4. Il résulte de 3 que B(s) = N,/H est réunion finie d’orbites de

G(s).- 1

1

Soit M une variété ou H opere régulierement. Considérons ’espace induit
M =G xyg M. 1l est fibré sur B = G/H. Soit s € G.y. Etudions la variété
M(s). Un point de M(s) se projette sur un point de B(s). Par conséquent, si
la classe de conjugaison de s ne rencontre pas H, la variété M(s) est vide. Si
la classe de conjugaison de s rencontre H, notons comme plus haut {g;}iercs)
un systéeme de représentants des doubles classes G(s)g;H de N,, et posons
s; = g;'sg;. On a s; € H.y. Comme G(s)-espace, M(s) est réunion disjointe
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des espaces G(s)[g:, M(s;)] (certains de ces espaces peuvent étre vides si M (s;)
est vide). L’action de g; induit un isomorphisme de M; = G(s;) Xn(s;) M(s;)
sur G(s)[gi, M (s;)]. L’action de G dans M est donc réguliére.

Considérons la sous-variété [e, M] de M. C’est une sous-variété stable par
H. On obtient donc un morphisme

EZ/CG(G XH]W)—iK:H(M)

par composition des morphismes de restriction successive Kg(G xg M) —

ICH(G XH M) — ’CH(M)

Théoréme 64 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe
presque algébrique tel que 'espace homogéne G — G/H soit réductif. Soit M
une variété sur laquelle H opére réguliérement. Alors G opére régulierement
sur G xg M et Uapplication de restriction

FE: /\,(,(G X ]\1) —_ ICH(M)
est un 1somorphisme.
Démonstration. Nous aurons a utiliser le lemme suivant.

Lemme 65 Soit H un sous-groupe presque algébrique de G tel que G/H soit
réductif. Soit s € Gy N H. L’espace homogéne G(s)/H(s) est réductif.

Démonstration. Ecrivons g = h @ t ol v est un supplémentaire H-invariant
de h. Comme s est dans H, Ad(s) laisse stable cette décomposition. Posons
t(s) = g(s) Nt. Comme Ad(s) est semi-simple, on a g(s) = h(s) ®r(s). 1

Nous démontrons maintenant, le théoréme. Commencgons par l'injectivité.

Soit @ = (ay)ser.; € Ka(M) tel que E(a) = 0. Nous devons montrer que
a, = 0. Soit s € Hoy. On note o, I'élément de Hiq(.)(G(8) X i(s) M(s)) obtenu
en restreignant a, a G(s) Xy M(s) C M(s). D’apres le lemme 65 1'espace
homogeéne G(s)/H(s) est réductif. D’apres 'hypothese F(a) = 0, I’élément
E(a,) € Mg (M(s)) est nul. D’apres la proposition 57, on en déduit que
o, =0

Soit s € G¢y. Si la classe de conjugaison de s ne rencontre pas H la variété
M(s) est vide et on a v, = 0. Si la classe de conjugaison de s rencontre H, soient
s; € H un systéme de représentants des classes de H-conjugaison dans O, N H.
Soit M; = G(s8;) X s M(5:) C M(s;). D’apres le lemme 63, la variété M(s) est
réunion disjointe des sous-variétés fermées g, M;, ot M; = G(s;) X g(s;) M(s;).
Par G-invariance, la restriction de a, a chaque g;M; est égale a g;a , et donc
est nulle. Comme I(s) est fini, v, = 0.

Démontrons la surjectivité. Soit 8 = (0s)sen., € Ku(M) et construisons
a € Kg(M) tel que E(o) = 3. Si s € H.y, on note o, € Higo))(G(s) X msM(s))

Punique élément tel que E(«,) = f3,. Soit s € Gy Si la classe de conjugaison de
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s ne rencontre pas H, on pose «, = 0. Supposons que la classe de conjugaison
de s rencontre H. Nous employons les mémes notations que ci-dessus dans la
démonstration de l'injectivité. Ecrivons M(s) = U;g; - (G(si) Xu(s;) M(si)),
I'union étant disjointe. On définit o, comme étant égal a I’élément g; - o, sur
gi - (G(si) XH(s;) M(s;)). On vérifie grace a la condition de H-invariance sur
la botte B que a, ne dépend pas du choix du systéeme de représentants g;.
On obtient ainsi une collection de classes de cohomologie équivariante a, €
Hicsy)(M(s)) qui vérifie la condition d’invariance requise.

érifions maintenant la condition de recollement. Soit donc s € G,.;. Nous
devons montrer qu’il existe a > 0 et un représentant a,, de «, tels que sur
M(s), Ty 5(0t5,0) = Qges pour tout S € g(s)enq- 1l suffit de le faire pour s = e en
remplacant M(s) par une des variétés M;,i € I(s), G par G(s;), H par H(s;)
et M par M(s;).

Soit B. € Him(M) et choisissons un représentant de 3. € HyF(h, M) que
nous notons J3. Alors on choisit & € HE (g, M) tel que E(a) = 3. Clest un
représentant de a,. Soit S € h.y. Comme 3 est une botte, il existe donc b >0
tel que l'on ait M(e%) = M(S),H(e®) = H(S) et légalité Ts3 = B.s dans
Hiusy(M(S)) pour tout S € Beyy. Soit a < b et tel que G(e) = G(S)
pour S € beye. La sous-variété G(S) xps) M(S) est une sous-variété de
M(e®). La restriction de Ts & G(S) xp(s) M(S) C M(S) détermine une
classe dans Hg(s)(G(S) X m(sy M(S)) qui coincide avec la restriction de a,s €
Higes) (M(€®)) & G(S) X i(s)M(S) C M(e¥) puisque ces classes se restreignent
respectivement sur §(.S) x M(S) en Tsf3 et en f,s.

Soit maintenant S € g.u,. Etudions les zéros de S sur B = G/H et sur
M = G xg M. On voit que B(S) est vide lorsque 'orbite de S ne rencontre
pas h. L’ensemble des G(S)-orbites dans B(S) est fini et paramétré par les re-
présentants g; des doubles classes de ensemble Ng = {g € G,¢g~!- S € b} sous
laction de G(S) x H. On note S; = g;7'S € h et M; = G(S) X m(si) M(S;). On
a alors M(S) = U;g;M;. Par G-invariance, pour montrer que Tsv = s sur
M(S) = U;g;- M, il suffit de montrer que pour chaque i, Ts, o] M; = a(e® )| M,
lorsque S; € b, ce qui a été prouvé ci-dessus. I

Si M est un point e, on obtient ainsi un isomorphisme K¢ (G/H) = Ky(o) =
C>(H)H. Décrivons cet isomorphisme plus directement. Soit o = (ay)seq.,,
une famille de formes équivariantes représentant un élément de Kg(M). La
fonction E(a) € C®(H)# est I'mique fonction H-invariante telle que I'on ait
E(a)(se¥) = (a,(Y))o)(e) pour tout s € H,y et pour tout ¥ € h(s),, ol a est
suffisamment petit.

Appendice.

Cet appendice contient pour la commodité du lecteur un résultat technique
utilisé plus haut.
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Lemme 66 Soit G un groupe de Lie réel séparable. Soit s € G un élément tel
que Ad(s) soit un endomorphisme semi-simple de l’algébre de Lie g de G. On
suppose que la classe de conjugaison O, de s est fermée. Soit H un sous-groupe
fermé de G. Alors les classes de conjugaison de H contenues dans O, N H sont
fermées et O, N H est une réunion localement finie de classes de conjugaisons
de H.

Identifions l’espace tangent a t € G au translaté a gauche part de g. L’espace
tangent en un point t € O, N H est égal a (Ad(t™') —1)h = hN (4d(t™) - 1)g.

Démonstration. Soit t € O, N H. Comme G est séparable et O, fermée, O,
est homéomorphe & G/G(t) par I'application naturelle. L’endomorphisme Ad(t)
est semi-simple car il est conjugué de Ad(s). Ecrivons une décomposition

g=h(t)dr(t) B q(t)®q"()

de g en sous-espaces Ad(t)-stables de sorte que l'on ait h = h(t) @ ¢'(t) et
8(t) = b(t) ® t(?)

Il existe des voisinages U’ de 0 dans ¢'(t), U" de 0 dans q"(t), V' de 0 dans
h(t) et V" de 0 dans t(t) tels que

1. lapplication (Q',Q",Y",Y") — e?"e? (te¥' e¥")e=?'e~?" soit un difféo-
morphisme de U’ x U"” x V' x V" sur un ouvert W de G,

2. e9"e@ (te¥' e¥")e~ @ e~@" appartienne a O, si et seulement si Y’ = Y" =0,

3. e?"e? (te¥ e¥")e= Q' e~?" appartienne a H si et seulement si Q" = Y" = 0.

Donc W N H N O, est défini par les équations Q" = Y" =Y’ = 0. Clest
I'intersection avec WNH d’une classe de conjugaison de H, et c’est un ensemble
fermé dans W N H. Le lemme en résulte facilement. 1§

3.5 Théorie de Chern-Weil.

Nous reprenons ’exemple de la section 1.4. Soit G un groupe de Lie presque
algébrique. Soit P — B un fibré principal de groupe G. Soit L un groupe de
Lie presque algébrique agissant a gauche sur P et commutant a l’action de G.

Soit s € Ley et soit B(s) la variété des points fixes de action de s sur
B. Si z € B(s) et si y est un point de P au dessus de z, il existe un unique
élément r(s,y) € G (r est employé pour “right”) tel que sy = yr(s,y). On a
r(s,y9) = g7'r(s,9)g.

Définition 67 . On dira que l'action de L sur le fibré principal P est princi-
palement réguliére si Uaction de L x G sur P vérifie les conditions suivantes.
1. L’action de L x G sur P est réguliére.
2. Pour tout s € Ly et tout y € P au dessus de B(s) lélément r(s,y) € G
est elliptique.

(Nous dirons en général réguliére au lieu de principalement réguliére en espérant
que le contexte évitera les confusions). Cette seconde condition est en général

57



M. DUFLO, M. VERGNE

vérifiée. C’est clair si G est compact. Il en est de méme, d’apres le lemme 63,
si G est un sous-groupe presque algébrique de L, pour la fibration principale

L— L/G.

Soient s € Ly et s’ € Gey. Soit P(s,s') = {y € P;sy = ys'} I'espace des
points fixes de (s,s’). Comme (s,s') € L x G est elliptique et comme ’action de
L x G dans P est réguliére on voit, en regardant I’application tangente a la pro-
jection P — B, que 'application P(s,s') — B(s) est une submersion. Notons
B(s)* louvert de B(s) image de P(s,s'). Alors P(s,s') est un fibré principal
de groupe G(s') muni d’une action a gauche de L(s). Soient s',s” € Gy, alors
B(s)* NB(s)* n’est pas vide si et seulement si s’ et s” sont conjugués dans G et
dans ce cas B(s)* = B(s)*". Comme I’action de L est principalement réguliére,
B(s) est réunion disjointe des sous-variétés ouvertes B(s)* , paramétrée par les
classes de conjugaison d’éléments s’ € Gy pour lesquels P(s,s') est non vide.

Le méme argument montre que 'action de L dans B est réguliere.

Supposons qu’il existe une connection w pour la fibration P — B inva-
riante par l’action de L. Nous allons associer & toute fonction ¢ € C*(G)¢ un
bouquet W(¢) € Z(B) de formes différentielles équivariantes. La connection
w définit une connection L(s)-invariante pour chacune des fibrations principales
P(s,s') — B(s)*. En effet, w|P(s,s') € A'(P(s,s'))®g(s') comme on le voit par
G-invariance et w|P(s,s') est une 1-forme de connection L(s)-invariante. Soit
by € C=(g(s"))%¢) la fonction définie par ¢ (Y) = #(s'e¥), pour Y € g(s').
L’homomorphisme de Chern-Weil (proposition 8) associe a ¢, une forme équi-
variante fermée W, ¢, € Af,(I(s), B(s)*). Explicitons W, ¢, en fonction de la
connection. Soit Y € [et soit (YY) = u(Y)+Q € A(P)® g la courbure équiva-
riante de w. SiY € [(s), la restriction Q(Y)|P(s, s') de la forme Q(Y') a P(s,s')
est dans A(P(s,s")) ® g(s') et ¢(5'e¥¥NP(E5)) est une forme G(s')-basique. On
pose

WWQS&’()f) — (b(sleQ(Y)lP(s,x’)).

Comme ¢ est une fonction G-invariante sur G, il est facile de voir que W,,(¢,) ne
dépend que de la classe de conjugaison de s'. Ecrivons B(s) = Uyec.,/6)B(s)*
et définissons W,¢ € Af,)(I(s), B(s)) comme étant égale a W (¢,) sur B(s)*.

Soit s € Loy et soit S € [(s)ey. Alors L(s)NL(S) C L(se®) et B(s)NB(S) C
B(sed).

Lemme 68 Soit S € [(s)ey. Alors, siY € L(S)N L(s), on a
(W.)(S +Y)|B(5) N B(S) = (W,.s6)(Y)|B(s) N B(S)
dans Aﬁs)ﬂL(S)([(s) n [(S), B(S) N B(S))
Démonstration. Il suffit de démontrer cette relation pour s = e. Soit S € lgy.

Considérons le groupe & un parameétre exp(tS). Au dessus de B(S), il produit
un groupe a un parametre de transformations verticales : si y € P est au dessus
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de z € B(S), exp(tS)y = yexp(tr(S,y)) ou r(S,y) est un élément de g.;. La
classe de conjugaison de 7(S, y) ne dépend que de la projection z € B(S) de y et
est localement constante. On écrit B(S) = Usig(g./c)B(S)S ot B(S)" désigne
la sous-variété ouverte et fermée de B(S) sur laquelle I’élément 7(S,y) € geu
produit par l'action verticale de S est dans la classe de conjugaison de S’. Soit
Y € I(S). L’espace P(S,S") des zéros de (S,S") sur P est un fibré principal sur
B(S)%'. On a donc

(W.)(S + Y)|B(S)% = ¢(eMSHIPEST),

On a

p(S)IP(S,S") = —w(Sp)|P(S,5) = w(pS)|P(S,5) = S
Donc QS+Y)=pu(S+Y)+Q=5+QY) et QY)|P(S,S") € A(P(S,5"))®
9(S"). Donc eXSHIPES) = o5 QVIPSS) Mais on a B(S)S C B(es)esl et
P(S,S") C P(e®,e%). Donc, si Y € [(S), on a

(Wsd)(Y)|B(S)® = p(e5 2NIPES)
et on obtient 1’égalité cherchée. 1
Nous avons donc démontré la proposition suivante.

Proposition 69 Soient G et L deur groupes presque algébriques. Soit P — B
un fibré principal sous l’action de G, muni d’une action d gauche de L princi-
palement réguliére. Supposons qu’il existe une connection w L-invariante. Alors
si ¢ € C*(Q)%, la famille W, = (W,d)ser,, d’éléments de A, (I(s), B(s))
est un bouquet de formes différentielles équivariantes. La botte de classes de
cohomologie définie par W,($) est indépendante du choix de w. On la note
W € K(B)

On peut donc munir K;(P/G) d’une structure de C*°(G)¢ module en posant
pour ¢ € C®(G) et a € K1(B)

- a=W(o).

Remarque 70 Considérons une espace homogéne réductif G — G/H comme
dans le théoréme 64. On a vu que lapplication de restriction E : Kg(G/H) —
C>®(H)H est un isomorphisme. Choisissons une connection G-invariante w.
Alors W, ¢ est un bouquet représentant de E~'¢. En particulier, ce représen-
tant se recolle non seulement au niveau cohomologique, mais au niveau formes
différentielles.

Remarque 71 On peut généraliser la proposition ci-dessus au cas considéré
dans le paragraphe 1.8: soit P une variété munie d’une action réguliére d’un
groupe G pour laquelle un sous-groupe distingué N opére librement. Lorsque la
condition analogue d la condition G7 est vérifiée, on peut associer 4 une fonction
¢ € C(G)% un. bouquet W, (¢) € Bg/n(P/N) de formes différentielles équiva-
riantes. La botte de classes de cohomologie équivariante déterminée par W,,(¢)
est indépendante de la connection.
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Soit M une variété sur laquelle le groupe L opere. Soit &€ — M un fibré
vectoriel réel (ou complexe) L-équivariant. On explicite les constructions précé-
dentes appliquées au fibré principal P de groupe G = GL(N,R) (ou GL(N,C))
des repéres de £. Soit s € L.y. Au dessus de M(s), l'action de s sur £ produit
un automorphisme s® du fibré £.

Définition 72 On dira que Uaction de L sur le fibré £ est principalement ré-
guliére si

1. Uaction de L sur £ est réguliére,

2. pour tout s € Ly et pour tout m € M(s) lautomorphisme st de &,, est
elliptique.

Comme pour la définition 67, nous dirons en général régulier plutdét que princi-
palement régulier.

On dira que le fibré £ — M est connecté si £ est muni d’une connection L-
invariante V. Pour X € [, soit F(X) € A(M,End(£)) sa courbure équivariante
(définie dans la section 1.5).

Soit s € L.y. La restriction de V a M(s) fournit une connection L(s)-équi-
variante sur £|M(s) dont la courbure équivariante est obtenue pour X € [(s)
par restriction de F\(X) a M(s).

Appliquons la construction précédente a la fonction ¢(g) = Tr(g). On définit
pour X € [(s)

ch (&, V)(X) = Tr(sfeFXNM@),

La forme ch,(€,V) est une forme différentielle L(s)-équivariante fermée sur
M(s).

Lemme 73 Pour tout S € [(s)en on a légalité
Tsschy(E,V)=r,5ch,s(E,V)

dans 'A%o(s)ﬂL(S)([(s) n [(S), M(S) N M(S))
Démonstration. Nous explicitons les étapes de la démonstration précédente.
Comme Sy, s’annule sur M(s) N M(S), le moment de S est égal & I'action S©
verticale produite par S sur £|M(s) N M(S). Donc F(S+Y) = S + F(Y).
Pour Y € I(s) N [(S),

T, sch (&, V)(Y) = Tr(s® exp(S¢ + (F(Y)|M(s) N M(S)))).
Sur M(s) N M(S), les matrices S° et F(Y) commutent. Donc
Tr(s* exp(SE + F(Y)|M(s) N M(S))) = Tr(s* exp S¢ exp F(Y)|M(s) N M(S)).

|
La proposition suivante est donc claire.
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Proposition 74 Soit £ un fibré L-équivariant connecté. La famille

(ch o(£,V))seLon

est un bouquet de formes équivariantes. La botte de classes de cohomologie cor-
respondante ch(€) € K (M) est indépendante de la connection L-équivariante
choiste.

On dira que ch(&) est le caractére de Chern équivariant du fibré (connecté)
E.

L’application & — ch(€) est un caractere: si £ et F sont deux fibrés connec-
tés, alors £ ® F et £ ® F sont des fibrés connectés et

ch(E® F) = ch(€)+ ch(F)
ch(ERF) = ch(E)ch(F).

(Ces égalités sont déja vraies dans Zp(M)).

Si M = L/H est un espace homogene réductif, un fibré vectoriel L-équiva-
riant est un fibré £, = L xpy E associé a une représentation 7 : H — GL(FE)
de dimension finie de H. La connection L-invariante sur le fibré principal L —
L/H fournit une connection L-invariante sur &,. Considérons l'isomorphisme
de restriction E : K(L/H) — C*(H)". Soit Tr 7 la fonction trace de la repré-
sentation 7. On a

E(ch(&))=Trr

Soit G un groupe de Lie et soit N un sous-groupe distingué de G. Soit P une
variété munie d’une action a droite de G. Supposons que ’action du sous-groupe
N soit principale. Considérons la fibration ¢ : P — P/N. L’image réciproque
¢* induit une application de K¢/n(P/N) dans Kg(P). 11 serait tentant de gé-
néraliser le théoréme 22 au groupe K¢(P). Toutefois nous ne pouvons le faire
sans hypotheéses supplémentaires. Nous supposerons que le groupe G/N et la
variété P/N sont compacts. Il existe alors une connection G-invariante pour la
fibration ¢ : P — P/N, puisqu’une connection N-invariante existe (car 'action
de N est principale) et qu’il suffit alors de la moyenner sur G/N.

Théoreme 75 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé
distingué de G. Soit P une variété munie d’une action a droite de G telle que
Uaction du sous-groupe N soit principale. Supposons que le groupe G/N et la
variété P/N soient compacts. Alors Uapplication

(j* . K(,/N(P/N) — IC(,'(P)
est un isomorphisme.

Démonstration. Considérons tout d’abord la situation produit. Soit P — B
un fibré principal de groupe G. Soit L un groupe de Lie opérant sur P a gauche.
Nous supposons que L est compact, donc I'action de L sur P vérifie la condition
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67. Nous employons les notations de la démonstration de 69. Supposons de
plus B compacte. Montrons tout d’abord que ’application ¢* est injective. Soit
a = (a,)ser un élément de K (B) tel que ¢*a = 0. Notons a, ¢ = a3|B(s)s’.
L’espace P(s,s') est un fibré principal sur la variété compacte B(s)*. Notons
gs,s © P(s,s') — B(s)* la fibration correspondante. Donc pour tout (s,s') €
L x G, Vélément ¢} ya, 0 € Hipsxa(sy)(P(s,s")) est nul. Le groupe L(s)
est compact. D’apres la proposition 58, I’application ¢; ./ : H[L(s)](B(s)"') —
Hir(s)xc(s1)(P(s, ")) est injective. On en déduit que a,|B(s)* est nulle. La va-
riété B(s) est union disjointe finie de variétés B(s)*". Donc a, = 0.

Montrons que I'application ¢* est surjective. Soit 8 = (054 )seL s'eG,, U
élément de Kp«g(P). Construisons un élément o € Kr(B) tel que 8 = ¢*a. On
définit o, »|B(s)* comme 1'unique élément de H{r ) (B(s)*') tel que s Qs 0 =
Bs,s. La condition de G-invariance sur la botte § implique que a, , ne dépend
que de la classe de conjugaison de s’. On définit o, comme étant égal & a o sur
B(s)*". On obtient ainsi une collection o = ()¢ de classes o, € Hp(s)(B(s)).
L’invariance sous L de 8 implique que « vérifie la condition d’invariance voulue.
Vérifions la condition de recollement. En changeant de notations (L = L(s),
P = ¢7(B(s)), etc...) il suffit de le vérifier pour s = e. Choisissons un repré-
sentant 3 € HZ (I x g, P) de f.. On choisit & € HP(l, B) tel que ¢*a = f.
L’élément & est un représentant de .. Il existe un nombre a > 0 tel que
pour tout S € [, et tout S' € g, on ait L(e%) = L(S), G(e%) = G(S),
P(es’eSI) = P(S’ SI) et TS'S'/)) = /[}es.esl dans 'H[L(es)xG(esl)](P(eS’eSI))' Soit
B(S) = Usie(g.u/c)B(S)%". Puisque L est compact, un voisinage elliptique [, de
0 dans [ est un voisinage aussi petit que ’on veut pour la topologie ordinaire.
Comme B(S) est compacte, la classe de conjugaison de r(S,y) € gen (qui ne
dépend que de z € B(S)) produite par l’action verticale de S au dessus de
B(S) reste dans un voisinage invariant de 0 pour la topologie ordinaire, donc
a fortiori pour la topologie elliptique. On choisit b < a tel que si S € [, alors
B(S) = B(e%) et B(S) = Usie((g.ung)/c)B(S)¥". Notons s = e, s' = e5. On a
B(S)S' = B(s)*, P(S,S') = P(s,s'). Comme pS' est vertical, on voit que

Tssq’d = ¢ o(Tsd|B(S)™).
D’autre part, i
Tssqg o =Ts 53 = By

On en déduit Pégalité f§, v = q:'s,(T-;fﬂB(s)”l) dans Hiz)xa)(P(s, ). Mais
par définition 8, = ¢} s, . D’aprés la proposition 58, 'application g; ,/ est
injective. Donc a, » = aSIB(s)“" = TS('VIB(S)“I. Ceci étant vrai pour le recou-
vrement fini de B(s) par les variétés non vides B(s)”", S' € g, on obtient
Ts& = o, et la famille o, vérifie la condition de recollement voulue.

Retournons a la situation du théoréme 75. On raisonne comme dans la dé-
monstration de 22. On note L le groupe G/N et on considere la variété L x P.
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Le groupe L est compact ainsi que la variété (L x P)/G = P/N. L’application
(]8 . ICL(P/N) — }CLXG(L X P)

est donc un isomorphisme, d’apres le cas produit.

Considérons I’action de L x G sur L x P. Soit A(G) le sous-groupe {(7,9)}
de L x G. Alors le (L x G)-espace L x P est isomorphe & 1’espace induit (L x
G) xa(g) P par lapplication [(/, g),z] — (lg~',zg™!) pour /€ L,g € G,z € P.
L’espace homogéne (L x G)/A(G) est réductif, puisque 1’algebre de Lie de L
est un supplémentaire invariant sous ’action adjointe de A(G) de I’algebre de
Lie (X,X) de A(G). L’application E : Kpxg(L x P) — Kg(P) est donc un
isomorphisme d’apres le théoreme 67. Le composé Eq; coincide avec ¢* et notre
théoréme est démontré. |

4 Groupe métalinéaire et orientations.

Dans cette section, nous rassemblons quelques résultats sur 1’orientation des
variétés de points fixes de transformations elliptiques nécessaires a l'intégration
des bottes.

4.1 Transformations infinitésimalement elliptiques.

Rappelons que si U est un espace vectoriel de dimension finie sur R, une orien-
tation de U est un choix d’une des deux demi-droites de A™**(U). Si U = 0,
on note &, l'orientation contenant le point 1. Si € et £’ sont des orientations de
U et U', l'orientation £ A £’ de U @ U’ est bien définie. Si o est une orientation
de U @ U’ et £ une orientation de U, on note o/ 'orientation de U’ telle que
(0/€) A& = 0. On définit de méme lorientation £\o. Si 'un des deux espaces
U ou U’ est de dimension paire (ce qui sera souvent le cas ci-dessous), les deux
orientations {\o et o/ sont égales.

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension n. Soit S € End(V).; une
transformation infinitésimalement elliptique de V. Alors il existe des entiers
positifs ¢, r tels que n = 2¢ + r, une base {e;,es,...,€3-1,€2, f1,...,fr} de V
et des nombres réels non nuls A;,1 < i < ¢ tels que

Sesic1 = e,
Seqi = —N\egi_q, pour 1<i</(
Sf; = 0, pour 1<j<r.

Supposons S inversible. Alors 7 = 0 et la dimension de V est paire: n = 2¢.
On a alors det S = A2\%. .. A% Choisissons une orientation o de V. Supposons la
base précédente ey, e, ..., eq_1, ey orientée. Ces choix déterminent une racine
carrée de det S en posant

(42) det (1)/28 = )\1)\2 T Ag.
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Cette racine carrée ne dépend que de 'orientation de V. Si S n’est pas inversible,
on pose det }/25 = 0. On obtient ainsi une fonction det }/2 sur End(V').; dépen-
dant de l’orientation o de V.

Réciproquement, si on suppose S inversible, S détermine une orientation
¢(S) de V par la convention

(43) det /5 S > 0.

Remarque 76 On peut définir ((S) sans choisir de base: soit T7-1(S) 1’élé-
ment de A*(V) défini ci-dessous (formule 59). Alors ((S) est l'orientation qui
contient la composante de degré dim(V') de ’élément exp(7~1(S)) de A(V).

Plus généralement, si U est un sous-espace de V stable par S tel que la
restriction S|y soit inversible, nous posons

(44) ¢(U,S8) = ¢(Slv)-

Nous disons que ((U, S) est 'orientation de U définie par S.
Enfin, pour S € End(V) rappelons la décomposition V = V(S) & q(S),
ou V(S) = ker(S) et q(s) = S(V). Nous notons

(45) ((8) =<¢(a(5), 5).

Ceci a un sens car la restriction de S a q(.S) est inversible, et, si S est inversible,
ceci ne differe pas de la définition précédente.

Le but de cette section est de décrire les notions équivalentes a ((.S) et
det 1/2S pour des transformations elliptiques. Nous allons voir qu’elles ne sont
pas définies pour les éléments elliptiques de GL(V') mais pour ceux d’un certain

recouvrement ML(V) d’ordre 2 de GL(V).

4.2 Groupe Pin(V).

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une forme quadratique
Q@ définie positive. On note B(v,w) la forme bilinéaire symétrique telle que
B(v,v) = Q(v). On considere l'algebre de Clifford C(V,Q) dans laquelle les
relations sont v? = —Q(v).

L’algebre C(V,Q) est graduée sur Z/2Z. On note C+(V, Q) la partie paire
et C~(V, Q) la partie impaire de C(V, Q). On note @ — a* antiautomorphisme
tel que v* = —v. Donc (ab)* = b*a*.

Pour une algébre A graduée sur Z/2Z, on note A le groupe des éléments
homogenes et inversibles de A et p(a) est la parité d’un élément homogeéne
a € A. Pour a € A%, on note «(a) Pautomorphisme intérieur défini par a :

(a)() = (=1 B ghq L,
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L’application ¢ est un homomorphisme de A* dans le groupe Aut(A) des au-
tomorphismes de A préservant la graduation. Son noyau est Z* si Z est la
sous-algébre de A formée des éléments qui commutent (au sens gradué) aux
éléments de A.

Dans le cas de C(V,Q), on a Z = R, et ¢ est surjective (par le théoréme de
Skolem-Noether gradué).

On définit le groupe de Clifford I'(V, Q) comme le sous-groupe de C(V,Q)*
formé des éléments a tels que «(a)(V) = V. Pour a € I'(V,Q), on note j(a) €
GL(V) la restriction de ¢(a) a V. L’application j est un homomorphisme surjec-
tif de I'(V, Q) sur le groupe orthogonal O(V, @), de noyau R*. Si a € I'(V,Q),
Pélément aa* est un scalaire > 0 noté N(a). La fonction N vérifie N(a) = N(a*)
et N(ab) = N(a)N(b). On pose I't*(V,Q) =T (V,Q)NC(V,Q)* et I'(V,Q) =
I(V,Q)NC(V,Q)".

Par exemple, soit v € V. On a v € C(V,Q)* si et seulement si Q(v) # 0, et
alors v™! = —v/Q(v). Dans ce cas, v appartient & ['(V,Q), on a N(v) = Q(v)
et j(v) est la symétrie de vecteur v et de noyau I’hyperplan orthogonal & v.

Le groupe Pin(V,Q) est le sous-groupe des éléments de a € T'(V,Q) tels
que N(a) = 1. Soit v € V. Alors v € Pin(V,Q) si et seulement si Q(v) = 1.
L’application j induit une surjection de Pin(V, Q) sur O(V, Q). Le noyau est le
sous-groupe {1,—1} de R*. Pour éviter des confusions, nous noterons aussi €
I’élément —1 de ker j.

On note Spin(V,Q) le groupe I'*(V,Q) N Pin(V, Q). L’application j in-
duit un morphisme de Spin(V, Q) sur SO(V, Q) de noyau {1, ¢}. Nous poserons
Pin=(V) =T"(V,Q) NnPin(V,Q).

Dans la suite nous enlevons en général ) de la notation.

Soit U un sous-espace de V. Soit U’ 'orthogonal de U. La sous-algebre de
C(V') engendrée par U est canoniquement isomorphe a C(U). Les groupes I'(U),
Pin(U) et Spin(U) sont les sous-groupes des groupes I'(V'), Pin(V) et Spin(V)
respectivement formés des éléments a tels que j(a) laisse fixe ’orthogonal U’ de
U dans V. Tout élément a € I'(V) tel que j(a) laisse stable U s’écrit a = bb’ avec
be P(U) et b € T'(U'). Si a = cc’ est une autre décomposition avec ¢ € I'(U)
et ¢ € I'(U'), il existe k € {1,€} tel que b =kcet ¥ =k~1c.

Voici une proprlete fonctorielle supplémentaire permettant de ramener 1'é-
tude du groupe Pin & celte du groupe Spin. On pose V = V @ Ré. On munit V
de la forme quadratique prolongeant ) pour laquelle cette décomposition est
orthogonale et € de norme 1. On vérifie que I'on définit un isomorphisme x de
C(V) (dans lequel on oublie la graduation) sur C*(V') en posant

k(a)=a pour p(a) =
(46) { k(a) =aé pour p(a) =
L’application « induit un isomorphisme de I'(V') sur le sous-groupe de I't(V')
formé des a tels que j(a)(€) = *é.
On munit C(V) de la forme quadratique telle que, si f,...,f, est une base
orthonormée de V, les f; ---f;, avec j; < -+ < j; et 0 < ¢ < n forment

65



M. DUFLO, M. VERGNE

une base orthonormée de C'(V'). On remarque que la restriction de cette forme
quadratique a I'(V, Q) est la fonction N. De méme A(V) est muni du produit
scalaire tel que les f; A--- A f;, forment une base orthonormée de A(V).

On filtre C(V') par les sous-espaces C;(V) engendrés par les produits de
longueur < ¢ d’éléments de V. L’espace C;(V)/C;-1(V) est canoniquement iso-
morphe & AY(V). On note o; le symbole a; : C;(V) — Ai(V). L’orthogonal C¢(V)
de C;_1(V) dans C;(V) est un supplémentaire. Si f1,...,f, est une base ortho-
normée de V, les f; - -- f;, avec j; < --- < j; forment une base orthonormée de
cH(V).

On note T la forme linéaire sur C(V) telle que

(47) a—T(a) € Bi>oC'(V)
pour tout a € C(V).
Proposition 77 Soit a € T'(V). On a

T(a)* = 27"N(a)det(1 + j(a)).

Démonstration. Lorsque a appartient a Pin~ (V) les deux cotés de 1’égalité
sont nuls. Par homogénéité, il nous reste a considérer le cas ot a € Spin(V). On
se rameéne immédiatement au cas ot dim(V') = 2. Soit e, f une base orthonormée
de V. On peut écrire a = cosf e +sinf f avec § € R. Alors j(a) est la rotation
d’angle 26 et la relation ci-dessus revient & la formule cos?§ = (1 + €%*)(1 +
e=29)/4. g

Le groupe Spin(V') est 'ensemble des points réels du groupe algébrique
connexe Spin(V ® C). La restriction de T & Spin(V ® C) est une fonction
polynomiale. On a obtenu le corollaire suivant.

Corollaire 78 Sur Spin(V @ C) la fonction det(1 + j(a)) a une racine carrée
polynomiale .

Nous noterons
(48) det /(1 + a)

la racine carrée polynomiale de det(1 + j(a)) qui est positive pour a = 1.
Considérons maintenant ’espace C(V)/C,_1(V). Il est canoniquement iso-
morphe & A™*(V) = A*(V). On pose oy = 0,,.
Soit 0 une base orthonormée de A™**(V'). Le choix de o est équivalent au
choix d’une orientation de V. On note v, I'image réciproque de o dans C*(V).
Si f; est une base de V orthonormée orientée de Vonao=fi A---Af, et

(49) 70=fl"'fn-

Notons que 7, appartient au groupe Pin(V) et que j(v,) = —1 € O(V'). Le choix
d’une orientation de V est donc équivalent au choix d’une image réciproque de
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—1 € O(V) dans Pin(V'). Notons D(V') C C(V') le commutant de la partie paire
de C(V). Les éléments 1 et 7, forment une base de D(V') et on a

(50) (7)? = (=1)"+/2,
Pour a € C(V), on note T°(a) le scalaire tel que I’on ait
(51) ov(a) = T*(a)o,

ou encore, a —T°(a)y, € Cn—1(V). Par analogie avec l'intégrale de Berezin dans
A(V) (voir ci-dessous) on peut appeler T° I'intégrale de Berezin.
On vérifie facilement la formule suivante.

(52) T°(a) = (=1)""*D2T(av,).

Le carré de la forme linéaire 7° ne dépend pas de o. Il résulte de la proposition
77 que l'on a:

Proposition 79 (/6] lemme 3.22) Soit a € T'(V). On a
T°(a)? = 27"N(a) det(1 — j(a)).

Le choix de o détermine une racine carrée polynomiale de la fonction det(1—
Jj(a)) sur Pin(V') : pour a € Pin(V') on pose

(83)  det}2(1—a)= (=12 det (1 + ay,) = 27T (a).

C’est la racine carrée qui est positive en 7,. Cette définition est analogue a celle
de la formule (42).

Notons que det %,/ 3(1 —a™!) est la racine carrée positive en v, ! et donc on a
aussi
(54) det1/2(1 — a™Y) = det /2 (1 + av,) = 22T (ar,).

Corollaire 80 Soit a € I'(V). Alors 1 — j(a) est inversible si et seulement si
ov(a) est non nul.

Soit @ € T'(V). Posons V(a) = ker(1 — j(a)) et q(a) = (1 — j(a))V.On ala
décomposition
(55) V =V(a) ® q(a).
L’espace q(a) est lorthogonal de V(a) dans V. Donc a appartient au sous-
groupe I'(q(a)) de I'(V).

Corollaire 81 Soit a € I'(V). Soit 0 une base orthonormée de A™**(q(a)) et
T° lintégrale de Berezin correspondante dans C(q(a)). On a

T°(a)? = 2~ 9m9@) N (a) det(1 — j(a)]ya)-

En particulier, 04,)(a) est un élément non nul de A™**(q(a)).

67



M. DUFLO, M. VERGNE

Le corollaire 81 permet de poser les définitions suivantes.

Définition 82 Soit a € I'(V') et 0 une orientation de q(a). On note &(a) lo-

rientation de q(a) qui contient o4, (a). On note F(a,o0) le nombre (égal a £1)
tel que €(a) = F(a,o0)o.

C’est ’analogue de la définition de ((S) (formule 45). Si U est un sous-espace
de V stable par j(a), on ne peut pas définir I’équivalent de ((U, S) (formule 44)
car a n’a pas d’image bien déterminée dans I'(U).

Donc, par définition, on a

F(a,o0) =signT’(a) = sign det:(/az)'o(l —a).
En d’autres termes, £(a) est 'orientation de q(a) telle que

(56) det ‘1‘(/3))5(“)(1 —a)>0.

La proposition suivante rassemble quelques propriétés immédiates de &(.) et

F(.,.).

Proposition 83 1. L’orientation (1) est lorientation & de espace q(1) =
{0}.
1. On a F(1,&) =1.

2. Soita € (V). On a €(ea) = —€(a).

2’. Soit de plus o une orientation de q(a). On a

F(a,0) = —F(ea,0) = —F(a,—o)..

3. Soitv € V, v # 0. Notons £ (v) Vorientation de lespace Ru définie par
v. On a q(v) = Ru et {(v) = £(v).

3. Ona F(v,&(v)) =1.

4. Supposons donnés une décomposition orthogonale V=U @ U’, b € I'(U),
b € T(U"). Alors on a q(bV') = q(b) @ q(') et E(DV') = E(b) A E(Y).

4’. Sotent de plus o et o' des orientations de q(b) et q(V') respectivement. On
a F(bb',0N0") = F(b,0)F(VV,d).

5. Soit a € T(V) et soit (a) € TH(V) Uélément défini par la formule (46).
Sia € TH(V), on a q(k(a)) = q(a) et (k(a)) = &(a). Sia € T7(V), on a
a(s(2)) = a(a) ® & et £(s(a)) = £(a) A .

5°. Soit de plus o une orientation de q(a). Si a € TH(V), on a F(k(a),0) =
F(a,0). Sta €T~ (V), on a F(k(a),0NA é) = F(a,0).

6. Soient a € T'(V) et b € T'(V). L’application j(b) induit un isomorphisme
de q(a) sur q(bab™'), et donc une application j(b). de l’ensemble des orienta-
tions de q(a) sur lensemble des orientations de q(bab™'). On a j(b).(€(a)) =
£(u()(@)):

6°. Soit de plus o une orientation de q(a). On a F(i(b)(a),j(b)«(0)) =
F(a,o).
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Voici une application. Pour deux nombres réels non nuls z et y on pose
¥(z,y) = —1sixz < 0ety < 0, et y(x,y) = 1 sinon. Pour s € GL(V)eu,
rappelons que 'on pose q(s) = (1 — s)V. Comme s est elliptique, on a

(57) det(s]qe)) = (—1)dimE),

Corollaire 84 Soient s et t des éléments de O(n) qui commutent. Soient § et
t des représentants de s et t dans le groupe Pin(V'). On a

85711 = y(det(s), det(t))(—1)ImEENa®)

Démonstration. En appliquant la formule (57) & la restriction de s a g(t),
cette formule est équivalente & ¢(3)(t) = det(s|q))t. Celle-ci résulte du numéro
6 de la proposition 83. 1

Nous considérons maintenant ’algébre de Lie spin(V) du groupe Spin(V).
Comme Spin(V') est un sous-groupe fermé du groupe des éléments inversibles
de C*(V), son algebre de Lie spin(V') est une sous-algebre de Lie de I’algebre
de Lie C*(V). C’est le sous-espace C*(V) de C»(V). Nous poserons donc

(58) spin(V) = C(V).

L’action adjointe de a € Pin(V) sur un élément A € spin(V) est Ad(a)(A) =
aAa™! = ((a)(A) (rappelons que A est pair). L’action adjointe j(A)(v) = Av —
vA est la différentielle de la représentation j : Spin(V) — SO(V). C’est un
isomorphisme d’algebres de Lie de spin(V) = C?(V) sur so(V) C End(V). Le
symbole

oy CH (V) = Cy(V)/CL(V) 2 AX(V)

est un isomorphisme d’espace vectoriel.

Exemple 85 Soient e € V et f € V des vecteurs orthogonaux de norme 1 et
6 eR. Soit A=F6ef. On a A € spin(V), j(0efle =20 f, j(0ef)f = —20e, et
oy(fef)=0eANf.

On note 7 lisomorphisme j o (62)~! de A*(V) sur so(V). Soit f; une base
orthonormale de V. Soit S € so(V). On a

(59) T7HS) =LY B(Sfi, fi)fi A f; € APV.
i<y

Soit o une base orthonormée de A™**(V). On note encore T° l'intégrale
de Berezin, c’est-a-dire la coordonnée sur A(V') correspondant a o. Soit A €
spin(V). Calculons le nombre T°(exp(o2(A)). On a T°(exp(o9(A)) =0 si n est
impair, et T°(exp(g2(A))o = (02(A))?/p! si n = 2p. De maniére analogue a la
proposition 79 on trouve

T°(exp(o2(A))? = 27" det v (j(A)).
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Rappelons que j(A) est un élément elliptique de End(V) et que o est une
orientation de V. Nous avons défini (formule 42) le nombre det /2(j(A)). On a

2°T°(exp(02(A))) = det /2(j(A)).
Cette formule montre que la restriction de det!/? au sous-espace so(V,Q) est
polynomiale (c’est le pfaffien). Elle ressemble & la formule de la définition 53. Un
rapport plus précis est donné par la formule (60) ci-dessous. Soit A € spin(V).
On a défini (définition 10) la fonction J sur End(V). Sa restriction a so(V)
admet une racine carrée analytique, en fait entiére sur so(V ® C) (voir par
exemple [6], corollary 3.15).

Définition 86 On note J/2 la fonction entiére sur so(V @ C) dont le carré
est J et telle que J'/2(0) = 1.

On a alors ([6], proposition 3.16)
(60) det /(1 — exp(A)) = J/2(j(A)) det [/2(j(A)).

Soit S € so(V'). Posons § = exp( 1(S)) € Spin(V) et s = exp(S) € SO(V).
Sil’on identifie spin(V') et s0(V') grice a j, on peut aussi noter § = expg,inv(S)-
On a j(8) = s. Soit 0 une orientation de q(5) = q(s).

Nous choisissons (ce qui est possible) une base de V' formée des vecteurs de
norme 1 deux a deux orthogonaux ey, ey, ..., eq-1,€9, fi, fo,. ., fag-1, f2q €t
des nombres réels a; ¢ 21Z \; € 277 tels que

Sesio1 = Aieyi
Seyi = —Aiegi

Sfaj1 = ajfy;
Sf‘Zj = —ajfzj-l

L’espace q(s) est engendré par les f;. Supposons de plus que o soit 'orientation
de q(s) définie par la basef;.

Proposition 87 On a

F(expspinv)(S), 0 H cos();/2) sign (H sin(a;/2) )

Démonstration. Il résulte de la proposition 83, numéro 4, qu’il suffit de
démontrer assertion lorsque dim(V') = 2. Soient e et f deux vecteurs orthogo-
naux de longueur 1 de V. Soit § € R tel que Se = 26f, Sf = —20e. On a vu
(exemple 85) que I'on a j71(S) = fef et donc § = cosf +sinfef. Si 6 € nZ, on
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a § = cosf et donc F(5,€y) = cosf. Si 0 ¢ 7Z, £(3) est l'orientation de V' qui
contient sinfe A f, et donc F(5,e A f) = sign(sinf). 1

Nous verrons qu’un des intéréts de cette formule est de ne pas faire intervenir
explicitement la forme quadratique Q.

Nous notons, pour tout réel z > 0, spin(V'), ’ensemble des A € spin(V)
tels que les valeurs propres de j(A) soient de module < z. Soit a € Pin(V).
Soit spin(V')(a) le centralisateur de a dans spin(V). Soit z > 0. Si z est assez
petit, on a V(ae?) = V(a) N V(A) pour tout A € spin(V)(a);. On raffine la
décomposition (55) de V en

(61) V =V(ae") @ q(a, 4) & q(a),
ou q(a, A) = j(A)(V(a)). On a donc
(62) q(ae?) = q(a, A) ® q(a)

Comme j(A) est une transformation elliptique inversible de q(a, A), elle déter-
mine une orientation ((q(«, A), A) de q(a, A).

Voici un supplément a la proposition 83. C’est une sorte de propriété de
continuité des fonctions £ et F.

Proposition 88 (La numérotation continue celle de la proposition 83).
7. Soit a € Pin(V). Il existe 22 > 0 tel que pour tout élément A de spin(V)(a),
on ait la décomposition 61 et la formule

£(ae’) = £(a) A¢(a(a, A), A) = {(a(a, A), A) A E(a).

7. Soit de plus o une orientation de q(a). On a F(ae?,0A((q(a, A),A)) =
F(a,o0).

Démonstration. En appliquant la proposition 83 on se raméne aux deux
situations suivantes.

1. On suppose V de dimension 2 et ¢ = 1. On munit V d’une base ortho-
normée e, f et on a A = fef. On a j(A)e = 20f et j(A) f = —20e. S16 =0,
Passertion est claire. Supposons # # 0. Soit # = 27. Si A € spin(V),, on a
0 < |f] < m, les nombres # et sin# ont le méme signe et donc £(e4) = £(a). (Si
I’on préfere, on peut aussi utiliser la formule (60 )).

2. On suppose 1 — j(a) inversible. Si z est assez petit, 1 — j(ae?) est in-
versible pour tout A € spin(V)(«a),. Comme l'application oy est continue et
comme spin(V')(a), est connexe, on voit que les orientations £(s) et £(ae?) sont
égales. 1

Corollaire 89 On suppose dim(V') > 2.

1. La fonction § qui ¢ a € Spin(V) associe une orientation de q(a) est
lunique fonction vérifiant les propriétés 1, 6 (de la proposition 83) et 7 (de la
proposition 88).

2.La fonction £ qui a a € Pin~(V) associe une orientation de q(a) est
Punique fonction vérifiant les propriétés 3, 6 (de la proposition 83) et 7 (de la
proposition 88).
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Démonstration. Cela résulte facilement de ce que Spin(V') et Pin~(V') sont
connexes pour dim(V) > 2. &

En particulier, la propriété 2 est une conséquence des autres, ce qui montre
la nécessité d’introduire le groupe Pin(V') dans ces questions d’orientation.

Nous expliquons maintenant le rapport des fonctions introduites ci-dessus
avec la représentation spinorielle.

Supposons n pair. On pose n = 2p et m = 2P~1. Soit M(m,m,C) la su-
per algebre des matrices représentant les endomorphismes de 1’espace vectoriel
gradué C™™ . Soit 1) un isomorphisme

Y :C(V)®C — M(m,m,C).
(On sait qu’un tel isomorphisme existe). On a facilement
tr(¢(a)) = 2"T(a).
Si o est une orientation de V', on a donc

tr((av,)) = (~1)72'T"(a).

En comparant cette formule avec les propositions 77 et 79 on trouve les relations
(voir [6], proposition 3.23)

(63) tr(y(a)) = det /2(1 +a) pour « € Pin(V)
et

64Yr(v(av,)) = (—1)? det 1,/2 1—a)=det /(1 -a! pour a € Pin(V).
0 V,o

. . . B
Ecrivons ces relations en terme de super trace. Rappelons que si u = é, D ) ,

avec A, B, C et D dans M(m,C), est un élément de M(m, m,C) on pose

str(u) = tr(A) — tr(D) = tr(u < é _OI ))

Il existe deux classes de conjugaison (sous l’action du groupe GL(m,m,C) des
éléments inversibles pairs de M(m, m,C)) d’isomorphismes

¥ :C(V)®C — M(m,m,C).

Fixons une racine carrée i de —1 et une orientation o de V. Il résulte de (50)
que l'on a

P(i"y,) = £ ( é .?[ )
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ott I est la matrice de I’application identique de C™. On détermine une classe 9°
en demandant que ’on ait 1°(i"y,) = ( é _OI ), ou, ce qui revient au méme,
i* str(¢°(y,)) = 27. On a alors

(65) ?str(y°(a)) = 2PT°(a) pour a € C(V).

On suppose maintenant n impair. On pose n = 2p + 1 et m = 2?. Soit
Q(m,C) la sous-algébre de M(m,m,C) formée des matrices commutant (au

sens gradué) a la matrice (; é ou [ est la matrice de 'application identique

dans C™. C’est ’algebre des matrices

A -B
B A
avec A et B dans M(m,C). L’algebre Q(m,C) est isomorphe a M(m,C + eC),

ol e est un élément impair tel que e? = —1, par I'isomorphisme qui & A + Be

. A -B . . .
assocle 4 Soit 4 un isomorphisme

Y :C(V)®C — Q(m,C).
(On sait qu’un tel isomorphisme existe). On a facilement
tr($(a)) = 2H1T(a).
Si o est une orientation de V', on a donc
r((ars)) = (~1PF 27T a).

En comparant cette formule avec les propositions 77 et 79 on trouve, pour
a € Pin(V) les relations

(66) tr(y(a)) = V2det V2(1 + a)

et
(67) tr(P(ay,)) = (=1)"*'V2 det %,/j(l —a) = V2det {,/f(l —a™h).

Ecrivons ces relations en terme de “super trace impaire”. Notons J 1’élément

=(51)

de Q(m,C). Rappelons que 'on définit une forme linéaire impaire ostr sur
Q(m,C) par la relation

ostr(A + Be) = 2t1(B) = tr(( g _AB ) J).
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Il existe deux classes de conjugaison (sous 'action du groupe GQ(m, C) des élé-
ments inversibles pairs de Q(m,C)) d’isomorphismes ¢ : C(V)®C — Q(m,C).
Fixons une racine carrée ¢ de —1 et une orientation o de V. La relation (50)
implique que 'on a ¢ (i*7,) = £.J. On détermine une classe ¢° en demandant
que l’on ait 9°(i?7,) = J, ou bien encore ostr(y°(i*y,)) = —2P*'. On a alors

(68) = —? ostr(¢°(a)) = 2°*'T°(a) pour a € C(V).

4.3 Groupe ML(V).

Soit V' une espace vectoriel réel de dimension finie.

Définition 90 Si dim(V)) > 2, on note j : DL(V) — SL(V) le revétement
conneze d’ordre 2 de SL(V'). On note {1,€} le noyau de j.

Sidim(V') < 1, on note DL(V) le groupe a deur éléments {1,€} et j l'unique
application j : DL(V) — SL(V).

(La notation DL est employée pour “double”).

On peut motiver cette définition de la maniére suivante. Lorsque dim V' > 3,
DL(V) est le revétement simplement connexe de SL(V'). Supposons que V soit la
somme directe de deux sous-espaces U et U’. Notons encore SL(U) (par abus de
notation car U’ devrait figurer daus celle-ci) le sous-groupe de SL(V') formé des
éléments g fixant U’ et laissant stable U. Notons DL'(U) l'image réciproque
de SL(U) dans DL(V). Le revétement DL'(U) — SL(U) est canoniquement
isomorphe au revétement DL(U) — SL(U). On identifiera donc DL(U) au sous-
groupe DL'(U) de DL(V'). En prenant V de dimension > 3 et U de dimension
< 2, ceci justifie notre définition de DL(U).

Nous définissons maintenant un revétement de GL(V'). On introduit comme
dans la section 4.2 un espace V = V & Ré et on considére le revétement j :
DL(V) — SL(V). On note ML(V) le sous-groupe de DL(V) formé des a €
DL(V) tels que j(a) laisse stable V et Ré. On note j(a) € GL(V) la restriction
de j(a) & V. On a donc j(a)(¢) = det(j(a))~'é. L’application j : ML(V) —
GL(V) est un revétement d’ordre 2 et sa restriction a Iimage réciproque de
SL(V) est canoniquement isomorphe au revétement j : DL(V) — SL(V') définie
ci-dessus.

Définition 91 Le revétement j : ML(V) — GL(V) s’appelle le revétement
métalinéaire de GL(V') et ML(V') le groupe métalinéaire.

Nous définissons le sous-groupe GL (V) de GL(V) formé des éléments de
déterminant > 0, le sous-enscmble GL (V') de GL(V') formé des éléments de
déterminant < 0, ML (V) et ML ~(V) les images réciproques de GL+(V) et
GL ~(V) respectivement dans ML(V). On note aussi SL*(V) le sous-groupe
de GL(V) formé des éléments de déterminant £1, SL ~(V') le sous-ensemble de
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GL(V) formé des éléments de déterminant —1, DL*(V') et DL ~(V') les images
réciproques de SL*(V) et SL (V) respectivement dans ML(V).

Supposons que V soit la somme directe de deux sous-espaces U et U’'. No-
tons encore GL(U) le sous-groupe de GL(V') formé des éléments g fixant U’ et
laissant stable U. Notons ML'(U) 'image réciproque de GL(U) dans ML(V).
Le revétement ML'(U) — GL(U) est canoniquement isomorphe au revéte-
ment ML(U) — GL(U). On identifiera donc ML(U) au sous-groupe ML'(U) de
ML(V).

.&vlc ces notations, tout élément a € ML(V') tel que j(a) laisse stable U et
U' s%écrit a = bl avec b € ML(U) et I/ € ML(U’). Si @ = c¢c' est une autre
décomposition avec ¢ € ML(U) et ¢ € ML(U’), il existe k € {1,¢} tel que
b=kcet b =k71c. )

Rappelons la notation V' = V @ Ré. Par définition, ML(V') est un sous-
groupe de DL(V). On note & I'injection

(69) k: ML(V) — DL(V).

Soit @ une forme quadraticue définie positive sur V. Le groupe SO(V, Q) est
un sous-groupe compact maximal de SL(V'). Soit Spin’(V, Q) I'image réciproque
de SO(V, Q) dans DL(V). Il existe un unique isomorphisme ¢q : Spin(V, Q) —
Spin’(V,Q) qui induise un isomorphisme de revétements de j : Spin(V,Q) —
SO(V, Q) sur j : Spin’(V, Q) — SO(V, Q).

De méme, on note Pin'(V, Q) I'image réciproque de O(V,Q) dans ML(V).
C’est un sous-groupe compact maximal de ML(V). Il existe un unique isomor-
phisme ¢¢ : Pin(V,Q) — Pin’(V,Q) qui rende commutatif le diagramme

Pin(V,Q) —— Spin(V,Q)

| L

Pin/(V, Q) —— Spin'(V, Q)

ou Q est la forme quadratique sur V qui prolonge @ et pour laquelle € est
orthogonal a V' et de longueur 1, la premiere fleche & est définie par la formule
(46) et la seconde par la formule (69).

Remarquons que nous faisons un peu attention car il n’est pas vrai qu'il
existe un unique isomorphisme du revétement de Pin(V,Q) de O(V, Q) sur le
revétement Pin’(V, Q). En fait il y en a deux. Considérons ’automorphisme 7
de C(V,Q) tel que, pour tout élément homogene a € C(V,Q), on ait

n(a) = (=1)""a,
Si 9, est I'élément de C"(V, Q) associé ci-dessus a une orientation o de V, on

an = (7). Comme » induit un automorphisme non trivial du revétement
J : Pin(V,Q) — O(V,Q), on voit que ¢g o 7 est un second isomorphisme de
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revétements de j : Pin(V,Q) — O(V,Q) sur j : Pin’(V,Q) — O(V, Q). Néan-
moins, le choix de ¢¢ est canonicue.

Soit b € ML(V)en. Soit q(b) = (1 — j(b))V. Par définition de la notion
d’élément elliptique, il existe une forme quadratique définie positive ) sur V
stable par j(b). Donc b appartient a Pin'(V,Q), qﬁal(b) appartient a Pin(V, Q)
et on a défini (definition 82) orientation &(¢g' (b)) de q(b).

Lemme 92 L’orientation £(¢5' (b)) de q(b) ne dépend pas du choiz de la forme
Q stable par j(b).

Démonstration. On le démontre d’abord pour b € DL(V)¢y. On peut sup-
poser dim(V) > 2. On écrit b = expp(S) ou S € (V) et ou expp(.) dé-
signe ’exponentielle dans DL(V'). La proposition 87 donne une formule pour
E(pol (b)) = ¢ (exPspin(v.@)(S)) qui ne dépend que de la décomposition spectrale
de

On se ramene au cas précédent en considérant I'injection x de ML(V) dans
DL(V).

Le lemme permet de poser la définition suivante.
Définition 93 Nous noterons £(b) lorientation £(¢g' (D)) de q(b).

Introduisons encore quelques notations. Pour « € M L(V'), on note «(a) l'au-
tomorphisme de M L(V') défini pour b € ML(V') par

(70) t(a)(b) = eaba™' poura € ML~ (V)et b e ML~ (V),
t(a)(b) = aba™!  sinon.

Si b € ML(V).u et si o est une orientation de q(b), on note encore F'(b,0) €
{1,—1} le nombre tel que £(b) = F(b,0)o.

Avec ces définitions, les propriétés des fonctions £(.) et F'(.,.) énoncées dans
les propositions 83 et 88 pour le groupe Pin(V, Q) s’étendent sans changement
au sous-ensemble ML(V').y de M L(V') et nous ne les répétons pas.

4.4 Fibrés G-équivariants et points fixes.

Soit G un groupe de Lie presque algébrique et soit M une variété sur laquelle
G opeére. Soit V — M un fibré vectoriel réel G-équivariant sur la variété M
sur lequel G opere régulierement (définition 72). En particulier G opere régu-
lierement sur M.

Soit S € geu. D’apres la condition 51, Pespace des zéros de Sy est une
sous-variété de M. Considérons le fibré vectoriel V|M(S). Comme Sy s’annule
sur M(S), on obtient un morphisme encore noté S : V|M(S) — V|M(S) de
fibrés vectoriels au dessus de M(S). D’apres la condition 72, en chaque point
m € M(S), S induit une transformation elliptique de V,,. On a donc la dé-
composition V,, = V,u(S) @ Q,.(S) avec V,,(S) = {v € V,;S - v = 0} et
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Q,.(S) = S(V,). Comme la transformation Sps est localement constante, la
dimension de V,,(S) est localement constante lorsque m varie dans M(S). On
voit donc que 'espace des zéros V(S) de Sy est un fibré sur M(S) dont la
fibre au dessus de m € M(S) est V,,(S). De méme on peut définir le fibré
vectoriel Q(S) — M(S) de fibre Q,,(S) au dessus de m € M(S). On a donc la
décomposition

(71) VIM(S) = V(S) ® Q(S).

La transformation S induit une transformation inversible du fibré vectoriel
Q(S) — M(S) infinitésimalement elliptique non dégénérée sur chaque fibre.
Le groupe G(S) opere sur la variété M(S) et les fibrés V(S) et Q(S) sont des
fibrés G(.S)-équivariants sur M(S).

Définition 94 Nous noterons ((S) Uorientation du fibré Q(S) — M(S) qui
dans chaque fibre est induite par l'action de S (formule 45).

De méme, si U est un sous-fibré S stable de Q(S), nous notons ((U,S)
lorientation définie par S dans U (voir la formule 44).

Exemple 95 SiV est le fibré tangent, ((S) est une orientation du fibré normal
a M(S), invariante par G(S).

Soit s un élément elliptique de G. Etudions I’espace V(s) des points fixes de
la transformation s sur V. Au dessus de M(s), la transformation s induit un
isomorphisme encore noté s : V|M(s) — V|M(s) du fibré vectoriel V restreint
a M(s). Il est clair que l'on a

V(s) = {(m,v);m € M(s),s v =uv}.

D’apreés la condition 72, la transformation s induit une transformation elliptique
sur chaque fibre V,, localement constante lorsque m varie dans M(s). Au dessus
de chaque point m € M(s) on a la décomposition V,, = V,,(s) & Qum(s) avec
Vi(s) ={v € Vp;s-v =0} et Q,,(s) = (1 = $)V,,,. Comme la transformation
s est localement constante, il s’ensuit que la dimension de I'espace V,,(s) est
localement constante lorsque m varie dans M(s). Donc 'espace V(s) est le fibré
vectoriel sur M(s) de fibre V,,(s). On note Q(s) le fibré sur M(s) de fibre
Qm(s). On a donc la décomposition

(72) VIM(s) = V(s) @ Q(5).
La transformation (1 — s) induit un automorphisme du fibré Q(s) — M(s).

Méme si V est orienté et si G préserve P'orientation de V, le fibré Q(s) n’est
en général pas orientable.
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4.5 Fibrés métalinéaires orientés.

Soit G' un groupe presque algébrique opérant régulierement sur une variété M.
Soit ¥V — M un fibré vectoriel réel sur lequel G' opére régulierement.

Rappelons quelques définitions. On dira que V est un fibré métalinéaire G-
équivariant si 'on s’est donné un espace vectoriel réel V| un fibré principal
P — M de groupe ML(V) avec une action a gauche de G sur P commutant
a celle de ML(V'), et un isomorphisme G-équivariant de V sur P xypvy V ou
ML(V) agit dans V par j.

On dira que V est un fibré métalinéaire orientable G-équivariant si 1’on
s’est donné un espace vectoriel réel V, un fibré principal P — M de groupe
ML *(V') avec une action a gauche de G sur P commutant a celle de ML *(V),
et un isomorphisme G-équivariant de V sur P Xy, +(v)V ot ML+ (V') agit dans
V par j.

On dira que V est un jibré métalinéaire orienté G-équivariant si c’est un
fibré métalinéaire orientable G-équivariant, et si on s’est donné de plus une
orientation oy de V. On en déduit une orientation G-invariante oy de V.

Soit donc V un fibré métalinéaire orientable G-équivariant. Soit s € Gy.
Nous allons définir une orientation £(s) du fibré Q(s) — M(s) (formule 72).
Soit m € M(s). Soit p € P au-dessus du point m. On a sp = pr(s,p) avec

r(s,p) € ML*(V ). Le point p nous fournit une identification v — [p,v] de
V avec V,, et de q(r(s,p)) avec Q(s),,. On munit q(r(s,p)) de Porientation
&(r(s,p)) (définition 82). En transportant cette orientation par l'identification
déduite de p, on obtient une 011onta,t1011 notée £(s,p) de Q(s),,. La proposition
83 implique que &(hr(s,p)h=1) = E(r(s,ph~1)) pour tout h € ML *(V), et donc

&(s,p) ne depend pas du (holx de p au dessus de m. On note ,,(s) Uorientation
de Q(s)m ainsi obtenue.

La classe de conjugaison de »(s, p) est localement constante sur M (s) puisque
Paction de G sur V est régulicre. On obtient donc une orientation £(s) du fibré

Q(s) — M(s). Elle est invariante sous 'action de G(s).

Définition 96 On dit que £(s) est Uorientation du fibré Q(s) — M(s) associée
as.

Soient s € Gy et S € g(s)c. Décomposons le fibré V(s) au dessus de

t
M(s)(S) en V(s) = V(s)(S) & Q(s,S) ou
V(s)(S) = V(s) N V(S),  Q(s,S) = S(V(s)).

On a donc
(73) VIM(5)(S) = V(s)(S) & Q(s,S) b Q(s).

Si a > 0 est assez petit et si S € g(s)ua, o0 a G(se®) = G(s) N G(S),
M(seS) = M(s) N M(S), V(se®) = V(s)(S) et Q(se”) = Q(s,S) & Q(s)
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Rappelons la définition 94 de l'orientation ((Q(s,S),S) du fibré Q(s,S). On
déduit de la proposition 88 la formule suivante

(74) E(se”) = ((Q(s,5),8) NE(s).

Choisissons de plus une orientation oy de V, et soit oy 'orientation cor-
respondante de V. Pour chaque s € Gey, oy/€(s) est une orientation G(s)-
invariante du fibré V(s) — M(s). Le fait que V(s) soit orientable est di a Bott
et Taubes [11].

5 Bottes de cohomologie équivariante tordue.

5.1 Cohomologie équivariante tordue.

Soit M une variété et soit £ un fibré vectoriel réel sur M. Nous introduisons
maintenant la notion de formes différentielles £-tordues. Lorsque £ est le fibré
tangent a M, la notion de formes tordues a été définie dans I'introduction.

Considérons la variété Mg dont les éléments sont des couples (m,0), ot m
est dans M et ou o est une orientation de &,,. C’est un revétement d’ordre 2
de M. Par définition méme, l'image réciproque du fibré £ sur M est un fibré
orienté.

Soit (m,0) € M¢. Si € € T,, M est un vecteur tangent en m € M, le vecteur
€ se remonte canoniquement en un vecteur tangent en (m, o). Soit T;x M I’espace
cotangent en m. Si o« € A(M;), on peut considérer o, , comme un élément
de AT} M.

Le groupe Z/2Z = {+1,—1} opére dans Mg de sorte que Mg est un fibré
principal de base M. Si £ est un fibré vectoriel réel orientable, le choix d’une
orientation définit un isomorphisme entre Mg et M x (Z/2Z). Cependant il
est souvent souhaitable, méme lorsque & est orientable, de ne pas préférer une
orientation particulicre.

Notons € I'action de —1 dans Ae. On note encore € I’action induite dans les
formes différentielles sur Me. On a donc

A(A[{) - A(]\[,f)+ @ A(AI{)_,

ot A(M¢)* sont les sous-espaces propres de valeur propre £1 pour action de
€

AMe)t = {a € A(Mg);e-a=a}
A(Mg)™ ={a € A(Mg);e - a = —a}.
L’espace A(Mg)* s’identifie & A(M).

Définition 97 On note A(Ms)™ par A(M)e. Un élément de A(M)e sera ap-
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L’espace A(M)¢ est un module sur A(M), stable par la différentielle de de
Rham de A(Mg). On définit de méme 'espace A, (M)s des formes différen-
tielles £-tordues a support compact.

Si o0 est un choix local d’orientation de £ et @ € A(M )¢ une forme E-tordue,
on notera a, la forme différentielle que ’on en déduit naturellement sur I’ouvert
de M dans lequel est définie o.

Si€=&E& etsio; (i =1,2) sont des orientations locales de &;, 01 Ao, est
une orientation locale de & @ &, déduite de 0, et 0,. On définit une application
de A(M)g, ® A(M)g, — A(M)¢ par

(O/ /\ /6)01/\02 = aol /\ /802’
sia € A(M)gl et B € ./4(.7\4)52

Si M est une variété de dimension n et si £ est le fibré tangent, on note
A(M), P'espace des formes différentielles TM-tordues. Un élément de A(M),
sera appelé une forme différentielle M-tordue. Un élément homogene de de-
gré extérieur n de A(M), est une densité sur M. On note [y, o = [3; ¥aim m)
I'intégrale d’une forme différentielle M-tordue a support compact.

Plus généralement, soit p : M — B une fibration et soit V le fibré tangent
vertical. On peut alors intégrer sur la fibre de p une forme différentielle V-tordue
a support compact. On note p, ou [y, g opération d’intégration sur la fibre.
On suit les conventions de [0], chapitre 1, pour l'intégration sur la fibre: en
particulier si & € A,i(M)y et 3 € A(B), alors p.(a A p*ff) = p.a A f.

De méme, si £ est un fibré réel sur B et si p*E est le fibré image récipro-
que de &£ par p, I'application d’intégration p, sur les fibres est une application
de Pespace Ay (M)ygp+e des formes différentielles sur M tordues pour le fibré
V @ p*€ dans Vespace A, (B)s des formes différentielles sur B tordues pour
£. En particulier, si £ est le fibré tangent a B, l'intégration sur la fibre est
une application p, de l’espace des formes M-tordues a support compact dans
I’espace des formes B-tordues a support compact.

Soient G un groupe de Lie et g son algebre de Lie. Supposons que G opere
sur M et que & soit un fibré vectoriel G-équivariant. Le groupe G opeére natu-
rellement sur le revétement M de M et son action commute a ’action de e.
En reprenant les notations de la section 1.3, on considere 'algebre différentielle
(Ag(g, Me),dg) et, si U est un ouvert G-invariant de g, I'algebre différentielle
(AX(U, M¢),dy). On note encore € I'action de —1 sur ces espaces. L’opérateur
€ commute a d.

L’espace

Ac(g, M)e = {cv € Ac(g, Ms);e- v = —av}

est appelé lespace des formes différentielles G-équivariantes E-tordues a coeffi-
cients polynomiaux. La différentielle dg induit une différentielle sur Ag(g, M)e.
L’espace (Ag(g, M)e,dy) est un module différentiel Z-gradué sur I'algebre dif-
férentielle Z-graduée (Aq(g, M), dy).

L’espace

‘AZ?(U7 M)F = {(Y € .A?,?(U, A[g),(—‘ oy = —(y}
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est appelé ’espace des formes différentielles G-équivariantes £-tordues définies
sur U. La différentielle d; laisse stable A¥ (U, M)¢. L'espace (AZ(U, M)¢, dg)
est un module différentiel Z /2Z-gradué sur 'algébre différentielle Z /2Z-graduée
(AZ (U, M), dy).

On considere aussi le sous-espace (A% (U, M)e,dg) des formes équiva-
riantes tordues a support compact sur M.

Définition 98 On note Hg(g, M)s Vespace de cohomologie de Ag(g, M)e pour
la différentielle dg, HF (U, M)¢ celui de AF(U,M)s et Hey o(U, M)¢ celui de
Ag;t,G(Uv M)f'

L’espace Hg(g, M)e est un module Z-gradué sur Hg(g, M), HF (U, M)¢ un
module Z/2Z-gradué sur Hg (U, M) et Hey, (U, M )¢ un module Z/2Z-gradué
sur HeS, (U, M).

Exemple 99 Si M.est un point e, le fibré £ est une représentation de G dans
un espace vectoriel réel de dimension finie E. Soit or(E) l'ensemble des deuz
orientations de E. Un élément de Hc(g,®)s est une fonction ¢(X,0) différen-
tiable sur g x or(E), vérifiant ¢(gX g~',det g(g)o) = #(X,0) = —¢(X, —0). Le
choiz d’une orientation o détermine (par restriction & gx {o}) un isomorphisme
de Hg(g, M)e sur lespace C°(g)¢F formé des fonctions semi-invariantes de
poids signdet g(.).

Exemple 100 Soit par exemple E une espace vectoriel réel de dimension finie
muni d’une forme quadratique définie positive, et soit G = Q(E). St dim E' est
paire, la fonction det }/2(S) (S € so(E) et o orientation de E) définie en 42 est
une base de HX(g,e)s comme module sur HX (g, ) = C>(g)°.

Nous laissons au lecteur d’énoncer les résultats analogues a ceux de la section
1, et en particulier le théoreme 24.

Soit G un groupe presque algébrique et soit g,, a > 0, son systeme fonda-
mental de voisinages elliptiques de 0.

Définition 101 On note A‘{‘G](]\I ) = lim,—o AX(gu, M)e Uespace des germes
(pour la topologie elliptique) en 0 de formes G-équivariantes £-tordues. On note
'H[EG](M ) = lim, o HZ (gu, M )e lespace des germes (pour la topologie elliptique)
en 0 de classes de cohomologie G-équivariante tordue.

Soit B une G-variété. Soit p : M — B une fibration de G-variétés. Soit
VYV — M le fibré tangent vertical. Les formes équivariantes V-tordues a support
compact (sur les fibres) peuvent s’intégrer sur la fibre de p. Plus généralement,
soit £ un fibré réel G-équivariant sur B. Alors l'intégration sur la fibre définit
un morphisme

Py (-AZ;t,G(U’ Al)veap‘f»dﬂ) - (-Ag;t,G(U7B)€’d9)’
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On note A, (M) P'espace des formes différentielles o sur M telles que p soit
propre sur le support de « (l’mdlce v est pour vertical). On note A%, (U, M) =

(C®(U)RApept(M))C, . On étend p, a Pespace A, (U, M)ygy ¢ et on
note encore p, l’apphcatlon induite par p, en cohomologie
(75) Pr: Hoopra (U, M)yapre — HEG (U, B)e

ainsi que sur les germes

A.‘,’S‘Zf[f;l( ) — ch:](B)-

Soit S € gen. La sous-variété Mg(S) des zéros de S dans le revétement
Mg de M est naturellement isomorphe a M(S)¢|um(s). Nous notons encore £ la
restriction de £ a toute sous-variété de M. On note encore Ts 'opérateur

Ts : AG (8, M) — AGis)(8(S), M(S5))¢

obtenu par restriction de l'opérateur Ts : AF (g, Me) — A&s)(8(S), Me(S)) de
la formule (37) au sous-espace de valeur propre —1 pour ’action de €. Si o est
un choix local d’orientation de £ défini au voisinage d’un point m € M(S), on
a donc au voisinage de ce point, pour Y € g(S5)

(76) Tsao(Y) = ao(S + Y)|M(S).
On en déduit une application en cohomologie
Ts : HE (9, M)e — Hs)(8(S), M(S))e-
Soit @ > 0 et soit S € geuru, on peut définir une application encore notée
Ts : A (8u M)e — Afgsy(M(S))

par la méme formule que (76), pour Y variant dans un voisinage elliptique assez
petit. On obtient aussi une application de translation en cohomologie

Ts : HE (84, M)e — Higs) (M(S))-

Soit s € Gey. Soit @ > 0. Comme en (38) on défini des opérateurs de
translation

(T1)T.s : AZ(s)(8(5), M(5))e = AZ(s)na(s)(8(s) N a(S), M(s) N M(S))e
T,,s : HEs)(8(8), M(3))e = Hionas)(8(s) N g(S), M(s) N M(S))e

pour S € g(s)eu et

(78) Tys: .A?;(s)(g(s),,, (5))e — A[G(s)nG(S)](M(s) N M(S))
T,s: Has)(g(s),,, M(s))e — H[G(s)nG(S)](M(S) N M(S))
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pour S € g(8)elt -

Des exemples naturels de formes équivariantes tordues sont donnés par la
forme de Thom équivariante et la forme d’Euler équivariante (voir [27] ou [6],
chapitre 7). En effet, ces formes dépendent de choix d’orientations. Nous rap-
pelons leur construction.

Soit p : V — B un fibré vectoriel réel G-équivariant. Supposons ¥V muni
d’une structure euclidienne G-invariante et d’une connection euclidienne V G-
invariante. On dira alors que V est un fibré euclidien G-équivariant connecté.

Notons A,,,(V) l'espace des formes différentielles sur V rapidement décrois-
santes le long des fibres. Notons A,q, (g, V)y = (S(g*) ® Arep(V)y)€. Le fibré
tangent vertical T'(p) pour la fibration p est isomorphe a p*V. On le note encore
V. Rappelons que le choix d’une connection euclidienne G-invariante détermine
une forme de Thom u(V) € A,.;¢(8,V)y. C'est une forme de degré total n (ol
n est égal au rang du fibré V — B au dessus d’une composante connexe de B),
fermée et telle que

pe(u(V)) =1

Décrivons u(V). Choisissons une orientation locale o de V et un repeére lo-
cal orthonormal orienté de V défini sur un ouvert U de B. On obtient une
trivialisation de V|U en U x V, ot V = R" est muni de sa structure eucli-
dienne canonique. Soit w € A'(U) ® so(V) la 1-forme de connection déter-
minée par V (c.a.d. V|U est Popérateur différentiel d + w). Soit X € g. On
note F'(X) la courbure équivariante de (V, V). Soit e; une base orthonormée
orientée de V. Alors (F(X)e;,e;) € A(U). Soit @ = Y a'e; € V. On pose
Dz’ = dz* + (e;,wz) € A (U x V). Notons

f(X) = =llall” + 3 Da‘es + 3 3 (F(X)eise;)ei Avej.

i<y

C’est un élément pair de 'algebre A(U x V) ® AV. On peut donc calculer
exp f(X) € A(U X V)®AV. Ou étend T, : AV — R en une application encore
notée

T,: AUXx V)R AV — AU x V)

par T,(a ® &) = oT,(§). La forme de Thom est alors donnée en coordonnées
locales par

(79) W(V)(X) = (=1)" D222, exp F(X)).

C’est une forme G-équivariante fermée. La classe de u(V) est indépendante de
la structure euclidienne et de la connection euclidienne choisie.

Remarque 102 En remplagant dans la formule 79 la fonction exp par une
fonction ¢ € C(R) bien choisie (voit [19], prop. 13), ou bien en appliquant
un difféomorphisme convenable du fibré en disque unité de V sur V, on trouve
une forme G-équivariante fermée u(V) € Ayepa(9,V)y, @ support compact le
long des fibres et telle que p,.(u(V)) = 1.
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On note encore u(V) € Hyepec: (g, V)y la classe de u(V).

On note Eul(V) € Ag(g, B)y la restriction de la forme de Thom u(V)
a la section nulle. C’est la forme d’Euler équivariante du fibré G-équivariant
connecté V — B. On note rg(V) la fonction localement constante sur B égale
au rang de V. La forme d’Euler est nulle si le rang de V est impair. Rappelons la
définition (42) de la fonction SO(V)-invariante det }/?(.) sur so(V)). On pourra
comparer le lemme suivant et I’exemple 100.

Lemme 103 Soit V — B un fibré euclidien G -équivariant muni d’une connec-
tion G-invariante euclidienne V. Soit F(X) la courbure équivariante de V. Sout
o une orientation locale de V, alors pour X € g

Eul(V),(X) = (=2m)V/2 det }/? F(X).

On note encore Eul(V) € Ha(g, B)y la classe de cohomologie de Eul(V). Elle
est indépendante de la structure euclidienne et de la connection euclidienne
choisie.

Enoncons I'isomorphisme de Thom. La multiplication a gauche par la classe
de Thom équivariante v = u(V) induit une application m(a) = u A p*a de
Hg(g, B)e dans Hyepr (9, V)vapre. L'isomorphisme de Thom en cohomologie
équivariante [1] [27] [30] s’énonce:

Proposition 104 Soit G un groupe de Lie opérant sur une variété B. Soit
V — B un fibré G-équivariant euclidien connecté. Soit u € Hyepr,i(9,V)y la
classe de Thom équivariante. Soit £ un fibré réel G-équivariant sur B. Alors
les applications

m: H(;(g, B)f - ‘anpt,(r'(gv V)VEB[J’E
et
Px Hucpt,(:'(ga V)V@])*E - HG(Q, B)f

sont inverses l'une de ’autre.

L’isomorphisme de Thom est aussi valide pour les divers groupes de coho-
mologie introduits: par exemple, ’application m induit des isomorphismes:

H??O(U’ B)S - ‘H:Z)])t,G(U’ V)VEBP'E’
E Vep'e
H[G](B) - chpi,[G](V)'

Soit G un groupe de Lie compact opérant dans une variété compacte M.
Soit S € g un élément invariant par G. En particulier, S est dans le centre de
g. Soit M(S) la variété des zéros de Syr. C’est une sous-variété fermée G-stable
de M. Soit N le fibré normal & M(S) dans M. Notons p : N — M(S) la
projection. Le fibré A/ est un fibré réel G-équivariant sur M(S). L’orientation

¢(S) de N (définition 94) est G-invariante Elle définit une classe de Thom us
et un isomorphisme mgs : H¥(g, M(S)) — HZ; (g, N) défini par ms(a) =
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us A p*a, pour tout o € HZ (g, M(S)). Si U est un ouvert G-invariant dans g,
application mg est aussi un isomorphisme mg : HE (U, M(S)) — Hy o(U,N).
Choisissant un voisinage tubulaire p : N — M(S) de M(S) dans M et une
classe ug G-équivariante fermée a support compact dans N comme ci-dessus
(en particulier elle vérifie p,us = 1), il existe donc une application encore notée
ms : HF (U, M(S)) — HZF (U, M) définie par mg(a) = us A p*a.

Proposition 105 Soit G un groupe de Lie compact opérant sur une variété
compacte M. Soit S € g un élément G-fize de g. Soient M(S) la variété des
zéros de Syr. Il existe un voisinage G-invariant U de S dans g tel que mg
nduise un isomorphisme

ms : HS(U, M(S)) —» HS(U, M).

Démonstration. On peut démontrer ceci comme dans [1] ou dans [19]. Reco-
pions ici la démonstration de [19]. Soit « un nombre réel strictement positif. Soit
¢ une fonction différentiable sur R, telle que ¢ =0 si |t| > a et #(0) =1. On a
donc 1 —¢(t) = ty(t) avec 3p € C(R). Soit (.,.) une métrique G-invariante sur
M. Soit 6(¢) = (Su,€) la 1-forme sur M définie comme le gradient du champ
de vecteurs Sy;. C’est une 1-forme G-invariante. Si a est assez petit, on peut
trouver un voisinage U de S dans g et un voisinage tubulaire N de M(.S) dans
M tel que |(Sa, Yr)m| > a,si1Y € U et m € M — N. Considérons ¢(dg6) que
Pon calcule par série de Taylor. La composante de degré extérieur 0 de (dg8)(Y)
est égale a la fonction —(Syr, Yar)(m). SiY € U, la forme ¢(dg8)(Y) est donc a
support compact dans N. On a

1 — ¢(dgf) = dgb N p(dgh) = dg(8(dyh)).
Si v est une forme équivariante fermée sur M, on voit donc que
o — d(dgf)oe = dg (0 (dy8))

est un bord. De plus ¢(dg4f) est a support compact dans N. D’apres 1'isomor-
phisme de Thom, on voit que mg est surjective sur H¥ (U, M). On démontre
de méme l'injectivité. §

Enoncons maintenant la formule de localisation de Bismut [9] le long des
fibres. Soit G un groupe de Lie compact. Soit p : M — B une fibration de
G-variétés compactes. Soit V le fibré tangent vertical. Soient S € g, M(S)
la variété des zéros de Sy et B(S) la variété des zéros de Sp. L’application
p se restreint en une fibration p* : M(S) — B(S) et le fibré tangent verti-
cal pour la fibration p* est V(S). On note N le fibré normal & la sous-va-
riété M(S) dans p~!(B(S)). C'est un fibré G(S)-équivariant sur M(S). Soit
Eul(N) € Hes)(9(S), M(S))a la classe d’Euler équivariante du fibré N' —
M(S). On note Euls(N) € Has)(9(S), M(S))n la classe d’Euler translatée
Euls(N)(Y) = Eul(N)(S+Y) pour Y € g(S). Il existe un voisinage G(S)-
invariant U de 0 dans g(S) tel que Fulg(N') définisse par restriction a U un
élément inversible de Hg g (U, M(S))n-
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Sia € HZ (g, M)y est une classe de cohomologie équivariante tordue pour le
fibré vertical pour p, nous avons défini les éléments [y, 5 @ = p.a € HZ (g, B)
(formule (75)) et Tsa € Hs)(9(S), M(S))y (formules (76)). Puisque p® est
une fibration, on a :

VIM(S) =N & V(S).

La forme Eulg(N)~'Tsa est tordue pour V(S) et on peut l'intégrer sur la fibre
de p° ce qui donne un élément de H s (U, B(S)).

Proposition 106 [9] Soit G un groupe de Lie compact. Soit p : M — B une
fibration G-équivariante de variétés compactes. Soit S € g. Soit M(S) (resp.
B(S)) la variété des zéros de Sy (resp Sp). Soit N le fibré normal @ M(S) dans
p~1(B(S)). Soit « € HZ (g, M)y une classe de cohomologie G-équivariante sur
M, tordue pour le fibré vertical V. Il existe un voisinage G(S)-invariant U de
0 dans g(S) tel que sur U la classe Euls(N) € H&s) (U, M(S))y soit inversible

et que l’égalité suivante soit vérifiée dans Hg s (U, B(S)):

_ AN-1
Ts(/M/B @)= /M(S)/B(S) Buls(N)™ Tse.

Démonstration. Nous donnons une démonstration cohomologique de cette
égalité en procédant comme dans [1] ou [19], prop. 25, qui correspond au cas
ol B est un point. En restreignant d’abord @ a p~}(B(S)) on peut supposer
que S s’annule sur B, que G = G(S) et que M = p~1(B(S)). L’élément S € g
appartient au centre de g et le champ Sy, est vertical pour la fibration M —
B. Soit ¢ : N — M(S) un voisinage tubulaire de M(S) dans M. Comme
V|IM(S) = N ®V(S), on peut supposer que p|N = pSq. Soit u € Hep (8, N)n
la classe de Thom de N. On a donc q,u =1 et u|M(S) = Eul(N). D’apreés le
lemme précédent, on peut supposer que sur un voisinage W de S dans g on a
a=uAg*B avec § € HF (W, M(S))y(s). On a donc p,a = (p%).q. = (p°). .
L’égalité o = uAq*f dans Hy, (W, N) entraine par restriction a M(S) I'égalité
Eul(N)B = a|M(S). Comme Eul(N) est inversible dans HZ (W, M(S))x on
obtient 8 = Eul(N)'a|M(S) sur le voisinage W de S dans g. En translatant
W par S, on obtient 1’égalité voulue sur le voisinage U = W — S.

5.2 Bottes et bouquets de formes équivariantes tor-
dues.

Soit G un groupe presque algébrique opérant régulierement sur une variété M.
Soit £ — M un fibré vectoriel réel sur lequel G opére régulierement.

Soit S € g.u. Nous définissons un opérateur de translation T tordu par £.
Considérons I’espace. M (S)g(s). Un élément de M(S)g(s) est un couple (m, 0) ou
m € M(S) et ou o est une orientation de £(.S). Considérons la décomposition

E|M(S) = £(S) ® Q(S) et l'orientation ((—S) du fibré Q(S) (définition 94).
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De maniére analogue a (37) on note
TS : AZ(9, M) — AZs)(8(S), M(S))e(s)
l’opérateur défini par
(80) (T5)o(Y) = atong(-5)(S +Y)|M(S)

pour Y € g(S) et o une orientation locale de £(S). On appelle T§ I'opérateur
de translation tordu par £. On déduit de T% une application en cohomologie

TS : HE (g, M)e — He(s)(8(S), M(S))es)-

Soit @ > 0. Pour tout S € g1, on définit de méme des applications

TE : A% (gu M)e — Alsidy(M(S))
TS HE (g M) — Higony (M(S)).

Soient s € Gy et S € g(s).u. Décomposons le fibré £(s) au dessus de
M(s)(S) en E(s) = E(s)(S) b QA(s,S) on

£(s)(S) = E(5)NES),  Q(s,S) = S(E(s)).

On a donc

EIM(5)(S) = E(s)(S) ® (s, 5) B Q(s)-

En utilisant Vorientation ((Q(s, S), —S) du fibré Q(s,S) (définition 94), on
définit comme ci-dessus 'opérateur

T:s : .Ag?(s)(g(s),M(. et — Al )NG(S (9(5) N g(S), M(s) N M(S))e(s)ne(s)

donné par
(81) (Te50)0(Y) = onc(a(s5),-5)(S +Y)

pour Y € g(s)Ng(S) et o orientation locale de £(s)NE(S). De méme, si a > 0,
on obtient des applications

TEs t A% 0(8)e M(9))er) = Aliomeisy (M(s) 0 M(S)),
TEs : HE ) (8(5)u M(5))e) — Higommsy (M(s) N M(S)).

Sia > 0 est assez petit et si S € g(5)enu, on a G(se%) = G(s) N G(S),
M(se®) = M(s) N M(S) et E(se®) = £(5)(S), et on a des applications

*ies S
T:fs : A??(s)(ﬂ(s)(n ($))ews) — Af(((wg) (M(se®)),
T::S : H??L ( ( )(H‘]\/I(‘S)) s) Hfé?:es)](M(bes))
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Définition 107 Nous dirons qu’une famille (as)seq,, 0, pour tout s € Gy, s
est un élément de A‘[gc(;z)](M (s)), est une botte de formes équivariantes tordues
st elle vérifie les conditions suivantes.

1. Invariance: agyg-1 = g - a, pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy, il eziste a > 0 et un représentant o, 4 €

AZ5)(8(8)as M(3))e(s) de a, tels que, pour tout S € g(8)euq, on ait
G(se®) = G(s)NG(S), M(se®)=M(s)NM(S), E(se’)=E(s)NE(S)

et

& —
T 5050 = Quges

dans .Afc('.‘zjzs))](M (se%)).
On note BE(M) Uespace des bottes de formes équivariantes tordues.

La condition de recollement est motivée par la formule de localisation (propo-
sition 106) et le signe — qui apparait dans la formule (81) provient du signe —
dans la formule donnée pour la classe d’Euler (lemme 103).

On introduit une définition similaire au niveau des classes de cohomologie
équivariante tordue:

Définition 108 Une botte de classes de cohomologie équivariante tordue est
une famille (a;)seq,, 0U, pour tout s € Gy, o, est un élément de H%?Z)](M(s)),
vérifiant les conditions suivantes.

1. Invariance: agey-1 = g - a, pour tout g € G et tout s € Gey.

2. Recollement: pour tout s € Gy, il existe a > 0 et un représentant o, , €
HE () (8(8)as M(5))e(s) de ay tels que, pour tout S € g($)ei,a, 0On ait

G(se®) = G(s)NG(S), M(se®)=M(s)NM(S), E(se®)=E(s)NE(S)

et

£
Ts,sas,u = Qges

)
dans Hg‘zjegn(M(ses)).
On note K5(M) Uespace des bottes de classes de cohomologie équivariante
tordue.

De maniére analogue a la définition 60 nous pourrions considérer des bou-
quets (,)seq,, de formes équivariantes tordues fermées. Cependant les condi-
tions de recollement sont plus lourdes a énoncer car elles font intervenir les
orientations £(e5) associées a un élément elliptique S, et nous nous en tenons
la.

On définit de maniére évidente espace K%, o(M) des bottes équivariantes &
support compact sur M et, pour une fibration p : M — B, I’espace ICfCPt'G(M ).
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La structure de Hg,)(9(s)s, M(s))-module sur Hg,,(9(5)a, M(5))¢(s) induit
une structure de Kg(M)-module sur K4,(M). Plus généralement, si £; et &, sont
deux fibrés analogues a £, et si &£ = & P &, il y a une application bilinéaire
naturelle de K& (M) x K& (M) dans KE(M).

Si ¢ : H — G est un morphisme de groupes algébriques, il est clair qu’on
obtient une application naturelle

¢* : KE(M) — K5 (M).

Si ¢ : My — M, est un morphisme de G-variétés, I'image réciproque des
formes différentielles induit une application

¢ : KE(M,) — KEE(M,).

La proposition suivante résulte immédiatement des définitions.

Proposition 109 On suppose donnée, pour chaque s € Gy, une orientation
G(s)-équivariante o(s) du fibré £(s) — M(s) telle que, pour tout S € g(s)en
assez petit, on ait

(82) o(s) = o(se”) A((Q(s,5),=9).
Alors les espaces Bg(M) et BE(M) sont isomorphes.

Démonstration. Soit (@,).cq,, est un élément de BE(M). Pour s € Gy
POSOnS o, = (s o(s)- 1l est clair que ()),eq,, est un élément de Bg(M). 1

La méme proposition est évidemment valable pour les espaces Kg, Zg,
Kept,a, etc...

Exemple 110 Soit & — M un fibré vectoriel réel sur M. Supposons que G
opére réquliérement sur £,. Soit £ = £, B &;. Pour s € Goy, on définit une
ortentation de E£(s) = E1(s)BE(s) par o(s) = o' (s)A0'(s), ot o' (s) est une orien-
tation locale de &,(s). La condition (82) est vérifiée et BE (M) est canoniquement
isomorphe a Bg(M).

On en déduit une application bilinéaire de BE (M) x BE (M) dans Bg(M), et une
structure d’algébre sur Bg(M) & BE (M) et sur Kg(M) @ K& (M). Evidemment
c’est la structure induite par la structure d’algébre que l'on a pour chaque

5 € Gey sur A(M(s)e(s)) =~ A(M(5)) & A(M(s))e(s)-

En général, (comme Kg(M)-module) espace K& (M) peut ne pas étre iso-
morphe & Kg(M). Il s’agit de savoir si K& (M) est libre de rang 1 sur Kg(M)
et dans ce cas d’en décrire une base. Par exemple, supposons donnée une classe
de bottes tordues f¢ € K& (M) qui soit inversible dans K¢(M) ® K5(M). Alors
f¢ est une base de K&(M) sur Kq(M).

Les deux exemples qui suivent sont classiques en K-théorie.
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Considérons un fibré métalinéaire orienté £ — M comme dans la section
4.5, et soit og son orientation. Nous employons les notations de cette section.
Soit s € Gen et soit o une orientation locale du fibré £(s) — M(s). Rappe-
lons orientation £(s™!) du fibré Q(s) (définition 96). Donc o A £(s™!) est une
orientation locale de £ au-dessus de M(s). On la compare avec l'orientation
o¢. On note f£ la fonction & valeurs dans {1} sur M(s)g() déterminée par
o NE(s™Y) = fE o¢, Cest-a-dire, si m € M(s), si p € P est un point au dessus
de m, et si r(s,p) est ’élément correspondant de ML *(E),y,

(83) vo(m) = F(r(s,p)™",0\o(m))

ou F est la fonction définie a la fin de la section 4.3. Il résulte des propositions 83
et 88 que la famille f¢ = (f¢),cq,, appartient a K&(M). Comme on a f€f¢ =1,
f¢ est inversible. On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 111 Soit £ un fibré orienté métalinéaire G-équivariant. Alors
K&4(M) est un Kg(M)-module libre de base f€.

Remarquons que Palgébre Kg(M)HKE(M) est isomorphe & Ka(M)@C[t]/(t* -
1).

On considére maintenant un fibré G-équivariant complexe V — M de di-
mension N. On suppose que V admet une connection G-invariante V. Pour
X € g, soit F(X) € Ag(M,End(V)) sa courbure équivariante. Notons V' un
espace vectoriel complexe de dimension N. On considere V comme un fibré
P xgLv) V, ot P est un fibré principal G-équivariant de groupe GL(V').

On note E ’espace vectoriel réel sous-jacent & V. On peut donc considérer
le revétement GL(V')g de GL(V) associé a 'injection GL(V) — GL(E). On sait
que, si dim(V') > 0, le groupe GL(V)g est connexe, et qu’il existe un unique

caractére det %,/2 de GL(V)g dans C* de carré dety. De plus det %//2(6) = -1,

ce que P’on choisit comme définition de det }/* quand V = {0}.

On choisit une racine 7 de —1. Si E = C, on munit F de ’orientation donnée
par la base 1,7. On identifie E & C* et on munit E de 'orientation produit, que
I’on notera og.

On considére le fibré réel £ sous-jacent a V. Il a donc une orientation ca-
nonique og. Soit s € Geyy. Soit m € M(s). Soit p € P un point au dessus de
m, et soit r(s,p) € GL(V) la transformation verticale correspondante de sorte
que sp = pr(s,p). Soit 7#(s,p) un représentant de r(s,p) dans GL(V)g. On peut
considérer la fonction localement constante sur M(s)g() telle que

a¥ (m, 0) = det /> (7(s, p)) F(#(s,p) ™", 0\0¢).
Cette définition ne dépend pas du choix du représentant #(s, p). La famille a¥ =

(aY) est une famille de formes tordues fermées vérifiant la relation d’invariance
des bottes, mais pas la relation de recollement.
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Pour corriger ce défaut, on considére la forme équivariante v € AZ (g, M)
telle que, pour X € g, on ait

v(X) = exp(3 tr F(X)).

C’est la racine carrée normalisée du caractére de Chern équivariant du fibré
en droite complexe AN (V). Pour s € G on note v, la restriction de v en un
élément de A%,)(9(s), M(s)), et on pose

fY =d’v,.

C’est un élément fermé de A%, (9(s), M(s)). On vérifie que la famille f¥ =

(f¥)seG., est une botte tordue inversible. On obtient donc la proposition sui-
vante.

Proposition 112 Soit V un fibré compleze G-équivariant dans lequel G opére
réguliérement et muni d’une connection invariante. Soit £ le fibré réel sous-
jacent. Alors K&(M) est un Kg(M)-module libre de base fY.

Remarquons que fY fY est le caractére de Chern ch(ANV) € Kg(M) du fibré
ANV. Si ch(ANV) admet une racine carrée dans Kg(M), on voit que 1’algebre
Ka(M) @ K& (M) est isomorphe & Kg(M) ® C[t]/(t* — 1) comme dans le cas
des fibrés métalinéaires orienté, mais ce n’est pas toujours le cas.

La proposition 112 se généralise aux fibrés réels munis d’une Spin ¢-structure.

5.3 Bottes tordues pour le point.

Dans cette section, nous donnons une description de ’espace K%(M) lorsque
M est un point e. La donnée d’'un fibré G-équivariant V — M est la donnée
d’une représentation A : G — GL(V) de G dans un espace vectoriel réel V de
dimension finie. Nous introduisons un revétement d’ordre 2 de G.

Définition 113 Soit A : G — GL(V) une représentation de G dans un espace
vectoriel réel de dimension finie. On définit le revétement Gy — G ou

Gv ={(9,h); g € G, h € ML(V), X(g) = j(h)}

image réciproque du revétement j : ML(V') — GL(V) par Uapplication X : G —
GL(V).

On note encore j : Gy — G l'application de revétement j(g,h) = get A : Gy —
ML(V) Papplication A(g, h) = h. On note encore € I’élément (1,¢) de Gy. On a
donc le diagramme

1 —{l,e} — Gy 4 G —1

= Nt

1 —— {1,¢} —— ML(V) —— GL(V) — 1
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On note G§; I'image réciproque de ML *(V). Le sous-groupe G5, est formé des
a € Gy tels que det(j(a)) > 0. On définit de méme Gy,. On définit pour a € Gy
I’automorphisme intérieur tordu «(e) par la formule suivante. Pour b € Gy, on
a

-1 . — -
(85) o(b)(a) = { eaba™" poura € Gy, et b € Gy,

aba~! sinon.

Définition 114 On dit qu’une fonction ¢ sur Gy est impaire si ¢(eb) = —@(b)
pour tout b € Gy .

Le groupe Gy est un exemple de groupe gradué: on dit qu’un groupe H est
gradué si I’on s’est donné un morphisme de groupe (noté p pour parité) dans le
groupe {0,1}. L’image réciproque de 0 est notée H*, celle de 1 est notée H~.

Définition 115 Une fonction ¢ sur un groupe gradué H sera dite anti-inva-
riante si l'on a

p(aba™t) = (1) IO G0)  pour a € H et b € H.

Donc la restriction de ¢ a H™ est invariante, et la restriction & H* est semi-
invariante de poids (—1)”). Si H = H™*, une fonction anti-invariante est juste
une fonction invariante. Donnons quelques exemples de fonctions anti-inva-
riantes sur H.

Une représentation graduée de type I de dimension plg de H est par dé-
finition un homomorphisme A de H dans le groupe des éléments inversibles
homogenes de la super algebre M(p, ¢, C), préservant la parité. Remarquons
que si H~ est non vide, on a p = ¢. La fonction sur H définie par

6(k) = str(A(g)) = tx(A(g) ( I ))

est anti-invariante, nulle sur H ™.

Une représentation graduée de type II de dimension p de H est par définition
un homomorphisme A de H dans le groupe des éléments inversibles homogenes
de la super algebre Q(p,C), préservant la parité. La fonction sur H définie par

6(h) = ostr(M(g)) = tx(A(g) ( ’r o ))

est anti-invariante, nulle sur H+.
Dans le cas du groupe Gy, une fonction impaire ¢ est anti-invariante si et
seulement si elle vérifie la relation d’allure peut-étre plus naturelle

(86) B(1(a)b) = (=1 (D).

Définition 116 On note C=®(Gv)™Y lespace des fonctions C* sur Gy qui
sont tmpaires et anti-invariantes. On note C=°(GH)®Y le sous-espace des fonc-
tions & support dans G et on définit de méme C=(Gy)™V.
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L’espace C®(GE)%Y est un module sur 1'algebre C®(G*)¢ ot G* est 'ouvert
des g € G tels que det A(g) = £1.

Nous introduisons une définition voisine de la définition 99. Soit or(V') I’en-
semble des deux orientations de V.

Définition 117 On note kX (V) lespace des fonctions ¢ € C°(Gy x or(V))
qui vérifient les relations v(i(a)(b),a0) = —y(—e€b,0) = —9(b,—0) = 9(b,0)
pour tout a € Gy, b € Gy et o € or(V). St dim(V) est pair, on note kg (V)
le sous-espace des fonctions 1 € k& (V) a support dans G x or(V). Si dim(V)
est impair, on note kF (V) le sous-espace des fonctions ¢ € k& (V') d support
dans Gy, x or(V'). On définit de méme £F _(V').

Par restriction & Gy x {0}, le choix d’une orientation o de V' détermine un
isomorphisme de £, (V) sur C*(G)%Y si dim(V') est pair, et sur C*(G¥)%"
si dim(V') est impair.

Exemple 118 Munissons V' d’une forme quadratique définie positive. On con-
sidére le cas ou A est la représentation du groupe G = O(V) dans V. Donc
Gy est le groupe Pin(V'). Lespace kg _(V') est nul. La fonction det Vf(l —a)
(a € Pin(V), o € or(V)) définie en 53 est un élément de kg (V).

On peut montrer que si dimV est pair, £Z (V) = C®(G¥)?Y est libre de
rang 1 sur C°(G*)% et la fonction det %,/f(l — a) est une base.

De méme, si dimV est impair, k% (V) =~ C=°(Gy)%Y est libre de rang 1

sur C=(G™)¢ avec pour base la fonction det {,/3(1 - a).

Exemple 119 Supposons que W soit un espace vectoriel compleze muni d’une
représentation de G. Soit V Uespace réel sous-jacent. Sur le groupe GL(W)y
on dispose dé la fonction impaire invariante det ;‘/,2. On note encore det %‘/,2 la
fonction impaire (anti)-invariante que lon en déduit sur Gy = G¥. On voit

que det %2 est une base de C°(Gy)%Y sur C=°(Gy)C.
On pourra comparer cet exemple avec la proposition 112.

Exemple 120 Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie, et soit A
un homomorphisme de G dans ML*(V'). On considére la représentation de G
dans V obtenue en composant avec la projection ML*(V) — GL(V). On a
Gv = GY. La formule s(g) = (g,\(g)) définit un homomorphisme de G dans
Gv. La fonction impaire f sur Gy telle f(s(g)) = 1 pour tout g € G est une
base de C*°(Gy )%V sur C=(Gy)°.

On pourra comparer cet exemple avec la proposition 111.

Un élément g € Gy est elliptique si et seulement si j(§) € G est elliptique,
ou encore si et seulement si A(§) € ML(V) est elliptique. On a q(§) = q(A(9)) =
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q(j(g)). Dans ce cas on posera £(§) = £(A(G)), ot £(A(g)) est Vorientation de
q(9) de la définition 93. On voit que si g appartient & Gy, un choix d’un élément
g de Gy au dessus de g est équivalent a un choix d’une orientation de q(g).

Venons en & la détermination de K}i(e). Par définition, un élément 6 de
K%(e) est une famille (6,),cq,, ou chaque 6, est un germe (pour la topologie
elliptique) de fonctions sur g(s) x or(V(s)). Soit o une orientation de V(s). On
note 6(s,o0) la restriction de 6, & g(s) x {o}. Alors 6(s,0) est représenté par
une fonction sur G(s)-semi-invariante de poids signdet y(,)(.) définie dans un
voisinage elliptique de 0 dans g(s). Elle vérifie 6(s, —0) = —6(s, 0). Cette famille
est G-invariante et vérifie la condition de recollement : si s’ = sexp S avec
S € g(s)en suffisamment petit, alors, pour tout X dans un voisinage elliptique
de g(s'), on a

6(s',0')(S + X) = sign(det /2 (=S))8(s, 0)(X).

Soit ¢ € KF (V). Soit s € Gen. Soit § € Gy au dessus de s. Soit o une
orientation de V(s). Considérons lorientation £(57!) de q(s). Donc o A £(571)
est une orientation de V. Notons 6, le germe de fonction sur g(s) x or(V(s))
représenté par la fonction 6(s,0)(X) définie pour X € g(s) par la formule

(87) f(s,0)(X) = ¥(8eX,0 ANE(GTY)).

Cette définition ne dépend pas du choix du représentant § de s. Si oy est une
orientation de V, et si ¢ € C°(Gyv)“V est la restriction de ¢ & Gy x {ov}, on
peut aussi écrire

(88) B(s,0)(X) = F(57%, 0\ov)p(5eX)

ou F(.,.) est la fonction a valeurs dans £1 définie en 82.

I1 résulte de la proposition 83 que la famille (6,)sec,, est un élément de
K& (o).

Une variante évidente du lemme 43 montre que 'application ¢ — 6§ de
k% (V) dans K¥(e) est un isomorphisme. On a démontré le théoréme suivant.

Théoréme 121 Soit A : G — GL(V) une représentation de G dans un espace
vectoriel V réel de dimension finie. La formule (87) définit un isomorphisme
de kX(V) sur K¢ (o).

Soit oy une orientation de V. La formule (88) définit un isomorphisme de
K¥%(®) sur lespace C®(Gv)“Y des fonctions impaires anti-invariantes sur le
revétement a deux fewillets Gy de G.

5.4 Bottes tordues des espaces homogenes.

Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe presque algébri-
que de G. Soit M une variété sur laquelle H opére régulierement. Soit V un
fibré vectoriel réel H-équivariant sur M sur lequel H opére régulierement. On
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peut donc considérer le fibré vectoriel réel G-équivariant V = G xg V sur
M =G xg M. Le groupe G opere régulierement sur V.

On a une application de restriction E : K4(G xg M) — Kj(M). On dé-
montre de maniére similaire au théoreme 64 le théoreme suivant.

Théoréme 122 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe
presque algébrique tel que l’espace homogéne G — G/H soit réductif. Soit M
une variété sur laquelle H opére réguliérement. Soit V.— M wun fibré vectoriel
réel sur M sur lequel H opére réguliérement. Alors G opére réguliérement sur
G xg M etsurV =G xg V. L’application de restriction

E:KY%G xyg M) = Kj(M)
est un isomorphisme.

En considérant le cas ot M = e, et en combinant le théoréme 122 et le
théoréme 121, on obtient:

Théoréme 123 Soit G un groupe presque algébrique. Soit H un sous-groupe
presque algébrique de G tel que G/H soit un espace homogéne réductif. Consi-
dérons une représentation de H dans un espace vectoriel réel de dimension finie
V. Soit V le fibré G x g V. Alors KY.(G/H) est isomorphe a lespace des fonc-
tions anti-invariantes et impaires sur le revétement a deux feuillets Hy de H
défini en 113. L’isomorphisme dépend du choix d’une orientation de V.

On obtient aussi, par une démonstration similaire a celle du théoréeme 75,
le théoréme suivant.

Théoréme 124 Soit G un groupe de Lie et soit N C G un sous-groupe fermé
distingué de G. Soit P une variété munie d’une action a droite de G telle que
Vaction du sous-groupe N soit principale. Supposons que le groupe G/N et la
variété P/N soient compacts. Soit V un fibré G /N -équivariant sur P/N. Alors
Uapplication

¢": K&n(P/N) — K&V (P)

est un isomorphisme.

6 Images directes.

6.1 Fibrés euclidiens.

Soit G un groupe algébrique opérant réguliérement sur une variété M. Dans
tout ce paragraphe, on consideére un fibré ¥V — M réel euclidien G-équivariant
sur lequel G opére régulierement. On suppose que V posséde une connection
euclidienne G-invariante V. Rappelons que nous notons encore V le fibré sur V
image réciproque de V.
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De méme que la classe de Thom u(V) € Hyqr,c(8,V)y est une classe de
cohomologie equivariante tordue naturelle, nous allons construire un élément
naturel b(V) € K, c(V) que nous appellerons classe de Bott. La restriction

e(V) € KV.i (M) de b(V) & M sera encore appelée la classe d’Euler du fibré

Pour définir (V) nous avons besoin d’introduire d’autres classes caractéris-
tiques.

Soit V' un espace vectoriel euclidien muni d’une forme quadratique @) définie
positive. Nous avons défini en 86 la fonction entiere J/2 sur so(Q, C).

Soit s € O(V) un automorphisme tel que (1 — s) soit inversible. On dira que
s est un automorphisme elliptique non dégénéré. On note D, la restriction a
50(Q)(s) de la fonction Y +— det y(1 — se¥). D’apres la formule (53), D, a une
racine carrée entiere D!/2. Comme det(1 — s) est un nombre réel strictement
positif (lemme 26), on la normalise par DY?%(0) > 0. La fonction D!/? est une
fonction O(Q)(s)-invariante sur so(Q)(s). Choisissons un élément § de Pin(V)
au dessus de s. D’apres la formule (56) on a, pour X € so(Q)(s)

DY(X) = det %//5( y(1 = Sexp X).

De maniére analogue, soit S € so(V) un élément tel que S soit inversible.
On note ds la restriction de X +— (27)~ V) det (S + X) & s0(V)(S). On
a dg(0) = dety(S) > 0 et on note (l;/ ? la racine carrée polynomiale telle que

dy*(0) > 0.

Revenons au fibré V — M. Soit X — F(X) la courbure équivariante de la
connection V. Dans un repere orthonormal, F/(X) est une matrice antisymé-
trique (3 coefficients formes sur la base). On peut donc définir pour tout X € g
la forme JY2(F(X)) € A(M).

Définition 125 On définit la forme G-équivariante JY/*(V,V) € AX(g, M)
par

TV, V)(X) = JVA(F(X))
pour X € g.

La forme équivariante J'/2(V, V) est une racine carrée de la forme J(V,V)
précédemment introduite en 11, vérifiant J'/2(V,V)qj(0) = 1. Elle est fermée.
Sa classe de cohomologie J'/2(V) € H¥ (g, M) est indépendante des choix de
structure euclidienne et de connection faits.

Soit s € Gy un élément central. Supposons que s agisse trivialement sur M
et que s¥ soit un automorphisme elliptique non dégénéré. La fonction det (1—s)
est strictement positive et localement constante sur M. Soit X € g. Dans
un repere orthonormal, la courbure équivariante F'(X) de la connection V est
une matrice antisymétrique commutant & s¥. On peut donc définir la forme

D;A(F(X)).
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Définition 126 Soit s € Gy un élément central. Supposons que s agisse tri-
vialement sur M et que sV soit un automorphisme elliptique non dégénéré. On

définit la forme G-équivariante D,(V,V) sur M par
D,(V,V)(X) = D,(F(X))
pour X € g et sa racine carrée
D,”*(v,V)(X) = D,*(F(X))
pour X € g, normalisée par la condition DY/%(V,V)g(0) > 0.

La forme équivariante D/2(V, V) est fermée. On note D}/?(V) € HZ (g, M)
sa classe de cohomologie. Elle est indépendante des choix de structure eucli-
dienne et de connection faits.

Soit S € gey un élément G-invariant. Supposons que Syr = 0 et que 'action
SY de S dans V soit inversible. Soit X € g. Dans un repére orthonormal, la
courbure équivariante F'(X) de la connection V est une matrice antisymétrique

commutant & SY. On peut donc définir la forme d5 Y(F(X)).

Définition 127 Soit S € g,y un élément G-invariant. Supposons que Sy =0
et que laction S¥ de S dans V soit inversible. On définit la forme G-équiva-

riante Eulf (V,V) € A% (g, M) par Eulf(V,V)(X) = (12/2(F(X)) pour X € g.

Rappelons que comme S est inversible dans V, on a défini (formule 43) une
orientation ((V,—S) de V. Il résulte du lemme 103 que l’on a

(89) Eul}(V,V)(X) = Eul(V)¢v,-5)(S + X).

Si « est une forme sur la base B, on notera encore « la forme p*a sur V.
Soit s € Gey. D’apres (72) on a

VIM(s)=V(s)® Q(s).

La connection G-invariante V détermine par restriction des connections G(s)-
équivariantes sur les fibrés V(s) et Q(s). Comme V est fixée, nous ne mention-
nerons plus les choix de connections dans les notations qui suivent. Le rang de
V(s) est une fonction localement constante sur M(s) notée rg(V(s)).

Définition 128 On pose n(V), = (27r)'gv(”)/2J1/2(V(s))D1/2(0( )). C’est un
élément fermé de A, (9(s), M(s)) qui dépend du choiz de V, et nous notons
encore n(V), sa classe dans H,(9(s), M(s)) qui ne dépend pas du choiz de
V.
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La famille (n(V)s)seq,, n'est pas une botte car les conditions de recollement
ne sont pas vérifiées. Soit S € g(s)eu. Posons Vo = V(s)(S) et Qo = S(V(s)).
Raffinons comme en (73) la décomposition V|M(s) = V(s) @ Q(s) au dessus de
M(s)(S) en

(90) VIM(s)(S) = Vo & Qo & Q(s).

L’élément S induit une transformation infinitésimalement elliptique inversible

de Qo.

Lemme 129 Soit s € Gey. Il existe a > 0 tel que, pour tout S € g(8)eira, ON
ait
G(s)(S) = G(se®), M(se®) = M(s)(S), V(s)(S)=V(se”)
et l’égalité
n(v)ses = Elll’l;(QO)Ts,Sn(V)s
dans Ag(ses)(g(ses),M(seS)).

Démonstration. Soit a > 0 tel que, pour tout S € g($)eiq, o ait
G(s)(S) = G(se®), M(se®) = M(s)(S), V(s)(S)=V(se®).

Un tel a existe par définition des actions régulieres. Soit S € g(s)euq- Soit
F(X),X € g, la courbure équivariante de la connection V. Soit Y € g(s)(S).
Notons A(Y) € A(M(se®),End(V)) la matrice antisymétrique a coefficients
formes sur M (se®) définie par A(Y) = F(Y)|M(se®).

Dans la décomposition
VIM(s)(S)=Vo® Qo P Q
on voit que A se décompose en
AY)=AY)s BY)® C(Y)

olt Ay est la courbure équivariante de V(se¥), B la courbure équivariante de Qo
et C la courbure équivariante de Q(s). On note encore s (resp. S ) 'endomor-
phisme vertical produit par s (resp S). Comme s agit trivialement sur Qq, on
a

Nges(Y) = (27r)"gv(“s)/2.]l/2(A(;(Y)) det /2(1 — e%eBO) det V2(1 — se%eCY)),

(On a normalisé les racines carrées de sorte que pour Y = 0 elles soient > 0).
Comme S s’annule sur V(s)(S), on a Ag(S+Y) = Ap(Y) et

ny(S+Y)|M(se®) = (2m) BV T2 (Ay(Y) T2 (B(S+Y)) det /2 (1—s5e“5HY),

(Ici, on a normalisé les racines carrées de sorte que pour Y = —S elles soient
> 0).
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OnaB(S+Y)=S+B(Y),C(S+Y)=S+C(Y). Comme la connection
V est G-invariante, B(Y') et C(Y) commutent a S.
On a
(—=27m)8 Q2 Eul( Q)4 (Y) = det 2(S + B(Y)).

(On a normalisé la racine carrée de sorte que pour Y = 0 elles soient > 0).
L’égalité des formes

Nyes(Y) = Eul(Qo) T (Y)n,(S + V)| M(se’)
résultera des égalités

(1) det?*(1-e%P) = det'/*(S + B(Y))JVAS + B(Y)),
(92) det/2(1 — 5e5e°™)) = det/?(1 — se5+CM)),

Démontrons ces égalités. Remarquons que les choix des déterminations de ra-
cines carrées montrent que, pour Y = 0 et S € geuq, les termes de degré ex-
térieur 0 de tous les termes sont des fonctions positives localement constantes
sur M(se®). Il suffira donc de vérifier 'égalité des carrés. L'égalité (92) est im-
médiate puisque C(Y') commute & S. Pour ’égalité (91), il s’agit de montrer

ue
a det Q(l(l — eS+B(Y)) = det (’()(e(S+B(Y))/2 _ 6_(S+B(Y))/2)_

Comme la dimension de Qg est paire et comme les matrices S et B(Y") sont
de trace nulle (car infinitésimalement orthogonales), I’égalité précédente est
vérifiée. §

Soit s € Gey. On note u, € A,up(s)(8(s), V(s))y(s) la forme de Thom (for-
mule 79) du fibré V(s) — M(s) déterminée par la connection V|M(s). La
famille (u,)seq,, n’est pas une botte de formes tordues, car les conditions de
recollement ne sont pas vérifiées.

Soit S € g(s)en. Posons comme ci-dessus Vo = V(s)(S) et Qo = S(V(s)).
Soit

Eul(Qo) € Acsys)(8(5)(S), M(5)(S)) e,

la forme d’Euler du fibré Qg au dessus de M (s)(S) et Fuls(Qy) la forme d’Euler
translatée
Euls(Q)(Y) = Eul(Qo)(S+Y).

Soit u, s la forme de Thom du fibré Vy — M (s)(S).
Comme Qo & Vo = V(s)|M(s)(S), on a

E/U'IS(QO)US’S € A'rap,(y'(s)(S)(g(s)(s)7VO)V(S)'
Lemme 130 S: S € g(s)eu, on a l’égalité
TS,x“.« = EU’IS(QO)US,S

dans Arap,c(s)(s)(8(5)(S), Vo)v(s)-
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Démonstration. Comme V(s)|M(s)(S) = Vo & Qo, il est facile de voir qu’on
a D’égalité des formes différentielles G(s)(S)-équivariantes u,(Y) = u, s5(Y) A
u(Qo)(Y) pour tout Y € g(s)(S). Comme S agit trivialement sur Vy, on obtient

(93) Us(S+Y) = 1y s(Y) Au(Qo)(S +Y)

pour Y € g(s)(S). En prenant la restriction a V, de cette égalité, on obtient
I’égalité cherchée. 1§

Remarque 131 De maniére analogue a la remarque 102, on voit qu’il eziste
des familles de formes de Thom a support compact us € Ayept,c(s)(8(), V(8))v(s),
s € Gey, vérifiant encore l’égalité du lemme 180. Par contre U’égalité (93) n’est
en général pas possible.

Nous choisissons une telle famille.

Compte tenu de la définition de la translation tordue TV et de la formule 89,
on peut écrire la formule du lemme 130 sous la forme

(94) T;.)’su‘., = Fulf(Qo)u, s

dans A,cpt,6(s)(5) (8(5)(S), Vo)v(s)s)-

Nous construisons maintenant la botte de Bott b(V) € B, (V). Soit s €
Gen. On pose
bs = usn(v)s € Am‘pt,(v'(s)(g(s)a V(S))V(s)

Théoréme 132 Soit V — M un fibré euclidien vectoriel G-équivariant muns
d’une connection euclidienne G-invariante. Soit s € G,y et soit

VIM(s)=V(s)® Q(s).
Soit uy, € Aycpt,a(s)(8(5),V(8))y(s) la forme de Thom équivariante du fibré
V(s) = M(s). Soit by € A%, c)(8(5), V(8))v(s) la forme définie par
by = (2m)&VO/2 JY2(Y(5))DY2(Q(5))u,.

Alors la famalle b(V) = (by)seq.,, définit une botte b(V) € BY., (V) de formes
équivariantes tordues fermées sur V.

On note encore b(V) la classe de cette botte dans K, (V). Elle ne dépend

pas des choiz faits de connection et de structure euclidienne.

Démonstration. Soit s € Gy et soit a > 0 tel que le lemme 129 soit valable.
Soit S € g(5)en,«- Montrons que si S € g($)eu,. on a fl":fsbs = b,.s. En employant
successivement la formule (104) et le lemme 129, on obtient
T by = TYsu T sn(V),
= s Eulf (Qo)T, sn(V),
= Uges (V) yes

bscsa
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ce qui démontre le théoréme. 1§
La restriction de la classe (V) & M est un élément de BY(M) (ou de K¥(M)

si l’on consideére la classe) encore appelé classe d’Euler du fibré V, et notée e(V).

Exemple 133 Soit V une espace vectoriel réel de dimension finie, et soit G =
O(V). On considére V- comme un fibré équivariant sur M = o. La classe d’Euler
e(V) est un élément de KY(o) ~ kX (V). On vérifie immédiatement que c’est
la fonction

e(V)(a,0) = det }/2(1 — a7!) = (=1)"**D/2 det 1/%(1 — a)

sur Pin(V) x or(V).
Il résulte de Uezemple 118 que KY () est engendré par e(V) comme module

sur Kg(e).

6.2 Intégration.

Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte M. Soitp : M — B
une fibration G-équivariante. Soit V — M le fibré tangent vertical a la fibration
M — B. Nous définissons maintenant une application

Px: IC?:(M) — Ka(B).

La définition de I’application p, imite la définition d’Atiyah-Hirzebruch [2] de
I’application p, en I -théorie.

Soit s € G. Considérons la classe n(V), € AZ,(8(s), M(s)) (définition 128).
La forme n(V),(0) € A(M(s)) a un terme de degré 0 qui est une fonction > 0
sur M(s). Comme G est compact, un voisinage elliptique de 0 est un voisinage
aussi petit qu’on veut pour la topologie ordinaire. Donc n(V),(X) € A(M(s))
a un terme de degré 0 qui est une fonction > 0 sur M(s) pour tout X dans
gs dés que a > 0 est assez petit. La forme n(V),(X) est donc inversible pour
X € g, et 'on obtient un élément n(V);! € Hg)(M(s)).

Soit @ € K¥(M). C’est donc une famille de classes a, € 'H[vazz)](M (s))
indexés par les éléments s de G, vérifiant les conditions d’invariance et de re-
collement de la définition 108.

Considérons la fibration p : M — B. On sait qu’elle se restreint en une
fibration p* : M(s) — B(s) pour laquelle le fibré tangent vertical est V(s).

Considérons le germe de classes de cohomologie tordue

o/n(V)s € Higiyy(M(s5)).
Il s’integre sur la fibre de la fibration M(s) — B(s).

Théoréme 134 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte
M. Soit p: M — B une fibration G-équivariante. Soit V — M le fibré tangent
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vertical a la fibration M — B. Soit a = (@)secq,, un élément de KY.(M). La
famille B = (Bs)seq,, ot

,Bs = ay/n 1% s
M(s)/B(s) /n(¥)
est un élément de Kg(B). Nous dirons que B est lintégrale de a sur les fibres

et nous noterons = p,a.

Démonstration. Soit s € G et soit S € g(s). On reprend les notations du
paragraphe 6.1 pour le fibré vertical V — M. En particulier, on écrit

VIM(s)(S) = Vo @ Qo @ Q(5)

ou Vo = V(s)(S) et Qp = S(V(s)). Soit I, = a,n;!. Considérons la fibration
P°: M(s) — B(s). On a 8, = piI,. 1l est facile de voir que (3, vérifie la condition
d’invariance voulue. Vérifions la condition de recollement. Soit &, un représen-
tant de a,. En restreignant au besoin le voisinage U de 0 dans g(s) sur lequel
@, est défini pour que n, soit inversible sur ce voisinage, ceci nous donne un
représentant I, de I,. Soit 3, = p:I, l'intégrale de I, sur les fibres de p°*. Alors
Bs € HZ,)(U,M(s)). D’apres la formule de localisation 106, appliquée a la
fibration G(s)-équivariante p*, on a sur un voisinage de 0 dans g(s)(5) 1'égalité:

T, sfe = 1 (Buls(Qo) T sL.).
On a
Euls(Qo) "' Ty 51, = Bul§(Qo) ' TVsI, = TV s(d)/(Buld(Qo) T, s(n(V)s))
La définition des bottes dit que Ts‘,’s(ds) est un représentant a.s de a,.s. Il
résulte du lemme 129 que l'on a
EUIS(QO)_lTs,st = pes [(V) yes

et donc T 53, = B,es, ce qui termine la démonstration du théoreme. g

De méme, si p : M — B est une fibration G-équivariante de fibré vertical V
et si £ est un fibré réel sur la base B, on peut définir une application

pe : K& ¢ (M) — K&(B).
Si M n’est pas compacte, on peut définir p, dans ’espace IC;?"G‘S(M ).
Soit p : V — M un fibré réel G-équivariant sur une variéte compacte M. Le

fibré vertical pour la fibration p est isomorphe a p*V. Comme G est compact, ce
fibré peut étre muni d’une structure euclidienne et d’une connection euclidienne
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G-invariante. Soit b = b(V) la classe de Bott de V. Soit £ un fibré réel G-équi-
variant sur la base M. On peut donc définir une application

i (V) = K&(M).
D’autre part, on peut définir ’application
m(a) =bAa: KE(M) — Kv®p REWV).

La définition de b = (b,) € K}, 5(V) implique que p,b = 1. Par ailleurs, il
résulte de la proposition 104 que p, est injective. On a donc l'isomorphisme de
Thom

Théoréme 135 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte
M. Soit V un fibré réel G-équivariant sur M. Les applications

m: KE(M) — IC;,?"G‘E(V)

et
Kol (V) = K&(M)

sont des isomorphismes inverses l un de lautre.

Considérons le cas particulier ou & = V. D’apres 'exemple 110, ICZ,?Z(V)

est canoniquement isomorphe a K (V). Comme cas particulier du théoréme
précédent, nous avons

Théoréme 136 Soit G un groupe compact agissant sur une variété compacte
M. Soit V un fibré réel G-équivariant sur M. Les applications

m: K4(M) — Kepta(V)

et
Px: ,Ccpt,G(v) — K:X;(M)

sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre.

Ce théoreme fournit donc pour ’action d'un groupe compact sur une variété
compacte une interprétation du groupe KL(M).

Rappelons que ’espace des bottes tordues pour le fibré tangent a M se note
Ke(M),. Considérons ’application p : M — e de M sur un point. Explicitons
Papplication p, : Kg(M); — K¢(e) dans ce cas particulierement important.

Soit s € G, soit M(s) la variété des points fixes de ’action de s sur M. Soit
dim M (s) la fonction localement constante dimension sur M(s). Soit TM(s) le
fibré tangent & M(s) et A le fibré normal & M(s) dans M. Soit J/2(M(s))
la classe JY2(TM(s)) du fibré tangent a M(s) et D}?(N) la classe du fibré
normal. En explicitant le théoréme 134 on obtient le théoreme suivant.
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Théoréme 137 Soit G un groupe de Lie compact agissant sur une variété
compacte M. Soit o = (a)seq,, un élément de Kg(M);. Il existe une unique
fonction C* G-invariante © sur G telle que pour tout X € g(s) suffisamment
petit on ait

L (2m) = dimM()/20 (X))
O(se™) = /M(s) JV2(M(5))(X) DA (N)(X)

Dans [31] nous montrons que la théorie de I'intégration des formes différen-
tielles M-tordues fournit un cadre naturel pour la théorie des caractéres d’un
groupe de Lie G non nécessairement compact. Si M est une orbite fermée de
'action coadjointe de G, on peut en effet définir ©;, = p.(ay,) pour certains
éléments canoniques oy, de 1'espace Kg(M), et on obtient ainsi des fonctions
généralisées Oy, invariantes canoniquement associées aux orbites coadjointes
fermées.

6.3 Fibrés de Clifford.

Nous avons vu que la cohomologie équivariante tordue d’un fibré euclidien est
intimement reliée au groupe spinoriel. Dans cette section, nous donnons un peu
plus d’explications sur cette relation. Nous traiterons dans un article ultérieur
la relation entre la cohomologie tordue d’un espace symplectique et le groupe
métaplectique. Cette relation est importante dans la théorie des caracteéres des
groupes de Lie.

Soit V — M un fibré euclidien G-équivariant. Il lui est associé un fibré
C(V) — M d’ algebres de Clifford. On dira que V est un fibré spinoriel G- équi-
vartant si 'on s’est donné un fibré principal P — M de groupe Spin(V') muni
d’une action a gauche de G' (commutant & I’action & droite de Spin(V')) tel que
V soit le fibré associé

V=P X Spin(V) Vv

ou Spin(V) agit dans V par la représentation 7 : Spin(V') — SO(V). On dit qu’il
est orienté si ’on s’est donné une orientation oy de V. Elle détermine une orien-
tation G-invariante oy sur V. Un fibré spinoriel G-équivariant est en particulier
un fibré métalinéaire orienté G-équivariant. Nous avons construit (formule 83)
un élément particulier f¥ € K% (M) de carré un dans Kg(M)®K4%(M). Comme
cas particulier de la proposition 111 on obtient:

Proposition 138 Soit V — M un fibré spinoriel orienté G-équivariant. Alors
KY%(M) est un Kg(M)-module libre de base fY.

Soit ¥V — M un fibré euclidien G-équivariant muni d’une connection eucli-
dienne G-invariante V. Nous supposons le fibré V — M muni d’une orientation
G-invariante, mais nous ne supposons plus ’existence d’une structure spino-
rielle sur V. Nous allons montrer que le caractére de Chern relatif d'un module

104



COHOMOLOGIE EQUIVARIANTE ET DESCENTE

de Clifford G-équivariant gradué (essentiellement défini dans [6]) fournit natu-
rellement un élément de K4 (M).

Soit £ — M un fibré complexe G-équivariant sur M. Nous supposons que £
est munie d’une action de l’algebre de Clifford C(V) construite sur V. L’action
d’une section v du fibré V sur £ sera notée c(v). Nous supposons que les actions
de G et de C(V) sur L vérifient la condition suivante de compatibilité:

gc(v)g™! = c(g - v).

Supposons de plus que V soit muni d’une counection G-invariante V et
que £ soit muni d’une connection de Clifford G-invariante V* compatible: si
v e(M,V),

[VE, c(v)] = ¢(Vv).

(Si G est compact, un tel choix de connections est toujours possible). On dira
alors que £ est un (G,C(V))-module connecté.
Soit F' la courbure équivariante de V4. Soit s € G. Soit comme d’habitude

VIM(s)=V(s)® Q(s).

La connection V induit une connection sur les fibrés vectoriels V(s) et Q(s)
au-dessus de M(s). Soit R® (resp R!) les courbures G(s)—équivariantes de V(s)
(resp. Q(s)).

On peut donc définir comme en 126 la forme DY/%(Q(s)) € AZs (8(s), M(s)).
Pour X € g(s)

DM%(Q(s))(X) = det '/*(1 — sexp R'(X)).

Au dessus de M(s), laction de s produit un automorphisme s¢ du fibré
L et s¥ de V. On choisit un représentant local § de s¥ dans 1’algebre de Clif-
ford de V. On note L* les points fixes de 'action de Clifford de § dans £ et
L% le complémentaire §-invariant. Le fibré £%° est muni d’une structure de
(G(s),C(Q(s))-module. Notez que la dimension de Q(s) est paire & cause des
hypotheses d’orientabilité.

Soit o une orientation locale de V(s). On note oy /o l'orientation de Q(s)
qui s’en déduit et 1, /, 1'élément de ’algébre de Clifford C(Q(s)) défini en 49.
Donc 7,,/, est une section du fibré en algebres de Clifford sur le fibré Q(s),
définie dans 'ouvert de M (s) ou o est définie.

Considérons pour X € g(s) la forme différentielle tordue sur le revétement
(M(s))y(s) de M(s) définie pour X € g(s) par:

Va(X)o = Tt go (Yoy o5 eF O,

I est facile de voir que V, € A%, (8(s), M(s))y(s) est une forme équivariante
tordue fermée.
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On définit ch (L), par
ch (L), = Vo/ DM*(Q(s)).
En explicitant, on a pour X € g(s) petit
ch +(£)o(X)o = Tr 236 (Yop, jos“eF ®NIME)) / det 1/2(1 — s exp R(X)).

On note ch (L) la famille de formes équivariantes fermées (ch(L),)seq
L’élément ch (L) dépend du choix des connections compatibles V< et V.

Cette définition curieuse appelle une explication donnée dans le corollaire
qui suit. Ce corollaire montre de plus que ch(L), défini pour X petit est en
fait une fonction analytique de X.

Supposons, pour un moment, que le fibré V soit spinoriel et notons £ le
fibré des spineurs associé. Puisque £ est un fibré associé a une représentation de
Spin(V), il est muni d’une structure de G-fibré équivariant, et on voit facilement
que c’est un (G, C(V))-fibré.

Lemme 139 On a ch((€) = fY, ou fY est Uélément de K¥(M) défini par la
formule (83).

Démonstration. Ceci résulte de la définition de la forme D/?(Q(s)), de la
formule 64 et de la définition de f¥. 1

Soit W un fibré complexe G-équivariant connecté. On peut donc associer a
W (muni de sa connection V") son caractére de Chern (proposition 74)

ch(W) = (ch,(W, V"))sec., € Ba(M).

Considérons le (G,C(V))-module connecté L =E Q@ W.
On déduit du lemme ci-dessus le corollaire suivant.
Corollaire 140 On a ch (L) = ch(W)fY.

Sans supposer ’existence de structure spinorielle, on montre par une dé-
monstration similaire & celle de la proposition 132 la proposition suivante.

ell*®

Proposition 141 Soit V — M un fibré euclidien orienté G-équivariant mun:
d’une connection euclidienne G-invariante. Soit £ un (G,C(V))-module gradué
connecté. Alors la famille ch (L) est une botte de formes équivariantes fermées
tordues. L’élément correspondant ch (L) € K% (M) est indépendant des choiz
faits de connections compatibles.

Lorsque G et M sont compacts, et V un fibré euclidien orienté de rang pair
G-équivariant, notons K%(M) le groupe de K-théorie défini par Karoubi (voir
[25]). Les éléments en sont des classes de (G,C(V))-modules. Le caractere de
Chern relatif ch; fournit un homomorphisme

chy : C(G) ®r) K& (M) — KE(M),

ce qui donne une justification supplémentaire de notre définition de K%(M). Il
reste a traiter les autres cas de fibrés V...
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Equivariant cohomology with generalized
coefficients

Shrawan Kumar and Michéle Vergne

Introduction

In the text of this article, definitions, propositions, theorems, lemmas, examples,
corollaries are numerated in the same sequential order. Formulas follow an
independent sequential order.

Let G be a real Lie group with Lie algebra g and let M be a smooth manifold
on which G acts. Let A(M) = ¥; A(M) be the space of smooth differential
forms on M and let A.,;(M) be the subspace of forms with compact support.
Let us recall (Cartan ;[10]) that the G-equivariant de Rham complex of M is
by definition the differential Z ,-graded algebra

Ag(M) = (S(g) ® A(M))¢

endowed with the tensor product graded algebra structure (where elements of
g are assigned degree 2) together with the equivariant de Rham differential
dg of degree 1 (see section 2, Formula 5). Its cohomology denoted H¢ (M) is
called the G- equivariant de Rham cohomology of M. Alternatively, an element
a € Ag(M) can be thought of as a differential form «(X) on M depending
polynomially on X € g, such that « is equivariant:

a(g-X)=g-o(X),

for all g € G.
The complex Ag(M) admits a subcomplex

A(‘]M,G(A/[) = (S(g’) ® 'ACPt(M))G?

and its cohomology is called the G-equivariant de Rham cohomology with com-
pact support H}, ;(M).

Sometimes, it is natural to consider the space A¥ (M) of equivariant forms
a(X) on M depending smoothly on X € g. The differential d; extends to this
space and the cohomology of the complex (AZF (M), d,) is denoted by HF(M).
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This cohomology HZ (M) is studied in the preceding article of this volume
(notation differs slightly from the ones used in the preceding article. In partic-
ular, the dual vector space of g is denoted here by g' instead of g*, the space
denoted here by AX (M) (resp. HF(M)) was denoted by A¥(g, M) (resp.by
HF(g,M))). In some situations, it is also important to consider the space
A;®(M) of equivariant forms depending in a generalized way on the variable
X € g (cf. section 2, Definition 3 for a precise definition). The differen-
tial dy still has a meaning on AG*(M) and the cohomology of the complex
(Ag™(M),dy) is denoted by H;*°(M). ( The space Ag*(M) and its coho-
mology Hg**(M) were introduced in [12].) One similarly defines H_;%(M).
When M is a point, H;*°(point) is equal to the space C~>°(g)¢ of G-invariant
generalized functions on g. There is a natural map HF (M) — Hz*(M).

If M is compact and G-oriented, integration over M gives us a map from
H;*(M) to C~>°(g)%. More generally if p : M — B is a G-equivariant fibra-
tion, with G-oriented fibers, then there is defined an integration along the fiber
map

p. : Hys% (M) — HyiSs(B)

(cf. Formula 8).

If M is non compact, and if a(X) is an equivariant form on M depending
smoothly on X € g, the integral of a(X) over M may sometimes exist in a
generalized sense: after integrating o(X) against a test function ® on the Lie
algebra g, the form (o, ®) := J, o(X)®(X)dX may become integrable over M
and we can define [,; @ € C~°(g) by

(/M a,®) = /M(a,q>).

Many important examples of generalized functions on g arise this way. For
instance, characters of representations of G attached to a generic coadjoint
orbit M are given by the integral of an equivariant form over M (see [21],
[12]). If G is compact, the formula of [20] for the index of a G-transversally
elliptic operator D on a compact G-manifold B is given by the integration (in
the generalized sense) over M = T*B of a G-equivariant form a(o)(X) on M
(depending smoothly on X € g) attached to the symbol o of D.

It will thus be useful to understand the space H;*°(M). The aim of this
article is to start a systematic study of the cohomology space Hz*(M) .

Now we describe some of the results we prove in this article.

We first prove (in section 2) that for a G-equivariant real vector bundle
p : V — B, the canonical pull-back map p* : H;®(B) — Hz;*(V) is an
isomorphism (cf. Proposition 8). In particular, for a real representation V' of
G, H;®(V) 2 C~*(g)¢. Similarly, we prove the Thom isomorphism; asserting
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that if G is compact and the fibers of p are G-oriented, then the integration
along the fiber map
pe s Hopio(V) — Hoiw(B)
is an isomorphism (cf. Proposition 11).
Let K C G be a closed subgroup . Let x = xg/k : K — {£1} be the
character of K defined by x(k) = signdetg;k, for all k € K . Let M be a
K-manifold and let Hx% (M) be the cohomology of the complex

(AI_(,O;(M)’ dt) = (C—oo(e, A(M))X, d!)

(cf. Definition 49). Fix an orientation o on g/¢. Consider the space G xx M,
fibered over G/K with fiber M. In section 5, we define a cochain map

Indgko : AR(M) — AG™(G xx M)

(cf. Proposition 50) and prove that if K is compact, Indg/k,, induces an
isomorphism in cohomology (cf. Theorem 52). This is one of the central results
of this article. The proof of this result relies on a study of the homology of
the perturbed Koszul complexes defined in sections 3 and 4. This technique
is already used in [13] for the study of G-equivariant cohomology with smooth
coefficients.

Taking M = point, we get the isomorphism

C®(0)X = H*(G/K)

where C™°(8)X := {f € C~(8); k- f = x(k)f, forallk € K}.

The explicit description of the isomorphism (cf. Proposition 43) indicates
the analogy between [;, x Indg/k,f and characters of induced representations
(cf. Proposition 44).

Recall [13] that HP(G/K) is canonically isomorphic to C(€)K. We deter-
mine the canonical map

C2(0)K = HR(G/K) — C~=(8)X = H;*(G/K),

coming from the natural map HZ(G/K) — H;*(G/K), in Proposition 53.

From now on in the introduction, the notation K will be reserved to denote
a compact connected Lie group with maximal torus 7" and Weyl group W. The
Lie algebras of K, T are denoted by &, t respectively.

In section 6, we prove a Kiinneth theorem: Let D be a compact K-manifold
such that Hg(D) is free over Hk (point) (e.g. D = K /U, for a closed subgroup
U C K of the same rank, cf. Lemma 65). Then, for any K-manifold M, the
canonical Kiinneth map

™% : Hg (D) @y (point) Hx™ (M) — Hg™(D x M)
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is an isomorphism (cf. Theorem 61). In fact Theorem 61 is true without the
assumption on K to be connected, but then we need to add the assumption
that the evaluation map Hg(D) — H(D) is surjective. In particular for any
such D, taking M to be a point, we get

Hg®(D) = C~>(pK Qsw)x Hi(D)

(cf. Corollary 64).

Using Kiinneth theorem and the Induction isomorphism, we obtain in Propo-
sition 66 an extension of Chevalley’s theorem. Let C~°°(t)¢ be the space of all
the generalized W-anti-invariant functions on t. Then the multiplication of
generalized functions on t by polynomial functions induces an isomorphism

C™°(1) ®syw S() = C™(t).

By the same technique, we obtain the Reduction Theorem asserting that for
any K-manifold M, we have a canonical isomorphism

Hi>(M)V = Hg™(M),

where H7 (M)W refers to the W-invariants under the canonical action of W
on Hy*°(M) (cf. Theorem 74). The proof of this reduction theorem is inspired
by the proof of Theorem 4.2 in Atiyah [1].

Again combining the Kinneth theorem and the Induction isomorphism, we
obtain an isomorphism of H(point)-modules

HL(pOlnt) ®HK(,)oint) HI_(OO(M) = HL_;(QK/L(M)’

for any closed subgroup L C K of the same rank and any K-manifold M (cf.
Theorem 70). In particular, taking M = K/U (for any closed subgroup U of
K), we obtain

HZ’C;(OK/L(I(/U) = S([l)L Qs(e)k (C_°°(u)XK/U).

If M is a T-manifold, we give a homology spectral sequence (in section 10)
with
E:= T()rlf(t N(C(t), Hr(M))

converging to the cohomology H7; (M), where S(t') acts by multiplication on
C~°(t) (cf. Theorem 102). We show that this spectral sequence degenerates
at the E2-term for any homogeneous space M = K /U (U any closed subgroup
of K) (cf. Proposition 106).

In section 9, we study free actions. Let P be a principal G-bundle (for any
Lie group G) and let ¢ : P — P/G be the quotient map. Assume that the fibers
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of ¢ admit a G-orientation o. Then we prove (cf. Theorem 89) that H;*(P) is
a free module over H;(P) & H(P/G) with a generator ,. We determine this
generator explicitly (cf. Proposition 80). Consider, for example, the free action
of T on P = K by right translations. Then the space Hz*°(P) is a vector space
of dimension |W| over R. We use the description of H;z*(K) to conclude that
the canonical map H(K) — H;*°(K) is identically O (cf. Corollary 96).

More generally, we consider the case of a manifold P with a right action of
a Lie group G and where we assume that a normal closed subgroup N of G
acts principally on P (cf Definition 75). In addition, assume that the principal
N-bundle gy : P — P/N admits a G-invariant connection and that the fibers
of gn admit a G-orientation o. We then construct a map

m, : Hy3(P/N) — Hz=(P),

and show that m, is an isomorphism if G is compact (cf. Theorem 91).

In section 11, we prove a Localization theorem for any compact oriented
T-manifold M. We first need to take a T-equivariant embedding of M in a
representation space V' of T. This gives rise to a certain non-zero polynomial
P € S(t). Now we determine

P(X) /M a(X) € C~=(1),

for any @ € Hy™(M), in terms of the restriction of @ to MT and of the
equivariant Euler class of the normal bundle of the submanifold MT C M (cf.
Theorem 107). One striking difference from the smooth case is that it is possible
to have [, a(X) # 0, for a € H;™°(M), even though MT may be empty. In
fact, we prove that [ : Hr®°(K) — C~(t) is injective, where T acts on K by
right multiplication (cf. Proposition 95, section 9).

Finally in the appendix, we prove that if M is a paracompact manifold,
then the de Rham differential d admits a continuous splitting on the space of
exact differential forms on M. This result seems to be new and interesting on
its own. In a similar way, we prove that the equivariant de Rham differential dg
for the action of a compact Lie group G on a paracompact manifold M admits a
continuous splitting. We were motivated to prove this result, as this enables us
to obtain the spectral sequence of section 10 for any paracompact T-manifold.
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1 Notation

By a manifold M, we shall always mean a paracompact C* real manifold with-
out boundary (unless otherwise stated). We denote by C°°(M) the space of
C*°- (real-valued) functions on M. We denote by C~>°(M) the space of gener-
alized (real-valued) functions on M. By definition, C~*°(M) is the continuous
dual of the space of smooth compactly supported densities on M under the
C>°-topology. The space C*°(M) is canonically a subspace of C~*°(M) and
C~*°(M) is a module over C*(M).

We denote the space of smooth differential forms on M (with real coeffi-
cients) by A*(M). We denote the subspace of compactly supported differential
forms by A}, (M). The exterior derivative is denoted by dys or simply by d. If
¢ is a vector field on M, we denote by «(¢) : A*(M) — A*~!(M) the contraction
by the vector field {. We denote by L£(§) : A*(M) — A*(M) the Lie derivative
action of £. The operators d, t(£), £(£) on A(M) satisfy the Cartan relation :

(1) du(€) + 1(E)d = L(€).

If M is oriented, for o € A, (M) = @igMAL,
integral of the component of o in ALY M(M).

Let G be a real Lie group. By a G-manifold, we mean a manifold on which
G acts smoothly. Let g be the Lie algebra of G. If X € g, we denote by Xy

(or simply X, if no confusion is likely) the vector field on M such that

(M), we note [y, o the

(Xn - o) (x) = %99((9}:1) —£X)2)|e=o

for p € C*(M),z € M.

Unless otherwise stated, vector spaces are over R, and the dual Homg(V, R)
of a vector space V is denoted by V’. If Fi;1 < ¢ < n is a basis of a n-
dimensional vector space V, E; denotes the dual basis of V".

Tensor products without subscripts will mean over R. Unless otherwise
indicated, cohomology of a manifold is taken to he the de Rham cohomology
(with real coefficients).

In this article, Z/2-graded objects will carry a superscript o, while Z-graded
objects will carry a superscript x. A vector space with a Z/2-grading will often
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be called a superspace. In defining actions on the tensor product V @ W of
two Z/2-graded vector spaces V, W, we will respect usual rules of signs. For
example, an odd endomorphism A of the Z /2-graded vector space W is extended
to an endomorphism still denoted by A of V ® W by defining

(2) Alv@w) =vQ Aw ifveVer" weW.

(3) Alvw) = -vQ® Aw ifve Ve weWw.
Any Z-graded object C* can of course be thought of as a Z/2-graded object

C* by defining
ceven = Z C2n, Codd = Z CZn+1.
nezZ nEZ
Lie algebra of any real Lie group will be denoted by the same lower case

German letter.
If a group G acts on a set E, we denote by E¢ the subset of invariants.

2 G-equivariant cohomology with generalized
coefficients - Basic definitions

Let G be a Lie group and let M be a G-manifold. Let us recall the definition
of the G-equivariant de Rham cohomology H (M) of M:

Let S(g') be the symmetric algebra of g’ . Consider the Z,-graded space
S(g') ® A(M), where the degree of an element P ® o, P € S?(g'),a € AY (M)
is defined by
(4) deg(P® a) =2p+q.

We refer to this degree as being the total degree.

Let E be a basis of g and let E; € g’ be the dual basis. Define the operator
dg of degree 1 on S(g') ® A(M) by:

dg(P®@ @) = PQdya — ) E;P®Ej)

for P € S(g'),a € A(M). This expression is independent of the choice of the
basis E, as the element 3°; E;® E* € g'®g is the canonical element I € End(g),
where I is the identity element of End(g).

We often will identify S(g') with the space of polynomial functions on g.
Writing X € g as X = Y z;E’, we identify E; with the linear coordinate
function z;. An element a of the space S(g') ® A(M) can be viewed as a

115



S. KUMAR, M. VERGNE

polynomial map X — a(X) from g to A(M) and then the operator dg is given
by the formula:

(5) (dga)(X) = dp (X)) = «(Xnr)(a(X))
or by '
(6) (dgo)(X) = du((X)) = 3_ zit(Epy) (X))

Consider the action of G on S(g') induced from the adjoint representation of G
on g and the action of G on A(M) induced from the action of G on M. Let

Ac(M) == (S(g') ® A(M))¢

be the space of G-invariants in S(g') ® A(M). In other words, an element «
of Ag(M) is an equivariant polynomial map (i.e.a(g-X) =g - (a(X))) from g
to A(M). The operator d; commutes with the tensor product action of G on
S(g') ® A(M), thus dg preserves Ag(M). The Cartan relation (1)

L(Xpy)=du(Xn)+ (Xn)d

implies (d20)(X) = —L(Xum)((X)). Thus (d2a)(X) = 0 for o € Ag(M) and
thus (Ag(M),d,) is a complex.

Definition 1 Define:
Zg(M) = {a € Ag(M),dga = 0},
Bg(M) = {a € Ag(M),a = dy3,forsomef € Ag(M)}

and
Hg(M) = Zg(M)/Bg(M).

The space Hg(M) is called the G-equivariant de Rham cohomology of M.
The cohomology Hg(M) inherits the Z,-grading from A%(M). The graded
algebra S(g')¢ of invariant polynomial functions on g acts by multiplication
on Ag(M). This action commutes with the differential dy. Thus H;(M) is a
Z-graded S(g')°-module.

In particular for G reduced to the identity element, the space Zg(M) C
A(M) is the subspace Z(M) of closed differential forms on M, the space
Bg(M) C A(M) is the space B(M) of exact differential forms and H¢(M)
is the usual de Rham cohomology H*(M) with real coefficients.

If K is a closed subgroup of G, the restriction to £ of a function defined on
g induces a map from H} (M) to Hj;(M). In particular, evaluation at 0 € g:
a +— a(0) induces a map from HE(M) to H*(M).
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The complex Ag(M) has a subcomplex

At (M) := (S(g') ® Aeu(M))°.

The compactly supported G-equivariant de Rham cohomology H, (M) of
M is defined as the cohomology of the complex (A}, g, dg)-

We may also consider the space C*(g, A(M)) of C*°-maps from g to A(M).
The group G acts naturally on C*(g, A(M)). The operator dg is defined by the
same formula (5) on C*°(g, A(M)). The space C*(g, A(M)) has a Z /2-grading
given by parity of differential forms. The operator dg is an odd operator on this
superspace. However it is impossible to define a Z,-grading on C*(g, A(M)),
such that d; would be of degree 1.

We denote by

AZ (M) = C=(g, A(M))°,
the space of G-equivariant C* maps from g to A(M). The Cartan relation
implies again d2 = 0 on AZF(M).

Definition 2 Define:
Zg (M) = {o € AZ (M), dgor = 0},

4

B (M) ={a € AZ(M),a0 =dy3 forsomef € AF (M)}

and

Hg (M) = 25 (M)/Bg (M).

Introduce (as in [12]) the space C~*°(g, A(M)) of generalized functions on g
with values in the space A(M). This is, by definition, the space of continuous R-
linear maps Hom(D(g), A(M)) from the space of smooth compactly supported
densities D(g) on g to the space A(M), where D(g) and A(M) are both endowed
with the C°-topologies. Thus, if av is an element of C~*(g, A(M)) and if ® is a
smooth compactly supported density on g, then («, ®) is a differential form on
M denoted by [; (X )d®(X). A compactly supported C* density on g will be
called a test density (on g). A compactly supported C*> function on g will be
called a test function. We write dps for the operator on C~*(g, A(M)) defined
by

(dpa, @) = dps(a, D), for ® a test density,

and ¢ for the operator defined by

(1, ®) =Y ((Ejy) (o, ;D).

Then define the operator dg on C~>(g, A(M)) b

dgov = dpror — 1av.
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Observe that for « € C=(g, A(M)) C C~*(g, A(M)), the operator dg coin-
cides with the operator dy introduced above. We thus will also write informally

(dge)(X) = dy(e(X)) = 3 wit(Ejy)(( X))

for o € C~(g, A(M)).
The group G acts naturally on C~*(g, A(M)):

(gav (I)) =g (a’g—l ' (I))

It can be easily seen that the operators d and ¢ commute with the action of G.
Define

AGZ(M) = C™=(g, A(M))¢

as the space of G -equivariant C~*°-maps from g to A(M). An element of the
space Az (M) will be called a G-equivariant form with generalized coefficients,
or simply an equivariant form. If @ is a test function on g, we denote by ®¢
the function ®9(X) = ®(gX). Let dX be an Euclidean measure on g. For
a € Ag®(M) and g € G, we have

(M |dety()l([ a(X)UX)IX) = g1+ ([ a(X)B(X)aX).

[} 8

The operator dy preserves Ag™(M) and the Cartan relation (1) implies
again d} = 0 on A;™(M).

Definition 3 Define:
Zg=(M) = {CY € AE;OO(M)vdBa = 0}1

Bg®(M) ={a € AG®(M),a =dyp for some 3 € Ag™(M)}
and

Hg®(M) = Z5*(M)/B>(M).

An equivariant form in Zg5*(M) (resp. Bg*>°(M)) is said to be closed (resp.
ezact).

Observe that the parity of the exterior degree on A(M) induces a Z /2-degree
on the preceding spaces. We denote them by

Zg=(M)*, BG=(M)*, Hg>=(M)".

The ring S(g')€ of invariant polynomial functions on g acts by multiplication
on A;®°(M). This action commutes with the differential dg. Thus Hg*(M)*
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is a S(g')%-module. In fact H;*°(M) is a module for HZ (M) under left multi-
plication.

If M is a point, then, from the definition, it is clear that Hg(point) = S(g')¢,
HZ (point) = C*(g)¢ and H;*®(point) = C~>(g)°.

There is a natural map

HZ (M) — H;®(M).

Define similarly (A_;%G(M),d;) as the subcomplex of (Az*(M),d,), con-
sisting of all o € A5 (M) such that (o, ®) € A.(M), for all test densities P,
and define H_;%; (M) as the cohomology of this subcomplex.

If $: N - M is a G- equivariant map between two G-manifolds, then the
pull-back of differential forms induces a cochain map

¢": (A(:'OO(M)adg) - (AE:OO(N)7d9)a
in particular a map in cohomology (again denoted by)
¢ : Hz(M) — Hz*(N).

Thus the correspondence M — H;*°(M) is a contravariant functor from the
category of G-manifolds and G-equivariant maps to the category of Z/2-graded
S(g')%-modules.

Similarly the correspondence M + H_f%(M) is a contravariant functor
from the category of G-manifolds and G-equivariant proper maps to the cate-
gory of Z /2-graded S(g')“-modules.

Definition 4 Let p : M — B be a G-equwariant fibration of G-manifolds.
Then the map p s said to have G-oriented fibers if the fibers of p are oriented
with an orientation varying continuously and if the G-action on M preserves
the orientation of all the fibers.

If p:V — B is a G-equivariant real vector bundle and if p has G-oriented
fibers, we will just say that the vector bundle V is G-oriented. We say that a
G-manifold B is G-oriented if the tangent bundle of B is G-oriented.

If M is G-oriented, integration over M defines a map [y, from AZ5%(M) to
C==(9)%:

(/ a,®) = / (o, D), for any test density ® on g.
M M

This map induces a map from H_7% (M) to C~>(g)°.
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If p: M — B is a G-equivariant fibration of G-manifolds with G-oriented
fibers, then the integration over the fibers gives a cochain map denoted by [y

or by p, from A_76(M) to AZ:(B):

(8) (/M/B a,®) = /M/B(a, ), for any test density @ on g.

In particular, we get an induced map in cohomology (again denoted by) p. or
Ju/p (depending on the choice of a G-orientation):

P« Hc;foc(M) - ;;?OG(B)

Similarly if, in addition, p is a proper map, we get the integration map
po + Hy=(M) — H5™(B).

Observe that if « € Hy, (M), € H;™(B), then a Ap* € H (M) and we
have

(9) p(aAp*f) =p.aApB.

(Our sign convention for p, is as in [3], chapter 1.)

If £ — M is a G-equivariant real vector bundle, we introduce the manifold
Meg: An element of M is a couple (m, 0), where m € M and o is an orientation
of the fiber &£,,. Then M, has a canonical G-manifold structure. Define a G-
equivariant diffeomorphism of Mg by €(m,0) = (m, —0). As in section 5 of [13],
we may also consider the £-twisted cohomology group Hg(M)g, which is by
definition the cohomology of the complex

AG(M)g = {a € .AG(Mg);G a= —a}.

We define similarly the £-twisted groups HZ>®(M ) and H, ;f,‘fG(M Ye. If p:
M — B is a G-equivariant fibration with vertical tangent bundle V, then we
get the integration map

Pe: Hago(M)y — H30%(B).

C, C,

If TM — M is the tangent bundle, the manifold Mrys is denoted by M;,
the TM-twisted group Hg(M)ra is denoted by Hg(M), and the compactly
supported twisted group by He,g(M):. If M is G-oriented, the space Hg(M),
is canonically isomorphic with Hg(M). In general Hg(M), is a module over
Hg(M). Taking the fibration p : M — point, we get

Py = /M : Hyo(M): — S(g')¢
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even if M is not oriented. We thus can form the bilinear map (,) : Hg(M) x
Hp (M) — S(g')€ defined by: for « € Hg(M) and B € Hp (M),

(@.0) = [ o,

If G = e, the bilinear form above (over R) is non-degenerate. For lack of
reference we include a proof of the following proposition.

Proposition 5 Let G be a compact Lie group and let M be a G-manifold. If
the evaluation map Hg(M) — H(M) is surjective, then

1. the evaluation map Hpy (M), — Hepi(M), is surjective
2. the spaces Hg(M) and Hy (M), are free modules over S(g')®

3. if M is compact, the bilinear form (.,.) induces an isomorphism of Hg(M),
with Homggya (Hg(M),S(g)%).

Remark 6 Let G be a compact connected Lie group and let M be a G-manifold
such that Hg(M) is a free Hg(point)-module. Then the Eilenberg-Moore spec-
tral sequence (see [16], chapter 3, section 1) degenerates at the E2-term. In
particular, the evaluation map Hg(M) — H(M) is surjective. Observe that the
assumption that G is connected can not be dropped here. Consider for example

G = 0(3) and M = 0(3)/0(2).

Proof: Let n =dimM. For a € S(g') ® A(M) we define the exterior degree
of a to be the smallest integer & such that o € S(g') ® ( b AM )) and we
write a = Y5 agy with apy € S(¢') ® A'(M).

Let us prove (1). As Hg(M) surjects on H(M) under evaluation at 0, the
group G acts trivially on H(M) and (by Poincaré duality) also on H,(M);.
Let [a] € Hu(M), and let o be an element of Z..(M){ representing the
(G-invariant) cohomology class [o]. Assume « to be homogeneous. Let & be a
homogeneous (for the total degree given by formula 4) element of A, (M), :=
(S(g') ® Aepu(M))€ such that ¢(0) = a. Let 8 = dga. As da = 0, 8(0) = 0.
Let k be the exterior degree of 3. Let o € Zg(M) be homogeneous of total
degree (n — k). Since v is dg-closed,

(7,8) = /1l RZE /M P(dyt) = 0.

As only the terms of exterior degree n of U contribute to the integral, we
obtain that the polynomial (i7(0), Bj) is 0. If B = X P;3;, where P; € S(g')
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are linearly independent and 3; € A*(M), we obtain 3°; P; f,, 7(0)3; = 0. Thus
S 7(0)B3; = 0 for all homogeneous elements 7 € Zg(M) of total degree n — k.
Since the evaluation map Hg(M) — H(M) is surjective, this implies that
Bi € Bept(M), ( by Poincaré duality). Thus B € (S(9') @ Bept(M),)¢. As G is
compact, we can choose ) = dw with homogeneous w € (S(g') ® Aept(M),)¢
of exterior degree (k — 1) and such that w(0) = 0. Thus v := @ — w is still
such that v(0) = « and dg4(7y) is of exterior degree strictly less than k. By
induction on k, we can construct a dg-closed form & such that £(0) = . Thus
the evaluation map at 0 gives a surjective map from Hep, (M), to Hepe(M),.

Let us prove (2): Let z, be a homogeneous basis of H(M) over R and let «,
be any homogeneous elements of Zg(M) such that [a,(0)] = z,. Let us prove
that the cohomology classes of the elements a, form a system of generators
for Hg(M) over S(g')¢. Let H C Z(M)C be the subspace generated by the
elements a,(0). We have Z(M) = H® B(M). Take o € Zg(M) (say of exterior
degree k). Then

ap € (S(g) ® Z(M))¢ = 5(g) ® H & (S(g) ® B(M))°.

Arguing as in the proof of (1), we see that the cohomology class of « is congruent
to an element 8 + Y, P.a, with P, € S(g')¢ and 8 € Zg(M) of exterior
degree strictly less than k. By induction on k, this proves that the equivariant
cohomology classes of the elements a, form a system of generators for Hg(M).
Let us prove that they are independent over S(g')¢. Let 8 = ¥, Paa, € Zg(M)
be such that # is 0 in Hg(M). Let k be the maximum of the exterior degrees
of those a,’s such that P, # 0. Then for every v € Z,, (M), homogeneous of
total degree (n — k), the polynomial

(B,v) = % Pu [ (@u(0))(0)

is equal to zero. By (1) the evaluation map Hey,c(M); — Hep (M), is surjective.
Thus the polynomial map Y ez, =t PuZ. from g to H(M) is identically 0. But
the elements z, being linearly independent, this implies that the elements P,
for which z, is of exterior degree k are identically 0. This is in contradiction
with the definition of k. This prove that {a,} are linearly independent over
S(g')¢. One can similarly prove that He, (M) is a free module over S(g')%.

Proceeding in a similar way and using Poincaré duality we can construct (
if M is compact) a basis o € Hg(M); such that (a,,a®) = 65. This proves
(3). n

Definition 7 If Q is a continuous operator on A(M), we still denote by Q) the
operator on C~>(g, A(M)) defined by

Q- -a,®)=Q" (o, D), for all test densities ® on g.
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We will often write the above as (Qa)(X) = Q - (a(X)) and say that Q is
the pointwise extension of Q) to C~°(g, A(M)).

We start to compute the space H;* in some elementary situations.
Let p: V — B be a G-equivariant real vector bundle over B. Let ¢ : B — V
be the inclusion from B to V as the zero section.

Proposition 8 The canonical maps
i*: Hz™(V) — Hz™(B)

and
p*: Hg™(B) — Hz=(V)
are inverses to each other. In particular, both of them are isomorphisms.

Proof: The proof is similar to the Poincaré lemma for the de Rham complex.
Let R be the vertical Euler vector field on V. Extend the operator £(R) point-
wise to C~>(g, A(V)). Extend similarly the operator ¢(R) to C~°(g, A(V)).
As ((E)(R) + «(R)(E?) = 0, for all 4, Cartan relation implies

L(R) =dgt(R) + (R)dy

on C~(g, A(V)). As R commutes with the action of G, the operators L(R),
t(R) preserve Az?(V). Let hy(v) = tv. Let 3 € A(V). Then h;3 = fort =1,
while h;8 = p*i*3 for t = 0. We compute

(—lh;‘ﬁ = t"1L(R)IB.

(As R vanishes at 0, the right hand side depends smoothly on ¢ € R). Clearly,
the same relation persists for differential forms with parameters. Thus for

B € Az™(V), we have

d

Ship = 1T LRINB = 7 (R dy + dgt(R))hi.
Define H : Az>(V) — Ag™(V) by

1
Hp = /0 hE(e(R)B)dt.
Then we obtain
_ g = / —h,ﬂ(lt = (d,H + Hd,)p,

for all B € A5(V). Thus we see that p*i* = I in cohomology, where I is the
identity operator. Of course, pi = I, in particular i*p* = I. This proves the
proposition. o

Considering the case of a vector space V, we have
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Corollary 9 Let G be a Lie group and V be a finite dimensional real represen-
tation space for G, then

Hg®(V)=C(g)%.

We now prove the Thom isomorphism for compactly supported cohomology
of vector bundles.

Definition 10 Let G be a compact Lie group and let p : V — B be a G-
equivariant G-oriented vector bundle over a compact base B.

An element u € Hepy (V) such that p,u =1 in Hg(B) will be called a Thom
class.

Given a G-orientation o on V, recall [18] that there exists a unique Thom class
U, € Hepeg(V). Multiplication by u, induces a map m,: mo(a) = u, A p*a
from Hg(B) to Hep (V) and the map m, is an isomorphism. Similarly, as
U, € Hepg(V), we can define the map my(a) = u, A p*a from H;*°(B) to
H_: (V).

Proposition 11 . Let G be a compact Lie group and let V — B be a G-
equivariant G-oriented real vector bundle over a compact base B. Then the
maps

m, : Hg™(B) — Hoig (V)
and

ps t Hoj6(V) — Hz™(B)

are inverses to each other. In particular both of them are isomorphisms.

Remark 12 In the above proposition, we have assumed the base B to be com-
pact, just in order to simplify notation. If B s not necessarily compact, the
same proof will lead to isomorphism of H_iw(B) with Ho7G(V). It is also
clear that a similar Thom isomorphism will hold between H;*°(B) and the co-
homology H, 2 (V) of the complex of equivariant forms on V with compact
support along the fibers.

Proof: The proof is similar to the proof of the Thom isomorphism in equiv-
ariant cohomology given in [19]. For a € A(V), we denote by & the image of
under the automorphism z +— —z of V. Let us consider the bundle V @& V over
B and let o(z,y) = (y, —z) be the automorphism of V@ V. Denote by g;,t € R
the transformation

oi(z,y) = ((cost)z + (sint)y, —(sint)z + (cost)y)

124



EQUIVARIANT COHOMOLOGY WITH GENERALIZED COEFFICIENTS

of the fibers of V @ V. Then oy is the identity, while 0./, is equal to 0. Let
d
S =(501)

be the vector field on V @ V induced by the group of transformations a,. We
have

L(S) = du(S) + ¢«(S)d
on A (VO YV).
Extending these transformations pointwise to C=°(g, Aepe(V®V)) (cf. Def-
inition 7 ) we obtain the relation:

L(S) = dgu(S) + 1(S)d,

on C~°°(g, Acpt(V @ V)). The transformations o; commute with the action of
G. Thus ¢(S) and £(S) preserve A_:(V @ V).
Define H : A_7(VO V) — AL76(V O V) by

/2
Hy =/ (o7u(S)v)dt.
0
We obtain, as in the proof of the preceding proposition (8)
o'v —v = (dgH + Hdy)v

for any v € A5G (VO V).

Let p; : V® YV — V,i = 1,2 be the natural maps obtained by projections
on the first or second component respectively. Consider a € A%, (V) and
B € ALic(V). Then pia A p3f is a well defined element of A_7%G(V @ V). If
@, are closed equivariant forms, then pja A p303 is closed and is in the same
cohomology class as o*(pja A p33) = pya A pi3. Let us integrate over the
fibers of py. It is clear that (pq).(pja A p33) = p*(p.«a)B. Thus the equality in
cohomology )

P ApyB = pya A piB
implies (if V is the rank of V, and |a| € {0,1} is the parity of a):

P (pea) A B 2 (=1)NI=Ng A p*(p,B)

in cohomology. In particular let @ = wu, be the equivariant Thom class of
V — B, which is of parity V. We obtain the relation

B = u, Ap'p.p

in H_%(V). Thus, we see that m,p, = I in cohomology. Of course p,m, = I.
This proves the proposition. 1
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We finish this section by giving an example of a non-trivial closed equivariant
form with generalized coefficients.

We need a notation.

Let V be a real vector space of dimension n. Let »' be a non-zero element
in A"V'. We denote by || 716y the element of C~°°(V) defined by

(10) /v |V |76y (X)®(X)dX = $(0), for any test function ® onV,

where dX is the Euclidean density on V determined by v/.
We denote by 6y, € C~°(V) ®@ A"V’ the element:

(11) 6\/’0 = |I/l|—16V ® VI.
The element 6y, depends only on the orientation o of V' determined by v'.

Let G be a Lie group. Consider the action of G on itself by left translations.
Let n = dim G. Fix an orientation o on g. Let v’ € A"g' be a positive element.
Let dg be the unique left invariant form of maximal degree on G such that
(dg). = V', where e is the identity element of G.

Lemma 13 The form
aGo(X) 1= V| 7185(X) @ | det gg|dg
s a closed equivariant form on G, which depends only on the choice of o.

Proof: The form ag,, is equivariant, as go - (|#'|7185) = | det gg0|(|'|71é,) and
| det 4(g5'g)| = |detggo|™!|det gg|. It is immediate to see that ag, depends
only on 0. As ag, is of maximal degree, dog, = 0. Also, as the generalized
function |/|~164 is annihilated by multiplication by all the coordinates functions
on g, we see that tag, =0. 1

We will prove in section 5 that H;*(G) = Rag,

3 Koszul complexes

Our main aim in sections 4 and 5 will he the study of the cohomology of
“perturbed” Koszul complexes. Thus, in this section, we recall some well-known
facts on Koszul comnplexes.

Let V be a finite dimensional real vector space of dimension n with basis
e',1 < i < n and dual basis ¢; € V'. Let S(V’) be the ring of polynomial
functions on V. Let L be a S(V')-module. We still denote by e; the action
of e; € V' on L. We denote by /(e') : A*V' — A*~'V' the contraction by the
vector e’ € V.
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Consider the space
Lo AV

which is Z ,-graded by the exterior degree. On this space, the operator

(12) JL= i:ei ® u(e’)

is an operator of degree —1 and its square is zero. We denote by H(j.) the
homology space of j;. It is a Z-graded vector space. If L = S(V') (considered
as a S(V')-module under multiplication), we denote the operator j; by jyv. We
denote:

A*=S(V)Y@ AV
The following proposition is basic

Proposition 14 Consider the operator jy on A*. We have:

1. Ifi>0,H(jy) =0.

2. Ifi =0, the map ¢ — ¢(0) from A® = S(V') to R induces an isomorphism
from Hy(jv) with R.

Even though this proposition is well known, we give a proof as we will use the
explicit homotopy given helow in the rest of the article.

Proof:  We identify the space A* = S(V') ® A*V' with the space of
differential forms with polynomial coefficients on V. We write an element z € V'
as T = Y;x;¢', so that e;(x) = x;. If I = (iy,iy,...,4) is a multi-index:
1 <4 <-i- <y < n, we identify e; Aey,---Ae;, € AV’ with the k-form
dey = dzx; dx;, - - - dx;, .

Counsider the partial derivative 0’ in the direction of e € V. Let Ey be the
Euler vector field Ey = ¥, 7;0'. We denote the contraction operator ¢(e’) on

AV’ by . Thus .
jv =Y xit =1(Ey).

We denote by ¢; the multiplication by dx;. Let dy = 3, 9' ® ¢; be the de
Rham differential on A*. Let Ly be the Euler operator on S(V') ® AV’ given
by the Lie derivative action of Ey .

Ly(fdry A---ANday,) = (Y a0 f + kf)day, A--- Adzy,,

for f € S(V').

Then, Cartan relation implies Ly = dyjy + jydy.
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Consider the subcomplex A of A* such that A¥ = A* if k > 0, while
A) = {¢ € S(V'),$(0) = 0}. The operator Ly keeps A} stable and induces an
invertible operator of degree 0 on Aj. We can give an integral formula for the
inverse Fy of the Euler operator Ly: Define Fyy on A by

1. If fdz; € A%, k>0,

Fy(fdar) = ([ ' f (ko)1 dt)day.

2. If f € A
Fyf = / ' f(ta)tar
| fta)tdt.
It is well defined as f(tz) vanishes for ¢t = 0.

It is immediate to see that FyLy¢ = ¢ for every ¢ € Aj. The operator
Fy = L:",l commutes with jy and dy.
Let hV = dev, then, if ¢ € AB,

¢ = (hvjv + jvhy)o.

This formula clearly implies the proposition. &

Let L, N be two S(V')-modules. The tensor product space (over R) LQN is
given a structure of S(V')-module by defining the action of an element f € V'
tobe f-(m®n)=fmn-—mQ fn.

Consider the operator jigny on LQN @AV'. The homology space Hy(jron)
in degree 0 is the quotient of L ® N by the subspace spanned by elements of the
form fm ® n — m @ fn, for f € V'. This quotient is by definition L ®gy+) N:

Hy(jren) = L ®swry N.
If N is a S(V')-module, denote by N° the space N with the trivial action of V".

Lemma 15 Let N be a S(V')-module. The operator R := exp ¥_; 0" ® e; gives
an isomorphism of the S(V')-module S(V') @ N with the S(V')-module S(V')®
NO.

Proof: It is sufficient to check this assertion when V is a 1-dimensional vector
space, where it is checked easily. 1

Corollary 16 If L is a free S(V')-module, then L @ N 1is also free; hence
Hi(jren) =0 if i > 0.
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Lemma 17 For any S(V')-modules L and N, the homology space of the oper-
ator jren on the complex

LOIN®AV'

is equal to the torsion group TorSV)(L,N), i.e.,
. v
Hi(]L@N) = TOT?( )(L, N)
Proof: Let us consider the complex

0 S(V')® N @A™V 3o . IseN gy g N g V!
N SVY@N BN -0

where the last map is the surjective map m : S(V')Q N — N : m(¢ ®n) = ¢n.
By the preceding corollary, this complex is exact. Furthermore if we endow the
space S(V')® N ® AV’ with the S(V') module structure S(V') ® (N ® AV")?,
the homomorphisms jgv ey and m are S(V')-module morphisms. Thus the
complex above is a free resolution of N as a S(V')-module. We may calculate the
torsion group TorS(V)(L, N) using this resolution. The space L ®swny S(V') ®
(N®A*V')? is isomorphic with L@ N ® A*V'. The operator I ®sv+) (jsiv)en)
under this isomorphism becomes the operator jrgy. This proves the lemma. §
We now introduce another vector space P considered as a parameter space.
Let W =V @ P. We write an element w € W asw =z +y,withz € V,y € P.
Let us consider the space

A®* = C°(W) @ A*V'.

The multiplication by the coordinate function z; is an operator on C*°(W).
Thus the operator j$ := Y&, x; ® t(e') is an operator of degree —1 on A%*
and (j$)2 = 0. Let rp : C°(W) — C>=(P) be the restriction map.

Proposition 18 Consider the operator j3° on the complex A>*. We have
1. Ifi > 0, Hi(j) = 0.
2. If i =0, the map rp from A" = C®(W) to C*(P) induces an isomor-
phism from Hy(j5°) with C=(P).

Proof: The method of proof is identical to the proof of Proposition 14. For
simplicity, we denote ji° by jy. Let

(13) dy =) 0'®c¢
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be the partial de Rham differential in the direction of V' on the complex A**.
Let Ly be the Euler operator on A®* with respect to the variables z;, dz;:

Ev(fd.'lf,'1 A A (I.T,'k) = (Z :r.,f)if + L?f)(l.’I?,'] A A (l.’l‘,’k

if f € C>(W).

Then, Ly = dvjv + jvdy.

Let A" be the subcomplex of A%* defined by AF* = A~* if k > 0 and
AY? = {¢p € C®(W);rpg = 0}.

The Euler operator £y induces an operator of degree 0 on Ag”*, which is
invertible. Its inverse Fy is given explicitly by an integral formula as in the
proof of Proposition 14:

Definition 19 Let us consider the operator Fy of degree 0 on Ay™" defined by

1. If fdzy € A", k>0,

Fy(fdxy) = (/01 f(tz + y)t*=1dt)dx;.

2. If f € A, .
Fvf =/ f(tr +y)t~dt.
0

It is well defined as f(tx + y) vanishes for t = 0.

The operator Fy commutes with dy, jy. It is easy to prove

FyLyp=¢
for every ¢ € Ag”*. Thus if
(14) hy = Fydy,
¢ = (hvjv + jvhv)e, for¢ € Ag™".

Thus hy is a homotopy for the complex Ag”*. The existence of hy implies
that the subcomplex Ag™"" is exact. This in turn implies the proposition. 1

Observe that if f € Cepy(W)® AV’ is compactly supported, then Fy f is not
necessarily compactly supported.
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Remark 20 If a Lie group G acts linearly on V and P, the operator ji° com-
mutes with the action of G. Thus (A%*)¢ is a subcomplez of A>*. The ho-
motopy hy, that we have constructed above, commutes with the action of G.
It results that the homology of the subcompler (A%*)¢ of A®* erists only in
degree 0 and in degree 0 is isomorphic to C*®(P)S.

Now, consider the space:
AT =C™°(W) @ A*V".

The operator j,;* is similarly defined on A7**. The complex j;;* : A" —
A~>*~1 is called the Koszul complex with C~*-coefficients (with the space P
as a parameter space).

Choose an orientation o on V. By Formula (11) of section 2, this determines
an element oy, of C~°(V) @ A"V'. If f € C~>°(P) is a generalized function on
P, the product dy,(2)f(y) is in C~°(W) @ A"V'.

It is easy to identify the homology of j;;* in top degree.

Lemma 21 The kernel of j;;* on A" = C~°(W) ® A"V’ is equal to the
space by, ® C~=(P).

Proof: As z;6v,(x) = 0 for all ¢, the subspace by o(2)QC~>(P) of C~*(W)®
A"V' is in Ner(jy*°). Reciprocally if f @ v' € C~°(W) ® A"V’ is such that
WE(f®v') =0, we see that a;f(x +y) = 0 for all .. Thus f is the product
of the é- function on the transverse subspace V with a generalized function on
P. 1

Proposition 22 We have
1L Ifi#n, Hi(jy™) =0.

2. Hu(j7™) = by, 2 C~(P)

Remark 23 Let I be a compact group acting linearly on W and preserving the
direct sum decomposition W =V @ P. Thus the group I acts on A=°* and the
operator jy commutes with the action of K. Hence (A=>*)X is a subcomplez of
A~*. Let x(k) := dety (k). Then, I being compact, x(k) = £1 and moreover
k-bv, = x(k)dv,. By averaging over I\ the equation o = j,;*°f, we see that
the homology of the subcompler (A=*)N of A=>* is also equal to 0, except
in top degree n, while in top degree H,((A=*)X) = 6y, @ C=°(P)X, where
C~(P)X={f € C~(P);k- f=x(k)f,forallk € K'}.
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We now give a proof of Proposition 22.

Proof: Let us consider the subcomplex L* = C_75, (W) ® A*V' of A=,
where C_;5 (W) denotes the space of generalized functions ¢ on W, with sup-
port contained in a set of the form F' @ P where F is a compact subset of V' (
F depending upon the generalized function ¢) .

Lemma 24 The inclusion L* — A™>* induces an isomorphism in homology.

Proof: Let us denote the operator j;;* by jy. Choose a scalar product
on V and an orthonormal basis ¢! of V. Let e; € V' be the dual basis and
let us denote by ¢; the exterior multiplication by e; on AV’. Let €y be the
operator of degree +1 on A™>* defined by ey = ¥, z;e;. It is easily verified
that eviv + jvey = |Z‘|ZI

Let x be a smooth function on V' such that x(z) = 1 for || < 1/2 and x(z) =
0 for |z| > 1. Extend x to a smooth function on W by setting x(z +y) = x(z).
The multiplication by the function y on A~ commutes with jy. It sends 4=
to L. The function (1 — x(z))(|z|?)~! is a C* function on V, thus on W. We
write for ¢ € C~°(W) @ AV’

(/5 = ¢o + ¢1
Wlth ¢0 = X¢ and
¢ = l_l—;fg(ﬂlaf|2¢ = 1_|$—Tf_,(m)(jv€v + eviv)e.

If jv¢ = 0, both elements ¢y and ¢; are annihilated by jy. Furthermore ¢, is
in the image of jy. Thus each element of H(A™>) has a representative in the
subcomplex L and hence the natural map H(L) — H(A™*) is surjective. Now
let ¢ € L be such that ¢ = jya with « € A™°. We can find a C* function
6 on W such that it is equal to 1 on the support of ¢ and such that 6o € L.
Thus ¢ = 8¢ = jy(fa) and the homology class of ¢ in H(L) is zero. Thus the
natural map H(L) — H(A™*) is injective. 1

ffeveliefeCy (W), we can define I(f ®v') € C~(P) by
L1 o) @ewiy= [ fay)ey)dady
where dz is the positive density on V associated to v'. If £ = éy,(x)g(y), then
I(¢) = g. We denote by L} the subcomplex of L* such that Lf = L* if k # n,

while Ly = {¢ € L™, I(¢) = 0}. We will construct an explicit homotopy for
Jv°° on the subcomplex L;.
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Consider the complex R* = C3, p(W) ® A*V', where Ccpt p(W) denotes
the space of smooth functions on W, with support contained in a set of the
form V @ F where F is a compact subset of P. Define the subcomplex Rj by
R := R* if k > 0, while R := {¢ € R% rp¢ = 0}, where rp is the restriction
map from C*(W) to C°(P). The operator Fy given in Definition 19 preserves
R;. Thus the homotopy hy = Fydy of A7>" is also a homotopy for Rj.

Let us choose a Lebesgue measure dy on P. The pairing (,) between the
complexes L* and R"™* defined by

(¢dzr, fdzs) = [ oo +y)f(a+y)(dor Adas)dy

is a non degenerate pairing. The space L is the orthogonal of the subspace
1®Cgy;(P) of functions on W constant in the r € V variables. Thus (,) induces
a non degenerate pairing between L§ and Ry~

The operator jy satisfies

(jVCY,/B) + (—1)‘”'(0/,]‘/[3) =0

fora € L*,3 € R**.
Thus we can transpose the homotopy for Rj and obtain a homotopy for Lj.
More explicitly, define the operator Uy of degre 0 on L§ by

(LTVG'aﬁ) = (CY, FV/B)

for o € Lj, 8 € R§™*. We extend the partial de Rham differential dy from A**
to A7** (again denoted by dy) by the same formula (13). The operator dy
also satisfies

(dya, B) + (-1)"(a, dy 8) = 0.

Thus dyL™~! C L} and dy is an operator of degree 1 on L}. The operator
Uy commutes with dy. Let ky = Uydy = dyUy. Then, for a € Ly, 8 € Ry,

(kva, B) + (=1)"(a, hyf) = 0.

Thus, for o € Ly,
a = (kvjv +jvkv)a
as follows from the transpose relation 5 = (hvjyv + jvhv)p.
The complex Lj is thus exact and this implies the proposition. 1

Let us now censider a Lie group G with Lie algebra g. Recall the definition of
the Koszul differential ¢ on the space T* = LQA*g’ calculating the cohomology
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of a g-module L: For « € L ® APg', cya € L @ APy’ is defined by

(15) (cLa)(Xl,...,X,,H) =
Z(-—l)i-‘-lXi . G(X], couy )(,', "'7XP+1)
+ Z(—l)“’ja([X,-,Xj],Xl, ...,X,', ...,Xj, "'7Xp+1)7

i<y

where Xi,...,X,41 are elements of g.

Consider ¢«(X) : T* — T*~1, the contraction by an element X € g and £(X)
the action of g by tensor product on T'. It is not difficult to verify the relation
L(X) = cpe(X) + o(X)cr. The space Ag' acts by exterior multiplication on T'
and c;, satisfies the Leibniz’s rule: cy(af) = c(a)é + (=1)*lacg(€), where c in
this formula denotes the Koszul differential of the complex Ag’ (corresponding
to the trivial one dimensional representation L).

Let K be a Lie subgroup of G. Assume that L is a (g, K')-module. Consider
the subspace

Ty = (Lo A (g/8))"

of L ® Ag'. From the relation £(X) = cpt(X) + ¢«(X)cr, it is easy to see that
(Tf,cr) is a subcomplex of (L ® A*g',cr). The cohomology of the subcomplex
(Tk,cr) is by definition the relative Lie algebra cohomology H*(g, I, L) of the
(g, K)-module L.

Consider the algebra D(g) of differential operators on g with polynomial
coefficients. Then the adjoint action of g on g determines a Lie algebra homo-
morphism 7 from g into D(g). If L is a D(g)-module, then L is a g-module,
via the adjoint action. Furthermore, as D(g) contains S(g'), the module L is a
S(g')-module.

Let e be a basis of g, e; € g the dual basis. We consider the element

Q =%, eir(e’) of D(g)
Lemma 25 The element Q € D(g) is identically 0.

Proof: For X € g, denote by Ox the constant coefficient vector field on g
equal to X. The adjoint vector field r(e) is given by: 7(e') = — ;20 i)
and hence
Q=- Z LT Ol i)
L)

which is equal to zero, as the vector field — 3=, ; #;7;0[i 0s) is the vector field
equal at the point X € g to [X,X]=0. 1

Let L be a D(g)-module. Consider the space

A =L ®Ag.
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As L is a S(g')-module, we can consider the operator j = jr : A* — A*~! given
(as in Formula (12)) by j = ¥, e; ® «(e?).

On the other hand, the g-module structure on L gives rise to the Koszul
differential ¢ : L* — L**!.

Lemma 26 . Let L be a D(g)-module. The operator j + c satisfies
(j+¢)?=0

Proof: As j2 =0, ¢ = 0, we have to verify that jc + cj = 0. We have,
(setting ¢ = t(e')) and using the Leibniz’s rule:
jetcj = (eifctce’) = ei(dictat)+Y cle)d =Y eil(e)+> (et
1 1 ) 1 1
The action L£(e') is by the tensor product action 7(e') ® I + I ® L4 (e'), where
Lx(e') is the action of g on Ag’ induced from the adjoint representation. Thus,
as 3; e;7(e') = 0 from the preceding lemma, it remains to see that 3°; e; L (e')é+
Sic(e)’é = 0 for £ € Ag'. Writing € as a product of elements o € ¢, it is
sufficient to prove this relation for £ € g’ where this is checked easily. §
The spaces L = C**°(g) have natural D(g)-module structures. Thus on LQAg’,
the operators j and c are defined and satisfy (j+c)? = 0. We will see in section
5 that we obtain this example of perturbed Koszul complex when computing
the G-equivariant cohomology of a Lie group G provided with the free action
of G on itself given by left translation. We compute the cohomology of slightly
more complicated complexes in the next section.

4 Induction of equivariant differential com-
plexes

Let (A, d) be a differential complex, i.e. a Z/2-graded vector space over R, with
a differential d of odd degree. We will assume that A is a Fréchet space and
that d is continuous. (In most of the applications, A will be the space of smooth
differential forms on a G-manifold M.) Let G be a Lie group acting on A. We
assume that the action of G on A is differentiable. As in H.Cartan [10], we say
that (A, d) is a G-differential complexr, if

1. The action of G preserves the Z/2-grading and commutes with d.

2. There are given continuous contraction operators ¢(X), X € g of odd de-
gree satisfying ¢(X):(Y)+¢(Y)(X) =0 for all X,Y € g and g¢(X)g~! =
t(gX),forallg € G, X € g.
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3. The Lie derivative action £(X) of the action of G on A satisfies £(X) =
de(X) +¢(X)d, for all X € g.

If A is a G-differential complex, define the space A,.¢ of G-horizontal
elements to be

Arorg ={a € A;1(Y)a=0, forall Y € g}.

The space Apesg of G-basic elements is by definition the space of elements
of A which are G-invariant and horizontal:

G
AbaaG = AhorG'

Remark that the differential d leaves the space Ay, stable.
Let (A, d) be a G-differential complex. We call (4, d) a G-differential algebra
if, in addition, A has a Z/2-graded algebra structure satisfying the following:

1. The action of any g € G on A is by algebra automorphisms.

2. The operator d and the operators «(X), X € g, are odd derivations of the
algebra A.

If G acts smoothly on a manifold M, then A*(M) = A*v"(M) @ A*¥(M)
is a G-differential algebra. If L is a differentiable G-module, the tensor product
G-module L ® Ag' together with the Koszul differential ¢; and the contraction
operators I ® ¢(X) is a G-differential complex. In particular, taking L to be
the trivial one dimensional G-module, Ag' is a G-differential complex, in fact a
G-differential algebra.

The tensor product (over R) of two G-differential complexes is canonically
a G-differential complex. Thus, for any G- differential complex A, we can form
the G-differential complex A ® Ag'. We write an element @« € A ® Ag' as
a = Y, o with app) € A® A¥g'. We denote by r : A® Ag’ — A the projection
of an element a € A ® Ag' on its component oo of exterior degree 0.

Lemma 27 Let A be a G-differential complez. The map r : AQ Agl — A
induces an isomorphism from (A @ Ag')horc to A.

Proof: For X € g, we denote by ¢;(X) the tensor product contraction on
AQ®Ag. If a € (A®Ag )horg is such that age) = 0, it is easy to see by induction
on the exterior degree that o = 0. Let us prove that r is surjective: Let E* be a
basis of g with dual basis E; € g'. Denote by ¢; the exterior multiplication by E;
on AQAg' from the left. Let h; = I—¢;44(E?). It is easy to see that the operators
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h; commute with each other. In particular, the operator h = [[;(I — €;t,(E?))
acting on AQAg’ is well defined, i.e. it does not depend upon the order in which
the product is taken. We verify : «,(E*)h; = 0,1(E?)h; = hi(E?) for i # j.
Thus h is a projector from A® Ag to the set (AQAG )horg- If a € A = AQA,
the element h(a) = a — (=1)l*I"! ¥, «(E?)a @ E; + - - - is a horizontal element of
A® Ag' with component of exterior degree 0 equal to a. Thus r is surjective. 1

Definition 28 The operator h := [,(I — €;t;(E*)) on A @ Ag' is called the
horizontal projection.

By the preceding lemma, if @ € A ® Ag/, the element h(a) is the unique hori-
zontal element of A ® Ag' whose component of exterior degree 0 is oy

If (A,d,) is a G-differential complex, we can define the spaces A*>® :=
C*>(g, A). We denote both of them by A when there is no need to indicate
precisely the smoothness properties of a function f : g — A that we assume.
The space A inherits a Z/2-graded structure from that of A.

For any F € g, the contraction operator ¢(F) is extended to A pointwise:

((E))(X) = «(E)(f(X)).
Similarly the differential d, is extended on A by
(daf)(X) = da(F(X)).
Thus we can define on A the operator
g =Y xt(EY)
ie. (1gf)(X) =i x:i(+(EY)f(X)) and the operator
dg=ds —tg.

When g is understood, we will just write ¢ for ;. If we take A = A(M), for
a G-manifold M, then A** was introduced in section 2 and dg here coincides
with the operator d of section 2.

Lemma 29 The operator dy is odd and satisfies (lﬁ =0 on
AZ® .= (g, A)C.
More generally if x s a character of G trivial on its connected component, then
(AF%: dg) = (CF(g, A)X, dy)
1 a complez, where

C*®(g, A)* :=={f € C**(g,A) 1 g f = x(9)f, forallg € G}.
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Proof: It is easy to see that 2 = 0. So to prove that d’f = 0 for
fe .Ai°° it suffices to show that (dar+ tda)f =0. Now ((dat + tda)f)(X) =
> xl.CA(E’)(f( )), where L£4(E") is the Lie derivative action on A of the ele-
ment E' € g. The invariance condition on an element f € C*>®(g, A)X implies
that L4(E*)(f(X)) = £f(X + €¢[E', X]). Thus, for f € C*>(g, A)X, we obtain

in the notation of Lemma 25 (section 3)

((dar +1da) f)(X) = Zl‘z F(X +€elE', X)) = 3 2320 5 f(X) =

|
Let G be a Lie group and let i” be a closed subgroup of G. Let (A,d,4) be
a K-differential complex. Let

L:l:oo — C:I:oo(g’A).

As for A, we denote both of these by L, when there is no need to indicate
the precise smoothness assumption. The Z/2-graded structure on A induces
a Z/2-structure on L. Consider on L the structure of G-module, defined by
(¢- F)X) = f(g7' - X), for f € C*>(g,A). This structure of G-module of
course induces a structme of g-module on differentiation. Thus on L ® Ag’, we
can define the Koszul differential ¢ (associated to this g-module structure on
L). However, we take in account sign rules in defining c: ¢ coincides with the
Koszul differential cpeven (see Formula 15 of section 3) on L™ @ Ag', while we
define ¢ = —cjoaa on L°¥ ) Ag' .

We extend the operator d4 pointwise on L: (daf)(X) = da(f(X)). We still
denote by d,4 the operator dy @ I on L & Ag'.

Let E* be a basis of g. We extend the operator 14(E*) to L ® Ag' following
the sign rules ( 2), (3) given in section 1.

Consider the operator

j= Z xia(E

on L®Ag'.
Lemma 30 The operator cq == d + ¢+ j satisfics (:3 =0.

Proof: The g-module structure on L is induced from its D(g)-module struc-
ture via the adjoint representation. It follows from Lemma 26 of section 3 that
we have (¢ + j)? = 0. Furthermore, as can be easily seen, we have (¢ + j)da +
dA(C + ]) =0. [ ]

The space L is equipped with the operators still denoted by 14(F), E € &,
defined pointwise by their action on A.
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Total contraction operators ¢,(Y),Y € &, are defined by the tensor product
contraction on L ® Ag'. Let us consider the action of X on L by

(k- F)(X) = k- f(k7'X)

and the action on L ® Ag' by tensor product. We denote by £,(Y),Y € &, the
corresponding infinitesimal action of Y € &.

We define (L ® Ag')norxk = {@ € LR Ag;u4(Y)a = 0, forall Y € ¢}. The
subspace (L®Ag )pask of K-basic elements is the subspace of elements of L@Ag’
which are horizontal and invariant under K:

(L ® Ag pusk = (L ® Ag)horc ).

Lemma 31 The operators cy == c+d4 and j preserve the subspace of K-basic
elements.

Proof: The operator j clearly preserves the space of horizontal elements. It
commutes with the action of I\’ thus it preserves the space of K basic elements.

Using the relation ¢,(Y)cs + cat(Y) = L4(Y), we see that the space of
I -basic elements is stable under c4. 1

Definition 32 Let A be a N -differential complex. Define the induced complex
I ndﬁ?‘}‘.A from K to G of the K -differential complex A to be the space
IndES A = (C*%(g, A) @ A sk
with the differential cg = c+ds + j.
If (A,d4) = (R,0), then Ivl(l?;?‘;\.R = (C**(g) @ A(g/®)")¥ with differential
cg = ¢+ j, where c is the Koszul differential of the (g, K')-module C*>(g).

Our aim is to compute the cohomology of the complex (I ndéﬁ(A,cg) in

terms of the cohomology of the complex (CE®(g, A)X dy).
The cohomology of the complex Indg, ;A is determined in [13]. Recall the
results:

Theorem 33 The restriction map
re: C°(g,A) o Ag' — C=(8, A)
gien by
(rp)(Y) = a(Y") forov € C(g,A),Y € ¢
(1) =0 if « € C®(g,A) @ A2lg

defines a cochain map from (Ind)(A),cq) to (C>=(e, A)X dy). Furthermore
if the principal bundle G — G /K possesses a G-invariant connection, then the
restriction map ry induces an isomorphism in cohomology.
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In particular, if A = R, we obtain a map re : Indg/kR — C>(€)X and this
map is an isomorphism in cohomology when K is compact.

Remark here that the restriction map does not extend to Indgj(4) as
generalized functions cannot usually be restricted to a subspace.

The assumption that G — G/ possesses a G-invariant connection is sat-
isfied for example when K is a reductive Lie group, in particular when K is a
compact subgroup.

We now consider I nda‘;‘}(A. Let v = g/t. We identify v with ¢+ = {f €
g, fle = 0}. Let n = dimr. Consider the character xg/k(k) = sign(det.k) of
K. As G and K are fixed, we denote xg/x simply by x. Let v/ € A"t be a
nonzero element. The element v/ determines an Euclidean measure |dv/| and
an orientation o on v. If dX is an Euclidean measure on g, we denote by dY
the Euclidean measure on # such that dX = |dv'|dY.

Remark that, as n = dim g/&, the space A ® A"t is naturally embedded as
a subspace of Ag'. Consider the horizontal projection operator (see Definition
28) hx : A — (A® A¥)}0.k. Thus, for a € A, the element h(a) A V' belongs
to (A ® Agl)horK-

Definition 34 Let f € AL = C~(¢, A)X. Choose V' a nonzero element of
A™Y. We define Indg k. f € In(l(:.ﬁ\,A = (C™°(g,A) ® Ag )pasic by

(Indg/kw f, ®dX) = h,\—(/f(Y)tb(Y)dY) A V', for any test function ® on g
v
(with dX = dY |dV'|).

It is easy to see that the map Indg/, depends only on the orientation o of
g/t determined from v'. Thus we write I'ndg/k, for Indg/k . Remark that
the map Indg/k,, is injective.

Proposition 35 The map Indg ., is a cochain map of parity degree equal to
dim G/K from the Z/2 -cochain compler (A%, dr) to the Z [2-cochain complez
(Indgi% A, cq).

Proof: Let L = C~>(g,A) and let L' C L be the subset of elements
F € L satisfying k- F = (det k)F. If F € L, define hg(F) € L ® A¥ by
hg(F)(X) = hg(F(X)). The map F — h(F)AV sends L to (LQAE )0 i AV'.
It sends L to (L @ Ag)pusi = 1 'n,(lg.‘/";\-A.

Lemma 36 For every F € L, we have co(hg F AV') = hi(doF) AV, where
ca s the operator on I n(la‘/"}\,-A defined in Lemma 31.

140



EQUIVARIANT COHOMOLOGY WITH GENERALIZED COEFFICIENTS

Proof: We compute c4(hg(F)Av') for F € L. Let K* be a basis of ¢ with
dual basis K;. It is easy to see that c(v') = — ¥;(Tr (ad. K*))K; Av'. Thus, by
Leibniz’s rule,

calhk(F)AV)ELQ(Ag AV')=LQ (A¥ AV).

As cy4 preserves I-basic elements (cf. Lemma 31), ca(hg(F)AV') is K-basic,
in particular is horizontal. The space (L ® (Ag' A V'))hork is isomorphic with
L by the map a Av' — apq) € L for o € L ® Ag', where o) is the component
of a in the zeroth exterior degree. Thus, if ca(hgx(F) Av') = G AV, then
CA(hK(F) A 1/') = hK(G[O]) AV.

We have G = dA(hI((F))+C(h1(F)+(—1)|F|+1h](F/\Zi(TTadtI{i)I{i. Look-
ing at the term of zeroth-exterior degree, it follows that Go) = d4F'. This proves
the lemma. §

For f € C~>(t, A)¥, the element F' € C~°(g, A) defined by (F,®dX) =
L f(Y)®(Y)dY belongs to LI and Indg/k.f = hx(F) Av'. The preceding
lemma implies cqIndg/k,of = Indg/ko.daf. Proposition 35 is now a conse-
quence of the following

Lemma 37
j(I"(lG/l\',of) = "'In(lG/l\",o(”Pf)'

Proof: Let Ei be a basis of g such that the first elements form a basis of
t. Let E; be the dual basis. Then the last n coordinates z; vanish on &. We
denote by y;,1 < i < dim ¢ the coordinates on £ corresponding to the basis of
¥ dual to the basis E' of . We have then

dimt

((Indg/kof), @dX) = 3 (1A (E¥)hic( /E FYV)y:®(Y)dY)) A v

i=1

As hg is a projector on the I-horizontal elements for the tensor product con-
traction, it satisfies for E* € € and a € A, 1A(E*)(hga) +ta(E)(hga) = 0. But
ta(EY)hg = hgia(E?), and we obtain the lemma. §
The proof of this lemma completes the proof of Proposition 35. §

If Ais a K-differential algebra, then C~°(£, A)X is a module over C* (&, A)X.
Similarly Indg7g A is a module over Indg) - A. Remark the following relation
between the maps 7y and I'ndg/k ,

Lemma 38 Ifa € Indg) A and s € C™(t, A)X, then
alndg/k o8 = Indg g o((rea)s).

The main result of this section is the following
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Theorem 39 Assume that the group K s compact. Then the map Indg/k, :
(A% de) = (1 ndgjx A, ¢g) induces an isomorphism in cohomology.

Proof: We can choose a K-invariant decomposition:
g=tdr.

To this direct sum decomposition is associated the tensor product decomposi-
tion Ag' = A¥ @ Av.

Let hg : L — L ® A¥ be the projection on K-horizontal vectors for the
tensor product contraction (see definition 28). The map

W(w®¢E)=hi(v)AE

for v € L and £ € AV is an isomorphism from the space L @ Av¢ to the space
(L ® Ag)hork- The map W commutes with the action of ' and allows us to
identify the space

Tk = (L@ AY)X

with the space
Ind (/]\A = (C'*Oo(g’ A) ® Agl)lms]\"-

On the space Tk, we will use the Z ,-gradation given by the exterior degree
Tk = @p=oTk = Op=o(L @ AN
Let R’ be a basis of r with dual basis R; and let K/ be a basis of £ with dual
basis K;. We write X € gas X =Y + R, with R=Y, &R\ Y =% y; K.
The operator «x = ¥;y;jta(K7) is defined on L = C~*(g, A). Let j; :
L®A*Y — L ® A*"'t be given by j. = ¥, 2;04(R?). It is easy to see that 1
and j, commute with the action of A" on L @ Av.

Lemma 40 For all « € L & AV,
JW(v) = W (jex — 1p0v).
Proof: We have, for v € L and £ € AY,

Jhgv ANE) = 21 Aa(R) (hyv AE) +Z:/J (ea(K) Dy (v)) AE.

Further, for K7 € & ix(K/)hy(v) + hy(ta(h7)v) = 0, and we obtain the
lemma. 1§

Lemma 41 If o € T, then W' W (a) € Th oo ThH oy T,
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Proof: This is obvious since, € being a subalgebra, c(A¥ ® APY) C (ATH1¥ ®
APY) @ (A78 @ APTIY) @ (A8 @ APF2Y). 11

Let us now prove Theorem 39. By the map W, we identify I ndg g A with
Tx and write still ¢; for the operator W~l¢;W on Tx. As we have seen in
Proposition 22 and Remark 23 ( of section 3 ), the homology groups of the
operator j, : Ty — T3 ! are equal to zero except in maximal degree n = dimr.
Furthermore, if & € T} is such that jia = 0, then o = 6, ,(z) ® f(y) for some
f € C~>°(¢, A)X by Lemma 21 and Remark 23 ( of section 3). But then, by
definition of Indg,k o, we obtain a = Indg/k . f.

Now, if a € T} is such that cyae = 0, writing this equation componentwise,
we see that « satisfies the relation j.o = 0 . Thus « is of the form Indg/k o f
. As cgIndg i of = Indgkodef ( by Proposition 35), we see that f € Kerdy,
since Indg/k,, is an injective map. Consider now an element o = 35, o in
the kernel of c5. From the degree consideration, we see that its component of
minimal exterior degree kg is annihilated by j.. If ko is less than n, there exists
an element § € TR such that a[t,] = JeB. The element o — cg(3 is in the same
cohomology class as o and all its non-zero exterior degree components are of
degree strictly greater than k¢. By induction, a has a representative in Tf and
we see that the map Indg,n, is surjective in cohomology.

Suppose now that Indg/k.f = cgf8 with 8 = i, Bpy-  Writing this
equation component wise, we see that j.0y,) = 0. If ky < n, changing 3 to
B =B —cyy with vy € T,‘\'”‘"1 and jiy = Bp,), we still have Indg/x.f = cgﬁ
By choice, ' = Y4, /3[” Hence, by induction, we obtain an element 8 €

such that Indg/k,f = 09/3 From degree consideration, je3 = 0. But then ﬁ =
Indgk 09 for some g € C~°(, A)X. The equation cgIndg ko9 = Indg/kof
reads as Indg/k odvg = Indg i of. But Indg i, being an injective map, we get
drg = f. This proves that the map Indg,f , is injective in cohomology, thereby
completing the proof of Theorem 39. 1

As a particular case, if I is compact and if (4, d4) = (R,0), we obtain that
the map Indg/k, induces an isomorphism from C~*°(£)X to the cohomology of
the complex ((C~(g) & A(g/€))*,j + c).

We apply these calculations in the next section to the calculation of the
equivariant cohomology of fiber bundles over homogeneous spaces.

5  Equivariant cohomology of homogeneous
spaces

Let G be a Lie group and let k' be a closed subgroup of G. Let D = G/K.
Let ¢ € D be the base point of D. We identify the tangent space of G at
a point ¢ € G with g by sending X € g to the tangent vector to the curve
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gexpeX in G. Let n = dimD. Let v = g/t. The tangent space T,D
at e € D is identified with v. If ¢ € G, we again denote by L, the map
T.D — T,.D induced from the left multiplication map L, : D — D. For
a € C*=(g, A(D)) := Zgi:"(‘)D C*>=(g, A?(D)), ay, is the p-th component of a.
If z € D and &, -+, € T.D, then (ag))s(&1,---,&p) is a function (maybe
generalized) on g given by X — (ap(X))z(é1,- -+, &p)-

Let a € AE®(D) = C*~(g, A(D))¢. Let R',.., R €t, X € gand g € G.
As « iz an equivariant form

) (Ad(9)(X))ge(LyRY, ..., LyR?) = ap(X)e(RY, .., RP).

Let &(X) = a(X).. Thus @ is a function on g with values in Av’ and the
map « +— & is an isomorphism from the space AE*(D) to the space Tx =
(C*>°(g) ® AV)X, where the action of I on both C**(g) and Av is induced
from the adjoint representation.

Let R’ be a basis of v = g/¢, with dual basis R; € v. Let z; = R;(X). Let
Je be the operator on T given by

jo= X man(R).

Let ¢ be the Koszul differential on T (see Formula 15 of section 3). From
[13], we have

Lemma 42 For a € AZ®(D), we have ((l;a) = (c+ jo)a.

For example, the complex Az*(G) becomes isomorphic, under evaluation
at e, to C~°(g) ® Ag’ and the differential d; becomes the perturbed differential
c+7.

In the notation of the preceeding section, if (A,ds) = (R,0), we have
AE2(D) =T ndéﬁ((R), as cochain complexes.

Let xg/k(k) := sign(detk). As G and I are fixed in this section, we denote
Xa/k by x. Recall the definition ( see Theorem 33 and Definition 34 of section
4) of the maps

re : Indg) o (R) = C= ()%
and
Indg g, : C™7(8)X — In(lg.;";\.-(R)‘

Using the identification o — &, we get maps again denoted by r¢ and
I ndg/K’o:

re : AS(D) — C ()"

and
Indg/k,: C™(8)X = AG™(D).
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Let us describe explicitly these maps.
The point e is a K-stable submanifold of D. The successive restriction maps
AX(D) — AR(D) — A%(e) are well defined. The composed map AF(D) —
2(e) = C (&)X coincides obviously with the map re:

(ree)(Y) = (oqq))e(Y)

forY €t

We now describe the map Indg,k,, from C~*(€)X to Az*(G/K). Let V' €
A™Y be a non-zero element. The element v’ determines an orientation o and an
Euclidean measure |d/'| on g/t If dX is an Euclidean measure on g, we denote
by dY the Euclidean measure on € such that dX = |dv/'|dY".

We identify the space A(G/K) with C=(G,Av)¥.

Proposition 43 The map Indg/k, : C~*(&)X — Az*(G/K) is given, for
f e C=(e)x, by

(16) (| (Indeycof)(X)S(X)dX)(g) = dety(a)|( | F(X)b(g¥ )Y ),

where ¢ is any test function on g and g € G.
Moreover, for any f € C~°(£)X, the equivariant form Indg/k.(f) is dg-
closed.

Proof: It is easy to verify that Indg g .f defined by the Formula 16 is indeed
an element of A;™°(D). It obviously coincides with the map given in Definition
34 of section 4 (denoted also by Indg/k,) at g = e. The fact that Indg/k . f
is dg closed follows from Proposition 35 of section 4. It is also easy to check it
directly. 1

Assume that G/K is compact and G-oriented. Thus y = 1. We can in-
tegrate over G/K an equivariant cohomology class and we obtain then a G-
invariant generalized function on g. The next formula is just the integration
over G/K of the formula given in Proposition 43 for Indg/k.f. However, it
indicates the analogy between [,k Indg/kf and characters of induced repre-
sentations.

Proposition 44 Assume G/K compact and G-oriented. Let f € C~°(#)K.
Then

/c:/K,o(IndG/I("Of’(I)(lX) = /G/KoIdet9(9)I(/tf(Y)‘I’(!]Y)dY)dg/dk.

)

for any test function ® on g and compatible choices of the left-invariant Haar
measure dg on G, of the G-invariant measure dg/dk on G/K and of the Eu-
clidean measure dY on .
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We still denote by ¢ the map HZP(G/IK) — C*°(£)X induced from the map
7y at the cohomology level and by Indg/k , the map C~*(£)X — H;*(G/K)
induced from the map Indg/k , at the cohomology level.

As a particular case of [13] (see Theorem 33 of section 4), we have the
following

Proposition 45 Assume that K is compact. Then the map ry gives an iso-
morphism from HP(G/K) with C*(€)X.

Further Theorem 39 of section 4 gives as an immediate corollary the follow-
ing

Theorem 46 Assume that K is compact. Then the map Indg/k, gives an
isomorphism from C~=(8)X with H;*(G/K). The map Indg/k, s of even
(resp. odd) degree if dim G /L is even (resp. odd).

When K is compact, let us give a formula for the map Indg,k, in terms of
generalized functions.
Choose a K-invariant decomposition

g=tPpr

and let pry (resp. pr.) be the projection of g on € (resp. on t) determined by
this decomposition.

With the notation of Formula 10 of section 2, we have (by Proposition 43),
for f € C~ (&)X,

(17) (IndG/K,Of(X))(e) = |Vl|—16r(['TrX)f(PTtX)VIa

where we have identified the space A(G/LK) with C=(G, Av)X.
Consider the case where K is the trivial subgroup. Recall that we have
defined the element

ago(X) = |[V|7165(X) ® | det gg|dg

in Lemma 13 of section 2. From Formula 17, we see that it is also equal to the
element Indg,1. Thus we obtain from Theorem 46:

Lemma 47 Let G be a Lie group acting on itself by left translations, then

H5°°(G) = RaG,o-
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A more general result is proved in Theorem 89 in section 9.

Now we are going to generalize Proposition 45 and Theorem 46 as follows.
Let M be a I{-manifold. Consider the product manifold G x M . The group K
acts freely on the right on G x M by (g, m)k = (gk,k~'m). Consider the fiber
space M = G X M of orbits of the I{-action. The group G acts on the left on
M. When M is a point, the space M is D = G/K. The projection (g,m) + g
induces a map M — D. Thus the space M is a fiber space over D with fiber
M.

If o € AM) C A(G x M), and g € G, then a(g) is an element of (Ag' ®
A(M))hork, where g’ is identified with left invariant 1-forms on G.

Thus

AM) = C=(G, (Ag' ® AM))1orrc)"

where I-invariants are taken with respect to the action of K by right multipli-
cation on G, left action on M and adjoint action on Ag'.

If o(X) € A(M), then @(X) := a(X), € (Ag @ A(M))hork-

By G-invariance, the space AZ®(M) is thus identified with

Indgs (A(M)) == (C*=(g, A(M)) @ Ag)suskc-

Let A = A(M) be our K-differential complex, then I nd(i;ﬁ{(A) is provided
with a differential c;. As before, the map a — @ is an 1somorphism from
AL®(Gxg M) to I n(l’(f.‘/"}\-(A) and the following lemma ([13]) iz a generalization
of Lemma 42.

Lemma 48 For any o € A;7(M),
(l;(v = cg0r.

Thus (AZ™(M),d,) is identified with the complex (I n(lé?}’((A(M ), cg) of
section 4. The complex (C*(&, A)X dy) defined in section 4 is the complex
(AR(M),dy) of the K-equivariant cohomology of M. As y is trivial on the
connected component of L', the operator dy on C~>°(¢, A(M))X still satisfies
d? =0, as follows from Lemma 29 of section 4.

Definition 49 Let us denote by AR5 (M) the space C~°(8, A(M))X. We de-
fine HES (M) to be the cohomology of the complex (C~>°(t, A(M))X, dy).

Recall the definition of the maps

Ty In(l°G°/,\-(A(M)) — AR (M)
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and
Indg/k,o : ARN(M) — Indg7i (A(M))

from section 4. Using the identification o +— &, we get maps again denoted by
Ty and IndG/KYo:

re: A (M) — AR (M)

and
Indg/[(,o . .A;(?;(M) — AEW(M)

Let us describe explicitly these maps.

The fiber of M — D over the point e € D is canonically identified with
M and is a K-stable submanifold of M. The successive restriction maps
AZ(M) = AR(M) — AR(M) are well defined. Obviously, the composed
map A¥ (M) — AR(M) coincides with the map re.

The following proposition gives an explicit description of the map Indg/k o
generalizing Proposition 43, whose proof is identical (and hence is omitted).

Proposition 50 For any f € A% (M), Indg/kof € Ag™(M) is given by

(Indg/kof, 2dX)(g) = |(letgg[h1((/tf(Y)@(gY)dY) AV

where ® is any test function on g and dX = dY|dV'|.

We still denote by r the map from HZ (M) to H (M) induced from the map
ry at the cohomology level. As a generalization of Proposition 45, we have the
following Theorem ([13]), (got from Theorem 33 of section 4 ):

Theorem 51 Let K be a compact subgroup of a Lie group G and let M be a K -
manifold. Then the map 1y gives an isomorphism from HZ (M) with Hg (M).

We still denote by Indg/k,, the map from Hp% (M) to Hz*(G x x M) induced
from the map Indg/k, at the cohomology level. As a corollary of Theorem 39

of section 4, we get the main result of this section which generalizes Theorem
46.

Theorem 52 Let K be a compact subgroup of a Lie group G and let M be
a K-manifold. Then the map Indg/k, gwes an isomorphism in cohomology
from HES (M) to Hz™(G xg M). This map is of even (resp. odd) degree, if
dim(G/K) is even (resp. odd).

When K is compact, let us write the map Indg/k,, in terms of generalized

functions. We identify A(M) with the subspace of K-basic elements of A(G x
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Choose a K-invariant decomposition
g=tdr

and let pry (resp. pr.) be the projection of g on & (resp. on t) determined
by this decomposition. Let v/ € A™Y be a positive element. With the help of
the decomposition g = €@ v, we consider v’ as an element of A"g’. With the
notation of Formula 10 of section 2, we have by Proposition 50, for any m € M
and f € Az2(M),

(18)  ((Indg/kof )(X))esm) = V|7 be(preX ) (hac(f (preX)))m A V.

Assume that K is compact. Choose an orientation o on r. Then there are
canonical isomorphisms

re s HY(G/K) =2 C=(6)X
and
I’Il(l(;/K’o : C_°°(€)X = HC_;OO(G/I\’)

guaranteed by Proposition 45 and Theorem 46 respectively.

The natural map HP(G/K) — H;*°(G/K) thus gives rise (using the above
two identifications) to a map

M, : C=(&)K — C—>(p)x.

Comparing the Z /2 degree of the maps, we see that this map is identically zero
if G/K is not of even dimension. The orientation o determines a polynomial
square root Y — (let;ﬁ,o(Y) of the polynomial function Y + dety/(Y) on & .
The normalization of this square root is as in ([12], Formula 12).

Proposition 53 If f € C®(€)K, then
M(f)(Y) = (=2m)m(G/ B2 ger 12 (V) F(Y)

forY €t

(If dim G/K is odd, then the function detg, is identically 0.)
Proof: The map M, is a morphism of C*(£)X-modules by Lemma 38 of
section 4. It is thus sufficient to prove that

12 Indey g o((=2 7T)<lim(G/I\’)/2 d et;ﬁ,o)
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in H;*(G/K).

We will prove this relation using the method of the proof of Proposition 31 of
[12]. As K is compact, we can choose a G-invariant metric < .,. >on D = G/K.
Let X € g. Let w(X) be the 1-form on D given by w(X)(§) =< Xp,{ > for
any vector field £ on D. We denote by w the G-equivariant form on D given by
X — w(X). We have
d
-d—t(etd““’) = dg(we'’s).

Integrating this relation from ¢t = 0 to T', we obtain

T
eThow — 1 = dg([J we'ls“dt).
Let n = dimG/K. Let us show that, when T — oo, the form eT%* tends
to IndG/K,,,((—-277)"/2(let;7fyo) in A;°(D) while o(T) = [T we'®“dt also has a
limit in the space A;*(D).

By G-invariance, it is sufficient to compute at the base point e € G/K.
Choose a K-invariant decomposition g = €&t (as in the proof of Theorem 52).
The elements e*’s“ and we's* evaluated at the base point e are elements of
C*>(g) ® Av'. The G-invariant Riemannian metric on D gives us a I{-invariant
scalar product < .,. > on t. We choose an oriented orthonormal basis E of
t with dual basis E, € V. Let us write any X € g as X = X, + X; with
Xo € tand X; € v. We write X; € vas X; = 3, 2,(X)E*. The function
X + z4(X) is a linear function on g. Let E; be the homogeneous basis of At/
indexed by subsets I of {1,2,...,n}. In particular, Eq15.. .3 = E1 A--- A E,.
Then w, € C*(g) @AY is given by the formula w, = — ¥, r,® E,. We compute
dgw using Lemma 42 of Section 5. For any X € g, we have ji(w.)(X) = || X||?
and c(w,)(X) = k(X) where «(X) is the element of A% given by

k(X)) (v,v") =< [v, X]1,v" > = < [V, X]1,v >+ < X3, [v,0] >.

In particular, if Xy € & k(Xo)(v,v") = =2 < (ad:Xy) - v,v" >. We write
f(t) = (e'¥s*),. We have

f(t, X0, X)) = e~ tIXal? ZP](XO,Xl)t‘Il/zEI
I

where Py is a homogeneous polynomial of degree |I|/2 on g. It is easy to see
that Pz n3(Xo) = (—2)"/2(161‘;53’0()(—0). Let us show that f(t, X, X;) has a
limit when ¢ — oo, as a generalised function on g with values in Av'. For a test

function ¢ on g

/g ft,X)p(X)dX =) ( /g e~ UIXilP 112 pr x| Xl)qﬁ(Xo,Xl)dXoXm) Er.
1
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The change of variable X — #~'/2X, shows that this is also equal to:

3 tlil/z-n/2 ( [ eI Py (X, 472X )9 (Ko, t'l/""Xl)(lXoXm) E.
I g

Thus the limit when t — oo of [, f(#, X)#(X)dX € Av' exists. Furthermore,
when t — o0, the coefficient of E; tends to zero except when I = {1,2,...n}, and
the coefficient of Ef; 3 . n) tends to J; e‘“XluzP{l,g ,,,,, n}(Xo,0)(Xo,0)dXodX;.
Computing the constants, we obtain that the form e's“ tends to

I"(I(:'/l\',o ( ( _27r)dim(G/K)/2 det;;?,o)

when t — oo.

It remains to show that a(T) = [ we'ds“dt also has a limit in the space
Az2(D).

Remark that w(X) is homogeneous of degree 1 in the variable X;. Let
g(t) = (wetds),. We have

g(t,X) =Y (720, Pr(Xo, X1)) Eu A Ey.

a1

Here all the subsets I occuring in this sum are such that |I| < n — 2. Now

/g.(](t»X)¢(X)(IX = (/g "_Ml'\—lIlztlll/2I(,P1(‘Xo,X1)¢(X0,X1)dX0dX1) E.NE;.
a,l

The same change of variable (as earlier) shows that this is equal to
z tll|/2—1/2”n/2 (/ €_I|X1 ”2.17,,P](‘X'0, f_1/2‘X1)¢(X0, t_1/2X1)dXo(lX1) Ea A E[.
a,l 8

In particular, as |I| < (n — 2), this function of ¢ is uniformly bounded when
t — oo by O(t7*?). Thus the function t — [, g(t, X)$(X)dX is integrable on
[0,00]. This shows that «(T) = [ we'®“dt has a limit in AG®(G/K) when
T — oo. This concludes the proof. 1

We now turn to the question of the explicit determination of the inverse of
the map Indg/k .

Definition 54 Define the Chern-Weil map
WG/K - Ce(®" — HF(G/K)

as the wnverse of the map re.
Define the map
S, HG®(G/K) — C™>(#)X

as the inverse of the map Indg ko
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We denote wg,k simply by w if G and K are understood. An explicit formula for
wg/k can be given in terms of the curvature of the principal bundle G — G/K,
see [21]. On the other hand we are not able to give an explicit expression for
S, in general. We are able to do it only under some restrictive assumptions

or on some particular subspaces. Lemma 38 of section 4 implies that, if « €
H;*(G/K) and p € C>~(¥)X,

(19) So(w(p)a) = pSe(a).

It follows from proposition 53 that S, = (—27)dim(G/K)/2(

& (G/K).

We can improve this result as follows. Let @ € A;°(G/K). Then o, €
C~=(g) ® A¥. We say that a, admits a restriction to ¢ if each component
of a, admits a restriction to ¢ (see [12]). We can then define rear = (a)gle-
Then reae € C~(€)X is a generalized function on ¢. This definition extends the
definition of ry : AF(G/K) — C>(¥)X.

det;ﬁp) rea for a €

Proposition 55 Let o € A;™(G/K) be a closed equivariant differential form
on G/K. Assume that o, admits a restriction to €. Then

S, = (—27r)di“‘(('"/1")/2((let;ﬁﬁ) e

Proof: Using notation of the proof of Proposition 53, we have a = aetds®,
Then using the same arguments as in the proof of Proposition 53, we obtain the
desired result. Indeed, if f is a generalized function on g admitting a restriction
ref to &, then for any test function ¢ on g, the limit when ¢ — co of

(1172 / e~ £( X, X1)p(Xo, X1)dXod X,
)

is 0 if |I| < n while for |I| = n this is (7)"/2 fy(ref)(Xo)p(Xo)dXo. 1

Remark 56 Proposition 31 of [12] becomes then a consequence of Proposition
44 and Proposition 55 above.

Let ¢* : C~>°(g9)% — H;*(G/K) be induced from the map ¢ : G/K —
point. Thus we get a map (still denoted by) S,

Sy C™(5)% = C(B)"

taking f to S,(¢*f). The map S, exists under the only assumption that I
is compact, and extends the map f - (—2x)4m(@/K)/ 2((let;ﬁ’o) ref, defined on
generalised functions f admitting a restriction r¢f to €. On the open set where
det g¢Y # 0, the G-orbits are transverse to €. Thus the restriction to € of an
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invariant generalized function on g has a meaning on this open set. By the
same proof as Proposition 36, we see that S,(f) coincides with

dim(G/K)/: 1/2
(—2m)m (G2 (det)]? ) rof

on this open set, for any f € C~°(g)¢. However, we are able to compute the
map S, : C~>(g)¢ — C~°(£)X on arbitrary invariant generalised functions and
on the full space ¢ explicitly only when G itself is compact.

Let G be a compact connected Lie group. We also assume that y =1 so
that G/ K is orientable (this is only for convenience). We choose the orientation
on G/K given by o.

Definition 57 If ® € C>°(¢)X, define C,(®) € C=(g)¢ by
Co@)(X) = [ (wd)(X)

G/K,o0

where w 1s the Chern-Weil homomorphism.
Define '
F,:C™>(g)" - C™=(p)"

as the transpose of the map C,:
vol(G/ K, dg/ dk) /t F,(f)(Y)®(Y)dY = / F(X)Co(®)(X)dX
']

for any ® € C"C’,‘,’,(E)K, and where the measures dX on g, dY on ¢ and dg/dk on
G/K are chosen in a compatible way.

It is easy to see that C, sends invariant compactly supported functions on & to
invariant compactly supported functions on g, hence the map F, is well defined.

Lemma 58 If f € C=(g)%, then F,(f)(Y) = (=2m)dm(G//2det)/? (V) f(Y),
forY et

Proof: The integral formula ([12], page 43) for equivariant cohomology
classes gives the lemma. g

Proposition 59 Assume that G is a compact connected Lie group and K a
closed subgroup of G such that G/K s oriented. Then for every f € C~*°(g)%
and p € C*(¥)X,

fw(p) ~ Indg/k.o(Fo(f)p)
in H;*(G/K).
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Proof: Using Formula 19, it is sufficient to prove the formula of this proposi-
tion when p = 1.

Let ® be a G-invariant test function on g and let p' € C*®(€)X. Let us
compute

L, 8EOSX0GXIX = [ $00FXCH)(X)AX.

If ¢*f = Indg/k ou, for u € C~°(8&)K, then fw(p') = Indg K o(p'u) by Lemma
38 of section 4. Thus, using Proposition 44, we have:

/S/G/K'o S(X)f(X)w(p)(X)dX = /B/G/K’O ®(X)(Indg,k.o(p'u)) (X )dX
= [, (] 2O Inda o) (X)aX)
- V/G/I\',o(/tcp(gy)I)l(Y)u(y)dy)dg/dk

Let p’ be compactly supported. Taking ® with sufficiently large support,
we obtain

/ FX)Co(p!)(X)AX = vol(G /K, dg/dk) / P (V) (Y)Y

which is what we needed to prove. 1

The preceding proposition determines the inverse S, of the map Indg/k o
on the subspace of H;*(G /LK) spanned by elements of the form fo where
f € C~(g)¢ and o € HF(G/LK). We will see in section 6 that this space is
equal to H;*°(G/LK) provided that G and K have equal rank.

We compute even more explicitly the map F, when G is a compact connected
Lie group and K =T is a maximal torus of G.

Let W be the Weyl group of the pair (g,t). Let C*><(t)° be the space of
W -anti-invariant smooth functions (resp. anti-invariant generalized functions )
on t. Recall the definitions of the maps C, and F, from Definition 57.

Lemma 60 The restriction of the map C, to C®(t)" gives an isomorphism
between C*(t)¢ and C>(g)“.

Furthermore the image of F, is contained in C~°(t)* and the map F, gives
an isomorphism between C~>(g)" and C'~°°(t)".

Proof: If ¢ € C(t), then ¢ is divisible by det g/,(Y)"/? and the restriction
of C,¢ to tis equal to |W|(=2m)"/2 det 4/, ,(Y)™/24(Y), where n := dim(G/T).
Thus the first assertion follows from Chevalley’s theorem for C'*°-functions, see
for example [12]. The second is a consequence of the first, as C, preserves the
subspace of compactly supported functions. &
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Let us describe F,f, when f is the é-function: Let 65(X) (resp. 6,(Y")) be
the é function on g (resp. on t), given with respect to the Euclidean measure
on g (resp. t) associated to the Killing form. Let o € it' be a root . Using
the identification of t with t' determined by the Killing form, we can consider
the differential operator [],sq Oia 0on t, where the product is taken over all the
positive roots of g for an order compatible with the orientation o as defined in
[12]. Then F,6; = [1aso Diabi-

6 Kinneth formula and applications

Let K be a Lie group. Let D and M be I-manifolds. Consider the com-
plex Ak (D) of K-equivariant forms on D with polynomial coefficients and its
cohomology Hk (D) = Zr(D)/Bg(D) defined in section 2, Definition 1. Re-
call that these spaces are Z,-graded. The evaluation map E at zero taking
a — a(0) gives a map from Hy (D) to the usual De Rham cohomology H(D)
of D. Consider the map m from Ag(D)® Ax(M) to Ax(D x M) given by
m(a ® B)(X) = a(X) A B(X). It induces a map (still denoted by m) from
H]((D) ® HK(M) to HK(D x M).

Similarly, we can also consider the map m~* from Ax(D)® AZ®(M) to
AZ(D x M) given by m™(«v® )(X) = a(X) AB(X): this is well defined as
we can multiply a generalized function by a polynomial function. It induces a
map (still denoted by m~==) from Hyi(D)® H™(M) to Hg™(D x M).

Theorem 61 Let I\ be a compact Lie group. Let D be a compact K-manifold.
Assume that the evaluation map E : Hy (D) — H(D) s surjective. Then, for
any I -manifold M, the multiplication map m~> induces an isomorphism

m-°: HA(D) Qe (point) HKOO(]W) = HI:OO(D X M)

Remark 62 Proposition § implies that Hi (D) s free over Hg(point). As is
well known, from the Kiinneth spectral sequence (see [16]; Proposition 6.1, page
50), the map m induces an isomorphism

m : Hg (D) Qe (point) Hig(M)= Hi(D x M)

under the hypothesis of the theorem. (This also follows from the same argument

as that for m=>° given below.)

Proof: We can assume D to be oriented. Indeed let us consider the two-fold
cover Dy of D defined in section 2 hefore Proposition 5. An element of D,
is a couple (m,0), where m € D and o is an orientation of T,,D. Thus the
manifold D; is canonically oriented. Consider the map €(m,0) = (m, —o0) and
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its action on Hk(D,;). We have Hi(D,;) = Hg(D) ® Hg(D):, where Hg(D)
is isomorphic to the eigenspace with eigenvalue 1 for the action of €, while
Hgk(D), is by definition the eigenspace of eigenvalue —1 for the action of e.
Furthermore by Proposition 5, the manifold D, also satisfies the hypothesis
that the evaluation map Hg(D,) — H(D,) is surjective. The map

P+ Hye(D)) @ut(poiny Hi* (M) — Hg(Dy x M)

clearly commutes with the action of €. So if we show that m~>° is an isomor-
phism for the oriented manifold D,, by taking the eigenspace of eigenvalue 1
for ¢ we will obtain the desired isomorphism

m-> . HK(D) ®HK(point) HI—(OO(M) = H]_(OO(D X M)

Let AP(D x M) =T(D x M,A?T'D ® AT'M), where I denotes the space
of smooth sections and 7'M denotes the cotangent bundle of M.

We write A(D x M) = @imP A®(D x M). The total exterior differen-
tial dpxyr on A(D x M) breaks up into the sum dp + dps of partial exterior
differential dp along D

dp : AP(D x M) —» A®»*)(D x M)
and partial exterior differential d)s along M
dy : AP(D x M) - AP(D x M).

Let us consider the complex Ax™(D x M) = C~*°(¢, A(D x M))X. We
write

B = C~(¢, AP(D x M))X.
The operator dp can be written as a sum of homogeneous operators dy =
dl +7ro+7_1, with

dy: BP — B**! o B* — B”.r_, : B — BP1.

We have d; = dp, ro = dy — ¥; 7it(Eiy), and r_y = — ¥, ;4(EY), where E' is
a basis of &. We write d = dp.

Let us choose a K-invariant metric on D and consider D as a Rieman-
nian manifold. This endows the space A(D) with an inner product. Let
d* : A?(D) — AP~Y(D) be the adjoint operator to d = dp. Let H(D) =
Ker(d) N Ker(d*) be the space of harmonic forms on D. It is a K-invariant
finite dimensional space of d-closed forms on D. The map H(D) — H(D) is
an isomorphism. Recall that we do not necessarily assume K to be connected.
However as the evaluation map at 0 is surjective, K acts trivially on H(D)
(this would be automatic if K were connected ). Thus every element of H (D)
is K-invariant.
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Lemma 63 For any o € HP(D), there exists « € Zg(D) such that

ap — a(X) € Y A(D), forevery X € &.

J<p

Proof: Our hypothesis implies that if ag € AP(D) is d-closed, we can find
v € AP7Y(D) and A € Zk(D) such that ag—dy = A(0). If ap is K-invariant, we
may assume (eventually after averaging this equation by the action of K') that v
is K-invariant. Take o = A+dyy, then o € Zg (D) and o(0) = . The complex
Ag(D) is Z,-graded by its total equivariant degree. We may thus assume that
a is of total degree p. Thus a(X) — a(0) € AP"%(D) ® A*~*(D) @ ---. This
proves the lemma. 1§

We continue with the proof of Theorem 61.

Let P be the orthogonal projection of A(D) onto H(D). We have Pd =
dP =0. Let G : A?(D) — AP~!(D) be the Green kernel. It satisfies Gd+dG =
I — P. We can extend the operator P, by the formula P(a)(X) = P(a(X)), to
an operator still denoted by P,

P:B" — H"(D)® Ay = (M).
Similarly we can extend pointwise the operator G
G : B? — Br L

Let r = ro + r_; and let N = Gr + rG. The operator N decreases strictly the
exterior degree in D . Let v € B = ¥ ; B’. The equation Gd +dG =1 - P
gives the perturbed equation

Gdw + deGv =v — (P — N)v.

Assume dp = 0. Let us write v = ;¢ v;, with v; € B’. We will prove by
induction on p that v has a representative in Zx (D) ® Zg*(M). The equation
above implies that v = v’ := (P—N)v. We have v, = Py, € H?(D)® A™(M).
Let us write the equation dy/ = 0 component by component. We obtain,
in particular, the equation rov, + dv,_; = 0. Applying P, we get Prov, +
szx;,_1 = 0. As Pd = 0, this implies that Proy, = rOPV; = rov,’, = 0. Thus
v, € HP(D) ® Zg>(M). The preceding lemma allows us to find an element
§ € Zk(D) ® Zg>™(M) such that v/ — £ € ¥, B/. Thus the map m™ is
surjective.

Let us prove that m~> is an isomorphism. It suffices to show that /=
is injective: Recall from Proposition 5 that Hg (D) is free over Hy(point).
Furthermore we can find a basis P? for the Hg(point)-module Hy(D) and a
basis F; for the Hy(point)-module Hg(D); such that [y, PPP, = §1. We can
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write an element o € Hg (D) ®@ny (point) Hg™ (M) uniquely as a = 3, P* ® v,.
Let v € Hg®(D x M). For any fixed a, consider the map v — [, P,(X)v(X)
. This is a well defined map from Hp*(D x M) — Hg™(M). We have

[, BX) (™ a)(X) = vi(X).
Thus if m™°(a) =0, v,(X) =0, for all a, and hence 7~ is injective 1

Applying Theorem 61 to the case where M is a point, we obtain the following

Corollary 64 Let K be a compact Lie group. Let D be a compact K -manifold
. Assume that Hg(D) surjects on Hg(point). Then

Hig™(D) = C~*(§)¥ ®s@yx Hx(D).

Recall from [14] that if K is a compact connected Lie group acting on a
compact symplectic manifold D in an Hamiltonian way, then Hy (D) is free over
Hg (point). In particular, the following well-known lemma gives some examples
of compact K-manifolds D such that Hg (D) is free over Hy (point) = S(¥)X.

Lemma 65 Let K be a compact connected Lie group and let L be a closed
subgroup of K. Then Hi (K /L) is free over Hy(point) if and only if K and L
have the same rank.

Proof: Let D = K/L. Recall that the equivariant cohomology Hg (D) is iso-
morphic to H(point) = S(I')¢ by the map r(, induced from the inclusion of the
base point e € K/L. The restriction of polynomial functions on ¢ to polynomial
functions on [ gives a homomorphism from S(¥)X to S(I')L. If Hy(K/L) is free
over Hy (point), then in particular the homomorphism S(¥)% — S(I')? is injec-
tive. This implies that K and L have the same rank. Conversely, suppose now
that L is a closed subgroup of I with equal rank. Let T" be a maximal torus of
L (and hence of K. Let W = Ng(T)/T, Wy = Ni(T)/T be the respective Weyl
groups of (K,T) and (L,T). By Chevalley’s theorem, S(I')* is isomorphic to
S(¥)"z, while the ground ring S(¥)X is isomorphic to S(t)". Further S(t)"