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INTÉGRALES ORBITALE S NILPOTENTE S 
ET ENDOSCOPI E POU R LE S GROUPES CLASSIQUE S 

NON RAMIFIÉ S 

Jean-Loup Waldspurge r 

Résumé. — Soit G  un groupe classique non ramifié sur un corps local p-adique, p 
étant supposé « grand » . Notons g  l'algèbre de Lie de G. Notons P^ii l'espace des 
distributions invariantes sur g(F) à support nilpotent. Notons VG'st l'espace des dis
tributions stablement invariantes sur g{F). On calcule explicitement ^ n P G ' s t . Soit 
H un groupe endoscopique elliptique et non ramifié de G. Pour tout D G  V^DV11^, 
on calcule explicitement un élément de VG

iX qui est un transfert de D. L'article contient 
quelques résultats annexes tels que le calcul de la constante de proportionnalité entre 
une « fonction de Lusztig » et sa transformée de Fourier, ou le calcul du facteur de 
transfert pour les groupes classiques. 

Abstract (Nilpotent orbital intégrais and endoscopy for unramified classical groups) 
Let G  be an unramified classical group over a p-adic local field F , where p is big 

enough. Let g be the Lie algebra of G. Let VG
ÏX be the space of invariant distributions 

on g  ( F ) , with support included in the nilpotent set. Let UG>st be the space of stably 
invariant distributions on g(F). We describe explicitely VG

iX D  £ > G ' s t . Let H be an 
elliptic unramified endoscopie group of G. For ail D G  V^n P i VH'st, we describe an 
élément of VG

iX that is a transfer of D, The paper contain also related results : a 
"Lusztig fonction" is equal to its Fourier transform up to a scalar and we describe the 
scalar ; we describe also the transfer factor for classical groups. 
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INTRODUCTION 

Soient p un nombre premier et F une extension finie de Qp. On utilisera dans cette 
introduction quelques notations standard qui seront définies dans le corps de l'article. 
Si U est une variété algébrique définie sur F , on pose U = U(F). 

Soient G un groupe algébrique défini sur F , réductif, connexe et quasi-déployé et 
g son algèbre de Lie. Notons C£°(g) l'espace des fonctions sur g, à valeurs complexes, 
localement constantes et à support compact, et VG l'espace des distributions inva
riantes sur g, i.e. des formes linéaires sur C£°(g) qui sont invariantes par l'action 
adjointe de tout élément de G. Pour X G  g, on définit son orbite : 

O(X) = {Ad(x)X; x G  G} 

que l'on munit d'une mesure invariante par adjonction. L'intégrale orbitale associée 
est la distribution 4>G(X, •) définie par : 

d>G(XJ)= f f{X')dX' 
Jo(x) 

pour toute / G  C%°(g). Cette intégrale orbitale appartient à VG. 
Notons # r e g le sous-ensemble des éléments semi-simples réguliers de g. Alors VG 

n'est autre que la clôture dans pour la topologie faible, du sous-espace en
gendré par { 0 G ( X , •); X G  £ r e g } . 

S o i t X G  #reg- L'orbite 0(X) n'est pas en général l'ensemble des points sur F d'une 
variété algébrique. Un tel ensemble est l'orbite stable : 

Ost(X) = {X' G  g; 3 x G  G ( F ) , Ad(x)X = X'}. 

Fixons un ensemble de représentants £(X) de l'ensemble des orbites contenues dans 
cette orbite stable. On a donc la décomposition en union disjointe : 

(1) Ost(X)= U O(X'). 
xfes{x) 



2 INTRODUCTION 

On sait que £(X) est un ensemble fini. On définit l'intégrale orbitale stable 0 G , S T (X , •) 
par l'égalité 

0 G , s t ( x > . ) = £  0 G ( X ' , . ) . 

X ' € £ ( X ) 

Les mesures doivent être convenablement normalisées. On note VG'st la clôture dans 
C^(g)*, pour la topologie faible, du sous-espace engendré par {0 G , S T (X , •) ; X G  greg}-

Plus généralement, on définit la notion de groupe endoscopique de G (cf. [Lan], 
[Ko] et ci-dessous X . l ) . Un tel groupe H est algébrique, défini sur F , réductif, connexe 
et quasi-déployé. Sa dimension est inférieure ou égale à celle de G mais son rang est 
égal à celui de G. Soit H un tel groupe. Langlands et Shelstad ont défini : 

• un sous-ensemble hc-reg de h r e g qui est un ouvert de Zariski dense dans h ; 
• une correspondance entre orbites stables dans ho-reg et orbites stables dans greg ; 
• une application 

A g , # :  hc-reg X  9reg > C 

telle que, pour (Y, X) G  hc-reg x 9reg, on ait : 
• AGiH(Y,X) 0 Ost(Y) et Ost{X) se correspondent ; 
• sir' G o S T (F) et x' G  opo, AG > H ( r , x ' ) =  A G , „ ( F , X ) . 

Pour Y G  hc-reg et / G  C£°(g), on pose 

</>G'"(r,/)= ^ A G ,„(y,x ' )</> G (x ' , / ) . 
X ' € £ ( X ) 

Soient / G  C£°(g) et / H G  C%°(h). On dit que / H est un transfert de / si et seulement 
si pour tout Y G  ho-reg, on a l'égalité : 

4G<H(Y,f)=<l>H<st(YJH). 

Dualement, soient DH G  VH et D e VG. On dit que D est un transfert de D H si et 
seulement si pour toutes / G  C%°(g) et f H G  C%°(h) telles que / H soit un transfert 
de / , on a l'égalité 

D(f) = DH(fH). 

Remarque. — Cette égalité implique DH(fH) = 0 pour toute f H telles que l'on ait 
c/)H>8t(Y, fH) = 0 pour tout Y G  hc-reg, i.e. DH est stablement invariante. 

La théorie de l'endoscopie très succintement introduite ci-dessus est apparue pour 
la première fois dans [LL] et a été développée par Langlands dans [Lan]. Ces auteurs 
travaillent sur les groupes et non sur les algèbres de Lie comme nous nous bornons à le 
faire. Le but ultime de cette théorie est d'établir des correspondances entre représen
tations automorphes sur des groupes H et G quand H est un groupe endoscopique 
de G. 

Pour les distributions à support semi-simple régulier, les notions de stabilité et de 
transfert sont sans mystère. Elles deviennent plus obscures au voisinage des points 
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INTRODUCTION 3 

singuliers. Notons VG
ÏX le sous-espace des éléments de VG à support nilpotent. Nous 

nous assignons dans cet article deux buts : 

f • décrire l'espace VG
n n £ > G ' s t ; 

(2) • H étant un groupe endoscopique de G, décrire un transfert 

n v H ' s t i>£?i, 
Nous restreindrons considérablement la généralité de la situation en supposant : 
• G et H classiques et non ramifiés ; 
• p grand relativement à la dimension de G. 
Décrivons donc le contenu de l'article et nos résultats. Soit V un espace vectoriel 

de dimension finie sur F , resp. sur l'extension quadratique non ramifiée F de F , muni 
d'une forme bilinéaire non dégénérée qy antisymétrique ou symétrique, resp. d'une 
forme sesquilinéaire non dégénérée qy hermitienne. On suppose que V possède un 
réseau autodual (cf. 1.3). On note d la dimension de V et on suppose p ^ 3d + 1. On 
note G la composante neutre du groupe d'isométries de (V,qy) et on réalise g comme 
sous-algèbre de g£(V). 

On introduit la notion de réseau presque autodual de V ; c'est un réseau L C V tel 
que, en notant L son dual, on ait : 

LD LD pFL 

cf. 1.3. Le stabilisateur k(L) d'un tel réseau dans g est une sous-algèbre parahorique 
maximale de g. Notons gent la réunion de ces ensembles k(L) quand L parcourt l'en
semble des réseaux presque autoduaux de V. C'est l'ensemble des éléments « entiers » 
de g. Notons VG

nt le sous-espace des éléments de VG à support dans gent. D'autre 
part, notons H le sous-espace de C^°(g) engendré par les fonctions invariantes par 
une sous-algèbre d'Iwahori de g (cf. 1.9) et notons 

resn : C™(g)* — * H* 

la restriction naturelle. L'intérêt de ces notions est le suivant : 
• 'Dent-* Q u i contient VG

{1, est par certains côtés plus accessible que VG
n car il est la 

clôture de l'espace engendré par {(j)G(X, •); X G greg D gent} ; 
• il approche VG

{1 car : 

(3) la restriction de res^ à VG
ÏX est un isomorphisme de VG

n sur resn(T>G
nt) 

( [Wl ] et ci-dessous, théorème 1.9). 
On commence par étudier VG

nt. Si /x = (fi\ ^ fi2 ^ • • • ) est une partition (cf. 1.6), 
on note c(/x) le nombre de termes non nuls de / i ; pour tout entier i ^ 1, Ci(fi) le 
nombre de termes de / / égaux à i ; S(fi) — H-

Supposons (V,qy) du cas « u n i t a i r e » . Notons Q(V) l'ensemble des triplets de 
partitions j i ' , /x") tels que : 

• 2S(n°) + S(n')+S(n") = d; 
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4 INTRODUCTION 

• c(n") est pair et tous les termes non nuls de /z ' et \x" sont impairs. 
L'ensemble G ( V ) paramétrise les classes de conjugaison par G de sous-tores maximaux 
non ramifiés de G (cf. 1.8). Soit 6 G  @(V). Choisissons un tel tore T paramétrise par 0. 
Il a une structure canonique sur Op. Fixons un élément XT de t(oir) dont la réduction 
dans (t x ¥ q ) ( ¥ q ) soit « régulière » (cf. 1.8). La distribution (J)G(XT,-) appartient à 
VG

nt et on montre que sa restriction r e s ^ ( 0 G ( X r , *)) e s t indépendante des choix de T 
et XT (corollaire III.5). Notons cette restriction. Le corollaire III. 10 montre que : 

(4) (<Pe)eee(v) est une base de r e s « ( P f n t ) . 

Supposons maintenant (V,qv) symplectique ou orthogonal. Dans cette introduc
tion, on se limitera au cas où (V, qy) est orthogonal impair. On note Q(V) l'ensemble 
des quintuplets ( À ; ' , k", / L A 0 , / / ) où : 

• kr, k" G  N, k' est impair, k" est pair ; 
. k * + fc//2 + 2(S(m°) + S(fi') + S(/x")) = d ; 
• si k" = 0, c(/x") est pair. 
Notons © m a x ( ^ ) le sous-ensemble de ces quintuplets pour lesquels k' = 1 et A;" = 0. 

L'ensemble 0 m a x ( ^ ) paramétrise encore les classes de conjugaison par G de sous-
tores maximaux non ramifiés de G. Pour 6 G  ©max(^0> o n P e u ^ définir comme ci-
dessus $Q G  r e s ^ ( P ^ l t ) . Malheureusement, ces distributions sont insuffisantes pour 
engendrer r e s ^ ( P ^ t ) de même que, sur un corps fini, les fonctions de Green associées 
à des tores maximaux n'engendrent pas l'espace des fonctions invariantes à support 
nilpotent. On doit généraliser la définition de 0^ à  tout 0 G  Q(V). Traitons le cas où 
0 — (k\ 0, 0 , 0 , 0 ) avec k'2 = d. Soit L un réseau autodual de V. L'espace £' = L/pFL 
est de dimension d sur ¥ q et est muni d'une forme quadratique non dégénérée. Notons 
g(£f) l 'analogue de g quand V et F sont remplacés par t' et ¥ q . Sous l 'hypothèse faite 
(d = A / 2 ) , Lusztig a défini une fonction °f sur g(£f), non nulle, à support nilpotent, 
égale à une constante près à sa transformée de Fourier °f (cf. [Lui] et ci-dessous 1.4, 
II. 1 et IL5) . Il y a une projection naturelle : 

k(L) g(f) 

qui permet de remonter °f en une fonction sur k(L) puis de l'étendre par 0 hors de 
k(L) en une fonction sur g. Pour / G  C™(g), posons : 

(5) Mf) = <*[ I f(x-1Yx)°f(Y)dYdx, 
JG Jg 

où ce est une certaine constante. L'intégrale double n'est pas absolument convergente 
mais, grâce à la cuspidalité de ° / , l'expression ci-dessus est convergente dans l'ordre 
indiqué (cf. III.2). Cela définit un élément <j)Q de T>G

nt dont on note (\PQ la restriction 
à H. Pour 6 G  Q(V) quelconque, la définition est un mixage des définitions des deux 
cas extrêmes évoqués ci-dessus. Ces définitions étant posées, (4) reste vrai. 

Revenons au cas unitaire. Notons l'ensemble des couples fi1) de partitions 
tels que 
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• 2S(fi°) + S(fi1) = d; 
• tous les termes non nuls de /x1 sont impairs 

(cf. IV.6) . L'ensemble E ( V ) paramétrise les classes de conjugaison stable de sous-tores 
maximaux non ramifiés de G (cf. [Lan], p. 31 pour cette notion). On a une application 
naturelle surjective : 

(6) e y  —  3  y 
( « 0 , u ' , / x " ) ^ ( / x 0 , / x ' U / x " ) 

ou encore : à une classe de conjugaison par G de sous-tores maximaux non ramifiés de 
G, on associe la classe de conjugaison stable la contenant. Soit £ G S ( V ) . Choisissons 
0 G 0 ( V ) , d'image £, et associons à 6 un tore T  et un élément XT comme ci-dessus. 
Introduisons l'ensemble £(XT) (cf. (1)) . Il est muni d'une structure de groupe et l'on 
a une application naturelle 

(7) 
e(Xr) — > e(v) 

X'^0{£,X') 

qui à X' e £{XT) associe la classe de conjugaison par G du tore maximal Tx>, 
centralisateur de X' dans G. Son image est la fibre de l'application (6) au-dessus de 
£. Notons /C(£) le groupe dual de £(XT)- Pour K € posons 

uq e '^0{£,X') 
X ' G ^ ( X T ) 

cf. IV.9. On déduit immédiatement de (4) que la famille (</>™K)çeE(v),Keic(€) engendre 
resTY(P^t)- En général, cette famille n'est pas linéairement indépendante car l'appli
cation (7) n'est pas injective. Remarquons que la définition ci-dessus s'écrit aussi : 

où 

C « = r e s ^ ( X T , - ) ) , 

t/>"(XT,.) = E " ( * ' ) 0 G ( * V ) . 

En particulier, pour « = 1, ^(XT, •) = </> G ' s t (Xr, •) et 0 £ x G r e s ^ ( £ > G ' s t ) . Ces consi
dérations rendent naturel le résultat suivant : 

• la famille (4^i)^eE(v) est une base de r e s ^ ( P ^ t ) fl r e s ^ ( P G , s t ) . C'est ce que 
l'on démontre en IV. 13. L'argument principal consiste à prouver : soient £ G S ( V ) 
et n G /C(£), supposons n ^ 1, alors ^ r e s ^ ( P G ' s t ) . Pour cela, on introduit la 
transformée de Fourier (J)K(XT,-). C'est une distribution localement intégrable donc 
définie par une fonction (f. La transformation de Fourier conserve £ > G ' s t (cf. [W2] et ci-
dessous IV.5) . Si (j)^K appartenait à r e s ^ ( P G ' s t ) , alors la restriction de ip à l'ensemble 
gtn des éléments topologiquement nilpotents de g serait constante sur les classes de 
conjugaison stable dans greg fl gtn. En utilisant le fait que K ^ 1, on montre que ce 
n'est pas le cas. 
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6 INTRODUCTION 

Supposons maintenant (V, qy ) orthogonal impair. Notons H(V) l'ensemble des qua-
druplets (fc', k", / x 1 ) où : 

• k'', fc" G N, A/ est impair, fc" est pair ; 
• k'2 + &" 2 + 2(5(m°) + SOu 1)) = d. 

On a encore une application surjective de G(V) sur Pour £ G  H(V r), on peut 
définir un groupe /C(£) et un élément <j>QK de r e s ^ ( £ ^ t ) . On veut déterminer lesquelles 
de ces distributions appartiennent à r e s ^ ( r ) G , s t ) . Pour les £ tels que, avec la notation 
ci-dessus, k' — 1 et k" — 0, le problème se résout comme dans le cas unitaire. Mais 
supposons £ = (A/, 0 , 0 , 0 ) avec k'2 = d. La question est de savoir si la distribution 
4>o définie par (5) est stable. Cela ne se lit pas sur cette définition (5) . On est forcé 
d'introduire une autre distribution De G  VG

ut (cf. IV.2) . Celle-ci est par définition 
combinaison linéaire d'intégrales orbitales (jP(X',-) pour des éléments X' tels que, 
en notant Txf leur centralisateur dans G , Tx1 soit un sous-tore maximal totalement 
ramifié de G . Le fait que les fonctions de Lusztig (notée °f ci-dessus) soient liées à de 
tels tores est réminiscent de [KL], §9. On montre ensuite que resn(De) = resn(<pe) 
(proposition IV.3) . Maintenant, on peut appréhender les propriétés de stabilité de 
ces distributions. Le résultat est le suivant. Notons S s t ( V ) le sous ensemble des £ = 
(kf, fc", /LA0, / x 1 ) G  E(V) tels que \k' - k"\ = 1. Alors 

(8) la famille (4>£i)çe~st(V) est une base de vesn(T>G
nt) H  r e s ^ ( £ > G ' s t ) . 

Pour unifier les notations, on pose Est(V) — S ( V ) dans le cas unitaire. Dans les deux 
cas, d'après (3) , l'application res^ définit une injection 

p G n p G , s t _ ^ r e s w ( P e
G

n t ) n r e s „ ( 2 > G - s t ) . 

Un argument simple utilisant l 'homogénéité des intégrales orbitales nilpotentes (cf. 
lemme IV. 15) prouve que cette application est un isomorphisme (théorème IV. 16). 
On déduit des deux résultats précédents le calcul de la dimension de P G

U n VG,st. 
Soit L un réseau auto-dual de V. Comme on l'a dit, l'espace £' — L/ppL est muni 
d'une forme de même type que qy. Notons G(£') le groupe analogue à G relatif à cet 
espace et Unip (F ) l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations irréductibles 
unipotentes de G(£'). On montre alors que Est(V) et Unip (F) ont même nombre 
d'éléments. D'où le théorème IV.16 : 

d i m c ( P â n î > G ' 8 t ) = |Unip(y)|. 

La démonstration de la proposition IV.3 évoquée ci-dessus est élémentaire mais longue 
(oui, mais vraiment longue...). Elle occupe les chapitres VI et VIL Tentons d'en ex
pliquer le principe dans le cas simple où (V,qy) est symplectique et d = 2. Alors 
G = SL2. Avec les notations introduites avant (5) , on peut supposer k(L) = S^OF) 
et g(£') = 2 (Fg ) - Notons UJF une uniformisante de F et v un élément de F* qui n'est 
pas un carré ou un relèvement dans o£ d'un tel élément. En négligeant un certain 
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nombre de constantes, on a 

7 =  4(! Ù]-<\(°« n )l 

où, par exemple, e ̂ j j désigne la fonction caractéristique dans s£2(¥q) de la 

classe de conjugaison de ^ ^ par SL2(Fq). On définit par la formule (5). Pour 

ce,/? G  Fx , posons 

X a ^ - { Z p o) -

Définissons 

(9) De = 0 G ( X i , i , •) - •) + <t>G(Xi,», •) " 0 g ( * M , ' ) • 

Remarquons que A i ? i et A ^ - i ̂  sont stablement conjugués, de même que A i } 1 / et 
X ^ i . Notons i f = SL2(OF) et 5 son sous-groupe d'Iwahori triangulaire supérieur 
usuel. Soit ip un caractère continu de F de conducteur p^. Pour Z G  g, posons : 

• pour tout X G  g, I(Z, X) = JBip •  tra,ce(Zx~1Xx)dx ; 
• I(Z) = I(Z, X M ) - / ( Z , X „ _ i , „ ) + / ( Z , - 7 ( Z , X , , ! ) . 

On veut prouver que : 
vesn((t>e) = resn(Do). 

Un argument de transformation de Fourier montre qu'il suffit de prouver les deux 
propriétés suivantes : 

• pour tout Z G  #ent, I{Z) 7 ^ 0 Z G  S£2(OF) ; 

(10) r 

• pour tout Z G  S4 ( O F ) , /  I(x~1Zx)dx = °f(Z). 
JK 

Cette deuxième propriété est facile. La première se démontre en deux étapes. D'abord 
on utilise une méthode standard, celle qui prouve que des facteurs e sont égaux à des 
sommes de Gauss. Posons 

- w ) ' U , V G ° F ' W G P f } ' & 1 = " { ( u ; -u) ' V e ° F l U ' W E p F l } ' 

Pour tout n G  posons : 

{ Up b, si n est pair, 

( n - l ) / 2 , .  .  . 
u ; ^ o i , si n est impair. Soit n un entier > 1. Notons Bn l'image dans G de bn par l'exponentielle et définissons 

J n ( Z ) en remplaçant 5 par Bn dans la définition de I(Z). On montre que : 
• si Z G  0 e n t H  6 _ n _ i et In(Z) ^ 0, alors Z G  6 _ n . 

On en déduit par récurrence la relation : 
• si Z G  #ent et I(Z) ^ 0, alors Z G 
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8 INTRODUCTION 

La deuxième étape utilise plus spécifiquement les propriétés de la combinaison linéaire 
(9), elles-mêmes liées aux propriétés de la fonction °f. Soit Z G gent H b-i tel que 

tu v \ 
I(Z) =f 0. On veut prouver que Z G S ^ 2 ( Û F ) « Ecrivons Z = [ . Puisque 

\w —u) 
Z G on a déjà u, w G O F et v G p ^ 1 . Supposons I > F ( I O = — L Puisque Z G g ent, 
on a d e t ( Z ) G O F , donc w G P F - Le calcul montre alors que pour tout x G on a les 
égalités : 

t race (Zx X\^x) = t race (Zx m o d p F , 

t r a c e ( Z x - 1 X , - i „ x ) = t r a c e ( Z x _ 1 X i yx) m o d p F -
D'où I(Z) = 0 contrairement à l'hypothèse. Cette contradiction prouve que v G O F , 
donc Z G S ^ 2 ( Û F ) - Cela achève la preuve de (10). 

Les propriétés utilisées de la fonction °f sont démontrées au chapitre V par des 
méthodes élémentaires d'algèbre linéaire. Au passage, on y calcule la constante ° 7 
telle que °f = 0ry°f (proposition V . 8 ) . Un résultat analogue, sous des hypothèses 
sensiblement différentes des nôtres, se trouve dans un récent article de Geck ([G]). 

Supposons de nouveau que (V,qy) est unitaire. Notons W le groupe de Weyl de 
type Ad-i (groupe des permutations d'un ensemble à d éléments). Les classes de 
conjugaison dans W paramétrisent les classes de conjugaison stable de sous-tores 
maximaux non ramifiés de G (cf. IX.6) . D'un point de vue combinatoire, les classes 
de conjugaison dans W sont paramétrisées par l'ensemble V(d) des partitions de d et 
on définit une bijection de H(V) sur V(d) par : 

( / i ° , / x 1 ) ^ ( 2 / u ° ) U M
1 . 

Cela permet de définir une application 

W—> E(V) 

w i— > Çw. 

Notons 7l(W) l'ensemble des classes d'isomorphie de représentations irréductibles de 
W. Pour p G U(W), posons 

( 1 1 ) pt,H = M - I t r a c e . p H ^ 5 l 

wew 

cf. IX .8 . Il serait plus naturel d'introduire l'action du Frobenius dans ces définitions, 
notre groupe étant ici non déployé. C'est ce que nous ferons dans l'article. Comme le 
Frobenius agit sur W par un automorphisme intérieur, on peut l'éliminer comme on 
le fait dans cette introduction en modifiant légèrement les définitions. Il résulte de ( 8 ) 
que la famille (4>s

p
t,n)Pen(w) est une base de r e s ^ ( P ^ l t ) fl r e s ^ ( P G ' s t ) . 

Rappelons que 1Z(W) est en bijection naturelle avec V(d) (cf. VIII.2) . Rappelons 
d'autre part la classification de l'ensemble Ni l (V) des classes de conjugaison par G 
nilpotentes dans g (cf. 1.6). Sur la clôture algébrique F , ces classes sont paramétrisées 
par V(d). Soit /x G V(d). Notons Q(/x) l'ensemble des familles (qi)i^\ telles que, pour 
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tout entier i ^ 1, qi est une classe d'équivalence de forme hermitienne non dégénérée 
de dimension Ci(fjt) et de plus : 

(12) 0  qi a même noyau anisotrope que qv • 
i impair 

Alors Q(fi) classifie les classes de conjugaison par G dans g contenues dans la classe de 
conjugaison par G(F) dans g (F) paramétrisée par /i. On identifie Nil(F) à l'ensemble 
des données (/i, (^)) où G  V(d) et (<fc) G Pour toute telles données, notons 
dim(/x) la dimension de la classe de conjugaison qu'elles paramétrisent, 4>G ^ l'inté
grale orbitale sur cette classe (c/. 1.6) et définissons 7(̂ 1 , (^)) de la façon suivante : 
pour tout entier i ̂  1, posons 

{ 1> si est quasi-déployée, 

— 1, sinon ; 
alors : 
(13) 7(M, (</;)) = (-1)(<*2-"-<WM))/2 jj 7 . _ 

Soient À G ^(d) et p G 7£(W) la représentation associée. D'après (3), il existe une 
unique fonction F\ : Nil(V) — • C telle que 

(14) <\>fn = resw £ r A(/i ,(ft))^ l ( g i) 
L(/i,(gi))€Nil(V) 

On démontre les propriétés suivantes : 
• soit (/LA, (qi)) G  Nil(y) tel que TA(/X, (^)) 7 ^ 0 ; alors /x ̂  A ; 
• pour toute famille (qi) G  Q(A), TA(A, (<̂ )) = 7(A, (qi)) 

(proposition IX.9 et lemme IX.13). Pour ce faire, on calcule les deux membres de (14) 
appliqués à certaines fonctions appartenant à H. Ces fonctions ont été introduites par 
Barbasch et Moy ([BM]). Le calcul utilise les caractères de Gelfand-Graev généralisés 
des groupes finis obtenus par réduction des sous-groupes parahoriques de G. On 
rappelle au chapitre VIII la théorie concernant ces caractères, notamment leurs liens 
avec la correspondance de Springer (c/. [Kaw2] et [Lu5]). Posons 

<t>î = £  7(A,(ft))^ i h i ) . 
(qi)eQ(X) 

Grâce au lemme IV. 15 déjà évoqué, toutes les composantes homogènes de l'expression 
entre crochets du membre de droite de (14) sont des distributions stablement inva
riantes. En particulier la composante de plus haut degré, qui n'est autre que On a 
donc (f)^ G  V^nV0^. On vérifie que la famille (4>\)\ev(d) est linéairement indépen
dante (lemme IX. 14). Grâce au calcul déjà effectué de la dimension de V^n D VG>st, 
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on en déduit le théorème IX. 15 : 

(15) (^x)xev(d) est une base de Vgxn£>G'st. 

Supposons maintenant (V,qy) orthogonal impair. Le principe des constructions est 
le même, mais la combinatoire est plus compliquée. Pour tout n G N, notons Wn le 
groupe de Weyl de type Cn (cf. II.3). On établit cette fois une application : 

( J w ( d _ l ) / 2 _ k ( k + l ) — Z*\V) 

fc(fc+lK(d-l)/2 

W l — > Çw 

qui devient bijective si Ton remplace les groupes de Weyl par leurs ensembles de 
classes de conjugaison (cf. IX.6) . Posons 

n s t ( v ) = | J n ( w { d _ 1 ) / 2 _ k { k + 1 ) ) . 

keN, 
fc(fc+lK(d-l)/2 

Pour tout p G lZst(V), on définit (\) s^ n : dans la formule (11), on remplace W par 
W ( d _i) / 2 _fc(fc + i) , où k est tel que p G ft(W{d_1)/2-k(k+i))- La famille (^Sp'n)p^n^{v) 
est une base de r e s ^ ( P ^ t ) n  r e s ^ ( P G ' s t ) . 

Notons V(V) l'ensemble des partitions orthogonales de d, i.e. des A G V(d) telles 
que q(A) soit pair pour tout entier i pair > 2. Pour A  G V(V), on dit que A  est 
spéciale si *A appartient aussi à V(V) (cf. VIII.18). Soit A  une telle partition spéciale. 
Posons 

a(A) = { i G N ; i est impair et q(A) ^ 0 } , 

ttimp(A) = { i G N; i et q(A) sont impairs } . 

Numérotons les éléments de a i m p ( A ) :  i\ > • • • > i m . Appelons intervalle un sous-
ensemble de a(A) de l'une des formes suivantes : 

• { i } où i G a(A) est tel qu'il existe £ G { 1 , . . . , (m + l ) / 2 } avec 22^- 1 >  i > 12e ; 
• { i G a(A) \%2i^i^ pour £ G { 0 , . . . , (m - l ) / 2 } ; 

par convention i 0 = 00 , im+i = 0, c/. VIII.18. Notons Int(A) l'ensemble de- ces inter
valles et AA,max , resp. AA,min , son plus grand, resp. petit, élément. 

Notons lst(V) l'ensemble des triplets (A ,r,(J) où : 
• A  est une partition spéciale dans V(V) ; 
• r , J G ( Z / 2 Z ) I n t W ; 
• r ( A A , m a x ) = ^ ( A A , m i n ) = 0. 

Lusztig a défini une bijection : 

T\V) —>Kst(V) 

^—• PL, 

cf. [Lu7] et ci-dessous VIII.18, VIII.19 et IX.10. 
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D'autre part les classes de conjugaison par G (F) dans g (F), nilpotentes, sont para
métrisées par V(V). Pour /LX G  V(V), notons Q(/x) l'ensemble des familles (qi)i^i,i impai r 
telles que pour tout entier i > 1, impair, qi soit une classe d'équivalence de forme qua
dratique non dégénérée de dimension Q ( / X ) et, de plus, (12) soit vérifié. Comme dans 
le cas unitaire, on identifie l'ensemble Nil (V) des classes de conjugaison par G dans 
g, nilpotentes, à  l'ensemble des données (/x, (qi)) où \x G V(V) et (qi) G 

Toute forme quadratique q non dégénérée peut s'écrire sous la forme : 

ai x? H h a<*>x5/ + UFOIV2 H h a;F 6d" 2/2'/ 

avec des a j et dans o F x • On pose 

^(g) = (-1)^/2] ] ^ a . m o d o x 2 5 

d" 
v ( ç ) = ( - i ) [ d " / 2 ] n ^ M O D ° F 2 . 

7 = 1 
d"(q)=d" mod2Z. 

Ces termes sont uniquement déterminés. 
Soit t = (A ,r, J) G  T\V). Pour (^) G  Q(A), posons : 
• pour tout A G  Int(A), 

qA = 0  g* , 9>A =  ®  ÇA 'Ï 
2GA A'€lnt(À),A'̂ A 

• s'il existe A G  Int(A) tel que d"(q^A) ^ S (A), 

7,(A, fe)) =0 ; 

• si pour tout A G  Int(A), on a d"(q^>&) = S (A), 

7 T(A ,(«i))= I l s g n ^ ' ^ ) ^ " ^ ) ) ^ ) . 
AGlnt(A) 

On a un développement analogue à  (14) : 

4>f:
H = resw 

.(M,te))6Nil(V 
r t(/i,(*))^;,(«) 

On démontre les propriétés suivantes : 
• soit (/x, (^ ) ) G  Nil (V) tel que I\(/x, te)) ^ 0 ; alors /x < A  ; 
• il existe C(^) G  C x , explicite, tel que pour toute famille te) G  Q ( A ) , on ait 

l'égalité I \ ( A , te)) = C(L)%(\, te)) 
(proposition IX. 12 et lemme IX. 13). La démonstration utilise des propriétés combi-
natoires concernant notamment la représentation de Springer généralisée, qui sont 
rappelées ou démontrées aux chapitres VIII et XI . 
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Posons 

tf= E  7t(A,(ft))^ i ( g i ). 
( g . ) € Q ( A ) 

On obtient comme dans le cas unitaire le théorème IX. 15 : 

(0f ) , e X s t ( v ) est une base de VG
ÏX D VG'st. 

Remarquons que pour tout i G  J s t ( V ) , (f)G est portée par des classes de conjugaison 
paramétrisées par des partitions spéciales. Pour les groupes ici considérés, cela résout 
une conjecture de Assem et Kottwitz ( [Al ] ) . 

On se tourne ensuite vers le problème du transfert (voir [A2] pour des conjectures 
sur ce problème). En X . l , on introduit les groupes endoscopiques elliptiques de G. 
Fixons un tel groupe H. Il est de la forme G\ x G2 où, pour n G { 1 , 2 } , Gn est la 
composante neutre du groupe d'isométries d'un couple (Vn, qvn) dont on suppose qu'il 
vérifie des hypothèses similaires à celles que vérifie ( V , q y ) . On calcule explicitement 
le facteur de transfert AQ,H (proposition X .8 ) . 

Supposons (V,qv) unitaire. Pour n G { 1 , 2 } , (Vn,qvn) est aussi unitaire. On affecte 
d'un indice n les objets relatifs à cet espace et d'un exposant H les objets relatifs à 
H. Soient Ai G V(di), A 2 G V(d2) et p1 G  H(Wi), p2 G  U(W2) les représentations 
associées. On sait définir </>8£ni 0  (t>s

P2'H2 G resHH (V^) n resNH(VH^st). On a un 
développement : 

(17) < ; W l ® < 2 ^ = r e s W H E r A l (/!!,(«!,<)) 
(»*i , (gi , i ) )€Nii(v 1 )(M 2 , (g2,<))eNii(v 2 ) 

•rA.(M 2 , (ft . i ) )^ 1
1 , t o , < ) ®*S, t e i 4 ) 

D'autre part, <\)s
p\Ul 0  4>s

P2
,n2 est par définition combinaison linéaire de restrictions à 

HH de distributions de la forme 

0 G - s t ( X T l , - ) ® < A G 2 ' s t (^T 2 , - ) , 

cf. (11). Un transfert à VG de cette dernière distribution est 

^ ( x T l e i T 2 , - ) , 
où XTX 0 - ^ t 2 € #i 0 g2 = h. On en déduit facilement la définition d'un élément 
(f)n[pi,p2] de ?esn(PG

nt) qui, en un sens convenable, est un transfert de 4>s
pi

,ni ®0p*'%. 
On a un développement : 

(18) ^ [ p i , p 2 ] = vesn ^  R A I , A 2 ( M , fe))^ 
.(M,(9.))€Nil(V) 

Posons À = Ai + À 2 (cf. 1.5). Pour une famille (qi) G  Q ( A ) , posons : 
• pour tout entier i ^ 1, £(i) = ckW et s(i) = \2/(ï) ; 

k^i 
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• 7 A 1 , A 3 ( A , ( « I ) ) = 7 ( A , f e ) ) n o i ( - l ) s ( i ) d " t e ) , 
où 7 ( À , (qi)) est défini par (13). 

On démontre : 
• soit (fi, (q^) G Kù(V) tel que R A L , A 2 ( M , (Qi)) ï 0 ; alors / i ^ A  ; 
• pour toute famille ( # ) G Q ( A ), R A L , A 2 ( A , (G») ) =  7 A i , a 2 ( A , ( ft)) 

(proposition XII .6) . Posons : 

< / > A I , A 2 =  £  7 A 1 , A 2 ( A , f e ) ) 0 ^ ( q i ) . 
(Qi)eQ(x) 

Comparons les développements (17) et (18). Parce que 4>n[pi,P2] est un transfert 
de 4>Sp^ni 0  0 p 2 W 2 ' ^ e l e m m e XII.8, similaire au lemme IV.15 dont on a déjà parlé, 
montre que pour tout i G Z, la composante homogène de degré i + dim(^) — dim(/i ) 
de l'expression entre crochets de (18) est un transfert de la composante homogène de 
degré i de l'expression entre crochets de (17). Cela vaut en particulier pour les termes 
de plus hauts degrés. On en déduit le théorème XII.9 : 

0A i ,a 2
 e s t u n transfert de <fi^ (g) <p^ . 

Grâce à (15), ce résultat permet de décrire un transfert de tout élément de V^nV11^1. 
Supposons maintenant (V,qy) orthogonal impair. Pour n G { 1 , 2 } , (Vn,qvn) l'est 

aussi. Soient t\ G J s t ( V i ) , 12 G X s t(T /2)- On construit encore un transfert (\>n\pLx,pi2\ G 
r e s ^ ( £ ^ t ) de (pf^1 <g > 0p*'̂ 2- On a un développement : 

4>n[pii,pL2] = Tesn J2 R ftl|fta(,i,(ft)) îta 
(M,(g*))€Nil (V) 

On construit A  G V(V) et, pour une famille (qi) G Q ( A ), un entier 7 Z , 1 , * , 2 ( A , (Qi)) £  Z 
et l'on montre : 

(19) soit (//, (qi)) G KÙ(V) tel que 1 fcl t 2 

(/x, (<&)) ^ 0; alors /x ^ A ; 

il existe C(LI, 12) G Cx , explicite, tel que pour toute famille 

te) e Q ( A ) , on ait l'égalité I \ L 5 , 2 ( A , te)) = C(iut2)%LLL2(X, te)) 

(proposition XII. 7) . Posons : 

C 2 =  7t l ft2(A,(ft))0s: i (g i ). 
(qi)eQ(X) 

l o m m e précédemment, on obtient : 

0~1L2 est un transfert de (g ) 

(théorème XII.9) . La démonstration des relations (19) et (20) utilise beaucoup de pro
priétés combinatoires de la correspondance de Springer généralisée. Un outil essentiel 
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est la proposition XL29. Revenons simplement sur les définitions de la partition À (cf. 
[H]) et de la fonction 7 t l , t 2 . Pour n G { 1 , 2 } , écrivons tn = ( A n , r n , 5n). Posons : 

J + = | j ^ 1; j est pair, XIJ et X2J sont impairs, À i j - i + À 2 , j - i > A i j -f A2 , j|; 

J ~ = | j 1 ; j est impair, A i j et À2 ,j sont impairs, A i j + X2J > A i j + i + A2J+1j . 

Alors, pour tout entier j ^ 1, XJ est défini par 

{ A i j + A 2 , j , si j i J + U J " , 

A i j 4- A 2 , j + 1, si j G J + , 

A i j + X2J - 1, si j G J " , 

(c/ . XI .7) . On définit un ensemble d'intervalles I n t ( À ) (c/ . X I . l l ) . L'ensemble a(X) 
défini par (16) est union disjointe de ces intervalles. Attention : l'ensemble I n t ( À ) ne 
dépend pas seulement de À mais bel et bien des deux partitions A i et À2. 

On définit également quatre éléments r + , r - , < 5 + , 6 ~ de ( Z / 2 Z ) I n t ( A ) et un signe 
£ = + ou - (cf. XL21 et XII .7) . Les propriétés combinatoires des objets À , I n t ( À ) , 

r + , r - , 5 + , ô~ sont étudiées au chapitre XI . La fonction 7Ll,L2 est alors définie de la 
façon suivante. Soit (qi) G Q ( A ) . On pose : 

• s'il existe A G I n t ( A ) tel que d"(q^A) ^ < 5 - c ( A ) , 

IL^LO(A, a, = 0; 

• si d"(q^A) = £ " C ( A ) pour tout A G I n t ( A ) , 

7 ^ 2 ( A , f e ) ) = c ( ^ 2 ) n s g n ( ^ t e A ) ) r C ( A ) s g n ( ^ ( g A ) r " C ( A ) , 
A e l n t ( A ) 

où C(L\, 12) est un élément explicite de { ± 1 } (cf. XII .7) . 
Soyons réalistes. Dans nos 450 pages de calculs, il serait bien étonnant qu'il ne se 

soit pas glissé quelques erreurs. Il est plus prudent de considérer les formules ci-dessus 
comme des approximations des formules exactes. A cette réserve près, nos résultats 
résolvent les problèmes posés ci-dessus en (2) pour les groupes classiques non ramifiés, 
sous l'hypothèse que p est grand. 

Je remercie l'Université Paris 7 pour l'aide sonnante et trébuchante qu'elle a ap
portée à la frappe de ce manuscrit. Celle-ci a été effectuée par Mme Bardot. Elle a 
réalisé là un travail colossal et de qualité exceptionnelle. Je l'en remercie vivement. 
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CHAPITRE I 

DÉFINITIONS GÉNÉRALE S 

I . l . Soient p un nombre premier impair et F une extension finie du corps Q p . On 
note OF l'anneau des entiers de F , pi? son idéal maximal, q le nombre d'éléments de 
O F / P F - Avec les notations usuelles, OF/PF = F g . On fixe une uniformisante UJF de 
pi?, on note VF ' Fx — > Z la valuation telle que VF(OOF) = 1. On fixe une clôture 
algébrique F de F , on note G a l ( F / F ) le groupe de Galois de l'extension F / F . Quand 
nous introduirons des extensions finies de F , nous utiliserons pour elles des notations 
analogues. On note o£ 2 , resp. F * 2 , le sous-groupe des carrés dans o£ , resp. F* . Le 
groupe o £ / o £ 2 = F * / F * 2 a deux éléments que nous noterons 1 et z/. On identifiera 
souvent v à un représentant dans o £ ou F* . 

Les variétés algébriques définies sur F seront notées par des lettres grasses. Si U 
est une telle variété, on posera U = U(F). Si U est connexe, on identifiera parfois 
U à son groupe des points sur F ( « 1 7 = U(F) » ) . Soit G un groupe algébrique 
défini sur F . On note g son algèbre de Lie. Supposons G réductif et connexe. On 
note Lévi (G) l'ensemble des sous-groupes de Lévi des sous-groupes paraboliques de 
G. Pour M G  Lév i (G) , on note P a r ( M ) l'ensemble des sous-groupes paraboliques de 
G de Lévi M . Si P est un sous-groupe parabolique de G , on note Up son radical 
unipotent. On note Lévi j p(G) et, si M" G  Lév i (G) , Par j p(Af ) , les sous-ensembles des 
éléments définis sur F de Lévi ( G ) , resp. Par (A f ) . Remarquons que Parp (iVf) peut 
être vide même si M G  Lévi /? (G) . 

Soit V un espace vectoriel sur F , de dimension finie. On note Endi? (^ ) l'algèbre 
des endomorphismes F-linéaires de V et GLF(V) son groupe des automorphismes. Ce 
sont les groupes de points sur F de groupes algébriques que nous noterons E n d ^ F ) 
et GLF(V)- On supprimera l'indice F quand il n'y aura pas de doute sur le corps de 
base. 

Dans certains paragraphes, nous étudierons des objets définis non pas sur F , mais 
sur Fq. On utilisera des notations analogues, en remplaçant F par ¥ q . 
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Si G est un groupe qui opère sur un ensemble A et si B c A, on note ZQ(B) le 
centralisateur de B dans G, NG{B) son normalisateur et WQ(B) = NG(B)/ZG(B). 
Si B = {b}, on note simplement Zc(b), etc. La plupart du temps, A sera égal à G 
ou à son algèbre de Lie g, l'action de G étant la conjugaison ou l'action adjointe. 
Si A est une algèbre de Lie et si B et C sont des sous-ensembles de A, on pose 
ZC(B) = {X G C; V F G 5 , [ X , F ] = 0 } . 

1.2. On considère l'une des trois situations suivantes : 
• cas symplectique : V est un espace vectoriel sur F , de dimension finie, muni d'une 

forme bilinéaire antisymétrique et non dégénérée qy ; 
• cas orthogonal : V est un espace vectoriel sur F , de dimension finie, muni d'une 

forme bilinéaire symétrique et non dégénérée qy ; 
• cas unitaire : notons E l'extension quadratique non ramifiée de F ; V est un espace 

vectoriel sur F , de dimension finie, muni d'une forme sesquilinéaire hermitienne et 
non dégénérée qy ; précisons que qy est linéaire en la deuxième variable. 

On note d la dimension de V , sur F dans les deux premiers cas, sur E dans le cas 
unitaire. On suppose 

p ^ 3d + 1. 

Le cas orthogonal se subdivise en deux sous-cas, les cas pair et impair selon la parité 
de d. Quand (V,qv) est orthogonal, qy est déployée et d est divisible par 4, certains 
phénomènes apparaissent : certaines orbites se dédoublent, certaines représentations 
en général réductibles deviennent irréductibles, etc. Nous appellerons exceptionnels 
les objets vérifiant ces propriétés. 

On note G  la composante neutre du groupe d'automorphismes de (F, qy). Dans le 
cas orthogonal, on note O le groupe d'automorphismes tout entier. On identifie g à 
une sous-algèbre de E I K I F ( V ) . 

Si besoin est, on précisera les notations en écrivant d(V), G ( V ) , etc. au lieu de c/, 
G, etc. De même, quand nous aurons introduit des objets relatifs au groupe G , on 
précisera si besoin est la notation en les affectant d'un exposant G. 

Une partie de nos notations et résultats s'étendent aux groupes linéaires GL(n) 
ou ResE/F GL(n). Nous les utiliserons pour ces groupes sans plus de commentaire. 

1 .3. Soit L C V. On dit que L est un réseau si c'est un o^-module (resp. o^-module 
dans le cas unitaire) de type fini, engendrant V sur F (resp. E). Dans ce cas, on 
définit son dual L par : 

L = {v G V; Vw G L, qv(v,w) G oF (resp. o ^ ) } . 

On supposera souvent que V possède un réseau autodual, i.e. qu'il existe un réseau 
L C V tel que L — L. Nos résultats ne seront valables que dans ce cas mais, les 
démonstrations faisant intervenir des sous-espaces ne vérifiant pas cette hypothèse, 
nous ne l'imposerons pas dès maintenant. 
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Un réseau L est dit presque autodual si 

L D LD pFL. 

Dans ce cas, L détermine deux espaces sur ¥ q (resp. ¥Q2 dans le cas unitaire) : 

£' = L/pFL, £" = L/L. 

Ils sont munis de formes du même type que qy , à valeurs dans ¥ q (resp. ¥Q2), définies 
par 

qe'(v,w) = qv(v,w) pour v,w G L , 

qe»(v,w) = uFqy(v,w), pour v,weL, 

les ~ désignant des projections évidentes. 
Dans les cas orthogonal et unitaire, les noyaux anisotropes de qi> et qy ne dé

pendent pas de L. Ces noyaux et la dimension d déterminent la classe d'isomorphie 
de qy. Rappelons que la classe d'isomorphie d'un couple (V,qy>) du cas orthogonal, 
défini sur F q , est déterminé par les données : 

d(V')eN, 7 / ( < 7 v O e F * / F f , 

où ri(qy>) est l'image dans F * / F * 2 de (-l)W v ')/2] detfay/) ([•] est la partie entière). 
Par convention, r)(qy) = 1 si d(Vf) = 0. De même, la classe d'isomorphie d'un couple 
(y'iÇLv) du cas unitaire, défini sur ¥q (i.e. V est un espace sur F ^ ) , est déterminée 
par d(V). 

Dans le cas orthogonal, la classe d'isomorphie de (V,qy) est donc déterminée par 
d et par les données 

( d , , d " , i / > ^ " ) e ( Z / 2 Z ) 2 x ( F , x / F f ) 2 

ainsi définies : on choisit un réseau presque autodual L de V, on note rj' — r?(<#/), 
r]" = i](qe") et d'resp. d", la réduction dans Z / 2 Z de d(£'), resp. d(£"). Ces données 
sont soumises à la condition d' + d" = d mod 2Z. 

Dans le cas unitaire, la classe d'isomorphie de (V,qy) est déterminée par d et par 
les données 

(d',d") e ( Z / 2 Z ) 2 

définies comme dans le cas orthogonal et soumises à la même condition. 
Soit L un réseau presque autodual de V. On note K(L), resp. k(L), le stabilisateur 

de L dans G, resp. g. On pose 

K(L)1 = {xe K(L); (x - 1)(Z) C L, (x - 1) (L) C pFl), 

fc(L)1 = { X G Jfe(L); X(L) C L, X ( L ) C p F Z } . 
On a l'égalité 

fc(L)/fc(L)1 = ( / ( O x 5 ( N . 
Dans les cas symplectique ou unitaire, on a l'égalité 

K(L)/K(L)1 = G(£') x G(£"). 
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Il en est de même dans le cas orthogonal si d(lf)d(£") = 0. Si d(£')d(£ff) ^ 0, on a 

K(L)/K(L)1 = {{x\x") G 0 ( 0 x 0 ( 0 ; det (z ' ) det(x") = l } . 

En tout cas, on note K(L)° l 'image réciproque de G(t!) x G(£") dans K(L) et G(L) = 
G(e')xG(£"),g(L) = g(e>)xg(e"). 

On appelle chaîne de réseaux une suite de réseaux C = (Li)i=o,...,r, non vide telle 
que 

LQ D LQ D L\ D • • • D L r D pF^r 

On pose 
r r 

^ ( £ ) = f | X ( L i ) , fc(£) = f | / c ( L , ) , 
2=0 i=0 

i Y ^ ) 1 = { x G (x - l)(Li) C L i + i pour tout i = - 1 , . . . , r} , 

fc(zC)1 = { X G k(C); X(Li) C pour tout i = - 1 , . . . , r} , 

où l'on a posé L _ i = Lo, £ r + i = p F ^ r - Pour tout z = 1 , . . . , r, notons di la dimension 
de Li-i/Li sur F g (ou F q 2 dans le cas unitaire). Posons 

r 

G(C) = G{l!r) x G(Q x JlGi (di) 

(on remplace GL(di) par Resjr 2 / F g GL(di) dans le cas unitaire). Alors 

K(C)IK{C)X=G(C), 

sauf si (V, qv) est orthogonal et d ( ^ ) d ( ^ o ) ^ 0. Dans ce dernier cas, G(C) est un sous 
groupe d'indice 2 de K(C)/K(C)1. En tout cas, on note K(C)° l 'image réciproque de 
G(C) dans K(C). 

1 . 4 . Pour tout espace topologique A, on note C£°(A) l'espace des fonctions f : A —> 
C, localement constantes et à support compact. On supprimera parfois l'indice c si A 
est compact , l 'exposant oo si A est discret. 

On définit une forme bilinéaire symétrique non dégénérée qg sur g par 

qg(X,Y) = t r a c e ( X y ) 

(XY est un élément de End^CV)). Fixons un caractère ip : F —> C x , continu et de 
conducteur pF - Pour / G C£°(#) , on définit sa transformée de Fourier / G C£°(g) par 

/ ( x ) = / / ( y ) ^ o g g ( x , y ) ^ . 

La mesure sur g est autoduale, z.e. telle que f(X) — f(—X) pour tous / , X . Plus 
généralement, si a C g est un sous-espace sur lequel la restriction de qg est non 
dégénérée, on définit une mesure autoduale sur a et une transformation de Fourier 
dans C c °°(a) . 
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Il existe un voisinage UG de 0 dans g et un voisinage Uq de 1 dans G, tous deux 
invariants par conjugaison par G, tels que l'application 

E G : U 9 —+UG 

X>-^(l + X/2)(l-X/2)-1 

soit définie et bijective. On munit G de la mesure de Haar telle que, quitte à restreindre 
ces voisinages, EG préserve les mesures. Plus généralement, si H est un sous-groupe 
de G tel que la restriction de qg à h soit non dégénérée, on définit de façon analogue 
une mesure de Haar sur H. 

Soit X G  g. Posons 
0(X) = {xXx-1;xeG}. 

La variété analytique O(X) est symplectique. En effet, pour Y G  0(X), l'espace tan
gent à Q(X) au point Y s'identifie à g/Zg(Y), qui est muni de la forme symplectique : 

(Z,Z')^qg(Y,[Z,Z'}). 

On munit ces espaces tangents de mesures autoduales. La collection de ces mesures 
définit une mesure sur 0(X), invariante par conjugaison. Cette construction sera 
utilisée dans le cas où X est nilpotent. 

1.5. On appelle suite finie d'entiers ^ 0 une suite À  = (Xj)j^i indexée par les entiers 
^ 1, telle que Xj G  N pour tout j et Xj = 0 pour tout j assez grand. Pour une telle 
suite, on définit les termes suivants : 

• pour tout entier j ^ 1, 

X^j = ^2 V ' = E  ^ ' ' ̂ >- ? = E  ^ ' ' ~  E  ^ ' ' 
j'^j o'-^j'^j j'>3 j';^j'<j 

. S(X) = £ A, ; 

• pour tout £ G  N, S^(A) est la somme des £ plus grands termes de À  ; 
• pour tout entier i ^ 1, Q ( A ) est le nombre de j ^ 1 tels que Xj = 
• c ( A ) est le nombre de j ^ 1 tels que A^ ^ 0. 
Si À , /x sont deux suites finies d'entiers ^ 0, on définit la suite A  + / / par 

(A + fi)j = Xj + pj 

pour tout j ^ 1. 
On appelle partition une suite finie d'entiers ^ 0 décroissante, Le. une partition 

À =  (Xj)j^i vérifie : 
Ai >  A 2 ^  •  • • 

On note V l'ensemble des partitions et, pour tout entier n G  N, V(n) l'ensemble des 
À G  V telle que S(X) = n. Pour A , // G  V, on note A U / / l'unique partition telle que 

a(Xu /j,) = Ci(\) + Ci(fi) 

pour tout z ^ l . On introduit les ordres suivants : 
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• À  >- /JL si A = fi ou si, en notant j le plus petit entier ^ 1 tel que Xj ^ [i^ on a 
À 7 >  Uj ; 

• À  > il si X^j ^ fjL<^j pour tout j > 1. 

On note 0 la partition dont tous les termes sont nuls. À toute suite finie À  d'entiers 
^ 0, on associe l'unique partition p(X) qui a les mêmes termes non nuls que À, rangés 
dans l'ordre décroissant. 

On utilisera parfois les variations suivantes : 
• considérer des suites finies dont les termes sont non plus des entiers, mais des 

nombres réels ; 
• considérer des suites indicées par un ensemble fini { 1 , . . . , n } ; en particulier, on 

identifiera parfois une suite finie À  = (^j)j^i à la suite ( À j ) J : = i v . . , n pourvu que n soit 
> c ( A ) . 

Parfois aussi, on utilisera le langage des ensembles à multiplicités. Un tel objet est 
un ensemble, disons A, muni d'une fonction m : A —» N \ { 0 } : pour a G A , m(a) 
est la « multiplicité » de A. Si A est un sous-ensemble fini de N, on peut identifier 
l'ensemble avec multiplicités à une suite décroissante d'entiers indicée par { 1 , . . . , M } 
où 

M =yZ m(a). 
aeA 

On définit la réunion de deux ensembles à multiplicités (A,m) et (A', m') : c'est 
l'ensemble à multiplicités (A" ,m") où A" = A\J A' et, pour a G A" 

m " ( a ) = { 

m(à), 

m! (a), 

^ m(a) - f m'(a), 

si a £ Af 

si a £ A 

si aeAnA'. 

1 .6 . On note V(V) l'ensemble des A G V(d) telles que : 
• dans le cas symplectique, pour tout entier impair 2 ^ 1 , Q ( A) est pair ; 
• dans le cas orthogonal, pour tout entier pair i ^ 2 , Ci(\) est pair ; 
• pas de condition dans le cas unitaire. 
Notons N i l / ( y ) l'ensemble des familles ( A , ( # ) ) où A  G V(V) et 
• dans le cas symplectique, pour tout entier pair i ^  2 , qi est une classe de forme 

quadratique non dégénérée de dimension Q ( A ) ; il n'y a pas de donnée qi pour i impair ; 
• dans le cas orthogonal, pour tout entier impair i ^ 1, qi est une classe de forme 

quadratique non dégénérée de dimension Q ( A ) ; il n'y a pas de donnée qi pour i pair ; 
on impose la condition : 

e Qi 
i impair 

'a qv, 

où ~ a signifie que les deux membres ont même noyau anisotrope ; 
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• dans le cas unitaire, pour tout entier i ^ 1, qi est une classe de forme hermitienne 
non dégénérée de dimension Q ( A ) ; on impose la condition : 

0 qi ~ a qv. 
i impai r 

On dit que ( A , (qi)) est exceptionnelle si les conditions suivantes sont vérifiées : 

(1) • (V,qy) est orthogonal, d est divisible par 4 et qy est déployée; 
• tous les termes de À  sont pairs (en fait, il n'y a donc pas de données qi). 
On note Nil (V) l'ensemble dont les éléments sont : 
• les ( À , (qi)) G  N i l / ( V ) non exceptionnelles ; 
• les triplets ( À , (#;) ,£) où ( À , (g*)) G  N i l j (V ) est exceptionnelle et £ G  { ± 1 } . 
On a Nil ( F ) - N i l j (V ) si (1) n'est pas vérifié. 
Notons # n i l le sous-ensemble des éléments nilpotents de g et gn[\/G l'ensemble des 

orbites dans gni\ pour la conjugaison par G. Il est bien connu que Nil (V) paramétrise 
cet ensemble d'orbites. Précisons cette paramétrisation. Soit X G  gn[\. On lui associe 
une partition À  de d : pour tout entier i ^ 1, Q ( À ) est le nombre de blocs de Jordan 
de X de longueur i. Pour tout entier i ^ 1, posons : 

Vi = K e r ^ O / t K e r p T - 1 ) + X ( K e r ( X m ) ) ] . 

Dans le cas symplectique, resp. orthogonal, on définit une forme quadratique qi sur 
K e r ( X z ) , pour tout i pair, resp. impair, par : 

Uv,v') = ( - î ^ - w V t x ^ O O V ) . 
Elle passe au quotient et définit sur Vi une forme non dégénérée qi. 

Dans le cas unitaire, on fixe une fois pour toutes Ç G o^, tel que t r a c e ^ / ^ C ) = 0, 
on définit qi sur K e r ( X 2 ) par : 

{ (~l){i~1)/2qv(Xi-1(v),v'), si i est impair, 
Qt(v,v ) - I c ( _ 1 ) V 2 - i S i i est pair. 

On en déduit une forme hermitienne non dégénérée ^ sur Vi. 
Notons 

A / i t f n i i — N U 7 ( 1 0 

l'application qui à X associe la famille ( À , (qi)). Elle se factorise par la projection 
#nii — • 9nï\/G, on note encore A / l'application déduite : 

A / : gn\\/G — • Ni l / ( i / ) . 

Si (1) n'est pas vérifié, c'est une bijection. Si (1) est vérifié, c'est une surjection 
dont les fibres ont 1, resp. 2, éléments au-dessus des éléments non exceptionnels resp. 
exceptionnels, de N i l j ( V ) . Considérons un élément exceptionnel ( A , 0 ) de N i l j (V ) . 
On distingue les éléments de la fibre de la façon suivante. Fixons une fois pour toutes 
deux décompositions 

v = y+ e  v+, v = v~ e  v~ 
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en sous-espace lagrangiens, de sorte qu'il existe a; G  O, de déterminant —1, tel que 
y - = V~ = x(V+). Il y a un seul élément resp. G~, de la fibre tel 
qu'il existe X G  resp. G~, respectant la décomposition V = © F + , resp. 
V = V~ 0  V~. En associant à 0 + , resp. £>~, l'élément ( A , 0 , 1 ) , resp. ( A , 0 , - 1 ) , de 
Ni l (F ) , on obtient une bijection de gn\\/G sur Ni l (V) . 

En tout cas, nous noterons 

A : gnii/G —> Nil (V) 

la bijection construite ci-dessus, ou sa composée avec la projection gnu —> gnn/G. 
Pour O G  ^nii/G, on définit une forme linéaire (j>o sur C^°(g) par 

M / ) = / f(X)dX, 
Jo 

où est la mesure définie en 1.4. 

1.7. On note greg l'ensemble des éléments semi-simples et réguliers de g. Soit X G 
0 r e g , posons T  =  ZG{X). On définit une forme linéaire •) sur C^°(g) par : 

<KXJ)= f f(x~1Xx)dx 
JT\G 

les mesures sur G et T sont celles définies en L4. 
Nous allons décrire les orbites de greg pour la conjugaison par G. Considérons 

d'abord le cas symplectique. Donnons-nous les objets suivants : 
• un ensemble fini I ; 
• pour tout i G  J, une extension finie F* de F et une F^-algèbre commutative Fi 

de dimension 2 sur Ff1 ; 
• pour tout i G  I, ai G  et Q  G  . 
Pour tout i G  / , notons l'unique automorphisme non trivial de Fi/F*. On 

suppose : 

(1) pour tout i G  / , engendre Fi sur F , 

pour tous i,j G  / , avec i ^ j , il n'existe pas d'isomorphisme 
(2) 

F — linéaire de sur Fj envoyant ai sur aj ; 

(3) pour tout i G  J , r^a») = - a ; , T * ( Q ) =  - Q ; 

(4) d = Y,[Fi:F\. 
iei 

D'après (1) , ai détermine Fi et Ff. Posons : 

W=@F, 
iei 
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et définissons une forme symplectique qw sur W par 

(5) qw( ^ 2 w i ^ w i ) = ^2iFi : tmce^/Finiw^wlci). 
^ iei iei ' iei 

Notons Xw l'élément de EndF(W) défini par 

(6) Xw( \ = ^2aiWi. 
^ iei ' iei 

Alors Xw G g(W). Fixons un isomorphisme de (W, qw) sur (V, qy). Alors Xw s'iden
tifie à un élément X G g, qui est semi-simple et régulier. Son orbite 0(X) ne dépend 
pas de l'isomorphisme choisi. Notons-la (9(7, (ai), (ci)). Toute orbite dans greg est 
obtenue par une telle construction. 

Pour tout i G 7, notons s g n F y F # le caractère quadratique de associé à l'al
gèbre Fi. Notons 7* l'ensemble des i G 7 tels que Fi soit un corps, i.e. tels que 
s g n F . / F # ^ 1. Pour Y G gTeg, on pose 

Ost(Y) = {Z G <?; 3 x G G ( F ) , Z = x F x " 1 } . 

Posons C> s t(7, (ai), (a)) = Ost(X). 
Considérons maintenant deux familles (J, (a*), (c*)) et (/ ', (aQ, (c^)) vérifiant les 

conditions ci-dessus. Alors (9(7, (a*), ( Q ) ) = © ( J 7 , (a^), (c^)) si et seulement s'il existe 
• une bijection (j) : 7 —• 7' ; 
• pour tout z G 7, un isomorphisme F-linéaire ai : F ^ ^ —» Fi de sorte que : 

(7) pour tout i G 7, ^ ( a ^ ) ) = a» ; 

(8) pour tout i G 7, s g n F . / F # ( c i c r ^ c ^ ) " 1 ) = 1. 

On a l'égalité ( 9 s t ( 7 , (a^), (c*)) = Ost(If, (a^), (c^)) si et seulement s'il existe des objets 
4> et Gi de sorte que (7) soit vérifiée. On en déduit que l'ensemble des classes de 
conjugaison par G contenues dans Ost(I, (ai), (c^) est en bijection avec ( Z / 2 Z ) r . 

Remarque. — Les données Q  pour i G I — 7* ne sont pas significatives. On pourra 
aussi bien les oublier. 

Considérons le cas orthogonal impair. Donnons-nous encore des objets 7, a*, Q, Fi 
et Ff, vérifiant les conditions (1) et (2) et : 

(9) pour tout i G 7, Ti(ai) = -ai, n(ci) = Ci, 

(10) d - l = Y,[Fi:F]. 
iei 

On construit W comme dans le cas symplectique et on définit une forme bilinéaire 
symétrique qw sur W par la formule (5) . Supposons qu'il existe un espace orthogonal 
(Wo,qo) de dimension 1 sur F tel que (WQ 0 W, qo 0 qw) soit isomorphe à (V,qy). 
La classe de (Wo,#o) est alors uniquement déterminée. On construit un élément Xw 
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de End j p(Wo © W) : il agit dans W par la formule (6) et par 0 dans On a 
Xw € g(Wo 0  VF) et l'on en déduit un élément X de g dont l'orbite ne dépend pas 
des choix. On note cette orbite 0(I,(ai),(ci)). Toute orbite dans greg est obtenue 
par une telle construction. S'il n'existe pas d'espace (Wo,<?o) comme ci-dessus, nous 
dirons que 0(1, (ai), (c^)) n'existe pas. 

Considérons deux familles (I, (a*), (c ; ) ) et ( i 7 , (a^), (c^)) vérifiant les conditions ci-
dessus. Supposons que les orbites correspondantes existent. Alors les égalités 0(1, (ai), 

(ci)) = e>(r,K),(^)) ou e > s t ( / , ( a i ) , ( C i ) ) = e>s t(/',K),(c-)) sont équivalentes aux 
mêmes conditions que dans le cas symplectique. 

Supposons seulement que (9(7, (ai), (c^) existe et qu'il existe des objets 0, ai comme 
ci-dessus, vérifiant (7) . Alors 0(1', (a[), ((%)) existe si et seulement si 

( N ) Yl^Fi/F* ( C * ^ < ( ^ ( I ) ) X ) =  ! • 

Pour tout ensemble fini J , posons 

(Z/2Z)J
0 = Uej)jeJ S ( Z / 2 Z ) J ; J> = o} . 

Alors l'ensemble des classes de conjugaison par G contenues dans Ost(I, (ai), (c^) est 
en bijection avec (Z /2Z)q* . 

Considérons maintenant le cas orthogonal pair. Donnons-nous encore des objets 
I, a^ Ci, Fi et Ff, vérifiant les conditions (1) , (2) , (4) et (9) . On construit (W,qw) 
comme dans le cas orthogonal impair et on définit Xw £ d(W) par la formule (6). 
Supposons que (W,qw) soit isomorphe à (V,qy). En fixant un isomorphisme, on en 
déduit un élément X de greg. Il y a deux différences avec les cas précédents : 

• on n'obtient pas par cette construction tout élément de greg mais seulement ceux 
qui n'ont pas de valeur propre nulle ; 

• l'orbite 0(X) dépend du choix de l'isomorphisme. 
En faisant varier l 'isomorphisme, on obtient deux orbites distinctes, qui sont conju
guées par O. Notons ces deux orbites 0+(I, (ai), (c^) et 0~(I, (ai), (c^)), et leur 
réunion 0(1, (ai), ( c i ) ) . De même on note 0+,st(I, (ai), (c^), etc. Avec ces notations, 
les résultats du cas orthogonal impair restent valables. Remarquons que 

O+il, (*),{*)) et O-{!,(*),(«)) 

ne sont pas stablement conjuguées. On en déduit encore que l'ensemble des classes 
de conjugaison par G contenues, par exemple, dans 0 + ' s t ( J , (ai), (c^) est en bijection 
avec ( Z / 2 Z ) £ \ 

On n'aura besoin de distinguer les deux orbites que pour des données exception
nelles, c'est-à-dire vérifiant : 

• qy est déployée et 4 divise d ; 
• / * = 0 et [Ff; F) est pair pour tout i e L 
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Dans ce cas, on caractérise l'orbite ( 9 + ( 7 , (ai), (c^) par la propriété : il existe X G 
G+(I, (ai), (ci)) qui stabilise la décomposition V = V+ 0  V+ de 1.6. 

Considérons enfin le cas unitaire. Donnons-nous les objets suivants : 
• un ensemble fini 7 ; 
• pour tout i-G 7, une extension Ff1 de F ; on pose Fi = Ff §§p E ; 
• pour tout i G i", ai G F* et G . 

Notons TE l'unique élément non trivial de G&\(E/F) et, pour tout i G 7, n l 'auto-
morphisme id ® T E de 7^. On suppose : 

• pour tout i e I, ai engendre Fi sur E ; 
• pour tous i,j G 7, avec i ^ j , il n'existe pas d'isomorphisme E'-linéaire de Fi sur 

Fj envoyant ai sur aj ; 
• pour tout i e L nia*) = -ai, 7v (c») = c* ; 
• d  = ZÏFi-.E]. 

Un pose 
W = @Fi. 

iei 
C'est un espace vectoriel sur E. On définit une forme hermitienne qw sur W par la 
formule 

q w > Wi, > Wi ) = y [Fi : E] t r a c e ^ / ^ ^ ^ j ^ Q ) . 

On définit un élément Xw de g(W) par la formule (6) . Supposons (W, qw) isomorphe 
à (V, qy). En fixant un isomorphisme, on identifie Xw à un élément X de gTeg dont 
on note 0(1, (ai), (c*)) la classe de conjugaison par G. Elle ne dépend pas du choix 
de l'isomorphisme et toute orbite dans greg est obtenue par une telle construction. 

Considérons deux familles (7, (ai), (c»)) et (I', (a^), (c^)), supposons que les orbites 
correspondantes existent. Alors 0(1, (ai), (c^) = G(V, (a[), (cf{)) si et seulement s'il 
existe : 

• une bijection <j> : I —» V ; 
• pour tout z G 7, un isomorphisme TMinéaire ai : F^ —> Fi, de sorte que les 

conditions (7) et (8) soient satisfaites. De même Ost(I, (ai), ( Q ) ) =  Ost(I, (ai), ( Q ) ) si 
et seulement s'il existe des objets (j), Oi comme ci-dessus de sorte que (7) soit satisfaite. 
Supposons seulement que 0(1, (ai), ( Q ) ) existe et qu'il existe des objets (j), ai vérifiant 
(7). Alors 0(1', (a[), ( c 7 ) ) existe si et seulement si (11) est vérifié. L'ensemble des 
classes de conjugaison par G dans Ost(I, (ai), (c^) est en bijection avec ( Z / 2 Z ) Q * , OÙ 

7* est l'ensemble des i G 7 tels que Fi soit un corps. 

1 .8 . Notons @maxj(V) l'ensemble des triplets de partitions (/x°, ^!, \i") vérifiant les 
conditions suivantes : 

• dans le cas symplectique, S(fi°) + S(/JL') + S(ii") = d/2; 
• dans le cas orthogonal impair, S(fjt°) + S(fi') + 5(/x") = (d - l ) / 2 ; si d' = 0, 

„ c ( Y ) = /  G I D / / = Q  vc(\") = n 
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• dans le cas orthogonal pair, S(/A°)+S(//')+S(/i") =  d/2, z/ c ( A } = rjf, u<x )  = 77" ; 
• dans le cas unitaire, 2S(/J,°) + H- S(/Jiff) = d, les termes non nuls de /x7 et 

^" sont impairs, df = S(/x7) mod2Z, d" = S(/x77) mod2Z. 
On dit que (/x°,/x7,/LX77) est exceptionnel si 
• (V,Qv) est orthogonal pair, qy est déployée et d est divisible par 4, 
• /x7 = 11" = 0 et tous les termes de //° sont pairs. 

On note OmaK(V) l'ensemble dont les éléments sont 
• les (jx°,/x7,/x77) G Omax,i(V) non exceptionnels; 
• les quadruplets (/x°, 0 , 0 , e), où (/x°, 0 ,0 ) G ©max est exceptionnel et e E 

{±1} . 
Notons 7^ a x l'ensemble des sous-tores maximaux de G, définis sur F et non ra

mifiés, Le. déployés sur une extension non ramifiée de F, et Tmax/G l'ensemble des 
classes de conjugaison par G dans Tmax. Nous allons définir une bijection : 

Ar : T m a x / G - ^ 6 m a x ( F ) . 

Soit T G Tmax. Fixons X G t, régulier dans g et tel que, si (V,qy) est orthogonal 
pair, X n'ait pas 0 pour valeur propre. Considérons des données (I, (ai), (ci)) telles 
que X G 0(1, (ai), (Q ) ) , cf. 1.7. Pour tout entier n ̂  1, notons F n̂̂  l'extension non 
ramifiée de F de degré n. Puisque T est non ramifié, pour tout i G I, il existe un 
unique entier n(i) tel que 

Fi# = F(n(i)). 

Notons Vresp. I"', l'ensemble des i G I* tels que VF^CÏ) est pair, resp. impair. On 
définit un triplet (fjt°, /LA', /I") de la façon suivante : /x7, resp. /LX77, est la partition qui 
a les mêmes termes non nuls que la famille (n(i));Gj/, resp. (n(i))iei" ; si (V,qy) est 
symplectique ou orthogonal, resp. unitaire, /x° est la partition qui a les mêmes termes 
non nuls que la famille (n(i))i^i-i*, resp. (n(i)/2)iei-i*. Si les données (I, (ai), (ci)) 
ne sont pas exceptionnelles, on associe à T le triplet (fi°, /x7, /x77). Si les données sont 
exceptionnelles, alors (/x°, /x7, /x77) est aussi exceptionnel et on associe à T le quadruplet 
(/x°, 0 ,0,e) où e G {±1} est tel que X G Oe(I, (ai), (Q)) (en identifiant 1 au signe + 
et —1 au signe —). 

On vérifie que l'application ainsi définie associe à T un élément de 6 m a x ( V ) . Elle 
ne dépend pas du choix de X. Elle se factorise par la projection 

m̂ax *  ^max/G 

et définit ainsi l'application Aj- cherchée, qui est bijective. On notera aussi Ar la 
composée de cette bijection et de la projection ci-dessus. 

Soit T G Tmax, X G t et (I, (ai), (c^) comme ci-dessus. Pour i G I, on définit 
l'anneau des entiers 0p., puis l'algèbre résiduelle Fi — 0pi ®Fq. Supposons que ai G 0p. 
pour tout i e I. Notons âi la réduction de ai dans Fi. Supposons âi ^ 0 pour tout 
i G I et que les données âi et Fi vérifient des conditions de régularité analogues à 
1.7 (1) et (2). On dira alors que X est entier et de réduction régulière. En vertu de 
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notre hypothèse p ^ 3d+l (q ^ d+ 1 suffirait), pour tout T G Tma^, il existe i G t , 
entier et de réduction régulière. 

1.9. On suppose dans ce paragraphe que V possède un réseau autodual. Notons 
diS la dimension d'un sous-espace totalement isotrope de V, maximal. Considérons 
l'ensemble des chaînes de réseaux maximales de V. Hors du cas particulier suivant, 
il forme une seule classe de conjugaison par G. Le cas particulier est : (V,qy) est 
orthogonal pair et qy est déployée. Dans ce cas, l'ensemble se décompose en deux 
classes de conjugaison que nous n'aurons besoin de distinguer que si de plus d est 
divisible par 4. Dans ce cas, on appellera classe positive, resp. négative, celle qui 
contient une chaîne C = (-^i)i=o,...,d/2 telle que 

n v+ e  L 0 n v+, Ld/2 = L0nv+ e pF(L0 n y + ) , 

resp. 
L 0 = L0 n v~ 0  L0 n V~ , Ld/2 = L 0 n F © pF(L0 n v~). 

Remarquons qu'en tout cas, une chaîne de réseau maximale s'écrit C = (£z)i=o,...,d i s 

avec Lo = Lo. 
Fixons une telle chaîne de réseau maximale C. Posons 

B = K(C), 6  = * ( £ ) , Bl=K(C)1, b1 = k(C)1. 

Remarquons qu'y compris dans le cas particulier précédent, les classes de conjugaison 
par G de ces ensembles ne dépend pas du choix de C. 

Si k est un sous-groupe ouvert compact de g et u un sous-ensemble ouvert de g, 
stable par /c, on a des inclusions 

Cc(u/k) C C c ° » C C™(g) 

(on prolonge les fonctions par 0 hors de u). On définit les sous-espaces de C^°(g) 
suivants : 

dis 

H = YJCc{g/xbx-1), 7io=^2c(k(Li)/b). 

Notons Ti et Ho les images de H et Ho par transformation de Fourier. Remarquons 
que pour tout réseau presque autodual L de V, on a 

(1) k(L)1 = {X e g; V Y 6 k(L), qg(X, Y) e pF}. 

Idem 
b1 = {X G g;VY Gb,qg(X,Y) £pF}. 

On en déduit : 

Ho = Y,C{b1/k(Li)1) 
i=0 

et, en notant <? tn =  yJxeG%blx~l, 

H = C?(gtn). 
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L'ensemble gtn est l'ensemble des éléments topologiquement nilpotents de g, i.e. des 
X G  g tels que lim (Xn) = 0. 

Notons #en t l'ensemble des éléments entiers de g, i.e. des X e g dont toutes les 
valeurs propres dans F sont entières. On a 

dis 

gent = [J |J refera;"1. 
xeGi=0 

Notons C£°(g)* le dual algébrique de C%°(g). On appelle distribution un élément 
de C£°(g)*. Notons V le sous-espace des distributions invariantes par conjugaison par 
G, Vent le sous-espace des éléments de V à support entier et £>n ii le sous-espace des 
éléments de Vent à support nilpotent. L'espace Vnn a pour base 

{(j>o;Oegn[i/G}. 

Notons resft et res^ 0 les applications de restriction 

resn : C™(g)* —• H*, 

res^ 0 : C c
0 0 ( ^ ) * - ^ W o * 

Théorème 

(i) Pour tout D G  Vent, res^(-D) = 0 si et seulement si r e s ^ 0 ( D ) = 0. 
(ii) La restriction à Vni\ de Vapplication res^ est un isomorphisme de X>nii sur 

resn(Dent). 

Cf. [ W l ] , Théorème 1.3. 
Si u est sous-ensemble ouvert de g et D G  C£°(g)*, on dit que D est localement 

intégrable sur u s'il existe une fonction (pp : u —• C, localement intégrable, telle que 
pour tout / G  C£°(w) , 

£>(/)= / <PD(X)f(X)dX. 
J u 

Si D G  G£°(#)* , on définit sa transformée de Fourier D par la formule D(f) — D(f). 
Une conséquence du théorème est que pour tout D G  T>ent, D est localement intégrable 
sur gtn et la fonction ip^ est localement constante sur gtn D  ^ r e g . Plus généralement, 
ces propriétés sont vraies pour tout D G C%°(g)* telle que resn(D) G  r e s ^ ( D e n t ) -
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FONCTIONS D E GREE N 

II . 1. Dans tout le chapitre II, le corps de base est ¥ q . On considère un couple (V, qy) 
comme en 1.2, à ceci près que V est un espace vectoriel sur ¥ q , ou F g 2 dans le cas 
unitaire. 

La restriction à  O f du caractère I/J fixé en 1.4 s'identifie à  un caractère de Op/pF, 
c'est-à-dire de F g , que l'on note encore ip. En définissant la forme qg comme en 1.4, 
pour / G  C(g), on définit sa transformée de Fourier / par 

f(X) = q~ d i m ^ ) / 2 J] ) ^ o qg ( X , Y) f(Y). 
YEg 

Il n'est pas usuel dans la théorie des groupes finis d'introduire le facteur q~ dim(^)/2 

mais cela facilite le passage entre les situations sur F et celles sur ¥ q . Ce facteur 
nous conduira à  modifier en conséquence les résultats de la théorie des groupes finis 
auxquels nous nous référerons. 

On classifie comme en 1.6 les orbites nilpotentes de g. Dans le cas unitaire, on peut 
d'ailleurs identifier Nil(V) et V(d). Pour X G  g, on note e[X] la fonction caractéris
tique de l'orbite 0(X). Pour ( À , (<&)) ou ( À , (qi),e) dans Ni l (V) , on note e[À, (qi)] ou 
e[À, (qi),e\ la fonction caractéristique de l'orbite correspondante. 

Pour / , / ; G  C(g), posons 

(/,/')* = I G r ^ J W / W . 
xeg 

Soient M G  L é v i F g ( G ) et P G  P a r F ( ? ( M ) . Pour / G  C(g) et f G  C ( m ) , on définit 
des fonctions fp G  C(m) et mdp(f') G  C(g) par les formules : 

fP(Y) = | G | - 1 | f / P | - 1 ^ / ( a ; - 1 ( r +  N)x), 

mdG
P(f)(x) = \pr' f'(zî> 

x,N,Z 
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pour Y G  m et X G  g, où l'on somme sur 

(x,N) G  G x i i P , 

resp. (x, N, Z) e G x up x m tels que X = x ( Z + A Q x - 1 . On a l'égalité : 

(1) ( / p , / ' ) m = ( / , indÊ( / ' ) ) 9 . 

On note CG(g) le sous-espace des éléments de C(g) invariants par conjugaison par G. 
Plus généralement, si a C g est un sous-ensemble invariant par conjugaison par G, on 
note CG(a) le sous-espace des éléments de C(a) invariants par conjugaison. 

Fixons un nombre premier £ ^ p. On peut identifier C à et fonctions à valeurs 
dans C à fonctions à valeurs dans Q£. Soit M G  Lév iF q (G) . Lusztig a défini une 
application d'induction 

R%:CM(M)—*CG(G), 
(cf. [Lu2], 1.7 et 8.14), où l'on adapte au cas des groupes les notations introduites 
ci-dessus. Notons Gun la variété des éléments unipotents de G . La restriction à gn\\ de 
l'application EG de 1.4 définit une bijection de gn\\ sur Gun qui entrelace les actions 
de G par conjugaison. Il existe une unique application, que l'on notera encore 

RG
M : C M ( m n i l ) — CG(<?„ii) 

telle que le diagramme ci-dessous soit commutatif 

RG 

CM(mnû) •  C G (<?„ii) 

RG 

CM (M) > CG(G) 

les inclusions verticales se déduisant des application EM et EG. Si P a r F q ( M ) ^ 0 , 
RM est la restriction de l'application indp pour n'importe quel P G  ParF g(iVi"). 

Pour / G  CG(g), on dit que / est cuspidale si fp = 0 pour tout sous-groupe 
parabolique P de G , propre et défini sur ¥ q . On note CG

usp(g) l'espace des fonctions 
cuspidales. Plus généralement, si a C g est un sous-ensemble invariant par conjugaison 
par G, on pose 

Cgsp(a) = CG(a)nCgsp(g). 

I I .2 . On note IQ(V) l'ensemble des entiers k G  N vérifiant les conditions suivantes : 
• si (V, qy) est symplectique, k(k + 1) ^ d ; 
• si (V,qv) est orthogonal, k2 ^ d et k = d mod 2Z ; 
• si (V,qy) est unitaire, k = 0. 

Notons T l'ensemble des sous-tores T de G , définis sur ¥ q et vérifiant la condition 
suivante : il existe une décomposition orthogonale 

V = V0 0  V1 

telle que 
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• T c G ( V i ) C G et T est un sous-tore maximal de G(V i ) ; 

• il existe G ^ ( V ) tel que 

H- 1 ) , dans le cas symplectique, 

d(Vo) — < A:2, dans le cas orthogonal, 

k — 0, dans le cas unitaire. 
Pour k G 2q(V) , on note 7 & le sous-ensemble des éléments de T tels que l'entier 
intervenant ci-dessus soit égal à k. Pour T  G T , avec les notations ci-dessus, on a 

ZG(T) = G(V0)xT. 

C'est un élément de LéviF q (G). 
On paramétrise comme en 1.8 l'ensemble T'/G. Notons @i(V) l'ensemble des tri-

plets (k, fi1) où k e TQ(V) et /x° et /j,1 sont des partitions, soumis aux conditions : 
• si (V,qv) est symplectique, k(k + 1) + 25(/x°) +  2S(/x 1 ) = d ; 
• si (V ,qy ) est orthogonal, A:2 + 2S(/jP) + 2S(fjt1) = d; si de plus fc = 0, / / (gy) = 

• si (F, qy ) est unitaire, 2S(/j,°) -h = d et tous les termes non nuls de /x1 sont 
impairs. 

On dit qu'un tel triplet est exceptionnel si 
• (V,Qv) e s t orthogonal, d est divisible par 4 et qy est déployée ; 
• A: = 0, /x1 = 0 et tous les termes de /x° sont pairs. 

On note Q(V) l'ensemble dont les éléments sont : 
• les éléments non exceptionnels de @i(V) ; 
• les quadruplets ( O , / i ° , 0 , £ ) , où ( 0 , / x 1 ^ ) est un élément exceptionnel de &i(V) 

et se { ± 1 } . 
On définit alors une bijection A7 - :  T/G —» B ( V ) . 

Remarque. — Pour définir cette bijection dans le cas exceptionnel, on doit fixer deux 
décompositions de V en sous-espaces lagrangiens comme en 1.6. On reviendra plus 
loin sur ce choix (cf. II.9). 

I I .3 . Soit n G N. On note W(An-i) le groupe des permutations de l'ensemble 
{ 1 , . . . , n}. On note W(Cn) le groupe des permutations w de l'ensemble { ± 1 , . . . , ±n} 
telles que w(—i) = -w(i) pour tout i G { ± 1 , . . . , ±n}. On note WCD l'élément de 
W(Cn) tel que 

WCD(Î) = i pour i = 1 , . . . , n — 1 

wCD(n) = - n , 

et s g n C D le caractère de W(Cn) défini par 

s g n C D H =  ( - l ) l { i €{ i , . . ,n } ;WOe{ - i , . . , -n} }| > 

On note W(Dn) le noyau de s g n C D . Sur chacun de ces groupes est défini le caractère 
signature usuel, que l'on note sgn. 
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Soit k G  2 b ( V ) . Il existe T G  7& tel que P a r F q ( Z G ( T ) ) ^ 0 . La classe de conju
gaison de T par G est uniquement déterminée. Fixons un tel tore, notons-le T(k). 
Posons 

M(k) = ZG(T(k)), W(k) = WG(M(k)). 

Supposons (V, qy) symplectique, resp. orthogonal. Posons n = (d — k(k + l ) ) / 2 , resp. 
n = (d — k2)/2. Considérons l'ensemble des droites de V <g>¥q qui sont propres pour 
l'action de T(fe), de valeur propre associée non triviale. Il est formé de 2n droites 
isotropes, qui se regroupent naturellement par paires. Ecrivons-le {D±i; i = 1, . . . , n } , 
de sorte que pour tout z , qy établisse une dualité entre Di et D-i. L'action naturelle 
de W(k) sur cet ensemble de droites identifie W(k) à un sous-groupe de W(Cn). On 
obtient en fait un isomorphisme de W(k) sur W(Cn) sauf si (V,qy) est orthogonal 
pair et k = 0. Dans ce dernier cas, l'application précédente est un isomorphisme de 
W(k) sur W(Dn). Considérons le cas où (V,qy) est orthogonal pair déployé, d est 
divisible par 4 et k = 0. On supposera alors que le sous-espace lagrangien de V 0 ¥q 

engendré par {D^ i =  z , . . . , n} est conjugué à  V+ ®F g ¥q par un élément de G(¥q). 

On note (f) l 'automorphisme de Frobenius de ¥ q / ¥ q . On en déduit un automor-
phisme de bon nombre d'objets, que l'on notera encore (p ; si besoin est on précisera 
par un indice l 'objet auquel il s'applique. Par exemple le Frobenius définit un auto-
morphisme 0 ou (f)w(k) de W(k). Il définit aussi une permutation de l'ensemble de 
droites ci-dessus, qui s'identifie à un élément de W(Cn) que nous noterons cette fois 
W(f). On a W(f) = 1 sauf si (V,qy) est orthogonal pair, k = 0 et qy n'est pas déployée. 
Dans ce dernier cas, quitte à modifier l'indexation de nos droites, on peut supposer 
que Wcf) = WCD- Le plongement précédent de W(k) dans W(Cn) est tel que 

(1) (f)(w) = W^WWcj) 

pour tout w G  W(k). 
Supposons maintenant (V,qv) unitaire. Notons {D^i = l , . . . , d } l'ensemble des 

droites de V®wq2 qui s o n t propres pour l'action de T(k). Le groupe W(k) permute 
cet ensemble de droites et s'identifie ainsi à W(Ad-i). Notons l'espace V muni de 
la structure de ¥Q2 -espace définie par 

(z,v) «— > (p(z)v 

pour v e V et z e ¥Q2. Notons {A^; i = 1 , . . . , d} l'ensemble des droites de (S>wq2 

Fq qui sont propres pour l'action de T(fe). La forme qy met en dualité les espaces 
V <8)F q2 et <j)V ®Fq 2 On peut supposer que pour tout i , Di et Ai sont en dualité. 
Le Frobenius définit naturellement une bijection (j)y : V <S>wq2 Fq <f>V 0 F q 2 

Pour tout i G  { l , . . . , d } , il existe un unique entier w^i) G  { l , . . . , d } tel que 
cf)y(Di) = A W Cela définit un élément w<f> de W(Ad-i). Quitte à modifier l'in
dexation de nos droites, on peut supposer que est l'élément de plus grande longueur 
de W(Ad-i), Le. 

W(f>(i) = d + 1 - i 
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pour tout i G { 1 , . . . , d}. On a encore la formule (1). 
Revenons au cas général. Deux éléments w, w' G W(k) sont dits 0-conjugués s'il 

existe w" G W(k) tel que w' = 4>(wn)~lww", ou encore w<pw' = w"~1w(f)ww". On 
note 0<p(w) la classe de (^-conjugaison de 

Soit w G Fixons x G G?(F g) tel que (j)G{x)~lx G N G ( f ) (M( f c ) ) et l'image de 
cet élément dans W(k) soit w. Posons Tw = xT(k)x~l. Alors Tw G 7^, sa classe de 
conjugaison par G ne dépend pas du choix de x et l'application w \-> Tw se quotiente 
en une bijection de l'ensemble des classes de (^-conjugaison dans W(k) sur l'ensemble 
%/G. 

On décrit la composée de cette application avec la bijection Aj- de II. 2 de la façon 
suivante. Supposons (V,qv) unitaire. Soit w G W(k) ~ W(Ad-i). On associe à w^w 
une partition / x G V(d) : w^w est produit de cycles de longueur /xi, /X2 » etc. On note /x 1 

la partition dont les termes non nuls sont les termes impairs de / x et xx ° la partition 
dont les termes sont les termes pairs de *x , divisés par 2. L'application ci-dessus 
associe à w le triplet ( 0 , / x 0 , / / 1 ) . Supposons (V,qv) symplectique ou orthogonal. Soit 
w G W(k) C W(Cn), où n est comme ci-dessus. L'élément w^w de VF(C n ) a deux 
types d'orbites dans { ± 1 , . . . , ±n} : 

• les orbites J telles que pour tout j G J , — j ^ J ; 
• les orbites J telles que pour tout j G J , —j G J . 

On note /x° , resp. /x 1 , la partition telle que, pour tout entier z ^ 1, 2ci(/x°), resp. 
CI (/x1), est le nombre d'orbites du premier type, resp. du second, de nombre d'éléments 
i, resp. 2%. Si (fc, /x°, /x1) n'est pas exceptionnel, l'application ci-dessus associe à w le 
triplet ( f c , / ! 0 , / ! 1 ) . Supposons ( / c , / ! 0 , ^ 1 ) exceptionnel (donc A: = 0, n = d /2 , /x 1 =  0 , 
u>0 = 1). Soit J C { ± 1 , . . . , ±d/2} un sous-ensemble à d /2 éléments, stable par w et 
tel que 

{ ± l , . . . , ± d / 2 } =  J U ( - J ) , 

—J étant défini de façon évidente. L'ensemble J est ou n'est pas l'image d e { l , . . . , d / 2 } 
par un élément de W(Dd/2)- On pose e — 1 dans le premier cas, e = — 1 dans le second. 
L'application ci-dessus associe à w le quadruplet (0, /x°, 0 , e ) . 

I L 4 . Supposons ( V , g v ) symplectique et qu'il existe k G N tel que d = k(k + 1). 
Posons 

°À =  (2A; ,2Jb-2, . . . , 4 , 2 , 0 , 0 , 0 , . . . ) . 

On a ° A G V(V). Posons 

a ( °A) =  {i G N; i pair, 2 < z < 2k}. 

Pour tout i G a ( ° À ) , notons °^ l'unique classe de forme quadratique sur ¥ q telle que 
v(°Qi) = ( - 1 ) 1 _ H / / 2 . Fixons un élément °X G <? nii tel que 

A(°X) = (°\,(°qi)). 
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Notons Oalë(°X) la classe de conjugaison par G(¥Q) de °X, Zq(°X)° la composante 
neutre du centralisateur de °X dans G et 

ZG(°X) = ZG(°X)/ZG(°X)°. 

Avec des notations évidentes, on a : 

ZG(°X)^ H 0(%)/G(%)^{±l}k. 
iea(°\) 

Notons sgn le caractère non trivial de tout groupe à 2 éléments. Définissons le caractère 
°sgn de ZG(°X) par : 

°sgn((xi)iea{oX)) = Yl s g n ( ^ ) -
iea(°X), 

i/2 impai r 

L'application 

G/ZG(°X)° —> O a l g ( ° X ) 

x\—> x°Xx~l 

est un revêtement de groupe Zo(°X). Notons °£ le système local sur Oalg(°X), quo
tient de 

G/ZG(°X)° x Q , 

par ZG(°X) agissant naturellement sur le premier facteur et par °sgn sur Qe. On 
prolonge °S en un système local sur g, nul hors de Oalg(°X). 

Le faisceau °E est muni d'une action de Frobenius. Pour X G  on note °Ex la 
fibre de °S au point X et l 'on pose 

7 W = t r a c e ( ^ | ° f x ) . 

Cela définit une fonction °f G  CG(g). 

Pour une famille (qi)iea(°\) telle Q u e (°\ (qi)) G  Ni l (V) , posons 

°sgn((ft) ) = fi sgnoryfe) . 
iea(°\), 

i/2 impai r 

Alors 

(1) 7= E ° s g n ( f e ) ) e [ 0 A , f e ) ] . 
(g.);(°A,(g<))€Nil(V) 

La fonction ° / est cuspidale et il existe ° 7 G Cx tel que 

(2) °? = V / 
( [Lui] Corollaire 10). On a ° 7 4 = 1. Nous calculerons plus loin ce terme ° 7 (cf. V .8 ) . 
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I I .5 . Supposons (V, qv) orthogonal et qu'il existe A: G N tel que d = k2. Posons 

°A = ( 2 f c - l , 2 f c - 3 , . . . , 3 , l , 0 , . . . ) 

a(uA) =  {i G N; i impair et 1 < i < 2k - 1 j . 
On a °A G V(V). Pour tout i G a(°A), notons % l'unique classe de forme quadratique 
sur F „ telle aue 

n (qi) 
| ( _ 1 ) ( i - l ) / 2 + d > s i i ^ 2 k - l , 

{-ir-^T](qv), si t = 2 f c - l . 
Fixons un élément ° X G <7nn tel que A ( ° X ) = (°A , (%))• Avec les notations de II.4, on 
a maintenant 

ZG(°X) = | ( a ; i ) i € o ( . A ) e  J ] 0(°QI)/G(°QI) ;  f ] det( X i ) = 1 f ~ { i l } * " 1 . 

Posons 
°J = {i G a(°A) ; (i - l ) / 2 = d mod 2 Z } . 

On définit un caractère °sgn de ZG(°X) par 

°sgn((xi ) ) = s g n ( ^ ) . 

On construit comme en II.4 un système local °E sur C ? a l g ( ° X ) , que l'on prolonge par 
0 à g tout entier. Il est muni d'une action de Frobenius et l'on en déduit une fonction 
°f £ CG(g). Pour une famille (q^e a(°X) telle que (°A, (qt)) G Ni l (V) , posons 

° sgn ( (^ ) ) = | | sgn o r / t e ) . 

La fonction °f vérifie les égalités (1) et (2) de II.4 et est cuspidale. 

II .6 . Soit T G T et 
V = V0 0 V1 

une décomposition associée à T , cf. II.2. On définit une fonction Tf sur g(Vo) x t de 
la façon suivante. Notons ei[0] la fonction caractéristique de 0 dans t. Dans le cas 
unitaire, VQ = { 0 } et l'on pose Tf = ei[0]. Dans le cas symplectique ou orthogonal, 
Vb est du type considéré en II.4 ou II.5, on note °f la fonction sur g(Vo) définie dans 
ces paragraphes et Tf — °f 0  ei[0] (bien sûr, si d(Vo) < 1, on a g(Vo) = { 0 } et °f est 
la fonction constante égale à 1). En tout cas, on définit une fonction QT sur g par la 
formule : 

QT - RG(V0)XT( /)• 

Par définition, QT G CG(gnu) et QT ne dépend que de la classe de conjugaison 
par G de T . Si l'on note cette classe ( T ) et si l'on pose 0 = A r ( T ) , on notera 
Qe = Q(T) — QT- De même, si ( T ) est associée à la classe de ^-conjugaison d'un 
élément w d'un groupe W(k), cf. II.3, on posera Qw = Q m -
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On a besoin d'adapter ces définitions au cas d'un groupe linéaire G = GL(n), ou 
G = R e s F 2/wq GL(ri). On note dans ce cas T l'ensemble des sous-tores maximaux de 
G définis sur Fq. Pour T  G  T , on note Tf la fonction caractéristique de 0 dans t et 
on définit QT comme ci-dessus. 

I L 7 . Soit T  G  T . Si (V,qv) est unitaire, on pose ô(G,T) = 0. Si (V,qv) est sym-
plectique ou orthogonal, on pose 

<5(G,T) = d i m ( O a l g ( ° X ) ) - âhn(g(V0)) 

avec les notations de II.6, ou °X est l'élément de g(Vo) fixé en II.4 ou II.5. On a dans 
ce cas 

{ — k(k + l)(2fc + l ) / 6 , dans le cas symplectique, 

— k(k — l)(fc + l ) / 3 , dans le cas orthogonal. 
On a les égalités : 

{ • pour T , T 7 G  T , non conjugués par G, (QT,QT')9 = 0; 

. pour T € r f ( Q r , Q T ) p = | W G ( T ) | | T | - V ( G ! T ) ; 

c/. [Lu2], Théorème 1.14 et [Lu3], Corollaire 9.11. 
Soient M G  LéviF q (G) et P G  P a r F q ( M ) . Il existe un sous-espace non dégénéré 

V de V et des entiers A i , . . . , À r >  0 tels que 

M = G(y')xf[Gi, 

où Gi = GL(Xi) dans le cas symplectique ou orthogonal, G{ = ResYq2/wq GL(X{) 

dans le cas unitaire. Soient T' G  TG^V') et, pour tout i = 1 , . . . , r, T « G  T G i . Posons 

T = T' x Y[Ti. 

Alors T  G  T G et on a l'égalité 

(2) Q T = md^ 0  ^ (g) Q% J j . 

Cela résulte de la transitivité de l'induction : si L G  Lév i ]p g (M) , 

ind£ oR™ = R<£. 

On a la propriété 

(3) { Q ( T ) ; (T ) G  T / G } est une base de G G ( # n i i ) . 

Cf. [Lu2], Théorème 1.14, [Lu3], Lemme 25.4 et (1) ci-dessus. 
Si T  G  T , disons que T est anisotrope s'il n'existe pas de sous-groupe parabolique 

P de G , propre et défini sur Fq, tel que ZG(T) C  P. Notons TA l'ensemble des 
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éléments anisotropes de T et Ta/G l'ensemble de leurs classes de conjugaison par G. 
Alors 

(4) { Q ( r ) ; (T ) G Ta/G} est une base de Cgsp(gnil). 

Démonstration. — Soit / G G G ( # n i i ) . Soient M  G Lévi F ( J (G) et P  G P a r F q ( M ) . 
D'après II. l (1) et (3) ci-dessus appliqué à M , pour que fp = 0, il faut et il suffit que 
pour tout T  G T M , on ait 

( / , î n d ? ( Q ^ ) ) P = 0 . 

Grâce à (2) , on en déduit que / G C^usp(gn[\) si et seulement si 

(f,QT)g=0 

pour tout T G T - T a . On conclut en appliquant (1) et (3). • 

II .8 . Soit T  G T et 
v = v0 e  v i 

une décomposition de F comme en II.2, relative à T. Posons 

M = ZG(T) = G{V0) x T 

et 
t r = { X G t ; ZG(X) = M}. 

Soit X G t r . On définit une fonction Tf[X] sur m de la façon suivante. Notons e\[X] la 
fonction caractéristique de {X} dans t. Si (V, qy) est unitaire, on pose Tf[X] = e\[X]. 
Sinon, on introduit la fonction °f sur g(Vo) (cf. II.6) et l'on pose Tf[X] = °f <S> ei[X]. 
On prolonge Tf[X] à g par O hors de m. On définit une fonction T ^ [ X ] sur g par la 
formule 

T<p[X](Y) = \ZG(T)\-1'£Tf[X](x-1Yx). 

Proposition. — Pour tout Y G gnn, on a Végalité : 

^[X}(Y) = QT(Y). 

Remarque. — Cette proposition se trouve implicitement dans [Lui] , qui prouve que 
les deux fonctions ci-dessus sur gnn sont proportionnelles, mais leur égalité n'y est 
pas affirmée. Si T  est un sous-tore maximal de G , la proposition est un théorème de 
Kazhdan ([Kaz], Théorème 3) . 

Démonstration. — Rappelons quelques définitions géométriques. Pour toute variété 
S définie sur F g , on note Db

c(S) la catégorie dérivée des faisceaux Sadiques sur S et 
M (S) la sous-catégorie des faisceaux pervers. Si S est munie d'une action d'un groupe 
algébrique JjT , on note Ai H (S) la catégorie des faisceaux pervers Jf -équivariants. Si 
Sf est une sous-variété localement fermée de S et A G Db

c(S), on note A\s> G Db
c(Sf) 

la restriction de A à S'. Si S' est une sous-variété lisse irréductible localement fermée 
de S et S un système local irréductible sur S\ il existe un unique faisceau pervers 
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irréductible sur S , à support dans la clôture S\ tel que (£^)\s/ = £ [d im(S ' ) ] . 
Cette construction s'étend aux systèmes locaux semi-simples. 

Pour tout sous-ensemble S d'un produit Si x • • • x Sn et pour toute famille d'entiers 
(ij)j=i^,^k telle que 1 ^ z'i < 12 < • • • < ik < n, on note pfx i k la restriction à 5 de 
la projection de S\ x • • • x Sn sur Six x • • • x Sik. 

Soient £ une variété définie sur ¥ q et E un espace vectoriel de dimension finie 
sur F g , muni d'une forme bilinéaire symétrique et non dégénérée q. On définit une 
transformation de Fourier T dans DB

C(S x E) de la façon suivante (cf. [Lau], Défini
tion 1.2.1.1). Considérons le faisceau SE sur E x E : 

S * = {(Y,Z,z, A) G £ x £ x f ; x Q ^ ; zq - z = q(Y,Z)}. 

Le groupe ¥ q agit sur SE par 

w(y, Z , z, A) = (F, Z , z + u, \ip(-u)) 

pour w G Fq (rappelons que l'on a identifié ^ à un caractère à valeurs dans Q £ ) . On 
note SE le quotient de SE par cette action. Pour B G D\(S x E), on pose 

t v d \ SxExE ( SxExE,* /  D \ ri - /  r \ i ^  SxEx E,* /  r»2£\\ 
= P13 (P1 2 (S ) [d im(£)J (8)p 2 3 ( ^ ) J . 

La transformation ^ conserve .M ( S x 2£) . Si i f est un sous-groupe algébrique du 
groupe orthogonal de q, T conserve A4 H (S x E). 

Munissons m , resp. g, de l'action par conjugaison de M, resp. G. Si S est une 
variété définie sur F g , A G MM(S X m) et P  G P a r ( M ) , on définit un complexe G-
équivariant indp(A) G DB

C(S x g) de la façon suivante (cf. [Lu3], § .4). On a l'égalité 
p = m x up, on note J m et Su les projections de p sur m  et t / p . Considérons le 
diagramme : 

W =  {(s,Y,x) eSxgxG; x~xY x G p} 

S x m ^ ^ ^ V  =  {(s,Y,xP) eS xgx GjP\x^Yxep} 

Pl2 

Sxg 

où 7 r est la projection naturelle et ô(s,Y,x) = (s, ôrn(x~1Y x)). Il existe un unique 
faisceau AV G M(V) tel que 

7r* (A v ) [d im(p) ] = 6*(A)[àwi(g) + d i m ( u P ) ] . 

On pose 
i n d G ( A ) = p î ;

2 ! ( A v ) . _ 

Posons mr = g(Vo) x t r . Soient S une variété définie sur F g et S C  S x mr une 
sous-variété lisse, irréductible, localement fermée et invariante par conjugaison par 
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M. On suppose que si (s, Y) G  E , si x G  G et si ( s ^ F x - 1 ) G  E , alors x G  NG(T). 
Soit 5 un système local sur E , irréductible et Ai-équi variant. Pour w G  W G ( T ) , 
posons 

wY,w-L = { ( s ^ r r 1 ) ; ( s , y ) G  E}. 
Notons vr ( E ) le sous-groupe des w G W G ( - * ) tels que w22w 1 n E soit dense dans 
E et E r la sous-variété des (s. Y) G fl ^ S w - 1 vérifiant la condition : 

(w G W G ( T ) et (s, Y) G ^ S ^ 1 ) w G W  ( E ) . 

Considérons le diagramme : 

E r * 

W =  { ( s , y , x ) eSxgxG; (s.x^Yx) G E r } 

V - { ( s , r , x M ) eSxgx G/M; (s.x^Yx) G E r } 
i 
Pl2 

y =  y ) G  S x 3 x G  G , ( s ^ y x ) G  E r } 

où 7 r est la projection naturelle et J(s, y, z) = (s, x 1 y  x). Il existe un unique système 
local irréductible EV sur V  tel que 

7 T * ( Ô = < J * ( f | S r ) . 

Puisque pjg e s t u n revêtement de groupe W ( E ) , P i 2 * ( £ v ) e s t un système local semi-
simple sur y. Or y est une sous-variété lisse irréductible de S x g, localement fermée. 
On définit un faisceau pervers i n d ^ ( £ # ) sur S x g par 

indG
M (S*) =  ( p ? a . ( Ô ) # 

Sous ces hypothèses, on a : 

pour tout P G Par (Ai"), le complexe i n d p ( £ # ) est à support 

dans la clôture y de y et il existe un isomorphisme canonique 

ind£(£# )| v ^ind£(5# )| v . 
En effet, posons A — £# et 

V E r = ( ( s , y , x P ) e S xgx G/P; x^YxEp et ( 5 , M a ; - 1 y  x ) ) G E r ) . 

L'application 
V ----> VEr 

( s , y , x M ) . — • ( 8 , y , x P ) 

est bijective. On voit que AV est à support dans la clôture de V s r et que sa restriction 
à V s r s'identifie à Sv[dim(y)] par la bijection ci-dessus. Cela entraîne l'assertion (1). 
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Pour P G P a r ( M ) , notons TTP : Up —• Spec(Fg) la projection sur un point et 
KP = 7Tp\(Qi). On identifie Kp à un complexe constant sur n'importe quelle base. 
On va montrer : 

pour toute variété S définie sur ¥ q , tout P G Par ( M ) et tout 

A e M M (S x m ) , il existe un isomorphisme canonique 

T o md$(A) ^KP® ( ind£ of(A)[dim(g) - d i m ( m ) ] . 

La variété S ne jouant guère de rôle, on suppose S réduite à un point. Soient donc 
P G P a r ( M ) et A G MM(™>)> La description suivante de T o indp(^4) résulte des 
définitions. Considérons le diagramme 

W = { ( y , Z , x ) G g x g x G ; x~xY x G p) 

A' I _, 

m k V ' = {(Y,Z,xP) e g x g x G/P\ x~xYx G p) 

0 É/x^/ 

où TT' est la projection naturelle et ô'(Y,Z,x) = <5m(x ^ x ) . Il existe un unique 
Av' G M(V') tel que 

7r ' * ( ,4 v ' ) [d im(p) ] = ô'*(A)[2âxm{g) + d i m ( u P ) ] . 

On a alors : 

(3) ^ o i n d £ ( , 4 ) = P r U V ' ®pî'2' ,*(5g)). 

Considérons le diagramme commutatif : 

g x g i X = m x up x g < yV ' >• V ' 

m < Z = mxg p™' p& 9 
pf / 

0" ^ V 4- / Pi 
g i W " = g x G - 5 — ) • V" =  g  x G / F 

où 7r " est la projection naturelle et 

a(Y,N,Z) = (Y + N,Z), 

6'(Y,Z,x) = (ôm(x-1Yx),Su{x-1Yx),x-1Zx), 

6"(Z,x)=x-1Zx. 
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Définissons des complexes B sur V " et C sur X par 

B = vY„(Av ®pX,'*(S2.)) 

C = p?'*(A)[dim(g) + dim(« p)l ®  a*{S%). 

On a les égalités : 

(4) ^ o i n d ? ( i 4 ) = p } î " ( B ) , 

(5) 7r"*(£)[dim(p) ] = 0"* o p * o p f 3 ! ( C ) [dim(g) ] . 

La première résulte de (3) , la seconde des égalités : 

7r"*(B)[dim(p)] = p $ ( r ( A ) [ 2 d i m ( g ) + dim(u P )] ® p £ ••($«) ) , 

5 ' * (^ ) [2d im( f l ) + dim(u P )] ®  p£' '*( .S*) = ^ ( C ) [ d i m ( 9 ) ] . 

Montrons que 

V2\ 0 P ^ ( C ) e s t à support dans p ; sa restriction à p  est isomorphe à 
(6) 

KP®(ô*rnof(A)[3dim(up)}). 

On a l'égalité 
Pwi(C) =pf 1 V)[dim( f l ) ] ® p * or*($»)[dim(u P)]. 

Considérons le diagramme commutatif 

Z = m x g < m x p > m x m 

P f P ? x p
 P ? x m 

# <  P  > m 

où les flèches horizontales de gauche sont les injections naturelles et 

6(Y,Z) = (Y,5m(Z)). 

D'après [Spr], Lemme 3.5, p*3l o  cr*(S^) est à  support dans m  x p . et sa restriction à 
m x p  est isomorphe à KP (g ) <5*(<S™). Donc p*3](C) est à support dans m  x p  et sa 
restriction à m  x p  est isomorphe à 

KP ® 5 > ™ x m ' * ( A ) [ d i m ( m ) ] <8> S^)[3dim(uP)}. 

Puis p^ j o  p*3l est à support dans p . Sa restriction à p  est isomorphe à 

tfF ®  ^  o p - x - ( p - x m ' * ) ( A ) [ d i m ( m ) ] ® <S^)[3 dim(u P)], 

z.e. à 

Kp®6^or(A)[3 dim(tip)] . 

Cela démontre (6). 
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Remarquons que W  =  0"~l(p) et que, sur W , on a l'égalité ôm o 0" = 5. Il résulte 
alors de (5) et (6) que TC"*(B)[dim(p)] est à support dans W  et que sa restriction à 
W est isomorphe à 

KP ® 5* o  F(A))[dim(g) + 3 d i m ( t x P ) ] . 

Donc B est supporté par V  et sa restriction à V  est isomorphe à 

KP®T(A)V[2 d im (up)] . 

Grâce à (4) , on obtient : 

T o  ind^(a) = KP ® pïx{F(A)v)[2 ôim(uP)}, 

= iY P (g ) indp oJF (A)[2 àim(uP)\. 

Cela démontre (2) . 
Si (V,qy) est unitaire, T  est un sous-tore maximal de G et, comme on l'a dit, la 

proposition est un théorème de Kazhdan. On suppose désormais (V, qy) symplectique 
ou orthogonal. En fait, la suite de la démonstration s'adapterait aisément au cas 
unitaire. 

Posons 

53(4) = {(Z,Y0 + Z);Z etr,Y0e Oalg(°X)} C t x mr, 

où °X est l'élément de g(Vo) fixé en II.4 ou IL5 et 0&lg(°X) son orbite géométrique 
dans g(Yo). Notons °£ le système local sur Oalg(°X) défini dans ces paragraphes et 
A le système local sur S (A), image réciproque de °£ par la projection naturelle de 
E ( A ) sur Oalg(°X). Posons A = A*. On définit le faisceau i n d ^ ( ^ ) sur txg. 

Posons 
£ ( £ ) = t x O a l g ( ° X ) x t r c t x m n 

^=pf3 ( B ) ' *(^)^P 2
E ( f î ) ' *m, 

On définit le faisceau i n d ^ ( B ) sur txg. 

On note VV (A) , V (>1), y  ( A ) , Jt = * 4 ^ ( A ) , resp. VV (-B), etc. les objets utilisés dans 
la construction de ces faisceaux. Notons °d la dimension de O a l g ( ° X ) . En utilisant 
le fait que les deux faisceaux °£[°d] et T{?£[°d]) sont isomorphes (cf. [Lui ] , Théo
rème 5 (b ) ) , on voit que 

(7) les faisceaux F (A) et B sont isomorphes. 

Démontrons maintenant : 

(8) pour tout P G  P a r ( M ) , on a des isomorphismes 

ind£ (A) ~ i n d G (A), ind£ (B) ~ i n d G ( E ) ; 

tous ces complexes sont des faisceaux pervers irréductibles. 
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Pour tout complexe C sur £ x m , resp. £ x g, et tout Z G £, notons la restriction 
de C à {Z} x m , resp. { Z } x g , que l'on identifie à un complexe sur m , resp. g. On 
note désormais W  et V  les variétés définies précédemment relatives à une variété S 
réduite à un point. Les variétés relatives à une variété S quelconque ne sont autres 
que S  x W  et S  x V . 

Fixons P G Par ( M ). Montrons d'abord que indp( i? ) ~ i n d ^ f ? ) . Le raisonnement 
est identique à celui de [Lu4], Proposition 4.5 : compte tenu de (1) , il suffit de prou
ver que i n d p ( E ) vérifie la propriété qui caractérise le prolongement intermédiaire, à 
savoir : pour tout entier i > — d im (y ( jB) ) , on a 

d i m ( s u p p H i ( i n d ^ ( 5 ) ) ) < -i. 

Pour tout entier i, posons : 

= {(Z, Y) etxg; ^ ( ( p ^ ) - 1 ^ , Y ) , B i x V ) ^ { 0 } } . 

On doit montrer que pour tout i > — dim(y(B)), dim(X'1) < - i . Pour tout Z G t , 
posons 

Xi(Z) = {Yeg;Hi((pY)-1(Y), Bz[-dim(t)]v) ^  { 0 } } . 

D'après la preuve de la proposition 4.5 de [Lu4], pour tout Z G £ et tout i> — dim(</)+ 
dim(gf(Vb)) - % on a d\m(Xl(Z)) < —i. D'autre part, pour (Z,Y) G £ x g, on a un 
isomorphisme 

BtXVkP\r)-Hz,Y) - Bz[-dim(t)]v\{pY)-HY)[dim(t)]. 

On en déduit que pour tout entier i et tout Z G t , la fibre de X% au-dessus de Z 
s'identifie à X i + d i m ( t ) (Z). Pour i > - dim(^) + dïm(g(V0)) - °d - dim(£), cette fibre 
est donc de dimension < — i — dim(£) et X1 lui-même est de dimension < —i. Comme 
dim(y(B)) — dim(g) — dim(g(Vo)) + °d + dim(£), c'est l'assertion que l'on voulait 
démontrer. D'où l'isomorphisme indp( i? ) ~ i n d ^ ( i ? ) . 

Par définition, i n d ^ ( 5 ) est un faisceau pervers semi-simple. Son algèbre d'endo-
morphismes est la même que celle de Pi2*\&)- ^ a dimension de celle-ci est le nombre 
de w E WG(T) tels que w*{B) ~ B, où WG(T) agit sur V(B) par w(Z,Y,xM) = 
(Z,Y,xw~lM). On voit que seul w = 1 fixe B. Donc i n d ^ ( i ? ) est irréductible. 

Il résulte de (2) , (7) , de l'isomorphisme 

(9) Kp~Q£[-2dim(uP)], 

et de ce que l'on vient de démontrer, que 'mdp(A) est un faisceau pervers irréductible. 
Mais alors l'isomorphisme 

md$(A)\y(A) ^md^(A)\y{A) 

défini en (1) se prolonge automatiquement à tout £ x g. Cela achève la preuve de (8). 
Notons C le système local sur Oalg(°X) x £ : 

c = vTH°x)xt^°£), 
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et C = C* e M(m). On a d'ailleurs C = BQ[— d im(t) ] . On construit le faisceau 
i n d ^ ( C ) et on note W(C),V(C),y(C), C les objets utilisés dans sa construction. 

Le système local °£ est muni d'une action de Frobenius. On en déduit de telles 
actions sur les faisceaux A, B, C, ind^- (A) , T o i n d ^ ( A ) , etc. que l'on note toutes 0. 
On a : 

(10)le complexe i n d ^ ( A ) o est à support dans gnïl et il existe un isomorphisme 

md%(A)Q\gBaczmdZ(C)\GNA 

qui entrelace les actions de Frobenius. 
Notons S la variété affine qui paramétrise les classes de conjugaison semi-simples 

dans g et Ç : g —> S l 'application naturelle. Considérons le diagramme commutatif 

W(A) •  W ( C) 

V(A) •  V (C) 

y (A) ^ »• y (C) 

* x g .9 

Sxg 

où les applications £ 1 , £ 2, £3 sont les oublis de la première variable dans £, d ( Z , F ) ) = 
(C(Z),y) et C2(K) =  (C(nn Posons 

y = { ( s , r ) e S x g ; s = ( ( 7 ) et 3 x £ G, x~lYx G Oalë{°X) x t r } . 

Notons y sa clôture dans S x g. Il est clair que Ci! o mdZ(A) et C2! o i n d ^ ( C ) 
sont à support dans y. On vérifie que £1 et £ 2 sont des isomorphismes et que £3 est 
un revêtement de groupe WG(T). Les systèmes locaux A sur V(A) et C sur V( C ) 
s'identifient par l'isomorphisme £2 - On en déduit un isomorphisme entre les restrictions 
à y des complexes Ci! o i n d ^ ( A ) et C2! 0 i n d ^ ( C ) . Soit P e Par ( M ) . D'après (8) et 
[Lu4], Proposition 4.5, on a des isomorphismes 

C i ! o i n d G ( ^ ) - C i ! o i n d G ( A ) 

C 2 ! o i n d ^ ( C ) - C 2 ! o i n d ^ ( C ) . 

D'où un isomorphisme entre les restrictions à y des complexes Ci! 0 'mdp(A) et C2! 0 

indp(v4). Grâce à [Lu4] 6.6.1, cet isomorphisme s'étend en un isomorphisme au dessus 

A S T É R I S Q U E 26 9 



CHAPITRE II . FONCTIONS D E GREE N 4 5 

de y. Donc notre isomorphisme s'étend en un isomorphisme 

7 : C i ! o i n d G ( ^ ) ^ C 2 ! o i n d G ( C ) . 

Comme Ç2 est une immersion fermée, il existe un automorphisme r de i n d ^ ( C ) tel 
que 

^ O 0 = T O 0 O 7 , 

où l'on note encore r l 'automorphisme de (2! o i n d ^ ( C ) déduit du précédent. Mais il 
résulte de la construction que 7 0 0 = 0 0 7 au-dessus de y. Donc r = 1 et 7 entrelace 
les Frobenius. 

La restriction de Ci! 0 ind -̂(j4) à ({0} x g) D y s'identifie à ind^(i4)o|^nil et celle 
de C2! o i n d ^ ( C ) s'identifie à i n d ^ ( C ) | 0 n i l . D'où l'assertion (10). 

On a 

(11) il existe un isomorphisme ind^(jE?)|txg n i l - » P 2 X & N I L ' * ( M A ^ M ( G ) | p n i l ) [ d i m ( t ) ] 

qui entrelace les actions de Frobenius. 
En effet, la restriction du faisceau à t x {0} est triviale. On en déduit un 

isomorphisme 

B\txmnil ^plxm'*(B\{0}xmnil) ^ < x m ' * ( C | m J [ d i m ( t ) ] . 

Soit P G  Par ( M ). On déduit de cet isomorphisme un isomorphisme 

md$(B)tX9nn ~p?9"»'*(ind£(C)|9nil)[dim(t)]. 

Notons 7 P le composé des isomorphismes 

i n d £ ( B ) | t x S n i l * md$(B)\txgan ^ p f 9 - ' * ( i n d £ ( C ) | g J [ d i m ( t ) ] 

~ p * x " » « ' * ( i n d « ( C ) | f l i i l l ) [ d i m ( t ) ] . 

En fait, 7 P ne dépend pas du choix de P. En effet, pour P' G  P a r ( M ) , on a 7 P = 7p/ 
si et seulement si les restrictions de 7 P et 7p/ au-dessus de {0} x gnil sont égales. Or 
ces restrictions sont toutes deux égales à la restriction à {0} x gnil de l'isomorphisme 
évident 

i n d & ( S ) o ^ i n d & ( C ) [ d i m ( t ) ] . 

D'où l'assertion. Mais il résulte des constructions que l'on a l'égalité 

0 o 7 p = 7 0 ( P ) ocj). 

D'où (11). 
Pour toute variété S définie sur ¥ q et tout complexe E G  Db

c(S) muni d'une action 
de Frobenius 0, notons e[E] la fonction sur S(= S(Fq)) définie par 

e[E](s) = trace(0|E| { s } ) 

pour tout s e S. On a : 

(12) pour tout Y e (feu, e [ i n d £ ( C ) ] ( y ) = (-l)°d+dim^QT(Y). 
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Via l 'application E G { y o ) définie en 1.4, identifions °S à un système local °£G(V°Ï défini 
sur une sous-variété de G(Vo)un, définissons un système local CM sur une sous-variété 
de M par CM = pfM)xT,.^G(Vb)) et posons CM = CM[°d + dim(t) ] . On peut 
définir le faisceau i n d ^ ( C M ) sur G et sa fonction caractéristique e [ i n d ^ ( C M ) ] sur 
G. D'après notre définition de QT et le théorème 1.14 de [Lu2], on a l'égalité 

e[mdG
M(CM))(EG{Y)) = (-l)°d+dïm^QT(Y) 

pour tout Y G gni\- D'autre part, il existe des ouverts de Zariski g' de g, resp. G' 
de G , invariants par conjugaison par G , contenant gnil, resp. G u n , de sorte que EG 

définisse une bijection G-équivariante de g' sur G'. Il résulte des définitions que 

e[ ind£(C)] (r ) = e [ i n d £ ( C M ) ] ( £ G ( y ) ) 

pour tout F G g'. L'égalité (12) résulte des deux égalités ci-dessus. 
On a : 

(13) pour tOU t Y eg, e\T O  i n d ^ ( A ) ] ( 0 , Y) = ( _ l ) 0 r f + d i m ( t ) + d i m ( & ) ç d i m ( ^ ) / 2 g T ( y ^ 

Pour tout Z G t, posons 

e z = e [ i n d ^ ( A ) z ] . 

D'après [Lau], Théorème 1.2.1.2, on a l'égalité 

(14) e [ J T o m d ^ ( A ) ] ( Z , y ) - ( - l ) D I M ( » ) Ç
D I M ( 9 ) / 2 ? z ( y ) 

pour tous Z e Y e g. En appliquant cette égalité à Z = 0 et en utilisant (10) et 
(12), on obtient (13). 

Rappelons que l'on a fixé un point X G t r . On a 
(15) 

pour tout Y e g, e [ ^ o m d £ f ( . A ) ] ( X , Y ) = (-i)°d+dim(t)+dim(g)qdim(g)/2f^x^Y). 

On a un isomorphisme : 

G / ( Z G ( V o ) ( ° X ) x T) V ( A ) n ({X} x g) 

i i — • {X,x(°X + X)x~l,xM) 

et la restriction de A à V( A ) n ({X} x g) s'identifie au système local quotient de 

G/(ZG(Vo)(°X)° xT)xQe 

par l'action de ZG(Vo)(°X) définie en II.4 ou II.5. En tenant compte des décalages, 
on en déduit l'égalité 

e x = ( - l ) ° d + d [ m ^ [ X } . 

Alors (15) se déduit de (14) pour Z — X. 
Démontrons maintenant la proposition. D'après (2) , (7) , (8) et (9) , il existe un 

isomorphisme 

7 : ^ o i n d & ( A ) ^ i n d £ ( B ) . 
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Puisque ces faisceaux sont irréductibles, il existe c G tel que 

J O (j) = C(j) o  7. 

On a alors l'égalité : 

e[TomàG
M{A)\(Z,Y) = ce[ind&(B)](Z,y ) 

pour tous Z £t,Y € g. D'après (11 ) et (12) , on a : 

e[màG
M{B)]{Z,Y) = {-l)°dQT{Y) 

pour tout Y G (fou- En comparant avec les égalités (13) et (15), on en déduit les 
égalités : 

(16) 
( _ 1 ) d i m ( t ) + d i m ( g ) g d i m ( g ) / 2 Q T ( y ) = cQT(y) , 

/ j N d i m W + d i m t o ) d i m t e ) / 2 7 ^ M f l / y ) = C Q T ( F ) , 

pour tout y G anii- D'où l'égalité de l'énoncé. 

I I . 9 . Soit T G T . D'après l'égalité (16) du paragraphe précédent, les fonctions Qr\gnï\ 
et QT sont proportionnelles. On note 7 ( T ) la constante telle que 

Qr\gnii=q-dim(T)/2l(T)QT. 

Elle ne dépend que de la classe de conjugaison par G de T. Si A r ( T ) = 0 G 0 ( V ) , 
on posera 7 (0 ) = 7 ( T ) . 

Soient k G Xo(V') tel que T G 7^ et u> G W(fe) tel que T soit paramétrisé par 
la classe de (^-conjugaison de w. On pose 7norm (T') = sgn(u>)7 (T). Les propriétés 
et définitions ci-dessus valent pour un groupe linéaire G = GL(n). Dans ce cas, 
en utilisant [Lu5], proposition 7.2 et égalité 6.15(a), on voit que 7norm (T ,) = 1. En 
utilisant l'égalité II.7 (2) , on montre alors que pour notre groupe G , 7norm (T') ne 
dépend que de la partie « anisotrope » de T . Précisément, soit 0 G © ( V ) , notons 
0 = (k, / x 1 ) ou (k, fi0, / z 1 , e ) . Soit (V, qy) un espace du même type de (V, qy) tel 
que qy et qy aient même noyau anisotrope et 0' = (/c, /x 1 ) G 0 ( V ) . Alors 7norm(# ) = 
lnorm{0'), avec la convention 7norm(# /) = 1 si V = { 0 } . 

11.10. Les définitions et résultats des paragraphes précédents s'adaptent au cas où G 
est produit direct de deux groupes G',G" chacun du type considéré précédemment. 
Revenons au cas considéré en 1.2 d'un couple (V,qy) définie sur F. Soit L un réseau 
presque autodual de V. On appliquera les définitions et résultats précédents au groupe 
G(L) défini en 1.3. 

Supposons (V,qy) orthogonal, q y déployée et d divisible par 4. Alors (£' ,qi>) et 
{t!1', qgn) sont orthogonaux pairs et qy et qy sont déployées. Supposons de plus d{(!) et 
d(£") divisibles par 4. On doit choisir des décompositions en sous-espaces lagrangiens 

£' = £'+®£'+, £" = £"+ © £"+. 
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Pour cela, fixons a; £ G tel que 

L = (L n e  ( L n x(v+)). 

Un tel élément existe et Ton a aussi 

Z = (Z n x(v+)) e  (Z n . 

On définit alors £ '+, resp. £ '+, ^ / / + comme les images dans resp. t", £hde 
L f l x ( V + ) , resp. L n x ( V + ) , Z n # ( V + ) , Z r i x ( y + ) . La classe de conjugaison par G(L) 
du quadruplet ( £ ' + , £ , + ,£"+ , £ , , + ) ne dépend pas de l'élément x choisi. 
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CHAPITRE II I 

UNE BAS E D E restent) 

I I I .1 . On revient comme en 1.2 à un couple (V ,qy ) défini sur F. On suppose dans 
tout le chapitre III que V possède un réseau autodual. 

On note To(V) l'ensemble des couples (k1\k") d'entiers ^ 0 tels que 
• dans le cas symplectique, k'(k' + 1 ) + kn(k" + 1 ) ^ d\ 
• dans le cas orthogonal impair, k' est impair, k" est pair et k'2 + k"2 < d ; 
• dans le cas orthogonal pair, k' et k" sont pairs et k'2 + k"2 ^ d ; 
• dans le cas unitaire, k' = k" = 0 . 
On note © / ( F ) l'ensemble des quintuplets (fc', k", fjP, \x', /x") où (k', k") G  I0(V) 

et / i° , / / , / i " sont des partitions vérifiant les conditions : 
• dans le cas symplectique, k'(kf + 1 ) + k"{k" + 1 )4 - 2 (# ( / i ° ) - h S(^) + S{n")) = d ; 
• dans le cas orthogonal, k'2 + k"2 + 2(5( /x° ) - h S V ) + S ( J A " ) ) =  d; si fc" = 0 , 

c(/x") est pair ; si k' — 0 , z / c ^ ) = rf (cf. 1.3 pour la définition de V) 5 
• dans le cas unitaire, 2.S,(/x°) + 5(jx /) + 5 ( / i / / ) = d, c(/x") est pair et tous les termes 

non nuls de p! et p!' sont impairs. 
On dit que (kf, kh/x°, /x', /LI") est exceptionnel si 
• (V> qy ) est orthogonal, est déployée et d est divisible par 4 ; 
• k' = k" = 0 , /x' = /x" = 0 et tous les termes de /x° sont pairs. 
On note © ( F ) l'ensemble dont les éléments sont : 
• les éléments non exceptionnels de © / ( V ) ; 
• les 6-uplets ( O , O , / x ° , 0 , 0 , £ ) , où ( 0 , 0 , /x°, 0 , 0 ) est un élément exceptionnel de 

6/(10 et £ G  { ± 1 } . 

Soit (9 = (/c',À;",/x 0,/x',/x") ou (9 = (^J fe ' ' , / i 0 , / x ' , / zV) un élément de © ( F ) . On 
lui associe : 

• une décomposition orthogonale 

V = V0®Vu 

• un réseau presque autodual R C Vb ; 
• un sous-tore maximal T de G?(Vi), défini sur F et non ramifié ; 
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de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées : 
• A^(VL)(T) = , IJL', /x") ou ( / Z ° , J A ' , / Z " , £ I ) €  ©max(Vi ) ; si de plus 9 est excep

tionnel, e\ = e ; 
• dans le cas symplectique, d (r ' ) = + 1), d(r") = k"{k" + 1) ; 
• dans le cas orthogonal, d(r') = k'2, d(r") — k"2 ; 
• dans le cas unitaire VQ — R = { 0 } . 
De telles données sont uniques à conjugaison près par G. 

I I I .2 . Soit 6 G 0 ( V ) . Fixons des objets Vb, Vi , i2 , T comme ci-dessus et un élément 
XT de £, entier et de réduction régulière (cf. 1 .8). 

Notons K(R), K(R)1, resp. k(R), k(R)1, les sous-ensembles de G(Vb), resp. g(Vo) 
définis en 1 .3 et introduisons le groupe G(R) et son algèbre de Lie g(R), définis sur 
¥ q . On a les égalités : 

k(R)/k(R)1=g(R)=g(r')xg(r"). 

Si (V,qy) est unitaire, on note °f la fonction constante égale à 1  sur g(R) = { 0 } . 
Si (V,qy) est symplectique ou orthogonal, on a défini en II.4 ou IL5 des fonctions 
sur g(rf), resp. g(r"), que nous noterons °f\ °f". On note °f la fonction °f (g ) °f" sur 
g(R). En tout cas, on identifie °f à une fonction sur g(Vo) via le plongement 

C(g(R)) = C(k(R)/k(R)1) C C c ° W o ) ) . 

Pour / G C£°(g) et x E G, posons 

c(f,x)= I f(x-1(Y + XT)x)°f(Y)dY. 
Jg(Vo) 

Lemme. —  Soit f G  C£°(g). La fonction c(f, •) est invariante à droite par un sous-
groupe ouvert de G et invariante à gauche par T. L'image de son support dans T\G 
est compacte. 

Démonstration. — Les deux premières assertions sont claires. La troisième l'est si 
9(Vo) = { 0 } - Supposons g(Vo) 7 ^ { 0 } , notons T le support de c ( / , •). Montrons 
d'abord : 

(1) l'image de T dans (G(Vb) x T ) \ G est compacte . 

Rappelons que tout X G  g ent se décompose de façon unique en une somme X = 
Xs + Xn où Xs et Xn commutent, Xn G  gtn et il existe une infinité d'entiers m G  N 
tels que 

Xa = Xf . 

Posons 

r 0 =  { x s ; X G S u p P ( / ) n ^ n t } . 

Puisque S u p p ( / ) est compact, on vérifie que To l'est aussi. Soit x G T. On a : 

x-^SuppiJ) + XT)xn S u p p ( / ) ? 0 . 
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Puisque °f et °f" sont à support dans les éléments nilpotents de g (r ' ) et g ( r " ) , on a 
Supp(° / ) + X T C gent et XS = XT,S pour tout X G  Supp(° / ) + X T . On en déduit : 

(2) i - ^ r ^ n r o 7 ^ 0 . 

Mais puisque XT est entier de réduction régulière, X T , S l'est aussi. A fortiori 

ZG(XT,S) = G(V0)xT. 

D'après [HCvD], Lemme 25, la relation (2) implique la propriété (1) . 
Pour démontrer le lemme, il suffit grâce à (1) de prouver que si C est un sous-

ensemble compact de G, l'ensemble 

{yeGiV^lxeC, c ( / , y x ) ^ 0 } 

est relativement compact dans G(V\). D'après l'invariance à droite de c ( / , •) par un 
sous-groupe ouvert, on peut supposer C réduit à un point, puis, quitte à conjuguer 
/ , C = { 1 } . Cela nous ramène à démontrer le lemme dans le cas V = Vb, V\ = { 0 } , ce 
que l'on suppose désormais. 

Fixons un sous-tore A  de G, défini et déployé sur F , maximal pour ces propriétés, 
tel que le point fixe de K(R) dans l'immeuble de Bruhat-Tits de G appartienne à 
l'appartement associé à A. Notons 

• Z  =  Z G ( A ) , 
• E  l'ensemble des racines de A dans g, 
• pour tout a G  E, ua C  g le sous-espace radiciel associé. 

Il existe 
• des sous-OP-algèbres s et s1 de z telles que 

PFS C  S 1 C  5 , 

• pour tout a G  E, des réseaux va et v\ de ua tels que 

pFva C vl C  v a , 

de sorte que 

k(R) = s 0 (  0 va) , k(R)1 =  s 1 0 (  ©  i £ ) . 

Posons s — s/s1 et, pour tout a G  E, va = Va/v^. Notons E  = {a G  E; va ^ { 0 } } . 
On a l'égalité 

g(R) = s®( ©_^). 

Le tore A a une structure naturelle sur O F - Sa fibre spéciale A = A ® 0 F F q est un 
sous-tore déployé maximal de G(R) et E est l'ensemble des racines de A dans g(R). 

Notons X*(A) le groupe des caractères de A. L'ensemble E  engendre le Q-espace 
vectoriel X*(Â) ®z Q. On vérifie que 

(3) Ë  engendre X * (A) 0  Q . 
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Remarque. — Dans le cas orthogonal, cela serait faux si r' ou r" était un espace 
isotrope de dimension 2. Mais les hypothèses d(r') = k'2, d(r") = k"2 interdisent une 
telle situation. 

Il résulte de la décomposition de Bruhat-Tits qu'il existe un sous-ensemble compact 
C de G tel que 

G = K(R)AC. 

Fixons un tel C. La fonction °f est par construction invariante par conjugaison par 
K(R)° (cf. 1.3). On vérifie qu'elle l'est même par K(R). La fonction c ( / , •) est donc 
invariante à gauche par K(R) et il nous suffit de prouver : 

(4) l'ensemble des a e A tels que c ( / , •) est non nulle sur aC est compact . 

Pour x e G, définissons une fonction fx sur g par 

{ 0, si Y £ k(R), 

/ f(x-1(Y + Y,)x)dY,
1 si Yek(R). 

Jk(R)1 

Cette fonction appartient à C(k(R)/k(R)1). Identifions fx et °f à des fonctions sur 
g(R). On a alors l'égalité 

(5) c(f,x) = c Y, f*(Y)0f(X), 
Yeg(R) 

où c est un rapport de mesures, donc une constante > 0. Fixons un entier N ^ 1 
tel que pour tout x G C, la fonction / o A d ( x _ 1 ) soit à support dans pF

Nk(R) et 
invariante par p^k(R). Soient a G A et x G aC. Par construction, la fonction fx est 
à support dans p(a) et est invariante par -u(a), où 

p(a) = [(p~N a / c ^ a " 1 H k(R)) + fc^R)1]//^)1, 

u(a) = [ ( p F
r a / c ( i ? ) a - 1 n / c ( J R ) ) + A: (^) 1 ] /A: ( J R) 1 . 

On va montrer : 

il existe un sous-ensemble compact C A C A tel que, si a G A — C A , il existe 

(6) un sous-groupe parabolique P de G(R), propre et défini sur F g , tel que 

p(a) C p , u(a) D up. 

La fonction °f étant cuspidale, il résulte de la formule (5) que c ( / , •) est nulle sur aC 
si a G A — C A - Cela démontre (4) et le lemme. 

Il reste à prouver (6) . Pour tout a e A et tout a G E, posons na(a) = vF o a(a). 
Pour tout ensemble de racines positives E + C E, posons 

A(Z+) = {ae A; V a G £ + , na(a) ^ 0 } . 

Quand on fait varier E + , les ensembles AÇE+) forment un recouvrement fini de A. 
On peut donc fixer E + et remplacer dans l'assertion (6) A par ^ 4 ( E + ) . Fixons donc 
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E + . L'ensemble E fl E + est un ensemble de racines positives pour E. Notons A son 
sous-ensemble de racines simples. On a : 

(7) soit a G A ( E + ) ; supposons s u p { n a ( a ) ; a G A } ^ TV + 1; 

alors la conclusion de (6) est vérifiée. 

Soient a G A ( £ + ) et (3 G A tels que np(a) ^ TV -h 1. Posons 

E(/3) = { a G E ; 3 7 G E n E + , a = /? + 7 } -

Il existe un sous-groupe parabolique P de G  ( A ) , propre et défini sur F g , tel que 

p = S® _ 0 _ t ' a , =  0 V - a . 

D'autre part 

akiR)^1 =s® ( 0 pn
F

a(a)va), 

d'où 

p(a) = s 0  f  _  0 vaj , tx(a) = _ 0 v a . 
a € S ; n a ( a ) ^ J V a G S ; n a ( a ) ^ - i V 

Mais, par définition, pour a G E(/3), on a n a ( a ) ^ iV + 1 . On déduit des égalités 
ci-dessus les inclusions 

p(a) C  p , up C  w(a) , 

ce qui démontre (7). 

Il existe un entier Ni ^ 0 tel que, pour a G A ( E + ) , 

s u p { n a ( a ) ; a G Ë D E4"} > JVi ==> s u p { n a ( a ) ; a G Â } ^ TV + 1. 

Fixons un tel TVi. Grâce à (3) , il existe un entier N2 > 0 tel que, pour a G A ( E + ) , 

s u p { n a ( a ) ; a G E + } ^ TV2 = > s u p { n a ( a ) ; a G Ë D E + } ^ TVi. 

La conclusion de (6) est donc vérifiée pour a G ^4(E+) tel que s u p { n a ( a ) ; a G E + } ^ 
TV2. Comme l'ensemble des a G ^4(E+) ne vérifiant pas cette inégalité est compact, 
cela achève la preuve de (6) et du lemme. • 

On définit un élément </>6 >(Xr, •) de C^°(g)* par 

( 8 ) MXTJ) = I G ^ ) ! - 1 ! ^ ) ! 1 / 2 / / f(x-1(Y + XT)x)°f(Y)dYdx 
JT\G Jg(V0) 

pour toute / G C%°(g). C'est un élément de T>ent. 

Remarque. — Si d(Vo) ^ 1, en particulier si (V,qv) est unitaire, <PQ(XT, •) n'est autre 
que l'intégrale orbitale (/>(XT, •)• 
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5 4 C H A P I T R E III . U N E B A S E D E res w (X> e nt) 

I I I . 3 . On conserve les mêmes hypothèses. Fixons des données (7, (a^), (c*)) comme 
en 1 .7, relatives à l'espace Vi, telles que XT G 0(1, (a^), ( Q ) ) . Identifions V\ à 

©^ 
de sorte que XT s'identifie à l'élément construit en 1 .7. Notons S l'ensemble des 
réseaux de V de la forme 

R® ((BRi) 

où, pour tout i G / , Ri est un OF *-réseau de Fi presque autodual. 
Soit L un réseau presque autodual de V et / G C(k(L)/k(L)1). Supposons 

/ f(Y + XT)°f(Y)dYÏO. 
Jg{Vo) 

Lemme. — Sous ces hypothèses, L E S. 

Démonstration. — D'après l 'hypothèse, il existe Y G Supp(° / ) tel que Y-\-XT G k(L). 
On a remarqué dans la preuve du lemme précédent que 

(Y + XT)S=XT,S. 

En particulier, XT,S est limite d'une sous-suite de ((Y + X r ) n ) n e N - Donc XT,S £ k(L). 
Mais X r , s est un élément de t1 entier et de réduction régulière. Un raisonnement 
élémentaire d'algèbre linéaire prouve que les seuls réseaux de V stables par XT,S sont 
de la forme 

L o 0 ( © i î i ) 

où Lo est un réseau de Vo et, pour tout i G / , Ri est un OFI-réseau de Fi. Ecrivons L 
sous cette forme. On a 

L =  L O 0 (  © A i ) . 

Puisque L est presque autodual, Lo l'est aussi ainsi que chaque réseau Ri. Il reste 
à prouver que Lo = R. La fonction sur g(Vo) : Y —> f(Y +  X T ) appartient à 
C(k(Lo)/k(Lo)1). Cela nous ramène à démontrer le lemme dans le cas V\ = { 0 } , 
V = Vb, L = Lo, ce que l'on suppose désormais. 

Définissons G C?°(g) par 

fR(Y) 
r 0, si Y ik{R), 

l f(Y + Y')dY', si F e  k(R). 
JK(R)1 

Cette fonction appartient à C(k(R)/k(R)1) et on l'identifie à une fonction sur g(R). 
On a l'égalité 

f(Y)°f(Y)dY = c £ /«(WOO, 
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CHAPITRE III . UNE BAS E D E res H(î>ent) 5 5 

où c est une constante > 0. Par hypothèse, le membre de gauche est non nul. La 
cuspidalité de °f entraîne donc : 

(1) il n'existe pas de sous-groupe parabolique P de G(R), propre et défini sur F q , 

tel que la fonction JR soit à support dans p et invariante par up. 

Posons 
p(L) = {k(L) H  k(R) +  / c ( t f ) 1 ) / W 1 , 

u(L) = (k(L)1 n k(R) + kiR)1)/^)1. 

Par construction, fn est à support dans p(L) et invariante par u(L). Considérons le 
sous-espace de r' : 

b = (LnR + pFR)/pFR. 

Son annulateur pour la forme qr< est 

b1- = (pFLnR + pFR)/pFR. 

On a b1- C 6, donc b1- est totalement isotrope. Soit P le stabilisateur de b dans G(R). 
C'est un sous-groupe parabolique de G(R)1 défini sur Wq. Il est clair que p(L) stabilise 
6, donc 

(2) P(L)CP. 

En vertu de 1.9 (1) , on a 

u(L) = {Y e g(R) ; V Z e p ( L ) , t r a c e ( y Z ) = 0 } . 

D'autre part, 

uP = {Y e g(R) ; V Z G  p, t r a c e ( y Z ) = 0 } . 

On déduit de (2) l'inclusion 
up C u(L). 

Mais alors, d'après (1) , P = G(R). Puisque P stabilise le sous-espace totalement 
isotrope 6 1 , on a 6 1 = { 0 } et b = r'. 

Remarque. — Cette déduction ne serait pas correcte si (r',qr') était orthogonal, avec 
qr> déployée et d(r') = 2. On a déjà dit que ce cas était exclu. 

Puisque b = r ' , on a 

R = LilR -\-pFR. 

Un argument similaire démontre l'égalité 

R = LC)R + R. 

On a alors 

R = Ln R + pFR = LnR + pF(LnR) +pFR = Lf] R + pFR, 

R = LnR + pFR = LnR + LnR + pFR = LnR + pFR. 
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5 6 C H A P I T R E III . U N E B A S E D E resn(Vent) 

Grâce au lemme de Nakayama, on en déduit 

R = LHR, R = LD R. 

i.e. 

RcL, RcL, 

et finalement R = L. 

I I I . 4 . Soient toujours 0 = (kf, kh/x°, /x', /x") ou (k', k"/x°, /x', /x", e) un élément de 
© ( V ) , Vb, Vi,R,T et X T comme en III. 1 et III .2. Soit de plus L un réseau presque 
autodual de V. Notons 0(6, L) l'ensemble des couples ( 0 ' , 0 " ) G 6 ( f ) x O ( f ' ) (c/. 
I I . 2 ) tels que 

0f = (kf,^'^f) ou 0' =  ( * ' , M ° ' , M V ) , 

0 " =  ( £ ; " , , X 0 " , M " ) ou 0 " = 

u0' U u °" =  u° , 
si 0 est exceptionnel, £ = e V . 

Pour deux partitions À , v, posons 

f A „i - TT C i ( A u " ) ! 

l V 1 " | ( e L ( A ) ! ^ ) ! ' Pour (6', 6") G 0(6, L) comme ci-dessus, on pose 

[ 0 ' , 0 " ] ° =  [ M ° ' , M O " L 

f 2 , si (V,qv) est orthogonal, f  ^  { 0 } , f  ^  { 0 } et ni 6»', 

v(o',o") 

[ 1, sinon. 

ni 6" ne sont exceptionnels 

Posons enfin 
m{L) = \G{L)\\g{L)\-"\ 

Proposition. — Soit f &Hn C{k{L)/k(L)1). On a l'égalité 

M*TJ) = qdim{T)/2m(L) £ r,(e',e")[6',9"}°(QE, ® Qe»,f)g{Ly 
(0'9")ee(o,D 

Remarque. — On identifie / à une fonction sur g(L) pour définir le dernier terme. 

Démonstration. — Considérons la formule III.2 ( 8 ) . Soit x G G. La fonction / o 
A d ( x _ 1 ) appartient à C(k(x(L))/k(x(L))1). Utilisons les définitions et résultats du 
paragraphe précédent. Pour que l'intégrale intérieure du membre de droite de III.2 ( 8 ) 
soit non nulle, il faut que x(L) G <S. Notons S(L) l'ensemble des réseaux S G S qui sont 
conjugués à L par un élément de G. Le groupe T agit sur S(L). Fixons un ensemble 
de représentants ST(L) du quotient T\S(L) et, pour tout S G ST(L), fixons x 5 G G 
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CHAPITRE III . UNE BAS E D E r e s w ( P e n t ) 5 7 

tel que xs(L) = 5 . Dans la formule III.2 (8) , on peut remplacer l'intégrale sur T\G 
par l'intégrale sur 

|J T\{xeG;x(L) eTS} 
sesT(L) 

i.e. par 

(J T\TK(S)xs. 
sesT(L) 

Pour tout S e ST(L), posons f s = fo A d ( x 5 ) - 1 et 

<I>S= I l fs(x-1(Y + XT)x)°f(Y)dYdx. 
JT\TK(S) Jg(V0) 

On obtient : 

( 1 ) MXT,f) = \G(R)\-1\g(R)\1'2 E  t*' 
sesT(L) 

Fixons S e ST(L). La fonction f s appartient à  C(k(S)/k(S)1). Identifions-la à  une 
fonction sur # ( 5 ) , identifions de même °f à  une fonction sur g(R) C  g (S). Notons X | 
l'image de XT dans g (S) et Ts la composante neutre du centre du commutant de Xj> 
dans G (S). Remarquons que le groupe K(S) agit naturellement par conjugaison sur 
g (S). On a l'égalité : 

(j)s = mes(T \ TK(S))[K(S) : K(S)1]-1 • m e s ^ i ? ) 1 ) 

' E  E  E  fSfrv-HY + Xftyx-^'fiY). 
xeK(S)/K(S)° yeG(S) Yeg(R) 

La double somme en y et Y n'est autre que 

J2 fSoM{x){Z) £ ^flXÏKy-'Zy) 
zeg(S) yeG(S) 

(cf. IL8) , ou encore, en remarquant que TSf[Xj,] est à valeurs réelles : 

\ZG{s)(Ts)\\G(S)\(TSv{X$], f o Ad(x))g{s). 

On a l'égalité 

(T%[XS
T\, f o Ad(x))g(S} = Ts o A d ( * ) )f f ( g ) • 

Puisque / G  H , / 5 , vue comme fonction sur g (S), est à support nilpotent. On peut 
appliquer la proposition IL8 au calcul du membre de droite de l'égalité ci-dessus. On 
obtient 

( ^ ^ ] , p o A d ( : c ) ) s ( s ) = {QTs,fS oAd(x))g(s) = (QTs, f o Ad(x))g(s). 
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5 8 CHAPITR E III . UN E BAS E D E r e s w ( X > e n t ) 

D'où l'égalité : 

cj>s = mes(T\TK(S))[K(S) : ^ ( S ) 1 ] " 1 m e s ^ f l ) 1 ) \ Z G { S ) ( T S ) \ \ G ( S ) \ 

• £ (QTS,fSoAd(x))g{sy 

xeK(S)°\K(S) 

D'après notre choix de mesures, 

mes(fc(iî)) mesik(R)1) = 1, 

d'où 
mes(* ; ( i l ) 1 ) = | p ( i l ) | - 1 / 2 . 

On a 

mes(T \ TK(S)) = mes(K(S)) mes(T n K(S))-1, 

mes(K(S)) = (K(S) : K(S)1) m e s ( K ( 5 ) 1 ) , 

mesiKiS)1) = mes ( f c (5 ) 1 ) , 

et, comme ci-dessus, 
mesikiS)1) = \g(S)\-V2. 

On a 
mes(T n K(S)) = [T n tf(S) : T D K(S)1} mes(T D K(S)1). 

Or 
r n x ( s , ) / r n i i ' ( 5 ) 1 ~ T S 

et 
mes(T n K(S)1) = mes(t n k(S)1) = \ts\~1/2 = q~ dim(T>/2. 

On a aussi 
ZG(s)(Ts) = G(R) xTs. 

Enfin, A d ( a ; s ) définit un isomorphisme de G(L) sur G(S). D'où les égalités : 

\G(S)\ = \G(L)\, \g(S)\ = \g{L)\. 

Posons 
Ts = Ad(xs)-1{Ts). 

Alors 

{QTSJS okà{x))g{S) = E (QTsJoAd(x))g(L). 

x<EK(S)/K(S)° xeK(L)/K(L)° 

On obtient l'égalité : 

(2) ^ = I G ^ I I ^ ^ I - V ^ d i m C T ) ^ ) £ ( Q T s , / o A d ( x ) ) ^ ( L ) . 
x G i ^ ( L ) / K ( L ) o 

Etudions l'ensemble <S, en utilisant les notations de III.3. Pour i G  / * , on peut supposer 
VFi(ci) G  { 0 , 1 } . Notons resp. Ihl'ensemble des z G J* tels que ^ ( Q ) = 0, resp. 
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VFi(ci) = 1. L'espace Fi n'admet qu'un seul oFi-réseau presque autodual, à savoir o F i 

et on a 

{ o Fi, si i G / ' , 

p / o F i , si ier. 
Remarquons que \i' resp. n'est autre que l'ensemble avec multiplicités : 

{d im F (F i ) /2 ; iG/ ' } , resp. { dimF(F,)/2; i G J"} . 
Soit maintenant i G /* — L Avec les notations de 1.7, on peut identifier Fi à Ff 0  Ff 
et supposer que Q s'identifie à (1,1) ou (1, —1). Pour a, b G Z, posons 

5» (a, 6) = p£o F# 0 p F o F # . 

Ce sont des oF.-réseaux et tout o Fi-réseau est de cette forme. On a 

Si(a,b)~=Si(-b,-a). 

Un réseau Si (a, b) est donc presque autodual si et seulement si a -f b G {0,1}. On a 

[S»(a,6), si a + 6 = 0, 
Si(a,o) = < 

[ p F Si(a,b), si a + 6 = 1. 

Remarquons que /x° n'est autre que l'ensemble avec multiplicités : 

{dim F(F^) ; z G / - / * } , dans le cas orthogonal ou symplectique, 
{dimE(Ff); i G I — / * } , dans le cas unitaire. 

Identifions J — J* à { 1 , . . . , c(/x0)} de sorte que fi® = dimFCFf ) ou dim B(Ff ) pour 
tout i G { l , . . . ,c ( /x 0 ) } . 

L'action du tore T se décrit ainsi : si i G /*, T fixe le réseau o F i ; si i G J—/*, l'orbite 
de Si (a, 6) est {Si(a + c,b — c);c e Z } . Pour tout sous-ensemble J e { 1 , . . . , c(/i 0)}, 
posons : 

S(J) = iî 0 ( © Si(0,0)) 0 ( © Si(0,1)) 0  (  ©  o F i) . 
KieJ J v;e{i,...,c(/x°)}-j 7 v ;e /* ' 

Posons 
5 r = { 5 ( J ) ; J c { l , . . . , c ( M

0 ) } } . 
Alors ST est un ensemble de représentants des orbites de l'action de T dans S. Pour 
tout i G  / , posons /i = OFi/PFOFi- H résulte des calculs ci-dessus que pour tout 
JC {!,...,c(n0)}, 

s'{J)=r'®( 0 / i ) , 

s " ( j ) = r " 0 ( © / i ) . 
vie({i,...,c(/xO)}-j)u/" / 
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En notant /x°( J)', resp. /x°(J) / /, la partition dont les termes non nuls sont les /J- pour 
i G J, resp. i G { 1 , . . . , c(/JL0)} — J, on a les égalités : 

d(s'(J)) = d(r') + 25(M°( J)') + a S V ) , 
d(s"(J)) = d(r") + 2S(/x°(J)") + aS(/x"), 

où a = 2 dans les cas symplectique ou orthogonal et a = 1 dans le cas unitaire 
(on s'excuse pour la double signification du symbole S). Notons J l'ensemble des 
J C  {1, . . . ,c(/x0)} tels que d(s'(J)) = d(f ), d(s"(J)) = d(f'). On peut alors choisir 
pour ensemble ST(L) l'ensemble 

{S(J);JeJ}. 

Soit J e J. Posons Ar(TS(j)) = (0',6"). Il résulte des égalités ci-dessus que 

9' = (*', n°(J)',»') O U (&', fj.°(J)', »>, e1), 
9" = (*", fi°(J)", n") ou (fc", fi°(J)", M", e"). 

Quand 0' et 0" sont tous deux exceptionnels, il résulte de 11.10 que e' e" = e. Autre
ment dit, (0',0") G  6(0, L). Pour tout (0',0") G  0(0, L), notons J(0',Q") l'ensemble 
des J e J tels que Ar(Ts(j)) = (0 /,0 / /). Il résulte de cette discussion et de (1) et (2) 
que 

(3) MXT,f)=qdim{T)/2m(L) 

Yl E  ( Q « ' ® Q « " , / ° A d ( x ) ) f l ( i ) . 
(0',8")€e(6l,L) x€/f(L)/A'(L) 0 

Supposons (V,qy) symplectique ou unitaire. Alors K(L) = K(L)°. Soit (6',6") G 
6(6», L). Ecrivons 

0' = ( f c ' , /x O V), (9" = (fc",,i0",M")-
Alors .7(0', 6>") est l'ensemble des J C { 1 , . . . , c(/*0)} tels que J)' = /it0', ^ V ) " = 

On calcule : 
|J(0',0")| = [0',0"]° 

et la formule (3) devient celle de l'énoncé. 
Supposons (V,qv) orthogonal. Si d{£')d{£") = 0, K(L) = K(L)° et le calcul est le 

même que précédemment. Supposons d(t!)d(t!') ^ 0. Alors K(L)° est d'indice 2 dans 
K(L). Pour 0' G 9(f ), posons 

{ 0', si 0' n'est pas exceptionnel, 

(0, ̂ 0 / , 0, -e'), si 0' = (0, /x 0 /, 0, e') est exceptionnel. 

Si x est un élément de K(L) - K(L)°, et (0',0") G  6(f ) x Q(£"), on a l'égalité 

( Q Ô ' ®  <?0") o  Ad(z) - Q-e> <S> Q-e». 
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Remarquons que (0'' ,6") >—> (—6") conserve © ( 0 , L ) . La double somme de l'ex
pression (3) est égale à : 

E W > d")\ + W-0'' -e")\)(Q<>' ® Qe»,f)g(L) • 

(6',0")ee(e,L) 
Soit (0',0") 6 0 ( 0 , L ) . Comme précédemment, le nombre de J € ,7 tels que l'on ait 
AT(TS{J)) e { ( < ? ' , é > " ) , ( - 0 ' , - 0 " ) } est égal à [0',6>"]°. D'où l'égalité : 

f \9',e"}°, si ( 0 ' , 0 " ) ^ (-6',-e"), 
\j(e',e")\ + \j(-e',-e")\ = \ [ J' v ; 

l v n l v ; | \2[e',6"]°, si (e',e") = (-e',-e"). 
Mais (0',0") = (-0',-6") si et seulement si ni 6', ni 0" ne sont exceptionnels. On 
obtient alors la formule de l'énoncé. • 

I I I . 5 . Le seul choix qui influe sur la définition de (J)Q(XT, •) est celui de XT-

Corollaire. — Le terme r e s ^ ( ( / > 6 i ( X T , •)) est indépendant du choix de XT-

Démonstration. — Le membre de droite de l'égalité de l'énoncé précédent est in
dépendant de ce choix. Il en est donc de même de la restriction de 00 ( X r , * ) à 
C((k(L)/b) pour tout L e C (cf. 1.9), donc de r e s ^ ( 0 ( X r , •))• H reste à appliquer 
le théorème 1.9 (i). • 

On note <$Q la restriction à W de 0 # ( X T , •) pour n'importe quel choix de XT-

I I L 6 . Soit toujours 0 = (kf, h", /x°, /x', / i") ou (k\ k", fi°, /JL', \A!', e) un élément de 
O ( V ) . On note Ç(0) l'ensemble des triplets (Z , ,0 ' ,0" ) tels que 

• L est un réseau presque autodual de V ; 
• (0 ' , 0 " ) e 6 ( 0 , L ) . 

Soit T = (L, 0 ' , 0 " ) G  Ç(9). On sait définir la fonction m ( L ) - 1 Qe, ® QQ» sur g(L). En 
utilisant le plongement 

C{g{L)) = C{k{L)/k{LY)^C?>{g), 

on l'identifie à une fonction sur g que l'on note QY-
Notons Ann(£>) l'annulateur de V dans C™(g). 

Lemme. —  Soient Ti,T2 G  G(0). Alors les images dans C%°(g)/ Ann(£>) de QYx et 
Qr2 sont égales. 

Démonstration. — On utilisera la remarque suivante. Soient 1Z = (Pi)z=o,...,r, 72/ = 
(R'i)i=o,...y deux chaînes de réseaux telles que 1Z C VJ. Alors k(7Z') C  fc(7£). Il existe 
M G  Lév i F g (G (7e ) ) et P G  P a r F q ( M ) tels que l'image de k(K'), resp. fc(ft')1, dans 
<7(7£) soit égale à P , resp. up. D'où un isomorphisme #(7?/) ^ m. Soit / ' G  C(g(lV)). 
Identifions / ' à une fonction sur m et définissons une fonction / sur g (11) par / = 
i n d p ^ ( / ; ) . Identifions / et / ' à des éléments de C£°(g). Posons 

m(Tl) = \G(n)\\g(TZ)\-^ 
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6 2 CHAPITR E III . UN E BAS E D E resn(Veilt) 

et définissons de même m(K'). Alors 

(1) les images dans C™(g)/ A n n ( P ) de miK)'1 f et m ( 7 J / ) " 1 / / sont égales. 

Soit T = ( L , 0 ' , 0 " ) G £(<9). Ecrivons <9' = (A; ' , /x 0 ' , / / ) ou (À/ , / i 0 ' , /^ ' , e ' )- Il existe 
un sous-groupe parabolique P 7 de et un sous-groupe de Lévi M 7 de P ', tous 
deux définis sur Fq, tels que : 

{ r n ^ * i ^ G L ( / x 0 /
7 - ) , s i ( ^ 9 v ) e s t symplectique ou orthogonal, 

Ilj=i R e s F 2 / F g GL(p0fj), si ( V , ç v ) est unitaire 

où est un sous-espace non dégénéré de de même noyau anisotrope ; 
• pour tout j G { 1 , . . . , c ( / x 0 / ) } , notons Q'- la fonction de Green sur g£(/ji0fj) (ou 

R e s F 2 /Fg g£(p?' j)) associée à l'unique classe de conjugaison de sous-tores elliptiques 
maximaux ; notons Q'Q la fonction de Green sur g(£f

0) associée à (/c7, /x 7), qui appartient 
à 6 ( ^ ) ; alors (c/ . II.7 (2)) : 

, / C ( / X 0 , ) x 
Qe> = indG

pP (  ( g ) Q>) . 

Fixons un tel couple ( M ' , P ' ) . Associons de même à 9" un couple (M",P"). 
Posons P  =  P' x P " . Soit 7Z = (i?i)i=o,...,r l'unique chaîne de réseaux telle que 
L G 7£ et l'image de /c(7£) dans g (L ) soit égale à p. Avec des notations évidentes, on 
a un isomorphisme 

c ( / x 0 ' ) c ( M ° " ) 

- g(Q x ^ ( ^ ) x ( glfjjP'i)) x ( H gW'iJ) 
3 = 1 3 = 1 

(remplacer par Resj^ /F q dans le cas unitaire). Définissons une fonction Qn sur 
g(K) par 

c ( m ° ' ) c ( a x ° " ) 

Qw =  Q o ® Q o ® (  ( g ) Q - ) ® ( ( g ) Q " ) . 

En identifiant Qn à une fonction sur g, il résulte de (1) que les images de Qr et 
m(1Z)~lQn dans C%°(g)/ Ann(£>) sont égales. Posons S = Ro, notons Ps le sous-
groupe parabolique de G ( 5 ) , défini sur F g , tel que l'image de k(1Z) dans # ( 5 ) soit 
égale à ps et définissons une fonction Qs sur # ( 5 ) par 

Q s = i n d g 5 ) ( Q ^ ) . 

En identifiant à une fonction sur g, pour la même raison que ci-dessus, les images 
de m(S)~1Qs et m(lZ)~1QTz dans C^°(g)/ A n n ( P ) sont égales, donc aussi celles de 
Q r et m(S)~1Qs' Il résulte de la construction et de II.7 (2) que : 
(2) d(s") ne dépend que de k" et p!1 ; 
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• Qs = QSI@QslI, OÙ QSII est une fonction de Green sur g(S") associée à (kil, /-L") E 

8(S") et QSI est une fonction de Green sur g(s') associée à un élément (k', /-Lü, /-L') ou 
(k',/-Lü,/-L',8) de 8(s'). 

D'après (2), la classe de conjugaison par G de S ne dépend que de 8. Puisque conju
guer une fonction par un élément de G ne change pas son image dans C~(g)1 Ann(V), 
on peut considérer que S ne dépend que de 8. Si (V, qv) est symplectique ou orthogo
nal impair ou unitaire, on voit alors que m(S)-IQs est entièrement déterminée par 
8. L'image de Qr dans C~(g)1 Ann(V) ne dépend donc que de 8, d'où le lemme. 

Supposons (V, qv) orthogonal pair. Si (k', /-Lü, /-L') n'est pas un élément exceptionnel 
de 8 I (s'), QSI est associée à (k',/-Lü,/-L') et le même raisonnement s'applique. Suppo
sons (k', /-Lü, /-L') exceptionnel, i. e. k' = 0, /-L' = 0 et tous les termes de /-Lü sont pairs. 
Supposons aussi s' i= {O} (sinon QSI est évidemment bien déterminée). Si 8 n'est 
pas exceptionnel, alors Sil i= {O}. Dans ce cas K(S)Ü est d'indice 2 dans K(S). Un 
élément de K(S) - K(S)Ü conjugue Qs en Q-;, @QslI, où Q-;' est associée à l'élément 
(0, /-Lü, 0, -8) de 8(s'). Donc l'image de Qs dans C~(g)1 Ann(V) ne dépend pas de 8 
et on conclut comme précédemment. Supposons 8 exceptionnel. Dans ce cas, il résulte 
de la définition de 8(8,L) (cf. 111.5) que l'on peut raffiner la chaîne R en une chaîne 
de réseaux maximale de classe positive si E = 1, négative si E = -1 (cf. 1.9). D'après 
les choix effectués en II.10, on a alors 8 = E et Qs ne dépend encore que de 8. D 

III. 7. Pour tout 8 E 8(V), on fixe un élément r de 9(8), dont le choix aura peu d'im
portance et on p'0se Q(J = Qr. Par construction, QI} est à support topologiquement 
nilpotent donc Q(J EH. 

Notons Annrt(Vend l'annulateur de Vent dans H et 

resvent : H ---t HI Annrt(Vent) 

la projection naturelle. 

Lemme. - L'ensemble {resvent(Q(J); 8 E 8(V)} engendre HI Annrt(Vent) linéaire
ment. 

Démonstration. - Pour tout L E C et tout X E bl (cf. 1.9), notons cp[L, X] la fonction 
caractéristique de X + k(L)1 dans g. D'après le théorème 1.9 (i), l'ensemble 

{ resvent (cp[L,X]); L E C, X E bl } 

engendre HI Annrt(Vent). Il suffit donc de prouver que pour tous L,X, l'image de 
cp[L, X] dans C~(g)1 Ann(V) appartient à l'espace engendré par les images de Q(J, 
pour 8 E 8(V). Fixons donc L E C et X E bI, identifions cp[L, X] à une fonction sur 
g(C') x g(C"). C'est la fonction caractéristique d'un élément X' E9 X", où X', resp. X", 
est un élément nilpotent de g(C') x g(C"). Introduisons la fonction e[X'] @ e[X"] (cf. 
ILl). Quand on l'identifie à un élément de C~(g), son image dans C~(g)1 Ann(V) 
est un multiple non nul de celle de cp[L, X]. D'autre part, elle appartient à l'espace 
engendré par {Q(}'@Q(JII; 8' E 8(C'), 8" E 8(C")} d'après 11.7 (3). Mais il est clair que 
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64 CHAPITRE III. UNE BASE DE res w(Pent) 

si 9' G 6(f ) et <9" G 6 ( f ), il existe un unique 9 G G{V) tel que (L, 0', 0") G  £(0). La 
fonction Q0 ' ®Qo", identifiée à une fonction sur g, a même image dans C£° (g)/ Ann(D) 
que m(L)Qe. Cela achève la démonstration. • 

III.8. Pour L0 = (*', k") G  I0{V) (cf. III.l), on pose 

'-[kf(kf + l)(2fc' + 1) + + l)(2/c" + l)]/6, dans le cas symplectique, 
<*(K>) = { ~ [k'{kf - l){k' + 1) + k"(k" - l)(k" + l)]/3, dans le cas orthogonal, 

0, dans le cas unitaire. 

Soit B = (k',k",n°,n',(j,") ou (k',k",ti°,tJ,',fi",e) un élément de 6(V). On pose 

5{0)=5{k',k"). 

Soit (L,0',e") e  Q{6). On a défini en II.9 les termes 7(0') et 7(0") . On pose 

7(0) = 70? W ) -

Ce terme ne dépend pas du choix de (L, 6', 9"). Pour toute partition A, posons 
c(A) c (A) 

n , ( A ) = - 1 ) . ^ ( A ) = ( n * o ( I N A ) ! ) • 
3=1 3=1 01 

On définit les termes suivants : 

{n (?(/x0)IIq2(/x /)IIg(^ /)_1IIg2(/LA / /)nq(/x / /)_1, dans le cas symplectique 
ou orthogonal 

UQ2(fi°)UQ2(fi/)Uq(fi,)~1UQ2(fi")Uq(fif/)~1, dans le cas unitaire; 

Z(e)=Z(n°)Z(n')Z(n"); 

rik(9) le nombre de termes non nuls du couple (k', k") ; 

c(fjL°) + c(/x') + c(/x ; /), dans le cas symplectique, 
(Q\ _ <

 C ( M ° ) + c ( / x 0 + C (M " ) + nfc(#) — 1, dans le cas orthogonal, si 9 
j n'est pas exceptionnel, 

c(ji°), dans le cas unitaire ou, dans le cas orthogonal, si 9 est exceptionnel. 

Remarquons que l'élément G  W* est dans l'image de Vent et définit donc une 
forme linéaire sur H/ Ann^(Dent)« 

Proposition. —  Soient 9,T G 6(V). On a Végalité 

^ ^ - ^ ^ s i r = e 
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Démonstration. — Fixons T et XT comme en III. 1 et III.2, relatifs à 0 et T = 
( L , T ' , T " ) G  Ç(T). On a l'égalité 

<ffî o r e s P e n t ( Q T ) = (pe(XT, Q r ) , 

que l'on calcule grâce à la proposition III.4 : 

MXT,Qr)=qdim(T)/2m(L) £ r,(0',e")[0',e"]0(Qe, <g> Qe»,Qr)gW 

(e',e")ee(e,L) 

Soit T un élément de T G ^ tel que A ^ ( L ) ( T ) = ( T ' , T " ) . La fonction Q F est égale à 
m ( L ) ~ 1 ( 5 r / 0 Q r " mais, puisque QQ>®QQ» est à support nilpotent pour tout (0 ' , 0 " ) G 
6 ( 0 , L ) , on peut remplacer dans la formule ci-dessus Q r par 

m(L)-1 q~ d i m ^ / 2
 7 ( r ) Q r> ® Q r » , 

c/. II.9. D'après IL7 (1) , pour (0 ' , 0 " ) G  6 ( 0 , L ) , le produit scalaire 

(Q#' 0 Qfl", Qr ' ® Qr")g{L) 

est nul sauf si ( 0 / , 0 / / ) = ( T ^ T " ) . Cette condition impose l'égalité r = 0, donc 

0 ? ° r e s 2 > e n t ( Q T ) = O 
si r 7̂  0. Supposons r = 0. Alors : 

< ^ ° r e S î W ( Q r ) = 9 d i m ( T ) / 2 - d i r a ( ^ / 2 7 W ^ ( r ^ r ' 0 [ r ^ r ' ' ] o ( Q r ^ Q T , ) Q T , ® Q T , ) 9 ( L ) • 

Grâce à IL 7 (1) , on a 

{QT>®QT»,QT>®QT»)9{L) = I W G ( L ) (T)I I ^ T 1 ^ ( ° ( L ) ^ . 

On a bien sûr d i m ( T ) = d i m ( T ) , on calcule : 

S(G(L),T) = Ô(9), 

\T\=U(d). 

Pour obtenir la formule de l'énoncé, il reste à démontrer l'égalité : 

^ ( r ' , r " ) [ r ' , r " ] 0 | ^ G ( L ) ( T ) | = Z{6)2^. 

Elle résulte du lemme du paragraphe suivant et d'un calcul cas par cas. • 

I I I . 9 . Revenons le temps d'un lemme au cas d'un couple (V, qy) défini sur ¥ q . Soient 
T G  T , 0 = A T ( T ) . Ecrivons 0 = ( / c , / z 1 ) ou (k, / x 1 , e ). 

Lemme. — On a Végalité 

Z(fjL0)Z(fjL1)2c^°^c^1\ dans le cas symplectique, et, dans le cas 

orthogonal, si k ^ 0 ou si 0 es£ exceptionnel; 

\WG(T)\ = l Z ( / x ° ) Z ( / i 1 ) 2 c ( / x ° ) + c ( / x l ) - 1 , dans le cas orthogonal, si k = 0 

e£ 0 n?es£ pas exceptionnel; 

^ Z(p^)Z(p})2c^0>), dans /e cas unitaire. 
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Démonstration. — Reprenons les notations de II.3. Soit w G W(k) tel que T soit 
conjugué à T w par un élément de G. On peut supposer T  =  T w . Soit x G G(¥q) 
tel que T w = xT(k)x~1. L'application Ad(x) définit un isomorphisme de W(k) sur 
WQ(TW). Le corps de base étant fini, WQ(T) n'est autre que le sous-groupe des 
éléments de WQ(TW) fixes par (j). Il s'identifie au groupe des u G W(k) tels que 
(j)(xux~l) = xux~1, qui n'est autre que le commutant de w^w dans W(k). 

Supposons (V,qy) unitaire. Identifions W(k) à W(Ad-i), soit /x la partition telle 
que Wcpw soit produit de cycles de longueurs /xi , /X2> etc. Il est élémentaire que le 
nombre d'éléments du commutant de w^w dans W(Ad-i) est 

n ^ ( M ) Q ( / x ) ! . 

Si i est impair, Q ( / X ) = c^/x 1 ) . Si i est pair, Q ( / X ) = q/ 2 ( /x°). On obtient la formule 
de l 'énoncé. 

Supposons (V,<2v) symplectique, ou (V,qy) orthogonal et k ^ 0. Alors W(fc) 
s'identifie à un groupe W(Cn). Rappelons que w^w a deux types d'orbites dans 
{ ± 1 , . . . , ±n} : les orbites J  telles que J D ( — J) =  0 ; les orbites J  telles que J  =  —  J. 
Et, pour tout i ^ 1, il y a 2 Q ( / X ° ) orbites du premier type et de longueur i et c^/tx1) 
orbites du second type et de longueur 2i. Ici encore, le calcul du nombre d'éléments 
du commutant est élémentaire. On obtient la formule de l'énoncé. 

Supposons (V, qy) orthogonal et k = 0. Alors W(k) s'identifie à un groupe W(Dn). 
Notons Z c , resp. ZD le commutant de w^w dans W(Cn), resp. W(Dn). On cherche 
à calculer \Z^>\. Le calcul précédent détermine \Zc\- On a 

\ZD\ = 
\ZcU 

\Zc\/2 

si ZCC W{Dn), 

si Zcç£W(Dn). 

On doit déterminer si Zc est ou n'est pas inclus dans W(Dn). Si /x1 ^ 0, soit J 
une orbite du deuxième type. On peut supposer que J = { ± 1 , . . . , ±£} et que, pour 
j = l,...,£, 

j + i , sij^e, 
WMJ) = < , . . . 

— 1. si 1 =£. 
L'élément u, égal à w^w sur J et à l'identité sur { ± 1 , . . . , ±n} — J , commute à w^w et 
s g n C D ( î x ) = — 1. Donc Zc Çt. W(Dn). Supposons /x1 = 0. Le groupe Z c est engendré 
par des éléments u de l'un des trois types suivants : 

• soient J, J' deux orbites de mêmes longueurs telles que J' ^ J , J' ^ — J ; on 
peut supposer J = {!,..., £}, J' — {£ + 1 , . . . , 2£} et que, pour j = 1 , . . . , 2£ 

j + i , 

£ + 1, 

si j ^ , 2 * , 

s i j  = 

si j = 2£; 
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alors, pour j = 1 , . . . , n, 

u(±j) 

( ±(j + £), si j = i,...,e, 

±(j-£), si j = e+l,...,2£J 

^ ± j , si j = 2 ^ + l , . . . , n ; 

• soient J une orbite et £ G Z ; l'élément w est égal à (w<f,w)e sur J U - J et à 
l'identité sur { ± 1 , . . . , ±n} - ( J U ( - J ) ) ; 

• soit J une orbite ; on peut supposer J = { 1 , . . . , £} ; alors, pour j = 1 , . . . , n, 

U ( ± j ) -
( = f j , si j = 1 , . . . , ^ , 

1 ± j , si j = ^ + l , . . . , n . 

On vérifie que les éléments des deux premiers types appartiennent à W(Dn). Un 
élément du troisième type appartient à W(Dn) si et seulement si \J\ est pair. 

Finalement Zc C W(Dn) si et seulement si /x1 = 0 et tous les termes de /i° sont 
pairs, i.e. si et seulement si 6 est exceptionnel. Cela achève la démonstration. • 

III . 10. Revenons à la situation de III. 1. 

Corollaire 

(i) La famille (?esT>ent(Qe))oee(v) est une base de H/ Annn(Vent). 
(ii) La famille (<l>^)ees(v) est u n e base de r e s ^ ( P e n t ) -

Démonstration. — L'indépendance linéaire de ces familles résulte de la proposition 
III.8. 
Le (i) résulte alors du lemme III. 7. Puisque res^(Z> e nt) est le dual de H/ Ann<ft(£>ent)> 
le (ii) résulte de (i) et de la proposition III.8. • 
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CHAPITRE I V 

STABILITÉ 

I V . 1. On suppose dans tout le chapitre IV que V possède un réseau autodual. 
Supposons (V, qy) symplectique, soit 0 = (&', k", y!\ / i") G 6 ( V ) . Fixons Vb, Vi, 

T et XT comme en III. 1 et III . 2 . Posons 

J = { l , . . . ,sup(fc ' , *;")}• 

Pour tout j G J , fixons un système de représentants Tj de o £ / o £ 2 dans o£. Posons 

r = nr, 
Pour tous 7 G T et j G J , on notera sans plus de commentaire 7^ la composante 
de 7 dans Tj. On adopte le même principe pour tout ensemble égal à un produit 
d'ensembles indicés par J . 

Rappelons que l'on note sgn l'unique caractère non trivial de o £ / o £ 2 . Pour tout 
j G J , on l'identifie à une fonction sur Tj. On définit une fonction a sur T par la 
formule suivante, pour 7 G T : 

sup(fc',fc") 

(7(7) = ri Sgn((-D<='- f c"7,r f c'+fc". 
j=lfe'-fc"l+l 

Pour j G J et 5 G oF, fixons a[ô]j 6 F tel que : 

a[ô}2/ =UJFÔ, si jK\k'-k"\, 

a[6}f2j-\k'-k"»=u;F6, si j  > |fc'-jfe"|. 

Notons i -aj l'extension de F engendrée par a[S]j, Ffj son sous-corps d'indice 2 en
gendré par a[ô}?, psj l'idéal maximal de l'anneau des entiers de Fsj et 

y[S\j = {Y€ p2
SJ; traceF , # (Y) = 0) 
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Pour 7  G  T, posons : 

A(1) = Y[(a[lj)j+y[7j]j). 
jeJ 

On a 

A{n) C {Y e  F7jJ ; trace / F # (Y) = 0 } 

On munit ce dernier groupe de la mesure de Haar pour laquelle mes (A (7 ) ) =  1, et 
A ( 7 ) de la mesure déduite. 

Posons £ = (0p/0p2)J. On définit un caractère de £ par la formule suivante, 
pour e G  £ : 

/ I f c ' - f c " ! x  , S U P ( f c ' , f c " ) . 

V j= i '  ^j=|fc'-fc"|+ i ' 

x J 
Pour 7  G  T, a G  A ( 7 ) et e  G  £ , définissons c[a, e] = (c[a, e)j)jej e F de la façon 

suivante. On identifie o £ / o £ 2 à un système de représentants dans o£ . 
Pour j G  J , on pose 

c[a, e] 

CLjC-j, si A/ ^ A/ , 

dj'jjej , si A/ < fc" et j ^ A/' - A:', 

|̂  ( - l ) * " - * ' ^ ^ , si fc' < k" et i ^ /c" - k' + 1 . 

Les données (J, (OJ), (c[a, vérifient les conditions de 1.7 pour l'espace Vb et dé
terminent une classe de conjugaison par G(Vo) dans g(Vo). Fixons un élément X[a, e] 
de cette classe, posons XT[Q>, e] = X[a, e] - h XT G  g. 

Si X est un ensemble compact muni d'une mesure et D : X —> P une application 
telle que, pour toute / G  C%°(g), l 'application 

X—>C 

s £> (* ) ( / ) 

soit localement constante, on définit JX D{x)dx G  D par la formule évidente 

(^j D(x)dx){f) = j D{x){f)dx. 

Cela étant, on définit un élément DQ\T,XT\ de V par la formule : 

D0\T,XT] =2-^k'>k"UmY,aW [ Y,^(e)<l>(XT[a,e}r)da. 

Cette distribution appartient à VENT. 
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IV.2 . Supposons (V,qv) orthogonal. Soit 0 = (fc', k", /i,0, fi', //") G G(V). On sup
pose que 9 n'est pas exceptionnel. Fixons V b , V i , T et XT comme en IV.1 et III.2. 
Posons 

{ {1 , . . . , sup(A/,k")}, si d est pair, 
{2 , . . . , sup(A/, k")}, si d est impair, 

J= j j G J; j ^ \k'- fc"|, j = dmod2ZJ. 

Pour tout j G J tel que j < \k' — k"\, fixons un système de représentants Tj de 
o£/(l + PF) dans o£. Pour tout j G {\k' - k"\ + 1,... , sup(Â/, k")}, fixons un système 
de représentants Tj de o£/o£ 2 dans o£. Notons T le sous-ensemble de YljeJ Tj formé 
des 7 tels que : 

• pour tout j G J, 7j_i ^ 7j mod(l + PF ) ; 
• si d est pair, ] l j G j 7 j = v

c^')+^") modo£ 2. 
Avec les mêmes conventions qu'en I V . 1, on définit une fonction G sur T par la formule 
suivante, pour 7 G T : 

r - . r sup(fc /,k") -. 
^(7) = ~ 2 + s S n (7j-i7j)) sgn(7 i_i7 j(7 J_i - 7,) ) J J sgn( - 7 j ) . 

lj€J j=\k' —k"\ + l 1 

j=d+l mod 2Z 

Pour j G J et J G o£, fixons a[5]j G F tel que 

a[ô]2jj~2 = UJFÔ, si j ^ - et j = dmod2Z, 

a[J]2 i = u;F£, si j ^ \kf - k"\ et j = d+ 1 mod2Z, 

a ^ - ' * ' - * ' ' 1 - 1 ^ ^ , si^|Jfe'-fc''| + l-

On définit comme en I V . 1 une extension Fsj de F et un sous-ensemble y[S]j. Puis, 
pour 7 G T, on définit un ensemble A(7) muni d'une mesure de masse totale 1. 

Notons 8 le sous-groupe de (o£/o£ 2 ) J formé des e tels que 
• pour tout j G J, e^-i = e7, 
nsup(fc',fc") - , 

J=lfc'-fc"l+l eJ -  A-
On définit un caractère Ko de £ par : 

«o(e) = f jsgn(e j ) , 

pour tout e G £ . 
x j 

Pour 7 G T, a G ̂ (7) et e G £, définissons c[a, e] = (c[a, e]^)^ j e F de la façon 
suivante. On identifie o£/o£ 2 à un système de représentants dans o£. Pour j G J, on 
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pose 

' ( - 1 ) ^ 7 ^ , s i * / >k" et j^k', 

( - l ) d i / C ( M , , ) 7 F C / E F C / s i fc/ ^ fc" et j = A;7, 

I s i Â ; 7 7 > f c 7 et j ^ f c " 
k ( - l ) D + V i / ^ ' W , si fe,/ > k' et j = k". 

Les données (J, ( a j ) , (c[a, e] j ) ) vérifient les conditions de 1 .7 pour l'espace Vb- Si d 
est impair, elles déterminent une classe de conjugaison par G(Vb) dans #(Vb). On 
fixe un élément X[a, e] de cette classe et on pose X r [ a , e] = X[a, e] + X p . Si d 
est pair, les données définissent deux classes de conjugaison dans g(Vo). On fixe des 
éléments X+[a,e] et X~[a,e] dans chacune de ces classes. Pour e = ± , on pose 
Jfy[o, e] = X e [ a , e] + X T et on définit une distribution </>(XT[a, e] , •) par 

<t>(XT[a, e] , •) = 0 (X+[a , e] , •) + </>(X"[a, e] , •). 

On définit un élément DO[T,XT] de V par l'égalité : 

DE[T,XT] = 

a2?((q - l)\q - ^ ' ' l / V W ^ ^ ) / ^ „ 0 ( e ) ^ ( X T [ a , e] , -)da, 

où 

1 , si ( i est pair, 

a = < s g n ( - l ) ( f c , _ 1 ) / 2 , si d est impair et k' > k"', 

k sgn [ ( - 1 ) ^ / 2 - 1 ^ ^ ) + ^ ^ ) ] ^ s i d e s t impair et k" > fe;, 

' l - i n f ( £ ; 7 , / c 7 7 ) , si / c 7 / c " ^ 0 , 

/ ? = < 0, si /c 7/c" = 0 et (/c 7,/c 7 7) 7̂  ( 0 , 0 ) , 

^ - 1 , si (fc , ,fc , , ) = ( 0 , 0 ) . 

La distribution Z }0[r ,Xr ] appartient à Pent -

I V . 3 . Plaçons-nous dans l'une des situations étudiées en IV. 1 ou IV.2 . On démon
trera la proposition suivante aux chapitres VI et VIL 

Proposition. — On a Végalité — res-^L^pT, X T \ ) . 

I V . 4 . Posons 

M = {M e L é v i F ( G ) ; P a r F ( M ) ^ 0}. 
C'est l'ensemble des sous-groupes de Lévi définis sur F de sous-groupes paraboliques 
de G définis sur F. On note M/G l'ensemble des classes de conjugaison par G dans 
M et, pour M e M, (M) sa classe de conjugaison. On munit M/G de la relation 
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d'ordre suivante : pour ( M J , ( M 2 ) G M/G, ( M i ) C ( M 2 ) si et seulement s'il existe 
M'2 G ( M 2 ) et M ' 2 G ( M 2 ) tels que M[ C M ;

2 . 
On note ge\\ l'ensemble des éléments semi-simples réguliers X e g tels que ZG{X) 

soit un sous-tore elliptique de G , c'est-à-dire que le plus grand sous-tore déployé de 
ZG(X) soit central dans G (cette définition vaut pour tout groupe réductif connexe 
G défini sur F). Si X G # r e g , il existe un unique Lévi Mx £ M tel que X G rax,eii-

Soit M e M. Fixons P G Pari?(Ai") et un sous-groupe compact maximal spécial 
K de G, dont le point fixe dans l'immeuble de Bruhat-Tits de G appartienne à l 'ap
partement associé à un sous-tore déployé maximal de M. Il existe une unique mesure 
de Haar sur Up telle que, pour toute / G C£°(G), 

/ f(x)dx = / f(muk)dkdudm. 
JG JMXUPXK 

On munit Up de cette mesure de Haar et up de la mesure telle que l'exponentielle 
préserve les mesures d'un voisinage de 0 dans up dans un voisinage de 1 dans Up. 
Pour / G C£°(g) et X G m, posons 

fp(X)= f f(k~1{X + Y)k)dkdY. 
JupxK 

La fonction f p appartient à C^°(m). Elle dépend des choix de P et K mais ses 
intégrales orbitales n'en dépendent pas. En effet, pour X G m D greg, posons 

AGM(X) = |det (ad(X)|^/m)|y 2 . 

On a l'égalité 
4>M(x,fp) = ^GM(X)4>G{x,f), 

où, conformément à nos conventions, 0 M ( X , •) et 0 G ( X , •) sont les intégrales orbitales 
relatives aux groupes M et G. Il en résulte que si D G P M , D(fp) ne dépend pas des 
choix de P et K . On définit une application : 

i n d ^ : VM —> VG 

par la formule : 
(màG

M{D)){f) = D(fp) 

pour tous D G £ > M , / G Cj°(g). 
On vérifie que ( / ) p = f p pour tout / G C^°(g). D'où l'égalité 

i n d ^ ( 5 ) = i n d ^ ) 

pour tout D eVM. 
Soient V un sous-ensemble ouvert et fermé de m, stable par conjugaison par 

JVG(M), et VG un sous-ensemble ouvert et fermé de g, stable par conjugaison par 
G et tel que VG DmCV. Pour X eVG, posons 

C(X) = {xeG')x~1Xxe V } . 
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Soit D G  VM, supposons D localement intégrable sur V. Notons DG la distribution 
i n d ^ ( D ) . Alors DG est localement intégrable sur VG. Notons (pp et ipDa les fonctions 
sur V, resp. V G , associées à i9, resp. D G (c/ . 1.9). Pour X eVG il greg, on a l'égalité 

(1) <PDG(X) = ^Mix^Xxy^oix-'Xx). 
xec(x)/M 

I V . 5 . La théorie des groupes endoscopiques est développée dans [Lan] et [Ko], §7. 
Nous utiliserons les notations de [W2]. Soient ( i f , s , £ ) des données endoscopiques 
pour G (remarquons que G est quasi-déployé). On définit un sous-ensemble hc-reg 
de h. On fixe un facteur de transfert 

• hc-reg x greg — • C 

incluant le facteur AIV de Langlands et Shelstad (cf. [LS], §3.6, 3.7). Pour / G  C%°(g) 
et F G  ho-régi on pose 

4>G'H(Y, f) = J2 *g,h(Y, X)CPG{X, /), 
X 

où X parcourt greg modulo conjugaison par G. Notons C£°(g)H~mst le sous-espace 
des / G  C™(g) telles que <t>G'H(Y,f) = 0 pour tout Y G  h G - r e e . Notons VG>H le 
sous-espace des éléments de VG qui annulent C%°(g)H~m8t. 

Soit X G  g r e g . On a défini en 1.7 la classe de conjugaison stable Ost(X). Notons 
£(X) l'ensemble des classes de conjugaison par G contenues dans Ost(X). On peut 
munir £(X) d'une structure de groupe pour laquelle l'élément neutre est O(X). No
tons JC(X) le groupe dual de £(X). Il s'identifie à un ensemble de fonctions sur Ost(X) 
invariantes par conjugaison par G. Soit Y G  / i a - r e g, supposons AG,H(Y, X) ^ 0. Alors 
le support de la fonction AG,H(Y, •) est Ost(X) et il existe un unique nY G  )C(X) tel 
que 

AGIH(Y,Z) = AG,H(Y,X)KY(Z) 

pour tout Z G  Ost(X). On note KP'H(X) l'ensemble des nY quand Y parcourt 

{Y G/i G-reg;AG^(y,x)^o}. 
Soient jD G  PG et V un sous-ensemble ouvert de g. Supposons 
• si X G  V H # r e g , alors ( 9 s t ( X ) c V ; 
• D est localement intégrable sur V ; 
• D G  PG'" 

Soit {p£)\<i fonction sur V associée à D. Supposons pour simplifier que (fo est locale
ment constante sur V f l greg. Alors : 

(1) pour tout X G  V f l # r e g , la restriction de ^ à Ost(X) 

est combinaison linéaire d'éléments de KG'H(X). 
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Considérons d'autres données endoscopiques ( f f 7 , s 7 , £ 7 ) que l'on suppose non iso
morphes à (ff, s ,£ ) . Alors : 

(2) pour tout X G &11, JCG'H{X) n KG'H'{X) = 0 . 

On a prouvé en [W3] le résultat suivant : 

(3) soit D G VG'H ; alors D G VG'H. 

Dans le cas où ff = G , ce qui détermine s et £, on pose simplement C^°(g)mst = 
C™(g)H-'mst, Vst = VG'H et, pour X G <? r e g, <£ s t (X,- ) = </>G>H(Xr) et ICst(X) = 
KG'H(X). Remarquons que / C s t ( X ) = { 1 } . 

I V . 6 . On note 5 / ( V ) l'ensemble des quadruplets (/C 7, /C", /x°, /x 1) où (A:7, A;77) G 2" 0 (F) 
et /x° et y} sont des partitions, soumis aux conditions suivantes : 

• dans le cas symplectique, k'(k' + 1) + k"(k" + 1) + 2S'(/x 0) + 2S(/x 1 ) = d ; 
• dans le cas orthogonal, k'2 + k"2 + 2S(/x°) + 2S(/x 1 ) = d ; si /C 7 = 0 et r/7 = v, 

alors c ( ^ ) ^ 1 ; si /C 7 = k" = 0, alors r/7 = v c ^ ; 
• dans le cas unitaire, 2S'(/x 0) + S^/x1) = d et tous les termes non nuls de /x1 sont 

impairs. On dit que (A:7, A:77, /x°, /LA1) est exceptionnel si 
• ( ^ <7v) est orthogonal pair, qy est déployée et d est divisible par 4 ; 
• A:7 = A:77 = 0, jx1 = 0 et tous les termes de /x° sont pairs. 
On note H(V) l'ensemble dont les éléments sont : 
• les éléments non exceptionnels de Ej (V) ; 
• les quintuplets (0,0, /x°, 0 , e ) , où ( O , O , / x ° , 0 ) est un élément exceptionnel de 

5 / ( V ) et e G { ± 1 } . 
On définit une application 

e(v)-^E(v) 
en associant à un élément (&', k", /x°, /x7, /x"), resp. (0,0, /x°, 0 , 0 , s ) , de 0 ( V ) l'élé
ment (A/, fc", /^°, /x 7U/x 7 /), resp. (0 ,0 , /x°, 0 , e) de H(V) . Cette application est surjective. 
Pour £ G H ( V ) , on note © (V ,£ ) sa fibre au-dessus de £. 

Pour tout entier n G N, posons 

( Z / 2 Z ) 5 = { (c J - ) i =i, . . . ,n e ( Z / 2 Z ) » ; f > = o } 

( Z / 2 Z ) ? = { ( e ^ i , . . . ^ G ( Z / 2 Z ) » ; f > = l } . 

Soit £ = (A:7, k", fi0, fj,1) ou (A:7, A:77, /x°, /x 1, e) un élément de 5 ( V ) . On définit un en
semble £(£) de la façon suivante : 

• si ( V , ç v ) est symplectique, £(£) = ( Z / 2 Z ) C ^ 1 ) ; 
• si (V ,qy ) est orthogonal, on distingue trois cas : 

• si A:7 A:77 ^ 0, = ( Z / 2 Z ) C ^ ) ; 
• si k' = 0 et i = v<S)+\ = ( Z / 2 Z ) i ( / x l ) ; 
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• si Jfe 'fc" = 0 et (k',rf) ^ ( 0 , z / c ^ 1 ) + 1 ) , E{Ç) = (Z/2Z)^ 1 } ; 
• si (V,qv) est unitaire £ (£) - (Z/2Z)q(m1). 

On définit une application 
m — e(v ) 

de la façon suivante : si £ est exceptionnel, £ (£ ) = { 0 } et l'on pose 

0(£,O) = ( O , O , , * ° , 0 , 0 , e ) . 

Sinon, soit e € £(£)• Notons / / ( e ) , resp. / x " (e ) , la partition dont les termes non nuls 
sont les fij pour j G { 1 , . . . , c ( / i 1 ) } tel que e, = 0, resp. ej = 1. On pose 

e(Ç,e) = (k',k",ti0,n'(e),n"(e)). 

Cette application a pour image G ( V , £ ) . 

Soient A  une partition et ^ G  {±1}C(X\ Pour tout entier z   ̂ 1, on pose 

Ci(A,«) = |{j = l , . . . , c ( A ) ; Aj = z et KJ = - 1 } | . 

Pour £ comme ci-dessus, on pose 

/ c (0 = { ± i } c ( / x l ) . 
Si K = (/<CJ)J=I,...,c(ax1)Î o n P o s e —« = (—^)j=i , . . . , c ( /x 1 ) - O n définit deux relations 
d'équivalence « et ~ dans /C(£) de la façon suivante. Pour tt, K 7 G /C(£), « « ; si et 
seulement si ĉ /Li1,/̂ ) = ̂ (/i1,̂ 7) pour tout entier z ^ 1. Si (V, qy ) est symplectique 
ou si (V, qy) est orthogonal et k' k" ^ 0, les deux relations ~ et » coïncident. Si (V, ) 
est unitaire ou si (V ,qy ) est orthogonal et A/A/7 = 0, la relation ~ est engendrée par 
« et par la relation ~ — n pour tout G  /C(£). 

Hors du cas particulier ci-dessous, on note /C(£) l'ensemble des classes d'équivalence 
pour la relation ~ . Le cas particulier est celui où sont vérifiées les conditions : (V, qy) 
est orthogonal, k' = 0, r]' = vc^ ) + 1 et c^ /x 1 ) est pair pour tout entier i > 1. Dans 
ce cas, l'ensemble des K G /C(£) tels que ^ ( / x 1 , ^ ) = Q ( / X 1 ) / 2 pour tout entier i  ^  1 
forme une classe d'équivalence que l'on note K ° . On note /C(£) l'ensemble des classes 
d'équivalence, pour la relation ~ , distinctes de 

IV.7. Lemme. —  Pour tout £  G  S ( V ) , les ensembles /C(£) e £ 6 ( V , f ) <m £ même nombre 
d'éléments. 

Démonstration. — Ecrivons £ = (/c7, A;77, / i 1 ) ou (/c7, A:77, /x°, ^x1, e ) . Si /x 1 = 0 , /C(£) 
et © ( V , £ ) ont tous deux un seul élément (remarquons que l'on n'est pas dans le cas 
particulier de la fin du paragraphe précédent car les hypothèses : (V,qy) orthogonal, 
k' = 0, rjf = vc^ ) + 1 et c ( /x 1 ) = 0 contredisent la définition de H ( V ) ) . Supposons 
xx1 ^ 0 . 

Introduisons les différents cas suivants : 

(1) (V, qy) est symplectique ou (V, qy) est orthogonal et A:7A:77 ^ 0 ; 
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(2) (V,qv) est unitaire, ou (V,qv) est orthogonal, k'k" = 0 et (k',rf) + (0,i/°^+1) ; 
(3) {V,qy) est orthogonal, &' = 0, rj' = i / ^ 1 ) * 1 et il existe un entier i ^ 1 tel que 
cidi1) soit impair ; 
(4) (V,qy) est orthogonal, k' = 0, 77' = z / c ^^ + 1 et ^(/i 1 ) est pair pour tout entier 
i ^ 1. 

Si n = (ni)i^i est une suite finie d'entiers ^ 0, notons 
• L(n) l'ensemble des suites finies £ = (^)^i d'entiers ^ 0 telles que 

0 ^ ti < 

pour tout 2^ 1 ; 
• ̂ pair(̂ ), resp. Limp(n), le sous-ensemble des suites £ G L(n) telles que S(£) est 

pair, resp. impair. 
• 1Z la relation d'équivalence dans L(n) ainsi définie : pour £ = (£i)i^i, (-£') = 

(^)i^i deux éléments de L(n), alors 7̂£-£' si et seulement si ^ = ou £ + = n ; 
• Ln(ri) l'ensemble des classes d'équivalence; 
• si rti est pair pour tout i > 1, posons £° = (n;/2)^i et I^(ra) l'ensemble des 

classes d'équivalence distinctes de {^°}. 
On démontre par récurrence sur c(n) les égalités 

(5) |ipair(n)| = |L(n)|/2, si l'un des n; est impair, 
(|L(n)| + l)/2, si tous les sont pairs, 

(6) |£im P(n)| = 
|L(n)|/2, si l'un des est impair, 
(|L(n)| - l)/2, si tous les rti sont pairs. 

Les classes d'équivalence dans L(n) ont deux éléments, sauf la classe {£ 0 } quand elle 
existe. D'où les égalités : 
(7) si l'un des ni est impair, \Ln(n)\ = |L(n)|/2; 
(8) si tous les m sont pairs, \Ln(n)\ = (\L(n)\ + l)/2, \LQ

n(n)\ = (|L(n)| - l ) /2. 
Introduisons la suite n définie par ni = c^/x1) pour tout entier i > 1. L'application 
qui à « G  /C(£) associe £ définie par £i = c^/x1, pour tout entier i > 1 se quotiente 
en une bijection de /C(£) sur L(n) dans le cas (1), sur Ln(n) dans les cas (2) et (3), 
sur L\{n) dans le cas (4). D'où l'égalité : 

(9) \m)\ = 
|L(n)| dans le cas (1), 
|L^(n)| dans les cas (2) et (3), 

y |L^(n)| dans le cas (4). 
D'autre part ©(V,£) est l'ensemble des quintuplets (fc',^",/!0,//',/^") tels que 

• /x' U /z" = /x 1 ; 
• dans le cas (2), c(/i") est pair ; 
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• dans les cas (3) et (4), c(ii") est impair. 
L'application qui à un tel quintuplet associe t définie par ii — Ci(fif/) pour tout entier 
i ^ 1 est une bijection de Q(V,£) sur L(n) dans le cas (1), sur I/pa i r(n) dans le cas 
(2), sur L i m p (n ) dans les cas (3) et (4). D'où l'égalité 

(10) mv,o\ 

\L(n)\ dans le cas (1), 
I Impair{n)\ dans le cas (2), 

|£imP(n)| dans les cas (3) et (4). 
Le lemme résulte des égalités (9) et (10), grâce aux égalités (5), (6), (7) et (8). • 

IV.8 . Pour une partition À  et un élément K de {±1} C ( A \ on définit un polynôme 
F(A, K) par 

P(À,AC) - Yl ((1 - Ti)Ci^K\l + Ti)Ci^~c^x^ . 

Soient £ = (k', fc", /x1) ou (k', k", /x1, e) un élément de S(V), 6 = (*;', fc", jz°, 
ou ( k ' , k " , e ) un élément de 6(V,£) et K G /C(£). Remarquons que 

£(£) est inclus dans (Z/2Z) C ^ ) qui est le groupe dual de /C(£). Posons 

S(0,K)= > *(e). 
e6£(O;0(£,e)=0 

Lemme. — Soient £, # et K comme ci-dessus. Alors S(9, K) est égal au coefficient du 
monôme 

UT?*"' 
d > 1 

dans le polynôme P(fi\n). 

Démonstration. — Pour tout entier i > 1, notons U l'ensemble des j G { 1 , . . . , c(/x1)} 
tels que /x] = i et, pour e G £(£)> notons ii(e) l'ensemble des j G tels que = 1. 
L'application 

e i—• (lAe)k>i 
est une bijection de l'ensemble {e G £(£);#(£, e) = 0} sur l'ensemble des familles 
(Ji)i^i telles que, pour tout entier i^ 1, est un sous ensemble de U à Ci(ii") 
éléments. 

On a les égalités 

c(AO 
S(6,K)= y n *v 

e€£(O;0(£,e)=0 j=l 

= U  1 1 1 1 ^ 
e E E (E) ; O (E,e° = O i>1 jEIi(e) 

= U E 11 ^ 
î l JiCli;\Ji\=Ci(v,") jeJi 
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C'est le coefficient de 

JJ j.«Ci(/z") 
dans le polynôme 

n n ( i + ^ r ) 
%>I jeu 

Mais ce dernier n'est autre que P ( / i 1 , /^). 

I V . 9 . Pour f G 3(V r ) et n G /C(£), posons 

C = E « ( ' c ) ^ « , e ) -

C'est un élément de r e s ^ ( P e n t ) « 

Lemme. — Soient £ = (k', k", fi0, ji1) ou (&', k", ji°, , e) un élément de E(V) et 
G /C(£). Supposons n ~ nf. Alors 

(i) /^ors rftt cas particulier du (ii) ci-dessous, = (\?£K, ; 

(ii) supposons (V,qv) orthogonal, k' = 0 et rjf = i / ^ H 1 . =  ± < ^ K , . 
P/ws précisément, ^ K = (p^K, si K, « K' et <$?_K = —Supposons de plus c^fi1) 
pair pour tout entier i ^ 1 et K, GK°. Alors (\P^K = 0. 

Démonstration. — Avec les notations du paragraphe précédent, on a l'égalité : 

C = E s{e,K)^ 

et une égalité analogue pour 0 ^ / . Si K « K  , les polynômes P( /x , et P( /x , K ) sont 
égaux. Grâce au lemme IV .8 , on a l'égalité S(0,K) = S(9,KF) pour tout 0 G 6 ( F , £) , 
donc 4>QK = 4>™K>- Supposons (V,qv) unitaire ou (V,qv) orthogonal et k'k" = 0. 
Alors P ( À , — K ) se déduit de P ( À , K ) par changement de chaque variable Ti en —T*. 
Soit (9 = ( f e / , f c / , , / x ° , / x / , / i / / ) ou ( f c ' , fc " , /x 0 , /Li ' , / zV) un élément de G ( V , 0 . Hors du 
cas particulier du (ii), c ( /x " ) est pair et le monôme 

n^ ( M ) 

2^1 

est de degré total pair. Grâce au lemme IV .8 , on a encore l'égalité S(9, K) = S(9 — AC), 
puis = Dans le cas particulier du (ii), pour 9 comme ci-dessus, c ( /x " ) est 
impair, d'où S(9,—K) = —S(9,k), puis </>^_K = ~4>^K- Supposons les hypothèses du 
(ii) vérifiées, ^ ( / x 1 ) pair pour tout entier i ^ 1 et K G Alors —AC « K . Les égalités 
déjà démontrées impliquent 4>V-K = 0. • 
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I V . 1 0 . Pour £ G  et « G  /C(£), on fixe arbitrairement un élément K E et l 'on 
pose 

QMce = MQlx-

Remarquons que le choix de K  n'influe que sous les hypothèses de (ii) du lemme 
précédent et que dans ce cas, il n'influe que par un signe. 

Lemme 

(i) Pour tout £  G  S ( V ) , la famille (0|Sc)7cex:(£) e 5 ^ w n e ^ a 5 e ^ n sous-espace de 
vesn(Vent) engendré par {<$\0 G  6 ( V , f ) } -

(ii) La famille ( ^ « ) ^ G s ( v ) , « € / c « ) w n e rfe  r e s « ( A î n t ) . 

Démonstration. — Soit £ G  H (V) . Notons V(£) le sous-espace de res^(I>ent) engendré 
par {00* ; 0 G  0 ( V , £ ) } . Par transformation de Fourier sur le groupe /C(£), V(£) est 
aussi engendré par {0| .̂;« G  /C(£)}. Grâce au lemme IV.9, cet ensemble engendre 
le même espace que la famille i^-^Kelc^)' D'autre part, d'après le corollaire III.10, 
dim<c(V(£)) = |0(V,£)|. Grâce au lemme IV.7, on a donc l'égalité dim<c(V(£)) = 
|/C(£)|, qui démontre (i). 

Le (ii) résulte de (i) et du corollaire III. 10. • 

I V . l l . Pour tous £ G  S ( V ) et ~iï G /C(£), on définit : c'est l'unique combinaison 
linéaire des Qe pour 0 G  0 ( V , Ç ) telle que pour tous £ ' G  H(V) et K 7 G /C(£'), on ait 
l'égalité 

(t^^oresVent(Q^ 
f 0 , si ( £ ' , « ' ) ^ 

1 1 , si ( £ ' , * ' ) = ( £ , * ) . 

Cette définition est loisible d'après le lemme précédent et la proposition III.8. 
Pour tout élément £ = (fc', k", /x°, /x 1) ou (A/, /c", /x°, /x 1, e) de H(V r), on fixe un 

Lévi G  M (cf. IV.4) tel que 

Me = ^(^) x I I ^-^CM ?)» dans les cas symplectique ou orthogonal, 
.7 = 1 

(̂̂ ) x H ResE/F GL^i®), dans le cas unitaire, 
7 = 1 

où Vf est un sous-espace non dégénéré de V tel que qy^ et qy aient même noyau 
anisotrope. Si £ est exceptionnel, on suppose que M$ stabilise la décomposition en 
lagrangiens V = F £ 0  Ve fixée en 1.6. 

Lemme. —  Soient £  G  S ( V ) , K G /C(£) e i l G  #reg- Supposons 4>(X,Qç^) ^ 0. A/ors 
(Ai$ ) C  (Mx) cf. IV.4 pour les notations. 
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Démonstration. — D'après l'hypothèse et la définition de QÇ,Ï-, il existe 0 G © (V ,£ ) 
tel que </>(X,Qe) ^ 0. Fixons un tel 6 et T = ( L , 0 ' , 0 " ) G Q(6) (cf. IIL6). On peut 
supposer Qe — Qr- Reprenons les notations introduites dans la démonstration du 
lemme IIL2, où R est remplacé par L. On introduit donc un sous-tore A de G , 
défini et déployé sur F , maximal pour ces propriétés, tel que le point fixe de K(L) 
dans l'immeuble de Bruhat-Tits de G appartienne à l'appartement associé à A ; les 
ensembles Z et E ; des sous-OF-algèbres s et s1 de z ; pour tout a G E, un sous-espace 
ua C g et des réseaux va et v a de u a ; l'ensemble E et des ¥ q -espaces s et va pour 
tout a G E ; on a alors les égalités 

k(L) = s 0 ( © va) , k(L)1 = s 1 0  ( © v £ ) , 

#(L) = S  0 (  © _ t J a ) . 

Quitte à conjuguer X , on peut supposer A c  M x - Soient P G P a r p ( M x ) et W 
un ensemble de représentants des doubles classes P \ G/K(L)° tel que W C NQ(A). 
Pour / G C c°°(#) et u> G VF, définissons fw G C c ° ° ( m x ) par 

fw(Y)= f f(k-1w~1(Y + Z)wk)dZdk 
JK(L)°XUP 

pour tout Y G rax- H existe une famille (c(w))wew de nombres réels > 0 telle que 
pour tout / G C£°(g), 

0 ( X , / ) = ^ c(w)cf>Mx(X,fw). 

En particulier il existe w G W tel que (/r2* (X, Qr,™) 7 ^ 0- Quitte à remplacer X et 
P oar w~1Xw et w~1Pw. on oeut suDDOser u> = 1. Alors 

Qr, i ^ 0 . 

Notons E i , E2 et E 3 les sous-ensembles de E tels que 

P = z 0 ( © t i a ) , 

m x = 2 : 0 ( © l i a ) , 

ixp = © ua . 

Pour j = 1,2,3, posons E j = E D E j . Alors 

(1) (pn/c(L) + A : ( L ) 1 ) / f c ( L ) 1 = 5 0 ( © ï ; a ) , 

(2) K n fe(L) + k(L)l)/k(Lf = s®( ®v«), 
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(3) (uP H k(L) + k(L)1)/k(L)1 = © v a . 
AGS 3 

Les ensembles £ j , pour j = 1,2,3, vérifient les propriétés suivantes : 
• si ce, (3 G Ë i et a + f3 G £ , alors a + G £ i ; 
• Ê = Ë i U ( - Ë i ) ; 
• E 2 = S i H (_ -Ei ) , 
• E3 = Ei — £ 2 . 

Il en résulte qu'il existe un sous-groupe parabolique P de G(L) et un sous-groupe de 
Lévi Mx de P , tous deux définis sur F g , tels que les ensembles (1) , resp. (2) , (3) , 
soient égaux à P , resp. m j , ï£p. La fonction Qr est invariante par conjugaison par 
K(L)°. Il résulte de la définition de Qr,i et des égalités (1) , (2) et (3) que Qr,i est 
à support dans mx H invariante par mx H fc(L)1 et, si l 'on identifie Q r et Qr, i 
à des fonctions sur g(L), resp. Qr , i est proportionnel à ( Q r ) p (c/. II.1). On a 
donc 

( Q r W O . 
Posons £ = (/c7, fc", /LFT° , /x 1) ou (A;7, /c 7 7, /x 1, e ) . Il résulte de la relation précédente, 

de la définition de 0 ( V , £ ) , des relations II.7 (2) et II.7 (4) et des propriétés usuelles 
du foncteur induction qu'il existe M% G Lévip tel que 

c(M°) 
(4) c G(Vl) x G(V?) x J ] GL(^) 

3=1 

(remplacer GL par R e s F 2 / F G GL dans le cas unitaire) où V^, resp. V^', est un sous-
espace non dégénéré de £' , resp. tel que qy^, resp. g^"? ait même noyau anisotrope 
que resp. ; 

(5) si VI ^ { 0 } , resp. V£ ^ { 0 } , alors T a ' G ^ ^ 0 , resp. T a ' G ( v ï ' > + 0 ; 

( 6 ) s C râ~£ C m ; 

(7) si £ est exceptionnel et e = 1, resp. — 1, il existe, resp. il n'existe pas de 

x G G(L) tel que xm^x~1 stabilise le sous-espace £/+ 0 - £ / / + fixé en 11.10. 

Notons E^ le sous-ensemble de E tel que : 
rïïç = s 0 ( 0 va) . 

Notons aç le sous-espace des Y e a tels que a(Y) — 0 pour tout ce G E^ et posons 

M ' = Z G ( a ^ ) . 

Grâce à (4) et (7) , on vérifie que M'^ est conjugué à Mç par un élément de G. 

Remarque. — Cela serait faux si ou V£ était orthogonal, isotrope et de dimen
sion 2. Mais ce cas est exclu d'après (5) . 
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D'après ( 6 ) , on a £ f C  £2 C S 2 . Donc Za(mx) C  , puis 

M [ c Z G ( Z a ( m x ) ) =  M x . 

Cela achève la démonstration. • 

I V . 1 2 . Si (V, qy) est unitaire, on pose Xf(V) = 10(V) et S s t ( y ) = S ( V ) . Si (V, qy) 
est symplectique ou orthogonal, on note ZçfÇV) l'ensemble des (k'\k") G  2b (V ) tels 
que 

• kf = k", si (V, qy ) est symplectique ou orthogonal pair, 
• \kf — k"\ = 1, si (V ,qv ) est orthogonal impair. 

On note Est(V) l'ensemble des éléments £ de H(V) tels que l'élément de Xo(V) figurant 
dans les données £ appartienne à lf(V). 

Pour tout £ G on note 1 la classe dans /C(£ ) de l'élément neutre de / C ( £ ) . 

Remarque. — Dans le cas particulier où l'on a défini la classe KP, on vérifie que 1 fi KP. 

Lemme. —  Soient £  G E ( V ) et~K E / C ( £ ) . 

(i) Si £ G  S s t ( ^ ) e£ K = ï , 0 ^ G  r e s ^ ( P s t fl P e n t ) . 
(ii) Sz £ ^ S s t ( F ) o « iï 7̂  1, z7 existe tme famille de données endoscopiques 

£ n ) n = i , . . . , T V de e£ une distribution D telles que 

. D E n Dmtd D mg hn); 

• Hn 7 ^ ponr tout n — 1 , . . . , N ; 
• D es£ invariante par Nn(M^) ; 
• = r e s w o i n d M c ( £ > ) . 

Remarque. — Il y a un conflit de notations : £ n ne désigne pas un élément d un 
ensemble S. Mais ces £ n n'interviennent que de façon minimaliste. 

Démonstration. — Ecrivons £ =  (/c 7 , k", /x°, /x 1) ou (kf, k", /x°, /x 1, e ). Commençons 
d'abord par traiter le cas où l'une des conditions suivantes est vérifiée : 

(. k' = k" = 0; 
(1) \ 

y • (V, qv) est orthogonal impair et (k',k") = ( 1 , 0 ) . 

Supposons de plus que (V,qy) n est pas orthogonal pair. 
Fixons e° G £ (£ ) , associons à 0(£, e°) un sous-tore T de G et un élément XT G  t 

comme en III. 1 et III.2. D'après l'hypothèse ci-dessus, T est un sous-tore maximal de 
G. Introduisons des données (I, (ai), ( Q ) ) de sorte que XT G  0(1, (ai), ( Q ) ) (cf. 1.7). 
Identifions J* à { 1 , . . . , c ( /x x ) } de sorte que pour tout i G { 1 , . . . , c ( /x 1 ) } , 

[F, : F ] = 2 / 4 . 
Pour tous e G £ (£) et i G / , fixons c (e ) ; G  Q F^ x tel que : 

c(e)i = c», si i fi I* , 
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s 8 n F 4 / F * ( c ( e ) i C i
1 ) =  ( - l ) e ' 

Les données (J, (ai ) , (c(e)i)) paramétrisent une classe de conjugaison dans greg. Fixons 
un élément Xf> de cette classe. Alors est un élément associé comme en III.2 à 
# (£ ,e ) . L'application 

e i — > X | . 

est une bijection de £(£) sur le groupe £{XT) des classes de conjugaison par G conte
nues dans Ost(Xr). Identifions ainsi £ (£) à £{XT)- Soit K, G K l'élément fixé en IV.10. 

Définissons une fonction K sur £{XT) par 

/£(e) =  « ( e ) « ( c 0 ) - 1 

pour tout e G £(XT). Alors « appartient au groupe dual /C(XQT) de £(XT). Posons 

cf(XTr)= Yl *(e)0(*fv) -
eeS(XT) 

Par définition, 
^ = « ( e ° ) r e s w ( ^ ( X T , - ) ) . 

Remarquons que d'après (1) , £ G S s t ( V ) . D'autre part « = 1 si et seulement si 
K = ï . Si K = ï , 0 * ( X T , • ) = 0 s t ( X , C'est un élément de Ds t n D e n t . Cela démontre le 
(i) de l'énoncé sous nos hypothèses. Supposons K ̂  1. On peut supposer que Xf . G 
pour tout e G £ (£ ) . Remarquons que l'application naturelle £Mz(XT) —> £ G ( X T ) est 
un isomorphisme. D'autre part, il résulte de la définition de l'induction que 

4>G(X,-) = AG,M((Xyl i n d ^ ( ^ ( X , - ) ) 

pour tout X G ?7i £ fl ^ r e g . Enfin, pour tout e G £ (£ ) , e s t e n t i e r et de réduction 
régulière, d'où A G , M ^ ( X | . ) = 1. On obtient alors l'égalité : 

<l>n(XT,-)=mdG
i((<t>M^(XT,-)). 

Soit ( iT , s, £) des données endoscopiques pour le groupe Mç telle que H G KM^'H {XT) 
(c/ . IV.5 ; on s'excuse pour la double utilisation de la lettre £) . Puisque XT est ellip
tique dans m^, cette donnée est unique et, puisque /? ^ 1, on a H ^ (c/ . IV.5 (2) ) . 
Identifions W G ( M ^ ) à un ensemble de représentants dans G . Pour tout D G £>M^ et 
w G W G ( M ^ ) , on a l'égalité 

i n d ^ ( D o A d ( « ; ) ) = i n d ^ ( D ) . 

Posons 
D = K(e°)\WG{Mz)\-1 Y, <t>M^{XT, •) o Ad(w). 

wewG(M€) 

On a alors l'égalité 
= r e s w o i n d ^ ( D ) . 

Pour tout w G W G ( M ^ ) , il existe des données endoscopiques (Hw, sw, £w) de Mç 
telles que 

<j>M**(XT, •) o A d ( w ) G n  2 > M « ' H " . 
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Ces données sont obtenues par transport de structure à partir de ( f f , s ,£ ) . Donc 
Hw ^ M f . Toutes les conditions du (ii) de l'énoncé sont vérifiées. 

Supposons que (V, qy) est orthogonal pair et k' — k" = 0. Le seul point à préciser 
dans la démonstration ci-dessus est le suivant. L'élément XT étant fixé, pour e G £(£)? 

une seule des deux classes de conjugaison 0+(I, (a i ) , (c (e) i ) ) et 0~(I, (ai), (c(e)i)) est 
incluse dans Ost(Xr). On choisit X? dans cette classe. Le reste de la démonstration 
est sans changement. 

Passons au cas où aucune des hypothèses (1) n'est vérifiée. En particulier (V,qy) 
n'est pas unitaire. Pour tout e G £ (£ ) , fixons une décomposition V = VQ 0 Vf comme 
en III. 1, relative à 0 (£ ,e ) . On peut supposer VQ C Vç (cf. IV.11) . Fixons e° G £(£), 

associons à 0(£ ,e° ) un sous-tore T de G(Vi e ) et un élément XT G t comme en 
III. 1 et III.2. Introduisons des données (J, (a*), (c*)) de sorte que XT appartienne à 
la classe de conjugaison par G (Vf) dans g (Vf) paramétrisée par (J, (aï ) , (c*)) (ou à 
l'une des deux classes dans le cas orthogonal pair). Pour e G £ (£) et i G / , définissons 
c(e)i comme précédemment. Alors les données (/, (ai ) , (c (e) i ) ) paramétrisent une (ou 
deux) classes de conjugaison dans g (Vf). Fixons Xf . dans cette classe. Introduisons 
des objets J, T, cr, £ , KO, ^ ( 7 ) comme en IV.1 ou IV.2, relatifs à 0(£, e) . Remarquons 
que l'on peut supposer ces objets indépendants de e. On le suppose. 

Supposons (V,qy) symplectique. Pour 7 G T et a G ^ ( 7 ) , posons 

X[a]=x£[a, 1] 

(cf. IV.1 ; on a noté 1 l'élément neutre de £ ) . Il résulte de 1.7 et des définitions que 
l'application 

(e\e)^0(XÏ[a,e']) 

est une bijection de £ x £ (£) sur le groupe des classes £(X[a]). Identifions ces deux 
ensembles. Soit K G K l'élément fixé en IV. 10, définissons une fonction n[a] sur £(X[à\) 
par 

n[a](e\e) = ft(e°)_1 Ko(e') n(e). 
Alors K[O\ G JC(X[a\). On définit comme précédemment la distribution cj)K^a\X[a], •). 
Les définitions et la proposition IV.3 impliquent l'existence d'une constante c / 0 
telle que 

$t,K = ™sn(D), 

où 

D = cY^r(7) f 4"M(X[a],-)da. 

Remarquons que pour tous 7 G T, a G ^ ( 7 ) , ef G £, e G £ (£ ) , on peut supposer 
X|i[a, e'] G m^. D'autre part, pour tous 7 G T et a G ^ ( 7 ) , «[a] = 1 si et seulement si 
£ G S s t ( F ) et K = 1. On termine la démonstration comme précédemment. 

Supposons ( V , q y ) orthogonal impair. Soient 7 G T et a G ^ ( 7 ) . Posons encore 

X[a ] = Xf.°[a, 1 ] . 
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On a deux familles a = (ai)iej G A(j) et ( a * ) ^ / figurant dans les données (7, (ai), ( Q ) ) . 
On suppose I et J disjoints. On pose / = J U / et on définit la famille a = (ai)iej, 
réunion des deux précédentes. Remarquons qu'à tout i E I est associée une F-algèbre 
Fi = F\ài] et une sous-algèbre Ff d'indice 2. On définit une famille (ci)iej par 

( c[a, s i i G J , 
Ci = < 

[ Ci; , si i G I. 

Alors X[a] appartient à 0(1, (ai), ( c i ) ) . On a I* = J U J*. Posons 

£ = ( Z / 2 Z ) J \ 

Alors £ ( X [ a ] ) est naturellement isomorphe à f (c/ . 1.7). On identifie ces deux en
sembles. Notons T le sous-groupe des e e S tels que pour tout i e J, i impair et 
i ^ \k' — k"\, on ait e z _ i = è^. 

Comme précédemment, on peut identifier I* à { 1 , . . . , c ( / x 1 ) } et £ (£) à un sous-
ensemble de ( Z / 2 Z ) r . Pour e' G £ et e G définissons e G ( Z / 2 Z ) r par 

0, si z G J et sgn(e^) = 1, 

ei = < 1, si i G J et sgn(e^) = —1 

k — e°i, si i G I* . 

L'élément Xfi[a, e'] appartient à la classe dans ( 9 s t (X [a ] ) paramétrisée par e. L'appli
cation (ef, e) i- > e est une bijection de £ x £(£) sur T. Identifions ces deux ensembles. 
Soit K EK l'élément fixé en IV. 10, définissons une fonction sur T par 

Kp(ef ,e) = ^ ( e 0 ) - 1 Ko(e')K,(e) 

pour tous e 7 G £ , e G f ( 0 - Alors est un caractère de T. Notons le sous-
ensemble des éléments de K(X[a\) dont la restriction à T est égale à / î ^ . 

Définissons une distribution D(a) G X> par 

D(a)= Yl ^ ( e , , e ) 0 ( X | 1 [ a , e / ] , . ) . 
(e / ,e )e£x£(0 

D'après les descriptions ci-dessus, on a l'égalité : 

D{a) = \Kï\-1 £ < W [ a ] , . ) . 

Comme dans le cas symplectique, il existe c ^ 0 tel que 

4>^ = vesn(D), 

où 

D =  C V ( T ( 7 ) /  D ( a ) d o . 
^ < M ( 7 ) 
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On a l'égalité : 

C = c|/C^|- 1X)r(7) /  E  <t>*(X[«],-)da. 

Supposons £ € Est(V) et n = ï . Alors T = Z, = \, donc /C^ = { 1 } . Si au 
contraire £ ^ £ s t ( V ) ou K ^ ï , alors 7̂  1, donc, pour tous 7 G  T et a G  A ( 7 ) 
l'élément neutre de /C(X[a]) n'appartient pas à K,f. On termine la démonstration 
comme précédemment. 

Supposons (V, qy) orthogonal pair. La première relation de (1) n'étant pas vérifiée, 
£ n'est pas exceptionnel. Soient 7 E T et a e ^ ( 7 ) . Pour e' G  £ et e G  o n 

introduit comme en IV.2 des éléments X ^ ' + [ a , e'] et X^~[a,e']. On peut choisir les 
signes de sorte que les éléments X ^ ' + [ a , e ' ] , resp. X^'~[a, e ' ] , appartiennent à une 
même classe de conjugaison stable quand (e ' , e ) décrit £ x £ (£ ) . La démonstration 
est alors analogue à celle du cas orthogonal impair : il suffit d'y remplacer toutes les 
distributions </>(X%[a, e ' ] , •) par 0 (X£ ' + [a , e ' ] , •) + </>(X%~[a, e ' ] , •)• • 

IV.13. Théorème. — La famille ((^j)t£Zst(v) est une base de r e s ^ ( P s t ) n r e s ^ ( P e n t ) . 

Démonstration. — Notons X l'ensemble des couples (£,7£) tels que £ G  et K G 
tels que £ £ S s t ( F ) ou 7c ± ï . D'après les lemmes IV.10 (ii) et IV.12 (i) , il s'agit 

de prouver l'assertion suivante : 

(1) soit D G  Vst et, pour tout G  A', soit c(£,7ë) G  C. Supposons que 

res^ (D) = ^ c(£,7c)0^. Alors c ( £ , « ) = 0 pour tout G  A". 

Soient donc D et des coefficients c(£,7c) vérifiant l'hypothèse ci-dessus. Posons 

y = {(i,K)ex]C(i,K)jLo}. 

Puisque resn(D) G  r e s ^ ( P e n t ) , la distribution D est localement intégrable sur gtn. 
Notons ipfi la fonction sur gtn associée à D. Elle est localement constante sur gtn^greg 
(cf. 1.9). Montrons que 

(2) si G  y, il existe l e ^ H # r e g tel que (ffi(X) ^ 0 et ( M $ ) C  (MX)> 

Soit G  y, utilisons la fonction de IV.11. Puisque G  W, on a les 
égalités 

D(Qt,*) = E  ^  ^  °  r e S ^ n t (Q*,7c) 

= c( f ,7c) . 

Donc D(Q^,7?) 7̂  0. D'autre part, on a les égalités : 

D(Q^) = D(Q^)= f Qtjï(X)<pB(X)dX. 
Jgtn 
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Puisque (f^ est invariante par conjugaison par G, la non-nullité de cette intégrale 
implique l'existence de X G  gtn^greg tel que <pg(X) ^ 0 et 0 ( X , Q^) ^ 0. L'assertion 
(2) résulte du lemme I V . l l . 

Pour tout G  y , appliquons-lui le lemme IV. 12 (ii). On en déduit une distri
bution que nous noterons D^^ G  V^l. Notons (pç^ la fonction sur m ^ j t n associée à 
la distribution qui est localement intégrable sur ra^tn- Pour tout X e g, posons 

C ( X , £ ) = {xeG; x~lXx G  raj. 

D'après IV.4 (1) , pour tout X G  #tn H g r e g , on a l'égalité 

(3) <pB(X) = ^ C(Ç,K) ^ AG,M((* X*) VS,^-1**)-
(î,«)€y x€C(X,i)/M( 

Montrons que : 

(4) si X G  #t n H greg vérifie <£g(-Xj ^ 0, alors il existe (£, K) G  y tel que 

( M x ) c ( M . ) et ( M x ) ^ ( M A 

Soit X G  gt n H #reg- L'homomorphisme naturel £ M x ( X ) —• £Lr(X) est bijectif. 
Identifions ces deux groupes, notons-les £(X). Identifions £(X) à un ensemble de 
représentants dans mx- Remarquons que pour tout Y G  £{X), Y est elliptique dans 
rax, donc M y = Mx- D'autre part, si Z G  greg et (£,7c) G  y vérifient C ( Z , £) ^ 0 , 
on a (Mz) C  ( M $ ) . Posons 

2 =  { p ) G j ; ( M x ) c ( M ^ } . 
Pour Y G  £(-X"), l'égalité (3) devient : 

VD(Y)= E C(£>«) E &G,M((x-1Yx)-1<pt,K(x-1Yx). 
( É , K ) € 2 : x€C (y , 0 /M € 

Si Z = 0 , <pg est nul sur £ ( X ) , a fortiori ipg(X) = 0. Supposons Z ^ 0 et (Mx) — 
(Atf^) pour tout G  Z . Quitte à conjuguer Af^, on peut supposer Mx = A f̂̂  
pour tout (£,7c) G  Soit Y G  £(X). Puisque F est elliptique dans rax, on a : 

C(Y,Z) = NG(MÇ), 

et, pour tout x G  NG(Mç), 

AG^X^YX) = AG,Mç(Y) = A G M x ( X ) -

Pour tout (£, K) , la distribution est invariante par NG(Mç) donc l'est aussi. 
On obtient : 

p3(Y) = \WG(Mx)\AG,Mx(X)-1 J2 c(^K)ip^(Y). 

Considérons les deux membres de cette égalité comme des fonctions sur £(X). Puisque 
D G  Vst, il résulte de IV.5 (1) et (3) que le membre de gauche est constant. Les 
propriétés des distributions (cf. lemme IV.12 (ii)) et les relations IV.5 (1) , (2) 
et (3) entraînent que le membre de droite est combinaison linéaire de caractères de 
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£(X) tous non constants. Alors les deux membres de l'égalité ci-dessus sont nuls. A 
fortiori ipg(X) = 0. Cela démontre (4) . 

Démontrons maintenant (1) . Si y ^ 0 , fixons G  y tel que Mç soit de di
mension maximale. L'application successive de (2) et (4) conduit à une contradiction. 
Donc y = 0 , ce qui démontre (1) et le théorème. • 

I V . 14 . Soit L un réseau autodual de V. Notons Unip(V) l'ensemble des classes d'iso-
morphie de représentations irréductibles unipotentes de G(L) ([C], p. 379). Puisque 
G agit transitivement sur l'ensemble des réseaux autoduaux de F , cet ensemble est 
essentiellement indépendant de L. 

Lemme. — Les ensembles Est(V) et Unip(V) ont même nombre d'éléments. 

Démonstration. — Supposons (V, qy) unitaire. Alors Est(V) = E ( V ) . L'ensemble 
E(V) est en bijection avec V(d) : à £ = (0 ,0 , /x°, /x 1 ) , on associe la partition dont 
les termes non nuls sont, à l'ordre près : 

2 . . . , 2 / i ^ M o) , / i } , . . • , / ic(M i ) • 

Donc |S s t (V)| = \V(d)\. Or |Unip(F)| = \V(d)\ ([C], p. 465). 
Pour tout entier n ^ 1, notons 
• wc(n) le nombre de classes de conjugaison dans le groupe W(Cn) ; 
• wr>(n) le nombre de classes de conjugaison dans le groupe W(Dn) ; 
• Wp(ri) le nombre de classes de conjugaison par W(Dn) dans l'ensemble W(Cn) — 

W(Dn). 
Il résulte de II.3 que : 

(1) wc(n) est égal au nombre de couples de partitions ( /x 0 , / / 1 ) tels que S(^JL°) + 

5 ( , i 1 ) = n ; 
• WD(TI) est égal au nombre d'éléments de l'ensemble avec multiplicités formé 

des couples de partitions ( /x 0 , / ! 1) tels que S(ii°) - h ̂ (a*1) = n et c(/x 1) est pair, la 
multiplicité d'un tel couple étant 2 si /x1 = 0 et tous les termes de /x° sont pairs, 1 
sinon ; 

• Wp(n) est égal au nombre de couples de partitions ( /x 0 ,^ 1 ) tels que S(/J,°) + 
5( /x x ) = n et c(xx1) est impair. 

On pose formellement wc(0) = 1 et wc(n) = 0 pour tout entier n < 0. L'égalité 
(1) reste vraie pour tout n G  Z . 

Posons 

X = {(k',k") G  N x N; k' impair, fc" pair, \k' - k"\ = l } . 
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Par définition de Est(V), on a les égalités : 

|5st(^)l = 

wc(d/2 — k(k + 1)), si (V,qv) est symplectique, 

]T wc([d - [k'2 + k"2))/2), si (F, qv) est orthogonal impair, 
(fc',fc")e# 
wo{d/2) -h ]T wc(d/2 — k2), si (V,qv) est orthogonal pair 

k^2,k pair ,  ,  A 

et qv est déployée, 
wD(d/2) + X) wc(d/2 — k2), si (V, qv) est orthogonal pair 

k^2,k pair .  ,  ,  - , 
et qv n est pas déployée. 

Le nombre d'éléments de Unip(V) est calculé dans [C], p. 467, 472, et 476. Dans les 
cas (V,qy) symplectique ou (V,qy) orthogonal pair et qv déployée, ce nombre est 
donné par la formule ci-dessus. Dans le cas orthogonal impair, l'application 

(k',k")v-^h = inî(k',k") 
est une bijection de X sur N et l'on a 

Alors 
(d - (k'2 + k"2)) j2 = (d - l)/2 -  h2 - h 

\Zst(V)\ = ^w((d-l)/2-h2-h), 
k£N 

et l'on retrouve la formule de [C], p. 467. Supposons (V,qy) orthogonal pair et qv 
non déployée. D'après [C], p. 476, on a l'égalité 

|Unip(10|= Ç wc(d/2-k2). 
k^l.k impair 

On doit donc prouver l'égalité : 
(2) - «£ (d /2) = £ > l ) * « > c ( d / 2 - * 2 ) . 

k>l 
Définissons les séries formelles 

P(T) = l[(l-TT1, Q(T) = Y[{1 + TI)-K 

On montre que pour tout n G N, le coefficient de Tn dans P(T), resp. (P(T)-Q(T))/2, 
est égal au nombre de partitions de n, resp. au nombre de partitions /x de n telles que 
C(IJL) soit impair. On en déduit que wc(n), resp. Wp(n), est le coefficient de Tn dans 
P(T) 2 , resp. P(T){P{T) - Q(T))/2. Posons 

S(T) = YJ(-l)kTk2 • 
k^l 

Alors le membre de gauche, resp. droite, de l'égalité (2) à démontrer est le coefficient 
de Td'2 dans P(T)(Q{T) - P(T))/2, resp. P(T) 2S(T). Il suffit de prouver que 

5(T) = (QiT)P(T)-1 - l ) / 2 . 
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Or cela résulte d'une identité de Jacobi ( [HW], 19.8.1). • 

I V . 1 5 . Pour / G  C™(g) et z G  F x , définissons fz G  C™(g) par 

fx (X) = f(zX) 

pour tout X e g. Pour tout n G Z , notons V[n] le sous-espace des D G  V telles que 

D(r2) = \z\-"D(f) 

pour tous / G  C c°°(#) et z G  Fx. 

Lemme. —  Soient D G  P s t e £ {Dn)nez une famille d'éléments de V. On suppose 
• Dn G  D [n] ^ow r n G Z ; 

• i 9 n = 0 s i |n | est assez grand; 
• res^ (D) = Yl vesn(Dn). 

nez 
Alors Dn G  Vst pour tout n G Z . 

Démonstration. — Soit / G  C ^ ° ( ^ ) i n s t (c/ . IV.5) . Il existe un entier N G  N  tel que 
pour tout z G  Fx tel que VF(Z) ^ iV, on ait fz G  Cc(g/b) C  W. Pour tout tel z, on 
a donc 

D ( / * a ) =  J D B ( / ' J ) =  M F " 
nez nez 

Il est clair que fz* G  C £ ° ( # ) i n s t . Donc D(fz2) = 0. La nullité du nombre de droite de 
l'égalité ci-dessus pour tout z G  Fx tel que vp{z) ^ iV implique Dn(f) = 0 pour tout 
n G Z . Cela achève la démonstration. • 

IV.16. Théorème. — La dimension de Vespace complexe V^\Ç\Vst est égale au nombre 
d'éléments de Unip(V'). 

Démonstration. — D'après le théorème IV. 13 et le lemme IV. 14, on a l'égalité : 

d im c ( res^ (£> s t ) D Tesn(Vent)) = | Unip(F)|. 

Puisque res^ est injectif sur T>nu (théorème 1.9 (ii)) , on a l'égalité : 

d i m € ( £ > n i i H P s t ) = d im € ( res^ (£> n i l n Vst)). 

Il suffit donc de prouver l'égalité 

(1) r e s ^ ( P n i i n Vst) = iesn(Dst) D R E S T E N T) • 

Evidemment, le membre de gauche est inclus dans celui de droite. Il est bien connu 
que pour tout O G  gni\/G, l'intégrale orbitale <f>o appartient à D [ d i m ( 0 ) ] (il s'agit de 
la dimension de O comme variété analytique sur F , égale à la dimension algébrique 
de sa clôture de Zariski). Donc 

©nii= © 2 > n i i n D [ n ] . 
nez 
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Soit D G  P s t , supposons lesn(D) G  r e s^ (P e nt) . Alors r e s^ (D) G  r es^ (P n i i ) (théo
rème 1.9 (ii)) . Il existe donc une famille (Dn)nez, presque nulle, telle que Dn G 
A n i H  D[n] pour tout n  G  Z et 

vesn(D) = £ resn{Dn). 
nez 

D'après le lemme IV.15, on a Dn G  £> s t pour tout n  G  Z . On a donc 

res^ (D) G r e s ^ ( P n i i n P s t ) . 

Cela démontre que le membre de droite de l'égalité (1) est inclus dans le membre de 
gauche. Cela achève la démonstration. • 
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CHAPITRE V 

TRANSFORMÉES D E FOURIE R 
DES FONCTION S D E LUSZTI G 

V . l . Soit W un espace vectoriel de dimension finie sur Fq. On note Q(W) l'espace 
des formes quadratiques sur VF, que l'on identifie à des formes bilinéaires symétriques 
par l'égalité « Q(w) = Q(w,w) » pour tous Q G Q ( W ) , w e W. On note W* le 
dual de W, ( , } le produit bilinéaire naturel sur W* x W et Sym(VF, W*) l'espace des 
homomorphismes auto-adjoints de W dans W*. On a des bijections réciproques 

Q(W) —> Sym(W,W*) —• Q(W) 
Q — XQ X >— Q X 

où, par exemple, Qx{w) = (X{w),w) pour tout w e W. Si Q e Q(W), on pose 
Ker(Q) = K e r ( X g ) . Si Q est non dégénérée, on définit Q* G Q(W*) par XQ* = XQ1. 

On définit une fonction sgn sur Fq par 

0, si x = 0, 

sgn(x) = < 1, si x G F * 2 , 

- 1 , si a; G F* - F * 2 . 

Soit Q G Q ( W ) . On pose 
s g n ( Q ) = s g n ( d e t ( Q ) ) , 

où det (Q) est calculé dans une base quelconque de W. Par convention sgn(Q) = 1 si 
W = { 0 } . Si W est un sous-espace de VF, on note Q\wf la restriction de Q à W et 
^4(VF7), ou plus précisément .A(VT*|VF7), l'annulateur de W dans VF*. Si Q est non 
dégénérée, on a l'égalité : 

(1) sgn(Q*U ( W r/)) = sgn(Q) sgn(Q|W ' )-

Si W 7 est un espace vectoriel de dimension finie sur Fq et X e Hom(VF 7, W ) , on 
définit une forme quadratique Q [ X ] sur W par 

Q[X](« / ) = Q ( A V ) ) 
pour tout wf G VF7. 
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V.2. Lemme. — Soient W un espace vectoriel de dimension 2 sur ¥q, Q une forme 
quadratique non dégénérée sur W, w un élément de W. On a Végalité : 

sgn oQ(v) o Q(w, v) = q sgn(Q) sgn Q(w). 
vew 

Démonstration. — Notons S(w) le membre de gauche de cette égalité. Remplaçons 
dans sa définition v par yv où y G F* puis moyennons sur y G F* . En se rappelant 
que pour x G F q , on a l'égalité 

( q-1, s i x = 0, 

y € F ï l " 1 ' 8 1 X ^°' 

on obtient : 

(1) S(w) = -(q-l)-1(^sgnoQ(v))+q(q-l)-1( ^ sgnoQ ( V )Y 

S e ^ ' ^vew ' 

où W 7 est l 'orthogonal de w. On vérifie que la fonction 

r F x  — > N 

(2) < 9 

[ x^\{veW;Q(v)=x}\ 

est constante, de valeur q — sgn(—1) sgn(Q) . 
La première somme du membre de droite de (1) est donc nulle. Si w = 0, il en est 

de même de la deuxième somme. Supposons w ^ 0. Si Q(w) = 0, on a W = ¥qw et 
Q(v) = 0 pour tout v G VF7. D'où S(w) = 0. Si 7̂  0, soit tt/ un élément non 
nul de W. La deuxième somme du membre de droite de (1) vaut (q — 1) sgnoQ(w'). 
Mais 

det(Q) = Q H Q K ) mod F * 2 , 

d'où le résultat. • 

V.3. Lemme. — Soient h un entier ^ 1, Z un espace vectoriel sur ¥q de dimension 
h+1, Q une forme quadratique non dégénérée sur Z, W un espace vectoriel sur ¥q 

de dimension h, 

{ 0 } = W0 Ç W1 Ç • • • £ ÇWh = W 

un drapeau complet de sous-espaces de W et enfin Y G Hom(VF*, Z*). On a l'égalité : 

r h -, 
Hsgfi(Q[X]\Wi) V o t r a c e ( y * X ) 

XeHom(W,Z) ' •1= 1 - 1 

= ç W / 2 sgn(Q) h n 8 g i i ( Q * [ y ] U W ) ) . 
i=0 
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Démonstration. — Soient £ G {0 , . . . , h} et Xi G Hom(V^, Z). Posons 
r h n 

S(Xt)= Hsgn(Q[X]\Wi)i;otmœ(Y*X) . 
xeaom(w,z)] M= I J 

On va prouver : 
(i) 

' 0 , si Y*Xe(Wt)tWf, 

S(Xe) = l ^ - W + ^ s g n t Q ) ^ Y[sgn(Q*[Y]\A{Wi)) Y[sgn(Q[Xe}\Wi) 
• ^ o trace(Y* Xt), si Y* X*(Wi) C W £. 

On démontre cette assertion par récurrence descendante sur £. Pour £ — h, c'est 
trivial. Supposons £ < h et l'assertion démontrée en £ + 1. On a l'égalité : 

Xe+1eHoui(We+uZ) 
Xe+i\w£ =X£ 

En appliquant l'hypothèse de récurrence et en remarquant que 

= Q[Xe]\wi 
pour tout Xe+i G Hom(W£+i,Z) tel que Xt+i\Wl = Xi et tout i G {1, . . . ,^} , on 
obtient : 

S(Xt) =c^ sgn(Q[X])^ o trace(Y*X), 
xex 

où 

c = q{h-t-,){h+l+2),.sm{Q)h^ \ hyj smmY}\Am))]\flsgn(Q[Xe}\Wl) , 

-V = { X G Hom(Wi+i,Z); = Xi et Y * X ( ^ + 1 ) C Wi+i}. 
Grâce à cette égalité, les deux membres de la formule (1) sont nuls dans les cas 
suivants : 

• si Q*[Y]|i4(W^+1) est dégénérée (ce qui implique £ + 1 < h) car 
Sgn(Q*[Y]\A(Wi+l))=0; 

• Q[Xi] est dégénérée (ce qui implique £ > 0) car sgn(Q[^]|v^J = 0 ; 
• si Y*Xt(Wi) <£ Wi+1 car X = 0 et Y*X£(We) çL W£. 

Supposons désormais Q*[Y]U(w^+1) non dégénérée, a fortiori Y'\A(wt+1) injectif, Q[Xe] 
non dégénérée, a fortiori Xi injectif, et Y*Xi(We) C We+\. Notons Z1 l'annulateur 
de Y(A(We+i)) dans Z et U = Xi(Wi). L'espace Z' est de dimension £ + 2 et est non 
dégénéré car Y(A(W^+i)) l'est. L'espace U est de dimension £ et est non dégénéré. 
Pour z G Z, on a z G Z' si et seulement si Y*(z) G Wi+i. Donc U C Z' et X 
s'identifie à {X G Hom(W^+i, Z'); X|w£ = Notons V l'orthogonal de U dans Z', 
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fixons des éléments e G W^+i — Wt et e* G A{Wg) — A(Wi+\) tels que (e*,e) = 1 et 
e* soit orthogonal à ^4(W^ + i ) pour la forme Q*[y]U(w £ ) - Cette dernière condition est 
loisible puisque Q*[y]U(w £ +i) e s t n o n dégénérée. Pour u G U et v G V, définissons 
Xu,v G H o m ( W i + i , Z ; ) par : 

Xu,v\wt = Xt, XUiV(e) — u + v. 

On a les égalités : 

s g n ( Q [ X n ? v ] ) = sgn(Q|c/) sgnoQ(^) 

t r a c e ( F * X ^ ) = t r a c e ( F * X 0 , v ) 4- (e*,Y*(u)). 

D'autre part 
X = {Xu,v; u eU,veV}. 

D'où l'égalité : 

(2) S(X£) = c sgn(Q\u) ( ^ ^ ( ( e* , Y*(u))\ ( ^ s g n o Q ( v ) ^ o t r a c e ( y * X 0 , . ) ) . 

Si Y*Xt(We) (jL We, la forme linéaire u (e*,Y*(u)) sur U est non nulle et la 
première somme ci-dessus est nulle. Alors les deux membres de la formule (1) sont 
nuls. Supposons Y*Xt(We) C Wt. La première somme ci-dessus est égale à q£. Pour 
v G V, on a l'égalité : 

t r a c e ( F * X 0 , v ) = t r a c e ( F * ^ ) + ( e * , y * ( v ) ) . 

Notons VQ l'élément de V tel que Q{v0, v) = (e*,Y*(v)) pour tout v G V. La deuxième 
somme du membre de droite de (2) se calcule grâce au lemme V.2 . On obtient 

S(X£) = cq^1 sgn{Q\u) sgn{Q\v) sgnoQ(v0)*p o t race (Y*X^) . 

Par définition de e*, Y(e*) est orthogonal à Y(A(We+i)) pour la forme Q*, donc 
X^Yie*) G Z'. Puisque y*(17) = Y*Xi(W£) C We, e* annule Y*(U), Y(e*) annule 
U et X g ^ e * ) est orthogonal à U. Donc X g X y ( e * ) G V. Pour v G F , on a 

(e*,Y*(v))=Q(XQ1Y(e*),v). 

Donc v 0 = XQ-Y{e*). Alors 

s g n o Q f a ) = s g n o Q * ( y ( e * ) ) = sgn(Q*[Y]\A{Wi)) sgn(Q*[Y]\A{Wi+l)). 

Enfin 
sgn(Q|<Y) sgn(Q|y) = sgn (Q| Z ' ) -

En appliquant la formule (1) de V . l , on obtient 

S(Xe) = cqi+1 sgn(Q) s g n ( Q * [ y ] U ( ^ ) ) ^ o t r a c e ( y * X , ) . 

C'est l'égalité (1) qui est ainsi démontrée. 
Pour £ = 0, l'égalité (1) est celle de l'énoncé. • 
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V . 4 . Posons 
eW = Q 1 / 2 £  sgn(x)^(a;) . 

x€Fa 

Lemme. — Soient h un entier ^ 1, W un espace vectoriel sur¥q de dimension h, 

{ 0 } = w0 ç w1 ç • • • ç Wh-X ç w h = w 

un drapeau complet de sous-espaces de W et enfin Y G Sym(VF*, W). On a l'égalité : 

^2 n*ën(Qx\wi) ° t r a c e ( F X ) = 
XeSym(W,W*) " - i= l ^ 

{q^2emh(h+1)/2X[^{Qy\A(Wi)). 
i=0 

Démonstration. — Soit £ G { 0 , . . . , h}. Si QY\A(W£) est non dégénérée, l 'orthogonal 
de A(We) dans W* pour Qy, qui n'est autre que Y~1(Wi), s'identifie à W / . On 
notera dans ce cas Q'T la forme quadratique sur W / déduite par cette identification 
de QY\Y-1(W£) et G S y m ( W / , We) l'élément qui lui correspond. Pour Qg G Q(W^), 
posons : 

S(Qi)= E f[s&L(Q\WI) ^ o t r a c e ( F X g ) . 
QeQ(W);Q\we=Qt ^=1 J 

On va prouver 

0 , si QY\A(WI) est dégénérée, 

S(Qe) = • {qx/2£mih-e)(hu+i)/2 l [ s g n m m ) sgn(Qy\A(Wi)) 

sgn(Qy|A(^))^+1'0 o trace(Y^XQJ, si QyU(v^) est non dégénérée. 
On démontre cette assertion par récurrence descendante sur £. Pour £ = h, la 

formule est triviale. Supposons £ < h et l'assertion démontrée en £+1. On a l'égalité : 

S(Qt)= E S(Q 

où 
A' = { Q m G fi(Wi+i); Q ^ + i | w , = Qi}. 

En appliquant l'hypothèse de récurrence et en remarquant que 

Qi+i\wi = Q ^ l ^ 

pour tout Qi+\ G A' et tout % G { 1 , . . . , £}, on obtient 

f 0, si QY \A{WZ+1) est dégénérée, 

S(Q*) = | c sgn(Q)ip o trace(Yi+i X Q ) , si QY\A(WI+1) est non dégénérée, 
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OU 

c = ( ^ £ W ) ( ^ - i ) ( ^ + 2 ) / 2 [ r j s g n ( Q , | w j | [ J ] Sgn(QY\A(Wi)) 

• sgn(QY\A(We+1))W • 

Grâce à cette égalité, les deux membres de la formule (1) sont nuls dans les cas 
suivants : 

• si Qy U (w£+i) e s t dégénérée (ce qui implique £+1 < ft), car s g n ( Q y \ A { W £ + 1 ) ) = 0 ; 
• si QY\A(W£+1) est non dégénérée et Qi est dégénérée (ce qui implique £ > 0 ) , car 

sgn(Q^) = 0 et c = 0. 
Supposons désormais QY\A(W£+1) e t Qe non dégénérées. Fixons un élément non nul 
e* de posons 

£ =  { E E % I ; ( E * , E ) =  l } . 

Pour tout e G  £ , la projection —> W / se restreint en un isomorphisme : 

A(W;+1\¥qe)^We*. 

On note X e G  Hom(W^, le composé de XQ£ et de l'inverse de cet isomorphisme. 
Pour e G  £ et x G  FQ, on définit X e , x G  H o m ( W ^ + i , par 

Xe,x\w(; —  -X"e , 

^e ,x ( e ) = xe* . 

On vérifie que XE,X G  Sym(Wi+ i , et Qxe,x\wt = Q*- On a l'égalité 

t r a c e ( F £ + i X e ? x ) = trace(Yi+i X e ? 0 ) + x Q ^ + 1 ( e * ) . 

Le vecteur e étant une base de l'orthogonal de Wt pour la forme Q x e x , on a l'égalité 

sgn(<2x c.x) = sgn(g^) sgn(x ) . 

Enfin, l'application 

£ x FQ —> X 

( e , x ) i— > QXe,x 

est bijective : son inverse associe à Q le couple ( e , x ) , où e est l'unique élément de £ 
orthogonal à Wt pour la forme Q et x = Q(e). On obtient : 

S(Qi)=c8gn(Qi)SiS2, 

où 

Si = E s S n ( x M x ( ^ + i ( e * ) ) ' ^ 2 = ^ ^ o t r a c e ( y £ + i X c , 0 ) . 
x£Fq eeS 

On a l'égalité 

S1=BgaoQ'e+1(e*)q1/2eW-
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Si l'on identifie W / + 1 à y - 1 ( W ^ + i ) , e* s'identifie à un vecteur engendrant l'orthogonal 
de A(We+i) dans A(W£) pour la forme Q y et on a l'égalité Q£+1(e*) = Q y ( e * ) . D'où 
l'égalité : 

(2) sgnoQ^ +1(e*) =  sgn(QY\A(we)) s g n ( Q y U(wl+1)) • 

Si QyU(w £ ) e S 1 , dégénérée, Si = 0 et les deux membres de la formule (1) sont nuls. 
Supposons QY\A(WI) n o n dégénérée. Alors Q£+1(e*) ^ 0. Cela implique que Y^\(W£) 
est un hyperplan de supplémentaire de Notons e l'unique élément 
de £ qui annule Yf+\(We) et identifions Yt+\(We) à W / . On vérifie que, pour u>* G W / 
et x G F q , on a l'égalité : 

y*+i(w* + xe* ) = Y£(w*) + x Q ^ + 1 ( e * ) e . 

On a l'égalité £ = W£ + e. Pour w G W£, on a : 

A ( W ; + 1 | F q ( w ; + e)) = {w* - (w* ,w)e* ; G W / } . 

On en déduit les égalités : 

Xw+ejo(w') = XQi{w') - Q£(w',w)e*, pour tout w' eW£, 

Xw+e${e) = -XQ£(W) + Qi(w)e*. 

D'où l'égalité : 

t r a c e ( y ^ + i X ^ + e , o ) = t race (Y^XgJ + Q£+i(e*)Qe(w). 

Alors : 

S 2 = ^ ° t r a c e ( r , X Q £ ) ] T W J + i ( e * ) ^ H ) . 

Pour tout y G F* , on vérifie l'égalité : 

(3) X ) ^ 2 ) = s S n ^ ) « 1 / 2 ^ ) -

En diagonalisant la forme Q^, on en déduit l'égalité : 

E V > ( ^ + i ( e * ) Q * M ) = ( s g n o Q ^ + 1 ( e V / 2 £ ( V O ) ' s g n ( Q , ) . 

D'où l'égalité 

S(Q£) = c f s g n o Q ^ ^ e ^ g ^ ^ ^ V o t r a c e ^ X Q j . 

En reportant la définition de c et en utilisant l'égalité (2) , on obtient la formule (1). 
Cela démontre cette formule (1). Pour £ = 0, elle n'est autre que celle de l'énoncé. • 
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V . 5 . Soient k un entier > 1, W = ( W î ) ^ ! , . . . ^ une famille d'espaces vectoriels sur 
Wq telle que dim® q(Wi) = i pour tout i = Q une forme quadratique non 
dégénérée sur Wfc. Posons 

^orth (W) = 0 Hom(Wi , W i + i ) . 
i=l 

Pour X = (X^^ i^ .^ f c - i G  î7 0 rth (W), et pour i G  définissons la forme 
quadratique Q[X]i sur Wî par Q [ X ] j = Q[Xk-i, • • •, Xi], On définit une fonction 
0w,q sur c T o r t h ( W ) par 

k 

0 w l Q W = I I S 8 I 1 W ™ 

pour tout X G  f / o rth(VV). 
Posons W* = (W*)i=i,..^k, munissons Wj£ de la forme Q*. On définit de même 

l'espace UQ^ÇW*) et la fonction </>w*,q* sur /7 o rth(VV*). Pour X G  £/orth (W) et y G 
K>rth(>V*), posons 

k-l 
( F , X ) = ^ t r a c e ( F i * X i 

Définissons une fonction </>w,Q sur UOTth(W*) par 

^,Q(y) = E <h»tQ(X)il){(Y,X)) 
xeuOTth(w) 

pour tout F G  ^ o r t h ( W * ) . 

Lemme. — On a Végalité 

$w,Q = 9 ( f c 3 - f c ) / 6 s g n ( Q ) f c + V w . , Q . • 

Démonstration. — Si A: = 1, t / o r t h ( W ) = ?7 0rth(W*) = { 0 } et </>w,Q comme 0w*,Q* 
valent sgn(Q) en l'unique point 0. L'égalité ci-dessus est triviale. Supposons k > 1 
et l 'énoncé démontré pour toutes données W , relatives à l'entier k — 1. Posons 
W ' = ( W i ) i = i , . . . ï f c _ i et 

Z = {Z G  Hom(Wfc_i , Wfc); Q [ Z ] est non dégénéré} . 

Pour tout X G  £ / 0 rth (W) , resp. F  G  C/orth(W*), on définit X 7 G  E / 0 rth (W) , resp. 
Y' G  E / o r th (W'*) , par X' = ( X i ) i = i v . . , f c - 2 , resp. F ' = (Yi)t=i,...,fc_2. Remarquons que 
pour tout X G  C / o r t h(W) , on a l'égalité : 

J O , s i X f c _ ^ 2 , 

[ s g n ( ( 5 ) ( / > w / j Q [ X f c _ l ] ( X ) , si X f c _ i G  Z. 

Soit F  G  C/orth(W*). On a alors l'égalité : 

0 w ,q(F ) = sgn(Q) £ 4>w,Q[z)(y')^ o t r a c e ( F / C * _ 1 Z ) . 

zez 
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En appliquant l'hypothèse de récurrence, on obtient : 
fr»,Q(Y) = c £ sgn(Q[Z])Vw- ) Q[z].(Y')V'°trace(n*_ 1Z), 

zez 
où 

c = sgn(Q)(/K f c- 1) 3-( f c- 1)]/ 6. 
S'il existe i G { 1 , . . . , k — 2} tel que Yi ne soit pas injective, </>w*,Q[z]* 0^') = 0 

pour tout Z e Z et </>W ?Q(F) =  0. On a aussi </>w*,Q* (Y) = 0, d'où l'égalité cherchée. 
Supposons Yi injective pour tout i G {1, ... ,£; — 2}. Posons Wf = Wf

k_x = Wk-i et, 
pour tout i G {0 , . . . , k — 2}, notons W/ l'annulateur dans W de l'image dans W* 
de lfc-2, • • •, Yk-i-i. Alors (W/)^=0,...,A;-i est un drapeau complet de sous-espaces de 
W. L'égalité suivante résulte de V.l (1) et des définitions : 

fc-i 
sgn(Q[Z})k<pw,^Q[z],(Y') = Y[sgn(Q[Z]\wl) 

i=l 
pour tout Z e D'où l'égalité : 

0W,Q(Y) =  C ^ JJsgn(Q[Z]|w /) ^ o t r a c e O ^ Z ) . 
zez L  2=1 

On peut remplacer la sommation sur Z par une sommation sur Hom(W/,Wjt), les 
termes que l'on ajoute étant nuls. Alors la somme s'évalue grâce au lemme V.3. On 
obtient : 

(1) <pWtQ(Y) = csgn(Q) f c -V ( f c - 1 ) / 2 n ^ Œ ' ^ - i W / ) ) . 
2 = 0 

Pour i G {0 , . . . , A: — 2}, ^4(W/) est l'image dans W^_x de 3^-2, • • •, et 
sgn(Q[y f c -i]| A ( W /)) = s g n ^ Y ] ^ ^ ) . 

Le dernier produit du membre de droite de (1) est donc égal à sgn(Q*)</>w* ,Q*(Y). 
Alors (1) n'est autre que l'égalité de l'énoncé. • 

V.6 . Soient k un entier ^ 1, W = (Wî)^!,...^ une famille d'espaces vectoriels sur 
¥q telle que dimFq(Wi) = i pour tout i = 1,..., k. Posons 

tfsymp(W) = f ©Hom(Wi,Wi +i)l ®Sym(Wk,W£). 
1 2 =1 J 

Pour X = ( X i ) i = i v . . ^ G C/ s y m p (>V) et pour z G { 1 , . . . , fc}, définissons la forme qua
dratique Q[X]i sur Wi par <2[X]; = Qx f c[^fc-i, • • •  ,Xi\. On définit une fonction 0 W 

sur Usymp(W) par 

cl>W(X)^]lSgn(Q[X}i) 

pour tOUt X E £4ymp(W)-
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Posons W* = (W*)i=iimmmik' On définit l'espace USymp(vV*) et la fonction 0 W * sur 
^ s y m P ( W * ) . Pour X G  Usymp(W) et y G  f / s y mp (>V*) , posons 

(y,x) = ^ t r a c e ( y ; x i ) . 
2=1 

Définissons une fonction 0w sur Usymp(VV*) par 

4>W{Y)= Y, <hv(X)4>((Y,X)) 
xeuevmjw) 

pOUr tOU t F G  t/ Symp(>V*). 

Lemme. — On a l'égalité 

0 W = ^ ( f c + 1 ) ( 2 f c + 1 ) / 1 2 e ( ^ ) f c ( f c + 1 ) / 2 0 w , . 

Démonstration. — Pour X G  £ / s y m p ( > V ) , resp. Y G  / 7 s y m p ( W * ) , on définit X' G 
Uorth(W), resp. r G  / 7 o r t h ( W * ) , par X ' = ( X ^ i , . . . , * - ! , resp. y ' = (y . ) i=i , . . . ,* - i . 
Posons 

Sym(Wfc, W^fc); Q z est non dégénérée} 

Pour tout X G  t /symp(W), on a l'égalité 

0wPO : 

f 0, s i X f c ^ Z , 

[0w,Qx f c ( * ' )> si X f c G 

où (pw,Qxk
 e s t l a fonction définie en V.5 . Soit Y G  t / S ymp (W*) . On a alors l'égalité : 

0 w ( y ) - 0 w , Q z ( ^ ) ^ o t r a c e ( y f c Z ) . 

En appliquant le lemme V.5 , on obtient : 

0 w ( y ) = g < f c 3 - f c > / 6 E s g n ( Q ^ ) f e + 1 0 w * , Q | ( y / ) ^ o t r a c e ( y , Z ) . 
zez 

La fin de la démonstration est analogue à celle du lemme V.5 , en y remplaçant l'usage 
du lemme V.3 par celui du lemme V.4. • 

V . 7 . Soit (V,qv) un couple vérifiant les conditions de II . l , c'est-à-dire celles de 1.2 
avec F remplacé par ¥ q . Rappelons que l'on suppose p ^ 3d + 1. 

Soit X G  #nii , X ^ 0. Choisissons y et i f dans g tels que (X,H,Y) forme un 
5^2-triplet. On en déduit un homomorphisme 

p : SL2 —> G 

tel que, si dp est l 'homomorphisme dérivé, on ait : 

* ( ( ! ; ) ) - * • *(G - . ) ) - "• 
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Pour tout i  E  Z, posons 

g{ï) = {z&g;Vz€WX
q, f ((o z - 1 ) ) 

((o z-1)) = z
i z y 

On a l'égalité 

9 = ©fl(0-
Notons P , resp. M , les sous-groupes algébriques connexes de G d'algèbres de Lie 
®i^og(i), resp. g(0). Le groupe P est un sous-groupe parabolique de G et M est un 
sous-groupe de Lévi de P . Ils sont tous deux définis sur F f l . Posons 

g(2)# = {x-xXx ; x G M } , ^ ( - 2 ) # = {x~lYx ; x € M } , 

et, pour tout i  E  Z, 

gi> 0 = ©f lO ' ) -

Notons enfin Oalg(X) et Oalg(Y) les classes de conjugaison par G(¥q) de X et F . 
On a les propriétés suivantes : 

(1) # ( 2 ) # , resp. g ( - 2 ) # , est un ouvert de Zariski de # (2 ) , resp. </(—2); 

(2) Z G ( X ) C P; 

(3) X + g ( > 3 ) = { x - 1 X a ; ; x € t / p } ; 

( 4 ) X+g&3) = {x-1Xx; xeUp}; 

(5) < / (2 ) # + 3) = {x-xXx ; x G F } ; 

(6) g(2)# + g{> 3) = Oa\X) n 5 ( > 2) ; 

(7) Y + g ( > - 1 ) = {x'1 Zx; xeUP,Z £Y + Zg(X)} ; 

(8) y + 5 ( > - l ) = { a : - 1 Z x ; x € £/>, Z € Y + Zg(X)} ; 

(9) (Y + Zg(X))nO^(Y) = {Y}; 

(10) { l e G i i - ^ i e s f - î ) * ! ^ -1)} = ZG{Y)P; 

(11) { x € G ^ Y x e  g(-2)* + g(> - 1 ) } = ZG(Y)P. 

Pour (1) , (2) et (3) , cf. [C], propositions 5.7.2, 5.7.1 (ii), 5.7.3. La preuve de (4) 
est analogue à celle de (3) . L'assertion (5) résulte de (3) . Pour (6) , cf. [Kawl] , co
rollaire 1.4.6 (ii). Les preuves de (7) et (8) sont analogues à celles du lemme 2.2 
de [Lu5]. D'après [SI], §. 7.4, il existe un voisinage V  de Y dans Y + Zg(X) tel 
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que V  n  O a I g ( r ) = {Y}. Rappelons que zY e  O a l g ( F ) pour tout z e F*. Soit 

Z e  (Y + Zg(X)) n  O a l g ( F ) . Pour tout z  e  F* , posons 

Z(z) = z2p (G -•)) " ( C e 1 " ) ) 
On a Z(z) G (Y + Zg(X)) n  0 a l g ( F ) . Quand z « tend vers 0 » , Z(z) tend vers F . 
L'ensemble des z tels que Z(z) G V  est donc un ouvert non vide. Pour z dans cet 
ouvert, on a Z(z) = Y. Il en est donc de même pour tout z. En particulier pour z = 1. 
Donc Z = F , ce qui démontre (9). Il résulte de (7) et (9) que 

(g(-2)#+g& - 1 ) ) H Oa l g ( F ) =  {x-'Yx ; x G P } . 

L'assertion (10) en résulte. Notons P  le sous-groupe parabolique de G de Lévi M 
opposé à  P . Il résulte de (2) appliqué à  F  au lieu de X que ZG(Y) C Z [ / _ ( Y ) M . 
Donc ZG(Y)P = ZJJ—{Y)P. L'application produit U-p x P  —> G étant injective, 
(11) résulte de (10). 

Remarques 
(a) On a supposé 1 ^ 0 . Dans le cas où X = 0, on associe à  X la graduation triviale 
de g : g — <j(0) ; et le sous-groupe parabolique P  = G . 
(b) La théorie rappelée ci-dessus est algébrique. Elle reste valable si l'on remplace le 
corps de base ¥ q par F (et ¥ q par F). 

V . 8 . Soit (F, qy) un couple vérifiant les conditions de IL4 ou IL5. On a défini dans 
ces paragraphes une fonction °f sur g et un nombre complexe 0ry tel que 

° / = V / -

Proposition. — On a Végalité 

( s g n ( — l ) e ( $ ) ) k ^ k + 1 ^ 2 , dans le cas symplectique, 

°7 = < 1, dans le cas orthogonal impair, 

sgn((—l)k/2 rj(qv)), dans le cas orthogonal pair. 

Démonstration. — Les preuves étant similaires dans chaque cas, on traite seulement 
le cas symplectique. Soit °X l'élément de # nii fixé en IL4, fixons °Y et °H dans g tels 
que (°X, °H, °Y) forme un s^-triplet. On déduit de ce s-^-triplet une graduation de g 
et des sous-groupes P  et M de G comme dans le paragraphe précédent. L'ensemble 
des valeurs propres de °H (agissant dans V) est { ± ( 2 i — 1); i = 1 , . . . , k}. Pour tout 
i G { 1 , . . . , fe}, notons , resp. W~, le sous-espace propre de V associé à  la valeur 
propre 2k — 2i -h 1, resp. —2k + 2i — 1, 

J+ : Wr (W+Y, resp. J~ : W+ —> (Wr)* 

les isomorphismes tels que 

(J?(w~~),w+) = qv{w~,w+), resp. ( J ~ ( w + ) , w " ) = qv(w+,w~) 
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pour tous w+ € W+, w~ &Wi . On a bien sûr = -(Jt )*. Posons 

w+ = (wt)i=i,...,k, w - =  (wrw,... ,* . 

On définit une application 

p-igW—tUsynviW-) 

de la façon suivante. Soit X G g(2). Pour i G { 1 , . . . , k - 1}, on a X(W~) C W~+l et 
l'on note Xi G Hom(Wi", W~+ x ) l'élément que définit X. On a X(W*T) C W+ et l'on 
note Xfc le composé de et de l'élément de Hom(W^, W£) que définit X. On pose 

p-(X) = (Xi)i=li...tk. 

L'application p est un isomorphisme. Remarquons qu'avec les notations précédentes, 
pour z G {2, . . . ,&}, on a X{W+) C W+_x et l'élément de Hom(W i

+, W ^ ) ainsi défini 
est égal à -(jrJ^XUJr-

Soit X G #(2)#. Posons A(X) = (°À , (&)). En se reportant aux définitions de 1.6 
et V.6, on vérifie que pour tout i G { 1 , . . . , k}, les formes quadratiques 

Q[p (X)]i et Ç2/c+2-2z © 42/c+4-2i 0 '  ' ' © 02fc 

sont équivalentes; puis que </>w- o p~{X) = °f(X). Cette égalité est d'ailleurs vraie 
pour tout X G #(2), les deux fonctions étant nulles sur g{2) — #(2)#. 

En échangeant les signes H- et —, on définit un isomorphisme 

p+ : g{-2) Usymp(W+) 

et on a l'égalité </>w+ o P+(X) — °/00 P o u r tout ^ ^ Pour tout i G { 1 , . . . , fc}, 
identifions W+ à (Wï -)* par l'isomorphisme 2* kJi . On en déduit un isomorphisme 
krsymP(W+) —> f^sympCW-*), puis, par composition, un isomorphisme 

p+ :g(-2)^Usymp(W-*). 

On a l'égalité (pw-, o p+(Y) = °f(Y) pour tout Y £ g(-2). On vérifie l'égalité 

(1) qg(Y,X) = -(p+(Y),p-(X)} 

pour tous X G 0(2), Y G #(—2), c/. V.6 pour la définition du membre de droite. 
Grâce à V.7 (2) et (4) , on a : 
• la restriction de °f à g(2)# + g(^ 3 ) est invariante par g(^ 3 ) ; 
• pour tout Z G (9a l g(°X), il existe x G G tel que w~l Zx G #(2)# + #(^ 3 ) ; l'image 

d'un tel x dans G/P est bien déterminée. 
On en déduit l'égalité suivante, pour tout Z G g : 

°/(^) = |Jp|-1 £ ^ v - o p - ( x ) , 
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où l'on somme sur les X') G G x g(2) x g(^ 3) tels que x(X + X')x 1 = Z. 
D'où l'égalité : 

o / ( « Y ) = | P | - i 9 - « i i - t o ) / 2 ^  i>oqg{x{X + X')x-\°Y)<]>w-op-{X), 
x,X,X' 

où l'on somme sur G x #(2) x g(^ 3) . La somme en X' G g(^ 3) se calcule aisément, 
on obtient : 

(2) °?(° n = 
| p | - l g d i m ( & ( ^ 3 ) ) - d i m ( ^ ) / 2 ^ o qg(X, x~loYx)(2)<i)w- O p~ (X) . 

xeG; Xeg(2) 
x-loYxeg(^-2) 

Fixons x G G tel que x 1OYx G - 2 ) . Notons Y la composante dans g(—2) de 
x - i c y x Grâce à  (1) , la somme en X du membre de droite de (2) est égale à 

(3) £ ï;(-(p+(Y),X))ïw-(X). 
xeusymp(w-) 

Ce n'est autre que 0 W - o (c/ . V.6) à ceci près que dans la définition de cette 
dernière fonction, on doit remplacer le caractère îfj par son conjugué En tenant 
compte de l'égalité e(i/j) = sgn(—l)e(i/j) et en appliquant le lemme V.6 , on voit que 
l'expression (3) est égale à 

g * ( * + i ) ( 2 f c + i ) / i 2 ( s g I 1 ( - i ) ^ ) ) ^ + i ) / 2 0 j5+ ( y ) j 

ou encore a 

(4) ^ + 1 ) ( 2 f c + 1 ) / 1 2 ( s g n ( - l ) £ ( ^ ) ) ^ + 1 ) / 2 o / ( y ) . 

En particulier, cette expression est nulle si Y fi g(—2)&. On peut se limiter, dans le 
membre de droite de (2) , à sommer sur les x G G tels que x~loYx G g(—2)#+g(^ — 1), 
Le., d'après V.7 (11), sur les x G ZG(°Y)P. Soient z G Z G ( T ) , y e M, u e UP. 
Posons x = zyu. La composante dans g(—2) de x~loYx n'est autre que y~loYy. On 
a 7 ( 2 / _ 1 ° F y ) = °f(°Y), l'expression (4) est donc indépendante de x G ZG(°Y)P. On 
obtient alors l'égalité : 

Zf(<Y) = | ^ G ( ^ p | ç d i m ( f l f ( ^ 3 ) ) - d i m ( p ) / 2 + f c ( f c + l ) ( 2 f c + l ) / 1 2 

(sgn( - l ) £ (V0) f c ( f e + 1 ) / 2 7m-
Introduisons le sous-groupe parabolique P de G , de Lévi M , opposé à P. D'après 

V.7 (2) appliqué à <Y, ZG(°Y) = ZUT(°Y)ZM(°Y)- On vérifie que ZM(°Y) est un 

groupe fini. On en déduit : 

\ZG{<Y)P\=\ZUT{°Y)\\P\ = q*™(z*m)\P\. 
On dédui t d e V .7 (2) et (5) appliqués à  °Y l'égalit é 

d i m ( Z G C Y ) ) =  dim(<7 (0)) 
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(remarquons que g(i) = 0 pour tout i impair). Enfin on calcule : 

dimfcKO)) + d i m ( 0 ( ^ 3)) - d im(^ ) /2 = dim(<?(0))/2 - dim(<?(2)) 

= -fc(fc + l)(2fc + l ) / 1 2 . 

On obtient alors l'égalité : 

= ( s g n ( - l ) £ ^ ) ) f c ( / ï + 1 ) / 2 °f{°Y). 

D'où l'égalité de l'énoncé. 

V . 9 . Si W est un espace de dimension finie sur ¥ q et Q G Q(W), on note dans 
ce paragraphe G(Q) la composante neutre du groupe d'automorphismes du couple 
(W, Q ) . Si Q est non dégénérée, c'est le groupe que l'on a noté G(W) (W étant 
supposé muni de Q ) . Si Q est dégénérée, c'est l'ensemble des x G GL(W) tels que 

• x (Ker (Q) ) C Ker(Q) ; 
• si l'on munit W/ Ker(Q) de la forme quadratique non dégénérée déduite de Q, 

l 'automorphisme de W/Ker(Q) déduit de x appartient à G(W/ Ker (Q) ) . 
Soient k,£ deux entiers tels que 1 < £ ^ k, W = ( W î ) ^ . . . ^ une famille d'espaces 

vectoriels sur ¥ q telle que dimF q (Wî) = i pour tout i = £,..., fc, et Q G Q(Wfc). 
Posons 

fc-i 

M o r t h ( W ) = ( GL{Wi)\ G(Q). 

Pour x G M o r t h ( W ) , on note ses composantes pour i = £,..., k. En particulier 
#fc £ G(Q). Le groupe M 0rth(VV) agit naturellement sur C/(W) par une action notée 

Soit X EU ( W ) . Pour i G {^, . . . , /c}, on définit comme en V.5 la forme quadratique 
Q[X]i sur Wî. On définit une suite (Vi(X))i=i^m.£k-2£+i de sous-espaces de par : 

Vi(X)= f K e T ( X i + i - l ' " X l ) , S I 2  = 1,. 
\ (X2k-i-i ' • • X ^ ) " 1 Ker(Q[X}2k-£-i+i), si i = k - £ + 1 , . . . , 2k - 2£ + 1. 

On a 

{ 0 } C VX{X) C V2{X) c • • • C F 2 * - 2 m P O = K e r ( Q [ X ] , ) . 

Lé?#iï#we. — Soz'en* X £ U (W) et j E G{Q[X]t). Supposons que 

-y(Vi(X)) C Vi(X) 

tf(W) = © H o m ( W i , W i + i ) 

pour tout i = 1 , . . . , 2k — 2£ + 1. ^l/ors il existe x G M o r t h ( W ) tel que x - X = X et 
xt = 7. 
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Démonstration. Montrons d'abord : 

( i ) soient W' un espace vectoriel sur ¥ q de dimension finie, 

Q' G Q ( W ) , W un sous-espace de W 7 , 

{ 0 } c V i ' c . - C ^ = K e r ( Q ' ) 

une suite de sous-espaces de Ker(Q ' ) et S G G{Q'\W). Supposons que 5(y( fi W) C 
V(C\W pour tout i = 1 , . . . , h. Alors il existe i G G ( Q ' ) tel que <y'(W) C W, 7 V = s 

et 7 ' ( V 7 ) C F/ pour tout i = l,...,h. 
Soient A un supplémentaire de W n Ker (Q ' ) dans W et 5 un supplémentaire de 

W + Ker (Q ' ) dans VF'. Notons 5i l'élément de G L ( A ) tel que 

<J(a) - <Ji(a) G W n K e r ( Q ' ) 

pour tout a G A C'est un élément de G(<5'U)- La restriction de Q' à A © 5 est 
non dégénérée. Par le théorème de Witt (qui est valable pour les groupes spéciaux 
orthogonaux), il existe S2 G G(Q'\A@B) qui prolonge ô\. D'autre part, il est clair qu'il 
existe £ 3 G GL(Ker (Q ' ) ) tel que <53|wnKer(Q') =  £|wnKer (Q') et ô3(V/) C V( pour tout 
i = 1 , . . . , h. On définit 7 ' G G L ( W ' ) par 

7 7 U = <*U, 71b = fol fi, 7 /|Ker(Q /) = &3 • 

Cet élément répond à la question, ce qui démontre ( 1 ) . 
On démontre l'énoncé par récurrence sur k — £. Si £ = /c, il n'y a rien à démontrer. 

Supposons £ < k, soient X et 7 vérifiant les hypothèses de l 'énoncé. Posons W = 
W^+i, W = Xz(Wz), Q' = Q[X]e+i. Puisque 7 conserve Ker(X^) , il existe un unique 
S G GL(W) tel que ÔX£ = Xa* On a S G G ( Q V ) - Posons X ' = ( X ^ + i , . . . ^ et 
définissons comme précédemment la famille (Vi(X'))i=ziIM..I2K-2T-i de sous-espaces de 
W^+i. Posons V( = V^(X') pour tout i. On vérifie l'égalité 

v;nw = xi(vi+1(x)), 

pour tout i G { 1 , . . . , 2k - 2£ - 1 } . On en déduit que ô(V( fl W) CV-C\W pour tout i. 
Les hypothèses de ( 1 ) sont donc vérifiées. Soit 7 ' un élément en vérifiant la conclusion. 

Puisque ^'\w = S, on a 7 ' ^ = ^ 7 . D'autre part, en posant W = ( W ^ ^ + i , . . . ^ , 
les données W ' , X' et 7 ' vérifient les hypothèses du lemme et on peut leur appliquer 
l 'hypothèse de récurrence. Il existe donc x' G M o r t h ( W / ) tel que x' • X' = X' et 
x'i+1 = 7 ' . On définit x = (xi)i-£}m,mjk P a r 

^2 = | 
x - , si i G 

7 , si i = £. 

Ce terme x répond à la question. • 
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V . 1 0 . Soient A: et W comme en V.6. On a défini l'espace Usymp(W) dans ce para
graphe. Posons 

k 
Msymp(W) = l[GL(Wi). 

i=l 

Ce groupe agit naturellement sur Usymp(W) par une action notée (x, X) \-> x - X. 

Corollaire. —  Soient X G  Usymp(W) tel que Q[X]i = 0 . Alors pour tout z G  F* , il 
existe x G  M s y m p ( W ) tel que x • X — X et xi soit la multiplication par z. 

Démonstration. — Il suffit d'appliquer le lemme précédent à W , I ' = PQ)i=i,...,fc-i 
et à l 'homothétie 7 de W\ de rapport z, Wk étant muni de la forme Qxk> D 

V . l l . Soient (V,qy) un espace symplectique vérifiant les conditions de II.4 et °X G 
<7nii l'élément fixé dans ce paragraphe. Complétons °X en un 5^2-triplet, dont on déduit 
une graduation de g et des sous-groupes P et M de G (cf. V . 7 ) . Remarquons que les 
espaces g(2(2k — 1)) et g(—2(2k — 1)) sont de dimension 1 . Notons £ l'ensemble des 
classes de conjugaison par G contenues dans Oalg(°X). Il a 2k éléments. Pour tout 
e G  £, fixons Xe G  e D # ( 2 ) #, ainsi qu'il est loisible. Fixons aussi deux éléments non 
nuls X\ et X2 de g(-2(2k - 1) ) tels que, si z  G  F* est tel que X\ = zX2, on ait 
z £ F* 2 . On définit une fonction °sgn sur £ de la façon suivante. Pour e  G £, posons 
A(Xe) = (°A, (Qi)). Alors °sgn(e) = ° s g n ( f e ) ) (cf. UA). Pour Y G  g, posons 

<K y ) = E  E  E  ° s g n ( e ) ^ o ^ ( y , x - 1 ( X e + X ^ ) x ) . 

eeS .7 = 1,2 i £M 
Lemme. — Soient Y G  # ( - 2 ) e £ Z G  p(2(2A: -  1 ) ) . Supposons Y 2 k _ 1 = 0 . 
0 ( y + z) = 0 . 

Démonstration. — Introduisons les suites d'espaces W + et W~ et l'isomorphisme : 

p+ :  0 ( - 2) — * 7 s y m p ( W + ) 

de la démonstration de la proposition V.8. 
L'espace g(2(2k-1)) s'identifie à H o m ( ( W 1

+ ) * , W ^ ) et M s'identifie à M s y m p ( W + ) 
(c/. V . 10) de telle sorte que l'action par conjugaison de M sur g(—2) 0 g(2(2k — 1) ) 
s'identifie à l'action naturelle de M s y m p ( > V + ) sur Usymp(W+) 0 H o m ( ( W 1

+ ) * , W ^ ) . 
La condition y 2 f c _ 1 = 0  est équivalente à Q [ p + ( y ) ] i = 0 . Grâce au corollaire V . 10 , 
pour tout z G  F* , il existe x G  M tel que 

xYx-1 = Y et xZx'1 = z2Z. 

Puisque (j) est évidemment invariante par conjugaison par M , on en déduit l'égalité 

0 (y + Z) = (j)(Y + z2Z) 
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pour tout z G F* . Puis : 

(1) 

<(>(¥ +Z) = (q-l)-1 £ 4>(Y + z2Z) 
z€F* 

où 

= ( < ? - l ) _ 1 E E °sgn(e)i>oqg(Y,x-1Xex)cl>etX 

= E E ^ ° %(z2z, z _ 1 xix). 

Soient e G ^ et x G M. D'après la définition de X* et X 2 , quand z décrit F * et 
j décrit {1,2}, le terme z2x~1X3

ex décrit l'ensemble g(-2(2k - 1)) - {0}, chaque 
élément étant atteint deux fois. D'où l'égalité 

0 e , x = 2 ^oqg(Z,X) 
Xeg(-2(2k-l)), 

X^O 
Ce terme est indépendant de e et x. Notons-le C. 

On a vu dans la démonstration de la proposition V.8 que pour X G #(2), on a les 
égalités suivantes : 

• <t>w- ° P~(X) = 0, si X fi Oalz(°X) ; 
• X G e>a l g(°X), soit e G £ tel que X G e ; alors </>w- o p~(X) = °sgn(e). 

Pour e G ̂  et I G e fl #(2), il existe x G M tel que x - 1 X e x = X. D'autre part le 
stabilisateur dans M de Xe a 2fc éléments. Les égalités précédentes se résument par 
la formule suivante : 

4>w-oP-(x) = 2-k Y, ° s s n ( e ) ' 
(e,x)€£xM; 
x'1 Xex=X 

pour tout X G g(2). Alors l'égalité (1) devient : 

0(Y + Z) = C2k(q-l)-1 £ ct>yv-op-(X)^oqg(Y,X). 
Xeg(2) 

On a vu en V.8 que cette dernière somme était de la forme C"0W+ o p+(Y). Ce terme 
est nul car Q[p+(Y)]i = 0. Cela achève la démonstration. • 

V.12. Soient k un entier ^ 2, W = (W;);=o,...,fc une famille d'espaces vectoriels sur 
Fq telle que dim^Wb) = 1 et dimFg(Wî) = i pour tout i = 1,..., k, et Q une forme 
quadratique non dégénérée sur Wk. Posons 

X(W) =Hom(W 0 ,W 2 )® ^ ©Hom(Wi,Wi+i)) . 

Pour X G A ' ( W ) , on note ses composantes Xi, i = 0,. . . , k — 1. En particulier 
XQ G Hom (WQ, W2). Pour un tel élément et pour i G {0,. . . ,&}, on définit une forme 
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quadratique Q[X]i sur W 2 par 

Q[X]i = Q[Xk-1-.-Xi], si i ^ O , 

Q[X]0 = Q[Xk„1...X2X0]. 

On définit des fonction £yy; et £w sur X(W) par les formules suivantes, pour X G 
X(W) : 

• s'il existe i G { 0 , . . . , k — 1 } tel que Q[X]i est dégénérée, ou si X 0 ( W o ) + X i ( W i ) ^ W2, CwP0 = 0; 
• sinon 

CwPO 
f (g + l)(g — 3 ) , si <2[-X]2 est anisotrope et sgn(Q[X]0) = s g n ( Q [ X ] i ) , 

(q - ï)(q - 3 ) , si Q[X]2 est anisotrope et sgn(Q[-X"]o) = - s g n ( Q [ X ] i ) , 

(q - l)(q + 1 ) , si Q [ X ] 2 est isotrope et s g n ( Q [ X ] 0 ) = sgn(Qpf]i), 
l (q ~ 3)0? + 1 ) , si Q [ X ] 2 est isotrope et s g n ( Q [ X ] 0 ) = - sgn(Q[X] i ) ; 

• £ W ( X ) = CwPO Ul=i sgn(Q[X]i). 
On pose W* = (W*)i=o,...,k, on munit Wk de la forme Q* et on définit comme ci-
dessus X(W*). Pour X e X{W) et Y G X(W*), on pose 

fc-i 
( F , X ) = E t r a c e ( y ; X î ) . 

2=0 

On définit une fonction £>v sur AYW*) par 

tw(Y)= E  tw(X)1>({Y,X)) 
xexiw) 

pour tout Y e X(W*). 

V . 1 3 . On considère les données du paragraphe précédent et on suppose k = 2. On 
a alors 

X(W) = Rom(W0, W2) 0  H o m ( W i , W 2 ) . 

Pour u>o G W Q , WI G Wi et v G W 2 , posons 

X(w0,wuv) = {XE X(W)]X0(wo)+X1(w1) = v}, 

S ( w 0 , w i , = MX)-
X£X(WQ,WI ,V) 

Lemme. — Soient WQ G WQ, W\ G W\ et v G W 2 . On a Végalité 

0, si w\ = 0, 
S{wç)lwi1v) = (g - l)2{q + l)(q- 3) sgn(Q) s g n o Q ( ^ ) , si w0 = 0 et wx ± 0, 

- ( g - 1)(<? + l ) ( g - 3) sgn(Q)sgn o Q ( v ) , «si W Q ^ Q etw\^ 0. 
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Démonstration. — On pose s(Q) = sgn(—1) sgn(Q). On a e(Q) = 1 si Q est isotrope, 
e{Q) = — 1 si Q est anisotrope. Notons y le sous-ensemble des (y,z) G W2 x W2 tels 
que : 

• y et z sont linéairement indépendants ; 
• Q(y) ï o , Q(2) ^ o. 

Pour a, 6 G F g, posons 

y(a,b,v) = {(y,z) ey-,ay + bz = v}, 

s(a,b,v)= ] P sgnoQ (z). 
(t/,2;)e3;(a,6,î;) 

On commence par prouver les égalités suivantes : 

(1) s(a,b,v) 

T0, si a = 6 = 0, 
I (Q- l)(q-e(Q) - 1) sgnoQO), s i a = 0 et b ̂  0 

- (q — 1) sgn oQ(i>), si a 7̂  0 et b = 0, 
-(<7 -£(<2)-2)sgnoQ(î;), si a ^ 0 et 6 ^ 0 . 

Remarquons que pour À, /x G F*, l'application (y, z) h-* (Ay, /iz) est une bijection de 
y(\a,nb,v) sur y(a,b,v) et l'on a sgnoQ^z) = sgn0(5(2). On en déduit que 

(2) s(a, 6, v) = s(Aa, v) 

pour tous À, [i G F*. 
Supposons a = b = 0. Si v ^ 0, y(0,0,v) = 0 et s(0,0,u) = 0. Si v = 0, 

y(0,0,0) = y. Alors :a 

*(o,o,o)= 22 z2 s s n o < 3 W 
y€W2;Q(y)ÏO zeW2-¥gy 

E 
2/€^2;Q(Î/)/0 

( sg 1 1 0 ^^) ) - (9 - 1) sgnoQ(7/) 
- zew2 

Grâce à V.2 (2), la somme en z est nulle. Il reste 

5(0,0,0) = - f a - i ) *&°Q(y) 
yew2 

qui est nulle pour la même raison. 
Supposons a = 0 et b ^ 0. Grâce à (2), on peut supposer b — 1. Si Q(v) = 0, 

y(0,1, v) = 0 et s(0,1, v) = 0. Supposons Q(v) ^ 0. Alors : 
5(0, l ,v) = sgnoQMfy G W2 — ¥qv; Q(y) ^ 0}| 

= sgnoQ(^ ) [|{y G W2 ;  Qfo) ^ 0}| - (q - 1)]. 

Le nombre de y G W2 tels que Q(y) 7̂  0 se calcule grâce à V.2 (2) : il vaut (q — l)(q — 
e(Q)). On en déduit la valeur de s(0, 
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Supposons a ^ 0 et b — 0. On peut supposer a = 1. Si Q(v) = 0, y(l,0,v) = 0  et 
s ( l , 0 , v ) = 0. Supposons 7 ^ 0. Alors : 

s ( l , 0 , v ) = ^ s g n o Q ( z ) 

= ( E s g n o ( 3 ( ^ ) ) - (Q ~ ! ) sgnoQ( î ; ) . 

On a déjà dit que la somme en z était nulle. D'où la valeur de s(l,0,v). 
Supposons a ^ 0 et b ̂  0. Grâce à (2), on a 

s ( a , M ) = ( g - l ) - 2 Y, 
a ' ,6 'eF* 

(3) ( 2  *(a',6 ',t/))-( *(<>,&',*)) 
L a>,b'e¥q fc ,€Fx 

- ( ^ s (a ' , 0 , i ; ) ) - s ( 0 , 0 , v ) . 

a'€F* 
Pour (y, G  y , il existe un unique couple (a 7 , b') e¥qx¥q tel que a7?/ + b'z — v. Le. 
y est union disjointe des y(a',bf,v) pour (a ' ,6 ' ) G F g x F g . On a déjà remarqué que 
y = y ( 0 , 0 , 0 ) . On en déduit que la première somme de l'expression (3) est égale à 
s ( 0 , 0 , 0 ) . Grâce à (2) , tous les termes de l'expression (3) ont déjà été calculés. On en 
déduit la valeur de s(a, 6, v). Cela démontre (1). 

Fixons des éléments non nuls wf
0 G  Wo et w[ G  W\. On suppose w'0 = wo si wo ̂  0 

et w[ — wi, si w\ ^ 0. Posons 

( ( 0 , 0 ) , si wo = 0 et wi = 0, 

( 1 , 0 ) , si w0 ^ 0 et wi = 0, 

( 0 , 1 ) , si wo = 0 et wi 7 ^ 0 , 

( 1 , 1 ) , si 7 ^ 0 et w\ 7 ^ 0, 

Identifions Af(VV) à W2 x W 2 par X i - > ( X 0 ( W ^ ) , ^ ( W ^ ) ) et £ w à une fonction sur 
W2 x W 2 . Le support de £w étant inclus dans y , on voit que 

S(w0,wi,v) = ^ Cw(2/,̂ ). 

Pour (y, z) G  y , on a l'égalité : 

Çw(y>z) = (9 - H - MQ))(Q ~ 1 - e(Q) + sgnoQ(y ) s g n o Q ( z ) ) s g n o Q ( z ) sgn(Q) . 

D'où : 

S ( w 0 , w i , v) = (q ~ 1 + 2e(Q)) sgn(Q) [(q - 1 - s(a, 6, v) + s(b, a, v ) ] . 

En utilisant (1) , le calcul conduit à l'égalité de l'énoncé. • 
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V . 1 4 . On conserve les hypothèses du paragraphe précédent. On note (y, Y) i— • y.Y 
Faction naturelle du groupe GL{W%) sur X(W*). Si w2 est un élément non nul de 
W2, on note B\(w2) le sous-groupe des y G GL{W^) tels que y stabilise la droite 
FqW2 et induise l'identité sur W^/Fqiv^. 

Lemme. — Soient w2 un élément non nul de W2 et Y G X(W*). Supposons Yo(W 0*) + 
Yi(W^*) = W£. On a alors Végalité : 

E MvY) = 

(q(q - l ) 2 (q + l)(q - 3) sgn o Q * ( w * ) , si w*2 G Y0(W£), 

0, siwieYUWf), 
-q(q - l)(q + - 3) s g n o Q * ( w * ) , « fi Y0(W^) U Y i ( W ? ) . 

Démonstration. — Pour i = 0,1, fixons des éléments non nuls Wi G Wî et w* G 
tels que (w*,Wi) = 1. Comme dans la démonstration précédente, on identifie X(W) 
k W2 x W2 par X H- > ( X 0 ( W O ) , A ' i ( W i ) ) , £>v à une fonction sur W2 x W2 et l'on 
introduit le sous-ensemble y de W2 x W2. Complétons w2 en une base {v2,w2} de 
W2. Le groupe B\{w2) s'identifie au groupe des matrices 

" )  ;  A e  Fg , / i e F M 

Ecrivons 
YQ(WQ) =  av2 +  61^ 2 ,  Y\(w\) = c^2 -f C/K; ^ • 

Pour 

y = A  J e B ^ 5 ) 

et X = (v0, v 1 ) G W2 x W2, on calcule 

(y • = (v2,avo + c v i ) + A(^2,av 0 + cv\) + p(w2,bv0 + d v i ) . 

Notons 5 le membre de gauche de l'égalité de l'énoncé. On a l'égalité 

S = ] P X X Cw(^o,^i)^((^2 5
a^o + cvi) + A(^2,a^o + ct'i) 

-f//(ii;2,6vo + d v i » . 

Pour tous z E¥Q et (v0lvi) G 3 ,̂ on a (zv0,zvi) G y et ÇwO^o?2^1) = £w(^o,^i)-
On remplace dans l'expression ci-dessus (VQ,V\) par (ZVQ, ZV\) puis on moyenne en z. 
Par un changement de variables évident, on obtient : 

S=(q-1) 1 E E E ^ W ( V 0 , ^ I ) ^ ( ^ ( ^ 2 ^ Î ; O +  C V I ) +  A ( ^ 2 ^ ^ O +  C ^ I ) 

+/x(^2,6t'o + dvi)). 

A S T É R I S Q U E 26 9 



CHAPITRE V . T R A N S F O R M É E S D E FOURIER DE S FONCTIONS D E LUSZTI G 1 1 5 

Posons 
Y = { ( v o , v i ) (w^avo + cvx) = 0 } . 

La somme en À se calcule aisément. On obtient : 

(1) S = q(q-l)~l 53 $3 £Mvo,vi)iï(z(vZ,avo+cvi)+ti(wZ,bv0 + dvi)). 

Par hypothèse, la matrice (a b\ 
\c d 

est inversible. Pour (vo,vi) G y, les vecteurs t>o et v\ sont linéairement indépendants. 
Si ( f o ,^ i ) £ y , on a donc 

(t>2,a^o + c^i) 7 ^ 0 et (u^,fr^o + dvi) ^ 0. 

Les sommes en z et /x de l'expression (1) valent toutes deux —1. D'où l'égalité 

S = q(q-1)-1 53 £ w ( v o , v i ) . 
(VO,VI)Ey 

Notons V2 l'annulateur de u>2 dans W^- Avec les notations de V.13, y* est union 
disjointe des y D A^awo, c w i , quand v décrit V2. D'où l'égalité 

S = q(q- 53 StaitfojCWi,!;). 

Il reste à appliquer le lemme V.13 et la formule V . l (1) pour obtenir l'égalité de 
l'énoncé. • 

V . 1 5 . Soient fc, W et Q comme en V.12. 

Lemme. — Soit Y G X(W*). Supposons vérifiées les trois conditions suivantes : 
• les espaces YO(WQ ) e£ Y i ( W * ) sont orthogonaux pour la forme Q*[F]2 ; 
• Q*[Y}o=Oou Q * [ y ] i = 0 ; 

• Y 0 ^ 0. 
Alors £w(Y) = 0. 

Démonstration. — Posons W = (Wi)i=2,...,fc, définissons [ / ( W 7 ) et Morth(W*) 
comme en V.9. Remarquons que M o r t h ( W * ) agit naturellement sur X(W) et X(W*). 
La fonction £yy et l'accouplement sur A ' ( W ) x X(W*) sont invariants par cette action. 
Pour tout y' G M o r t h ( W * ) , on a donc l'égalité 

(1) ïw(Y) = ÏMv' -Y). 

Pour X' G U(W) et z G { 2 , . . . , fc}, on a défini la forme quadratique Q[X']i sur W{. 
On pose 

k 
Ç'(X') = l[sgn(QlX']i). 

i=3 
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Notons U(W) le sous-ensemble des X' G  U(W) tels que Q[X'}2 soit non dégnéérée. 
Posons W = (W0,WUW2). Pour X' G  tt(W), munissons W2 de la forme Q[X')2. 
On définit comme en V.12 des fonctions sur X(W) et X(W"*) que nous noterons 
ex' t 

On a les égalités : 

V ( W ) = [ / ( W 7 ) x # ( W " ) 

A ' (W*) = f / ( W , * ) x A ' ( W / / * ) . 

Pour X G  Af(VV), on note X', resp. X " , sa composante dans U(W), resp. ; t ( W " ) . 
De même, on note Y'resp. F " , la composante de Y dans { / ( W ' * ) , resp. # ( W " * ) . 
Pour X G  A ' ( W ) , on a l'égalité 

PO = f 0, si X ' f É W ( W ) , 

U\x')&„(x"), siX'eU(W), 

et, avec des définitions évidentes : 

(Y,X) = {Y'JX') + (Y",X") 

On en déduit l'égalité 

(2) & v ( K ) = E m O ^ ' , * ' ) ) ^ ' " ^ " ) -

Supposons l o ( W o ) + ^ 1 ( ^ 1 * ) —  W2. Les hypothèses de l'énoncé impliquent que 
<2*[F]2 est dégénérée, i.e. Ker(Q*[F]2) 7^ {0}. En appliquant le lemme V.9, on voit 
que l'on peut trouver un élément non nul w2 de Ker(Q*[y]2) tel que, en définissant le 
groupe B\{w2) comme en V.14, on ait la propriété suivante : pour tout y G  B\{w2) il 
existe y' G  Morth(W'*) tel que y'-Y' = Y' et y2 = y. Fixons un tel w2. Soit y G #1(^2) 
et y' comme précédemment. On a une égalité analogue à (2) pour £vv(y' • Y). En 
utilisant (1), on obtient 

tMY)= E aX'm(Y',X'))^„{y.Y") 
xfeu(vV) 

Puis, en moyennant en y : 

^ w ( y ) = | B 1 K ) | - 1 E t'(x'm(Y',x')) E tâ»(vY"). 
x'eucw) yeBUw*) 

Posons V " = (WUW2), définissons comme en V.5 £/ o r th(V"*) et, pour X' G  U(W), 
une fonction </>V",Q[X>] 2 sur C / 0rth(V"*). Fixons Z x G  Hom(W 1 *, W 2*) = E/ 0rth(V"*) tel 
que = ¥qw2. Grâce aux lemmes V.5 et V.14, il existe c\ G  Q  tel que, pour 
tout X' G  U(W)i on ait l'égalité 

E ^»(V'Yi,) = c1ih»9Qix']2(Zi). 
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D'où l'égalité 

Êw(y) = ci E  e , ( ^ , ) ^ ( ( ^ , ^ , ) ) ^ , Q [ x ' ] 2 ( ^ i ) . 

Posons V = (Wi)i=i,...,fc et Z = (Zi,Y2,... ,y/C-i) G  c T o r t h ( V ) . Un calcul analogue à 
celui qui conduisit à l'égalité (2) conduit maintenant à l'égalité : 

£w(Y) = cifoiQ(Z). 

Grâce au lemme V.5 , il existe donc c2 G  Q tel que 

ew(y) = c 20 v*,Q.(z). 
Mais w5 G  K e r ( Q * [ y ] 2 ) donc Q *[Z]i = 0 puis f w ( y ) = </>v*,Q*(Z) = 0. 

Supposons maintenant Y0(W£) + YxQVf) ^ W2*. Puisque y 0 ^ 0, on a y i ( W ? ) C 
y 0 ( W 0 * ) . Pour i = 0 ,1 , fixons ^ G  Wi et w * G  tels que (w* , Wi) = 1. Soit 
tel que = £ Y0(w^). Pour X " G  # ( W " ) , on a l'égalité 

< y " , X " > =  (Yo(w^X0{wo) + zX1(w1)). 

Soit X ' G  W ( W ) , munissons W2 de la forme quadratique Q[X']2. On a les égalités 

£w-cn= E  c w " ( ^ " ) ^ ( ( y o K ) 1 i o ( « ' o ) + ^ 1 K ) ) ) 
X ' e A r ( W " ) 

= E  S ' ^ o ^ ^ i ^ ) ^ ^ ^ ) ^ ) ) » 

avec les notations de V.13. Utilisons le lemme V.13. Si z = 0, l'expression ci-dessus est 
nulle. Grâce à  (2) , £yv(y ) — 0- Supposons z ^ 0. Alors il existe C 3 G Q, indépendant 
de X ' , tel que : 

t$„(Y")=c3 E  s g n ( Q [ X / ] 2 ) s g n ( Q [ X , ] 2 ( î ; ) ^ ( ( ^ - 1 y 1 K ) ^ ) ) 

= C 3 0 V - , Q [ X / ] 2 ( ^ ~ 1 y i ) , 

V " étant défini comme précédemment. On en déduit encore l'existence de C 4 G Q tel 
que 

£ w ( y ) = C 4 0 V * , Q * ( Z ) , 

où Z = ( z - 1 y i , y 2 , . . . ,Yk-i) G  E/orth(V). L'hypothèse de l'énoncé implique Q*[Z]i = 
0 d'où ^ w ( y ) — <J>v*,Q*(Z) — 0- Cela achève la démonstration. • 

V . 1 6 . Soient (F, qy ) un espace orthogonal vérifiant les conditions de II.5 et °X l'élé
ment de #ni i fixé dans ce paragraphe. Complétons °X en un s^ 2-triplet (°X,°H,°Y). 
On en déduit une graduation de g (cf. V .7 ) . L'ensemble des valeurs propres de °H 
(agissant dans V) est { ± 2 i ; i = 0 , . . . , k — 1 } . Pour tout i G  { 1 , . . . , k}, notons W*, 
resp. W~, le sous-espace propre de V associé à la valeur propre 2k — 2i, resp. 2% — 2k. 
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Posons Wo = Wf, W + - W f , W + = {W?)i=0,...tk, W " = ( ^ ) i = 0 fc et munis
sons W£ et W% (qui sont d'ailleurs égaux) de la restriction de qy. Comme dans la 
preuve de la proposition V.8, il existe des isomorphismes naturels 

p~ : 0(2) 0 0 ( 8 - 4 f c ) — * # ( V i r ) , 

p+ : g(-2) 0 (/(4fc - 8) — * ( W + ) . 

Pour Y G  posons 

<K y ) = E éw- ° p" PO V> o ̂ (y, x ) . 
*€<7(2)E<7(8-4fc) 

Lemme. —  Soient Y G  </(—2) e t Z e #(4fc - 8 ) . Supposons Z ^ 0 e£ F + Z nilpotent. 
Alors (f)(Y + Z ) = 0. 

Démonstration. — Des raisonnements analogues à ceux de la démonstration de la 
proposition V.8 conduisent à l'égalité 

<f>(Y + Z) =£w+* o p + ( F + Z ) . 

Posons F 7 = + Z ) , fixons w + G  Wj 4" et u>~ G  tels que qy(w+ ,w~) = 1. 
Remarquons que ( F + Z ) 2 / c ~ 2 conserve l'espace W^^W^. La matrice de la restriction 
de (Y -h Z ) 2 f c ~ 2 à cet espace, calculée dans la base w~}, est égale à 

'qv\r]2(Y{(w+)X(w-)) qvnWiw-)) " 

. gv [ r ] 2 (F 1 ' ( u , + ) ) ç y [yWiV + ) ,^ - ) ) . 
Cette matrice est nilpotente par hypothèse. On en déduit que Y' vérifie les deux 
premières hypothèses du lemme V.15. La troisième résulte de l'hypothèse Z ^ 0. 
Grâce à ce lemme, £w+* (X') = 0- Cela achève la démonstration. • 
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CHAPITRE V I 

DÉMONSTRATION D E L A PROPOSITIO N IV. 3 
DANS L E CA S SYMPLECTIQU E 

V I . l . Soient (V,qv) un espace symplectique comme en 1 . 2 , k',k" e  N , supposons 

d = k'(k' + 1 ) + k"(k" + 1 ) et k' > k". 

Pour tout j e { 1 , . . . , k'}, posons 

£(j) = sup(0,j-k' + k"). 

Fixons une base de V : 

{v'(i,j);j = l,...,k',i = - 1 } 

U {v"(i,j) ; j = k' - k" + 1 , . . . , k', i = -ê(j),£(j) - 1 } 

de sorte que les égalités ci-dessous soient vérifiées pour tous les couples (i, j) et (i',f) 
tels que les vecteurs correspondants soient définis : 

qv(v'(i,j),v"(i',j'))=0 

qv(v'(i,j),v'(i',f))=0\ . 
> s n +  Î  f - 1 ou i ^ ? , 

qv(v"(i,j),v"(i',j'))=0 

qv(v'(i,j'),v'(-l-i,j)) = l 

qV(v"(i,j),v"(-l-i,j))=WF1 j si z > 0. 

Pour tout i e {-k',...,k' - 1 } , resp. i S {-k",...,k" - 1 } , resp. j e on 
note V'[i], resp. V"[i], resp. V(j), le sous-espace de V engendré par 

{v'(i,j);j = l , . . . , k ' , - j ^ i ^ j - l } , 

resp. {v"(i,j) ;j = k'-k" + l,..., k", -ê(j) ^ i < t(j) - 1 } , 

resp. {v'(i,j);i = -j,..., j - 1 } U  {v"(i,j);i =  -£(j),.. .J(j) - 1 } . 



120 CHAPITR E VI. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV.3, CAS SYMPLECTIQU E 

Dans les deux premiers cas, on note L'[i], resp. L"[i], le sous o^-module de V engendré 
par les mêmes éléments. Pour i G Z, on pose 

L'i = (®L'\i'])®( 0 pFL'[i'})®(®pFL"[i"}), 
7 v i'<i-l 7 v  i" 7 

L'i = (®m)®(®L>y])®( e PFL"[i"}). 

On a les inclusions suivantes 
... — T" — T" T" ->>... ^ r " _ T" — — T' 

— L'-K' D L'_k,+1 D • • • D  Z4/_i D  L'k, — L'k,+l — • • • 

On a les égalités 
L'k, = pFL'!_k» 

et 
r' — T' T" — T" 

— VF ^-i ' — ^-i 
pour tout 2  G Z. 

Onpose^ = End(V) et, pour tous j,f G { 1 , . . . , k'}, ^ ( / , j ) = Hom(F(j), ^(j")). 
On a l'égalité 

gt = 0 gl(j',3) 

Pour X G on note X* l'élément de tel que 
qv{X*{v),vf) = qv{v,X{v')) 

pour tous v,vf G V. On appelle X* l'adjoint de X. Si X G g£{j',j), alors X* G 

Pour tout sous-OF-module r de ĝ , resp. de g£(j',j), on pose r* = {X*;X G r} et 
on note r l'ensemble des X G g£, resp. X G g£(j,f), tels que 

trace(YX) G o F 

pour tout F G r. 

Remarque. — Pour r C g£(j' cette définition donne des ensembles r différents 
selon que l'on considère r comme un sous-ensemble de g£(f,j) ou de g£. Quand on 
utilisera cette notation, le choix entre les deux définitions possibles sera clair selon le 
contexte. 

On pose 
h={Xe g£; Vi G Z, X(L'J c L\, X{Lf() c L'{\, 

/i1 = { x G s*; v i G z, X ( L 7 ) c X(L'D C LJV I} • 

Le groupe G se plonge dans par G C GX(V) C gt. On pose 

# = Gn/ i . 
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V I . 2 . Pour tout j G { 1 , . . . , k 7 } , fixons un ensemble de représentants Tj de oF/oF
2 

dans oF. Posons 
k' 

<?' = 1 

Pour 7 G T, fixons une famille (a 7 ? j ) j = i ) . . . 5 f c / d'éléments de F telle que, pour tout j , 
2(j '+^(j)) 

On note F 7 J l'extension de F engendrée par a 7 j , F^- son sous-corps d'indice 2 
engendré par a 7 J - , r 7 j l'élément non trivial de G a l ( F 7 ? J / F ^ ) et p7J l'idéal maximal 
de l'anneau des entiers de F7J. 

Posons £ = (oF/oF
2)k . On identifie £ à un ensemble de représentants dans (oF)k . 

Pour 7 G T et e G £ , posons 

V(j,e)= © F 7 j , 
1 = 1 

munissons ^ ( 7 , e) de la forme symplectique 3V( 7 , e ) ainsi définie : 

0 V ( 7 , e ) ( 0 * > j , © * > j ) = E[^y,J 1 F l 1 t r a c e F 7 > i / F ( r 7 , j ( V j ) ^ Û 7 , i e j ) -
V 7  7  7 v _ i 

Pour tout j G { 1 , . . . , k 7 } , le corps F 7 J se plonge naturellement dans l'algèbre 3^(7, e) 
des endomorphismes de F ( 7 , e) . On note .F(7, e, j ) son image ; X ( 7 , e, j ) celle de a 7 J ; 
pour tout i G Z , p ( 7 , e , j ) i celle de p 7 > j ; A£(>y,eJ) = ^ ( 7 , e, j ) + p(7 , e, j)2. On pose 

F{l,e)= 0 F ( 7 l e , j ) 
i —1 

et on définit dans cette algèbre l'élément X(j,e) et les sous-ensembles p(7 , e)1 et 
A£(7, e ) , sommes sur j des précédents. 

On définit un isomorphisme iplye : V r (7, e) V par la formule suivante, pour tous 
j G { 1 , . . . , k 7 } et i G { - j - 2*( j ) , • • J ~ 1 } : 

' v"{% + j + * ( j ) , j ) , si - j - 2 *(j) < * < -3 - eti) - 1 > 

/ i \ I ( - ^ S ^ ^ i ^ i + j + ^ i ) , si - j - ^ K ^ - j - i , 
V S I -  J  ^  l ^ - 1 , 

> ( - l ) % V ( i , j ) , s i 0 ^ i < 
Cet isomorphisme identifie q v ( 7 , e ) à qy. On identifie grâce à lui 3 ^ ( 7 , e) à 3 * . 

Soit j G { 1 , . . . , k'}. Remarquons que <p 7 ,e (F 7 ?•) = Posons 

a = ej, (3= ( - l ) ^ O ' ) 7 - ! e j , 6= 7 j - e j 1 . 

Si j ^ k' — k", la matrice de X ( 7 , e, j ) dans la base 

v'(j ~ lj),...,v'(-j,j) 
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de V(j) est 

( i ) 

Si j ^ k' — k" 4 -1 , la matrice de X ( 7 , e, j ) dans la base 

v'u-...,v'(-j,j), v"(eu)-1,3),...y(-m 

de V(j) est 

(2) 
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On définit une fonction K  : T x £ —» C par 

K'— K" K' i n\ 

" ( 7 ,e) = (  I I sgaiej)') (  f i s^(ejf~k" s ê n ( ( - l ) f e ' - * " 7 i ) J ~ * + * ) • 
7 = 1  ^  ^  = jfe /_fc//_|_l / 

Pour tous 7 G T et e G £, on pose ^ ( 7 , e) = 3 fi ^ ( 7 , e) et A ( 7 , e, j ) = g D A£(7, e, j ) 
pour tout j = 1 , . . . , h'. On munit A ( 7 , e) de la restriction de la mesure de Haar sur 
g D F ( 7 , e) telle que mes(A(7 , e)) = 1. 

V I . 3 . On définit une fonction I : g —> C par l'égalité 

I(Z)= / ] T « ( 7 ,e) / ^oqg{Z,x-1Xx)dXdx 

pour tout Z e g. 

Proposition. — Z G gent- Supposons I(Z) ^ 0. Alors 

Z(L'_k,)cL'_k, et Z{L"_kll)cL"_k„. 

La démonstration occupe les paragraphes VL4 à VI.24. 

V I . 4 . Considérons les données suivantes : 
• pour tous j,f G avec j f ^ j , une suite (r(f de réseaux de 

• pour tous j , j 7 G { 1 , . . . , /c 7} avec j ' ^ j , un sous o^-module m(jf,j) de g£(jf,j) fl 
/ » ° ; 

• un sous-ensemble J e { 1 , . . . , £ / } ; 
• pour tout j G J , un réseau de g£(j,j) ; 
• un sous-groupe fermé M de H. 

On suppose vérifiées les conditions (Hl ) à ( H l l ) suivantes. 

(Hl ) Pour tout j G { 1 , . . . , k'} et tout i ^ 1, resp. pour tout j G { 1 , . . . , A/} , resp. 
pour tout j G J , le réseau r(j,j)i, resp. ra(j, j ) , resp. est stable par adjonction. 

(H2) Pour tous j,f G { 1 , . . . , k'} avec j 7 ^ j et tout i ^ 1 

r(j'J)i+i C r(j'j)i. 
Pour tout j G { 1 , . . . , fc7}, posons 

^ ( j ) = U ^ ( 7 , c , j ) . 
( 7 ,e )erx£ 

(H3) Pour tous j , j 7 G { 1 , . . . , A:7} avec j ' > j ou f = j fi J , et pour tout i ^ 1, 
l'ensemble X'r(f,j)i est indépendant de X 7 pourvu que X' G ^4(j 7). 

Sous ces hypothèses, on note cet ensemble s(j',j)i. Pour j G J et z ^ 1, on pose 

s(j,j)i = s(j). 
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(H4) Pour tous j,f G  { 1 , . . . , k'} avec j ' ^  j , pour tout i ^ 1 et tout X G  A(j), 

r<j\j)iXcs(j',3)i. 

(H5) Pour tout j G  { 1 , . . . , k'} - J , tout i  ^ 1 et tout (7 , e) G  T x £ , 

= [ rO'^ ' ) inF(7,e , jr ] e [ r ( i , j ) i n F ( 7 , c , j ) ] . 

Pour tous j , j ' G  { 1 , . . . , fc'} avec j 7 <  j et pour tout i ^ 1, on pose 

K / , j ) * = r(jj')ï, s(j',j)i = s(j,/)*, ra(j',j) = m(JJ,y. 

(H6) Pour tous j , j ' , j " G  { 1 , . . . , fe'} tels que 

• 3" > h 3" > i\ 
ou 

• j " = j e J, 
et pour tout i ^ 1, 

K i " , / ) i K / , ^ c r ( j " , j ) i + 1 . 

(H7) Pour tous S { 1 , . . . , k'} tels que 

• f > j " > 3, 
ou 

• j ' =3&J, 
et pour tout i ^ 1, 

r ( i " , / ^ ( i ' i K s ( / , i ) i + i -

Pour tous j , j ' € { 1 , . . . , k'}, posons 

r(j'j)oo = Q r{j',j)i, s ( / , j ) o o =  Q s(j',j)i. 

(H8) Pour tous G  { 1 , . . . , k'}, 

r(j",f)im(j',j) C r(j",j)u r(j" J'^mif ,j) C r ( j " , 

(H9) Pour tous € { 1 , . . . , A;'} tels que 

j " < f ou j'=j"€J, 

s(j",j')im(j',j) C s(j",j)u s{3",3')oom{j',j) C * ( / ' , j)«>. 

(H10) L'une des conditions suivantes est vérifiée : 
• pour tous jjf G  { 1 , . . . , k'} avec ^ j , la suite ( r ( j ' e s t stationnaire ; 
• pour tous G  { 1 , . . . avec j ' ^ j , j ) o o = { 0 } . 

On pose 

ra= 0 m ( j ' , j ) 
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et, pour tout i ^ 1, ainsi que pour i = oo, 

U= 0 r(j',j)i, Si= 0 s(j',j)i. 
i,if = l ?',? ' = 1 

( H l l ) M e 1 + m. 

Remarque. — m n'est pas l'algèbre de Lie de M qui lui-même n'est pas l'ensemble 
des points sur F d'un groupe algébrique. 

V7.5. Lemme. —  Sous les hypothèses précédentes, les propriétés suivantes sont véri

fiées pour tout i ^ 1 ; 

(i) ri et Si sont stables par adjonction ; 
(ii) r i + i C rif C s» ; 
(iii) n r » C r i + i ; 
(iv) n Si C s^r* C s i + 1 ; 
(v) po^r tous 7 eT, e e £, X e A(i, e), Xri C Si, r\X C s* ; 
(vi) powr fows j , j 7 G { 1 , . . . , k'} avec j ^ j ' , pour tous 7 G r, e G £ , X G ^ ( 7 , e ) , 

«0",J')i = « i ( A - ) r ( j / , j ) < 

(vii) poi/r j G { 1 , . . . , k'}, l'une des conditions suivantes est vérifiée : 

(a) pour tous 7 G r, e G S, X G ^4(7, e , j ) , 

rCM')i = K 7 , J ) ; H % e , j ) ~ ] 0  [r(j,j)i f l F ( 7 , e, j ) ] , 

s ( j , j ) , = a d ( X ) [ r ( j , j ) ; H F ( 7 , e , 0  [s( j , j ) i H F ( 7 , e, j ) ] , 

5 ( j , j ) i n F ( 7 , e , j ) C p ( 7 , e , j ) , 

(b) s(7, j ) » - j)i+i ; 

(viii) D  g est ouvert dans g ou Soo f l g = { 0 } . 

(ix) M normalise r\, s\, et s^. 

Démonstration. — Fixons j,j'J" G { 1 , . . . , k'}, i ^ 1, X G J4(J), X ' G X " G 

Il résulte des définitions et de (H l ) que 

r(j'J)ï = r ( j j ' ) i 

et, si f ^ j ou f =jeJy 

sU'J)i=sUJ')i. 

r(j,j)iX cXr(j,j)i. 

Ces deux réseaux ayant même volume, ils sont égaux et s(j,j)* = Xr(j,j)i = s(j,j)i. 
Cela démontre (i). 

Si j = f fi J , on a s ( j , j){ = X r ( j , j ) * , donc s ( j , j ) * = r(jJ)iX. Grâce à (H4), 
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Si / >  j , on a 
r(j',j)i+i C  r(j'j)i, s(j'j)i+i C  s(j'J)i 

d'après (H2). Par adjonction, ces inclusions restent vraies si f < j . D'où (ii). 
Montrons que 

r(j",j')ir(j',j)icr(j",j)i+1. 
Par adjonction, on peut supposer j " > j. Si j " > j ' ou j " = j G  J, l'inclusion résulte 
de (H6). Supposons j ' > j " et soit j " ^ j , soit j " = j £ J. D'après la propriété 
adjointe de (H4), on a 

X"r(j",j')ir(j',j)i C r{j"J)iX'r(j',j)i = r(j",j')iS(j', j ) , . 
Grâce à (H7), on obtient 

X"r(j",j')ir(j',j)l C s(j",j)t+1=X"r(j",j)i+1. 

Il suffit de multiplier à gauche par X"~l pour conclure. Cela démontre (iii). 
L'inclusion 

X'rij'j^csij'j^ 
résulte de (H4) ou de sa propriété adjointe selon les cas. Cela démontre (v). 

Pour démontrer (iv), il suffit par adjonction de prouver que 

r ( j " ' , i ' ) i » 0 " . i ) i C * 0 , " . i ) w -
C'est vrai d'après (H7) si j ' > j " > j ou j ' = j G  J. Supposons j ' > j > j " . On a 

r(j",j')is(j',j)i = r(j",j')iX'r{j',j)i = s{j", j V O " 
On conclut grâce à la propriété adjointe de (H7). Supposons j ' < j ou j ' = j £ J. 
Alors : 

rU",j')i8ti',j)i = r{j",3')ir{j',j)iX C r(j",j)i+1X C a(j",j)i+1 

d'après (iii) et (v). Supposons j " > j ' > j ou j < j ' = j " fi J. Alors 

r(j",j')i8(j',j)i = r(j",j')iX'r(j',j)i C X"r{j" 
cX"r(j",j)i+1=s(j",j)i+1, 

d'après (H4) et (H6). Supposons enfin j < j ' = j " € J. Alors : 

r{j"j)is(j\3)i = r{j"J)iX'r{j',3)i C s(j",j')ir{j',j)i C s(j",j)i+1 

d'après (H4) et la propriété adjointe de (H7). Cela démontre (iv). 
Pour démontrer (vi), il suffit par adjonction de prouver que 

s(j',j)i = {X'Y-YX;Y€r(j',j)i} 

si f > j . D'après (H4), le membre de droite est inclus dans celui de gauche. Il suffit 
de prouver que ces deux réseaux ont même volume. Ces volumes sont les produits 
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du volume de r(j',j)i et des valeurs absolues des déterminants des endomorphismes 
suivants de g£(j',j) : 

Y . — • X'Y, Y h — > X'Y - YX. 

Prolongeons la valuation ^ de F en une valuation : F —> Q. Notons 

( £ n ' ) n ' = l , . . . , 2 ( j '+^( j ' ) ) > r e S P ' ( a ;n)n=l,...,20'+^0'))j 

les valeurs propres de X', resp. X . Pour tous n, n', on a Vp(x'n,) = l/2(f + t(jf)), 
^ p ( ^ n ) = l / 2 ( j + ^C?))- Les valeurs propres du premier endomorphisme sont les x^, 
intervenant chacune avec multiplicité 2(j + £(j))- Celles du second sont les x'n, — xn, 
intervenant chacune avec multiplicité 1. La valeur absolue commune des déterminants 
est q-2(J+£(iï). Cela démontre (vi) . 

Si j G  J , la propriété (vii)(b) est vérifiée. Supposons j G  J , soient 7 G  T et e G  £ 
et supposons X G  A(j,e,j). La première égalité de (vii)(a) est vérifiée d'après (H5). 
On a aussi 

s(j,j)i = X[rUJ)inF(^eJ)^]®X[r{jJ)inF(^eJ)]. 

On montre comme ci-dessus que 

X[r(j,j)inF(>y,eJ)~] = a d ( X ) [ r ( j , j)i H F ( 7 , e, . 

En effet, avec les notations ci-dessus, les valeurs propres de a d ( X ) dans F ( 7 , e, j ) ~ 
sont maintenant les xn> — xn pour n^n'. Grâce à l'hypothèse p ^ 3d+ 1, l'extension 
Fyj/F est modérément ramifiée donc i^p(x n/ — x n ) = l / 2 ( j - f ^ ( j ) ) et on peut conclure. 

D'autre part, puisque r(j,j)i C / i 1 , on a 

i K i j ^ n ^ e j ' ) ] C X[hl H F ( 7 , e , j ) ] = X p ( 7 , e , j ) - p ( 7 , e , j ) 2 . 

Alors (vii)(a) est vérifiée. 
La propriété (viii) résulte de (H10). 
Le groupe M normalise r± et d'après ( H l l ) , (H8) et sa propriété adjointe. 

Toujours grâce à ( H l l ) et en utilisant l 'adjonction, pour prouver que M normalise si 
et S Q O , il suffit de prouver : 

s(j",f)im(j',j) C a{j",j'Um{j',3) C s(j",j)oo. 

Si 3" < j ' ou j ' = j " G  J , cela résulte de (H9). Supposons / < j " ou j ' = j " £ J. 
Alors 

s(j",j')im(j',j) = X"r(j",j')1m(j',j) C X»r(j",j)i C a(j",j)i 

d'après (H8) et (v) . Cela démontre la première inclusion cherchée. Idem pour la se
conde. Cela démontre (ix). • 
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V I . 6 . On conserve les hypothèses de VI.4 et on introduit l'application EG de 1.4. Elle 
est définie sur gtn. Pour tout i ^ 1 et pour i = oo, posons Ri = EG(ri fl g). D'après 
les (ii) et (iii) du lemme précédent, ces ensembles sont des sous-groupes compacts de 
H; d'après ( ix) , M normalise Ri et R^. Pour Z e g, posons 

h(Z)= / ]P / < 7 , e ) / ipoqg(Z,x-1Xx)dXdx. 
J M R 1 ( 7 ) e ) € r x £ : JA^e) 

Si ro o fl g est ouvert dans g, on définit Ioo(Z) en remplaçant MR\ par MRoo dans la 
formule ci-dessus. 

Lemme. — Dans le cas où Dg est ouvert dans g, on suppose vérifiée Vimplication 

Z G  gent et Joo (Z) 7 ^ 0 = > Z G  P f S O O n g. 

On a alors en tout cas Vimplication : 

Z G  #ent et h(Z) ^ 0 p F s i H  g. 

Démonstration. — Dans cette démonstration, les références aux assertions du lemme 
précédent sont notées simplement ( i ) , . . . , ( ix) . Soit Z G  gent- Pour tout i > 1, posons 

Mi — {x G  MRi ;  xZx~x G  P f ^ +i H  g, xZx~x £ p F j . p, . 

Posons aussi 
M 0 =  {x G  M i t ^ x Z x - 1 G  P f S i D # } , 

M _ i =  {x G  MJRi; x Z x - 1 ^ PFSOG n ^ } . 

Ces ensembles sont ouverts et compacts et MR\ est réunion disjointe des Mi pour 
i ^ — 1. Pour tout i  ^  —1, on définit Ji(Z) comme on a défini Ii(Z), en remplaçant 
MRi par M * . On a l'égalité 

h(Z)= Y, MZ)-

Démontrons la relation : 

(1) pour tout i > 1, Ji(Z) = 0. 

Soit donc i ^ 1. D'après (i) , (ii) et ( iv) , Mi est stable par multiplication à gauche 
par Ri. Fixons un ensemble de représentants M[ de l'ensemble des classes Ri \ Mi. 
Pour 7 G  T, e e £ et y e M[, posons 

(2) j ( 7 , e , y ) = / / ip o qg(yZy-\x"1 Xx)dxdX. 

JA(j,e) JRi 

On a l'égalité : 

Ji(Z)= Y K(^'e) ] C ^ (7 ,e ,2 / ) . 
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Fixons 7 6 T, e e £ et y e M[. Pour X G  A ( 7 , e ) , l'intégrale intérieure de (2) est 
égale à 

(3) / i>oqg{yZy-\EG{-Y)XEG{Y))dY. 
JriHg 

Il résulte de (iv) et (v) que si a et b sont deux entiers ^ 0 tels que a -f b ^ 2, alors 
YaXYb G  Si+ i pour tout Yen. Puisque yZy~x G  P F ^ + I , on a alors 

^ot^ce(yZy-1YaXyh) = 1. 

Pour tout Y G  ri fl g, on a donc 

o ^ ( y Z y " 1 , E ( - y ) X Ë ( y ) ) =  v o  %{yzy~\ X - \Y,X\). 

L'intégrale (3) est nulle sauf si yZy~x G  PF (ad(X)(r*i D  g))~. Dans ce cas, elle vaut 
mes(r; f l g)ip o qg(yZy~1, X). Remarquons que 

(adpOfo H  g))~ Hg = ( a d p O f o ) ) - Cl g . 

Pour tous j , / G { 1 , . . . , k'}, notons (yZy~l) (jf,j) la composante de yZy~l dans 
g£(j',j). Puisque yZy~x G  P F ^ + I , on déduit de (v) , (vi) et (vii) que la condition 
yZy~1 G  p i? (ad(X ) (ri P i g))~ est équivalente à la réunion des deux conditions : 

(4) pour tous j,f G  { 1 , . . . , k'} avec j ^ j \ (yZy-1){j\ j) G  pFs(j, ; 

(5) pour tout j G  { 1 , . . . , k'} tel que (vii) (a) soit vérifiée, 

(yZy-^jJ) G  [pFs(j,j)?nF(i,eJ)~] 0 F ( 7 , e , j ) . 

Si (4) ou (5) n'est pas vérifiée, j(l,e,y) = 0. Supposons (4) et (5) vérifiées. Alors 

j{l,e,y) = mes(ri n g) / ip ° qg(y Z y'1, X) dX. 

Cette intégrale est nulle sauf si yZy~x G  P F ( P( 7 , e)2Hg)~. Supposons cette condition 
vérifiée. Comme ci-dessus 

( P ( 7 , e)2 ng)~C\g = ( p ( 7 , e ) 2 ) ~ H  g. 

En particulier, pour tout j G  { 1 , . . . , k'} tel que (vii) (a) soit vérifiée, on a 

(yZy-l)(j, j) G  pF(p(-y,e, j)2)~ C  pF(s(j, j ) . H F ( 7 , e , 

= F ( 7 , e , 0 ( p F 5 ( j , i ) r n F ( 7 , e , i ) ) . 

D'après (5) , on a alors ( ? / Z ? / _ 1 ) ( j , j ) G  PFS(J, j)™- Cette condition est aussi réalisée 
pour tout j tel que (vii) (b) soit vérifiée. Alors, d'après (4) , yZy~l G  P F ^ . Cela 
contredit la définition de Mi. Cette contradiction prouve que j(i,e,y) = 0. Cela 
étant vrai pour tous 7 , e , y , cela démontre (1) . 

Si Soc H  g = { 0 } , M _ ! = 0 et J-i(Z) = 0. Si Soo fl g ^ { 0 } , roo fl g est ouvert dans 
g. Il résulte de (ii), (iv) et (ix) que M _ i est stable par multiplication à gauche par 
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MRoo. Alors 

J _ i ( Z ) = Y tooiyZy-1). 
y E M i ? o o \ M _ i 

D'après l 'hypothèse de l'énoncé et la définition de M _ i , tous ces termes sont nuls et 
J _ i ( Z ) = 0. 

Finalement i i ( Z ) = J o ( Z ) . Si h(Z) / 0, on a donc M 0 7̂  0 . Puisque Si est 
stable par conjugaison par MR\ d'après (ii), (iv) et ( ix) , cette non-vacuité implique 
Z Gppsi- Cela achève la démonstration. • 

V I . 7 . Pour j G { 1 , . . . , k'} et n G {-j - 2i(j),..., j - 1 } , posons 

n _ f L l n y ( j ) , si - j ^ n < j - i , 

P j ~ \ H V ( j ) , si - j - 2£(j) < n < - j - 1. 

Pour n G Z , écrivons n = a(2j + 2£(j)) -f 6, avec a G Z et 6 G {-j - 2£(j),..., j - 1} 
et posons 

pj =pFPj-

Il est plus parlant de remarquer que pour tous 7 G  T et e  € £ , on a l'égalité 

(1) <pJ,e(PlJ)=P7-

D'autre part, 

(2) PF(p]rnv(j) = p j n . 

Soient j,f G { 1 , . . . , * / } et i G Z . On note h(j',j)i l'ensemble des Y G g£(f,j) 
vérifiant les conditions suivantes : 

• si j ^ j 7 , 

(3) y (p£ ) C p » + i + ' + ' œ - i ' - * y ' ) , pour tout n tel que - j - 2£(j) < n ^ - j - 1, 

(4) F (p™) C p ^ 1 , pour tout n tel que - j ^ n ^ j - 1 ; 

• si j > f, 

(5) Y(pJn-^j'-£U')+j+iU)) C p",n, pour tout n tel que 

-j'-2£{j')^n^-j'-l, 

(6) F ( P ~ n _ i ) C p̂ 71, pour tout n tel que - f < n < / - 1. 

Remarquons que si j < j ' et Y G h(jf,j)i, on a en fait l'inclusion (3) pour tout 
n ^ - j - 2£(j). C'est clair si n ^ - j - 1. Si - j < n < j - 1, on utilise (4) et le 
fait que f -f ^ ( / ) > j + Si n ^ j , écrivons n = a(2j + 2£(j)) + 6, avec a ^ 1, 
- j - 2£(j) Alors 

Y(pn) = Y(pa
Fpb) C pFp*+*+J+£k')-''-£tf') = p«(2i / +2£(j , ))+^+j+^(i)-J / -^0' / ) 
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et a(2jf -h 2£(jf)) + b ^ n. De même, on a l'inclusion (4) pour tout n ^ — j . Si j > j ' , 
et F G h(j',j)i, on a les inclusions (5) pour tout n ^ —f — 2£(jf) et (6) pour tout 
n ^ - f . 

Si j — j ' , les relations (3) et (4) sont équivalentes à 

Y(p]) C p]^ pour tout n G Z. 

Pour tous j , j ' , il résulte de (2) que 

On pose 

h(j,f)i = h(j',jyi. 

fc.= ©  h(j'j)i. 

Lemme 

(i) Soient jj' G avec f ^ j , i e Z, X' G A(j') et X e A(j). On a 
l'égalité 

X h{j J)i = h(j , 

et l'inclusion 
h(j',j)iX c  h(j',j)i+1. 

(ii) On a les égalités ho = h, h\ = h . 
(iii) Pour tout i e on a l'égalité hi-i = pFh{. 
(iv) Pour tous j G { 1 , . . . , k'}, i G Z , 7 G T e£ e G on a l'égalité 

h(jj)i = [h(j,j)inF('y,eJ)~] 0 p ( 7 , e , j ) * 

Démonstration. — La première assertion de (i) résulte de l'égalité X'p7-, = P™/+1 pour 
tout n G Z. Sous les hypothèses de (i) , pour Y G h(j',j)i, on a pour la même raison : 

YXip]-1) =  y ( P ? ) c 
' pn+i+i+tU)-3'-tW) t p o u r t Q u t n  ^  _  2 £ ( j ) , 

p " , + î , pour tout n ^ - j . 

A fortiori, Y X vérifie les relations (3) et (4) relatives à l'entier i + 1. Cela démontre 

« • 
Le (ii) résulte des définitions. 
Il est clair que pFh = h1, i.e., d'après (ii), pFho = h\. Soient j,f G { l , . . . , f c ' } 

avec f ^ j , i G Z et X' G A(jf). D'après (i) et sa propriété adjointe, on a 

PFh(j',j)ï = pF(X»hU',j)o)~ = pFhV'JKX'-* = hUJ'hX'-' = hU,j')i-i. 

Idem si f < j . Cela démontre (iii). 
Sous les hypothèses de (iv), il résulte des définitions que 

h(J,j)ir\F(-f,e,j) = p ( 7 , e , j ) . 

Soit Y G h(j,j)i, écrivons Y = Y1 + Y2, avec Yx G F ( 7 , e , j ) ~ et Y2 G F ( 7 , e , j ) . 
Soit Z G p(7 , e , j ) 1 _ î . D'après l'égalité ci-dessus, Z G h(j,j)i-i. Grâce à (iii), Z G 
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PFHJJ)?. Donc t r a c e ( y Z ) G  pF. Or t r a c e ( F Z ) = t r a c e ( F 2 Z ) . Donc t r a c e ( y 2 Z ) G 

pF pour tout Z G  p(7 , e, L'extension Fjj/F étant modérément ramifiée ainsi 
qu'on l'a déjà dit, cela entraîne Y2 G  p (7 , e , j)1. Donc Y2 G  h(j,j)i puis, par différence, 
^1 €  h(j,j)i. Cela démontre (iv). • 

V I . 8 . L'assertion (ii) du lemme précédent implique : 

(1) hohoCho, hohiChi, hihoChi. 

Lemme. —  Soient G  { 1 , . . . , k'} et u,v G  N. 

(i) Sz j ' ^ s u p ^ ' j j " ) , on a l'inclusion 

h(j">f)vhU'J)u c Kf,j)u+V. 
(ii) Supposons j 1 > j " > Posons 

m = sup(u + v + j " + - f - £{j'),j" - j + 1 ) , 

n 2 = sup(u + v + 2 j " + 2*(/') - 2/ - 2£(j')j" + 2*(j") - j + 1 ) , 

n 3 = u + v, 

n 4 = 2 j " + 2^(j") + l , 

N = inf (n i , n 2 , n 3 , n 4 ) . 

on a Vinclusion 

h(j",j')vh(j',j)uCh(j",j)N. 

Démonstration. — Soient X e  A(j), X' e A(f), X" € A(j"). Pour démontrer 
(i) , on peut supposer par adjonction que j " > j . Si j ' ^ j , on a d'après (1) et le 
lemme VI . 7 (i) : 

h(j",j')vh(j',j)u = h(j",j')vX'uh(j',j)0 C h(j",j')u+vh(j',j)0 

= X"u+Vh(j",j')0h(j',j)0 C X " " + " / l ( i " , j ) 0 = h(j",j)u+v. 

Si j ' < j , on a de même : 

h(j",j')vh(j',j)u = X"vh(j",j')0h(j',j)0Xu c X"vh(j",j)0Xu C h(j",j)n+v. 

Cela démontre (i) . 
Supposons j 7 > j " ^ j . On a comme ci-dessus : 

h(j",j%h(j',j)u = h(j",j')0X'vh(j',j)u = h(j",j')0h(j',j)u+v, 

ce qui nous ramène au cas v = 0, ce que l'on suppose désormais. Si u = 0, N = 0 ; 
si u = 1, iV = 1 ; dans ces deux cas, (ii) résulte de (1) . Si u ^ 2 j ' -h 2-£(j /) + 1, on a 
HfJ)u C pFh(f,j)i. Grâce à (1) , 

h{j"J')oh{j'J)u C pFh(j"J)i = h(j"J)2j»+2Hj»)+i C h(j"J)nA C h(j",j)N. 

On suppose désormais 2 ^ u ^ 2 j ' + 2£(j'). 
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Définissons une fonction m : Z —> Z de la façon suivante. Pour n G Z, on pose : 

' ~n - j " , si t{j») - f - e{j') + 1 < n < -j», 
, x  Jo , si _ j " + i < n < j " , 777(77) = < 

] ~n + j " , si j " + 1 < n < + / + , 
y + m - f - m , ^  -  ^ t n + f + + 1 < n < + y + • 

En général, on écrit n = a(2jf+2e(jf))+b, où £(j")-f-£(j') + l O ^ e(j»)+j'+e(f) 
et a G Z et on pose ra(ra) = a(2j" + 2i(j") - 2f - 2£(j')) + m(b). 

En utilisant les relations VI. 7 (5) et (6), on montre que pour tout n G Z et tout 
Y' G h(j",jf)o, on a l'inclusion 

r ' ( p ? ) c p ; , w + n . 

On vérifie que 

(2) la fonction m est décroissante. 

Pour n G Z, posons 

mi(n) = sup(-n - j " - 2*0"), j ' + *0") ~ f ~ '(/')), 

m 2(n) = sup(-n - j " , 0), 
m 3(n) = sup(-n + j " , j " + f (j") - j ' - , 
m4(n) = sup(-n + j " + 2*0"')» 2 /' + 2*0") -  2 / -  2 *0")) • 

Posons 
ii = W) - f - m , •••, / '+2J"+2*o" ) } , 
•r2 = { / ' - 2f - 2*0"), • • •, *0") + / + e(f)} • 

On vérifie que pour tout n G resp. n G /2, on a l'égalité 

772(77) — inf (7772 (77), 7713(72), 7714(72)), resp. m(n) = inf(mi(n), 7712(77), 7713(72)). 

Remarquons que j -1 + ue I\. On a : 
m2(j -l + u)=n3-u, 
m3(j - 1 + u) = ni - u, 
TO4 (  j — 1 + U) = 772 —  U . 

On en déduit 
(3) mij-l + u)^ N-u. 

Soient y G h(jf,j)u, Y' G h(j",jf)$. Pour tout entier 77 tel que -j ^ n ^ j - 1, on 
a 

y'y(p n) c y ;(p n , + n) c p™( n+u)+n + u ^  p^o'-i+u)+n+u ^  ĵy+n 

grâce à (2) et (3). Si j ^ kf - k"', cela démontre que y 7 y G h{j",j)N. 
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Supposons j > k' - k" + 1. On a £(j) - f - £{jf) - 1 + u G 7 2 . En utilisant l'égalité 

£(j") — £(j) — j" — h o n montre que : 

mMj) - j ' - £(f) -l+u)=n3+f+ £(f) - j " - £(j") - u, 
m2(t(j) - f - iij') - l + u)=n1+j'+ £(f) - j " - £{j") - u, 
mMi) - f - W)-l + u)>n2+f + £(f) - j " - £(j") - u. 

On en déduit 

(4) m(£(j) - f - £(j>) - l + u ) > N + f + £(f) - j " - £(j") - u. 

Pour tout entier n tel que — j — 2£(j) ^ n < — j — 1, on a 

Y'Y(pn) C  Yf(pn+U+J^j)~j'~£<<j,)) C  p^n+u^+iU)-f'-Z{3'))+n+u+j+l{j)-j'-f>{j') 

r~ ^rn(t(j)-j''-l(j')-l+u)+n+u+j+t{j)-j'-t(j') N+n+j+£(j)-j"-£(j") 

grâce à (2) et (4) . Cela démontre que Y'Y G h(j",j)N, ce qui achève la démonstration. 

• 
V I . 9 . Soient j,f G { 1 , . . . , k'} et i G Z. On note h#(j',j)i l'ensemble des Y G 
g£(f,j) vérifiant : 

• si j ^ / , les inclusions VI.7 (3) pour — j — 2£(j) ^ n ^ — j — 2 et VI.7 (4) pour 
- j < n < j - 2 ; 

• si j > j ' , les inclusions VI.7 (5) pour - f - 2£(f) < n ^ - j' - 2 et VI.7 (6) pour 
- f < n < f - 2. 

On a l'égalité = h#U'J)l 

Lemme. — Soient G { 1 , . . . , k'} et u,v G N. Supposons j ' > j " ^ j . Posons 

m = sup(u + v + j " + £(j") - j ' - £(f),j" - j + 2 ) , 

n 2 - sup(u + i; + 2j" + 2*( j " ) - 2 / - 2*0" ) , j " + W ) ~ J + 2 ) , 

n 3 = w + v, 

n 4 = 2 j " + 2^7" ) + l , 

TV = inf(rii, 712,713,714). 

on a Vinclusion 

h(j",j')vh(j',j)uCh#(j",j)N. 

La démonstration est similaire à celle du lemme précédent. • 

V L 1 0 . Soient j,f G { 1 , . . . , k'}. Notons t(jf, j) l'ensemble des Y G g£(j',j) vérifiant 
les inclusions 

y ( p - J - 1 ) c P / , Y(pjj)cp/+\ 

y ( p f ' ) c p j : . n p j ) c P j ; + l . 
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Notons 0(j',j) l'ensemble des Y G g£(j',j) vérifiant les inclusions 

Y{p-j-l)cp-/+\ Y(pjrl)cpj;+1. 

On a les égalités 
t(j,f) = t(j'jr, e(j,f) = e(f,jy 

Supposons j ^ j , soit i un entier > 0. En utilisant les relations (3) et (4) de V I . 7 , 
on vérifie les propriétés suivantes : 

( l ) s i j < fc' - k" et + 2£(j') + ou si j > k' - k" + 1 et i ^ j ' - j + 1 

M/,J)* C £ ( / , j ) , C e(j',j); 

(2) si j < k' - k" et 0 < i ^ j ' + 21 (f) + ou si 

j ^ k' — k" + 1 et 0 ^ i < / - j + 1, 

Mi'.i). n i) = i)i n t(f,j), 
h(j',j)i+i n j) = h*(f,j)i+1 n j ) ; 

(3) si j^k'-k" et l < i < j ' + 2 ^ C ? ' ) - i + l , 

Hj',j)int(j',j) = {Y G  J ) * ; np f *) c P ^ + 2 £ ( / ) } , 

h(j',j)i+ine(j',j) = {Y G h*(j',j)I+1;Y(pf1) c p j ; + 2 ^ ' ) + 1 } ; 
(4) si j ^ k' - k" + 1 et 1 ^ i < j ' - j + 1, 

h(j'J)intti',j) = {Y £ h#(j',j)I;Y(pi-1) C pj!. V ' f p - ^ 1 ) C p/}. 
En particulier, la relation (1) implique 

(5) pour tout j G { 1 , . . . , kf}, h(j,j)\ C t(j,j). 

On a aussi les inclusions immédiates : 

(6) pour tous j,jf,jff G { 1 , . . . , A / } , 

t(j"J')t(j',j)ceu",j)ct(j",j). 
Lemme 

(i) Soient 3,3' G { 1 , . . . , /c 7} avec j ' ^ z ?zn entier ^ 1, X £ A(j) et X' G ^ ( j 7 ) -
On a Végalité 

x'(h(j',j)i n t(f,j)) = h(f,j)i+1 n j ) 
et Vinclusion 

W,j)int(j',j))X c h(j',j)i+in9(j',j). 
(ii) Soient 3,3,3 G { 1 , . . . , } avec j ^ j ^ j . On a /es inclusions 

hU",f)oh{j'J)ichU'',j)int(j"J), 
h(j",j,)ih(f,j)1ch(f,j)2ne(j",j), 
h(j",f)oh(f,j)2ch(j",j)2ne(j",j). 
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(iii) Soient G avec f > j " > j et u,v G N. Si j ^ k' - k", 
posons : 

m = sup(u + v + j " + - j f - e(j'), j " - j + 2 ) , 

n 2 = u + v, 

n 3 = j " + 2 ^ " ) - J + 2, 

N = inf (m, n 2 , n 3 ) ; 

j ^ fc' — fc" + 1, posons 

ni = -u + 

n 2 = j " - j + 2 , 

A/" = i n f ( n i , n 2 ) . 
Alors on a l'inclusion 

[h(j",j')v n t(j",j')} [h(f,j)u n t(j',j)] c Mi", j ) * n j) -

Démonstration. — Pour tous j,f et tout X G A(j), on a l'inclusion 

i ( j ' , j ) * c 0 ( j ' , j ) . 

La deuxième assertion de (i) résulte de cette inclusion et du lemme VI.7 (i) . La 
première assertion de (i) résulte facilement du même lemme, de son analogue pour les 
réseaux h#(j',j)i et, selon les cas, des descriptions (1) , (2) , (3) ou (4) . 

Démontrons (ii). Soient Y G h(j'J)u Y' G h(j"J')0. On a Y'Y G h{j"J)i (cf. 
VI.8 (1) ) . Supposons j ^ k' — k", donc aussi f ^ kr — k". Grâce à VI.7 (6) (qui est 
vérifiée même si j — / ) , on a 

n p f ^ c n p f - ^ c p ^ P F p / . 
Grâce à VI. 7 (4) , on en déduit : 

Y'Y(PJ-') C pFY'(p/) C pFpjf = p $ W ) - f c p £ : + M « " > . 

Grâce à (3) , on en déduit que Y'Y G h(j"J)i nt(j"J). 
Supposons j ^ k" -k' + l. On a de même : 

Y(p^)cpÇ=pFp/-2eU,). 

Grâce à V L 7 (3) , on en déduit 

Y'Yipj-1) C pFY'(p/-W)) C pFpJ,f^-j"-^ = p j W ) - ^ ) c p / ; . 

De même, grâce à VI.7 (5) , 

Y(p-^) = P ^ H P T ^ - 1 ) c p ï Y t f w ^ - 1 ) c p - i p i ; + w = p - / . 

Puis, grâce à VI.7 (4) , 

Y'Yipji-1) C Y'(p/) C pj/ C pjf . 
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Grâce à (4), on en déduit que Y'Y G h(j",j)i D t(j",j). Cela démontre la première 
inclusion de (i). 

La deuxième, resp. troisième, inclusion s'en déduit en la multipliant à gauche, resp. 
à droite, par un élément de A(j"), resp. A(j), et en utilisant (i). Cela démontre (ii). 

Si ./V = 0, l'inclusion (iii) résulte de (6) et VI.8 (1). Supposons N > 1. On vérifie 
que l'entier N est inférieur ou égal à l'entier défini dans le lemme VI.9. Grâce à (6) 
et à ce lemme, on a : 

WJ')v n t(j",j')] [h(f,j)u n t(j',j)] c h#(j",j)N n 9(j",j). 
La définition de N permet d'appliquer la relation (2) au membre de droite. On obtient 
l'inclusion de l'énoncé. • 

VI.11. Pour tout j G { 1 , . . . , fc'}, posons 

k\j) = [Y e gt(j,j) : Y(p-j~2eij)) C p~j, Y(pji) C p j } . 

Si j < k' — k"', notons b(j) l'ensemble des Y G g£(j,j) tels que : 
Y(v'(n,j)) = 0, pour tout entier n tel que — j ^ n ^ j — 2, 

w - u ' ) ) ^ . 
Si j ^ k' — k" + 1, notons b(j) l'ensemble des Y G g£(j,j) vérifiant ces relations et de 
plus : 

Y(v"(n, j)) = 0, pour tout entier n tel que — £(j) ^ n < £(j) — 2, 
y ( « " W ) - U ) ) e » > 7 J . 

Lemme. — Pour tout j G { 1 , . . . , k'}, on a les inclusions : 

et les égalités 
h*UJh = h(j,j)2 + b(j) = h(j,jh + k'tt) • 

Démonstration. — Supposons j ^ k' — k" + 1. Notons V(j)i, resp. V(j)2, le sous-
espace de V(j) engendré par 

W(n, j ) ; -j < n < j - 2} U K ( n , j);^(j) ^ n < - 2}, 
resp. 

K ( j - l , i ) , t ; " ( * ( j ) - l , j ) } . 
Pour tout n G Z, on a l'égalité 

(i) P^Wnvti^eiptirnvUh). 

Soit Y e b(j). On a 
Pjj n V( j ) 2 = oFv'(j - i, j ) © pFv"(l(j) - i, j ) , 

P-3-2EU) N V { J H = 0 P V , { J _ E 0 P V » M _ U ) . 
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Il résulte de ces égalités et de (1) que Y(pjj) C p j et Y(p~j~2^) c p~3\ Le. Y G 
k1^), ce qui démontre la première inclusion de l'énoncé. La seconde est immédiate. 
On a aussi immédiatement l'inclusion 

k\j)ch*{j,j)2. 
D'après la première inclusion déjà démontrée, on a donc : 

(2) h(j,j)2 + b(j) C h(j,j)2 + kl{j) C h*(j,j)2. 

Soit Y G h#(j,j)2. Décomposons Y en Y\ +Y2l où Y\ annule V(j)2 et Y 2 annule 
V(j)\. Il résulte de (1) que l'on a encore Y i , Y 2 £  .7)2- On remarque que : 

p f 1 n  v{j)i =P]n v(j)i, P 7 j _ 1 n  v{j)i = Pjj n  v(j)i • 

D'où 

n ( p r i ) = ^ i ( p p c p f 2 c p f i , 
H ^ - 1 ) =  Yx(p?) c p - J + 2 C p j j + 1 . 

Alors r x e h(j,j)2. On a « ' ( j - l,j) e p f 2 et - U ) e p ~ i _ 2 . Alors 

Y2(v'(j - l,j)) G p] et Y2(v"(£(j) - l,j)) € pjj. 

Donc I 2 £  b(j)- Cela démontre l'inclusion 

/ i # ( i , j ) 2 C / i ( j , j ) 2 + 6(j). 

Grâce à (2) , on en déduit les égalités de l'énoncé. 

Une démonstration analogue vaut si j ^ k' — k". • 

VI.12. Lemme. — Pour tous G { 1 , . . . , k'} tels que j ' > j , on a Vinclusion 

h{j',3)0^(3) chWJ)2ne{j',j). 
Démonstration. — Soient Y e k1^) et Y' e h(j',j)o- Supposons d'abord j < k' — k". 
Pour n S {-j,..., j - 1 } , on a p ™ C p~ J , d'où 

y ' F ( p ? ) C Y'Y(p-j) C Y'(pj) = pFY'(pJj) C pFpJ> = p 2 / + 2 e { j , ) - j . 

Or 
f n + 2 , 

2 / + 2 *0") - i > < 
U ; ^ \ i ' + 2 £ ( / ) + l . 

D'où les inclusions 

r r ( p ? ) c p ? + 2 , 

r ' n p f ^ c p ^ 2 ^ 1 . 
Grâce à  VI.10 (3) , cela démontre que Y'Y e h(j',j)2 f l 6(j',j). 

Supposons maintenant j > k' — k" + 1. Pour n € {—j,... , j - 1 } , on a de même : 

r'y(p?) c Y'Y(p~j) c r (p̂ :) =  P F np"'-2^) C 

P F P ^ - P ^ v 
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or 

f + tU')-e(j) ï 
f n + 2, 

j ' + i . 

D'où les inclusions 

( i ) 
Y'Y(p])cp],+2, 

y ' r ( ^ - 1 ) c p j , + 1 . 

Pour n e {-j - 2l(j), 1 } , on a p? C p, j 2 i ( j \ donc 

y'yfp") c Y'Y(p-j-2e{i}) c  r'fpr') c p:/. 
Or 

-3 * 
' n + 2 + j + £( j ) -j'-£(f), 

1 - i ' + l -

D'où les inclusions 

Y'Y(p])cp^2+He(j)-j'-e(j'\ 

r ' y ( p 7 ^ - 1 ) c p / + 1 . 

Jointes à (1) , elles entraînent que Y'Y E  h(f\j)2 n 0(j',j). 

V I . 1 3 . Nous allons définir A/ + 4 ensembles de données. Nous montrerons ensuite 
que chacun d'eux vérifie les hypothèses de VI.4. 

Soient j.f G { 1 , . . . , k'} avec j f ^ j et i un entier ^ 1. On pose : 

r(-3;jfJ)i = PFhng£(j'j); 

n ( - 2 ; j ' , j ; i) = inf ( / + 2 * ( / ) " i - 2*tf) + i, 2f + 2 * ( / ) ) 

r(-2'J = h(j , j ) n ( - 2 ; j ' , j ; i ) ï 

n ( - l ; j ; i ) - inf ( / - j + i, / + 2*0") - j - 2*0') + 1 ) , 

n(0;j = inî(ij - j + 1 ) , 

et, pour a G { - 1 , 0 } , 

r{a;j',j)i = h(j'j)n{a.jfnt(j',j); 

pour a E { 1 , — A;''}, 
• si a < j ' < fc' - /c", 

n(a; j ' ; z ) = 
inf(a + i — 1, j ' — 1), si 1 ^ i ^ A/ — a, 

[ j ' , si k' - a + 1 ^ i ; 
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• si k' - k" + 1 < / , 

inf(a + i — 1, j ' — 1), 1 ̂  i ^ fc' — a, 
sup(a + i - 1 + j ' + - *' " 

n(a; = 
si k' - a + 1 ^ i < A;7 -f k" - a, 

inf( a + i - i + / + t(j') -k' - k",f + 2£(j') - 1), 
si fc' + k" - a + 1 ^ i ^ fc' + 2k" - a, 

j 7 + 2£(f), si À/ + 2k" - a + 1 < i; 

r(a;j'j)i = 

' h(j\ si j < a ou j = j ' = a, 

{ y G / i O V j ^ l p r ^ c p f ^ ^ } , si j =  a < j ' 
>Hj'J)int(j',j), si a < j ; 

pour a G J f c ' - F + l , . . . , À;'}, 
• si 7' > a, 

n(a\j'\ï) = 
inf(a + z — 1, f — 1), si 1 < z ̂  &'— a, 

j ' , si fc' — a + 1 ^ z, 

r(s; j',j)r= 

HfJhi si j < a ou j = j ' = a, 

{ y e M i ^ ) ^ ^ ^ ^ et y ( p - a - 1 ) c p 7 ^ , + n ( a î J " , î < ) } > 

si j = a < , 
. htfJhntij'j), si a < j . 

Pour a G { 1 , . . . , k } , on note m(a) l'ensemble des Y € g£ vérifiant les conditions 
suivantes : 

• pour tout entier n > 0, 

Y(L>[n})cL'[n]n(®V(j)), 

y ( £ " [ n | ) c l > ] n ( e v ( j ) ) ; 

• pour tout entier n < 0, 

y ( L ' [ n ] ) c L > ] , 

y ( i > ] n ( e n i ) ) ) = { 0 } , 

Y(L " [n ] )cL>] , 

r ( i > ] n ( e v ( i ) ) ) =  {0}. 
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Pour tous G { 1 , . . . , k"} avec f ^ j , on pose 

f { 0 } , pour a G { - 3 , - 2 , - 1 , 0 } , 
m(a\j , j) = < 

[ m(a ) fl ^ ( j , j ) , pour a G { 1 , . . . , k }. 

On pose 
f 0 , pour a G { - 3 , - 2 , - 1 , 0 } , 

J (a ) = < 

[ { l , . . . , a } , pour a e  { 1 , . . . , } , 

et pour a G { 1 , . . . , k'} et j G J ( a ) , 
s(a, j ) = h#(j,j)2. 

Enfin, on pose 

f { 1 } , pour a G { - 3 , - 2 , - 1 , 0 } , 
M (a) = < 

[ G H (1 + m ( a ) ) , pour a G { 1 , . . . , k'}. 

Remarques 
(1) Pour tous / G { 1 , . . . , A/} avec f ^ j et tout a G { — 3 , . . . , k'}, on a r(a;j',j)i C 
Q^U'iJ) ^ P o u r tout O 1 et m(a]f,j) C g£{j',j) H Pour tout a, M ( o ) est un 
sous-groupe compact de i f . 
(2) Pour tout a G { 1 , . . . , A/ } , l'ensemble m(a ) défini ci-dessus est stable par adjonction 
et coïncide avec celui défini en VI.4. 
(3) Appliquons les définitions de VI.4. On vérifie les égalités suivantes : 

r(a]j'j)i = r ( a - j - 1 ; / , j ) o o , pour tout a G { - 3 , . . . , A ; ' - 1} 

et tous j,f G { 1 , . . . , A / } ; 

s(a;j\j)i = s(a-\-l;j,J)00, pour tous a,j,f, sauf si 

a^O et ( / , j ) = ( a + l , a + l ) ; 

s(a; a + 1, a + l ) i = fo(a -f 1, a + 1)2 C h*(a + 1, a + 1)2 =  s (a + 1; a + 1, a + 1)00, 

pour tout a G { 0 , . . . , k' - 1 } . 

F / . M Lemme. — Pour tout a G { — 3 , . . . , kf], les données 

• (r(a*> J ' J ) ; ) ^ ! ; pour j,jf G { l , . . . , A / } 7 j ' ^ j ; 
• rn(a;j'J), pour G { l , . . . , f c ' } , f ^ j ; 
• J ( a ) ; 
• s ( a , j ) , pour j G J (a ) ; 
• M ( a ) ; 

vérifient les conditions (El) à (Hll) de VI.4-

Démonstration. — La condition (Hl ) résulte de la stabilité par adjonction des réseaux 
h(j,j)u t(jj) et hFlj.jh. 
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La condition (H2) est immédiate si a = —3. Pour a G {—2, —1 ,0 } , elle résulte de 
la croissance des suites i i-> n(a;j',j;ï) pour tous j 7 ^ j . Pour a G { 1 , . . . ,kf}, elle 
résulte de la croissance des suites i \—> n(a; j 7 ; ï ) pour tout f > a. 

Soient j , j 7 G { 1 , . . . , k'} et n, n 7 G Z . Posons 

y ( n ' , n ) - { F G <^(j ' , j ) ; Y ( p ? ) C p / } . 

L'ensemble X'y(n',ri) est indépendant de X 7 pourvu que X' G A ( j 7 ) : il est égal 
à y(nf + l , n ) . Pour tous a , i , r (a ; j 7 , j ) i est intersection d'ensembles ^ ( n 7 , n ) . La 
condition (H3) en résulte. 

La condition (H4) résulte des lemmes VI.7 (i) et VI. 10 (i) sauf dans le cas où 
a G { 1 , . . . , k'} et j = a < j ' . Dans ce cas, pour tout i > 1, on a 

h{j',a)i m ( j 7 , a ) C r(a;f,a)i C h(j',a)i. 

Soient X G A(j) et X 7 G A(j'). Grâce au lemme VI.10 (i) et (ii), on a 

r(a;f,a)iX C h(j\ a)i h(a, a ) i C / * ( / , a ) 2 H <9(j 7, a) = X'{h(jf, a)\ D t ( j 7 , a)) 

C X 7 r ( a ; j 7 , a ) i = s(a; j 7 , a ) ; . 

Cela démontre (H4). 
La condition (H5) résulte du lemme VI.7 (iv) en remarquant que, si a ^ —1, on a 

r(a;j,j)i = h(j,j)i pour tous i, j d'après VI.10 (5). 
La condition (H10) est immédiate : s(—3; j\j)cx> = 0 pour tous j , j 7 ; si a G 

{ — 2 , . . . , / c 7 } , la suite (r(a; j 7 , est stationnaire pour tous j , j 7 . 
La condition ( H l l ) est évidente. 
Dans les preuves ci-dessous des conditions (H6) et (H7), on simplifie les notations. 

On fixe a G { — 3 , . . . , & 7} et z ^ 1. On supprime la lettre a de la notation (par exemple 
r(f,j)i = r(a;j'J)i). Si a G { - 2 , - 1 , 0 } et j 7 ^ j , on pose 

nti'J) = n{a\3\r,ï), n+(j',j) = n(a;j'j; i + 1 ) . 
Si j 7 < j , on pose n(j',j) = n(j, j 7 ) , n + ( j 7 , j) =n+(j,j'). De même, si a G { 1 , . . . , * / } 
et j 7 > a, on pose 

n ( j 7 ) = n ( a ; j 7 ; i ) , n + ( j 7 ) = n(a; j 7 ; i + 1 ) . 

Etablissons (H6). Soient j , j 7 , j 7 7 vérifiant les hypothèses de cette condition. Si a = 3, 
le résultat est clair : 

p^hp^h C pfh C p^h. 

Si j 7 7 = j G J , on a nécessairement a ^ 1. Comme on l'a dit ci-dessus, r ( j 7 7 , j ) i + i = 
h(j" et l'assertion résulte de VI.8 (1) . Supposons maintenant j 7 7 > j , j 7 7 > j 7 . 

Si a G { - 2 , - 1 , 0 } , grâce au lemme VI.8 (i) et à VI.10 (6) , il suffit d'établir l'in
égalité 

n(j",f) + n(j',j)>n+(j",j). 

Si j ' ^ j , on remarque que 

n(3",j')>n(j",j). 

A S T É R I S Q U E 26 9 



C H A P I T R E VI. D É M O N S T R A T I O N D E LA PROPOSITION IV .3, CAS S Y M P L E C T I Q U E 1 4 3 

Or 
n(j',j) > 1 et n(j",j) + 1 > n+(j",j). 

Supposons j ' > j . Si a = —2, on a 

n(j',j)>j' + 2e(j')-j-2e(j) + l 

et 
n(j",f) + f + 2 * ( / ) - 3 ~ 2*0') + 1 > n+(j",j). 

Supposons a = —1. Si n(j",j') = j " —f + i, on remarque que n(j',j) > j ' - j + 1, 
d'où 

n 0 " , i ' ) + n 0 ' , i ) > / - 3 + i + 1 2 n+(j",j) • 
Idem si n(j',j) = j ' - j + i. Supposons n(j",j') ^ j " -j' + i et n(j',j) ^ f - j + i. 
Alors : 

n(j", f) = j " + 2*0") - f ' 2*0") + 1. = f + 2*0") - 3 ~ 2*0) + 1 -
d'où 

«0'"» J " ) +  » 0 " . i ) = / ' + 2 ^ ( i " ) - i - 2*0) + 2 ^ n + 0 " , j ) • 
Supposons a = 0. Si n(j",f) — i, on a 

« O ' " . / ) + «0"> i ) > * + 1 > n + ( i " , j ) • 
Wem si n(j',j) = i. Supposons n(j",j) ^ i, n(j',j) ± i. Alors 

n(j",f) = j " ~ f + 1, n(j',j) = j ' - j + l, 

d'où 
« 0 " , / ) +n(j',j) =j" - j + 2 £ n + 0 " , i ) . 

Supposons maintenant a G  { 1 , . . . , kf}. Comme on l'a déjà dit, on a en tout cas 

r{j",3')irU'J)iCh{j",3)i-

Si j < a ou j = j " = a, on a r(j",j)i+i = h{j", j ) i et c'est terminé. Si j ' ^ j , on 
utilise le lemme VI. 10 (ii) : 

r(j",f)ir(j',3)i C h(j",f)0h(3'j)i C h(j",j)1nt(j",j) C r 0 " , j ) i + i -

Supposons j ' > j > a. En revenant un instant aux notations initiales, on remarque 
que 

r(a;j",j')i = r(0;j", j ' ) i , r ( a ; / , j ) , = r ( 0 ; j ' , j ) i , 
r (a ' , j " , j ) i + i = r ( 0 ; / ' , j ) i D r ( 0 ; / ' , j ) 2 . 

L'inclusion cherchée résulte de la même inclusion pour a = 0, i = 1, que l'on a 
déjà prouvée. Il reste le cas j = a < j ' ^ j " . Sous ces hypothèses on doit prouver 
la propriété suivante : soient Y' G  h(j",j')i f l t(j",jf) et F G  r(jf,j)i, alors on a 
l'inclusion 

(1) Y'Yfâ-1) c p f ^ , 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 200 1 



1 4 4 CHAPITR E VI . D É M O N S T R A T I O N D E L A PROPOSITIO N IV.3 , CA S S Y M P L E C T I Q U E 

et, si a ^ k' — k" + 1, on a aussi l'inclusion 

(2) Y ' Y { p - ^ ) c p - 2 i " + n + { n . 

Fixons Y et Y' comme ci-dessus. Supposons d'abord a ^ k' — k". On a 

Y{pa
a-')<zpf\ 

Supposons / + 2 f ( j ' ) - 1 ^ n(f). Puisque Y' e  t(j",f), on a 

W . " 1 ) C Y'tf+W-1) = Y'{pFp-/-') c p F P / ' =  p Ç ^ . 

Or n+0 ' " ) <j" + 2£(j"), d'où (1) . 
Supposons : 

(3) / < n ( / ) 0 " + 2 * ( / ) - 2 . 

Puisque F ' e  h(j",j')\, on a 

( ^ r ' r ^ r 1 ) c = y'(p F p?< 0 '' ) ~ 2 '''~ 2 ' w ' ) ) c p F P »« '>+w' ' -*o- 'V/- /« ' ) 
_ n n(j " ) + l + j " + « ( j " ) - j " - < 0 " ) 

L'hypothèse (3) implique f ( j ' ) > 1, î'.e. j ' > fc'-fc"+l, et fc'-a+l ^ i ^ fc'+2fc"-a-l. 
Si fc' + k" — a ^ i < fc' + 2fc" — a - 1, les définitions et l 'hypothèse (3) impliquent 

n(f) = a + i - l + j ' + i(j') - k ' - k", 

d'où 

n ( j ' ) + 1 + j " + £{j") ~ f ~ t{j') = a + i + j " + £(j") - k' - k" > n+(j"). 

Si k' - a + 1 < i < fc' + fc" - a - 1, on a 

nO")+ ! + / ' +  *( / ' ) 
= s u P ( a + i+j" + e(f) - k ' - k", i + j " + e(j") - etf)) 

> sup(a + i + j " + - k ' - k",j") = n+(j"). 

En tout cas, (4) implique (1) . 
Supposons n(j') = j ' — 1. Alors i < k' — a. Puisque Y' S t(j",f), on a : 

Y'Yfâ-1) C Y'(p^cpÇ. 

Or j " > n + ( j " ) , d'où (1) . 
Supposons n ( j ' ) < j ' - 2. Alors i ^ A;' — a — 1 et n ( j ' ) = a + i — 1. Puisque 

r ' ë / i ( i " , i ' ) i , o n a : 

r ' yOC 1 ) c Y'tây}) c p^J ) + 1 = pp\ 

Or a + i ^ n+(j"), d'où (1) . 
Supposons maintenant a ^ k' — k" + 1. On a les inclusions 

YipT1) C p f ' ] , Y{p-*-') C p7,2/+"°") 
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Supposons f — 1 ^ n ( j ' ) . En utilisant le fait que Y' G t(j",jf), on démontre comme 
ci-dessus l'inclusion (1). On a aussi : 

Y/Y(p-"-1)cY'(p/-1)cpjf. 

Or - j " > 2 j " + n + ( j " ) , d ' o ù (2) . 
Supposons n ( j ' ) ̂  f — 2. Alors i ^ k' — a — 1 et n(j') = a + i — 1. En utilisant le 

fait que Y' G h(i", on démontre comme ci-dessus l'inclusion (1) . On a 

-2j' + n(j')>-j'-2e(j'), 

d'où 

Y'Yip;-1) c  y '(pT,«'+«w')) c  = ^ - 2 / ' . 

Or a + i - 2 j " ^ n + ( j " ) - 2j", d'où (2) . Cela achève la vérification de (H6). 
Etablissons (H7). Soient vérifiant les hypothèses de cette condition. Les 

réseaux s(j',j)i se calculent grâce aux lemmes VI.7 (i) et VI.10 (i). 
Supposons j ' = j G J . Puisque J ^ 0 , on a o > 1. Grâce aux lemmes VI.8 (i) et 

VI. 10 (ii), on a 

r(j",j)is(j,j)i C h(j",j)!h(j,j)i C 
f h(i",j)2=s(i",.i)i+i, si 7" < i , 
l Kf, j)2 n  6(j",j) C s(j",j)i+1, si j " > j . 

C'est dans ce cas l'inclusion cherchée. 
Supposons maintenant f > j " ^ j . Si a = —3, on a : 

s(f,j)i = pWngiti'j), s(j",j)i+1 = p^h'ngeifj) 
grâce au lemme VI.7 (i) et (ii). On a 

pFhpFhx cfêh1 cp^h1, 
d où i inclusion cherchée. 

Supposons a = —2 ou j ^ k' — k" -f 1 et a = —1. En utilisant dans ce dernier cas 
la relation VI. 10 (i) , on a les égalités : 

rU"J')i=hti"J')nU"*')> 
s(3 ,3)i = "(j ,J)n(j',j)+i, 

s-(j' +) n(j')>hj'-2ej')+1, 

Appliquons le lemme VI.8 (ii) à u = n{jf,j) -f 1, v = n(jnj'). En définissant n i , n2, 
n3, et n4 comme dans ce lemme, il suffit de prouver que 

(5) n+{j",j) + 1 ^ i n f ( n i , n 2 , n 3 , n 4 ) . 

Il est clair que 
n + ( . 7 , , , . 7 ) + 1 < 2.7" + 2*(7 , / ) + 1 = n 4 . 

Supposons a = — 2. On a 

n(j",j')>j' + 2e(j')-j"-2e(j") + l, 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E D E F R A N CE 200 1 



1 4 6 CHAPITR E VI . DÉMONSTRATION D E LA PROPOSITION IV.3 , CAS SYMPLECTIQU E 

inî(nun2,n3) > n(j',j)+n(j",j') + l+2j"+2£(j")-2j'-2£(j') > n(f -j'+2. 

En explicitant n(j',j), on obtient 

in f (m , n2, n 3 ) > i n f ( j " + 2*(j' ) -  j  -  2*(j ) + i + 1 , / +  j ' + 2 *0 ' ) + 1 ) + 1 

^ inf 0'" +  2 *0'") - 3 ~ 2*0) + i + 1 , 2 /' + 2 *0" ) ) +  1 

= n + 0 " , 7 ) +  l . 

D'où (5) . 

Supposons a = - 1 et j > fc' - k" + 1 . Alors * 0 ) ^ 1 > d'où 

n + 0 " , j ) + i < j " + 2 * 0 " ) - j ^ n 2 . 

D'autre part 
n(j",j')7*j'-j" + l 

i n f ( m , n 3 ) > n(j• ,j)+n(j" + + £(j")-f-£(f) = n(f ,j)+£(j")-£(j') + 2. 

En explicitant n(j',j), on obtient : 

inf (m, n 3 ) > inf ( j ' - *0 ' ) + W) + i + + + *ti") ~ 3 ~ ^(j) + 2 ) + 1. 

Or j' — £(j') > j" — (en fait, ces deux termes sont égaux). D 'où : 

(6) inf (m, n3) > inf ( j" -  j + i + 1 , j" + 2 *0" ) - j -  2£(j) + 1 ) + 1  = n+(j",j) + 1. 

D'où encore (5). 
Supposons a € { - 1 , 0 } et j ^ fc" — k'. Grâce au lemme V I . 1 0 ( i ) , on a les égalités : 

r(j"j')i = h(j",j')n{rj,)nt(j",j'), s(j',j)i = h(j',j)n{j,J)+1n6(j',j), 

= h(j",j)n+u„J)+1ne(j",j). 

Appliquons le lemme V I . 1 0 (iii) à u = n(j',j) + 1 , v = n(j",j'). En définissant m, 
n2, n 3 comme dans ce lemme (cas j < k' — k"), il suffit de prouver : 

(7) n + 0 " , j ) + 1  < inf (m, n 2 , n 3 ) . 

Il est clair que 
n+ + 1  ^ j" + 2 *0" ) - j + 2 = n 3 . 

Si a = —1 , le calcul qui a conduit à l'inégalité (6 ) démontre que 

n + 0 " , i ) + l  ^ i n f ( m , n 2 ) . 

D 'où (7) . 
Supposons a = 0 . On a 

n + ( j " . J ' ) + U j " - j ' + 2 < n i . 

D'autre part n(j",j') >  1 , d'où : 

n2 = n(j",f) + n(j',j) + 1  > inf(t + 1 , f - j + 2 ) + 1  > 

inf(* + - j + l) + l = n+(j",j) +  1. 

D'où encore (7). 
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Supposons a = 0 et j  ^  k' — k" + 1. On doit remplacer dans le calcul ci-dessus les 
entiers n i , n 2 , n3 par les entiers n i , n 2 du lemme VI.10 (iii), cas j ^ k' — k" + 1. Le 
calcul est le même que celui du cas a = 0 ci-dessus. 

Supposons maintenant a G { 1 , . . . , k'}. Supposons j > a. En revenant un instant 
aux notations initiales, on remarque que 

r(a;j"j')i =  r (0 ; j " , j ' ) i , s(a; j " , j)i = s(0; /, j ) i , 

s ( a ; j " , =  5 ( 0 ; / , i ) i D  s ( 0 ; j " , j ) 2 . 

L'inclusion à démontrer est la même que dans le cas a = 0, i = 1, que l'on a déjà 
traité. 

On a toujours 

rU",f)isU'J)iChtJ",j')1h(j',j)2. 

Supposons j < a et j < j " . Appliquons le lemme VI.8 (ii) à u = 2, v = 1. On vérifie 
que l'entier ./V de ce lemme est > 2, d'où 

r(j",f)isU'J)i c Mi " , i ) 2 = s(j",j)t+1. 

Dans les autres cas, appliquons le lemme VI.9 à u = 2, v = 1. L'entier TV de ce lemme 
est ^ 2 et l'on obtient 

(8) r(j"j')i8{j',j)iCh*{j",j)2-

Si j = j " ^ a, h^U"iJ)2 — et l'inclusion ci-dessus est celle à démontrer. 
Reste le cas j = a < j " < j1'. On suppose désormais ces inégalités vérifiées. 
Supposons a < k' — kn'. On a les égalités : 

r(j",f)i = h(j",f)1nt(j",j'), 

« O ' » * = {Y e M i > ) 2 ; W 1 ) c p  ^ 

s(j",a)i+1 = {Ye h(j",a)2-Y(prl) C pt{j")+1) 
= { r e f t # ( / , a ) 2 ; y ( p r 1 ) c P ; „ ( i ) + 1 ; 

Compte tenu de (8) , il suffit de prouver que pour Y G s(jf,a)i et Y' G r(j",j')i, on 
a l'inclusion 

(9) y ' y ^ W X » 1 . 
Fixons de tels y et F ' . On a l'inclusion : 

Y ( p ^ ) c p f 

Supposons f + 2£(f) - 1 ^ n(f). Puisque Y' G t(j",f), on a : 

y'y (pr1) c y ' ( P ^ ( / ) ) = Y'(pFp/) c p F p / ' + 1 = p^::+ 2 ( / , ) + i. 
Or j " + 2*( j " ) > n + ( i " ) , d'où (9) . 
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Supposons f + £(f) + £{j") - 2 ^ n(j') ^ f + 2£(j') - 2. Alors i ^ k' - a - 1 si 
f < fc'-fc", resp. i < fc' + 2 / c " - a - l si j ' ^k'-k" + l, d'où rc+(j") ^ j " + 2£(j")-l. 
Puisque Y' G h(j", j ' ) i , on a : 

r y ^ r 1 ) c y^pj;- 1-^')- 1-^")- 1) c P 5 " + 2 < 0 ' " ) C  P ^ ° ' " ) + 1 . 

C'est l'inclusion (9). 
Supposons 

(io) f + e(f) - tu") -1 < nW) < j ' + M) + tU") - 3 • 
Cette hypothèse implique £(j") ^ 1, i.e. j " > k' — k" + 1, a fortiori j ' ^ k' — fc" + 1. 
Elle implique aussi k' — a + l^i^/c 'H- 2/c" — a — 1. Puisque F 7 G /&(/', on a : 
(n ) r ' n p r *) c r ( p ; / / ) + 1 ) c p»o- /)+2+i , /+/(i")-j ,-^' /) b 

Si A;' + — a + 1 — *( / ) < les définitions et l'hypothèse (10) impliquent : 
n(j') = a + i - 1 + f + *(/) - k' - k". 

En utilisant une fois encore l'hypothèse (10), on obtient 
(12) k' + k" -a-£(f) ^i. 
D'autre part 

' nW) + 2 + j " + tU") ~ f ~ W) = a + i + 1 + j " + tU") -k'- k". 
Grâce à (12), on vérifie que cette expression est ^ n*~(j") + 1. Alors (11) implique 
(9). 

Si k' - a + 1 ̂  i se k' + k" - a - e(j'), on a n(f) = j ' et n+(j") = j " - L'hypothèse 
(10) implique ((f) = t(j") + 1- A l o r s 

nW) + 2 + j " + t{j") - j ' - tU') = j " + 1 = n+(j") + 1 • 
L'inclusion (11) implique encore (9). 

Supposons f - 1 ^ n(j') ^ f + £{j') - £{j") - 2. Alors i ^ k' + k" - a - 1 et 
£(]') ^ 1, i.e. f ^ k' - k" + 1. Puisque Y' G t(f'J'), on a : 

(13) YfY(pl-1)cY\pÇ)cpÇ,+l. 
Si j " ^ fc' - k" + 1 et i > k' + fc" - a - £{j") + 1, on a : 
n+ (j") + 1 = a + i + j " + £(j") - k' - k" +1 < n(j') + j " + *(j") - f - £(f) + 2 < . 

Si j " < fc; - F ou si j " > fc7 - Jk /; + 1 et i ^ k' + k" - a - £(j"), on a n+(j") < 
Dans les deux cas, (13) implique (9). 

Supposons j " - 2 < n ( / ) ^ j ' - 2. Alors i ^ k' - a - l, d'où n + ( j / ; ) ^ j / ; - 1. 
Puisque Yf G h(j",f)i, on a : 

r y ( p r 1 ) c Y'ipÇ-1) c $ c ppj")+1. 

C'est l'inclusion (9). 
Supposons n(j') ^ j r / - 3. Alors i ^ k' - a - 1 et n(j') = a + i - 1 ̂  n + ( j ; / ) - 1. 
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Puisque Y' G h { j " o n a : 

Y'Yipr1) c r( P ; , ( / ) + 1 ) c  P ; / / ) + 2 c  P f , { f ) + 1 . 

C'est l'inclusion (9) , qui est maintenant démontrée. 
Supposons maintenant a ^ k' — k" + 1. On voit comme précédemment qu'il suffit 

de prouver que pour Y G s(j', a)i et Y' G h ( j " f l t(j"',/), on a les inclusions 

( 1 4 ) Y'YiPt-1) C et Y'Y(p-^) c  p ^ ' " + " + ( j " ) + 1 . 

Fixons de tels Y, Y'. On a les inclusions : 

Y(P°a-*) c  p ^ ' ) + 1 , y (p--" 1) c  . 

Supposons / — 1 ^ n ( j ' ) . Puisque F 7 G t(j",f), on a : 

y n p r ^ c n p ^ c p ^ 1 , 

r ' F ( p r - 1 ) c y / ( p - / ) c p / ' + 1 . 

Or j " > n+( j" )> d'où ( 1 4 ) . 
Supposons j " — 2 ^ rc(j') ^ j ' - 2. Alors i ^ fc' — a — 1 et n + ( j " ) < j " — 1. Puisque 

r 6 f e ( / , / ) i - o n a : 

rYfà-1) c  n p j : - 1 ) c  $  c  p f , ( n + i , 

Y'Y{p-a
a-1) c  Y'{p-/p2^"-1) c  p ^ : : + 2 ' ( / , ) = p - / c  p - , r + n + { j " ) + i . 

Ce sont les inclusions (14). 
Supposons n(f) ^ j " - 3. Alors z < k' - a - 1 et n(f) = a + i - 1 ^ n+(j") - 1. 

Puisque F 7 G h(j",f)i, on a : 

y'y (pr1) c  y ; (p^ / ) + 1 ) c  P ; / / ) + 2 c  p £ ° " ) + 1 , 
ry(P û- a- 1) c  y W p ? / ) + n ( / ) + 1 ) c  p ?

1 p^ / > + 2 + M « / / > 
_ _ 2 j " + n ( / ) + 2 _ 2 j , , + n + ( j / , ) + l - Py, ^ P j „ 

Ce sont les inclusions (14), qui sont maintenant démontrées. Cela achève la vérification 
de (H7). 

Etablissons maintenant la condition (H8). On revient aux notations initiales. On 
utilise la remarque VI.13 (3) et l'égalité r ( f c ' , / , j)\ = r(k\j,,j)00 pour tous j , f . On 
en déduit qu'il suffit de prouver que pour tous a G { 0 , . . . , k' — 1 } et tous G 
{ 1 , . . . , /c'}, on a l'inclusion : 

(15) riaifj'hmia + C r(a; j " , j)i. 

On fixe de tels a, j , / , j " . On a en tout cas 

r ( a ; j ^ j O i m ( a + l ; j ^ C h(J"J')ihU'j)o C 
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d'après VI.8 (1) . Si i n f ( j " , j) ^ a, r(a;j", j)\ = h(j", j)i et on a terminé. Supposons 
désormais mi(j",j) ^ a + 1 . Si < j " < j , l'adjointe de l'assertion (ii) du lemme VI.10 
entraîne : 

r{a'j",j')1m{a+l;j',j) C h(f,j)i H t ( j " , j) C r (a ; j " , j)i. 

C'est l'inclusion (15). Si j " < in f ( j , j ' ) , puisque j " ^ o + 1, on a in f ( j , j') ^ a -h 2. 
Alors ra(a + 1 ; j ' , j ) = 0 et (15) est triviale. Il reste le cas j " ^ j ^ a + 1. Dans ce cas, 

r{a;j",j)1=h{j",j)1fM{j\j). 

En utilisant VI.10 (3) et (4) , il suffit de prouver que pour Y G m(a + 1; j ' , j ) et 
Y' G r(a;j",f)i, o n a les inclusions 

(16) Y ' y t p f ^ c p ^ ; ; , r n p - ^ c p / . 

Supposons j ^ kf — k". La deuxième inclusion ci-dessus est plus forte que la pre
mière. Puisque Y'Y G h(j", j ) i , on a : 

Y'Y(pJj)cpjJ+1 CpjJ". 

D'autre part 

P 7 j _ 1 =  P 7 j ' +  P F V ( J - I , J ) -

Il suffit donc de prouver l'inclusion 

Y'Y(p-F
1v'(j-l,j))cpjJ". 

De l'hypothèse j ^ a + 1 et de la définition de m(a + l;f,j), il résulte que 

Y(v'(j-l,j)) = 0 

sauf si f = j — a + 1. Dans ce dernier cas, on a r(a;j",j')i C t ( j " d ' o ù 

y ' H p - 1
 V ' ( j - 1 , j)) c  F ' C P F V C ? ' - 1 , / ) ) c  Y'ip/-1) c  p / ' . 

Cela démontre (16) et achève la preuve de (15) et de la condition (H8). 
Nous allons maintenant démontrer les deux relations : 

(17) pour tout a G { 1 , . . . , k'}, tout j G { 1 , . . . , k'} et tout j ' G J{a), 

s{a\j',j,)00m{a\j,,3) C s(a; j ' , j)oo] 

(18) pour tout a G { 0 , — 1} et tous j , j 7 , j " G { 1 , . . . , f c ' } 

tels que j " < f ou j " = j ' G J ( a ) , 

s(a'j",j')1m(a+l',j'j) C s(a; j " , j ) i -

Si f = j , la relation (17), resp. (18) est immédiate. En effet, un élément de 
m(a ; j , j ) , resp. m(a + 1 ; j , j ) , conserve p™ pour tout n G Z et la multiplication par un 
tel élément conserve s(a;j,j)oo, resp. s(a; j " , j ) i . 
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Démontrons (17). Soient a,j,j' comme dans cette relation, supposons j ' ^ j . On a 

/ . / - N f  h(fJh, si mf(fj) ^ a - 1, 
s(a: j ,1)00 — \ 

\h(j',j)2nd(j',j), si m£(j',j)>a. 

Grâce au lemme VI. 11, on a : 

s{a;j',j'U = h*(j',j'h = h(j',j')2 + b(f) = h(j',j')2 + k\j'). 

Supposons j < j ' . Puisque / G J ( a ) , alors inf ( j ' , 3) ^ a— 1. D'après le lemme VI.8 (i) , 
on a 

h(j'J'hrn(a'j',j) C h(j'J')2h(j', j ) o C / i ( j ' , j ) 2 = s ( a ; j ' , j )oo-

D'après la définition de ra(a; j ' , j ) , on a : 

KiV(a;J',i) = {o}. 
Alors (17) est vérifiée. 

Supposons j > 3'. On va démontrer la relation adjointe de (17), à savoir : 

mia-JJ^sia-j'j^oo C s{a\j1j,)OQ. 

D'après le lemme VI.10 (ii), on a : 

rn(a'JJ')h(j'j')2 C hfjj'hhti'j'h C h(jj')2n0(jj') C s(a; j , / ) « , . 

D'après le lemme VI.12, on a : 

m(a; j , j O W ) c WJ'h^tf) C HJJ'hnOUJ') C s(a; j , / ) « , . 
Cela achève la preuve de (17). 

Démontrons (18). Soient a, j , j ' j " comme dans cette relation, supposons ^ j . 
Si j " = f G J ( a ) , utilisons la remarque VI. 13 (3). On a : 

s(a>'J"j')i = s(a + 1; j " , j ' ) o o , s(a;j"j)i = s{a + 1; j " , j ) ^ . 

Alors (18) résulte de (17) appliqué à l'entier a -f 1. 
On suppose désormais 3" < f . On a s(a;j",j')i C h{j" ,j')2. On en déduit : 

(19) s(a;j",j')im(a+l;j',j) C 
| hw(j,j)2, s i j = j , 

h(j",j)2, sij^j". 

En effet, si 3' < 3, cela résulte du lemme VI.8 (i). Si 3' > j et j ^ j", cela résulte du 
lemme VI.8 (ii) si 3 < j" ou de son « adjoint » si j > j" : on constate que l'entier N 
de ce lemme est ^ 2. Si f > j et j = 3", cela résulte du lemme VI.9 si 3 < 3" ou de 
son « adjoint » si 3 > 3" : on constate encore que l'entier N de ce lemme est ^ 2. 

Si in f ( j , 3") < a, on a 

s(s;j,j)L= h*{3,3)2, si 3 =3", 

\h(j",j)2, Ajïj" 
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et (18) résulte de (19). Supposons mî(jj') ^ a + 1. Alors j ' ^ a + 2. Si j ^ a + 2, 
m ( a + 1; / , j) = { 0 } et (18) est triviale. Il reste le cas j = a + 1 ^ j " < j ' . Dans ce 
cas 

s(a;j",j)1=h(j",j)2n$(j",j). 

En tenant compte de (19) et de VI.10 (1) , (3) et (4) , il suffit de prouver que pour 
Y G m(a + l\f,j) et Y' G s(a;j/f,jf)i^ on a les inclusions : 

Y'Y(pi-1) c PÇ,+1, Y'Yipji-1) C pp"+1. 

De l'hypothèse j ' > j = a + 1 et de la définition de m(a + 1 ; j 7 , j ) , il résulte que 

y KO" - 1, j)) = 0 et, si j ^ fc7 - fc77 + 1, y(t;"(*(j) - 1, j)) = 0. 

Un raisonnement analogue à celui de la preuve de (H8) permet d'en déduire les in
clusions ci-dessus. Cela démontre (18). 

Etablissons maintenant la condition (H9). Elle est triviale pour a ^ 0 car on a 
™>(o>]j'J) = { 0 } pour tous j , f . Soient a G { 1 , . . . , f c 7 } , jJ'J" G { 1 , . . . , fc7} tels que 
j " < ou j 7 = j " G J ( a ) . On veut prouver : 

(20) s ( a ; j " , / ) i m ( a ; / , j ) C s ( a ; j " , j ) i , 

(21) s(a; j",jF)OO m(a ; j ' , j ) C s(a; j " , j)oo • 

Si a < /c7, (20) résulte de (18) et de l'inclusion 

m(a;j'j) C m ( a + 1; j 7 , j). 

Si a = /c7, on a s(fc 7, j i , j 2 ) i = s(k';ji,32)00 pour tous j i , J2 et (20) est équivalent à 
(21). Si j ' = j " C J ( a ) , (21) n'est autre que (17). Supposons j 7 7 < j 7 . En utilisant la 
remarque VI . 13 (3) et la relation (18), on a : 

s(a'j"j')oorn(a'j'j) = s (a - 1; j " , j')im(a;j'j) C s (a - 1; j " , j ) i C s(a; j 7 7 , j ) ^ . 

Cela démontre (20) et (21) et établit la condition (H9). Le lemme est démontré. • 

VL15. Corollaire. — Pour tout a G { 0 , . . . , kf — 1}, le groupe M(a + 1) normalise le 
réseau s(a)i. 

Démonstration. — La preuve est identique à celle du (ix) du lemme VI.5, en s'ap-
puyant sur les relations (15) et (18) de la démonstration précédente. • 

V I . 1 6 . Dans ce paragraphe et jusqu'en VI.23 inclus, on fixe un entier a G { 1 , . . . , fc7}. 

Lemme. — Pour tout Y G Pfs(cl — 1)5" et tout i G {—a + l , . . . , a } , resp. tout 

i G {— £(à) + 1 , . . . ,£(a)}, on a l'inclusion : 

Y(L'i) c L'i-i > resp. Y(L") C L"_1. 
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Démonstration. — Pour i G {—a -f- 1,... , a} et j , j ' G { 1 , . . . , k'}, posons 
u'i = {Yeg;Y(L'i_1)cpFL'i}, 

ti ,0",J')< = «in^0 " .J)-

Montrons que : 
(1) pour tout i G {-a + 1,.. . , a} et tous j,f G { 1 , . . . , k'} avec j ' ^ j , 

on a l'inclusion uf(j'C s (a — 1; j ' , j)\. 

Soit F G u'(fj)i. Pour n G { - j , . . . , j - 1 } , on a : 
• si n ̂  i - 1, p? C L U , donc y(p?) C p ^ n F(j') ; 
• si n ̂  i - 2, p? C p ^ L U , d o n c <= LJ n ̂ O"')-

On calcule : 

(2) L î n v ( j , ) = 
Py, s i j ^ z , 
pj-,, si - j ' ^ i ^ f, 

k p ~ y , s i i ^ - / . 
On en déduit les inclusions suivantes : 

(3) 
• pour n € {—j,..., j —  2}, Y(p?) C ; 

< . si f>j, n p f ^ c p ^ 1 ; 

. s i j ^ a , Y ( P r W + 2 ^ ' ) + 1 . 
Supposons j^k' - k" + 1. Pour n G { - j - 2^(j) , . . . , - j - 1 } , on a p^ C pF

l L-_ l 5 

donc y (pp C i j n Grâce à (2), on vérifie les inclusions suivantes : 

(4) 

. oour n € (-7 - 2i(i) - 7 - 2 1 . Y(rt) C B?+ 2+J+<Œ-I'-«0'). 

• si 7 , > i . YhTl-^C&W-t'-'V"*: 

• si j>a, Y(97i~1)Ct>7,i'+1. 
On déduit de (3) et (4) et de VI. 10 (3) les relations : 

• Y€h#(j>,j)2; 
• si j ' > j , Y 6 h(j',j)2; 
• si a, Y €h(j',jhn6(j',j). 

Or on a les égalités : 

s(a- l ; j ' , i ) i = 
'h*(j',j)2, 
h(i'.n)o. 

[h(j',Jhn6(j',j), 

si j = f ^ a - 1, 
si j < a - 1 et j < j ' , 
si j ^ a. 

Donc Y G s(a — 1; ce qui démontre (1). 
Pour tous i,j,j', on a l'égalité 

« ' ( j , / ) i - i = « ,0",J')i-
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D'autre part : 
k' 

< = e u'wjy. 

Grâce à ces égalités, à la stabilité de s (a — l)i par adjonction et à la relation (1), on 
a l'inclusion 

u'i C s(a- l)i 

pour tout i G {—a + 1,..., a}. D'où aussi pps(a — 1)5" C PFU'^ Mais 

M S =  { * r e s ; y ( L O c L ; _ 1 } . 

On en déduit la première assertion de l'énoncé. 
La démonstration de la seconde assertion est analogue. Ecrivons seulement les 

égalités analogues à (2) qui nous seront utiles plus tard. On a, pour tout i € {—(.{a) + 
l,...,e(a)} et tout j e {!,...,k'}, 

(5) L?nv(j) = 

' p A si e(j)^i, 

{pjj-e{j)+i, si -eu)<i^e(j), 

[p-j-2eU), si i^-e(j). 

VI. 17. Pour tout i G Z, on définit un réseau A* de V de la façon suivante : 
• si a < k1 — k" 

|L 0 , si i — —a, 
A i = < , 

[ , si — a + l ^ i ^ a — 1 ; 
• si a ^ /c' - k" + 1, 

L" f c „ , si i = - a - 2£(a), 

L-Va+^a) » si - a - 2£(a) H-1 < z < —a — 1, 

= L_ f c,, si i = - a , 
[ l ^ , si—a + 

• dans les deux cas, pour i G Z, on écrit i = 2b(a + £(a)) + c avec b G Z et 
c G {—a — 2^(a),... ,a — 1} et on pose A* = p^Ac. 

Pour tout entier n G Z, on pose 

kn = {Y e g£', Vi G Z, y(A.) C A i + n } . 

Lemme. — On a l'inclusion 

pFs{a - 1)~ C fc_i. 
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Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent. Par exemple, supposons a < 
k' - k". Pour Y G pFs(a - 1)5", on a : 

. Y(Aa) = Y{pFL%) C Y(L'a) c Va_x = A 0 _ ! , 
• s i - o +  2 < t < o - l , Y (Ai) = C LJ_ X = A ^ i , 
. r ( A _ a + 1 ) =  Y(L'_a+l) C L'_a c = A_ a . • 

V I . 1 8 . Pour Z G g, posons 

{ OJ F qv (Z (v'(—a,a)),a,a)), si a ^ fc' — k", 

W F g v ^ K C - ^ a ) ^ ) ) , v ' C - ^ a ) ) , si a  ^ fc' - fc" + 1. 

Lemme. — 5oi£ Z G p F^ ( a — 1 )~ f lg . Alors z(Z) G o^. On a Z e p j p ^ ( a ) ~ Pig et 
seulement si z(Z) G P F -

Démonstration. — L'égalité suivante résulte des définitions et du lemme VI.7 (iii) : 

pps(a — 1; a, a ) ^ = /i(a, a ) _ i 
En particulier, pour Y G p F^ ( a — 1; a, a ) ^ , on a 

n p r ) c p - ° _ 1 . 
Y(Pâa~2e(~a)) c p - a _ 2 ^ a > _ 1 . Il en résulte que, si a ^ k' — k", 

qv(Y(v'(a, -a)), v'(-a, a)) G p / , 

et, si a ^ k' - fc" + 1, 

<^(F(t ; " ( -^(a) ,a) ) , v'(-a, a)) G p ^1 . 

La première assertion de l'énoncé s'en déduit. 
Posons : 

k°(a) = {Y G gl{a,a);Y{p-a
a) c p~\ Y(pZa~u^) C p " a ~ 2 ' ( a ) } -

On a l'égalité : 
pFk\ay = k°(a). 

D'après les définitions et le lemme VI. 11, on a les égalités : 

pFs(a'J'J)Z =pFs(a-l;j'J)ï pour tous j,f G { l , . . . , / c ' } , (j'J) ^ (a,a), 

p F s ( a ; a , a ) ~ = h(a,a)-i D A; 0 (a), 

pFs(a — 1; a, a)± = /i(a, a ) _ i . 

Soit Y G / i ( a , a ) _ i . Cherchons à quelle condition on a l'inclusion F ( p a
a ) c p a

a . 
Puisque l'on a déjà l'inclusion : 

W + 1 ) c p - ° , 
et grâce à l'égalité 

p - a = oFv'(-a,a) + p - a + 1 , 
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la condition est : 
Y(v'(-a,a))ep:a. 

Ou encore, d'après VI.7 (2) : 
• pour tout v G pâa~2£(<a\ qv{Y(vf(-a,a)),v) G oF. 

Cette condition est réalisée pour v G p - ° - 2 ^ a ) + 1 p U i S q U e Y(vf(—a,a)) G P â a _ 1 -
Puisque : 

h - a - 2 ^ ( a ) 
ra 

oFv'(-a,a) + p - a - 2 e ^ + 1 , si k'- k", 

\ oFv"(-e{a),a) + p(a)~a-2^a)+1, si a > k' - k" + 1, 

notre condition est équivalente à : 

(1) qv(Y(v'(—a,a)),v'(—a,a)) G oF, si a ^ k'- k" ; 

(2) qv(Y(v'(-a,a)),v"(-£{a),a)) G o F , si a ^ fc' - k" + 1. 

On montre de même que la condition pour que Y(pâa~2£(a)) C p â a " 2 * ( a ) est (1) si 
a ^ k' - k", 

(3) qv(Y{v'\-£(a),a)),v'{-a,a)) G o F , si a ^ k' - k" + 1. 

Si F G les conditions (2) et (3) sont équivalentes. Donc pour Y G pFs(a— 1; a, a)5"fï 
(j, on a F G p F s ( a ; a, a ) ~ si et seulement si (1) , resp. (3) , est vérifiée si a ^ k' — k", 
resp. a ^ A/ — k" + 1. On en déduit la seconde assertion de l 'énoncé. • 

V I . 1 9 . Posons 
/ a - l \  /  * ( a ; - i \ 

\i=-a J \i=-l(a) J 

/ a - l \  /  * ( a ) - l \ 

On munit W de la forme symplectique qw, restriction de qy à W. On pose 

£' = L/pFL1 £" = L/L, 

que l'on munit de formes réduites qy et c/. 1.3. Si i G { — a , . . . , a — 1 } , resp. 
i G { — ^ ( a ) , . . . ,£(a) - 1 } , on note £'[%], resp. ^"[i], les images naturelles de L'[z], 
resp. L"[i], dans -é", resp. ^ / ; . Si i G { — a , . . . , a — 1} et j G { l , . . . , f c ' } sont tels 
que —j^i^j — 1, on note v'(i,j) l'image naturelle de v'(i,j) dans £''. Idem, si 
i G { - ^ ( a ) , . . . , ^(a) - 1} et j G { 1 , . . . , k'} sont tels que -^(jf) ^ i < - 1, on 
définit v"(i,j) G £". Ces vecteurs forment des bases de £ ' , resp. Remarquons que 
£ " = { 0 } si a < Jfe' - /c". 

Soit Z G p F s ( a — 1)5" H g. En appliquant le lemme VI.16, on voit que pour tout 
i G {—a + 1 , . . . , a — 1 } , Z définit un élément de 

Hom(L • / L ' i + 1 , L •_!/£•) 
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que l'on note Z[. L'espace précédent s'identifie à 

H o m ( ^ [ z ] , ^ - l ] ) 

et on identifiera Z[ à un élément de cet espace. Idem, pour i G  {— £(a) + l , . . . , £(aj — 1 } , 
on définit Z" G  Ylom((,"[ï\,£"[i — 1]). Remarquons que l'on peut considérer ces termes 
Z[, resp. Z", comme des éléments de g£{£'), resp. g£{£"). On pose 

a-1 £(a)-l 

z'= E  ^  z " - E  ^ -
i = - a + l i=-^(a ) + l 

Il est clair que Z' G  g{t!\ Z" G  <?(f')-

Lemme. —  Soit Z G  pFs(a — 1)± f l # ent- Alors Vune des conditions suivantes est 
réalisée : 

(a) z(Z) epF; 
(b) qt\Z'2«-\v\a - l,a)),v'(a - l , a ) ) = 0 ; 
(c) û ^ ' - r T l e t qt»(Z"2^-\v"(Z(a) - \,a))tf'{l{a) - l , a ) ) = 0. 

Démonstration. — D'après le lemme VI. 17, on a Z G  L i . Pour tout i  G  Z , Z définit 
un élément de H o m ( A i / A à + i , A i _ i / A i ) que l'on note Z^. Pour j , / G  { 1 , . . . , À / } , 
notons Z(j\j) la composante de Z dans g£(j',j). On a encore Z(f,j) G  et l'on 
définit Z(jf,j)i pour tout z G Z . 

Puisque Z G  on a Z 2 a + 2 ^ G  k_2a-2£(a) et w F Z 2 a + 2 ^ a ) G  /c0. En particulier 
ce dernier élément définit un endomorphisme de A _ a _ 2 ^ ( a ) / A _ a _ 2 ^ ( a ) + i Que nous 
noterons N. Notons 

7T G H o m ( A _ a _ 2 i ( û ) / A _ a _ 2 £ ( a ) + l, A a / A a + l ) 

l'élément que définit la multiplication par ujp- On a l'égalité : 

N = Z _ a _ 2 ^ ( a ) + 1, • • • , Z a _ i Z a 7 T . 

Supposons a ^ kf — k". Notons 

p : e'(-a) = L'_JL'_a+1 —, L'{/L'_a+1 =  A _ a / A _ Q + 1 

l'injection naturelle et 

p* : K-x/K = L'a_JpFL% — • L'a_xlL'a = l\a - 1) 

la projection naturelle. Grâce au lemme VI. 16, on a les égalités : 
• si a = 1, Z0 = pZ'0p* ; 
• si a ^ 2, 

' Z ^ p * , s i i = a - l , 

Zi= l Z - , s i - a + 2 < z < a - 2 , 

k P # _ a + i , si z = - a + 1 . 
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D'où l'égalité : 
N = pZ'_a+1,...,Z'a_lP*Zair. 

Posons 
Y = p*Zairp, 

N = Z'_a+1,...,Z'a_1Y. 

O n a i V ë E n d ( * ' ( - a ) ) et l'égalité 

(1) pN = Np 

Nous allons calculer la trace de N. Pour j , f G { 1 , . . . , k'}, posons 

Y(j',j)=p*Z(j',j)a7rp. 

On a l'égalité 

Y= > Y(j',j). 

Montrons que : 

(2) pour tous jj' G avec (j'j) ^ (a,a), on a Y(j',j) = 0. 

Soient j,jf G { 1 , . . . , /c ' } . Dire que Y(j',j) = 0 équivaut à dire que 

Z(j',j)(pFL'_a)cL'a. 

Posons 
u'(j',j) = [X G ge(j',j);X(L'a) c p2

FL'_a\. 

Un raisonnement analogue à celui de la preuve du lemme VI. 16 montre que (2) résulte 
de l'assertion suivante : 

(3) si j ' ^ j et 7 ^ (a, a ) , on a l'inclusion : 

u'U'J) C s ( o - l ; / , j ) i , 

Utilisons les notations de la preuve du lemme VI.16. Si j < a, L'anV(j) = L ^ ^ ^ O ) 
donc u'(j',j) C u'(j',j)a et (3) résulte de VI.16 (1) . Si j ) a, on a nécessairement 
a < k' et u'(j',j) C  j ) a + i - D'après VI.16 (1) appliqué à l'entier a + 1, 

u'U'J) C s(a;fj)i 

Si j > a, on a s(a;f,j)i = s (a — 1 ; j ' , j ) i , d'où (3). Reste le cas j = a < j f . D'après 
l'inclusion ci-dessus, on a déjà : 

u'(j', a) Ch(j\ a ) 2 . 

Soit X G ? / ( j ' , a ) . On a p ^ 1 C p ^ 1 L a , donc X ^ " 1 ) C pFL'_a D V(J'). Grâce à 
VI.16 (2) , on obtient : 

x(P:-*)cpFp-,"=pf+2e^-ac4+2e(-j')+1 
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Grâce à VI. 10 (3) , on en déduit 

X G h(f, a)2 H 9(j', a) = s(a - 1; j " , a)1. 
Cela démontre (3) et (2) . 

D'après (2) , on a l'égalité Y = Y (a, a). On calcule aisément la matrice de Y (a, a). 
En effet, pour tout j G { a , . . . , k'}, on a l'égalité 

k 
Y(a,a)(v\-a,3)) = ] T qW(uFZ(a,a)(v'(-a, j ) ) , v ' ( - a , j'))vf(a - l , j ' ) , 

où l'on note À i—• À l'application de réduction de 0F dans Fq. On en déduit : 

0, s i a + l ^ ? ^ / c , 
Y(a,a)(v'(-aJ)) = \ 

I z(Z)v (a — l,a), s\j = a. 
On calcule alors 

trace(ÂT) = -'z~{Z)ql,(Zl_a+1, • • • - l,a)),V(a - l , o ) ) . 

Mais 
Z l 0 + 1 ) . . . , Z'a_^{a -  1 , o)) = Z ^ ^ a -  1, a ) ) , 

d'où 

(4) trace(TV) = -z(Z)qtl{Z'2a-1{v'{a - l , a ) ) , û ' ( a - l , a ) ) . 

Supposons maintenant a > fc' — fc" + 1 . Notons 

p ' :  ^ ( - a) =  Lf_JL'_a+1 —> L'_k,/L'_a+l = A _ a / A _ a + 1 , 

P" : ^ / / ( _ ^ ( a ) ) = L-£(a)/L-£(a) + l > L-k"/L-£(a) + l = A - a - 2 £ ( a ) / A _ a - 2 ^ ( a ) +  l  , 

les injections naturelles et 

p'* : Aa-x/Aa = L'a_jL'k, —+ L ^ / Z ^ = *"(a - 1 ) , 

p"* : A _ a _ ! / A _ a = L"l{a)_xIL'i„ — L'l(a)_jL'l(a) = l"(l{a) - 1) 

les projections naturelles. Grâce au lemme VI. 16, on a les égalités : 
• s i a = l , Zo = p % / / * ; 
• si a > 2, 

Z a _ x p , si z = a - 1, 

Zi = l Z[, si - a + 2 ^ i < a - 2 , 

Kp'Z'__a+1, s i i = - a + l ; 
• si *(a) = l , Z _ a _ i = p " Z £ Y ' * ; 
• si £ (a) ^ 2, 

' Zï(a)-\P"* i si i = - a - 1, 

Z i = | ^ a + / ( f l ) , si - a - 2 f ( a ) + 2 ^ i ^ - a - 2 , 

yz'\a)+^ s i i = - a - 2 * ( a ) + l . 
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D'où l'égalité : 

N = p " + . . . , Z'y^p"* Z-ap' Z'_aJrl, . . . , Z'^p'* ZaK. 

Posons 
V / J* ry _ Il \rU II* ry I 

Y — p Zanp , Y = p Z-ap , 
N - Z"i(a),1,...,Ze(a)_1Y Z_a+1,...,Za_1Y . 

On a AT G Endfr ( - € ( a ) ) ) et l'égalité 

(5) p"N = Np". 

Calculons la trace de N. Pour j , j ' G 1 { 1 , . . . , k'}, posons 

Y'(j',j)=p'*Z(j',j)anp" 

Montrons que 

(6) pour tous j,jf G { 1 , . . . , k'} avec (j'j) ^ ( a , o ) , on a y ' ( j ' , j ) = : 0 . 

Soient j ' G { 1 , . . . , k'}. Posons 

u'(j',j) = {XG g£(j',j);X(L'a) C p2
FL%{a)\ 

Il suffit encore de prouver : 

(7) si j ' > j et 7 ^ (a, a ) , on a l'inclusion 

C s(a- ï,j',j)i 

Le cas j'< ^ a se traite comme pour (3) . Supposons j = a < j ' . On a de même l'inclusion 

u ' ( j ' , a ) C h(j',a)2. 

Soit X e u'(j',a). On a p » " 1 C pF
1 L'a, donc X ^ " 1 ) C PFL\a) n Grâce à 

VI.16 (5) , on obtient 

x ( p r 1 ) c p P p / - ^ " ) - ' ( a ) c p i + 1 

De même, p"""" 1 C p p1 ^ , d'où 

x ( p r 1 ) c p j , + 1 c p 7 + 1 . 

Alors 
X G h(j\a)2ne(j\a) = s ( a - 1; 

Cela démontre (7) et (6) . 
On a donc Y' = y ' ( a , a) dont on calcule la matrice comme précédemment : 

Y'(a,a)(v"(-£(a),j)) = 
0, sia+l^j^k. 

z(Z)v'{a — l , a ) , si j = a. 
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Pour j,j' e  {a,..., k'}, on a les égalités : 

qt»(Y"(ïf(-a,j)), v"(-£(a),j')) = ojFqw(Z(v'(-a,j)),v"(-£(a),f)) 

= qw (OJf Z{v"{-£{a),j')),v'{-a, j)) 

= qe,(Y'(v"(-£(a),j%v'(-a,j)). 

On en déduit la matrice de Y" : 

f O , si a + 1 < 7 < 

\z{Z)v"{£{a)-\,a), tàj = a. 

On calcule alors : 

trace(ÂT) = J(zf qe(Z'_a+1,..., Z'a_x{y\a - 1 , a)),v'(a - 1 , a)) 

qe»(Z':e(a)+1,Z'l{a)_l{v"{i{a) -  1 , a)),v"(£(a) -  1 , a)), 

ou encore : 

(8) trace N = ~z\zf\v ( Z / 2 a _ 1 ( v * \ a - 1, a ) ) , ^ ( a - 1, a)) 
^ , ( Z , , 2 ^ ) - 1 ( î ; , , ( ^ ( a ) - l , a ) , î i " ( * (a ) - l , a ) ) . 

Revenons au cas a quelconque. On définit g£ent et g£ni\ comme on a défini # e n t 

et gnih Puisque Z G genU on a ^ Z 2 a + 2 ^ a ) G #4nt donc w F Z 2 o + 2 ^ a ) G g£ni\ et AT est 
nilpotent. D'après (1) ou (5) , AT est lui aussi nilpotent. Donc trace(TV) = 0. D'après 
(4) ou (8) , l'une des conditions de l'énoncé est vérifiée. • 

V I . 2 0 . Notons W1- l 'orthogonal de W dans V. Pour tout Y G g, il existe un unique 
élément noté Yw £ g{W) tel que pour tout w G W, 

Y{w) G Yw(w) + W±. 

Pour tout Y G k(L), on note (Yf,Y") son image naturelle dans g(£') x # 
Le groupe M (a) est naturellement un sous-groupe de G(W) et même de K(L). On 

note M ' x M" son image naturelle dans G{£') x G(£"), et, pour x G M ( a ) , on note 
(x\x") son image naturelle dans M' x M " . Par définition de M (a) , pour G M ' , il 
existe un élément de F* , que l'on note z(x'), tel que 

xf(v'(a — 1, a)) = tj'(a - 1, a ) . 

De même, si a ^ /c' — /c" -h 1, pour x" G M " , il existe un élément de F* , que l'on note 
z(x"), tel que 

x"(v"(£{a) - l , a ) ) = z{x")v"(£(a) - l , a ) . 

Pour (7, e) G T x S, et j G { 1 , . . . , fc'}, il résulte de VI.2 (1 ) et (2) que X ( 7 , e,j)w € 
A;(L). On pose simplement 

X ' ( 7 , e , j ) = ( X ( 7 , e , j V ) ' . * " ( 7 , e , j ) = (X(<y,e,j)w)". 

On définit de même X ' ( 7 , e ) et X " ( 7 , e ) . 
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Rappelons que l'on note encore tp le caractère de ¥ q que définit naturellement notre 
caractère ip de F. On définit une fonction 

(f : (pFs(a - 1 ) ~ H g) x M' x M" x T x £ — • C 

par 

(p(Z,x',x",^f,é) = < 

( " l ) a + 1 ïaëâ1 z(x')2 z(Z) + q g { n ( Z ' , x'-1 X ' ( 7 , e)x')\, 

si a ^k' — k", 

( - 2 7 a ë " 1 s ( s ' ) z(x") z(Z) + ( Z 7 , x'-1 X ' ( 7 , e) x ' ) 

+ ^ ) ( Z / / , x / / - 1 X , , ( 7 , e ) x / / ) , si a ^ A/ - k" + 1, 

pour tous Z G pFs(a - 1)? D x ' G M ' , x " G M " , 7 G T, e G £ . 
Posons 

r > a = f i r i } e>a= f[ (oF/oF
2). 

j=a+l j=a+l 

Pour 7 G T, on pose 7 > a = ( 7 7 ) ^ + 1 , . O n a 7 > a G T > a . Idem, pour e G £, on 
définit e > a G £ > a . 

Lemme. —  / / existe une fonction 

C :  ( p F s(a - 1 ) ^ H g) x T > a x £ > a — • C 

£e//e la propriété suivante soit vérifiée. Soient Z G pFs(a — 1)^ n g, x e M (a), 
7 G T, e G 5 ei I G ^ ( 7 , e). Alors on a l'égalité : 

tj) o qg(Z, x~xXx) = <p(Z, x ' , x " , 7, e) C ( Z , 7 > a , e > a ) . 

Démonstration. — Soit j G { 1 , . . . , A / } . Pour tous 7 G T ê t e G ^ , on a défini 
X ( 7 , e, j ) G Il est clair que sa définition ne dépend que de 7^ et ej. Si j ^ a + 1, on 
peut donc définir un terme X(j,e,j) pour tous 7 G T > a , e G £ > a - Définissons C par 

C ( Z , 7 , e ) = f i 4oqg(Z,X(7,eJ) - Xtf,eJ)w) 
j=a+i 

pour tous Z G pF $(a — 1 ) ^ fl g, 7 G T > a , e G £ > a . Nous allons prouver que cette 
fonction convient. 

Fixons 7 G T et e G f . Posons X = X ( 7 , e) et pour tout j G { 1 , . . . , / c 7 } , 

X 3 - = A - ( 7 , e , j ) , X j = X ' ( 7 , e , j ) , X j ' = X " ( 7 , e , j ) . 

Soit Z G pF^(a — 1)5" H g. Prouvons les égalités suivantes : 
(1) pour tout j G { 1 , . . . , a — 1 } , 

> o ^ / ) ( Z , , X j ) , si j ^ k ' - k " , 
*J;oqg(Z,Xj)= ' 

^ [ ^ ) ( z , , x j ) + ^ ) ( z , , , x ; ) si j ^ fc  —  A r +  1 ; 
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(2) iPoqg(Z,Xa) = { 

i>[{-l)a+lïaêâlz{Z) + q9(n{Z',X'a)\, si a^k'-k", 

i> [ ( - i r + 1 2 7 0 ê - 1 1 { Z ) + qg(e)(Z', X'a) + qg(tl) (Z", X'^ 

si a > k' - k" + 1. 
(3) pour tout j € {a + 1,..., k'}, 

V o % ( r ) ( Z ' , X j ) , s i j < f c ' - f c " , 
ipoqg(Z,XjtW) = 

qg(n (Z', X'j) + q g i n (Z", X1;) , si j > * ' - * " + 1. 

Soit j € {1, . . . , a } , supposons j ^ k' — k". Posons a = ê , 5 = (—l) J + 1 7 J e J - 1 . 
Grâce à VI.2 (1), on a : 

qg{Z,Xj) = aqv(v'(0,j), Z(v'(0, j)) + ujF5qv(Z(v'(-j,j)),v'(-j, j)) 

+2 J2qv(v'(i-l,j),Z(v'(l-i,j))). 

De même 
3 

qgin(Z',X'j)=âqe,(v'(0,j), Z'{tf{0,j))) + 2 £ > ( ^ (* " L-*)» ~ M')))-
i=2 

Pour tout i G {1 , . . . , j}, qy(v'(i — l,j), Z(v'(l — i,j))) appartient à oF et sa réduction 
dans Fq est qt'(v(i — 1, j ) , Z'(v'(l — i, j)))- D'où l'égalité : 

(4) il>oqg(Z,Xj) = tl>oqgii,)(Z\XfiiPfa 

Si j < a, puisque v'(—j,j) G I/^-, le lemme VL16 implique Z(y'{—j,j)) G Lf_j_1. 
On a v'(-j,j) G C P ^ 1 ! ^ = donc qv {Z (v1 {-j, j)), v'(-jj)) G o F et 

^ ( ^ F ^ v W C - ^ i ) ) , ^ ^ - ^ ^ ) ) =  1. 
La première égalité de (1) résulte de (4). Si j — a, on a par définition 

uFqv(Z(v\-a,a)),vr(-a,a)) = s(Z) 
et la première égalité de (2) résulte de (4) et du lemme VI. 18. 

Soit j G {a + 1,..., k'}, supposons encore j ^ k' — k". Grâce à VI.2 (1) et à la 
définition de W, on a 

qg(Z,XjtW) = aqv(v'(0,j), Z(v'(0,j))) + 2 - l,j),Z(v'(l - i,j))) 
1=2 

et de même 
a 

qg(n(Z',X^) = âqe>(v'(0,j), Z'(v'(0J))) + 2 £ > ^ ' ( * -  hJ),Z'(v'(l - i,j))). 
i=2 

La première égalité de (3) en résulte comme précédemment. 
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Une démonstration analogue s'applique pour j > kf - k" + 1, en utilisant cette fois 
VI.2 (2) . Cela démontre (1) , (2) et (3) . 

On a l'égalité : 

(5) $ o  qg(Z, X) = <p(Z, 1 ,1 ,7 , e ) C ( Z , 7 > a , e>a). 

En effet 

k / a \ / k \ 

fe(Z,X) = ^ ^ ( Z , X i ) = ( 5 ; f e ( Z , X i ) ) + (  E 
j = l ^  j = l ^ S ' = a + 1 ' 

+ (  E  % ( ^ ^ - ^ ) ) . 

Appliquons -0 aux deux membres. Grâce à (1) , (2) et (3) , la contribution des deux 
premières sommes du membre de droite est <p(Z, 1 ,1 ,7 , e) . Remarquons que pour 
j > a + 1, 

Xj - Xjtw = - X ( 7 > a , e > a , j) - X(j>a,e>aJ)w -
Alors la contribution de la troisième somme est C ( Z , 7 > a , e > a ) . 

Prouvons maintenant : 

(6) pour tout j G {a + 1 , . . . , k'} et tout x G M ( a ) , on a la relation 

— —  Xj +  Xj^w £ S(Û — l ) i • 

Posons 

mred(a)= © m(a',j'j), m » = © m ( a ; j ' j ) , 

sup(j,j ')> a 

M r e d ( a ) = { x G G; x - 1 G m r e d ( a ) } , M w ( a ) - {x G G ; x - 1 G m n ( a ) } . 

Les ensembles M r e d ( a ) et Mu(a) sont des sous-groupes de M (a), Mu(a) est distingué 
dans M (a) et on a la décomposition en produit semi-direct 

M(a) = Mred(a)xMu(a). 

Le groupe M(a) normalise s(a- l ) i (corollaire VI.15) . Il suffit donc de démontrer (6) 
pour x G M r e d ( a ) et pour x G Mu(a). 

Soient j G { a + 1 , . . . , k'} et x G M r e d ( a ) . Puisque X j G g£(j,j) et j > a, on a 
x~xXjX = Xj. Pour tout y G M(a) et tout y G g, on a l'égalité : 

y~1Ywy = (y~lYy)w. 

D'où l'égalité x~xXjy/x = X3yv et (6) s'ensuit. 
Soit toujours j G {a + 1 , . . . , k'}. Prouvons (6) pour x G M n ( a ) . Puisque Mu(a) = 

EG(mu(a) H g), il suffît de prouver que pour tout couple d'entiers n, tels que 0 ^ 
n ^ n' et 1 ^ 77 / et pour tous Y î , . . . , Yni G mu(a), on a la relation : 

Y x • • • y n ( X , - - X j > w ) Y n + 1 . • • Yn, G s(a - l ) i . 
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Mais s(a— l ) i est stable par multiplication à droite ou à gauche par m(a) (la preuve est 
identique à celle du corollaire VI.15). Il suffit donc de traiter les cas ( n , n 7 ) = (0 ,1) 
et (n, n') = ( 1 ,1 ) . Ces deux cas sont équivalents par adjonction. Il suffit donc de 
prouver : 

(7) pour tout Y G mu(a), on a la relation 

(Xj-X^w)Y es(a-l)1. 

On peut fixer j f G { 1 , . . . , a} et supposer Y G m(a ; j , j'). 
Soit n G { - / , . . . , - 1 } . On a Y(p^) C p]. Puisque n ^ - f ^ - a , on a C 

p j n ^ + p j , donc 

y ( p £ ) cp]nw + p<*. 

On a G h(j,j)i. La matrice de X j , w est une matrice extraite de celle de X j , 
laquelle est décrite en VI.2 (1) et (2). Il en résulte que Xj,w £ h{j,j)\. On a donc 

( x , - x ^ ) ( p « ) c P ; + 1 . 

Pour tu G W , ( X j — Xj ,vr ) (w) est la composante de Xj(w) dans W - 1 . Si ^ G p j , on 
a Xj(w) G P j + \ cette composante est dans p™ + 1 D VF-1 qui est inclus dans p j . D'où 

(xj-xitW)(p]nw)cpî. 

On obtient : 

(8) pour tout n G { - / , . . . , - 1 } , ( X j - X^w)Y(p]) C p? C p ? + 2 . 

Soit n G { - j 7 - 2£(f),..., - f - £(f) - 1 } . Cela implique f ^ k' - k" + 1. On a 
de même : 

y ( p n / ) c c p n + ^ + ^ ' ) - - 7 - ^ ' ) n w + p7-*-*fr')+*( a) 

(x, - x ^ ) ( P 7 J - ' 0 ) + ' ( a ) ) c  p j ^ œ + ^ H 1 , 

(Xj - x j t W ) ( p ] + j ' + e { j , ) - j - e u ) n  w) c  p ; + / + ^ ' > - ; - % ) + i n w ± c _ 

On obtient : 

(9) pour tout n € { - / - 2£(f), . . . , - f - t(j') - 1 } , 

(Xj-Xm)Y{pï) C p-*-™*™ c  p ? + 2 + ^ + ^ ' ) - i - ' { i ) . 

Soit n € { 0 , . . . , / - 1 } . D'après la définition de m(a;j,j'), on a 

p} c p £ + K e r ( Y ) . 

Donc Y(pï) C y (p^) = p F y ( p ~ / _ 2 * ( / ) ) . En utilisant (8) et (9) , on obtient 

(Xi-X,w)Y p?, C 
' a+2J+2TU)_ S I 

^ U H W À L J * > K > _ K » + 1 
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En tout cas : 
' pour tout n € { 0 , . . . , f - 1 } , {Xj - XjtW)Y{p],) C p]+2, 

( 1 0 ) \ , 1 f p f M 0 ) + 1 , si j ' 
(Xj-X^Yipy^cl 

[ p f \ s i * ' - * " +  ! . 

Soit n G { — — ^ ( j ' ) , . . •, — j ' — 1}, ce qui implique j ' ^ k' — k" 4-1. On a de même 

p], c p / + K e r ( F ) , 

(X,- - Xj,w)Y{pï) C (X,- - X,- w)Y(p/) C p», 

d ou 

' pour tout n G { - j ' - 1 } , 

(11) J (X; - X J , W ) F ( P ? ) C p « + 2 + i ' + < 0 ' ) - J - < ( i ) > 

k ( x J - - x i i W ) y ( p / - 1 ) c p 7 J " + 1 . 
Il résulte des relations (8) à (11) que 

(Xj - XjjW)Y G h{j,jf)2n9(j,j') C s( a -  1; 

Cela démontre (7) et achève la démonstration de (6). 
Pour tout x G M ( a ) , on a l'égalité : 

(12) ^  o  qg(xZx~l,X) =  <p (Z,x' ,x" ^,e)C(Z, 

Puisque M ( a ) normalise pFs(a — 1)^ flg, on peut appliquer (5) en remplaçant Z par 
xZx~x. On vérifie les égalités : 

{x Z x-1 )' = x' Z' x'~1, (x Z x-1 )" = x" Z" x"-1, 

f z(x')2z(ZY sia^k' - / c " , 
z(xZx~1) = < 

\ z(x')z(x")z(Z), si a ^ k' - k" + 1. 

On en déduit l'égalité 

(p(xZx 1,l,l,'y,e) = <p(Z,x',x",'y,e) 

D'autre part, grâce à (6) , 

C(x~x Zx, 7 > a , e > a ) = C(Z, 7 > a , e>a). 

D'où (12). 
Rappelons que dans tous ces calculs, on avait posé X = X ( 7 , e) . Soit maintenant 

X G A ( 7 , e ) . On a X - X ( 7 , e ) G p ( 7 , e ) 2 C ©Jl^O^ C s( a - l ) i (cf. VI .10 (5)). 
Pour x G M ( a ) et Z e pFs(a — 1)5" n on a xZx~x G pF«s(a - l)r> donc 

^ o  qg(xZx~1,X) = ip o qg{xZx~x, X(j, e)) 

et la formule de l'énoncé résulte de (12). • 

A S T É R I S Q U E 26 9 



CHAPITRE VI . D É M O N S T R A T I O N D E L A PROPOSITIO N IV.3 , CA S S Y M P L E C T I Q U E 1 6 7 

V I . 2 1 . Notons £Q le sous-espace de £' de base 

W(iJ);j = l , . . . , a , i = - j , . . . , j - 1} 

et £Q le sous-espace de £ " de base 

{v"(ij); j = kf - k" + 1,... ,a , i  -  •  •  .  ,*0") -1} 

(on a £Q = { 0 } si a ^ kf — k"). Notons £ '^ , resp. £ ' ^ , l 'orthogonal de ^ dans resp. 
de dans Pour tout Y' G ^ existe un unique élément noté YQ G g(£'0) tel 
que pour tout v e £'0, 

Y\v)€Yi(v)+e0
±. 

De même pour tout Y" G g(£"), on définit un élément Y Q ' G #(^o)- En particulier, 
pour Z epFs(a-l)i H g, on pose Z Q = ( Z ' ) 0 , Z(> = ( Z " ) 0 et, pour 7 G T  et e G £ , 
on pose X £ ( 7 , e ) - ( X ' ( 7 , e ) ) 0 , X ^ ( 7 , e ) = ( X " ( 7 , e ) ) 0 . 

On a défini les sous-groupes M r e d ( a ) et M w ( a ) de M(a) (cf. VI.20 (6)) . On note 
M / r e d x M / / r e d e t Mm x M / / u l e u r s i m a g e s dans Gif!) x G ( £ " ) . Remarquons que 
M / R E D C G ( ^ Q ) , M / / R E D C G(£Q), ces derniers groupes étant plongés naturellement 
dans G(£'), resp. G(£"). 

Notons Z' l'ensemble des Y' G g(£') tels que 
(1) pour tout i G { - a , . . . , a - 1}, F'^'M) c ^ ~ 1] (avec la convention 

£'[-a-i] = {o}); 
• pour tout i e {1,..., a - 1}, y"(-£'[z] n £'Q) C - 1] n £'0 et, pour tout i G 

{ - a +1,..., - l } , Y"(£'[ï\ n  < , x ) c  -  1] n 
Cet ensemble est stable par conjugaison par M ' . Notons de même Z" l'ensemble des 
Y" G g{£") tels que 

• pour tout i G {-£(a),...,£(a) - 1}, Y"{£"[%]) C £"[i - 1] (avec la convention 
£"[-£(a)- 1] = {0}); 

• pour tout i G {1,... ,€(a) - 1}, F "(£"[z] n  f 0 ' ) C £"[i - 1] n  ^ ' et, pour tout 
i G { - * ( a) +  1,..., -1}, Y"(£"[i] n  ^ ) C T  [ i - 1] n  £ ' ^ . 
Il est stable par conjugaison par M". Posons 

Z = {Z G p F s ( a - I)? n  g; ( Z ' , Z") G Z1 x Z"}. 

Cet ensemble est stable par conjugaison par M(a). On définit une fonction 

4> : (pFs(a - l)i Dg)x M / r e d x M " r e d x T x £ —> C 
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par : 

0(Z, x 7 , x 7 7 , 7 , e ) 

'O , si Z £ 

* [ ( " l ) a + 1 7 a ë " 1 z(x')2T(Z) + W ( Z 7 , x'-1 X 7 (7 , e ) x 7 ) ] , 

si Z £ Z et a^k' -k", 

^[(-lY^2lae-'z{x')z(x")z(Z) 

+ W ( Z 7 , x ' " 1 X ^ ( 7 , e )x 7 ) + ( Z £ , x ' 7 - 1 X 7 7 ( 7 , c ) / ) ] ; 

si Z £ Z et a ^ A;7 - /c77 + 1, 

pour tout Z G p F s ( a - 1 ) ^ H x 7 G M / r e d , x 7 7 G M 7 7 r e d , 7  G T, e G 

Lemme. — Munissons Mu(a) d'une mesure de Haar. Il existe une fonction 

C0 : (pFs(a - 1)7 Ci g) x T > a x £ > a — • C 

telle que la propriété suivante soit vérifiée. Soient Z G pFs(a — 1)5" D g, x G M r e d ( a ) 
7 G l \ e £ £ et X E Afa, e). Alors on a Véqalité : 

\ i/joqg(Z,y l x 1Xxy)dy = 0(Z, x 7 , x 7 7 , 7 , e ) C 0 ( Z , 7 > a , e > a ) . 
JMu(a) 

Démonstration. — Supposons par exemple a < k' — k". Notons y l'ensemble des 
Y' G g{f!) vérifiant (1) . Définissons une fonction 

S : y x M / r e d x T x £ — > C 

par 

S ( r ' , x ' , 7 , e ) = Y, ^oqg{n(Y,,y,-1xf-1X,(1,e)xfyf) 

pour tout Yf G y , G M / r e d , 7  G T, e G f . On va prouver : 

(2) il existe une fonction C' : y' x T > a x £ > a —> C 

telle que : 
• pour tout Y' G y - Z', 7  G T > a , e G S>ai C'(Y',7,e) = 0 ; 

• pour tous Y' G y , x 7 G M 7 r e d , 7  G T, e G £ , on a l'égalité 

S ( y 7 , x 7 , 7 , e) = V  o  qg{i,Q) ( y j , x 7 " 1 X 7 (7 , e ) x 7 ) C 7 ( y , 7 > a , e > a ) . 

Le lemme en résulte. En effet, soient Z , x, y , e, X comme dans l'énoncé. On vérifie que 
Z 7 G y ' et que pour tout y G M n ( a ) , 2 (2 / ) = 1. En appliquant le lemme VI.20, on 
obtient l'égalité : 

/ ijjoqg(Z,y~lx~l Xxy)dy 
JMu(a) 

= m e s ( M " ( a ) ) | M ' " | - ^ ( ( - l ) ^ 1 ^ ^ 1 z{x')27[Z))S{Z', x',7, e)C(Z',7>a, e > 0 ) . 
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Il suffit alors de définir 

C 0 ( Z , 7, e) = mes(Mu(a))\Mfu\-1 C(Z, 7, e) C " ( Z ' , 7 , ë) 

pour tous 7 G T > a et e G £>a pour vérifier la conclusion de l'énoncé. 
Prouvons (2) . Fixons 7 G T et e G £ . Posons X 7 = X ' ( 7 , e ) , XQ — X Q( 7 , e) et pour 

tout j G { ! , . . . , /c ' } , X j = X x ( 7 , e, j ) . Remarquons que 

xo~2^ x j • 

Posons 
A/ 

X>A = X' - XQ = ^2 x j -

Soit n G { 1 , . . . , a } . Notons : 
• m[n — 1] l'ensemble des F G ) tels que 

Y{(![%]) = 0 pour tout i ^ n - 1, 

y - 1 ] N 4 ) = { 0 } , Y[T![n - 1 ] N C E'[n -I]NE'0 ; 
• m'[—n] l'ensemble des Y G g(£f) tels que 

y ( / [ I ] ) = 0 pour tout i^-n, 

Y(£'[-n) H C) = { 0 } , Y(£'[-n] D ̂ ) C * ' [ - n ] FL C ; 

• M' [n ] = { 1 + y ; F G N (ra'[n - 1] -f- m'[-n])} ; 
• y 7 [ n ] l'ensemble des Z G #(^') vérifiant (1) et, pour tout i G { n , . . . , a — 1 } , 

Z(/[I] N )̂ C [̂I - 1] N ^ et Z(/[-I] N C - i ] N C. 
On vérifie que M ' [ 7 1 ] est un sous-groupe de M'u et que ^ ' [n] est stable par conjugaison 
par M'. Démontrons les relations : 

(3) pour tout Z e y'[n] et tout y € M'[n], on a l'égalité : 

qg{l.){Z,y-1X'y) = qg{t>)(Z,X'Q + y-1X'>ay); 

(4) si n > 2, pour tout Z € y'[n], on a l'égalité : 

£ xPoqg{i,)(Z,y-1X'y) = 
yeM'LN] 

0, s i Z g y [ n - l ] , 

|M'[n]|^ o qg{v)(Z,X% si Z e y\n - 1 ] . 

Soient Z G y'[n) et y e M'[n). Posons y = 1 + y n - i + Y L n avec YN-I G ra'[n - 1] 
et Y-n G raT—rai. Remarquons que 

XÇY-N — 0 , YN-IXÇ — 0 , Y L n X o l ^ - l —  0. 

Alors 
y^X^y = X^- Y„nX'0 + X^Yn_x. 
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On a : 
zx[)Yn-1(e'[n-i}ne'0) = {o}, 

zx'v y n_i(*> - 1 ] n C) c  t'[n - 1 ] n £'0, 
Z X ^ r n _ i ( f [ i ] ) = { 0 } , pour tout 

On en déduit t race(ZXoF n - i ) =  0. Par adjonction, on a aussi t r a c e ( Y L n X o Z ) = 0, 
d'où t r a c e ( Z Y l n X £ ) = 0. Alors 

qg{i,)(Z,y-1Xfo) = qgin(Z,Xiï, 

ce qui démontre (3) . 
Supposons n > 2. On a 

X'>aYn-.i=Q, Y-nX'>a = 0, Yn-\X'>aY-n = 0 , 

(cette dernière égalité serait fausse pour n = 1). D'où : 

y-'X'^y = X'>a - r „ _ ! ^ a + X'>aY.n. 

Par adjonction, on obtient : 

q g { n ( Z , y-1 Xf
>ay) = q g ( n ( Z , Xf

>a) + 2 t r a c e ( Z X ^ a F _ n ) . 

Remarquons que l'application 

M'[ra] — • ra'[-n] 

y — Y-n 

est bijective. Grâce à (3) , on obtient : 

(5) Y. ^oqg{n{Z,y-1X'y)=^oqg{n(Z,X') ^ ^ o t r a c e ( 2 Z X ^ a F _ n ) . 
yeM'[n] Y _ n e m ' [ - n ] 

Cette dernière somme vaut |M'[n]| si le caractère 

y _ n ^ t r a c e ( 2 Z X ^ a r _ n ) 

de mf[—n] est trivial, elle est nulle sinon. Or ce caractère est trivial si et seulement si 

zi^'[-n]nC)cf[-n]nC. 
Puisque 

x'Un-n] n  C) =  ?[-n +1] n  C , 
la condition ci-dessus est équivalente à : 

z(e'[-n +1] n  C) c  ^ [ - n ] n C • 

Ou encore, par adjonction, à la réunion de cette condition et de 

Z(£'[n-l)C\Q C ^ [ n - l ] f 1 ^ , 

c'est-à-dire à la relation Z G  y'[n — 1]. Alors (4) résulte de (5) . 
Définissons une fonction 

C'-.y'x T>a x£>a—>C 
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par 

'o , si Y' i Z1, 

C'{Y',^=\(f[\M'[n]\) X > ° 9 F L ( , 0 ( R ' , E y - 1 X ' (7 ,c ) i ) î , ) , siY'eZ', 
K n=2 yeM'[l] j=a+ l 

pour tous Y' G  y , 7  € T > a , e G £> a. 
On vérifie que : 
• M'u est produit direct des groupes M'[n) pour n = 1,..., a ; 
• y H = y , y[i] =  z / . 

Soit F 7 G  y . En utilisant (4) successivement pour n = a, a — 1,..., 2 puis (3) pour 
n = 1, on obtient l'égalité : 

l , 7 l e ) = po ^ ( y ' , X £ ( 7 , e ) ) C " ( R ' , 7 > a , e > a ) . 
Remarquons que 

qgin(Y', X5( 7 , e)) = ^(^)(^o, *o(7, e)). 
L'égalité précédente est donc celle de (2) pour x' = 1. Pour obtenir l'égalité de (2) 
pour tout x' G M / r e d , il suffit de remplacer Y' par x'Y' x'~l. On doit vérifier que 

C , ( x / y / x M , 7 > a , e > a ) = C"(y', 7>a, e> a ) , 

ce qui résulte de l'égalité 
x"1 X'>ax'= X'>a 

avec les notations précédentes. Cela achève la preuve de (2) et du lemme dans le cas 
a ^ k' — k". Une démonstration similaire s'applique si a ^ h' — k" + 1. • 

VI.22. Pour 7 G T > a et e G &>ai posons 

I% = { 7 G r ; 7 > A = 7 } , £|gr = {e G  f ; e> a = e } . 

Lemme. —  Soient Z G pF«(a - 1)T 7  ^ F > a ete£ E>a. Supposons vérifiée l'une 
des conditions suivantes : 

• (Zf2a~1(v'(a - 1, a)), ^(a - 1, a)) = 0 ; 
• a>k' -k" + \ et ^ / / ( Z " 2 ^ ) " 1 (v"(*(a) - 1, a)), v"(*(a) - 1, a)) = 0. 

.A/ors on a Végalité : 

E E E E <1,e)cl>(Z,x',x"n,e) = 0. 
7Gr|̂  eG£| è i'6M' red i"GM" red 

Démonstration. — L'assertion est triviale si Z £ Z. On suppose Z e Z. 
Supposons d'abord a ^ k' — k". L'espace £'0 est du type étudié en II.4, l'entier k de 

ce paragraphe étant égal à a. Fixons °X G  g{£b)ni\ comme en II.4, que l'on complète 
en un s^2-triplet (°X,°H, °Y). Quitte à effectuer une conjugaison, on peut supposer 
que, pour tout i G {—a,..., a — 1}, °H agit sur £'[i] fl £'0 par l'homothétie de rapport 
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2i + l. Graduons g(£'0) comme en V.7. Le groupe M de ce paragraphe est égal à M / r e d . 
Posons : 

°A = (2a,2a-2, . . . ,4,2) 
et notons °£ l'ensemble des classes de conjugaison par G(fQ) contenues dans Oalg(°X). 
L'ensemble °E s'identifie à celui des familles de formes quadratiques (qi) telles que 
("A, te)) e  Nil(^). 

Fixons S = (5i)i=i,...,a-i £ nî=i Tî- Notons r|^^ l'ensemble des 7 G T tels que 
7> a = 7 et 7i = Si pour tout i G { 1 , . . . , a — 1}. Pour tous 7 G et e G £|ê, on a 
X^(7,e) G #(<>;2) et il résulte des formules VI.2 (1) et VI.2 (2) que 

A ( ^ ( 7 , c ) ) = (°A ,(gO) 
où, pour tout entier pair i tel que 2 ^ i ^ 2a, r/(^) = e ^ . On définit une application 

r i ^ x f l ï r — < E x { l , 2 } 

en associant à (7, e) la famille (a*) ci-dessus et l'entier 1 si j a G o£ 2,2 si 7 a ^ o£ 2. Cette 
application est bijective. Soient °e G °£ et j G {1, 2}. Notons (7, e) l'image réciproque 
de (°e, j) dans x £|g% Posons Xoe = XQ (7, e) et définissons Xïe G g(^o; —2(2a — 1)) 
par 

Xie(v'(a- l,o)) = ( - i r + 1 7 a ë a z J " ( - a , a ) . 
Remarquons qu'il existe une constante c ne dépendant que de 7 et e telle que, avec 
les notations ci-dessus et celles de V.10, on ait l'égalité 

K ( 7 , e ) = c°sgn(°e). 

Remarquons que ZQ G g(£f
0;—2). Notons Z[ l'élément de g(£'0',2(a — 1)) tel que 

Zi(v'(~aia)) — z{Z)v'(a — l,a). L'égalité suivante résulte des définitions : 

(!) E  E  E  «(7,e)^(Z, a ; ' ) l ,7,e) = 

C E E  E  °^<^oqg(eo){Z'Çi + Z[,x'-\Xoe + xie)x'). 
°ee°e j=l,2 x'6M" ed 

On va appliquer le lemme V.ll, le couple (Y,Z) de ce lemme étant égal à (Z'0,Z[). 
Vérifions l'hypothèse de ce lemme. Puisque Z 6 Z, on a l'égalité 

Z " V ( a - 1, a)) = Z^n(v'(a - 1, a)) 

pour tout n € { 1 , . . . , a — 1}. Alors : 

ql,(Z'2a-1{v,{a - 1,a)), v'(a - l,a)) 

= ( - î r - v ^ ' ^ - ^ v - M » , ^ r v ( « - M » ) 
= {-lY-'qeQ{Z'oa{v'{a- l,a)), Z ^ V C " - l,a))) 
= ^ ( ^ " - ^ ' ( a - 1, a)), U'(a - 1, a)). 
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D'après l'hypothèse de l'énoncé, cette expression est nulle. Mais cela implique que 
Z'£a~x = 0. Grâce au lemme V . l l , l'expression (1) est nulle. En sommant ensuite en 
S G  Yl^=i Fi, on obtient l'assertion de l'énoncé. 

Supposons maintenant a ^ k1 — k" + 1, et, par exemple 

qt(Z,2a-\v'(a - 1, a ) ) , v'(a - 1, a)) = 0. 

Introduisons comme précédemment °X, °H, °Y et °£. Fixons ô = (£i)t=i,...,a € IliLi IV 
Notons ( r x £)\i&8 l'ensemble des (7, e) G  T x £ tels que 7 > a = 7, e > a = e et 

• pour tout i G  { 1 , . . . , k' - k"}, 7* = 
• pour tout i G  {k' — k" + 1 , . . . , a } , e ^ " 1 G  <^o£2. 

On définit une application 

(Tx£)\^ô-^°£ 

en associant à (7, e) la classe °e de XQ ( 7 , e ) . Cette application est bijective. Soit °e G °£ , 
notons (7, e) son image réciproque. Posons Xoe = X o ( 7 , e ) . Il existe une constante c\ 
indépendante de °e, telle que 

« ( 7 , e) = ci °sgn(°e). 

Fixons x" G  M / / r e d . Il résulte de VI.2 (2) que l'application : 

( r x f ) | w —  c 
( 7 j C ) ^ o ^ ) ( ^ , x / / - 1 ^ ( 7 , e ) / ) 

est constante. Notons c2 sa valeur. 
Comme précédemment, on a l'égalité Z Q 2 û _ 1 = 0. En interprétant le lemme V.9 

comme on l'a fait dans la preuve du lemme V . l l , on voit que pour tout t G  F * , il existe 
x'(t) G  M / r e d tel que z{x'{t)) = t et x'(t)Z'0x'(t)-1 = Soit ( 7 , 0 ) G (r x £)|^,e,<5 . 
On a alors : 

0 ( Z , A : , , X , , , 7 , C ) = ( ( Z - i r 1 E E * ' * ' ( * ) , S " , 7, E) 
i ' E M / r e d tGF q : r ' E M / r e d 

= c 2 ] T ^ o ç p ( ^ ) ( 4 , x / - 1 X ^ ( 7 , e ) x / ) • 
x ' € M / r e d 

• Y,(<i-ir1^(-l)a+l^aë-a
lz{x')z{x'')'zJZ)t). 

t€F* 

La somme en t ne dépend d'aucune des variables # ' , 7 , e . Notons-la C3 . On obtient 
alors l'égalité 

Yl Yl « ( 7 , e ) 0 ( Z , x / , x / / , 7 , e ) = 
(7,e)G(rx£)|^,è,<5 x ' € M ' r e d 

C1C2C3 ] T ] T ° s g n ( ° e ) ^ o ^ / ) ) ( Z o , a ; / - 1 X o e x / ) . 
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Cette expression est nulle grâce au lemme V . l l appliqué au couple (Y, Z ) =  ( Z Q , 0 ) . 
En sommant ensuite en ô et xhon obtient l'assertion de l'énoncé. 

Une démonstration analogue vaut si 

q g ( n ( Z " 2 ^ - 1 (v"(£(a) - l,a)), v"(£(a) - l , o ) ) = 0. 

Cela achève la démonstration. • 

V I . 2 3 . En appliquant les définitions de VL6 aux données relatives à a — 1 et à a, on 
définit / i (a — 1; Z) et ioo (a; Z) pour tout Z e g. 

Lemme. — Supposons vérifiée Vimplication : 

Z egent et h(a-l;Z) ^0=> Z epFs(a-l)ï C)g. 

Alors on a Vimplication 

Z Egent et Ioo(a;Z) ^ 0 Z  G p F s ( a ) ~ H g. 

Démonstration. — Fixons Z G gent, supposons r o o ( a ; Z ) ^  0. Fixons une mesure de 
Haar sur M (a). Puisque M (a — 1) c M (a) et Roo(a) — R\(a — 1), il existe une 
constante c\ telle que 

I00(a\Z) = c\ l Ii(a — l',xZx~1)dx. 
JM{a) 

Il existe donc x G M (a) tel que I\(a — 1; xZx~x) ^ 0. Grâce à l 'hypothèse de l'énoncé 
xZx~x G pFs(a — l)i fl g, donc aussi Z G pFs(a — 1)^ D g (corollaire VI.15) . 

Pour tout Y G g, posons 

J(Y) = f ] T « ( 7 , e ) f ^oqg(Y,x~1Xx)dXdx. 
JM{a) ieT,eeE ^ ( 7 , e ) 

Il existe une mesure de Haar sur Roo(o) telle que 

/ o o ( a ; Z ) = f JiyZy-^dy. 
jRoo(a) 

Il existe donc y G Roc(a) tel que J(yZy~l) ^ 0. Quitte à remplacer Z  par yZy~l, 
ce qui ne modifiera pas la conclusion puisque pFs(a)^Q D g est stable par conjugaison 
par RQO(a), on peut supposer y = l e t J ( Z ) ^ 0 . 

Décomposons notre mesure sur M (a) en produit de deux mesures sur M r e d ( a ) et 
Mu(a). Rappelons que, par définition, mes (A (7 , e ) ) = 1 pour tous 7 G T et e G £ . 
Grâce au lemme VI.21, il existe une constante c2 telle que 

J ( Z ) = c 2 S S E S ^ ( 7 , e ) ( / > ( Z , x , , x , / , 7 , e ) C 0 ( Z , 7 > a , e > a ) . 
7 ^ r ee£ X'eMfred x"eM"red 
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On peut écrire cette égalité sous la forme : 

J(Z) = 
c2 E E C o(Z,7,ë) E E E E <l,e)d>(Z,x',x"n,e). 

Il existe 7 G T > a et e G £>a tels que la quadruple somme intérieure soit non nulle. 
Grâce au lemme VI.22, aucune des conditions (b) et (c) du lemme VI. 19 n'est réalisée. 
Grâce à ce lemme on a z(Z) G PF- Donc Z G pFs(a)~ fl g d'après le lemme VI.18. 
Cela achève la démonstration. • 

VI.24. Démontrons la proposition VI.3. Comme dans le paragraphe précédent, pour 
tout Z e g et tout a G {—3,..., —k'}, resp. a G {—2,..., k'}, on définit Ji(a; Z), resp. 
ioo(a; Z). On a les implications : 
(1) pour a G { -2 , . . . , * / } , 

Zegent et Ioo{a\Z) ^ 0 = > Z G pFs(a)~ Dg; 

(2) pour a G {—3,..., k'}, 
ZG# e n t et 7 i ( a ; Z ) ^ 0 ^ Z G p F s ( a ) r n # . 

En effet, pour a = —3, on a r(a)oo = {0} et (2) résulte des lemmes VI.6 et VI. 14. 
Soit a G {—2,..., k'}, supposons (2) démontré pour a — 1. Si a G {—2, —1,0}, on a 
/oo(a, Z) = h(a- 1; Z) pour tout Z e g et s(a)oo =  s(a - l)i (c/. VI.13 (3)) et (1) 
pour a est identique à (2) pour a — 1. Si a G { 1 , . . . , le lemme VI.23 et (2) pour 
a — 1 impliquent (1) pour a. Soit toujours a G {—2,..., A/}, supposons (1) démontré 
pour a. Alors (2) pour a résulte des lemmes VI.6 et VI. 14. 

On vérifie l'égalité 
H = M(k')R(k')u 

d'où 

(3) / (Z )= / 1 ( f c , ; Z ) 

pour tout Z e g. 
On a la relation : 

(4) soit Z G pFs(fc')r H 0; alors Z(Z/_fc,) c et Z(L /^ i t„) C L 'V . 

Par adjonction, il suffit de prouver que pour tous j , j 7 G { 1 , . . . , k'} tels que j ' ^ j 
et pour tout Z G pFs(k';j,j')~, on a 

2 ( P / ) C P / et Z ^ V l » / " " 0 ' ' -
Si j ' > j , on a 

pFs(k';j,jT = Hf,J)-i 
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et les inclusions ci-dessus sont immédiates. Si j ' = j , on a 

pFs(k';j,jr =h(j,jUnk°(j) 

cf. VI . 18 pour la définition de k°(j). Les inclusions cherchées sont encore évidentes. 
Grâce à (3) et (4) , la proposition VI.3 résulte de (2) pour a = k'. 

V I . 2 5 . Soient (V,qy) un espace symplectique comme en 1.2, k', k" G N, supposons 

d = k'{k' + 1) + k"{k" + 1) et k' < k". 

On modifie les constructions de VI . 1 et VI.2 de la façon suivante. Pour tout j G 
{ 1 , . . . , k"}, on pose 

e(j) = sup(oj-k" + kf). 

On fixe une base de V : 

{v'ihj) ; j = k" - kf + 1 , . . . , fc", i = -£(j),... ,£(j) - 1 } 

U {v"(ijy, j = 1 , . . . , k", i = - j , . . . , j - 1 } 

vérifiant les mêmes formules qu'en VI. 1. On définit encore les réseaux L'^ L" et le sous-
groupe H de G. Bien sûr, on doit effectuer quelques modifications dans les définitions 
de VI.1 et VI.2. Par exemple, maintenant, pour tout i G { — k ' , . . . , k ' — 1 } , resp. 
i G {—fc" , . . . , k" — 1 } le sous-espace V'[i], resp. V"[i], est engendré par le sous-
ensemble : 

{v'(ij);j = k" - kf + 1 , . . . , k", -£(j) < i < £(j) - l } 

resp. |V'(i , j) ; j = 1 , . . . , k", - j ^ i ^ j - l j . 

On fixe un ensemble 
k" 

r = I I r , 
3 = 1 

et l 'on pose 

e = {oF/of)k". 
Pour 7 G T et e G f , on définit comme en VI.2, a 7 J et F7j pour tout j G { 1 , . . . , k"} 
et l 'on pose 

V ( 7 , e ) = 0 ^ . 

On munit V ( 7 , e) de la forme symplectique qv{"1,e) ainsi définie : 

0 v ( 7 , e ) ( © « j > = $ 3 ^ ™ : F l _ 1 t r a c e i W F ( ^ ( ^ ) v j a 7 , j ( - 1 ) J + % ) 7 j e J ) . 
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On définit l 'isomorphisme y 7 , e :  V(j,e) —> V par les égalités suivantes, pour tous 
j G { 1 , . . . , k"} et i G {-2j - t(j),£(j) - 1 } : 

' V(i+j + si - 2j - e(j) e(j) - 1 , 
e j + j + j ) , si — j — e(j) < i < -e(j) - 1 , 

7 7 J I 7 , V ( i , j ) , si 

w ( - l ^ + ^ e . - ^ ^ , j ) , si 0 < i < " 1-

On définit les ensembles A (7 , e) et la fonction ^ par des formules analogues à celles 
de VI.2, où l'on échange k' et k", puis une fonction / sur g. 

Proposition. — La proposition VI. 3 reste vraie. 

Démonstration. — On peut donner une démonstration similaire à celle de la propo
sition VI.3. On peut aussi déduire le résultat de la proposition VI.3 en utilisant le 
groupe des similitudes symplectiques. En effet, on peut appliquer les constructions 
de VI. 1 et VI.2 au couple (k",kf). Affectons d'un exposant # les objets que l'on en 
déduit : V*, v'(i,j)^, L,'* etc. Définissons une application linéaire 

a : V —> V* 

par 

(j{v"(i,j)) = vf(i,j)#, pour tout j = 1 , . . . , k" et tout i = - j , . . . , j - 1, 

°(v'(i,j)) =uFv"(i,j)*, 

pour tout j = k" - k' + 1 , . . . , k" et tout i = -£(j),..., £(J) - 1. 

L'application a est une similitude de rapport ujp. 
On peut choisir T # = T. On a et K& = K. Pour 7 G T et e G £ , on a 

y (7 , e) = V(7, e )# et l'on définit une application linéaire 

< r 7 , e : V ( 7 , e ) — > V ( 7 , e ) # 

par 

M © v i ) = © < * « ; • 

C'est une similitude de rapport UF et l'on vérifie l'égalité 

O l Y,e = l y,eoy,e 
On en déduit : 

c r X ( 7 , e ) < 7 - 1 = X ( 7 , e ) # , 

{aXa-1;X€A{1,e)} = A{1,e)*. 

Mais alors, pour tout Z € p, on a l'égalité /(Z) = I*(aZa 1 ) . Si Z G #ent et 
J(Z) ^ 0, on a aZa~l G gent et, grâce à la proposition VI.3, 

oZo-\L%) C L% , ^ ( 4 ) = L%,. 
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Il reste à remarquer que 
a-\L%) = L"_k,, a-\L'L*„) = OJF

1 L'_k„ . • 

VI.26. Dans la situation de VI. 1, resp. VI.25, on pose R = L'_k,, resp. R = L'_k„. 
On construit comme en III.2 une fonction °f G C£°(g) à support dans k(R) et on 
définit une distribution °(f> G P par 

>(/) = mRT^gW2 f f f(x-1Yx)°f(Y)dYdx 
JG Jg 

pour toute / G C%°(g). On définit une distribution D[T] G V par 

D[T] = 2 - s u p ( f c ' ' f c ' V ( ; c , ' f c / , ) Yl ^ ' e ) / (!>{Xr)dX 

c/. III.8 pour la définition de ô(kf,k"). 
Lemme. — Soit f G C%°(g). Supposons le support de f inclus dans gent. Alors on a 
V égalité 

D[T](f) = >(/)• 

Démonstration. — On suppose pour fixer les notations k' ^ k". Pour 7 G T, e G £ et 
X G A(7, e), on a l'égalité 

(j>{XJ) = f f(x-1Xx)dx, 
JT\G 

où T = Za{X). Le groupe T étant compact, on a aussi 

<l>(X,f) -mes (T ) - 1 / f(x~1Xx)dx. 
JG 

Montrons que 
(1) mes(T) = 2*'. 
On a 

T = j(xj)j=i,...,fc' 5  P o u r T O U T X J ^  E T Ti,j(xj)xj ~  l } -
Posons 

T 1 = {(£j)j =i,...,fc'; pour tout j , X j G 1 + p7,j et T7J(XJ)XJ = l j . 
Alors 

T/T 1 - { ± l } f c \ 
d'où 

mes(r) = 2*' mes^ 1 ) . 
Posons 

t 1 = p ( 7 , e ) 1 n ^ . 
Alors T 1 est l'image de t1 par l'application E'*5. Par définition de nos mesures, 

mes^T1) = mes^ 1). 
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Pour tout i G  Z , on a l'égalité 

p F ( p ( 7 , e ) T n F ( 7 , e ) = p ( 7 , e ) 1 - \ 

D'autre part 
p ( 7 , e ) ° n ^ =  p ( 7 , e ) 1 n ^ . 

On en déduit que 
t1 = {xe t; V F G  t1, V o qg(X, Y) = 1 } , 

d'où 
m e s ^ 1 ) = 1. 

Cela démontre (1). 
Posons 

c = 2-W q6(k',k") ^ 

Grâce à (1) , on a l'égalité 

D[T)(f) = c E <^,e) [ f f(x~1Xx)dxdX. 
7 er , ee£ JMi*) JG 

Cette expression est absolument convergente, d'où l'égalité 

D[T](f)=c E / E * ( 7 > c ) / f(y-lx-lXxy)dXdx. 
YEK{R)\G J K ^ 7ER,ee£ J Ml*) 

Pour Z e g, posons 

J ( Z ) = / V n(Cde) / ^ o ^ ^ ^ l x j d l à . 

En exprimant / par inversion de Fourier, on obtient : 

(2) D[T)(f) = c E / f(-y-1Zy)J(Z)dZ. 

On prouvera ci-dessous 

(3) pour tout Z G  gent, on a l'égalité 

J ( Z ) = 22 f cV*( f c /' f c"> IGiR)]'1 \g(R)\1/2 mes(K{R)yf(Z). 

Admettons-le. Grâce à l'hypothèse sur le support de / , on peut remplacer J ( Z ) par 
le membre de droite ci-dessus dans la formule (2) : 

D[T)(f) = {GiRT^giR^mesiKiR)) E / K-y~l Z yYf [Z) dZ. 

Puis, par inversion de Fourier : 

D[T](f) = IGOR)!"1 IgiR)^2 me*(K(R)) E / î ^ ' 1 Zy)°f{Z)dZ. 
YEK(R)\GJ9 
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Puisque °f est invariant par K(R), on a aussi 

D\T\(f) = \G(R)\-1\g(R)\1'2 £ / / /{y'1 x " 1 Zxy) °f(Z) dZ dx = 

ce qui démontre le lemme. 
Il reste à démontrer (3). Soit Z G gent- Avec les notations de VI . 1 et VI.3, on a 

l'égalité 

J ( Z ) = J2 I^Zx'1). 
xeH\K(R) 

Si Z £ k(R), tous ces termes sont nuls d'après la proposition VI.3 on a aussi ° / ( Z ) = 0 
d'où l'égalité (3) . Supposons Z G k(R). Notons Y \-> Y l 'application de réduction de 
k(R) sur g(R). Pour tout Y G p(-R), posons 

a ( F ) = 5 ] ^ o a ^ Z ^ F z ) . 
xeG(R) 

On a l'égalité 

J ( Z ) =mes(K(R))\G(R)\-1 £ « ( 7 , e ) / a ( X ) d X . 
7 er , ee£ ^ ( 7 , e ) 

En considérant les matrices VI.2 (1) et VI.2 (2) , on voit qu'il existe une graduation 
de g(R) comme en V.7 telle que, pour tous 7 G T et e G £ , on ait : 

• X ( 7 , e ) G ^ ; 2 ) # , _ _ 
• pour tout X G A ( 7 , e ) , X G X ( 7 , e) + > 3) . 

Grâce à V.7 (4) , on en déduit l'égalité a(X) = a(X(j, e)) pour tous 7 G T, e G £ et 
X G A (7, e ) . On a donc 

J(Z)=me8(K(R))\G(R)\-1 £ « ( 7 , e ) a ( X ( 7 , e ) ) . 

Soient 7 G T et e G £ . Rappelons que l'on note e [ X ( 7 , e ) ] la fonction caractéristique 
de l'orbite de X ( 7 , e ) . Il résulte des définitions que 

a ( X ( 7 , e ) ) = | « 7 ( i 2 ) | 1 / 2 | Z G ( i l ) ( x ( 7 , c ) ) | e C X J ( 7 , e ) ] A ( Z ) . 

La partie réductive de Z G ( ^ ) ( X ( 7 , e)) est isomorphe à { ± l } f c + f c " et son radical uni-
potent est de dimension —<5(/c', fc"), cf. II.7. Définissons une fonction (3 sur g(R) par 

P= « ( 7 , c ) c [ X ( 7 , e ) ] . 

On a alors l'égalité 

(4) J ( Z ) = m e s ( l f ( / 9 ) | G ( i î ) r ^ ^ 
Le calcul de /? s'effectue comme dans la démonstration du lemme VI.22. Les espaces 
r' et r" sont du type considéré en II.4. Posons 

°Xf = (2fc', 2h' - 2 , . . . , 2) , ° À " = (2fc", 2fc" - 2 , , . . , 2 ) , 
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notons °£'', °£ " , l'ensemble des familles de formes quadratiques (qi) telles que 

(°X\ (Qi)) G Nil (r ' ) , resp. ( " A " , (qi)) G Ni l ( r " ) . 

Pour 7 G T et e G £, notons x ' ( 7 , e ) , resp. x " ( 7 , e ) , la réduction de X ( 7 , e ) dans 
g ( r ' ) , resp. <7(r"). On calcule 

A ( X ' ( 7 , e)) = ( "A ' , ( « ( ) ) , A ( X " ( 7 , e)) = (°\", {q'!)) 

OÙ 
• pour tout entier i pair tel que 2 ^ i < 2fc', ry(^) = e ; / 2 , 
• pour tout entier i pair tel que 2 ^ i  ^  2fc", 

= ( - l ) f c / ~ f c / , 7 f c / ! . f c / / + i / 2efc ' - f c "+ i / 2 

(il s'agit d'égalités dans o £ / o £ 2 = F * / F * 2 ) . L'application 

r x  £ — > °ë x  ° £ " 

(7 ,c ) H - , ((«{), ( O ) 

est surjective. Ses fibres ont 2k'~k" éléments car les 7 j pour j G { l , . . . , f c ' - /c"} 
n'interviennent pas dans les formules ci-dessus. De plus, pour 7 G T, e G £ et (q[), (q") 
comme ci-dessus, on a l'égalité 

K ( 7 , e ) = 0 s g n ( ( ^ ) ) ° s g n ( f e " ) ) -

D'après II.4 (1) , on a alors l'égalité 

p = 2k'-k" °f. 

Et (3) résulte de (4) . Cela achève la démonstration. • 

V I . 2 7 . Soient (V,qv) un espace symplectique comme en 1.2 et 6 G Q(V). On fixe 
des objets Vb, Vi,R,T et XT comme en III. 1 et III.2 et T comme en IV.1. On a défini 
en III.2, resp. IV.1 , une distribution 0 # ( X r , •)> resp. De[T, X T ] , qui appartient à Vent. 

Proposition. — Pour toute f EH, on a Végalité 

De\r,XT](f) = MXT,f). 

C'est la proposition IV.3 dans le cas symplectique. 

Démonstration. — Si Vb = { 0 } , DQÏJ?,XT\ = </>6 >(Xr,-) par définition. Supposons 
Vb 7̂  { 0 } . D'après le théorème 1.9 (i) , il suffit de prouver l'égalité de l'énoncé pour 
toute / G C(k(Li)/b), i parcourant l'ensemble { 0 , . . . , d / 2 } . Fixons donc de tels i et 
/ . Posons 

Dl = De[Y,XT], D2 = cj>E(XT^). 

L'espace Vb et le couple (A:7, k") faisant partie de la donnée 6 vérifient les hypothèses 
de VI. 1 ou VI.25. On introduit les distributions D[T] et de VI.26 relatives à ces 
données, que l'on note plutôt DQ et D Q . On peut supposer que le réseau R est le même 
qu'en VI.26. 
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Pour x G  G, notons xf l'élément de C£°(g(Vo)) défini par 

xf(Y) = f(x-1(XT + Y)x) 

pour tout Y G  g(Vo). Soit j G  { 1 , 2 } . La fonction 

s — D>0(xf) 

est invariante à gauche par TG(Vo) et, par définition, on a l'égalité 

Dj(f)= f DiU)dx. 
JTG(V0)\G 

Remarquons que D3
0 est à support dans gtn(Vo) : si j = 1, cela résulte du fait que 

pour tous 7 G  T, e G  £, on a A ( 7 , e ) C  #tn (Vo) (avec les notations des paragraphes 
précédents) ; si j = 2, °f est à support topologiquement nilpotent. Notons C l'ensemble 
des x e G tels que S u p p ( x / ) C\ gtn(Vo) ^ 0 . C'est un sous-ensemble de G invariant à 
gauche par TG(Vo) et à droite par un sous-groupe ouvert de G. On a l'égalité 

(1) Dj(f)= [ Di(xf)dx. 
JTG(Vo)\C 

Soit x e C. Choisissons un élément Y G  S u p p ( x / ) n ^ t n ( V b ) . On a XT + Y G  k(x(Li)). 
On a vu dans la démonstration du lemme I I I . 3 que cela impliquait l'égalité 

x(Li) = (x(Li) n vQ) e (x(Li) n v). 

Le réseau x(Li) D  Vo de Vo est presque autodual et le sous-module k{x{Li) D  Vo) 1 de 
g(Vo) est naturellement inclus dans k(x(Li))1. Puisque A d ( x ) ( / ) est invariante par 
ce dernier, xf l'est par k(x(Li) P i Vo)1. Donc xf est à  support dans k(x(Li) f l Vb), a 
fortiori dans ^ent (Vb). Grâce au lemme V I . 2 6 , on a l'égalité 

Dl(xf) = D2
0(xf). 

Cela étant vrai pour tout x G  C, l'égalité D1(f) = D2(f) résulte de (1) . Cela achève 
la démonstration. • 
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CHAPITRE VI I 

DÉMONSTRATION D E L A PROPOSITIO N IV. 3 
DANS L E CA S ORTHOGONA L 

V I I . l . Soient (V,qy) un espace orthogonal comme en 1.2, k',k" G N. On note 
(df,d",r)',rjff) le quadruplet paramétrisant la classe de qy (cf. 1.3). On suppose : 

.d = k,2 + k"2 ; 
• d' = k' mod 2Z, d" = k" mod 2Z ; 
• si d est pair, d' = d" = 0 ; 
• k' ^ fc". 

Pour tout j e { 1 , . . . , &/}, posons 

£(j)=sup(Q,j-k' + k"). 

Fixons un sous-ensemble de V : 

{v'(ij)',j = 1, • • •, fc', * = - i +  1, • • •, j ~ 1, i ^ 0 j 

U [v"(i,j);j = k' - k" + 1,..., k', k',i = -£(j) + 1,.. .,£{j) - M 9e 0 j 

de sorte que les égalités ci-dessous soient vérifiées par tous les couples (i, j ) et (i',f) 
tels que les vecteurs correspondants soient définis : 

qv(v'(i,j),v"(ï,j'))=0, 
. . . . . . \ 

qv[v (i,3),v (i , j )) = 0 I 
si i + i' ^ 0 ou j ^ j ' . 

qv(v"(i,j),v"(ï,j')) = 0\ 

1v(v'{i,j),v'(-i,j)) = 1, 

qv(v"(i,j),v"(-i,j))=u;F
1. 
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Pour tout i G {-k' + 1, . . . , k' - 1} - { 0 } , resp. i G {-k" + 1, . . . , k" - 1} - { 0 } , on 
note Vf[i], resp. V"[i] le sous-espace de V engendré par 

{v%3)'J = \i\ + l,...,k'}, 

resp. {v"(i,j) ; j = k' + \i\ + 1, . . . , k'}. 

On note L'[i], resp. Lff[i], le sous OF -niodule de V engendré par les mêmes éléments. 
On note V[0] l 'orthogonal du sous-espace de V engendré par tous les vecteurs 

ci-dessus. Ainsi qu'il est loisible, on fixe une décomposition orthogonale 

V[0] = V'[0]®V"[0] 

et des réseaux L'[0] C  Vf[0] et L"[0] C  V"[0] de sorte que 

d(V'[0]) = k', d(V"[0]) = k", 

L ' [ 0 ] ~ = Z / [ 0 ] , L , / [ 0 r = p F L , / [ 0 ] . 

Pour tout entier n G { 0 , . . . , k'}, notons A > n l'ensemble des familles 

a = ((a'j)j=n+i,...,k' , (c*j)j=sup(n,k'-k") + l,...,k') 

telles que 
• pour tout j , OL'J,OL" G O £ / O £ 2 ; 

• si n < k' - k", ( - l ) I * " / 2 ] u U - k ^ i <*" = v" ; 

• s i n = 0 , ( - 1 )1*72] n - l 1 ^ = r / / . 
Pour n ^ m, on a une application évidente 

O! ' »  a > m -

Identifions o £ / o £ 2 à un ensemble de représentants dans o£. Pour tout entier n G 
{ 0 , . . . , k'} et tout a G A > n , on construit des sous-ensembles : 

{ v ' ( a , 0 , j ) ; i = n l l , . , t , } c l , [ 0 ] , 

{ î / ' ( a , 0, j ) ; j = sup(n, fc' - k") + 1, . . . , k'} C L " [ 0 ] 

formés de vecteurs 2 à 2 orthogonaux et tels que 

qv(v'(a,0, j ) ) = a'j pour tout j = n + 1,..., /c', 

g v ( i / ' ( a , 0, j)) = w^a" pour tout j = sup(n, A/ - k") + 1, . . . , k'. 

La construction s'effectue par récurrence descendante sur n : les vecteurs 

î / ( a > n + i , 0 , j ) , resp. ? ; " ( a > n + i , 0 , j ) , 

étant fixés pour j ^ n + 2, resp. j > sup(n -f 1, k' - k") + 1, on pose vf(a,0,j) = 
î / ( a : > n + i , 0 , j ) , resp. t>" (a , 0 , j ) = v / / ( a > n + i , 0 , j ) , pour ces valeurs de j ; il reste à 
choisir v'(a, 0, n + 1) et, si n > A/ - fc", î / ' ( a , 0, n + 1) de sorte que les conditions 
ci-dessus soient vérifiées, ce qui est loisible. 

A S T É R I S Q U E 269 



CHAPITRE VI L D É M O N S T R A T I ON D E LA PROPOSITIO N IV.3 , CAS O R T H O G O N AL 1 8 5 

On pose A = *4>o- En particulier pour a G  A, on a fixé des vecteurs vf(a,0, j) et 
v"(a, 0, j) pour j = 1 , . . . , k', resp. j = k' — k" + 1 , . . . , k'. Pour unifier les notations on 
notera vf(a,i,j), resp. v"{a,i,j), les vecteurs v'{i,j) et v"(i,j) précédemment fixés, 
pour i 7 ^ 0. 

On pose 

J = {j G  N; 2 < j ^ k' - k",j = d m o d 2 Z } , 

{ J U  {k' - k" + 1 , . . . , k'}, si d est pair, 

J U  { 1 } U {A/ - k" + 1 , . . . , k'}, si d est impair. 

Pour a e Aet j e J, on note V ( a , j ) le sous-espace de V engendré par 

{v'(a,ij); - j + 1 ^ i ^ j - 1 } U  {v"(a,i,j); -£(j) + 1 < i ^ £(j) - l } , si j ^ J , 

j ) ; - j + 1 ^ i ^ j - 1 } U  {v'(a,i,j - 1) ; -j + 2 ^ i ^ j - 2 } , si j G  J . 

On pose ^ = End(V) et, pour a e A, jj' G  J, g£(aJ'J) = H o m ( F ( a , j ) , 
V ^ a , / ) ) . On adopte des notations analogues à celles de VI . l : pour tout sous OF-
module r de g£, on définit r ; on définit des réseaux Z^, L " et des ensembles h et h1. 
On note iïT le sous-groupe des x e G tels que 

• pour tout i G  Z , x(L<) C L- et x(L'() C  ; 
• les éléments de 0(Lb/L[) et 0(LQ/L'{) définis par x sont de déterminants égaux 

à 1. 

V I I . 2 . Pour tout couple ( a * , a ) e o ^ x o£ , notons B[a*,a] l'ensemble des couples 
( / ? * , / ? ) G  Fq x Fq tels que 

• /?* ^ 0 
• / T 2 â * â + / ? 2 â 2 ^ 0 , 

où les ~ désignent des réductions dans Fq. 
Pour j G  {k' - k" + 1 , . . . , k"} et a', a" G  o£, on fixe des éléments 7 [a' , a"]j G  o£ , 

5 [ a , , a " ] j G  0 ^ et a ^ a " ^ - G  F * tels que 

1[a',a"]j = (-îy+^-ia'ja'jôla^a"}2, 

a [ ^ J ^ ] f + £ « » - 2 = a ; l , 7 [ a , , ^ ] i . 

Soient j G  a * , a G  o£ et (/?*,/?) G  B[ a * , a ] . Supposons / 3 * 2 â * â + (32â2 i F*2. 
Notons E l'extension quadratique non ramifiée de F . On fixe des relèvements de (3 et 
f3* dans oF, que nous noterons encore (3 et /?*, des éléments 7 = 7 [a* ,a , / ? * , / ? ] j G  0 ^ 
et a = a[a* ,a , / ?* , / ? ] j G  F* tels que 

7 2 + 2 ( - l ) ' / 3 a 7 - / F 2 a* a = 0, 

a 2 « " 1 ) = ù ; i r 7 . 
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Soient j , a*, a, /?*, /? comme ci-dessus mais supposons (3*2a* a + /32a2 G F * 2 . On 
fixe des relèvements de /3 et /?* dans O F , encore notés /? et /?*, des éléments 

7 = 7 [ a * , a, /?*, / ? ] , , 7* = 7* ,<*,/?*, / % 

de o£ et 

a = a[a*, a , a * = a*[a*, a , / F , / % 
x 

de F tels que 

7 + 7 * = 2 ( - l ) J - 1 / 3 a , 7 7 * = -P*2a*a, 

a 2 0 - D = a , F 7 j a * 2 ^ - 1 ) = w F 7 * . 

Posons 
f { 2 , . . . , k1 — k"}, si d est impair, 

[ { 1 , . . . , k' — k"}, si d est pair. 

Pour a G A, on note S (a ) l'ensemble des familles j3 = telles que, pour tout 
j G J, G B\ot^_x,cJ^. Pour une telle famille et pour j G J, on pose 

QiW) = (32â'â'i + 82â'2. 

On note S l'ensemble des couples (a , /?) où a G vA et /? G B(a). 
Soient (a , /?) G B et j G 
Si j E {k' - k" + ! , . . . , & ' } , on pose -ya,p,j = 7f[<Xj,ot"]j et a a j j g j =  a[a'pa'-]j. 

On note Faipj l'extension de F  engendrée par aa^j, Pa,p,j l'idéal maximal de son 
anneau d'entiers, F ^ . son sous-corps d'indice 2 engendré par a^pj, Ta,pj l'élément 
non trivial de Gai ( F a ^ j / F^ On pose V(a,/3,j) = Faipj que l'on munit de la 
forme quadratique qy(a,pj) définie par l'égalité : 

qv(a,pj)(v,v') = [Fa,p,j : F] 1 t r a c e F a ^ . / ^ ( r ^ ^ j ^ ) ^ ^ ) . 

On définit comme en VL2 l'algèbre F ( a , /?, j ) C p^(V(a , /?, j ) ) et des objets /?, j ) , 
p(a, /?, J ? , ^ 4 ( a , /?, j) = g(V(a, / ? , i ) ) fl [ X ( a , /?, j ) + p(a, /?, j ) 2 ] . 

Si j G J et £ F * 2 , on pose 

y s,B,j = [y s,B,j], ss,B,j = s[s'j-1, s'j,Bj1,Bj]j. 

On définit comme ci-dessus Fajpj etc. mais la forme qv(a,p,j) e s t maintenant définie 
par l'égalité 

qV(a,PJ){v,v') = 

[Fa,pj 'F] 1 t r a c e F a / 3 . / F ( r ^ p d ( v ) v f 2 j a : p d ( ^ p j + ( - l ) ' / ^ - ) 2 ) 

(Remarquons que [ F a ^ j : F ] = A(j — 1)) . 
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Si j e J et qj(/3) G F * 2 , on pose 

Ys-sj= Q>[oij-i,OLj,Pj-i,\j 

Va&j-l = 7 * K_I, CLj, , J , 

aQ,(3,j = Q>[oij-i,OLj,Pj-i,Pj\j et 
sfk j-= Q>[oij-i,OLj,Pj-i,Pj 

On définit comme précédemment Fa^pj, Faipj-i etc. On 

V(a,pJ) = Fa,p,j-i ® Faipj, 

que l'on munit de la forme qv(a,pj) définie par l'égalité : 

QV(oc,p,J)(VJ-i ® Vj^j-i 0  V j ) = 

2^- ^ ^ t r a c e F a ^ ( R A ^ - I ^ - I ) ^ . ! 7 a , / 3 , J - L ^ ( 7 a , / 3 , I - L ~  7a,pj)~^ 

+ t r a c e F a > / 3 j / F (ra^jiv^Vjja^ja^^j - 7 < * , / 3 , j - i ) * ) 

L'algèbre Fa^pj-i 0  se plonge naturellement dans g£(V(a, P, j)). On note son 
image F(a1p,j) ; X(a,P,j) celle de aaipj-i^aa,pj ; pour tout i e Z , p(a,/3, j ) z celle 
de P * A , W - I epUi î M<*,PJ) = 9(V(a',PJ)) H /?, j ) + p(a, Ai) 2 ]-

Si d est impair et j = 1, on pose F A ^ 5 I = V^a, /? , 1) = F que l'on munit de la 
forme quadratique qv(a,p,i) ainsi définie : 

QV(a,p,I)(V,V') = a[vv'. 

On définit de façon évidente F(a,P,l) et p(a,/3,1)* pour tout i e Z. On pose 
X(a,p, 1) = 0, A(a,P, 1) = { 0 } , aa,p,i = 1. Remarquons que # ( V ( a , / 3 , 1 ) ) = { 0 } . 

On pose 

V(a,/3)= ©  V(a,/3,j) 

que l'on munit de la forme qv(a,p) somme orthogonale des précédentes. On définit des 
objets F ( a , / 3 ) , X(a,P), p(a,P)\ A(a,P), sommes sur j des précédents. 

On définit un isomorphisme (pa,p : V ( a , P) —• V de la façon suivante. Soit j G 
{/c' - fc" + 1 , . . . , A;7}. Notons S = ô^a'!],. Pour z G { - j - 2^(j) + 2 , . . . , j - 1 } , on 
pose 

f (-l)JS7-^ja'jv"(a,i+j + e(j) -

V<*AAA,p,j) = 

si - j - 2 £ ( j ) + 2 < i < - j - ^ ) + l, 
(-iy+jô-1v"(a,i + j + e(j)-i,j), si - j - e ( j ) ^ i ^ - j , 

v'((a,i,j), si - j + 1 < i < 0, 

, (-l)*a'V(a,i,j), s i l ^ i ^ j - 1 . 
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Soit j G Jsupposons qj((3) £ F* 2. Fixons S G tel que S2 = ĉ -, posons 
e = ( — l ) * 7 - 1 ! ^ j/3j-i®fj-ià- Alors {£,e} est une base de OE sur OF - Pour i G {—j + 
l , . . . , j - 2 } , on pose 

S s , O ( s ' s , O , j ) = / r i x  f  S l - J + 
[ (-l)*a-v s i 1 < z ^ j - 1, 

<P*A£aa,/3,j) 

- 0jp-\vf(a, -j + 1, j ) +^ 1
i 87_ 1

1 t ; , (a, j - 1, j ) , 
si i = - j + 1, 

v(a,i,j-ï), si - j + 2 < i ^ 0 , 
k ( - l ) ' a ; _ 1 i ; , ( a , i , j - l ) , si 1  <t < j - 1 . 

Soit j G JT, supposons qj((3) G F* 2. Pour i G { - j + 1,..., j - 2}, on pose 

/ 1 . _ 
-? / (a , - j -h 1, j ) + w F a ^ a ^ - i -  7a,^,j) v'(a, j - 1, j ) , 

si Z  = + 

Ss,O(s's,O,j)= < (7a,/3,j - 7a,/3,j-l) _ 1 [7a,/3,i ̂ (a, 2, j ) 
+ ( - i y - 1 ^ _ 1 a ^ , ( a , i , j - l ) ] , si - j + 2 ^ i < 0 , 

(-l)'(7c,/3J - 7 a , ^ - L ) " 1 K ^ ^ ^ ' Î ; / ( A ' I ' ^ ) 
+ ( - l ) ^ - 1 ^ _ 1 ^ a ; _ 1 ^ ( a , z , j - l ) ] , si 

<P<*Aaa1/3,j-l) = 

- t / ( a , - j + l , j ) 

-h (~l) ia;^1a^(7a, j9,j -7a,/3,j-i)~ 1v /(û;,i - 1, j ) , 
si i = - 7  + 1, 

(7a,/3,j-l ~la,(3,j) 1 [la,[3j-iv'(a, i, j) 
+ ( - i y - 1 / î j _ 1 a > , ( a , z , j - l ) ] , si - j + 2 < i < 0 , 

(-l)*(7a,/5,i -7a,/3,j-l) 7a,)9,j-l ̂  (<M,j) 
+ ( - i y - 1 / 3 j _ i a ; . ^ _ 1 ^ , ( a , i , j - l ) ] , si l < i < j - 2 . 

Si d est impair, on pose (paAa<*,P,i) — ^(«,0,1). 
On vérifie que <paj/g identifie q v à <2V- On identifie ^ à /?)) grâce à cet 

isomorphisme. Remarquons que pour tout j G J, ipa,p(V(a, /?, j)) = V(a,j). 
Soit j G — k" + 1,..., A;'}. La matrice de X(a,f3,j) dans la base 

v'(a,j - 1, j ) , . . . , t/(a, 1 - j , j ) , - 1, j ) , • • •, *>"(<*, -^0') + U ) 
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de V(a,j) est : 

' 0 - 1 0 0" 

: - 1 : 

! -a> \ 

: 1 : 

: '•. 1 : 

: - 1 : 

: - 1 : 

: -a" : 

: ' - . 1 0 

0 1 

_-LÛF6 0 0_ 

Soit j G  J. La matrice de X(a,PJ) dans la base 

v'(aj - 1, j ) , v\aj - 2, j - 1), v'(a,j - 2J),..., i / ' (a, l,j - 1), v ' ( a , 1J), v'(a,0J), 

v'(a, 0, j - 1 ) , . . . , v'(a, -j +  2 , j ) , v'(a, -j + 2, j - 1), v ' ( a , - j + 1, j ) 

de V(a,j) est : 
• si j = 2, 

(2) 

' 0 -a'2 0 0" 
C J f / 3 2 0 0 1 
uFf3i 0 0 0 

0 — OJFP2&2 -WF/3I&I 0_ 

• si j > 3, 
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' 0 0 -1 0 0" 
: : : -10 : 
: : : 0 -1 : 

: : : -10 : 
: : : 0-1 : 
: : : 0 - a ^ : 

(3) 

: : : - a ) 0 : 
: : : 10 : 
: : : 0 1 : 
0 : : 1 0 : 
0 : : 0 1 : 

UJFpj 0 0 1 
UFPJ-I 0 0 0 

0 -wF(3j-i-uFPj 0 0 0. 

Pour (a (3) G  B et j G  J, posons : 

' ( < Z + l ) ( g - 3 ) , si F** et - a ; a ; _ ! ^ o ^ , 

(a 0) = J { q " 1 ) { q " 3)' 81 q M * Gt " a^'"1 * 
| ( < Z - 1 ) ( « + 1 ) , si <&(/?) G F f et - a ^ G o * 2 , 
, ( 9 - 3 ) ( g + l ) , si (/,•(/?) £ F f et - a j a ' e o j 2 . 

On définit une fonction K : B —> C par 

K(a,/Ï) =  ( n 0 W ) ) ( fl sgnK-)''-*' ) (  fl s§n(a")J-fc') 
pour tout (a,/3) G  S. Pour tout tel ( a , / ? ) , on munit A ( a , / ? ) d'une mesure déduite 
d'une mesure de Haar sur g f l F(a,/3) telle que mes( A(a, (3)) = 1. 

V I I . 3 . On définit une fonction / : g — > C par l'égalité 

/ ( Z ) = / > « ( a , / ? ) / ipoqg(Z,x-LXx)dXdx 
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pour tout Z G g. 

Proposition. — Soit Z G gent> Supposons I(Z) ^ 0. Alors Z(L'_k,+1) C L'_k,+1 et 

Z ( L " f c / / + 1 ) C L" f c / / + 1 . 

La démonstration occupe les paragraphes VII.4 à VII.24. 

V I I . 4 . Considérons les données suivantes : 
• un entier b G { 0 , . . . , k'} ; 
• pour tout a G A et tous j,f G J avec j 7 ^ j , une suite ( r ( a , j 7 , de réseaux 

de giiaj'tfinh1; 
• pour tout a G «4 et tous j , j 7 G J ' avec j ' ^ j , un sous-o^-module m(a,j',j) de 

0 * ( a , j , , j ) n f t ° ; 
• un sous-ensemble J C J ; 
• pour tout a € A et tout j G J , un réseau s(a,j) de g£(a,j,j) ; 
• pour tout a G i , un sous-groupe fermé M (a ) de i f . 

On impose à ces données les conditions (H'O) à (H'12) suivantes. 

(H'O) Si d est impair, 1 G J . 
Pour tout a G A et j G J, on pose 

A ( a , j ) = l j (̂<*>)M-
/3€B(a) 

A l'exception de (H'5) et (H'10), les conditions (H 7 1) à (H'11) s'obtiennent à partir 
des conditions (Hl ) à ( H l l ) de VI.4 par le procédé suivant : 

• on fait précéder ces conditions de « pour tout a G A » ; 
• on glisse a dans les notations ; 
• on remplace { 1 , . . . , kf} par J. 

Idem pour les définitions. Par exemple 

(H'3) pour tout a G A, tous j , j ' G J avec j f > j ou j ' — j £ J et pour tout i ^ 1, 
l'ensemble X ' r ( a , j f e s t indépendant de X' pourvu que X' G A(a,j'). 

Et, sous ces hypothèses, on note cet ensemble s(a,j',j)i. 
Les conditions (H5) et (H10) deviennent : 

(H 7 5) pour tout (a , (3) G tout j G J - J et tout i ^ 1, 

K < * , j , j ) i = [ r - ( a , j , j ) i n F ( a , i 8 , J r ] 0 [r (a , j , j)i H F ( a , /3, j ) ] ; 

(H 710) l'une des conditions suivantes est vérifiée : 
• pour tout a G A et tous j,f G J avec f ^ j , la suite ( r (a , j 7 , j ) * ) ^ i est 

stationnaire ; 
• pour tout a G A et tous j , j 7 G J avec j 7 > j et, si d est impair, ( j f 7 , j ) 7̂  (1 ,1 ) , 

on a s ( a , j ) o o = { 0 } . 
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Pour a G w4>6, on pose 

A\s = { a G A; a > b = a } , B| s = { ( a , / ? ) G B; a > b = a}. 

On ajoute la condition 

(H / 12) pour tout a G * 4 > 6 , les ensembles r ( a ) i , r(a)oo? s(a)oo et M (a ) sont 
indépendants de a pourvu que a G A\â. 

V I I . 5 . Le lemme V L 5 reste vrai, mutatis mutandis. 
Soit a G A>b- D'après (H'12) , on peut noter r ( a ) i , r (5)oo, s ( 5 ) i , 5(2)0 0 et M (a) 

les ensembles r ( a ) i etc. pour n'importe quel a G A\s. On définit les groupes R(S)i 
et ^ ( 5 ) 0 0 comme en VI.6. Pour Z e g, posons 

J i ( a , Z ) = / V « ( a , / ? ) / ipoqg(Z,x-1Xx)dXdx. 

Si r (5)o o D  g est ouvert dans g, on définit de même i o o ( 5 , Z ) . 

Lemme. — 5oi£ S G «A>6- .Dons /e cas où r(5)oo fl # est ouvert dans g, on suppose 
vérifiée l'implication : 

Z egent et 100(5 ,^ )^0 = > Z G p F s ( 5 ) ~ n # . 

On a a/ors en £on£ cas l'implication : 

Z egent et I1(û,Z)^0=> Z epFs(â)ï Hg. 

Démonstration. — La démonstration est analogue à celle du lemme VII.5. Les en
sembles Mo et M _ i et les termes Jo(Z) et J-i(Z) sont définis comme dans cette 
démonstration. Pour i ^ 1 et a e A\à, on pose 

M(a)i = | x G M ( 5 ) i î ( 5 ) i ; x Z x " 1 G pF s ( a ) ^ PI g et x Z x - 1 p F s (a )~j , 

J i ( Z ) = E  *(aiP) [ [ ^oqg(Z,x-1Xx)dXdx. 

Le reste de la preuve est sans changement. • 

V I I . 6 . Pour j G JT, on pose 

( 0 , si j g j , 

U, S 1 J G J . 
Soit i G {-k1 + £(&') + 1 , . . . , k' - e(k') - 1 } . On définit un sous o F - m o d u l e C'[i] de 
V : 

• si \i\ + 1 £ J", c'est le module engendré par {v'(i,j);j = \i\ + l , . . . , f c ' } , Le. 

= L'[{\ ; 

• si \i\ + 1 G J ' , c'est le module engendré par {v'(i, j ) ; j = |i| + 2 , . . . , k'}. 

Soit i G { - f c " - e(Jfe') + 1 , . . . , k" + £(*/ ) - 1 } . On définit un sous o F - m o d u l e C"[i] de 
V : 
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• si i ? 0, C"[i] = L"[i] ; 
• si i = 0, c'est le module engendré par L"[0] et par l'ensemble 

K V ( j -  l,j) ;  i G J} u {</(! - j , j) ; j e j } . 

Pour n G Z , on pose 

£ » = ( © £ ' ( * ] W 0 pF£[i\)®(®pF£"[ï\), 

C = ( © £ ' w W © £ " [ * ] W © 
\ i /  \  * >n /  \  ? : < n -l / Remarquons que l'on a les égalités 

ni ___ ^—i /•/ /»// _ w/ 

Soit a  e A Pour j € j , j ^ l e t n £ {-j - e(j) - 2l(j) + 2 , . . . , j - s(j) - 1} , 
posons 

n _(C'nn V(a,j), si - j + e(j) + l ^ n ^ j - e(j) - 1, 
K J ~ { C^-MC;)-! n y ( « . i)> s i ~ J - - ^ 0 ' ) + 2 < n < - j + s(j). 

Pour n G Z , écrivons 

n = a (2 j + 2*0') - 2) + 6, avec a G Z et 6 G { - j - e(j) - 2£(j) + 2 , . . . , j - e(j) - 1} 

et posons 
PaJ — PFPaJ' 

Si d est impair, on pose 

PS.I=PÏ-« ,(«.O,I: 
pour tout n G Z. Il est plus parlant de remarquer que pour tout /? G 2?(a), tout j € J 
et tout n G Z , on a l'égalité : 

n =  f  ^(PS,^-), si j £ J, ou si j e J et <&(/?) g F * 2 , 

P * ' J 1  ^,/3(pS,W-i ep2 iW), si j G J et <fc(/?) G F f . 
D'autre part : 

( i ) PF(PlJrnv(a,j) = p 1
a j . 

Soient e J et i e Z. On note h(a,j',j)i l'ensemble des Y G g£{a,j',j) vérifiant 
les conditions suivantes : 

• si j ^ f, 

(2) n p S , ; ) C p y + ' W ) - i \ pour tout n tel que 

-j - 2i(j) - s(j) + 2^n^-j + e(j), 

(3) Y(p2j) C pn
ay, pour tout n tel que - j + s(j) + 1 < n < j - - 1 ; 
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• S i j > j ' , 

(4) y ^ n - i - j ' - ^ j ' î + i + Z O ) ) c p - n ? p Q U r t o u t n ^ ^ 

-j' ~ 2£(j') ~ e(j') + 1 < n < - f 4 " 1 > 

(5) ^(Pâ ,r') c Pâ,i' » P ° u r t o u t n t e l ^ u e - f + < ^ < / - - 2. 

Remarquons que si j ^ j ' et y G h(a,j',j)i, on a en fait les inclusions (2) pour 
tout —j — 2£(j) — e(j) + 2 et (3) pour tout n > — j 4 4 1 . Idem, si j > j ' , on a 
les inclusions (4) pour tout n > —f — 2£(f) — e(f) + l et (5) pour tout n > —jf + £{j')-

Si j = j ' , les relations (2) et (3) sont équivalentes à 

Y(Paj) CPaV Pour tout n G Z . 

Pour tous j , j ' , et tout i, on a l'égalité 

h(a,j,j')i = h(a,j'J)*. 

On pose 
h(a)i= 0 h(a,j'J)i. 

D'autre part, on pose 

hc = {Y S V n 6 Z , C £'„, F( 4 0 c , 

4 = { y e  ^ ; v  n e z , c  c'n+1, Y ( C ) C  £ ^ + 1 } . 

Lemme. — Soit a e A. 

(i) Soient j,f e J, i e Z, X' e A(a,j') et X e A(a,j). Supposons j ' > j et, si d 
est impair, j ' ^ 2. On a Végalité 

X'h(a,jf,j)i = h(aj'J)i+i 

et l'inclusion : 

h(a,j',j)iX C ft(a,j', j ) ; + i . 

(ii) On a /es égalités h(a)o = hc, h(a)i = hl
c. 

(iii) Poîxr i e Z, on a Végalité h{a)\-i = pF (̂̂ )r* 
(iv) Po^r fo-us j£j,ieZet(3e B(a), on a V égalité 

h(aJJ)i = [h(aJJ)inF(a,l3J)~] 0 p ( a , / ? , j ) \ 

V I I . 7 . En particulier, pour tout a G A, on a les inclusions 

h(a)0h(a)o C ft(a)o, h(a)0h(a)i C fe(a)i, ft(a)ife(a)o C h(a)i. 

Lemme. — Soient a e A, G J et u,v G N. 

(i) 5z f < sup( j , j " ) , on a l'inclusion 

h{a,j",j')vh(a,jf,j)u C h(a, j " , j)u+v. 
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(ii) Supposons j ' > j " ^ j . Si j " ^ 1 ou si d est pair, posons 

m = sup(u + v + f + t(j") - j ' - + - W - + 1)> 

n 2 = sup(u + v +  2 j " +  2 *( j " ) - 2 / -  2 £( j ' ) , f +  2 *( j " ) + e t f " ) - j + , 

ns = u + v, 

n4 = 2j" + 2£(j")-l, 

N = i n f ( n i , n 2 , n 3 , n 4 ) . 

Si j " = j = 1 et d est impair, on pose 

0, siu + v = 0, 

JV = < 1, 5 t 1 ^ w + v < 2 / + 2£(j') - 2, 

^ 2 , si 2jf + 2£(f) - l ^ u + v. 

Alors on a l'inclusion 

h(aJ"J')vh(aJ'J)u C  h(a,j"j)N. 

V I I . 8 . Soient a G A, j,f e J et i e Z. Si d est impair, on suppose j ^ 1, j ' ^ 1. 
On note h#(a,j',j)i l'ensemble des y G g£(a,j',j) vérifiant : 

• si j G et j < / , l'inclusion VII.6 (3) pour - j + 2 < n ^ j - 2 ; 
• si G J et j > j ' , l'inclusion VII.6 (5) pour - f + 1 ^ n ^ / - 3 ; 
• si k' - k" -f 1 ^ j f < / , les inclusions VII.6 (2) pour - j - 2£{j) + 2 < n < - j - 1 

et VII.6 (3) pour - j + 1 ^ n < j - 2 ; 
• si k' - k" + 1 < f < j , les inclusions VII.6 (4) pour - f - 2£{f) + 1 ^ n < - f - 2 

et VII.6 (5) pour - f ^ n ^ f - 3. 
On a l'égalité h#(a,jj')i = h#(aJfJ)*. 

Lemme. — Soient a e A, j,jr,j" G J et v G N. Supposons j ' > j " > j si est 
impair, j ^ 1. .Si j G JT, posons 

n\ = u -f 

n 2 = sup(u + v -f j " + - f ~ tti'), J" ~ <J") ~ J + 2 ) , 

n 3 = / ' + * ( / ' ) - . / + 2 , 

TV = i n f ( n i , n 2 , n 3 ) . 

5i j ^ kf - k" + 1, posons 

ni = tx + i>, 

n 2 = j " - j + 2 , 

TV = i n f ( n i , n 2 ) . 
Alors on a l'inclusion 

HaJ"J')vh(<xJ'J)u C  h#(a,j",j)N. 
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V I I . 9 . Soient a G A et j,f G J . Notons t*(aJfJ) l'ensemble des Y G g£(aj',j) 
vérifiant les inclusions 

Y(p-irU)) c p - ^ s i j ' ) + i , Y(PZ+£{J)+1) <= P Z ^ U ' ) + 2 , 

Notons 0#(a,j',j) l'ensemble des Y G g£(ct,j',j) vérifiant les inclusions 

Y(PZ+£U)) C P ^ £ ° " ) + 2 , Ytf-^-1) C P Î J , « ° ' ) + 1 • 

On a les égalités 

t*(*JJ')=t*(*J',j)*, 0*{a,j,j') = 0*{a,j',jy. 

Si i n f ( j , / ) £ J , on pose 

t(aj'j) = t # ( a , j ' , j ) , 0 ( a , j ' , j ) = 6*{aj',j). 

Si mî(j,j') G posons n = in f ( j — e(j),jf — On note t{a,j',j) l'ensemble 
des Y G g£(a,j',j) vérifiant les inclusions : 

np;rw )) c > Y(PZ+E{J)+1) C  P - ^ 2 , 

YWJ) c  p i ' , / 0 " ' , c  P { 7 ° " ) + 1 • 
On note 6(a,jf,j) l'ensemble des Y G g£(ct,j',j) vérifiant les inclusions : 

Y(PZ+£(J)) C  P - > + 2 , npSj 1) c  P { , 7 ( / ) + 1 . 
On a les égalités 

t(a,j,f) = t(a,j',j)*, 6(a,j,j') =  fl(a, j'.j)', 

et les inclusions : 

(1) *(a , j ' , j ) C t # ( a , j ' , i ) , 0 ( a , / , j ) C 0*(a,j\j). 

Supposons f > j , soit i un entier ^ 1. On vérifie les propriétés suivantes : 

(2) si j € J et i ^ j ' + ^ ( / ) - j + 1, ou si j^k' -k" + 1 et i ^ j ' - j + 1, 

h(a,j',j)i C t(a,j',j), h(a,j',j)i+1 C 6(a,j',j); 

(3) si j € J et j ' - e ( j ' ) - j + 2 s$ * < / + - j + 1, 

Ha,j',j)int(aJ,j) = {Y € ^ ( a , j ' , j ) , ; y ( p ^ + 1 ) C p^+ 2 } , 
ft(a, j ' , ne(a,j',j) = {Ye h*(a,j',j)i+1;Y(pZ+1) C p ^ t 3 } ; 

(4) si j G J et 1 < * < j ' - - j + 2, 

h(a,j',j)int(a,j',j) 

= {Y e  h * ( a , f , Y ( p Z + 1 ) C  p ^ t 2 , r ( P Ï ? ) c  P Î J , ^ } , 

h(a,f,j)i+i r\9(a,j',j) 

= { y € h*M,j)»i; Y(PZ+1) C  P^ 3 , r(pi^) c P{ , 7 ° " ) + 1 } ; 
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(5) si j ^ k' - k" + 1 et l ^ i ^ j ' - j + l, 

h(a,j',j)int(a,j',j) = {Y e  h#(a,j',j)i;Y(p^j) c  p^ , + 1 , y ( ^ ) C  p^ , } , 

KaJ,3)i+ine(a,j',j) = {Ye h#(a,j',j)i+1;Y(p-^) C p^+ 2 , Y ^ 1 ) C  p^, 1 } ; 

(6) si j e J et 1 < i ^ j' + e(j')-j + 1, ou si 
j>k'-k" + l et + 

h(a, j ' , j)i n t ( a , j " , j) = h*(a, f , j)t n t(a,j',j), 

h(a,j',j)i+1r\e(a,j',j) = h*(a,j',j)i+1r\e(a,j',j); 

(7) si j = 1 et d est impair, 

* ( " , / , 1) = M")/) 1)sup(l,j'+2<(j')+e0-')-l) ' 
j ' , 1) = M a>/> l)sup(2,j'+2i(j')+e(j')) • 

Il résulte de (2) et (7) que 

(8) pour tout j e J, h(a,j,j)i C  t(a,j,j). 

Lemme. — Soient a e A et € J. 

(i) On a l'inclusion 

(h(a,j",j')1nt(a,j",j'))(h(a,j',j)lnt(a,j',j)) C 6(a,j",j). 

(ii) Supposons j f ^ j et, si d est impair, j f > 2. Soient i un entier ) l , l G j 4 ( a , j ) 
e£ X 7 G j4(a, j'). On a Végalité : 

X'{h{a, fj)i H t (a , / , j)) = h(a, j ' , fl 0 (a , j ' , j ) 

e£ l'inclusion 

(h(aj'J)int(aJ',j))X C ^ / j ' ^ i n ^ , / , ] ) . 

(iii) Soient u,v deux entiers ^ 1. Supposons j ' > j " ^ j et, si d est impair, j ^ 2. 
Définissons N comme dans l'énoncé du lemme VIL8. Alors on a l'inclusion 

(h(aj'\j')vnt(aj',,j,))(h(a,j,J)unt(a,jfJ)) C h(a,j",j)NnO(aj",j). 

Démonstration. — Démontrons (i). Par adjonction, on peut supposer j " ^ j . On a 
l'inclusion évidente 

t*(a,j",j')t#(a,j',j)c6*(a,j",j). 

Si j £ J', 6(a,j",j) = 0#(a,j",j) et l'assertion de l'énoncé résulte de (1). 
Supposons j G J, soient Yf G h(a,j"J')1nt(aJ"J'), Y G h(a,/, j ) i nt(a, j ' , j ) . 

Comme ci-dessus F ' y G 6#(a,j"Pour prouver que y y G 0(a,j"J), il suffit de 
prouver l'inclusion 

(9) Y'Y(p-^)cp-^3-
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Supposons f > j. Puisque Y G t(a,jf,j), on a 

np^t2)cP^2, 
Puisque Y' G h(a,jn,jf)\, on a 

n p ^ t 2 ) c P ^ 3 , 
d'où résulte (9) . 

Supposons j' < j et, si d est impair, j' ^ 1. Pour les mêmes raisons, on a : 

Y(PZ+1) c  pyf2, Y'(PZ/2) C P7^ C p~$ 

d'où résulte (9) . 
Supposons enfin d impair et j' =  1 . Puisque Y € h(a, on a 

Y(p0
a,j) CpiA = p F p ° , ! 

d'où 
Yp0

aj) CpA =p 

Puisque Y ' G h(a,j", l ) i , on a 

n p ° , i )cpi , „ c p - ^ t 3 , 

et (9) en résulte. Cela démontre (i). À l'aide de (i) , les assertions (ii) et (iii) s 'ob
tiennent comme (i) et (iii) du lemme VI.10. • 

V I I . 1 0 . Pour tout z G Z, notons h1 l'ensemble des Y G g£ tels que, pour tout n G Z : 

Y')tp °,i)cpi,„ cp-^t3, 
Soient a G *4 et G J7\ On pose 

On a les égalités 

h(aJ'j)i=ge(a,j'J)nhi. 

h(a,j,j'y = (h(a,j',j)Y, 

pF(h(a,j,j')ir = h(a,j',j)1-i, 

hl= © h(a,j',j). 

Si j ^ pour tout n £ Z, on a les égalités : 

n V(a , j) =  Cn n  f (a , j ), Ll n V ( a , i) =  C n  V( a , j). 

Ces termes sont décrits en VIL7. 
Si j G J, pour tout n G Z, on a les égalités : 

L Î , n V ( a , j ) = 

' pFv'(a,-j + l,j) + p{tj C p{J =C'nn V(a,j), si j < n , 

| j ^ = £ ; n % i ) , s i - j + 2 < n ^ j - l , 

o F « ' ( a , - j + 1 , j) + p"? = > p -f =  C'n n V(a, j ) , 

si n < - j + 1 ; 
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m „ , - x „  •  ,  - x -j+2 j ^PAT = C'^V(a,j), s i l ^ n , 
L';nV(a,j) = oFv'(a,-j + l,j) + p a ; 2 \ J 

{ c p a
+ l = C';nV{a,j), s m ^ O . 

On déduit de ces formules les égalités suivantes : 
• si k' - k" + 1 < j ^ f, 

(1) h^j',!)1 =h{a,j',j)i; 

(2) hiaj'j)1 Dt(a,j',j) = {Y€ h{a,j',jf \Y{v'{a,j - l,j)) G p j
a J , , 

Y(v"(a,£(j)-l,j))ep-i;,+1\; 

., ., 2 (h(a,J ,3)2, si j < j , 
(3) h(a,j',3)2 = \ . . . 

hw(a,j,j)2 D h(a,j,j)2, S I J = J ; 

(4) / i ( a , i ' , i ) 2 n ^ ( a , j ' , j ) = h(a,j',j)2nO(a,j',j) 

= {Y G % / , i ) 2 ; y ( % j - 1, j)) € p {+\ Y(v"(a,ê(j) - G p - ^ ,+ 2 } ; 

• si j G J et j ^ j ' , 

(5) h(a,j',jy est l'ensemble des Y G gê(a,j',j) vérifiant les conditions : 

, i f  - 3 + 2 < n < J - 1) si / > j , 
• y(t>2 C p " v\ pour tout n tel que < 

\ - j + 2 < n ^ j - 2 , s i / = j , 
• r («'(«, i - j , i ) ) e p ^ t 2 , 
• si f = j , Y(v'(a,j - l,j)) G pFv'(a,l-j,j)+pJ

aJ, ; 

(6) h(a,j',j)2 est l'ensemble des Y G g((a,j',j) vérifiant les conditions : 

• Y(p2 ,) C p™+2, pour tout n tel que 
' - j + 2 ^ n < j - 1, si f > j , 

- j + 2 ^ n ^ j - 3 , si j ' = j , 

.Y(v'(a,l-jJ))ep-i;3, 
• si / = j , Y ( V ( a , j - 2 , j ) ) , Y (y'(a, j - 2 , j - 1 ) ) et y ( V ( a , j - 1 , j ) ) appartiennent 

tous trois à pFv'(a, 1 - j,j) +  p^- ; 

(7) HaJ'jfntiaJ'J) = {Ye h*{a,j\3)i\Ytf-J) C  p { / / } , 

y ( V ( a , 1 - j , j)) G p^ J K ^ j - l, j)) e P 2 ^ ( / ) - J } ; 
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(8) hiaj'j)1 n  t(a,j',j) = | y S h{a,j\jf ; Y(v'(a,j - l,j)) € p2//2^ j 

Y(v'(a,j-2,j-l))\ 
1 e Pi/ 

(9) h(a,f,j)2ne(a,j',j) =  | y e  h*{aj'j)2;Y(p>a-?) c  p { , 7 ( Y ) + 1 , 

y ( t / ( « , i-j,j)) €  p ^ , y ( t / ( a , j - i,j)) e 

(10) 

h(a,j',jf n  0 (a , j ' , j ) = j y e  fc(a,  j ' , j ) 2 ; y (t / ' (a, j - 1 , j ) ) € 

y ( t / ( a , i - 2 , i - l ) ) l p . , _ £ ( / ) + 1 

y ( « , ( a , i - 2 , j ) ) J Q , / 

• si d est impair et j = 1, 

(11) M a , / , ! ) 1 = M<*, / , l ) i î 

(12) M a , / , l ) 1 n  t(a, / , 1) = h(a, j 7 , l ) S u P ( i j ' +2* ( j ' )+£0 ' ' ) - i ) ; 

l / ., - f h ( a , / , 1)2, s i / > l , 
( 1 3 ) M a , / , 1 ) 2 = { - n . , , n . 

^ / i ( a , l , l ) i , si j = 1; 

(14) M<*,/, l ) 2 H 0( a , / , 1) = M a , / , l )su P (2j '+2*(j ' )+e(i ' ) ) • 

Lemme. — Soien* a G A j , / , j " e j , X e A(aJ) et X' G A ( a , / ) . 

(i) On a /es inclusions : 

X'h(a,j',jy\ ., 

h{aJ,3)lX J 

si j ' > j , on a l'égalité 

X'h{a,j',j)1 = h(a,j',j)2. 

(ii) On o l'égalité 

h{a,j',jf nt(a,j',j) = h(a,j',j)! Dt{a,j',j). 
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(iii) Supposons f ^ j . On a Végalité 

X'(h(a, j'J)1 H j'J)) = h{a, j'J)2 n 0(a, j'J), 

et l inclusion 

(h(aj'j)1 H t(aj',j))X C h(a,j'j)2 H 0(a , j ' , j ) . 

(iv) Sz j e J, on a Végalité 

HaJJ)1 nt(aJJ)Pig = h{aJJ)1 f l g. 
(v) Sï j £ J et j " ^ j ^ j ' cm sz j E J et j " ^ j > j ' , on a les inclusions : 

hWJfhM,!)1 c hWjfntiaJ'j), 
hiaj'jyhiajj)1 C h(a,j",j)2ne(a,j",j). 

(vi) Si j ' > j , on a l'inclusion 

h(a,j',j)°h(a,j,j)2 C h(a,j',j)2ne*(a,j',j). 

Démonstration. — D'après (1) , (5) et (11) , on a l'inclusion 

h(a,j,j)i C h{a,j,jf. 

En particulier X e  h(a,j,jy. À l 'exception de ( iv) , les assertions de l'énoncé se dé
duisent des formules (1 ) à (11 ) et des lemmes VII .6 et VII.9 par des calculs standards. 
Démontrons ( iv) . Soient jeJetYG h(a,j,jy fl g. On a : 

v'(a,j-2,j-l) I 
« ' ( a , j - 2 , j ) 

. e i ; _ 2 n % i ) , 

v'(a,j -l,j)EL'nV{a,j). 
D'où 

Y(v'(a,j -2,j -1))) , , , . 
v ' o h n i - 2 n n « , i ) ) c L _ 1 n y ( a , i ) = P ^ 1 , 
Y ( v ( a , j - 2,3)) ) 

et 

R ( « ' ( a , j  -  1, j )) e  F ( ^ - i n  ^ ( a , j )) c  Z , ; n V(a,j) = ppL'^ n  V ( a , j ) 

= pFv'{a,l- 3,j)+pj
aj. 

Puisque F € g, on a 

qv(Y(v'(a,j - l,j)), v'(a,j - l,j)) = 0. 

La composante de Y(v'(a,j — l,j)) sur v'(a, 1 — j,j) (en un sens évident) est donc 
nulle et la relation précédente implique 

y ( i / ( a , j - i , j ) ) e p i J . 

On déduit alors de (8) que Y e h(a,j,jY Cl t(a,j,j). • 
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V I I . l l . Soit a G J, a ^ 2. Considérons : 
• des fonctions n',n" : J D {a + 1 , . . . , k'} —> Z ; 
• un entier e G { 0 , 1 } ; 
• pour tous a G A, j,jf G JT, un réseau r(a,j',j) de g£(a,jf,j). 

Supposons vérifiées les hypothèses suivantes : 

(1) p o u r t o u t je j n { a | l , . . . , k ' } , n " ( j ) < 1 - « + e{a) ; 

pour tous a G A et j , j ' G J ' , 

(2) r(ajj') = r(aj'jy; 

(3) si i n f ( j , j ' ) < a , r(aj'j) = h(aj'j)1+e; 

(4) si j ' ^ a, r(a , j ' ,a) =  jV G h(aj\a)1+E;Y(p-°+eW) C p ^ ' ) + c , 

^ ( f l M ) c p : y ) + e } ; 

(5) si i n f ( j , / ) > a, r(a,j',j) ne dépend que de a > a . 

Cette dernière condition a un sens car, pour inî(j,f) > a, l'espace g£(où,j',j) lui-
même ne dépend que de a > a , en vertu du choix de nos vecteurs de base, cf. VII . l . 

Pour tout a G *4, posons 

r(a) = ® r(aj',j). 

Lemme. — Sous ces hypothèses, pour tout a £ A, le réseau r(a) ne dépend que de 
OL>a' 

(6) Remarque. — On a supposé a ^ 2. Si a = 1, tout objet dépendant de a ne dépend 
que de a > i car la projection de A sur A>i est bijective. 

Démonstration. — Soit a e A. Pour n G Z , écrivons n = u{2a + 2£(a) — 2) + f, avec 
—a — 2*(a) + 2 ^ v ^ a — 1. On a alors l'égalité : 

' p £ L ^ fl F ( a , a ) , si a G J , 

p £ L j , n % o ) , si a ^ fc' - + l et - a + l ^ v < a - l , -
( 7 ) = ^ 

Q , a ] P ] ^ + a - M ( a ) - l n ^ , a ) , S i O - fc" + 1 
et - a - 2 * ( a ) + 2 < i; < -a. 

Pour j £ J, j ^ a, posons 

( e + n " ( j ) , s i O f c ' - f c " + l , 
m ( j ) = < ^ 

[ e + s u p ( n ' ( j ) , n " ( j ) + 2 j + 2£(j) - 2 ) , si a G 
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Si a > k' - k" + 1, posons 

s'(a)=L'[a-l)nV(a,a) 

/ ( o ) = l " [ < ( o ) - l j n % a ) , 

L"[£(a) - 1] n V ( a , a ) , si e + n ' (a) = a + 1, 

{ 0 } , si e + n ' ( a ) < a, 
t'(a) 

t"(a) 

Si a e posons 

L'[a - 1] fl V(a,a), si m(a ) = 2 - a, 

{ 0 } , si m(a) ^ 1 - a. 

s ' (a ) = L ' [ a - 2 ] n V ( a , a ) , 

s » = L > - l ] n % a ) , 

' ( p ^ Z / f a - 2] + p ~ 1 L ' [ a - 1]) D V(a,à), si e = 1 et n'(a) = a, 

p ^ 1 L'[a - 1] fl V(a, a ) , si e = 1 et n'(a) = a-1, 

t\a) = <J ( p " 1 L'[a - 1] -f L'[l - a] + L'[2 - a]) D V(a, a ) , si e = 0 et ra'(a) 

Z/[2 - a] D V ( a , a ) , si e = 0 et n ' (a) = a - 1, 

t { 0 } , si n'(a) < a - 2 , 

' ( p ^ 1 L'[a - 2] + p ^ 1 L'[a - 1]) n  V ( a , a ) , si m(a ) = a + 1, 

£ 7 7 (a) = < p ^ Z / f a - 1] n V ( a , a ) , si m(a ) = a, 

{ 0 } , si m(a ) < a — 1. 

Grâce à (7) , on vérifie les égalités suivantes : 
• si a > k' - k" + 1, 

p-% = s"{a) + L'1_anV(a,a)1 

P%:î=s\a) + L'anV{*,a), 
^ - r n ( a ) = ^ ( a ) + p s ^ 

Pa7a e _ n / ( a ) =  +  p ^ - M - e - n ' f a ) ) ; 

• si a G J ' , 

(8) 

(9) 

PZ+1 =  P F 1 * » +  L'i-a n  V(a, a), 

pa
a:? = s'{a) + s"{a) + L'anV{a,a), 

P i 7 a m ( a ) = i " ( « ) +  i i - a n p i - m ( a ) , 
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(10) pi:r n'(a) =  f(a)+L'2_e_a n pi-rn'{a) • 
Démontrons les relations : 

(11) pour tout j ' G J', f > a, 

r(a,j',a) = {Y £ h(a,f,a)^; Y(s'(a)) C p e ^ ' \ Y(s"(a)) C p $ " > } ; 

(12) r ( a , a, a) est l'ensemble des Y G h(a, a, a ) 1 + e vérifiant la condition suivante : 

pour tout (v,w) G s'(a) x £'(a ) ou (v,w) G s" (a) x t"(a), 

qv(Y(v),w) G P F -

Supposons par exemple a e J (un raisonnement analogue s'applique si a ^ fc'—fc"+l). 
Soient / G J , j ' ^ a et 7 G / i (a , f , a ) 1 + e . On a les inclusions : 

Y(L[_a H V(a, a) ) C L 2 _ a + e H F (a, f) =  p ^ ? + e C p ^ ? " ^ , 

F ( ^ fl F ( a , a ) ) = Y(pFL[_a H V ( a , a ) ) C p ^ 2 _ a + e H F ( a , j ' ) 
= 2 j ' + 2 £ 0 " ) - a + e e+n'O"' ) 

Par définition, F G r ( a , j ' , a) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées : 

Y(PZ+1) C pï'jP+e, Y(pXa
2) C p ï p + e . 

D'après (8) , (9) et les inclusions ci-dessus, ces conditions sont équivalentes à 

Y(p~/ s"(a)) c ) + e , Y(s'(a) + s"(a)) C p'+f^ . 

Celles-ci sont équivalentes à 

(13) Y(s'(a)) C PZ"'^ , Y(s"(a)) C p $ ' > . 

Cela démontre (11). 
Considérons le cas j ' = a. Puisque 

PF\Pa,a ) — Pa,a > 

la première inclusion ci-dessus est équivalente à : 

(14) qv(Y(v),w)£pF 

pour tous v G s'(a), w G pa~a~n Mais s'(a) C L'a_2, donc Y(s'(a)) C L'a_1+e. 
Puisque 

PFLa-\+e — L 2 - e - a ' 

la relation (14) est vérifiée pour tous v G s'(a), w G Lf
2_e_a fl pa~a~n . Grâce à 

(10), la première inclusion de (13), pour f — a est équivalente à la relation (14) pour 
tous v G s ' ( a ) , w G tf(a). De même, la deuxième inclusion de (13) est équivalente à 
la relation (14) pour tous v G s"(a), w G t"(a). Cela démontre (12). 
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Fixons a € A>a- Pour a € A\s, posons 

K= ®V(a,j), V2= 0 % ] ' ) , 

T'= ®pZn > T"= ®p™;f 
i>a i>a 

Pour j > a, nos vecteurs de base V(a, i,j) sont indépendants de a G A\a- II en est 
donc de même de l'espace V2 et de ses sous-modules T' et T". L'espace Vi étant 
l 'orthogonal de V2 est lui aussi indépendant de a. Pour Y £ g£ et k,£ G { 1 , 2 } , notons 
Yk,e la composante de Y dans Hom(V^, V^). Grâce à (2) , (3) , (11) et (12) la condition 
Y er(a) est équivalente aux conditions suivantes 

• F n G E n d ( V i ) n / i 1 + e ; 
• Y22 e ®jd>eJn{a+i^..,k>}r(a,/, j) ; 
• pour Z = Y2i ou Y ^ , Z G Hom(Vi , 7 2 ) H / i 1 + e , Z ( s ' ( a ) ) C T ' , Z ( s " ( a ) ) C T " ; 
• pour tout (v,w) G s'(a) x £ ' (a) ou (v,w) G s " (a ) x ^ " (a ) , 

qv(Y(v),w) G p F . 

La première condition est indépendante de a. La deuxième l'est aussi d'après l 'hypo
thèse (5) . Pour démontrer que les deux dernières conditions sont indépendantes de a, 
il suffit de prouver que les modules sf(a), s " ( a ) , tf(a) et t"(a) le sont. Rappelons que 
nos vecteurs de base v (a , i, j) sont indépendants de a pour i ^ 0. Donc L'[i] D V(a, a) 
et L"[i]C)V(a,a) le sont aussi pour i ^ 0. En se rappelant que a ^ 2 et en considérant 
la définition des modules s'{a), s " ( a ) , tf{a), £ " ( a ) , on est ramené à prouver : 

• si a = k' - k" -h 1, Z/'[0] fi V(a, a) est indépendant de a G A\s ; 
• si a = 2 G JT, L ' [ 0 ] n y ( a , a ) est indépendant de a G A\a* 

Dans le premier cas, L"[0] n  V ( a , a ) = L"[0] n  Vi. Dans le second L'[0] D V ( a , a ) = 
Z/[0] D Vi. Cela achève la démonstration. • 

V I I . 1 2 . Nous allons définir k' -f 4 ensembles de données. Nous montrerons ensuite 
que chacun d'eux vérifie les hypothèses de VII.4. 

Pour a G { — 3 , . . . , 0 } U J7, on pose 

b(a) = sup(0, a), 

et, si a G J\ 

b(a - 1) = a-2. 

Soient a G A> G avec j ' ^ j et i un entier > 1. On pose : 

r ( - 3 ; a , =  p* F /i£ H ^ ( a ,j ) ; 
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n(-2,f,j;i) = 

' inf ( j ' + 2 *(j") + - j - 2t{j) - e(j) + i, 2f + 2£(j>) -  2) , 

si j > 1 ou si ci est pair, 

in f f j ' + 2£{j') +  -  2  + i, 2 / +  2* ( / ) - 2) , 

si j ' > j = 1 et d est impair, 

k l , si f = j = 1 et ci est impair, 

r ( - 2 ; a , / , j ) ; = M a , / , j)n(-o,.i»\ 

n ( - l ; j ' , = 

' inf ( j 7 - e ( / ) - j + e(j) + i, f +  2* ( / ) +  2 ( / ) -  3 

— 2£(j) — e(j) + 1) , si j > 1 ou si d est pair, 

< in f ( j" -  e(j') + 2£(f) + e(j') - 1) , 

si f > j = 1 et d est impair, 

k l , si / = j = 1 et ci est impair, 

n{0\j'J\i) = inf ( 2 ,/ - e(j') - j + e{j) + 1 ) , 
et, pour a G {—1 ,0 } , 

r(<r,aj',j)i = h(aj'J)n(a.rd.i) fU(a,/, j ) ; 

si d est impair, 
• s i / > 1, 

n ( l ; / ; i ) = 

' / + 2i(j') + e(j') ~ 1, si fc7 + 2A;77 + e(k') - 1 ^ 2 , 

inf ( j 7 + 2 £ ( / ) +  e(f) - 2, i - h' - k" + j 7 + * ( / ) ) , 

si A:7 H- A:77 - 1 ^ i < A:7 + 2A;77 + ^(/c7) - 2 , 

s u p ( / - e(j'), i ~ k' - k" + / + *(/)), 

si fc' - e ( f c ' ) ^i^kf + k" - 1 , 

k i n f ( / - e ( / ) - l , z ) , si 1 < z < k' - e(k') - 1, 

. ,  f  Haj'j) 1nt(aj',j), si j > l o u s i / = j = l , 
r ( l ; a , j = < . . . . . ., . 

[M^.7 .Ijntiy'ît), si j > j = 1; 
• si a G J ' et / > a, 

n , , ( a - l ; / ; i ) = 

2 — ci, si k — e{k ) — a + 6 ^ z, 

S U p ( - f c ' 4- e(fc') - / + e ( / ) + 1), 

si 1 ^ 2 ^ A:7 - e{k') - a + 2, 

n 7 ( a - l ; / ; i ) = 
/ - £ ( / ) , si z > 2 , 

f -e(f) - 1, si i = l , 
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r (a - l ; a , j 7 , j)i 

Haj'j)1, si j < a, 

|y G h(a; j , a) ; r ( p a , a ) C paj, , r ( p a , a ) C paJ, j , 

si j = a < / , 
h{a,j',j)lC\t(a,j',j), si a < j ou a = j = j ' ; 

• si a G et j ' > a, 

n77(a; = 

- J + efj ) + 1, si 2fc' + 2k" - 2a < i, 
- j ' + si 2fe; + A;77 - e(k') + ) + - 2e 

^ i ^ 2k" + 2/c' - 2a - 1, 
sup(-j 7 - e(j') - 2k' - k" + e{k') + 2a + 1 + i, 

- / - 2 ^ ( / ) - e ( / ) + 2), 
si 2/c7 - 2e(fc') - 2a + 1 ^ i ^ 2k' + fc" - e(fc') + £{j') + £(j7) - 2a - 1, 

- j ' - 2^(j7) - e(j') + 2, si A:7 - e(k') - a + 1 < i ^ 2k' - 2e(k') - 2a, 
in f ( -2 / - 2^(j7) + a + 1 + i , - j ' - 2£(j') - e(j') + 1), 

si 1 < i ^ k' — e(k') — a, 

n'(a-j';i) = 

/ - e(j') - 1, si 2A/ - 2s(k') - 2a + 1 ^ i, 
inf (-A;7 + £:(*/) + 2a - 2 + z, j 7 - e(j') - 1), 

si A:7 - e(k') - a + 1 ^ i ^ 2/c7 - 2̂ (A:7) - 2a, 
a — 1, si 1 ̂  i ^ k' — e(k') — a; 

• si a G {A/ - k" + 1,..., A/} et > a, 

n 7 7(a;/;z) = 
— j 7 + 1, si A;7 — a + 1 ^ z, 

inf (a — 2j 7 + z, — j 7 ) , si 1 ̂  z ^ /c7 — a, 

n'(a;j';i) = 
j ' , si A/ — a + 1 ^ i, 

inf (a — 1 -f i, j 7 — 1), si 1 < z A ; 7 — a; 

• si a G J U {A:7 - k" + 1,..., A:7}, 

r(a]aj'j)i 

hiaj'j)1, si j < a ou si a = j = j 7 , 

{ y G M Û Î J V ) 1 ; n p â a a + £ ( a ) ) c y ^ " 1 " ^ ) 

C P : J ; / ; î ) } , si j = a < j 7 , 

.Ka,j',j)1 C\t(a,j',j), s i a < j . 
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Pour a G J et a G i , on note m(a; a) l'ensemble des Y G g£ vérifiant les conditions 
suivantes : 

• pour tout entier n ^ 0, 

Y(L'[n])cL'[n]n(@V(ajj), 

n £ > ] ) c i > ] n ( e % ' ) ) ; 

• pour tout entier n ^ 0, 

Y(L'[n]) c L'[n], 

Y^L'[n}n[^V(a,j))^={0}, 

Y(L"[n])cL"[n], 

F ( i > ] n ( e % j ) ) ) = { 0 } . 

Pour a € { - 3 , . . . , 0} U J, a € A et j , j ' 6 J, avec j ' ^ j , on pose 

f { 0 } , si a € { - 3 , . . . , 0 } , 
m(a; a,j ,  j) =  < 

[m(a;a) Pig£{a,j',j), si a e J. 
Pour a e J et a,j,jf comme ci-dessus, on pose 

m ( a - l;aj'j) = m(a - 2; a, f J). 

Pour a G {—3, . . . , A/}, on pose 

{ J n { l , . . . , & ( a ) } > si si d e s t P^ir, 

{ l } U ( l 7 n { l , . . . , 6 ( a ) } ) ) si d est impair, 
et pour a £ Aet j e J(a), on pose : 

s(a;a,j) = h(a,j,j)2. 
Enfin, pour a G { — 3 , . . . , k'} et a G A, on note M (a; a) l'ensemble des x e G tels que 

• x G 1 -f m(a; a), 
• les éléments de O(L'0/L[) et 0(LFQ/Lf{) que définit x sont de déterminant égal à 

1. 

Remarques 
(1) Pour tout a G { - 3 , . . . , &'}, tout a G A et tous G J, avec j ' ^ j , on a 
r(a;aj',j)i C g£(a,j',j) fl /i1 pour tout i ^ 1 et ra(a;a,j) C g£(a,j',j) fl ft°. 
Pour tous a, a, M (a; a) est un sous-groupe compact de H. 

(2) Pour tous a e J et a e A, l'ensemble m(a;a) défini ci-dessus est stable par 
adjonction et coïncide avec celui défini en VI.4. 
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(3) Appliquons les définitions de V I A Soient a G { - 2 , . . . , k'}, a G A et j , j ' G J. On 
vérifie les égalités suivantes : 

• r(a - l ; a , j ' , j ) i = r(a;aj'j)oo, sauf si a G J et j = f = a ; 
• s(a - l;a,f,j)i = s(a;a,f,j)OQ1 sauf si a G J, j = j f = a et, si d est impair, 

a ^ 2. 
Supposons a e J. Alors 

r (a — 1; a, a, 0)1 C r(a; a, a, 0 ) 0 0 

et, grâce au lemme VII.10 (iv), 

r(a — l ; a , a, a) i D g = r(a;a1a^a)OQ Pi g. 

Supposons a G J" et, si d est impair, a ^ 2. Alors 

s(a - 1; a , a, a) i = h(a, a, a ) 2 f l 0 (a , a, a) C a, a ) 2 = s(a; a , a, a)oo. 

VIL13. Lemme. — Pour tout a G { - 3 , . . . , k'}, les données 

• b(a) ; 
• (r(a; aj',j)i)i>i pour a e A, j,f G J, f > j ; 
• ra(a;a,y,j), pour a G A j , / G J", j ' ^ j ; 
• J(a); 
• s ( a ; a , j ) , po^r a G j G J (a ) ; 
• M ( a ; a ) , pw/r a G * 4 ; 

vérifient les conditions (H'O) à (H'12) de V7J.^. 

Démonstration. — La démonstration est similaire à celle du lemme VI. 14, en utilisant 
bien sûr les lemmes des paragraphes précédents. Pour abréger la rédaction, on ne 
traitera que le cas a G { 1 , . . . , k' — k"}, laissant les autres au lecteur, s'il en reste. On 
modifie la notation de la façon suivante. On fixe a, a* vérifiant l'une des conditions : 

• d est impair et a = a* = 1 ; 
• a G J et a* G {a — 1, a } . 

Nous allons démontrer le lemme pour les données relatives à a*. 
La condition (H'10) est facile. Pour les autres, on fixe a e A. Les conditions 

(H'O), (H'1) , (H'2) , (H'3) , (H'11) résultent facilement des définitions et des lemmes 
des paragraphes précédents. 

La condition (H'12) est claire si 6(a*) < 1 puisque la projection de A sur Ay^a*) 
est bijective. Supposons b(a*) ^ 2, a fortiori a* ^ 2. Les espaces 

0 V(aJ) et ® V(a,j) 
j^b(a*) j>b(a*) 

ne dépendent que de a>6( a *) , donc m ( a * ; a ) et M ( a * ; a ) aussi. Les réseaux r ( a * , a ) i , 
r (a* ,a )oo , s ( a * , a ) i , s (a* ,a)oo ne dépendent que de a>5( a . ) d'après le lemme V I I . l l 
appliqué à l'entier a si a* = a, a - 2 si a* = a — 1. Cela démontre (H'12). 

Dans les démonstrations des relations (H'4) à (H'7) , on simplifie les notations en 
supprimant les a* et les a. Par exemple, pour j,jf G J et i ^ 1, on pose r(jf,j)i = 
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r ( a * ; a , / , j ) i , t(j'J) = t(aJ'J), p* . = p* a j . L'entier i étant fixé, pour j G J , j > a, 
on pose : 

• si d est impair et a = a* = 1, n ( j ) = n ( l ; n+(j) = j ; ^ + 1)» 
• sinon n ' ( j ) = n'(a*; j ; i ) , ra'+fj) = n' (a*; j ; i + 1), n " ( j ) = n" (a* ; j ; i ) , n'|(j) = 

n " ( a * ; j ; i + l ) . 
Démontrons (H'4) . Soient G avec j 7 ^ j , i un entier ^ 1 et I G ^ ( j ) - On 

veut prouver l'inclusion 

(1) r{j',3)iX<Z8{j',j)i-

Si ci est impair et j = 1, .A(l) = { 0 } et l'assertion est triviale. Supposons d pair ou 
j > 1. On a 

x e h{jj)i = h(j,j)int(j,j) = h&tfntUJ), 
les égalités résultant de VII.9 (8) et du lemme VIL 10 (ii). Si f = j G J ( a * ) , on a 

r ( j , i ) i X c hU'jyhUJ)1 c M i , i ) 2 = = j ) i 

ce qui démontre (1). Soit X' G A(j'). Si / = j ' £ J ( a * ) , ou si / > j > a, on a : 

r( j ' , i ) i = hti'jfntti'J), 8(j',j)i = X'r{j',j)i = Hf,j)2 n 9(j',j) 

d'après le lemme VII.10 (iii). Alors (1) résulte de ce même lemme. Si f > j et j < a, 
on a : 

r(j',j)i = h(j',j)1, 8{j',j)i = X'rU',j)i = Hj',j)2 

d'après le lemme VII.10 (i) et (1) résulte de ce même lemme. Supposons f > j = a. 
En particulier, si d est impair, a ^ 1. Alors 

r(j',a)i = {re ftOW; Hpi"") c P ] ' : u ' \ Y(pa
a-2) C p]:{j,)}. 

Grâce au lemme VII.10 (i) , on a : 

s(j>, a)t = [Y e h(j', a)2 ;  Y f à - ») C p ? , " W ' ) + 1 , Y{pl~2) c pfj')+1}. 

Evidemment, 

rO" ,o ) 4 Xc / »0" , f l ) 2 . 
L'inclusion (1) résulte alors de l'assertion suivante : 

(2) supposons a e J', soit j f G J avec f > a, i ^ 1, Y' e r(j',a)i et 

{ / i ( a , a ) 1 , si a* = a, 

/i(a, a ) 1 fl t(a, a ) , si a* = a — 1 ; 
alors on a les inclusions : 

Y'Y(pl~a) C pfU')+1, Y'Y(p*a-2) C p J , ' ( / ) + 1 . 

On a p r 2 =  K-2 n ^ ( a ) . d ' o ù : 

Y(PT2) C L'a_! n v(a) = p r 1 =  p F p i - a , 
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puis 
Y'Y{pl-2) c pFY'(pl-°) c pFpfW = p < f « W « ) - \ 

Si a* = a - 1, on a n"(j ' ) ^ - j ' + e(f) + 1, d'où : 

n"0" ) + 2 / + 2*0") - 2 > f + 2*0") + e0") - 1 ^ / - ^0") + 1 > n'O") + 1 • 

Si a* = a et i > k' - s(k') - a + 1, on a n"0") > - j ' - 2*0") - ^O") + 2, d'où 

n"0" ) + 2 j " + 2*0") - 2 > / - e0") ^ n'O") + 1 • 

Si a* = a et i < fc' - e(fc') - a, on a n " 0 ' ) ^ - 2 / - 2*0') + a + 2, d'où 

n"0") + 2 / + 2*0") - 2 > a > n'O") + 1. 

En tout cas 
Y'Y(P:-2)cpfj,)+1. 

Supposons a* = a. On a p\~a = P^ 1 L/
a_1 D V ( a ) , d'où 

Y(pl-a) C P ^ F ^ - i n V(a) ) c pp1^ n y ( a ) = L[_a n V(a), 

puis 
R'Y(PI - A ) c Y'(L[_a n v(a)) c L'2_a n vo") = P 2 r a c . 

Supposons a* = a - 1. Grâce au lemme VIL 10 (ii), Y G ft(a,a)i. Alors 

H p i - ° ) c p 2 - ° = ^ _ 0 n v ( a ) , 
puis 

Y'Y(pl~a) C Y'(L'2_a n V(a)) C L'3_a n V(j') = p*7a C p " " w ' ) + 1 . 

Cela démontre (2) et achève la vérification de (H'4) . 
On a déjà remarqué que pour tout j G J — J (a*) et tout i ^ 1, 

r(j,j)i = h(jj)1 r\t{j,j) = h(j,j)L 

Alors la condition (H'5) résulte du lemme VII.6 (iv). 
Démontrons (H'6) . Soient i ^ 1 et G tels que 
• / ^ h j " ^ / 

ou 
.j" = jeJ(a*). 

On veut prouver : 
r(j",j')ir(j',j)icrti",j)i+1. 

On a en tout cas : 

riJ",f)iCh{j"J)1, rij'JhchU'j)1, 

d'où 
r{j",j')ir{j',j)iCh{j",jf. 

Si j < a ou si a* = a et j " = j = a, on a r(j",j)i+i = h(j",j)x et c'est terminé. 
Cela vaut en particulier si j " = j 6 J ( o * ) . 
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Si f < j ou si f = j £ J, on utilise le lemme VII. 10 (v) : 

r{j",f)irU',3)i C h{j",j'fh{j',jY C h(j", j)1 n t(j", j) C r(j",j)i+1. 

Si j ' ^ j > CL ou si a* = a — 1 et j " = / = j = a, on a 

r ( j " , / ) i = Mi " , / ) 1 n t ( j " , / ) , j)* = h{j',j)1 n j ) . 
Grâce aux lemmes VII. 10 (ii) et VII.9 ( i ) , 

rifj'^rU'j), C h{j",jfnt{j",j) C r(j", . 

Supposons a e J et j " > j f — j = a. Il suffit de prouver que pour Y' G r(j",a)i 
et Y G r ( a , a ) i , on a les inclusions : 

(3) Y'Y(pl-«)cppiJ''\ 

(4) Y'Yfâ-2) c p ^ ' K 

Elles résultent de (2) et des inégalités n'|0'") < n"{j") + 1, n'+(j") < n'{j") + 1. 
Il reste le cas j " > f > j = a. 
Supposons d'abord d impair et a = 1. On doit prouver que pour Y G h(j', l ) n ( j ' ) 

et Y' G htf'J')1 H t(j",f), on a l'inclusion 

(5) Y'Y(p°1)cppU"). 

Remarquons d'abord que Y' G h(j",f)i (lemme VII.10 (ii)). On a 

Y(fiî)cpf'). 

Si k' + k" + £(f) + e(J') - 2, on a n(f) > f + 2*0") + e(f) - 2 et 

P ^ c p r p f ^ ' K 

Puisque Y' G t(j", j ' ) , on obtient 

y y ( P ? ) c  P F r ( p / ^ ) c  P f P / ' + £ ° " ) + 1 =  ^ o " » ^ " ) - 1 . 

Or j " + 2*0" ) + - 1 > n + ( i " ) et on obtient (5) . 

Si k' + k" - £{j") - e(j") ^i^k' + k" + t(j') + s(f) - 3, on a 

n ( j ' ) = s u p ( j ' - e(f), i - k ' - k " + f + t(j')), 

d'où 

- f ~ 2*0") - £ ( / ) + 2 ^ n ( i ' ) - 2f - 2*(j") + 2 < - / + e0") - 1 • 

Puisque Y' e  h(j",j')i, on a : 

F ' y ( P Î ) c  Y'(pFpf ) - ^ ' - ^ ' ) + 2 ) ) c  p F p » o - ' ) - y - ^ ' ) - i " - ^ " ) + 3 

^ ttnO")-/-<(/)+i"+<(j") +  l 

Or 

« 0 0 - f - *0 ' ) +  J " +  * 0 " ) + 1 > i +1 - *' - *" + i" + * 0 " ) = » + 0 " ) 
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et on obtient (5). 
Si f - s(f) ~ 1 < i < k' + k" - e(j") - e(j") - 1 , on a n(f) > f - e(j') - 1 . Puisque 

Y> et(j",f), on* : 

r r ( P ? ) c  Y'ip^-1) c  pÇ-e{j"], 

et j"-e(j") >n+0"').d'où (5). 
Enfin, si 1 ̂  i < j ' — s(j') — 2, on a n(f) = i. Puisque Y € h(j",j')i, on a : 

r'r(PÎ) c  Y'{p),) c  p}* 1 = pn/n. 

Cela achève de démontrer (5). 
Supposons maintenant a £ J. On doit prouver les inclusions (3) et (4) pour Y € 

r(j',a)i et Y' e  r(j",j')i = KfJ')1 Dt(j",f). 
On a en tout cas : 

r ( p ^ ) c p ; ; o , ) , F ( p r 2 ) c p ; / ( / ) . 

Supposons a* = a — 1. Alors 
-j' + e(j') + l^n"(j')^2-a, 

d'où 
pï'^=L'n„(jl)nV{j>). 

Puisque Y1 <E h{j",j')1, on a 

Y'Y{p\-a) c  Y'(L'n„{jl) n  n , " ) ) C ^ „ 0 - , ) + 1 n  =  Py"°" ) + 1 • 

On vérifie que n"(j') + 1 > rc+(j')> c e Qui démontre (3). 
On a j ' - e(j') - 1 ̂  n'(j'), donc, puisque Y' € t(j",j') : 

r ' r ( P r 2 ) c  Y ' ^ - ^ " ' - 1 ) c  p j " - £ ( / , ) . 
Or j " - e(j") > n'iij") et l'on obtient (4). 

Supposons a* = a. Si 
j ' ^ k' - k" + 1 et 2fc' + k" - e(k') + + e(j') - 2a - 1 < i, 

ou si 
f e j et fc' - e{k') -a + l^i, 

on a - j ' + e(f) ^ n" ( / ) . Puisque Y' 6 t(j",f), on a : 

F'F(pi-a) C Y ' ( p /+ £ ( / ) ) C pp"+eU")+1. 

Or - j " + + 1 > n+0'"). d'où (3). 
Si 
j ' ^ fc' - k" + 1 et k' - e{k') - a + 1 < i ^ 2k' + k" - e(k') + £(f) -2a-2, 

on a 
-j'-2t(j') + 2^n"(j')^j'-l. 
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Puisque Y' G M/7»/)1» o n a : 

Y'Y{p\-«) C Y'iffW) = Y \ L : , l { 3 t ) + j f + E { j f ) _ l H VU')) 

c L n f f ( j W + £ { j f ) nv{j ) - p.„ 

On vérifie que 
n"(f) + f + t(j') - j " - + 1 > < ( / ' ) > 

d'où (3) . 
Si 

f -s(j')-a^iKk' -s(k')-a, 

on a n " ( / ) = - f - 2£(f) - s(f) + 1. Puisque F ' € t(j",f), on a : 

y y ( P i - ) c y f t ^ p j : - 0 ' * - 1 ) c p ^ p j r ^ = p /-*cn-«cn+ a > 

et - j " - 2*( j ' ) - e(j") + 2 > d'où (3) . 
Si 

K * < / - e O " ) - o - l » 
on a n"(f) = -2f - 2ê(f) + a + 1 + i, d'où 

a < n " ( / ) + 2 / + 2*(j") - 2 < j ' - - 1 • 

Puisque F ' e  h(j",j')1, on a : 

c Y'{p-FHi:(j')+2i'+m']-2) = Y'iPr1 L ' n „ u , ) + 2 r + 2 i m _ 2 n V(f)) 

c P-/ U n ^ ) + , r + W - , n  VU") = . 

Or 

+ 2 j " + 2£(j ' ) - 2j" - 2t(j") + 1 = -2j" - 2t(j") +a+2+i> . 

Cela achève de démontrer (3) . 
Si 

f - e(j') + k' - s(k') + l - 2 a ^ i , 

on a n ' ( j ' ) = f - e(j') - 1 et, puisque Y' E t(j",f) : 

Y'Y(paa~2) c Y\pÇ-e(j,)-1) C pÇre(i"}. 

Or j " - e(j") > n'+(j"), d'où (4) . 
Si 

l^i^j'-e(j') + k'-e(k')-2a, 

on a 
n ' ( / ) = sup(a - 1, -k' + e(fc') + 2a - 2 + i ) , 

et 

a - l < n ' 0 - ' ) < / - e ( j ' ) - 2 . 
Puisque Y' E h{j",j')1, on a : 

y'r(pr2) c r ' ( P ; ; ( / ) ) = Y'{L'n,m n c L'n,u,)+1 n = P ^ ' ° " ) + 1 • 
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On vérifie que n'(f) + 1 ^ n+(j"). Cela achève les démonstrations de (4) et de la 
condition (H'6) . 

Démontrons (H'7) . Soient i > 1 et G J tels que 

• f > j " > 3, 
ou 

• f = j e J(a*). 
On veut prouver l'inclusion 

K i " , i ' ) ^ ( j ' , i ) i C S ( i " , j ) i + 1 . 

Les réseaux s(j',j)i et s(j",j)i+i se calculent grâce aux lemmes VII.6 (i) et VII.10 (i) 
et (iii). On a en tout cas 

r{j",j')iCh{j",j')\ a(j',j)iChU',j)2, 

donc 
r(j"J)isti',j)iChV",j)2. 

Si i n f ( j " , j ) < a ou si a* = a et j " = j = a, on a s(j",j)i+i = h(j",j)2 et c'est 
terminé. 

Si d est impair, a* = a = 1 et j" > j' = j = 1, on utilise le lemme VII. 10 (v) : 

r(f, i ) , s(i, i)t c  h(f, i ) 1 Mi , i ) 1 c h(f, i)2 n  eu", i ) • 

La relation VII.10 (14) et l'inégalité n+(j") + 1 ̂  j " + 2f ( / ' ) + e ( j " ) prouvent que 

h(j",i)2ne(f,i)cs(j",i)i+1. 

Si a* = a G J et j " > / = j = a, on utilise le lemme VII.10 (vi) : 

r(j",j)is(j,j)i c  h(j",j)°h(j,j)2 c  h(j",j)2ne*(j",j). 

Les inégalités 

< ( / ) + 1 < - i " + e ( i " ) + 2 , nV(j") + 1 < j" - s(j") + 1 

montrent que 
h(j",j)2ne*(j",j)cs(j",j)i+1. 

Remarquons que si j ' = j G J (a* ) , on est forcément dans l'un des cas ci-dessus. 
Si f > j " > j > a, on a 

r ( T , A = h(j»,j')1ntti"J'), s{j\j)i = hti'J)2ne(j',j). 
Grâce aux lemmes VII.9 (i) et VII.10 (ii), on en déduit 

rU",f)is(f,j)i c  h(j",j)2ne(f,j) c 
Supposons a* = a — 1 et j f > j " = j = a. On a s(a,a)i+i = /i(a, a ) 2 D 0(a, a ) . Il 

suffit de prouver que pour Y G s(f\a)i et Y' G r ( a , j ' ) ; , on a F ' F G 0 (a ,a ) , i.e. 

(6) Y ' Y ( p i - ) C p\~a, Y'Y(pa
a-2) C . 
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Puisque Y G  s(j',a)i, on a 
y(pi - ° )cp? , " w ' ) + 1 , r ( p r 2 ) c P ; : ( / ) + 1 . 

Puisque Y1 G  r(a,f)i = r(j',a)* , en utilisant VIL6 (1), on voit que 

y ' ( p i r " " ( j , ) ) c p ° , Y'(p)rn'{j,))cpl-a. 
Or 

n"(j')>-j' + e(j') + l>-n'(j'). 
On peut alors composer les inclusions ci-dessus et l'on obtient (6). 

Il reste le cas j ' > j " > j = a. 
Supposons d impair et a = 1. On doit prouver que pour Y G  h{j', l)n(/)+i e t 

Y' e h(j",j'Y n  t(j",j>), on a e  h(j", l ) n + 0 - , , ) + 1 , i .e. 

(7) y 'y(PÎ)cp; ,t 0 ' " ) + 1 . 
On a d'abord : 

n p ? ) c P ; K ) + 1 . 
Si k' + k" + + s(f) - 2 < i, on a n(j') + 1 ^ f + 2*0") + s{f) - 1. Puisque 

r Gt( j " , / ) .ona 

y'y(PÎ) c  y ' ( p F p / + ^ ' > + 1 ) c  pFpp"+£{j")+2 =  p£ w > + . i n . 

Or i " + 2*(j") + £(f) > n+0") + L d'où (7). 
Si 

fc' - k" + 1 < j " et fc' + fc" - £(j") - 1 < i < A;' + fc" + *0") - 3, 
on a n(j') = i - k'- k" + f + t(j'), d'où 

-f - 2*0") + 2 ^ - j ' - *0') - *0") + 2 < n0") + 3 - 2j ' - 2*0") < - j " . 
Donc 

n(j')+l = n(/)+3-2/-2£(/ ) Y y VFVji 

= PF(L'nU')+2-j'-eu') n y 0 " ) ) = PFLtk'-k»+2 n  VO") • 
Puisque Y' € h{j" ,j)1, on en déduit : 

y'y(p?) c  Y'{pFL'U>-k»+2 n  v o " ) ) c p F L?_ F C ' -*» + 3 n v(f). 
Mais 

- i " - 2*0") + 3 ^ i - k' - k" + 4 - j " - * 0 " ) , 
d'où 

I>!-v-v>+* n  V{f) = p £ ( i - A * - * - W ' - « i » ) > , 
et 

y / y ( p ? ) c p ^0' , ,+2^0' , ,)-i>*-fe,-fe, ,+j ,'+^w , ,)+2) 

D'après l'hypothèse sur 
infO" + 2*0") -l,i-k'-k" + j " + *0") + 2) = n+0") + 1 
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d'où (7). 
Si 

k' - k" + 1 < j " et f - 1 i ^ k' + k" - é(j") - 2 
ou 

j " e j et f - e(j') -l^i^k' + k" + ê(f) + e(f) - 3, 
on a n(j') + 1 ^ j ' - s(j'). Puisque Y' e t(j",f), on a 

Y'Y{p\) C Y'(pi'r£U'}) c pÇr£{j")+1. 
Or j " - e(j") + 1 > n+(j") + 1, d'où (7). 

Si i ^ f - e(j') - 2, on a n(j') + 1 = i + 1 et 

p ? / ) + 1 =  i ; + I n n / ) . 
Puisque y 7 G h(j,fJf)1, on a 

y'y(p?) c Y ' ( L ; + 1 n Y(J ')) c L ; + 2 n v y " ) 
C Linî{j"-e{j"),i+2) nVU ) ~ Pj" 

Or inf (j" — e(j//)1 i -f 2) = n+{j") + 1 et cela achève la preuve de (7). 
Supposons maintenant a G J. On doit prouver que pour Y G s(f,j)i et Y ' G 

J')1 H t(j",f), on a les inclusions : 

(8) y y ( P r 2 ) c 

(9) r r ( r i - ) c p j t ° " ) + 1 . 
On a d'abord : 

i K p r 2 ) c p ? y ) + 1 , y ( p i - ° ) c p ; ; ' w ' ) + 1 . 
Supposons a* = a - 1. Alors n'(j') + 1 ^ j ' - s(j'). Puisque Y' e t(j",j'), on a 

y y ( P r 2 ) c  Y'(pï-£{j,)) c  p j ; - £ ( i " ) + 1 . 
Or j " - e(j") + 1 ^ + 1, d'où (8). 

Si -j" + e(j") + 2 + k'- e(k') < i , o n a 
n"(f) = inf (2 - a, -k' + e(k') + i - 1). 

Alors 
-j' + e(j') + 2^n"(j') + l^3-a, 

d'où 
p ; : o " ) + 1 = ^ a o + 1 n v ( i ' ) -

D'autre part 
n'l(j") + 1 = inf(3 - a, -k' + e(k') + i + 1) ^ n"(j") + 2, 

et 
- f + e(j") + 1 < i n f ( 3 - a,-k' + e(k') +1 + 1) < 1. 
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Donc 

^4"(7')+2 n VU") C ^ i n f ( 3 - a , - f c ' + e ( f c ' ) + * + l ) n ^{f) 

_ in f (3 -a , - f c '+e ( fc ' )+*+l ) _ + 1 

Puisque Y' e h(j",j')1, on a 

Y'Y(pl-a) C y'(P;; ( j' ) + 1) = Y'{L'n„(jl)+l n C L'n„(f)+2 n = pjt0"*1. 

C'est l'inclusion (9). 

Supposons o* = o. On a 

a^n'(f) + l ^ j'-eW), 

d'où 

p f ) + 1 = C ) + i n y 0 ' ) -
Puisque Y' G htf'J')1, on a 

ry(Pr
2) c r ( L ; , ( j 0 + 1 n vu')) c L ; , w , ) + 2 n vu") 

R T> n V7<i"ï - j J inf(n / (j / )+2,J / / -£a / / )) 
<- ^ i n f ( n ' ( j ' ) + 2 , j " - e ( j , / ) ) ' 1 ^ W ^ ~ P J " 

On vérifie que 

huV(j ' ) + 2 , / - e(j")) >n'+ti") + 1. 

d'où (8). 

Si 2/e' + &" - e(fc') + + e(j') - 2a - 1 < i, on a n " ( / ) + 1 ^ - j ' + £(j') + 1. 
Puisque Y' € t(j",j'), on a : 

F ' F ( p i - a ) C Y ' ( p / + £ ° " ) + 1 ) ) C p / ' + e W " ) + 2 . 

Or -j" + + 2 > < ( / ' ) + 1. d ' o u (9). 
Si j " > k' - k" + 1, auquel cas e(k') = s(j') = e(j") = 0, et 

2k' + k" - £(j") - 2a + 1 < i «S 2k' + k" + £(f) - 2a - 2, 

on a 

n"0") = - j ' - ¿0") - 2A;' - fc" + 2a + 1 + i. 

Alors 

- j ' - 2 £ ( j ' ) + 2 < n " ( j ' ) + l ^ - j " , 

d'où 
tì""0'')+i = Ln"{j>)+3'+l{j>) n VW) = £ - 2 f c ' - f c " + 2 a + l + i n ^ ( / ) -

D'autre part, 

- j " - 2l(j") + 2 < -2fc' - k" + 2a + i + 3 - j " - ^ j " ) , 

d'où 

L'-2k'-к"+2a+i+2 П = 
ìni(l-i''-2k'-к" +2a+i+Z-j"-í(i")) 
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Puisque Y' G h(j",j')1, on a 

Y'Y (p^) c Y > ; > " ) + 1 ) = Y'(L'L2k,_k„+2a+1+l n VU')) 

r- r" nV(n"\ - ttinf(l-j",-2fe'-fc"+2a+t+3-j"-€0-")) 
i j - 2 f e ' - f e " + 2 a + j + 2 ' i v (J ) — Vf 

Or 

inf(1 - i", -2k' - k " + 2a + i + 3- j " - e(j")) = n'iU") + 1, 

d'où (9). 

Si 

j " ^k'-k" + l et j ' - e(f) -a^i^2k' + k" - i(j") - 2a, 

ou 

j " G J et j ' - e(j') -a^i^2k' + k" - s(k') + (.{j') + eU') - 2a - 2, 

on a n"W) + 1 > -j' ~ 2*(j") - <f) + 2, et 

P ; : ' ( / ) + i c p ^ ; - £ ( / ) . 

Puisque Y' G t(j",f), on a 

Y'Y(pi-) c Y'(p-y:;-^'>) c vfvÇre(i")+1 = p-f-2^">-^")+3. 

Or -j" - 2*0") ~ eU") + 3 > nlU") + 1, d'où (9). 

Si 1 ̂  i < j ' - e(f) - a - 1, on a = - 2 / - 2*0') + a + i + 1. D'où 

a + 1 ^ n"0") + 2j" + 2*0") - 1 < j ' - sW) - 1 

et 

Vf'U')+1 = V-F

XL'n„(y)+2yW)_^ n VU') = V^K+i n VU')-

Puisque Y' G h(j",f) , on a : 

Y'Y{p\-a) c Y ' ( p ^ + i n C VFlL'a+i+l n F0") 

C VF1 Lin{(a+i+l,j"-e(j")) n ^ 0 " ) 

- tt-l,,
inf(0+*+1.:?"-s(/')) 

- VF Vf 
inf(-2j"-2£(j")+a+t+3 ,-j"-2£(j")-s(j")+2) 

Or 

in f ( -2 j " - 2*0") + a + i + 3, - j " - 2*0") - e{j") + 2)= n'l(j") + 1, 

d'où (9). Cela achève la preuve de (8) et (9) et celle de la condition (H'7). 

Démontrons (H'8). On simplifie les notations comme ci-dessus, en y conservant 

toutefois les a et a*. En vertu de la remarque VIL12 (1) et de l'égalité r(k';j\j)i = 
r(kf;jfij)oo pour tous j,f e J, il suffit de démontrer les assertions suivantes : 

(10) pour tout j G J on a l'inclusion r(a; a, a)OQm(a; a, j) C r(a;a:j)OQ; 

(11) pour tous j, j', j'' e J, on a l'inclusion r f O ; / ' , / ) ^ ! 1 ; / ) ^ c r{Q'J"J)i> 
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(12) supposons a* < A/; pour tous j, j' , j" G J. on a l'inclusion : 

r(a*; / ' , / ) im (a . + 1;/, j ) C r(a*;/ ' , j )x . 

La relation (10), resp. (11), (12), pour a — j , resp. f = j , est immédiate. Par 

exemple dans le cas de la relation (12), un élément de m(a* -f- 1;/, j) conserve les 

modules L'n fl V(j), L'^n V(j) et pn pour tout n G Z et la multiplication par un tel 

élément conserve r (a* ; j " , j) i. 

Remarquons que m ( l ; j / , j ) ^ {0} seulement si 1 G J7 et j ' = j = 1, cas que l'on 

vient de traiter. Cela démontre (11). 

Dans la situation de (12), on a 

r(a*;j",f)im(a* + 1; j', j" C h(j",j')1 h(f,j)° C htf'j)1. 

Si a* = a et infXj", j ) < a ou si a* = a - 1 et inf^'", j ) ^ a - 2, on a 

r(a*;j",f)i = h(j",j')1 

et on obtient l'inclusion (12). On démontre de même (10) pour j ^ a — 1. 

Achevons la preuve de (10). D'après ce qui précède, on peut supposer j > a + 1. 

On peut remplacer l'inclusion cherchée par son adjointe : 

m(a; j , a) r (a; a, a)oo C r(a; j , a ) ^ . 

Il suffit de prouver la propriété suivante : pour Y G r(o; a, a ) ^ et F 7 G m(a;j, a), on 

a les inclusions : 

(13) Y'Y(Pr<») c pji+°w+1, y'y(Pr
2) c pf e W )- 1. 

Puisque Y" G fo(a, a ) 1 , on a : 

F(pi-a) = Y(p^1 pr1) = YiPË1
 L'a-t n V(a)) C p^1

 L'a H V(a) = L[_a n V(a) , 

Y(pr2) = Y(L'a_2 n V(a)) C n = pa

a~
1. 

Puisque F 7 G h(j,a)°, on a 

Y'Y(pi-a) C Y'(LU n V(a)) C L[_a D V(j) = p)~a. 

Or 1 — a ^ — j + + 1, d'où la première inclusion de (13). 

On a 

pa

a~
1 = o F î /(a - 1, a) + pFL

7!_a n V(a). 

Puisque F 7 G ra(a; j , a), on a 

y » - l , a ) ) = 0, 

donc 

F'Y(pr 2) C Y'W-1) = Y'(VF i i - a n V(a)). 

Puisque y 7 G h(j, a ) 0 , on obtient : 

y'y(pr2) C p^LU n V(j) = P ? ' + M 0 ) - a - 1 • 
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Or 2j + 2£(j) — a — 1 ^ j — e(j) — 1, d'où la deuxième inclusion de (13). Cela achève 

la démonstration de (10). 

Considérons (12). D'après ce qui précède, on peut supposer 

(14) j'ïj et wfU"J)> l a + 1, si a* = a, 

2, si a = a — 1. 

Si f i J et j ^ j " > / ou si j " G J et j ^ j " > j 7 , l'adjointe de l'assertion (v) 

lu lemme VIL 10 implique : 

-(a*;/',/)im(a* + C h(j",j')1 h(j',j)° C M / ' , j ) 1 n C r(a*;j" 

Si 

inf(i',i) ^ 
a + 2, si a = a, 

a + 1, si a* = a — 1, 

on a m(a* + = { 0 } et (12) est triviale. 

Si a* = a — 1 et j > j " = j ' = a, on remarque que 

r(a*;a,a)i C r{a\a,a)00, r(a*,a,j)i = r(a;aJ)(X) 

et (12) résulte de (10). 

Remarquons que si j " < j , on est nécessairement dans l'un des cas précédents. Si 

j ' > j " , on a 

mî{jf,j)>j" = mî(j",j) 

et l'on est dans le deuxième cas. Si j ' < j " , on est dans le premier cas. Supposons 

f = j " . Si j " £ Jon est dans le premier cas. Si j " G J et a* = a, puisque j " ^ a + 1 , 

on a a < k' - k". Alors a + 1 £ J, donc j " ^ a 4- 2. Alors inf^'7, j ) > a 4- 2 et l'on 

est dans le deuxième cas. Si j " G J et a* = a — 1, on est dans le deuxième cas si 

j " > a + 1, dans le troisième si = a. 

Il reste à traiter le cas j " ^ j . Il suffit de prouver que pour Y G m(a* + et 

y 7 G r(a*;j",j')i, on a y ' y G h(j" J)1 D t(f'J). Remarquons que j ^ 2 d'après la 

minoration de inî(j",j). Puisqu'on sait déjà que Y'Y G h(j", j ) 1 , il suffit de prouver 

les relations suivantes : 

• sij^k'- k" + 1, 

Y'Y(v'(j - 1, j)) G pj,',', y 'y( t ;"(*(j) " IJ)) G p } » 5 

• si j G J , 

y Y ( i / ^ l j l ) 6 p f * H , 

Y'Y(v'(j-2,j)) 

Y'Y(v'(j-2,j-í)) ) G 
¥3" 

j"-eU") 
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cf. VILIO (2) et VIL10 (8). Or il résulte de l'hypothèse (14) et de la définition de 

m(a* + l]f,j) que Y annule tous les vecteurs intervenant dans ces relations. Cela 

achève la preuve de (12) et celle de la relation (H'8). 

Nous allons maintenant démontrer les trois relations suivantes. 

(15) Soient j e J et j ' G J(a*). Alors on a l'inclusion 

s(a*'J,Jf)OQm(a*; j,J) C s(a*; f, j ) o o . 

(16) Pour tous j , jf,j" G J tels que j " < j ' ou j " = j ' G J(0), on a l'inclusion 

s(0;j"jf)1m(l;j',j)Cs(0;j"j)1. 

(17) Supposons a* < k'. Pour tous j,f,j" G J tels que j " < j f ouj" = j ' G J(a*), 

on a l'inclusion s(a*; j " , j')im(a* + 1;j', j ) C s(a*; j " , j ) i . 

Comme dans la preuve des relations (10), (11) et (12), le cas f — j est immédiat 

et (16) en résulte. 

Dans la situation de (17), on a : 

s(a*; fj)xm{a" + 1; j', j) C h(j" ,j')2 h(f, j)°h(j", j)2. 

Si a* = a et inf(j / ,,<7') ^ a, ou si a* = a — 1 et inf(j", j) ^ a — 2, on a 

s(a*;3",3h=h<j", 3? 

et on obtient l'inclusion (17). On démontre de même (15) pour inf^*', j) < a. 

Achevons la preuve de (15). D'après ce qui précède, on peut supposer j ^ j ' et 

inf(j', j') > a. Puisque f G J(a*), on a nécessairement a* = a et j > j f = a. On 

remplace l'inclusion cherchée par son adjointe : 

m(a; j , a) s(a; a, a)oo C s(a; j , a ) ^ . 

Grâce au lemme VII. 10 (vi), on a : 

m(a; j , a) s(a; a, a ) ^ C ft(j, a ) 0 ft(a, a ) 2 C h(j, a ) 2 H <9#(j, a). 

Or il résulte des définitions que 

h(j,a)2 n6#(j,a) C s (a ; j ,a )oo . 

Cela achève la preuve de (15). 

Achevons la preuve de (17). D'après ce qui précède, on peut supposer 

inf(j", j ) > \ a + 1, si a* = a, 

a, si a* = a — 1. 

Cela exclut le cas j " = j ' G J(a*). Donc < j ' , a fortiori 

j' > 
{ a -h 2, si a* = a, 

a + 1, si a = a — 1. 
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Si j vérifie la même inégalité, m(a* + 1; j ' , j ) = 0 et l'inclusion cherchée est évidente. 

Il reste le cas 

3 = 
a + 1, si a = a, 

a, si a* = a — 1, 
et f>j">j. 

Il suffit dans ce cas de prouver que 

h(j",j')2m(a* + l;j',j)c6(j",j). 

La preuve est analogue à celle de (12), cas j " ^ j . Cela achève la preuve de (17). 

Les relations (15), (16) et (17) impliquent (H'9) comme dans la preuve du lemme 

VI. 14. Cela achève la démonstration. 

VIL14. Corollaire. —Pour tout a G { 0 , . . . , k' — l} et tout a G A, le groupe M(a+1; a) 

normalise s(a;a)i. 

Cf. corollaire VI.15. • 

VII.15. Corollaire. — Pour tout a £ J et tout a G A, le réseau s(a — l; a)\ ne dépend 

que de a > a . 

La preuve est identique à celle de la condition (H712) du lemme précédent. • 

VII.16. Dans ce paragraphe et jusqu'en VII.22 inclus, on fixe a G J. Si d est impair, 

on suppose Quand a ^ k' — k" -f 1, les démonstrations sont similaires à celles 

du cas symplectique. On écrira ces démonstrations seulement dans le cas a £ J. 

Lemme. — Soit a G A. 

(i) Si a > k' — k" + 1, pour tout Y G p F s ( a — 1; a)i et tout i G {2 — a,..., a}, 

resp. i G {2 - £(a),... ,£(a)}, on a l'inclusion 

y ^ O c L U , resp. Y{L'i)GL'U-

(ii) Si a G J, soient G J,Y G pFs(a — 1; et 

' { - a + 2 , . . . , a } , si inf(j, f) ^ a, 

{ - a + 2 , . . . , a - 1 } , sij' = a<j, 
i G < 

{ - a + 3 , . . . , a } , sij = a<j, 

, { - a + 3, . . . , a - 1 } , j = j ' = a. 
i4Zors on a l'inclusion 

r ( i ; n n « , i ) ) c i u n % / ) . 

(iii) Si a e J, soient j ' G J avec j f > a et Y G p F s ( a - l ;a ,a, j ' ) i - On a 

l'inclusion 

Y(L'2_anV(a,a)) = ( 
¿ 1 - ^ % / ) . sia<f, 

pFlL'a-i r\V(a,a), sia = f. 
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Démonstration. — On suppose a £ J. Soient j , j ' G J, i G Z, supposons f > j et 

i G 

{ - a + 2 , . . . , o } , si j ^ a , 

{ - a H- 2 , . . . , a - 1 } , si j = a < f, 

{ - a 4 -3 , . . . , a - 1 } , si j = a. 

Posons 

u(a,j',j)i {Y G g£(a,f,j) ; y ^ U n V(aJ)) C p F L
7 n y ( a , j ' ) } • 

Montrons que 

u(ot,j'j)i С s(a- l ;a, j',j)' 

Soient F G u(a,j',j)i et n G Z. On a : 
• si n ^ i — 1, 

F(L^ n V(a,j)) C Y(LU n V ( a , j)) C p F ^ n F ( a , f) C L^+ 2 n V ( a , / ) ; 

• si n ^ i — 2, 

Y(L; n V > , j ) ) C r ( p ^ L U n (a, j ) ) C L\ n V ( a , j ' ) C L'n+2 n V ( a , / ) ; 

. Y(L^ n V(a,j)) C YtP^LU n V(a,j)) C i j f l V(a,j) C L£+ 2 n V ( a , / ) -

Donc y G h(a,j',j)2. Si j < a, on a s(a — l;a,j\j)i = h(a,j',j)2 et c'est terminé. 

Supposons j ^ a. On vérifie que 

h{a,3',3)2ne#(a,j',j) C s(a - 1; a, j ' , j ) i . 

Il suffit donc de prouver que Y G 0#(a,jf,j). On a : 

^(Pi7°')_1) = nL'j-cU)-! r>V(a,j)) C Y(LU nV(a,j)) C pFL^ nV(û,/) 

c PFL'2_a n v w ) = p F p 2

: ; = p ^ ; 2 " ' C pl7W ) + 1 . 

On a : 

^ ( j ) _ i n V ( a ' J ' ) ' si j ^ / c ' - f c " + l, 

p^L'nVXa,.?), s i j e j . 

En tout cas pjfe(i) C p^L - . i n y (a, j ) . D'où 

Les inclusions précédentes prouvent que Y G 0#(a,j',j), ce qui achève la preuve de 

Sous les hypothèses de (2), on a 

puis 
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Grâce à l'égalité pFL'n = L[_n pour tout n G Z, on a 

Mu(a, / . 3)i)~ = {Y G 9t(a,f,j); H^_i n C LU n • 

Par le changement de variables i7 = 2 — i, on déduit alors de (2) les inclusions du 

(h) de l'énoncé. Ceci pour j f ^ j . Si < j , ces inclusions se déduisent des mêmes 

inclusions pour j ' > j par adjonction. 

Soit f G J avec j 7 ^ a. Posons : 

• si j f > a, 

w(aj',a) = {Y G ^ ( a , / , a ) ; fl V(a,a)) C p F L
7

f c , n F ( a , / ) } , 

• si j 7 = a, 

w(a,a,a) = { y G gi(a, a, a) ; y ( L 7

a _ 1 n V(a, a)) C p | L 7

2 _ a n F ( a , a ) } . 

En utilisant les égalités : 

• si j ' > a, 

s(a - l ;a, j 7 , ^ = { y G h(a,f, a ) 2 ; y ( p ^ ) C P ^ ( / ) + 2 , y ( p « " 2 ) C p { / / } } , 

• si j 7 = a, 

s(a — 1; a, a, a)i = a, a ) 2 fl 0(a, a, a), 

on démontre l'inclusion analogue à (1) : 

w(aj',à) C s(a - l ; a , / , a ) i . 

On en déduit (iii) comme ci-dessus. • 

VII. 17. Pour tout i G Z, on définit un réseau Ai de F de la façon suivante : 

• si a G J , Ai = L 7, si 2 - a < i < a — 1 ; 
• si a > /c7 - A:77 + 1, 

' £"_*.,/, si i = -a - 2£(a) + 2, 

_ I L " + a + * ( a ) - i , si - a - 2*(a) + 2 < i < - a , 

î fc,/ = ¿ 1 - * / , si z = 1 - a, 

L 7 , si 2 — a ^ z ^ a — 1; 

• dans les deux cas, pour ii G Z, on écrit i = 26(a + £(a) - 1) + c, avec 6 G Z et 

c G { - a - 2£(a) + 2 , . . . , a - 1} et on pose A* = p F A c . 

Pour tout entier n G Z, on pose 

kn = {Y ege-^ie Z, Y (Ai) C A i + n } . 

Lemme. — Pour tout a E A, on a l'inclusion 

pFs(a - l ; a )~ C 

Cela résulte du lemme précédent. • 
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VII.18. Soient a G A et Z G g. 

Si a G Jj on définit une application : 

*(a , Z ) : V(a, a) n - a] — • a) nV'[a- 2] 

par l'égalité : 
qv(z(a,Z)(v),v') = uFqv(Z(v),v') 

pour tous v G F (a, a) n y ' [ l - a ] , u ' G a) H V 7 [2 — a]. 
Si a ^ fc' - fc" + 1, on définit Z) e F par 

2 (a , Z ) = ujFqv{Z(v"(a, 1 — -£(a), a)), î/(a:, 1 — a, a)) . 

Lemme. — Soient a e A et Z e pFs(a — 1; a)5° H g. ; 

• siaej, z(a, Z)(V(a, a) fi L'[l - a]) C F(a, a) D Z/[a - 2], 

• si k' - k" + 1, z(a, Z) G 0 ^ . 

On a Z E pFs(a; a )~ D g 5« e£ seulement si : 

• siaej, z(a,Z)(V(a,a)nL'[l-a\) C V(a, a) Pi p F L'[a — 2], 

• si a^ k' - k" + 1, z(a, Z) G p F . 

Démonstration. — On suppose a G JT. Il résulte des définitions, du lemme VIL6 (iii) 

et de VII.9 (8) que l'on a l'égalité 

pFs(a — 1; a, a, a)~ = a, a)_i . 

D'autre part 

% û ) n i ' [ i - o ] c p ^ , 

y (a, a) H L'[2 - a] = c p^ 1 (p-* a )~ . 

Pour F G p F s (a - 1; a, a, a)~, v G V(a,a) n l / [ l - a] et Î / G V(a, a) D L'[2 - a], on a 

Y(v) ^ Pâ", donc 
VFqv(Y(y),v') G OF-

La première assertion de l'énoncé s'en déduit. 

On a les égalités : 

pFs(a;a, f, j ) ~ = pFs(a - 1; a, j ' , j ) ~ pour tous j , j ' G (j'j) + (a, a), 

p F s(a ;a ,a , a)~ = / i ( a , a , a ) _ 1 . 

Soit y G p F s (a — l ;a ,a ,a )^ = h(a,a,a)_i. Cherchons à quelle condition on a F G 

ft(a, a, a ) - 1 . Pour n G {3 — a,... , a — 1}, on a 

y (L; n V(a, a)) = Y(pn

a,a) C p ^ " 1 - L'„_i n V ( a , a) . 

La condition est donc : 

Y((L'[2 - a] + L'[l - a]) H V(a, a)) C L /

1 _ a fi F(a, a) = L ' ^ , fi V(a, a). 

Ou encore 

(i) qv(Y(v),v') e oF 
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pour tous?; G (L ' [2 -a ]+L ' [ l - a ] )nF(a ,a ) et v' G L[_anV(a, a) = p " 1 L'k, HV(a, a). 

Cette relation est vérifiée si : 

• v G L ' [2 -a ]n7 (a ,o ) et G ^ _ f l n y ( a , a ) , car alors y(v) G p*"" et G p2~a ; 

• v G L'[l - a] H a) et Î / G L'3_a H a), car alors Y(v) G p~^ et v' G p ^ a

a . 

Il suffit donc de vérifier (1) dans les trois cas suivants : 

(2) v G L'[2 - a] H V(a, a), i/ G L'[l - a) H V(a, a) ; 

(3) u G - a] fl V{a, a), v' G L'{2 - a] n V(a, a) ; 

(4) t ; y € L , [ l - o ] n 7 ( a , o ) . 

Supposons Y e g. Les cas (2) et (3) sont équivalents par adjonction. Dans le cas 

(4), la relation (1) est bien vérifiée car L'[l — a] D V(a, a) = Opv'{a^ 1 — a, a) et 

gv(y( î / (a , 1 — a,a)), t/(a, 1 — a,a)) = 0 . 

Donc Y G p F s(a ; a, a, a)~ si et seulement si (1) est vérifiée dans la situation de (3). 

On en déduit la seconde assertion de l'énoncé. • 

VII. 19. Posons 

/ a - l \ / £(a)-l \ 

\ i = l - a J \i=l-£(a) / 

L = 0 L ' [ Î ] ) © ( 0 

\ i = l - a / \i=l-£(a) J 

On munit W de la forme quadratique qw, restriction de qy à W. Comme en VI. 19, 

on définit des espaces (!, resp. th\ munis de formes qv, resp. qyi, des sous-espaces £'[i], 

resp. £"[%] et, pour a G *4, des vecteurs vf(a,i,j), resp. v"(a,i,j). 

Soient a G *4 et Z G pF<s(a ~~ 1; ̂ T- Pour tout z G {2 — a,... , a — 1}, on définit 

urn element 
Z[ G H o m ( f [ i ] , ^ [ i - 11) 

de la façon suivante. Pour v G L'[i] et ^ 7 G L'[l — i], on vérifie grâce au lemme VIL 16 
que qy(Z(v), v') G OF- Alors Z[ est l'unique application linéaire telle que 

qe,(Zl(v)y) = qw(Z(v),v>) 

pour tous v G v' e L'[l — i], les désignant les projections évidentes. 

Pour tout i G {2 — £(a),£(a) — 1}, on définit de même un élément 

Z^GHom ( r [ z ] , r [ i - l ] ) . 

On définit alors comme en VI.19 des éléments Z1 G # (^ ) , G 

Supposons a G J . La réduction naturelle dans (! de Z/[l — a] D V(a,a), resp. 

L'[a - 2] H V(a, a), est la droite Fqv'(a, 1 - a, a), resp. le plan Fqv'(a, a - 2, a - 1) © 

FçU^a, a — 2, a). Grâce au lemme VII.18, on définit par réduction une application : 

z(a, Z) : ¥qv'(a, 1 - a, a) —• F g ï / (a , a - 2, a - 1) 0 F Q ?/(a, a - 2, a). 
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On la prolonge en un élément de gt(£'), nul sur les autres vecteurs de base. 

Supposons a ^ k' — k" + 1. On note z(a, Z ) la réduction de z(a, Z ) dans ¥q. 

Lemme. — Soient a G A et Z G pFs(a — l;a)i fl gent-

(i) Si a G J j posons T = Zf + z(a, Z) — z(a, Z)*. Alors on a les égalités : 

qv (T2a-2(v'(a, 1 - a, a)), v\a, a - 1, a)) = 0, 

qt,(T
2a"2(^(a, 1 - a, a)), ^ ( a , 1 - a, a)) ̂ ( T 2 a " 2 ( î J / ( a , a - 1, a)), tJ'(a, a - 1, a)) = 0. 

(ii) Si a ^ kf — k" + 1, l'une des conditions suivantes est réalisée : 

(a)z(a,Z) = 0; 

(b) qe, (Z'2a-2(v'{a, a - 1, a)), ^ ( a , a - 1, a)) • 

. ^ ( Z , / M ( f l ) - 2 ( ^ , ( a ^ ( a ) - l , a ) ) , v " ( M ( a ) - l ,a)) = 0. 

Démonstration. — On suppose a G J. D'après le lemme VII. 17, on a, Z G k-i. 
Pour tout i G Z, Z définit un élément de Hom(Ai/Ai+i, Ai-i/Ai) que l'on note Z*. 

Pour j , j ' G ¿7, notons Z(a , j ' , j ) la composante de Z dans g£(a,j',j). On a encore 

Z(a,j',j) G fc_i et l'on définit Z(a,j',j)i pour tout i G Z. 

Puisque Z G on a Z 2 a ~ 2 G & 2 - 2 a e t ^ F ^ 2 a ~ 2 G &o- En particulier, ce dernier 

élément définit un endomorphisme de A a _ i / A a que nous noterons N. Notons 

7T G H o m ( A i _ a / A 2 _ a , A 0 _ i / A a ) 

l'élément que définit la multiplication par uF. On a l'égalité 

N = 7ïZ2-a-"Za-i. 

Notons 

= ( L U n F (a, a ) ) / ( p F L U n V(a, a)) 

et f + , resp. f_ les images naturelles de v'(a, a — 1, a), resp. 0^1/(0:, 1 — a, a) dans R. 

Alors est une base de R sur ¥q. Notons 

p:R—+ L'a_xlpFL'2_a = Ka-i/K 

l'injection naturelle. Remarquons que puisque pFL
f

a_1 = L2_a, la forme quadra

tique u^qv définit naturellement des formes quadratiques non dégénérées sur R et 

A a - i / A a . On dispose donc de l'application adjointe 

p * : A a _ i / A a — > R . 

Posons 

N = p*Np. 

Alors N est un endomorphisme de R. Calculons sa matrice dans la base { i ; + , i > _ } . Il 

résulte des définitions que 

(1) Za-lP(v+) = Z;_ 1(lJ /(a,a - l , a ) ) . 
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On a l'égalité 

Za-Xp(v-) = ^2 Z{OL,j',a)a-ip(v-). 
j'ej 

Si j ' < a, Z(a,f,a)a-i = 0 car cette application prend ses valeurs dans l'espace 

(L'a_2 n V(a, jf))/(Lf

a_1 H V(a,f)) qui est nul. Si f > a, on remarque que l'on a 

p(v-) G L'a/Ka. Grâce au lemme VIL16 (ii), on voit que Z{a,j',d)a-ip(v-) = 0. 

Enfin, d'après les définitions, 

Z(a,a,a)a-ip(v-) = z(a, Z)(vf(a, 1 - a,a)). 

D'où l'égalité 

(2) Z a _ i p(t/_) = z(a, Z)(v'(a, 1 - a, a)) . 

Par adjonction, on déduit de (1) et (2) l'égalité : 

p*7rZ2-a(v) = -qe>(z(a,Z)*(v),vf(a,l - a,a))v+ + qi>(Z'2_a(v),vl'(a, a - l,a))u_ 

pour tout v G £'[2 — a]. 

D'autre part, pour i G {3 — a,..., a — 2} , on a 

A i / A i + 1 = ^ , [ i ] , A i _ i / A i = ^ - l ] 

et Zi = Z[. 

On déduit de ces calculs la matrice de N. Par exemple, le coefficient de N(v+) sur 

le vecteur de base v+ est 

-qt (z(a, ZY Z'3_a • • • Z ^ C ^ a , a - 1, a)), ^ ( a , 1 - a, a)) . 

Par définition de T, ce terme est égal à 

qv{T2a-2(vf(a, a - 1, a)), ^ ( a , 1 - a, a)) . 

On obtient finalement pour matrice : 

(3) 

~qt(T
2a-2(v'(a,a- 1, a)), ïJ'(a, 1 - a, a)) qe'(T2a~2(vf(a, 1 — a, a)), 1 — a, a))" 

^ ( T 2 a - 2 ( v / ( a , a - 1, a)), ^ ( a , a - 1, a)) ( T 2 a - 2 ( v / ( a , 1 - a, a)), ^ ( a , a - 1, a))_ 

Les termes diagonaux sont égaux par adjonction. 

Montrons que 

(4) N est nilpotent. 

On définit g£ent et g£n\\ comme on a défini gent et gn[\. Puisque Z G gent, on a 

Z2a-2 G e t U ; F ^ 2 a - 2 ç g ^ jyQnc e g t nilp 0teilt. 

Notons V(a1 a ) - 1 l'orthogonal de V(a, a) dans y et 5 l'image naturelle de L .̂, D 

F ( a , a ) x dans A a _ i / A a . D'après le lemme VII.16 (ii) et (iii), on a les inclusions : 

Z ( A 2 _ a ) = Z(L'2_a) C L[_k, + pp1 L'a_^ n V(a, a) C p ^ 1 L'k, n V(a, a ) x 

+PF1L'a_1nV{a,a). 
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Par adjonction, on en déduit que 

Z ( 4 , n y ( a , a ) x ) c ^ _ 1 . 

Donc Za^\ annule S et l'image de nZ2-a est incluse dans S+p(R). En utilisant le fait 

que pp* est égal à l'identité sur p(R) et est nul sur 5, on obtient l'égalité : 

Za-lPP*nZ2-a = Za-lK Z2-a' 

Pour tout entier n e N, on en déduit l'égalité 

Nn = p*Nnp. 

Donc N est lui aussi nilpotent. 

Grâce à (4), la matrice (3) est nilpotente. Les assertions de l'énoncé en résultent. 

• 

VII.20. Pour Y G g, on définit Yw G g(W) comme en VI.20. De même, pour 

Y G k(L), on définit Y' G g{£') et Y" G g[£"). 

Soit a G A>a- Rappelons que les ensembles s (a — l ;a) i et M(a;a) sont indépen

dants de a pourvu que a G A\& (lemme VII. 13 et corollaire VII. 15). On les notera 

s (a — l ;5) i et M (a; a). Ce dernier ensemble est un sous-groupe de K(L). On note 

M'(a) x M"(a) son image naturelle dans G{£') x G(£"). Pour x G M(a ;5 ) , on note 

(x', x") son image naturelle dans M'{a) x M"(a). On a remarqué dans la démonstra

tion du lemme VII. 11 que la droite Fqv
f(a,a — l ,a) était indépendante de a G A\s-

Pour x' G M' (5 ) , on note z(x') l'élément de F* tel que 

x'(v'(a, a — 1, a)) = z(x')v' [a, a — 1, a) 

pour tout a G A\à- De même, si a ^ k' — /c" -f 1, pour G M"(a ) , on note z(x") 

l'élément de F* tel que 

x"{v"{a,£(a) - l ,a)) - z(x")v"(a,£{a) - l ,a) 

pour tout a G A\à. 

Soit G S. Pour j G J , il résulte de VII.2 (1), (2) et (3) que X(a,(3J)w G 

k(L). On pose simplement 

X'(a,ß,j) = (X(a,ßJ)w)', X"(a,ßJ) = (X{a,ß,j)w)" 

On définit de même X'(a,/3) et X"(a,(3). 

Si a e J, on définit z(a,/3) G g(£') par 

^ ^ ( ^ ' ( c ^ a - l ,a)) = / ^ ' ( a ^ - a, a) + /3 a_iïJ ,(a,2 - a, a - 1), 

^ ( a , ) 9 ) ( v / ( a , z , j ) ) = 0 

pour tout j e J, i e Z tels que |i| ^ j — 1 et (i, j ) ^ (a — 1, a). 

Si a ^ /c7 — /c" + 1, on rappelle que l'on a fixé en VII.2 un élément 8[ot!a, a^]a G oF. 

On note z(a,f3) sa réduction dans F*. 
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On définit de façon évidente l'ensemble B>a, une projection 

B ^ B > a 

(a,/?) i—> (a>a,ß>a) 

et, pour tout (a,(3) G B>a, un sous-ensemble B\~^ de B. 

Soit (5,/?) G B>a. On définit une fonction : 

<p~3 : (pF s(a-l; 5 ) ? H g) x M ' (5 ) x M"(5 ) x B|~ ̂  — + C 

par 

' rl> o q g { n (Z' + *(a, Z) - z(a, Z)* , x'-\X\a, (3) 

+ z(a,/3) - z(a,f3)*)x'), si a G J, 
ip~ *(Z,x ,x ,afi) = < r 

, / 3 W [ ~ /3) z{xf) z(x")z(a, Z) + ^ (Z ' , x'~l X'(a, /?)*') 

+ qg{n{Z"\x"~l X'\a,[3)x")} si a > k' -k" + 1, 

pour tous Z G p F s ( o - l ; a )~ n#, G M'(S) , x" G M " (a), (a,/3) G fi|5£. 

Lemme. — Soit (à,/3) G B>a. Il existe une fonction 

C~p:pFs(a-l;a)ïng — • C 

telle que pour tous Z G pFs(a — 1; a ) ^ n ^ x G M (a; a) , (a, /3) G B\~ ^, X G /3), 

on az£ Végalité : 

tß o % ( Z , x " 1 I x ) = ^ *(Z, x', x", a, ß) C~ g ( Z ) . 

La preuve est similaire à celle du lemme VI.20. • 

VII.21. Soit 5 G A\>a- On a remarqué dans la preuve du lemme VIL 11 que le 

module 

Ln( e V(a,j)), resp. I f l ( 0 V(o , j ) i 

était indépendant de a G A\s- On note ¿ 5 , resp. son image naturelle dans £', 

resp. r . Pour Y' G resp. Y" G on définit Y~ G 5 ^ ) , resp. yi' G g(t!L), 

comme on a défini Y¿ et YQ en VI.21. En particulier, pour Z G pps(a — 1;5)5" C\g, on 

pose Z i = (Z')s, Z'I = (Z'% et, pour (a,/?) G S, on pose X'~{a,f3) = (X'(a,(3))5, 

XÏ(a,0) = (X"(a,(3))s. 

On définit comme dans le cas symplectique les sous-groupes M r e d ( a ; a) et M"(a; a) 

de M{a;a). On note M ' r e d ( 5 ) x M " r e d ( 5 ) et M,u(a) x M " n ( 5 ) leurs images dans 

G(£') x G(£"). Remarquons que M / r e d ( 5 ) C G ( ^ ) , M / / r e d ( 5 ) c G ( ^ ) . 

Notons Z'(a) l'ensemble des Y' G g(£') tels que 

• pour tout i G {1 - a,..., a — 1}, F ' ( ¿ ' [2 ] ) C ^[i — 1] (avec la convention £'[—a] = 

{ 0 } ) ; 
• pour tout i G { 1 , . . . ,a - 1}, [i] n 4j) C f [i - 1] D ̂  et, pour tout i G 

{2 - a,..., 0}, Y'(t'[t\ n C €'[» - 1] n l£ ; 
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(£'~- est l'orthogonal de £'~ dans £'). Cet ensemble est stable par conjugaison par 

M'(a). On définit un sous-ensemble Z"(a) de g{£") par des conditions analogues. Il 

est invariant par conjugaison par M"{a). On pose 

Z(a) = {ze pFs(a - l ;5)r H ( Z ' , Z " ) G Z ' ( 5 ) x Z " ( 5 ) } . 

Pour (a, /5) G S > a , on définit une fonction 

^ : (pFs(a - l;S)r n f l) x M ' r e d ( 5 ) x M " r e d ( 5 ) x — . C 

par 

<Pse(Z,x',x",a,ß) = < 

0, si Z iZ{a)-

iP o qg(ts)(ZL + z(a, Z) - z(a, Z ) * , s'"1 /?) 

+ z{a,ß) - z(oLrf)*)x'), si Z G Z ( 5 ) et a e J, 

0 [ - *(a, /3)z(x')z(x")z{a, Z) + qg(e>a)(Z's, x'~l XL(a, ß)x') 

+ ^ ) ( ^ , x , , - 1 X g ( a , i 8 ) x / / ) l s i ^ £ ( 2 ) 

et a ^ A:7 - k" + 1, 

pour tout Z G p F s(a - l;5)r H g, x' G M / r e d ( 5 ) , x" G M " r e d ( a ) , (a,/?) G B|~£. 

Lemme. — 5oz£ (a,/?) G S> a. Munissons M n ( a ; a ) d'wie mesure de Haar. Il existe 
une fonction 

C^:pFs(a-l;a)i Hg—>C 

telle que pour tous Z G pFs(a - l ; a )~ n g, x G M r e d ( a ; a ) , (a, /5) G ß | 5 ß , X G 

/?), on ai£ l'égalité 

f ^oqg{Z,y-lx-lXxy)dy = 0 5 *(Z, x', x \ a, /?)Ci ? ( Z ) . 
J Mu(a;à) ' 

La preuve est similaire à celle du lemme VI.21. • 

VIL22. Soient a G A>a et Z e g. On & défini en VIL18 un terme z(a,Z) pour 

a E A. Comme dans la preuve du lemme VII.ll , on montre que z(a,Z) ne dépend 

pas de a pourvu que a G A\s- Cela autorise à noter ce terme z(a, Z) et sa réduction 

z{a,Z). 

Lemme. — Soient (a,/3) G B\>a et Z G pFs(a — 1; a)i ngent. Supposons z(5, Z) ^ 0. 

Alors on a Véqalité 

E E E K(a,ß)<t>5^(Z,x',x",a,ß)=0. 
{a,ß)eB\5ß x'eM'red(à) i " 6 M " r e d ( a ) 
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Démonstration. — On suppose a e J. L'espace £'~ est du type étudié en II.5, l'entier k 

de ce paragraphe étant égal à a. Fixons °X G g(£~)m\ comme en II.5, que l'on complète 

en un s^2-triplet °H, °Y). Quitte à effectuer une conjugaison, on peut supposer 

que pour tout i G {1 - a, ...,a—l},°H agit sur £f[i) n£~ par l'homothétie de rapport 

2%. Graduons g(£L) comme en V.7. Alors Z's G g(t~;-2) et z(a,Z) -z(œ,Z)* G 

</(*'-; 4 a - 8 ) . 
En appliquant les définitions de V.16 à l'espace £'~, on définit une suite W~ de 

sous-espaces de £~, un ensemble X(W~), une fonction £ w - sur X{W~) et un isomor-

phisme 
p- : 3(4; 2) x g(l'~- 8 - 4a) —> X(W~). 

Considérons l'application 

r : M ' r e d ( 5 ) x ß | 5 ™ 5 ( 4 ) 

(x', a, ß) • • x'-^X'^a, ß) + z(a, ß) - z{a, ß)*)x'. 

Par construction, son image est incluse dans g(i~; 2) + g(l~; 8 — 4a). On va montrer : 

(1) il existe c G C x tel que, pour tout Y e g(£~; 2) + g(£~; 8 - 4a), on ait l'égalité 

E 
(x',a,ß)eT-1(Y) 

«(a, /?) = c £ w - op (Y). 

Explicitons les définitions de V.16. On a W0 = £'[a — 1] D £'~ et, pour i G { 1 , . . . , a} , 

Wr = £'[i - a] H £L. Soit (a f3) G B | 5 g. Posons 

p - o r ( l , Q ^ ) = X = № ) i = 0 a - l . 

Alors XQ est défini par l'égalité 

Xo(v'(a,a- l ,a)) = ßav'(a,2 - a,a) + /? a _i i / (a ,2 - a,a - 1), 

et, pour z G { 1 , . . . , a — 1}, Xi est défini par l'égalité : 

Xi(v'(a, i — a, j ) ) = v'(a, i + 1 — a,j) pour tout j G {a + 1 — z , . . . , a } . 

Notons Q la restriction de qa> à Wa . Alors 

sgn(Q[X] 0) = s g n ( / 3 X + / f t - X - i ) , 
et, pour i G { 1 , . . . , a} , 

(2) sga(Q[X]i) = 
a n 

n = a + l — i 

s g n ( a ' ) . 

Remarquons que 
x0(w^) + x1(wr) = Wz 

car / ? a _ i 7̂  0 par définition de B. En utilisant les définitions de V.12 et VII.2, on 
trouve l'égalité : 

Ew-(X) = Ea (a,B) 
a n 

n = l 

sgnK)" . 
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Posons 

C l =sgn ((-ir ^rj'fí П ti(°>ß) 
j£j;j>a 

) 

( 
k' 

n 
ri=a-\-l 

s g n « ) n ) 

( 
k' 

n 
n=k'-k" + l 

s g n « ) " - f c 

Il est clair que C\ ne dépend que de (a,/3). En se rappelant que, par définition de A, 

on a l'égalité 
k 

n 
n = l 

a' = ( - l ) [ f c ' / 2 V , 

il résulte de la définition de K(QL (3) donnée en VII.2 que l'on a l'égalité : 

K(a,ß) = C1( TT ^(a,ß))(f[sgn(a'n)A. 

D'où l'égalité 

(3) 
K(a,ß)=C1Cw-(X) J] £>,/?). jej;j<a 

Le groupe M'red(a) n'est autre que 

(j[GL(W-)^) x G ( W 7 ) . 
Il agit naturellement sur pour tout i G { 1 , . . . , a} et sur WQ par adjonction. Il agit 

donc sur X(W~) par une action que l'on note ( x ' , X ) ^ xf • X. Pour x' G M / r e d ( a ) 

et (a,/3) G B\%p, on a évidemment l'égalité : 

o r (x / , a, ß) = • p o r ( l , a , / î ) . 

Puisque £ w - est constante sur les orbites pour l'action de M / r e d ( 5 ) , l'égalité (3) reste 

vraie pour X — p~ o r(x' , a, ¡3). En particulier £ w - (X) 7̂  0. 

Inversement, soit X G ^ ( W - ) tel que £yy- (X) 7̂  0. Déterminons la fibre de p~ o r 

au-dessus de X . C'est l'ensemble des (xf,a,[3) G M'red(a) x tels qu'en posant 

x'~xX — X 7 , on ait les égalités : 

(4) X'Q(v\a, a - l , a)) - /3a ^ ( a , 2 - a, a) + (3a-iv'(a, 2-a, a-l), 

(5) pour tout i G { 1 , . . . , a — 1} et tout j G {a + 1 — i,..., a } , 

X[(v\a, i - a, j ) ) = v\a, i + 1 - a, j ) . 

Ces égalités impliquent (2). Or (2) détermine a'n pour n G { 1 , . . . , a } , donc a puisque 

a > a = a. Notons a x l'élément de A ainsi déterminé. Dans les égalités (4) et (5), on 

doit prendre a = a x . On vérifie qu'il existe x' tel que (5) soit vérifié. Plus précisément, 
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l'ensemble des x' tels que (5) soit vérifié est en bijection avec le sous-groupe des 

éléments de G(W~) qui conservent chaque droite ¥qv
f(ax,0,j) pour j = l , . . . , a . 

Cet ensemble a 2 a _ 1 éléments. Pour chaque x' dans cet ensemble, (3a-i
 e t Ax sont 

déterminés par (4). L'hypothèse £ w - (X) ^ 0 entraîne que (/? a-i? Ai) £ a * ], 

c/. VII.2 pour la définition de cet ensemble. Par contre les /3j, pour j G J^, j ^ a — 2, 

sont quelconques. Remarquons que pour tout j G on peut considérer Çj(ax,-) 

comme une fonction définie sur B[ax_va
x ] . Pour tout tel j , posons 

СЛах) = У E aX,ß) 

OL X' 
7 - 1 Oí 3 

ì 

L'égalité (3) et la description ci-dessus entraînent l'égalité : 

V n(a,ß)=2a-1C1( ГТ Cj(ax))tw-(X). 
(x>,cß)e(p-oT)-4x) jej,j<a 

Mais il résulte du lemme V.13, cas WQ = 0, w\ ^ 0, que pour tout j G J, on a l'égalité 

C J ( a x ) = ( ç - l ) 2 ( ç + l ) ( g - 3 ) . 

On en déduit (1) avec : 

C = 2a~xd[(q - l)2(q + l)(q - 3 ) ] ^ ' G ^ < a > l . 

Si Z ^ >£(a), on a 0~ ^ (Z , x 7, x", o;, /3) = 0 pour tous x',x",a,j3 et l'assertion de 

l'énoncé est immédiate. Supposons Z G Z(a). Posons 

-J- rv = Z'S 
•f zia, Z) -z(â,Zy 

Grâce à (1), le membre de gauche de l'égalité de l'énoncé est égal à : 

c V £ w - o p - ( y ) ^ o % ) ( T 5 , y ) . 

yep(^;2)+^(^;8-4a) 

Si les deux hypothèses du lemme V.16 sont vérifiées, ce lemme implique la nullité de 

cette expression, d'où l'égalité de l'énoncé. Ces deux hypothèses sont z(5, Z) ^ 0, ce 

que l'on a supposé, et : 

(6) est nilpotent. 

Démontrons-la. L'endomorphisme de l~ permute cycliquement les sous-espaces 

suivants de £~ : 

{£'[1 - a] 0 £'[a - 1]) H 4 , £'[a — 2] fi 4,..., / [ 2 - a] H 4 . 

Il suffit de prouver que la restriction de T~a 2 à {£'[1 — a] (&£'[a — l])fl4 e s t nilpotente. 

Cet espace a pour base {v+,v-\, où 

v+ = v'(a — 1, a), i>_ = Ï / (1 — a, a). 
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La matrice de l'endomorphisme ci-dessus est 

' ^ ( r J - 2 ( t ; + ) , 0 qts(Tla-2(v-),v4 

qek(T^-\v+),v+) q,5{Tla-\v^),v+)_ • 

Or on a, par exemple : 

qea(Tla-2(v.),v+) = (-ir-lqt,ä(T2-1(v-),Tl-1(v+)). 

Posons 

T = Z' + z(a, Z) - z(a, ZY . 

Puisque Z G 2(a), on a 

TÏ-\v+)=Ta-\v+) 

T?-1(v-) = Ta-\v_). 

On en déduit l'égalité : 

qts (T?-2(v_), v+) = qe, (T
2a-2(v.), v+). 

Un même calcul s'applique aux autres coefficients. Alors la nilpotence de la matrice 

ci-dessus résulte du lemme VIL 19 et de l'hypothèse Z G gent. Cela achève la démons

tration de (6) et du lemme. • 

VII.23. Soient a G {—3, . . . , k'}, a G *4>6( a ) et Z e g. En appliquant les définitions 

de VII.5 aux données relatives à a, on définit h(a; a, Z) et, si a ^ —3, ioo(a; <5, Z). 

Lemme. — Soit a G { — 2 , . . . , k'}. Supposons que pour tout a G A>\}(a-i)y on ait 
l'implication 

Z G # e n t et h(a- l ; a , Z ) ^ 0 Z G pFs(a- l ; a ) ^ H g. 

Alors pour tout a G .A>fc(a)> on a Vimplication 

Z G flfent e£ Ioo(a\a,Z) ^ 0 ^ > Z G p F s ( a ; a ) ~ np. 

Démonstration. — Supposons d'abord l'une des conditions suivantes vérifiées : 

• aG { - 2 , - 1 , 0 } ; 

• a + 1 G J ; 

• d est impair et a = 1. 

Dans les deux premiers cas, b(a) = b(a — 1). Dans le troisième, b(a) — 1, b(a — 1) = 0. 

Dans les trois cas, la projection .A>b( a-i) —* Ay^a) e s ^ bijective. Identifions ces deux 

ensembles. Pour a G A>b(a)i
 o n a l e s égalités : 

M(a; a ) i? (5 )oo = M(a — 1; a)R(a — 1; s(a; 5)oo = s(a - 1; S)i 

grâce à VII.12 (3). Alors l'hypothèse et la conclusion de l'énoncé sont identiques. 

Supposons maintenant a G J et, si d est impair, a ^ l . Soit a G *A > b ( a ) . Notons 

A# la fibre au-dessus de a de la projection A>b(a-i) ~* *4>6(a)- Alors 

ß | a = M B | a # 

a # G A# 
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Pour tout Z G g, on a l'égalité : 

J o o ( a ; 5 , Z ) = Yl / J2 ißoqg(Z,x-1Xx)dXdx. 
a # € > 4 # ^ M ( a ; 5 ) Ä ( a ; 5 ) 0 o ( a > / 3 ) 6 j B | # ^ ( " ^ ) 

Pour tout a# G on a encore l'égalité : 

R(a; a)oo = Ä(a - 1; a*)i. 

Fixons une mesure de Haar sur M(a; a). Alors pour tout a# G *4#, il existe c(a#) > 0 

tel aue, pour tout Z G a, on ait l'égalité 

/ o o ( a ; a , Z ) = ^ c ( a # ) / Ji(a - 1; a # , xZx 1)dx. 

Supposons Z G #ent et /oo (a ;a , Z) ^ 0. Alors il existe a* G et x G M (a; a) 

tels que Ii(a — l ; a # , x Z x _ 1 ) 7̂  0. Fixons de tels a* et x. Appliquons l'hypothèse 

de l'énoncé : on a x Z x - 1 G pF«s(a — fl g. Remarquons que ce module est 

indépendant de a* : c'est l'ensemble pFs(a - 1; 5)5" fl g des paragraphes précédents. 

Il est stable par conjugaison par M (a; a). Donc Z G PFS(CL — 1; 5)^f ip. On poursuit la 

démonstration comme en VI.23, en utilisant les lemmes VII.18, VII.19 et VII.22. • 

VII.24. Comme en VI.24, la proposition VII.3 se déduit d'une application successive 

des lemmes VII.5, VII. 13 et VII.23. On doit remarquer que A>b(k') — 0> Q u e pour 

Z G g, on a l'égalité h(k'; 0 , Z) = I(Z) et qu'enfin pour Z G pFs(kf;0)^ D g = 

h{0)~\ on a Z(L[_k,) c L[_k, et Z(L»_k„) C L'[_k„. • 

VII.25. On a supposé en VII.l k' ^ k". Comme en VI.25, un argument utilisant une 

similitude de rapport uF permet d'échanger les rôles de k' et k". On peut donc énoncer 

et démontrer une proposition analogue à la proposition VII.3 quand k' < k". Nous 

laisserons ce point au lecteur et continuerons à supposer k' ^ k" pour la commodité 

de la rédaction. 

Posons R = L[_k,. On construit comme en III.2 une fonction °f G C^°(g) à support 

dans k(R) et on définit une distribution °<p E T> par 

W) = IG^r1!^)!1 7 2 / / f{x-1Yx)°f(Y)dYdx 
JG Ja 

pour toute / e C%°(g). Posons 

C = 2 1 - f c ' - s u P ( ° . * " - 1 ) [ ( < ? - \f(q + l)(q - 3)]-K*'-*")/2] 

et, pour (aß) e B : 
m(a,ß) = mes(ZG(X(a,ß))). 

On définit une distribution D e V par : 

D = cqS(k',k") J2 m(a,ß)K(a,ß) f <p(X,-)dX 
(a,ß)eB JA(a,ß) 
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cf. III.8 pour la définition de ô(k', h"). Cette distribution dépend bien sûr des diverses 

données fixées en VII.l et VIL2. 

Lemme. — Soit f G C%°(g). Supposons le support de f inclus dans gent. Alors on a 

l'éqalité 

D(f) = W ) -
Démonstration. — La preuve est analogue à celle du lemme VI.26. Le calcul de la 

constante utilise l'égalité : 

E П ßGB(a) i e j 

Cj(aß) = [(q-l)2(q+l)(q-S)\ \(k'-k")/2] 

pour tout a e A. Cette égalité résulte du lemme V.13, cas WQ = 0, w\ ^ 0. • 

VII.26. Soit (V,qy) un espace orthogonal comme en 1.2. Supposons que V possède 

un réseau autodual. Soit 0 G 6 ( V ) . On fixe des objets V 0, Vi, R, T et XT comme en 

ULI et III.2 et T comme en IV.2. On a défini en III.2, resp. IV.2, une distribution 

0 0 ( X T , •)> resp. DQ[T,XT], qui appartient à VENT. 

Proposition. — Pour toute f eH, on a Véqalité 

De\r,XT}(f) = MXT,f). 

C'est la proposition IV.3 dans le cas orthogonal. 

Démonstration. — Comme on l'a déjà dit, on ne traite que le cas h' > k". Supposons 
d'abord V0 = V ^ { 0 } . Ecrivons 0 = (/c7, /c", 0, 0, 0). Le couple (k'',&") vérifie les 
conditions de VII.l. Avec les notations du paragraphe précédent, on a l'égalité : 

Ö W X T , • ) = °<t>. 

Etudions la distribution Do\T, XT} - Les ensembles J de IV.2 et J de VII.l sont égaux. 

Pour j G J, considérons l'ensemble 

= { ( 7 * , 7 ) e x ; 7 ^ 7 * mod 1 + p F } . 

Définissons une involution tj de Tj par 

^ ' ( 7 * , 7 ) = ( 7 , 7 * ) -

Fixons un sous-ensemble A 7 de T 7 tel que T 7 soit union disjointe de A 7 et £ 7 (A 7 ) . 

Posons 
д = { 7 e г ; Vj e J, (7j-i,7j) e A ¿ } , 

I = п { W . 
76 J 

Pour tout i G / , on définit de façon évidente l'ensemble i ( A ) . Alors F est union 
disjointe des z(A) quand i parcourt L On définit une distribution D[A] en remplaçant 
dans la définition de DQ[F, XT) la sommation sur 7 G T par une sommation sur 7 G A. 
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On a défini en VII.l et VII.2 les ensembles A et B. Précisons les choix effectués 

en VII.2. On note E l'extension quadratique non ramifiée de F et TE l'élément non 

trivial de Gel(E/F). On fixe un sous-ensemble AE C 6E tel que 

• A E n r E ( A E ) = 0 ; 
• l'application de réduction envoie bijectivement AE U TE(AE) sur ¥q2 — ¥q. 

Pour j G {kf - k" + 1,..., k'} et a', a" G o£, on choisit l'élément 7 [ c / , a"]j de VII.2 

dans Tj. Pour j G J, a*, a G o£, (/3*,/?) G B[a*,a] tels que /3*2â*â+/3 2â 2 £ F* 2 , on 

choisit l'élément 7[a*, a, /?*, /% dans A ^ . C'est possible pour des choix convenables 

de relèvements de /3* et /3 dans ÛF- Pour j,a*,ce,/3*,/3 comme ci-dessus mais tels 

que /3*2cï*â + f32â2 G F* 2 , on choisit les éléments 7 * = 7 * [ a * , a , / ? * , e t 7 = 
7[a*, a, (3*, 0]j tels que ( 7 * , 7 ) G A j . C'est encore possible. Dans chaque cas ces choix 

sont uniquement déterminés. On effectue arbitrairement les autres choix de VII.2. 

Cela étant, on définit la distribution D de VII.25. 

Supposons pour simplifier la rédaction d impair. Notons BE l'ensemble des (a, /3) G 

B tels qu'il existe j G J pour lequel qj(/3) £ F* 2 . Montrons que : 

a) 
(aß)eßE 

m(a, /?)ft(a, ß] f </>(X,-)dx = 0. 
*A(a,ß) 

Pour tout sous-ensemble L de J, notons BL l'ensemble des (a, (5) G B tels que pour 

tout j G J, on ait l'équivalence 

j G L <==> qj (B) B Fq 2 

L'ensemble BE est union disjointe des BL quand L parcourt l'ensemble des sous-

ensembles non vides de J. Il suffit de fixer un tel L et de prouver l'égalité analogue 

de (1) où BE est remplacé par BL- Fixons un tel L et £ e L. Fixons aussi une section 

s de l'application 
F x F x 2 

X i—> x2. 

Définissons une application 

(<*,/?)•—> (a,/?) 

oar les formules : 

a" = a" pour tout j G {k' - k" + 1,..., k'}, 

a'j — a'j pour tout j G { 1 , . . . , k'} — {£ — 1, £ } , 

a'£ = ï/aj, oî£_x = vol£_x, 

fa = f3j pour tout j G { 2 , . . . , k' - k") -{£-!,£}, 

(3£ = a£ a'tPe, Pe-i = s(â£_1â~£a£_1a£ )Pe-i-

(On rappelle que v est l'élément non trivial de o^/o^2. Dans les quatre premières 

égalités, a", c/ etc. sont des éléments de oF/o^2. Dans les deux dernières, on les 
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a identifiés comme en VII.l à des relèvements dans oF). On vérifie les propriétés 

suivantes : 

• cette application est une bijection de BL sur lui-même ; 

• les éléments X(a,/3) et X(2, /3) de g sont conjugués par un élément de G; 

• les sous-ensembles A(a, (3) et A(a, /3) de g sont conjugués par un élément de G ; 

• ra(2, (3) = ra(a,/3) ; 

par contre : 

• K(à,f3) = -*;(a,/3). 

Alors la somme des contributions de (a, /3) et de (a,/3) à l'expression (1) (avec BE 

remplacé par BL) est nulle. D'où l'assertion (1). 

Grâce à (1), on peut remplacer dans la définition de D la somme sur les (a, /3) G B 
par la somme sur les (a,/?) E B — BE. Remarquons que d'après nos choix, pour 

(a,/3) e B — BE', la famille ('7a,(3j)jeJ appartient à A. Définissons une application : 

B-BE —>Ax(o*/o*2)J 

(a,/?) i—• ( 7 , e ) 

par : 
• lj = 7a,/3,j, P ° u r t o u t i € J ; 
• = ej-i = a'jdatfj-i ~ la^j)'1 modo£ 2 , pour tout j e J; 
. e . = ( _ i ) ^ 0 ' ) + i a / / ? pour tout j e {kf - k" + 1,...,h' - 1}, 

• si fc"^0, e f c ^ - r / V ' 

c/. 1.3 pour la définition de 77". On vérifie que cette application a pour image A x E, 

c/. IV.2 pour la définition de E. Les fibres ont toutes 2' Jl éléments : pour j G J, /3j_i 
n'est déterminé qu'au signe près par ( 7 , e). 

Pour (a, /3) et ( 7 , e) comme ci-dessus, on vérifie que les ensembles A(a, /3) de VII.2 
et A ( 7 ) de IV.2 sont conjugués par un élément de G. Comme dans la preuve du 
lemme VI.26. on calcule 

m(a,ß) = 2k'~1. 

Enfin, avec les notations de IV.2, on a l'égalité : 

K(a, ß) = s g n t - l ) ^ ' - 1 ) / 2 (q + 1)1 J l a ( 7 ) « o ( e ) 

On en déduit l'égalité : 

D = 2^D\A}. 

Grâce au lemme VII.25, on a aussi : 

W ) = 2 | J | £ [ A ] ( / ) 

pour toute / G C£°(g) telle que le support de / soit inclus dans gent. On peut remplacer 

dans cette égalité A par i(A) pour tout i G / . Puisque 

De\T,XT] = YtD[i(A)l 

iei 
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on obtient 

(2) °<f>(f) = De[T,XT}(f) 

pour toute / comme ci-dessus. 

Supposons maintenant d pair. Le calcul est analogue. On doit prendre garde à la 

difficulté de distinguer les deux classes de conjugaison par G contenues dans une classe 

de conjugaison par O(V), semi-simple et régulière. On fixe 6 G 0(V) - G. Il résulte 

des définitions que °0 est invariante par conjugaison par O(V), donc °<j) o Ad(5) = °4>. 

Le lemme VII.25 reste vrai si l'on remplace D par 

(D + Do Ad(J))/2. 

Dans le calcul précédent, on remplace D par cette distribution. On aboutit encore à 

l'égalité (2). 

Dans ces calculs, on n'a pas utilisé l'hypothèse que V possédait un réseau autodual, 

mais seulement les propriétés de k' et k" imposées en VII.l. Dans le cas général où 

V ^ Vo, ces propriétés restent vraies. La proposition se déduit alors du cas particulier 

V = VQ comme dans la démonstration de la proposition VI.27. • 
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CHAPITRE VIII 

CORRESPONDANCE DE SPRINGER 

VIII. 1. Soit W un groupe fini. On note C(W) l'espace des fonctions sur W à valeurs 

complexes, Cw le sous-espace des fonctions invariantes par conjugaison et 7Z(W) l'en

semble des classes d'isomorphie de représentations irréductibles de W. En associant 

à toute représentation (de dimension finie) de W son caractère, on identifie K(W) à 

une base de Cw. On définit un produit scalaire sur C(W) par 

(f,f)w = \w\-1 E f fMf'M-
wew 

En particulier si p et p' sont des représentations de W et p' est irréductible, (p,p')w 

est la multiplicité de p' dans p. 

Soit U un sous-groupe de W. Si p, resp. pu, est une représentation de VF, resp. / 7 , 
on définit la restriction resjf(p), resp. l'induite ind^'(pu), qui e s t une représentation 

de U, resp. W. On a la formule de réciprocité de Frobenius : 

(resff(p),Pu)u = (p,mdu(pu))w. 

Pour w G W', on note w • pu la représentation p^/ o Ad(u> : ) du groupe wllw 1 . Si 

C/' est un sous-groupe de VF, on a la formule de Mackey : 

res^ ind^(pc/) - E indu>nwUw-i ( ™ ' r e s ™ - i u'wnu(pu)) • 

wew \ W/U 

Par linéarité, ces définitions et propriétés se généralisent : on peut remplacer ci-dessus 

p, resp. pu, par un élément de Cw, resp. Cu. 

On note ljy la représentation triviale de W. 

VIIL2. Soit n un entier ^ 1, posons W = W(An-i), cf. IL3. On définit une bijection 

p : 7>(n) —> ft(W0 

c/. [C], proposition 11.4.1. En particulier p((n)) est la représentation triviale. Si a G 

'P(n) et p G H(W), on dira que a parametrise p si p = p(a). 
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Soient /3 G V(ri) et U un sous-groupe de W. On dira que U est de type (3 s'il existe 

une décomposition en union disjointe : 

c(ß) 

{ l , . . . , n } = I \Kj 

3 = 1 

de sorte que : 

(1) 

{ . 
. 

pour tout j G { l , . . . , c ( / 3 ) } , \Kj \ =/3J; 

U est le sous-groupe des éléments de W qui conservent chaque Kj 

pour j G { l , . . . , c ( / 3 ) } . 

Deux tels sous-groupes sont conjugués. Soit U un tel sous-groupe, posons 

7T(/3)= induit,). 

Cette représentation ne dépend pas du choix de U. On a la propriété suivante : 

(2) il existe une matrice (C(/3, a ) ) a ^ € p ( n ) à coefficients complexes telle que 

• pour tous a, /3 G P(n), C(/3, a ) ^ 0 => (3 ^ a ; 

• pour tout a G 'P(n), C(a , a ) = 1 ; 

• pour tout a G P(n), p (a ) = £ C((3,ct)ir((3). 
(3ev(n) 

Cela résulte de [Z] 4.16. En inversant la matrice, on a aussi : 

(3) il existe une matrice (C(a , /3))a^ep^ à coefficients complexes telle que 

• pour tous a, /3 G 7*(n), C(a , /3) 7̂  0 a ^ /3 ; 

• pour tout (3 G P(n), C(/3, /3) = 1 ; 

• pour tout /3 G P(n), TT(/3) = E C(a , /3 )p(a ) . 

Soient a, /3 G V(n) et / 7 un sous-groupe de W de type /3. Par réciprocité de Frobenius, 

on déduit de (3) la propriété suivante : 

(4) • si (resjf (p(a)), lu)u ^ 0, alors a ^ (3 ; 

• si a = /3, ( res^(p(a)) , lu)u = 1. 

Soient n^n" G N tels que + n" = n et U un sous-groupe de VF de type la par

tition associée à l'ensemble avec multiplicités {n1\n"}. Le groupe U est isomorphe à 

VF(^4n/_i) x W(Anrr-i) (en posant formellement W(A-i) = { 1 } ) . Ses représentations 

sont paramétrisées par V(n') x V(n"). Soient oc' G T{n'), ex" G V{n") et a G P(n). 

On a : 

(5) • si ( res^(p(a)) , p (a ' ) 0 p(a"))c/ 7̂  0, alors c* ̂  a 7 U a" ; 

• si otf U c*" = a, ( res^(p(a)) , p (a ' ) (g) p(ot"))u = 1. 

Affectons d'un resp. les objets relatifs à W(An'-\), resp. W(Ann_1)^ que l'on a 

introduits ci-dessus pour le groupe W. On a : 

P(OL') (g) p (a" ) = 

(ß',ß")ev(n')xv(n>>) 

C'(ß',a')C"(ß",a")n(ß')®7r(ß"). 
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Par construction, pour ß' G V(n') et ß" G V{n"), on a l'égalité 

ma™{it{ß,)®n{ß"))=it{ß'\Jß"). 

D'où l'égalité 

md! r (p (Q ' )®p(a" ) ) = E 
(ß',ß")eP(ri)xV(n") 

C'(ß',a')C"(ß",a")7r(ß'uß") 

= E E 
(ß' ß")ev(n')xV(n") 

C(7, /3' U /3") C'(ß', e*') C"(ß", oc") p ( 7 ) . 

Par réciprocité de Frobenius, on en déduit 

(resW(p(a)),p(cx')®p(<x"))u = E 
{ßf ß")ev{n')xv{n") 

C(cc,ß'öß")C'(ß',a>)C"(ß",a"). 

L'assertion (5) résulte des propriétés des matrices C,C,C" et du fait évident que si 

/3' ^ a' et /3" ̂  a", alors /3' U /3" ^ a' U a", avec égalité si et seulement si /3' = a! 

et /3" = a". 

VIII.3. Soit n un entier > 1, posons W = W(Cn), cf. IL3. On définit une projection 

a : W — » W ( A n - i ) 

par a(w)(i) — |w(i)| pour tous «;G W, i G { l , . . . , n } . Pour a G P(n), on pose 

p(a, 0 ) = p(ct) O a, 7r(a, 0 ) = 7r(a) O cr, 

p ( 0 , a) = s g n C D <g>p(a, 0 ) , T T ( 0 , a) = s g n C D ®7r ( a , 0 ) . 

Soient a, 6 G N tels que a H- b = n et A, B deux sous-ensembles de { 1 , . . . , n} tels que 

• \A\ = a, \B\ = b; 

• { 1 , . . . , n} est union disjointe de A et B. 

Notons U le sous-groupe des éléments de W qui conservent chacun des ensembles 

Au(-A) et BU(-B). Le groupe U est isomorphe à W ( C a ) x W(Cb). Pour a G V(à) 

et /3 G 'P(fr), on pose 

p(a, /3) = ind̂ T (p(a, 0 ) 0 p ( 0 , /3)), 
7r(a, /3) - ind^(7r(a, 0 ) 0 T T ( 0 , /3)). 

Ces représentations ne dépendent pas des choix de A et B. La représentation p(a, /3) 

est irréductible. 

Notons T^fn) l'ensemble des (a, /3) G VxV tels que 5(a)+5(/3) = n. L'application 

p : P 2 ( n ) —>7i(W r) 

(a,/3).—> p(a,/3) 

est bijective ([C], proposition 11.4.2). Pour p G 7£(W) et (a,/3) G V2(n), on dira que 

(a,/3) parametrise p si p = p(a,/3). 
On déduit de VIII.2 (2) et (3) la propriété suivante : 
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(1) il existe une matrice (C(a ; , /3'; a, /3)), resp. /3'; a, /3)), indexée par V2(n) x 

V2{n), à coefficients complexes, telle que 

• pour tous (a, /3), (a', /3') G P 2 (n), C(a', /3'; a, /3) ^ 0, resp. C(a', /3'; a, /3) ^ 0, 

S(a') = 5(a), S(/3') = a' ^ a, /3' ^ /3 ; _ 

• pour tout (a, /3) G V2(n), C(a, /3; a, /3) = 1, resp. C(a, /3; a, /3) = 1 ; 

• pour tout (a,j3) G P 2 (n) , p(a,/3) = S C(a', /3'; a, P)TT(OL', /3'), resp. 

(a',/3')eP2(*0 
7r(a,/3) = 

(a',/3')eP2(*0 
E C{CL',P^ß)p(pL',ß'). 

Soient n' ,n" G N tels que n' + n" = n. Construisons un groupe U comme ci-

dessus, en remplaçant (a,b) par (n' ,n"). Soient (a ',/3') G 7*2 (rc'), (a",/3") G V2{n") 

et (a,/3) G 7>2(rc). On a : 

(2) • si (res^(p(a,/3)), p(a ',/3') ® p(a",/3")>t/ ^ 0, alors S(a') + S(a") = 5(a), 

S(/3') + S(/3") = 5(/3), a ^ a 7 U a" et /3 ^ /3' U /3" ; 

• si a = a'Ua" et /3 = /3'u/3", on a (res^(p(a,/3)), p(ot! ,P')®p{<x" ,p"))u = 1. 

La preuve est analogue à celle de VIII.2 (5). 

Soient 7 G et (ifj)j=i , . . . , c(7) une famille de sous-ensembles de { ± 1 , . . . , ±n} 

telle que : 

• pour tout j G { l , . . . , c ( 7 ) } , =7 j - ; 

• { ± 1 , . . . , ± n } est union disjointe des ensembles Kj et des ensembles —Kj pour 

j G { l , . . . , c ( 7 ) } . 

Notons M le sous-groupe des éléments de W qui conservent chaque Kj pour j G 

{1 , . . . ,c(7)}, et donc aussi chaque —Kj. Soit (a,/3) G V2{n). On a : 

(3) • si (res^(p(a, /3)), 1 m ) M ^ 0, alors a + /3 ^ 7 ; 

• si a + /3 = 7, (res]£(p(a,/3)), 1 m ) M = 1. 

Considérons d'abord le cas 7 = (n), /3 = 0 . Alors p ( a , 0 ) = p(a) o a. Or a se 

restreint en une bijection de M sur W sur W ( A n _ i ) . En identifiant ces deux groupes, 

on obtient 

res^(p(a,0)) = p(a), 

d'où 

(res]^(p(a ,0)), 1 m ) M = 
1, si a = (n), 

0, si a / (n). 

Considérons maintenant le cas 7 = (n), (a,/3) quelconque. Posons a = S (a), 

b = S(ß), introduisons un sous-groupe U de W, isomorphe à W(Ca) x W(Cb), tel que 

p(a, /3) = ind^(p(a, 0 ) ® p ( 0 , /3)). 

Notons pour simplifier Wa = W ( C a ) , W& = VF(C6) les facteurs de U et Ma = MnWa, 

Mb = M D Wn On a l'égalité W = MU. D'après la formule de Mackey, 

(res^(p(a,/3)), 1 m ) M = (resjj£(p(a,0)), I M J M . ( r e s ^ ( p ( 0 , / 3 ) ) , 1 M 5 ) M 6 . 
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Les sous-groupes Ma de Wa, resp. Mb de Wb, sont du même type que M, associés aux 

partitions (a), resp. (b). D'autre part, puisque sgnCD est trivial sur Mb, le dernier 

facteur de l'expression ci-dessus est égal à : 

(res^(p(/3,0)) • 1Мь)мь • 

On peut appliquer le résultat précédent. On obtient : 

(resj^(p(a,/3)), 1 m ) M = 
1, si a = (a) et 3 = (b), 

0, sinon. 

Par réciprocité de Frobenius, on en déduit l'égalité : 

i n d ^ ( l M ) = E 
a,beN,a+b=n 

p((a),(b)). 

Ou encore, en remarquant que p((a), (b)) = 7r((a), (6)) pour tous a, 6 comme ci-dessus : 

(4) i n d M ( l M ) = E 
a,beN,a+b=n 

7r((a),(6)). 

Passons au cas général. Introduisons le sous-groupe M' des éléments de W qui 

conservent chaque ensemble Kj U (—Kj) pour j G { ! , . . . , c(~y)}. Il contient M et est 

isomorphe a : 
c(7) 

n 
7 = 1 

W(C^). 

De même M se décompose en produit de groupe Mj et, pour tout j , le sous-groupe 

Mj de W ( C 7 . ) relève du cas particulier déjà étudié. Notons -M(7) l'ensemble des 

couples (a, b) de suites finies d'entiers ^ 0 tels que CLJ 4- 6j = 7? pout tout j > 1. Il 

résulte de (4) que 

indj^ ( 1 M) = E 
(a ,6 )€ .M(<7) 3=1 

c(v) 

0 II(p(a),p(b)). 

On en déduit 

i n d ^ ( l M ) = Y, 
(а,Ь)еМЬ) 

7r(p(a),p(6)), 

c/. 1.5 pour la définition de p(a) et p(6). Par réciprocité de Frobenius et grâce à (1), 
on obtient 

(5) (res%(p(a,ß)), 1M)) M = 
(а,Ь)вМ(~г) 

E C(a,ß;p(a),p(b)). 

On vérifie facilement : 
(6) pour toutes suites finies a et b d'entiers ^ 0, on a p(a) ^ p(o + 6), avec 
égalité si et seulement si a — p(a) et b — p(b). 

Supposons l'expression (5) non nulle. Il existe alors (a, b) G M (7) tel que 

C(a)ftp(o),p(6))^0. 
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D'après (1), on a 

a ^p(a), /3 ^ p(b 

d'où, en utilisant (6) : 

a + /3 ^p(a) + p(b) ^p(a + b) = 7 . 

Supposons a + /3 = 7 . Si la contribution à (5) d'un couple (a, 6) G A I ( 7 ) est non 

nulle, les inégalités ci-dessus doivent être des égalités. Grâce à (6) , on en déduit 

a = a, b = /3. Le membre de droite de (5) est donc égal à C(a , /3; a, /3), z.e. à 1. Cela 

démontre (3) . • 

VIII.4. Soit n un entier ^ 1, posons W = W(Dn), = W(Cn). Soient (a,/3) G 

V2(n) et p G 7£(W). On dira que (a , /3) parametrise p si p est une sous-représentation 

de la restriction à VF de la représentation p(a,/3) de définie au paragraphe 

précédent. Cela établit une correspondance entre V^iri) et TZ(W). 

Précisons les propriétés de cette correspondance (cf. [C], proposition 11.4.4). Soit 

(a,/3) G V2(n). Si a 7̂  /3, les restrictions à W des représentations p(a,/3) et p(/3, a) , 

de sont irréductibles. Elles sont isomorphes. À cette représentation de W corres

pondent les deux couples (a,/3) et (/3,a). Inversement, soit p un élément de 1Z(W) 

parametrise par deux couples (a,/3) et (/3, a ) . On peut supposer a >- /3 (c/. 1.5). On 

note alors p # , resp. p 6 , la représentation de W 7^ paramétrisée par (a , /3), resp. (/3, a ) . 

On a p 6 = s g n c r ) (g>p#. 

Soit maintenant (a , a ) G V2(n). La restriction à VF de la représentation p(a , a ) de 

W# est somme de deux sous-représentations irréductibles non isomorphes. À chacune 

de ces représentations ne correspond que l'unique couple (a, a ) . On distingue ces deux 

représentations de la façon suivante. Appliquons à la partition 7 = a + a la construc

tion précédant VIII.3 (3) . On suppose comme il est loisible que Kj C { 1 , . . . , n} pour 

tout j G { 1 , . . . , c ( a ) } . Le groupe M est inclus dans W. Alors d'après VIII.3 (3) , une 

et une seule des deux représentations de W ci-dessus admet des invariants non nuls 

par M. On note p + ( a , a ) cette représentation et p ~ ( a , a ) l'autre. Si S G — W, 

on a l'égalité p ~ ( a , a ) = p + ( a , a ) o Ad(J). 

Soient n', n" G N tels que n' + n" = n et JV7, N" deux sous-ensembles de { 1 , . . . , n} 

tels que 

• \N'\=ri, lÂ Î = r̂ 7/ ; 

• { 1 , . . . , n} est union disjointe de Nf et N". 

Notons U le sous-groupe des éléments w G W qui conservent chacun des ensembles 

N' U (-N') et N" U (-N") et tels que l'entier \{j G Nf;w(j) < 0 } | soit pair (alors 

l'entier \{j G AT"; w(j) < 0 } | est pair lui aussi). Le groupe / 7 est isomorphe à W(Dn/) x 

W ( D n / / ) . Notons plus simplement VF7 x W" ce produit. Soient (a,/3) G P G 

ft(VF), p7 G ^ ( W 7 ) , p" G T^W 7 ' ) . Supposons que (a,/3) parametrise p. Alors : 
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(2) • si (resu(p),p' (g) p")u ^ 0, il existe (a 7 , /? ' ) G ^ ( n 7 ) paramétrisant p' et 

(a 7 7 , /3 7 7) G P 2 (n") paramétrisant p" tels que StaO + Sta") = 5 ( a ) , S(/37) + S(/37 7) -

S(13), OL^OL'VJOL" et /3 ^ /3' U /3". 

Inversement, soient (a 7,/3 7) paramétrisant p7 et (a 7 7,/3") paramétrisant p77, suppo

sons a = a 7 U a 7 7, /3 = /3' U /3". Alors 

(3) • si a ^ /3 ou a 7 ^ /3' ou a 7 7 ^ /3", (res^(p), p7 0 p")u = 1 ; 

• si a = (3, a' = f3\ a 7 7 = /377, soient e,e',e" des signes tels que 

p = p e (a ,a) , p' = / ( a ' , a'), p" = / ' { a " , oc") 

(avec la convention s7 = + , resp. e" = + , si n' = 0, resp. n77 = 0) ; alors 

(veS^(p),p'®p")u = l 1, S Ì £ = £ 7 £ 7 7 , 

0, si e =-e'e". 

Si n' = 0 ou n77 = 0, U = W et les assertions sont évidentes. Supposons n7 ^ 0, n77 7̂  

0. Notons le sous-groupe des éléments de W# qui conservent chacun des ensembles 

AT7 U (-Nf) et AT77 U (-AT 7 7). Il contient U et est isomorphe à W* x Posons 

p' = ind^/ (p 7), p7 7 = ind^// (p 7 7). Puisque p est contenue dans res{^ #(p(a , /3)), on 

a 

(4) (res^(p), p '®p'% < <res^ #(p(a,/3)), p ' ® p > = (res^ #

#(p(a,^)), pf®p%# • 

Soient (a 7,/3 7) et (a 7 7,/3 7 7) des couples paramétrisant p7 et p 7 7. On a 

7 = ( 
p(a 7,/3 7) + p(/3 7,a 7), 

p(a7,a7) 

si a 7 ^ / 3 \ 

si OL' = /37 

et une égalité similaire pour p". Alors (2) se déduit de VIII.3 (2). 

Supposons a'Ua" = a, /37U/377 = /3. Si a 7̂  /3, l'inégalité (4) est une égalité et (3) 

se déduit de VIII.3 (2). Supposons a = /3, soit e un signe tel que p = p £(a, a). Posons 

pour simplifier p £ = p £ (a ,a) = p, p~ £ = p~ £ (a ,a) . Alors res{^ # (p(a, a)) = p £ + p _ £ , 

et comme en (4), on a l'égalité : 

(5) (Tes%(p%p>®p")u + (Tes%(p-%p'®p")u = (veS^*(p(oc,a)),? ® p % # . 

Supposons a' ^ 0. On a aussi oc" ^ /3". Grâce à VIII.3 (2), le membre de droite 

ci-dessus est égal à 2. Soit 5 e W* - W. Alors 

< r e s £ V e ) , p ' ® p , % = ( r e sgVoAd(Ä) ) , p , ®/»> 

= {reslï(ps),p'oAd(ô-1)®p")u 

= {^{p%p'®p")u. 

Les termes du membre de gauche de (5) sont donc tous deux égaux à 1. Supposons 

a 7 = (3' et a 7 7 = /377. Grâce à VIII.3 (2), le membre de droite de (5) est égal à 1. Donc 
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l'un des termes du membre de gauche est égal à 1, l'autre à 0. Soient e'e" des signes 

tels que p7 = p£ (a 7, a 7), p" — p£ (a 7 7, a 7 7). Il suffit de prouver que, si 

< re sSV) ,p '®P , % = l, 

alors s = s'e". Fixons 6' G tel que : 
• ô' = 1 si e' = +, 

• S' £ W* - W, si s' = - . 

Fixons de même 6" 6 W*. Posons ô = ô'ô". On a les égalités 

(T&$(ps),p'®p")u = (res£V ° M(ô)),p' o Ad(ô') <g> p" o Ad{6"))v 

= < r e s £ V £ V ' ) , p + K a') ® p+(a", a"))c/. 

Ceci nous ramène au cas où e' = e" = + . On a expliqué ci-dessus que l'on distinguait 

p + de p~ en les restreignant à certains sous-groupes M de W. Introduisons de même 

des sous-groupes M' de W de M 7 7 de W 7 7 associés aux partitions a 7 + a 7 et a 7 7 + a7 7. 
Alors M — M' x M 7 7 est l'un des sous-groupes de W évoqués ci-dessus. On a 

( r e s ^ ' x W " ( p ' ® p " ) , l M ) M = l. 

Si 

< r e s " V ) , p ' ® p > = l, 

a fortiori 

(iesZ(p£), l M ) M > 0 

donc e = + . Cela achève la démonstration de (3). • 

VIII.5. Soit n un entier > 1, posons W = W(Cn). Soient n 7,n 7 7 G N tels que 

n' + n" = n et A"7, A 7 7 deux sous-ensembles de { 1 , . . . , n} tels que 

• |AT7| = n 7 , \N"\=n"; 

• { 1 , . . . , n} est union disjointe de A 7 et A 7 7 . 

Notons U le sous-groupe des éléments w e W qui conservent chacun des ensembles 

N' U (—A 7) et U ( - /V 7 7 ) et tels que \{j G A 7 7 ; w(j) < 0 } | soit pair. Le groupe C/ est 

isomorphe à W(Cn>) x W ( -Dn")- Notons plus simplement W x W 7 7 ce produit. Soient 

(a,/3) G P 2 (n) , (a 7,/3 7) G P 2 (n 7 ) et p" G R(W") Posons p = p(a,/3), p7 = p(a 7,/3 7). 

Alors : 

(1) si (res^(p),p 7 (g)p77)c/ ^ 0, il existe (a 7 7 ,/3 7 7) G P 2(rc") pamétrisant p7 7 tel que 

S(oc') + S V 7 ) - S(a), S(/37) + S(/3") = S(/3), a ^ a ' U a " e t / 3 ^ ^ ' u /3". 

Inversement, soit (a 7 7, /377) paramétrisant p 7 7, supposons a = a 7 U a 7 7 et /3 = /37 U /377. 

Alors : 

(2) < res^ (p ) ,p 7 ®p 7 % = l . 

La démonstration est similaire à celle des relations (2) et (3) du paragraphe précédent. 
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(3) Remarque. — Dans la suite, pour unifier les notations, il sera utile de poser par 
convention W(A-!) = W(C0) = W(D0) = { 1 } . En particulier, si W = W(D0), on a 
W* = W = {!}. 

VIII.6. Dans le reste du chapitre VIII, le corps de base est ¥q. On considère un 

couple (V, qy) comme en II. 1. On fixe un nombre premier £ ^ p et on identifie fonctions 

à valeurs dans C et fonctions à valeurs dans Q£. 

Remarque. — Certains résultats de ce paragraphe et du paragraphe suivant sont pure

ment algébriques ou combinatoires et sont valables pour un corps de base quelconque. 

On les utilisera ultérieurement pour le corps de base F. 

On dit qu'un élément À de V(V) (défini comme en 1.6) est exceptionnel si 

• (V,qv) est orthogonal et d est divisible par 4 ; 

• tous les termes de À sont pairs. 

On note Nil(V) l'ensemble dont les éléments sont : 

• les éléments non exceptionnels de V(V) ; 

• les couples (A , s) où À est un élément exceptionnel de V(V) et e G { ± 1 } . 

Soit A G ViV). Si (V,qv) est unitaire, on pose a(X) = 0 et A(X) = {!}. Si (V,qy) 

est symplectique, on note a (À) l'ensemble des entiers i pairs > 2 tels que Q ( À ) ^ 0 

et A(X) = {±l}a(x\ Si (V^qv) est orthogonal, on note a (À) l'ensemble des entiers i 

impairs ^ 1 tels que Ci(X) ^ 0 et 

^ ( A ) = {(aOi 6a(A) e { ± 1 } ° W ; I J o i = l } . 

Notons 9ni\(¥q)/G(¥q) l'ensemble des orbites nilpotentes dans gnn(Wq). Comme en 
1.6, on a une bijection naturelle 

A:gnii(Fq)/G(Fq)-*mi(V). 

Soit C G flfnii(Fg)/G(Fg). Posons A(C) = A ou (X,e). Si AT G C, le groupe des 

composantes ZG{X)/'ZG(X)0 s'identifie naturellement à A(X). L'ensemble des Q^-

systèmes locaux irréductibles sur C est en bijection avec le groupe ^ 4 ( A ) A des carac

tères abéliens de A(X). 

On note J, ou plus précisément X(V), l'ensemble des couples (C , J7) où C est un 

élément de gnil(¥q)/G(¥q) et T un système local irréductible sur C. Il est en bijection 

avec l'ensemble des termes (A , é) ou (A , e, e), où A ou ( A , e) est un élément de Nil(V) 

et e G A(X)A. Selon les situations, on considérera que X est soit l'ensemble de couples 

(C,^ 7), soit l'ensemble de termes (A ,e) ou (À ,£ ,e) . 

On a défini en II.2 l'ensemble Io(V), ou simplement 1Q, et, pour k G 2o? on a 

défini en II.3 le groupe de Lévi M(k) et le groupe W(k). On note K(k) l'ensemble 

des classes de représentations irréductibles de W(k). La correspondance de Springer 
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généralisée définit une partition de X en sous-ensembles : 

1 = U I(k) 
keZo 

et, pour tout k G 2o> une bijection 

1{к) — • Щк) 
11—> Pf 

On en rappelle ci-dessous la description combinatoire. 

VIII.7. Contrairement à Lusztig, nous écrirons les ensembles d'entiers qui vont in

tervenir dans l'ordre décroissant. Nous ne sommes pas certains que ce soit le bon 

choix, mais cela s'adapte mieux aux notations déjà introduites concernant les parti

tions. Pour a, b G Z , avec a ^ 6, on note [a, 6] l'ensemble {a, a — 1,... , ò } . Si a — b est 

pair, on note [a, ò ] 2 l'ensemble {a, a — 2 , . . . , b + 2,6}. Si A est une partition et r un 

entier ^ c(A), on identifiera le cas échéant A à la suite finie ( A i , . . . , A r ) . Par exemple, 

si a, b G Z vérifient a ^ ò , a — ò + l ^ c(A), la suite A - j - [a, b] est la suite finie 

(Ai + a,... , A a _ ò +i + 6 ) . 

Supposons (V, qv) unitaire. Alors J 0 = { 0 } , X = Nil (F) = V(d), W(0) ~ W ^ A J - I ) 

(cf. II.3). O n a I = 1(0) et pour i = A G X = V(d), pL = p(X) (cf. VIII.2). 

Supposons iy,qy) symplectique. Considérons l'ensemble des paires (A,B) où A, 

resp. B, est un sous-ensemble fini de N, resp. N — { 0 } , tels que : 

• ni A, ni B ne contiennent d'entiers consécutifs ; 

• \A\ -h |J5| est impair ; 

. 2(S(A) + S(B)) = d+ (\A\ + \B\)(\A\ + \B\ - 1). 

Rappelons que pour tout ensemble fini X de nombres, on note S(X) la somme des 

éléments de X. On introduit dans cet ensemble de paires la relation d'équivalence 

engendrée par 

(A, B) ~ ({a + 2; a G A} U { 0 } , {b + 2; b G B} U { ! } ) . 

On note Vd l'ensemble des classes d'équivalence. 

Soit k G XQ . On définit une application 

-V2([d - k(k + l)]/2) —+ Vd 

de la façon suivante. Soit (a,/3) G V2([d—k(k +1)]/2), choisissons un entier r tel que 

r ^ c (a ) , r ^ c(f3). Alors ^-p(a,/3) est la classe du couple (A, S ) ainsi défini : 

• si k est pair, A = a + [2r + 2fc, 0 ] 2 , B = /3 + [2r - 1,1] 2 ; 

• si k est impair, A = /3 + [2r, 0 ] 2 , B = a + [2r + 2fc + 1,1] 2. 

(cf. [Lu4] 12.2, corrigé par [Shl] 5.7.3). 

On déduit des applications précédentes une application 

Vd U 
keio 

V2([d-k(k + l)}/2)^Vd 
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qui est bijective. D'autre part, pour tout k G To, le groupe W(k) est isomorphe à 

W(C[d-fe(fe+i)]/2) et K(k) est en bijection avec T>2([d-k(k+l)]/2), cf. VIII.3. On en 

déduit par composition une bijection 

^ W : M 

keio 

n(k)^vd. 

On définit une application 

^W : I ^vd. 
de la façon suivante. Soit (À, e) G J. Dans l'ensemble d'entiers A + [d — 1,0], il y a 

d/2 nombres pairs que l'on note 2z\ > • • • > 2zd/2 et d/2 nombres impairs que l'on 

note 2z[ + 1 > • • • > 2z'd/2 -h 1. Cela définit des suites d'entiers z et z'. Posons : 

A* = (zf + [d/2 + 1,2]) U { 0 } , B* = z + [d/2,1]. 

O n a ( j 4 # , B # ) € t f d . 

Appelons intervalle de ( A ^ , B ^ ) un sous-ensemble de (A^ U B ^ ) — (A^ fi B ^ ) 

formé d'entiers consécutifs, maximal pour cette propriété, et ne contenant pas 0. 

L'ensemble des intervalles a même nombre d'éléments que a(A). Notons i i-> Ai la 

bijection de a(A) sur cet ensemble d'intervalles telle que, si i < i'les éléments de 

A; soient inférieurs à ceux de A^ . Remarquons que A(X)A ~ ( Z / 2 Z ) a ( A \ on peut 

considérer e comme un élément de ce dernier ensemble. On pose 

A=(A#- U 
i£a(\);£i = l 

fan A*)) U f u 
i£a(\);ei = l 

fans*)), 

B = ( B # - u 
iea(\);£i=l 

fanB*) u u 
i€a(À);£i = l 

fan A*)). 

Alors ^niiCA, e) est la classe du couple (A, B) . L'application t/>nii ainsi définie est 
bijective. 

Alors, pour /c G 2o, onal(fc) = ip~]loipwfà(k)) et, pour 6 G T(/c), p 6 = Vv*°V,nii(0• 

Supposons (V,3v) orthogonal. Considérons l'ensemble des paires (A, B) de sous-

ensembles finis de N tels que : 

• ni A, ni B ne contiennent d'entiers consécutifs ; 

• 2{S(A) + S(B)) =d+ (\A\ + |B| - l ) 2 - 1. 

On introduit dans cet ensemble de paires la relation d'équivalence engendrée par : 

(A, B) - (B, A), (A, B) - ({a + 2; a G A} U { 0 } , {6 + 2; 6 G B } U { 0 } ) . 

On note V'd l'ensemble des classes d'équivalence. 

Soit k G Xo- On définit une application : 

iP'v:V2((d-k2)/2)^V'd 

de la façon suivante. Soit (a,/3) 6 P2((d - k2)/2), choisissons un entier r tel que 

r ^ C ( Q ) , r ^ c(/3). Alors ip!p{at,f5) est la classe du couple ( A B) tel que A = 

a+[2r + 2k- 2 ,0] 2 , B = /3 + [2r - 2 ,0] 2 . 
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Remarquons que 0 € Jo si et seulement si d est pair. 

On déduit des applications précédentes une application : 

^Vp : U 
kelo 

p2((d-k2)/2)^Vd. 

Elle est surjective. Pour (a,/3), (a 7 , /3 7) dans l'espace de départ, on a ip'v(oL,f3) = 

il)lp(a!,¡3') si et seulement si (a,/3) = (a 7 , /3 7) OU si les conditions suivantes sont 

vérifiées : d est pair, (a,/3), (pt!,f3f) appartiennent à V2(d/2) et (a,/3) = (/3 7 ,a 7). 

Pour k G X 0 , le groupe W(k) est isomorphe à V F ( C ( d _ f c 2 ) / 2 ) si k ^ 0, à VF(D d / 2 ) 

si A: = 0. Soit p G W(fc), choisissons (a,/3) G ^ ( ( d — k2)/2) qui parametrise p, c/. 

VIII.3, VIII.4. L'élément V4>(a> /3) de 3^ ne dépend pas de ce choix. Notons-le ip'w(p). 

On a ainsi défini une application 

^Vw. u 
keio 

(R(k)^Vd 

Elle est surjective. Pour p, p7 dans l'espace de départ, on a tp'w(p) = ^'w(p') si et 

seulement si p = p' ou si les conditions suivantes sont vérifiées : d est divisible par 4, 

p, p7 G 7£(0) et il existe a G V(d/4) et un signe s tel que p = p £ ( a , a ) , p7 = p ~ £ ( a , a ) . 

On définit une application 

^Vnil.:(R(k)^Vd 

de la façon suivante. Soit ¿ G X, écrivons ¿ = (À, e) ou (A,£, e) . Dans l'ensemble 

d'entiers A + [d — 1,0], il y a [d/2] nombres pairs que l'on note 2z± > • • • > 2z[d/2] et 

[(d + l ) /2] nombres impairs que l'on note 2 ^ -h 1 ^ • • • ^ 2 ^ ^ d + 1 ^ 2 | -h 1. Cela définit 

des suites d'entiers z et z'. Posons 

A* = z' + [[(d - l ) /2 ] , 0], B* = z + [[d/2] - 1 , 0 ] . 

On a (A#,B#) G ^ Appelons intervalle de (A#,B#) un sous-ensemble de 

U B#) — (A* D formé d'entiers consécutifs, maximal pour cette propriété et 

non vide. L'ensemble des intervalles a autant d'éléments que a(A) et on fixe une bi

jection i i - > Ai comme dans le cas symplectique. Remarquons qu'il y a une surjection 

naturelle 

(Z/2Z) a<A> —> A(\)A. 

On fixe un relèvement de e dans ( Z / 2 Z ) a ( A ) . On définit alors (A, B) et V>nii(0 c o m m e 

dans le cas symplectique. 

L'application ainsi définie est surjective. Pour i' G X, on a ^niiM = ^nii(0 

si et seulement si i — i' ou si les conditions suivantes sont vérifiées : d est divisible par 

4 et il existe un élément exceptionnel A de V(V) et e G { ± 1 } tels que i — (A,£, 1), 

L' = (\,-S,1). 

On vérifie que pour tout élément de ^ les fibres de ip'w et de ipf

nil au-dessus 

de cet élément ont même nombre d'éléments. Alors, pour k G Xo, on a X(fc) — 

^\^'w(^R(k)). Soit i G I(k). Si la fibre de ty'w au-dessus de V'niiW n ' a q u ' u n élé

ment, p t est cet élément. Supposons que cette fibre ait deux éléments. Alors d est 
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divisible par 4 et il existe À et e comme ci-dessus tels que u = (A,£, 1). Il existe aussi 

a G V(d/4) tel que la fibre de I/J'W au-dessus de V^nM s o r t { P + ( a > °0> P~~(a> a ) } « O*1 

montre d'ailleurs que À = a + a. En identifiant e à un signe, on a pL = p e (a, a) (c/. 

[C] p. 423). 

VIII.8. Dans ce paragraphe et jusqu'en VIIL12 inclus, on fixe k G 2o- On a introduit 

le tore T(k) en II.3. On pose simplement M = M(k), T = T(k). Soit 

V = Vn © Vi 

la décomposition orthogonale associée à T, cf. IL2. On a 

M = G(Fo) x T . 

Si (V,qy) est symplectique ou orthogonal, Vb est du type étudié en II.4 ou II.5. On 

définit comme dans ces paragraphes un élément °X G gnïi{Vo). On note °C sa classe 

de conjugaison par G(Vb). On définit comme en II.4 ou IL5 le système local °£ sur 

°C. Il est muni d'une action de Frobenius. Si (V,qv) est unitaire, Vb = { 0 } . On pose 

°X = 0, °C = { 0 } , on note °£ le système local trivial sur °C, muni de son Frobenius 

évident. 

Posons 

d{k) = dim(°C) + dim(t) 

et, avec les notations de II.8 : 

^ = ind«(Pr°
,xt,T«fc)])-

Ce faisceau pervers est muni d'une action de Frobenius et d'une action du groupe 

W(k), cf. [Lu4], théorème 9.2. Nous allons expliciter cette action. 

Si (V,qv) est symplectique ou unitaire, ou si (V,qv) est orthogonal et k = 0, on 

identifie tout élément de W(k) à un relèvement dans NG^Vl^(T). Si (V,qv) est ortho

gonal et k 0, une telle construction est impossible. Fixons alors une décomposition 

orthogonale 

m v0 = v¿ e v£ 

stable par °X, de sorte que d imF g (Vo) = 2k — 1 et que la restriction de °X à VQ soit 

régulière. Soit S l'élément de G(VQ) qui agit par —1 sur VQ et par 1 sur VQ. On identifie 

tout élément de W(k) à un relèvement dans {l ,5}iVo(v 1 ) (T) . 

Notons t r le sous-ensemble des X Et tels que ZQ(X) = M , y l'ensemble des élé

ments de g conjugués à un élément de °C+tr par un élément de G, Z 0 = Z G (vb)(°X) , 

ZQ sa composante neutre, Z0 = Z/ZQ, °e le caractère de Zo correspondant à °£. 

Considérons le revêtement 

y = |(y ,aO; Y e y, x G G / Z ^ T , G °X + t r} 

9 
SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E DE F R A N C E 2001 



2 5 6 C H A P I T R E VIII. C O R R E S P O N D A N C E DE SPRINGER 

Le groupe ZQ agit naturellement sur y. D'après les définitions de II.8, la restriction 

de Kk à y est égale, à un décalage près, au système local quotient dey xQ£ par Z 0 , 

celui-ci agissant par °e sur Qf. Le groupe W(k) agit sur y par 

(w(Y,x)) --> (Y,xw-1) 

avec des notations évidentes. On en déduit par passage au quotient une action de W(k) 

sur la restriction de Kk à y. Elle s'étend à Kk d'après les propriétés du prolongement 

d'intersection. Notons w i—> rw cette action. 

Notons C la classe de conjugaison par G induite par °C. D'après [Lu4], théo

rème 9.2, il existe un homomorphisme s : W(k) —> Q% tel que, pour tout w G W(k), 

s(w)rw agisse trivialement sur la fibre de Kk au-dessus d'un point de C. On pose 

alors 9W = S(W)TW. C'est l'action définie par Lusztig dans [Lu4]. 

VIII.9. Rappelons que si (V,qv) est symplectique, W(k) ~ W(C[d-k(k+i)]/2)-

Lemme. — Si (V,qv) est orthogonal ou unitaire, s = 1. Si (V,qy) est symplectique, 

s = sgn%D. 

Démonstration. — Il suffit de calculer s sur des générateurs de W(k). D'après [Lu6], 

2.5 (c), on peut remplacer G par un élément de Lévi (G) contenant strictement M 
et minimal pour cette propriété. Dans le reste de la preuve, G, désigne un tel groupe 

de Lévi. 

Fixons un sous-groupe parabolique P de G, de sous-groupe de Lévi M. On intro

duit comme en II.8 le faisceau pervers 

(i) mdÊ(p? W x t , *CE))[d(A)] 

qui est isomorphe à Kk- Considérons le diagramme : 

V = { ( F, x ) ; Y e g, x e G / Z °0 T U P , x ' 1 Y x G °X + t + u P } 

1 

V = { ( F , x ) - Y G 0, x G G/ZQTUP, x~lYx e°X + t + u P \ 

9 

où les flèches sont les applications évidentes. La variété V est un revêtement de V de 

groupe Zo dont on déduit comme précédemment un système local T sur V. D'après 

les définitions rappelées en II.7, le faisceau (1), donc aussi Kk, est isomorphe àp^J7), 

à un décalage près. Fixons un élément X G (°X + up) n C et une droite d C t, non 

centrale dans G. Pour Z G d, la fibre de pY au-dessus de X + Z a un élément si 

Z = 0, deux éléments si Z ^ 0. 

La restriction Kk\x+d e s ^ l a somme de deux faisceaux constants dont on identifie les 

fibres au-dessus de X. Soit w l'unique élément non trivial de W(k). L'action de rw 
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sur la fibre Kk\X

 e s t limite de son action sur Kk\x+z pour Zed — { 0 } . Soit Zed, 

Z ^ 0. Le point 

( ( X + Z , 1 ) , 1 ) G VxQ£ 

définit naturellement un point de -Kfc|x+z- Son image par rw est de la forme 

((X + Z,xz),l). 

Quand Z tend vers 0, xz tend vers un élément de G/ZQTUP nécessairement de la 

forme zZ^TUp avec z e ZQ. Alors rw agit par °e(z) sur la fibre Kk\x-

Si (V,qv) est unitaire ou si dimFg(Vb) ^ 1, on a °e = 1 et rw agit trivialement sur 

Kk\X- Donc s(w) = 1. 

Supposons (V, qv) symplectique ou orthogonal et dimFg(Vb) ^ 2. Il reste à calculer 

z. Pour Z ed — { 0 } , l'application 

D^lx+z — • V\x+z 

(X + Z,x) >—> (X + Z , x £ / P ) 

est bijective. Soit nz eUp tel que (X + Z.TIZZQT) e y . Son image par Taction de 

w est (X + Z , n z w - 1 ZQT). Donc = nzw~xZQTUP. Rappelons que le groupe 

G est un Lévi de notre groupe initial. Il y a deux cas possibles : 

• G ~ G(Vo) x GL(2) x T ' , o ù T ' est un tore ; 

• G est le produit d'un tore par un groupe analogue à notre groupe de départ. 

Dans le premier cas, on a Up C GL(2), a fortiori riz £ GL(2). D'après nos choix de 

relèvements, w e GL (2) xTf. Quand Z tend vers 0, xz tend vers un élément de 

[{GL{2) xT')Z°0TUP] nZ0TUP = Z°0TUP. 

Donc z = 1 et rw agit trivialement sur Kk\x-

Dans le second cas, il est clair que le tore ne compte pas. On est ramené à notre 

situation initiale, i.e. G = G(V) , avec maintenant dimFq(Vi) = 2 puisque P est un 

sous-groupe parabolique propre maximal. Traitons ce cas. 

Supposons (V,qv) symplectique. Introduisons une décomposition de VQ analogue à 

VIII.8 ( 1 ) , avec cette fois dim^O^') = 2k. Notons °X' et °X" les restrictions de °X à 

V¿, resp. VQ". On peut supposer X de la forme X = X' + avec X' e g(Vi 0 Vi). 

Alors nz e G(VQ 0 Vi). Puisque l'on a w G G(Vi) C G(VQ 0 Vi), tout se passe dans 

G(VQ 0 Vi). On peut ignorer l'espace VQ et c'est ce que l'on fait dans les calculs qui 

suivent. Fixons une base (ei)i=i,...,2fe+2 de VQ 0 V\ telle que : 

• qv{eil ej) = 0, si i + j ^ 2fc + 3 ; 

• qy(e», e 2 f c + 3 - i ) = 1, si i G { 1 , . . . , fc + 1 } ; 

• (ei)i=2,...,2fc+i ^ t une base de V¿ ; 

• T stabilise les droites ¥qei et Fqe2k+2-

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E D E F R A N C E 2001 



2 5 8 C H A P I T R E VIII. C O R R E S P O N D A N C E DE SPRINGER 

Ecrivons matriciellement : 

°X = 

[ 
n n 

0 - 1 
0 

- 1 
(-1) k+1 

1 

0 
1 
0 0 

0 

] 

X = 

0 - 1 

0 
- 1 

(-1) k+1 

1 

0 
1 
0 

5 

z = 

-c 
0 0 

0 

0 

c 

5 avec ( G F q - { 0 } , 
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"о о Г 
О 1 о 

: 0 : 

w= : 0 : , 

О 1 : 
- 1 0 О 

nz = 

1 n2 n2fc+l N 
1 n2k+ 

0 : 

0 : 

n'2 

1 

Plus exactement, on peut supposer que w est défini par la matrice précédente. Le 
terme nz est déterminé par la relation : 

nz\X + Z)nze°X + t. 

On calcule : 

rij = —n'j = —C1 J , pour j — 2 , . . . , k + 1, 

rij == rij = ( - C ) 1 - i , pour j = k + 2 , . . . , 2k + 1, 

TV = _l^-l-2/c 
9 S 

Notons B+, resp. J3~, le sous-groupe triangulaire supérieur, resp. inférieur, de G. 
Remarquons que ZQUP C t / B + , Z 0 C B+, Z 0 ~ { ± 1 } - H doit exister G 
tel que : 
(2) • n^nzw'1 G JB+ ; 

• lim nZ = 1 ; 

• en notant a^z les coefficients diagonaux de n ^ n ^ i u - 1 , lim a j 5^ = z pour tout 

j = 2 , . . . ,2 fc+l . 
On calcule grâce aux formules ci-dessus le carré 2 x 2 supérieur gauche de nzw~1 : 

rizw 1 = 

- _ I C - l - 2 * _C-1 -

* 
Ç~2k 1 

* *_ 
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L'équation (2) impose 

' 1 0 

0 
U z = 2C 1 

* *_ 

dont on déduit a 2 ,z = — 1? puis z = — 1. Par définition de %, cf. II.4, on a °e(z) = 

(—l)k. On en déduit le résultat de l'énoncé. 

Un calcul analogue vaut dans le cas orthogonal. Signalons simplement que dans ce 

cas, d'après nos choix de relèvements, on peut supposer : 

w = 

"0 0 0 1 

- 1 0 

0 - 1 0 

1 0 0_ 

VIIL10. Soit w G W(k). On a défini en IL3 un sous-tore T W de G. Fixons une 
décomposition 

V = Vç? e VT 
associée à ce tore, cf. 11.2. Si (V", qy) est symplectique ou orthogonal, l'espace V™ est 

du type étudié en IL4 ou IL5. On note ° £ w le système local sur une sous-variété de 

giV™) défini dans ces paragraphes. Il est muni d'une action de Frobenius que l'on 

notera <f>w. 

Dans [Lu2], §9.3, Lusztig définit un groupe MW, un système local que nous note

rons °£™ sur une sous-variété de mw et une action de Frobenius sur ce système local 

que nous noterons </>™. Il résulte des constructions que l'on peut supposer : 

M W = ZG(T
W), °£l = °£w. 

hemme. — Pour tout w G W(fc), on a Végalité 

№ = s(w)<j>w. 

Démonstration. — Rappelons les définitions de Lusztig. Comme en II.3, fixons x G 
G(¥Q) tel que 0 G ( X ) _ 1 X G NG{M) et l'image de cet élément dans W(k) soit w. On 

a, 

°£l = ad(aT 1)*( cE). 

Notons 

°ew:°£—+adH*(°£) 
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l'unique isomorphisme dont se déduit par fonctorialité l'isomorphisme 6W défini en 

VIII.7 et 

4>o£ : <j>G(°£) —> °£ 

le Frobenius fixé en IL4 ou IL5. En appliquant (j)G ad(x resp. ad(x on déduit 

par fonctorialité de °0W, resp. 0o£, un isomorphisme 

^ L ) — * a d ( * _ 1 r 0 G ( ^ ) . resp. &à(x~1)* <j>G{°£) —• °£™. 

D'où par composition le Frobenius 

/M) . i * (OCW\ , o c ^ 

: <M ^ L ) > £L • 
Représentons °£ par le revêtement 

{(Y,y); Y e g(V0), y € G(V0)/Z°0, y~lYy = °x] 

9(Vo) 

poussé par le caractère °e de Z 0 . Le Frobenius §o£ est (y, y) i—> (F, </>G (y)). On définit 

l'isomorphisme 

% E •ad(w)*( 0£) 

par %,(y,y) = (Y^wyw-1). D'après VIII.7, on a °9W = s(w)°rw. On peut poursuivre 

le calcul en remplaçant °6W par °rw, il suffira ensuite de multiplier le résultat par 

s(w). Posons °XW = x°Xx~1, notons Z™, Z ^ ' ° et ZQ les groupes analogues à Z 0 

etc., relatifs à °XW. En explicitant les constructions ci-dessus, on voit que °£™ est le 

revêtement 

{ ( y , ? / ) ; y e g(V0

W), y e G(V0™)/Z^°, y-^Yy = °XW\ 

9(V0

W) 

poussé par le caractère °eoad(x - 1 ) de Z Q . Et 0™ est l'application (y, y) i -> (y, B g (y) 

Ce Frobenius est évidemment trivial si d(Vo) ^ 1. Supposons d(Vo) ^ 2, donc (V,qy) 

symplectique ou orthogonal. Notons °fw la fonction définie en IL4 ou II.5 relative à 

l'espace V™. On a l'égalité 

(j)l=0fw(0Xw)(j)w. 

Il reste à calculer °XW. 

Si (V,qv) est symplectique, on peut supposer x G G ( V i ; F G ) . Alors VQ" = Vo, 

= °X et °f*>(°xw) = 1. 

Si (V, gy) est orthogonal, avec les notations de VIII.8, on peut choisir x G G(VQ © 

V i ; F G ) . Alors les restrictions de ° X et °XW à VQ' sont égales. Posons 

A(°X) = ("A, {%)), A(°XW) = ("A, (V)). 
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Pour i ^ 2k — 1, les formes quadratiques % et °q™ ne dépendent que des restrictions 

de °X et °XW à VQ. Elles sont donc égales. Le terme °q2k-i e s t i m P o s é par la relation 

2fc- l 

n 
i=i 

i impair 

r](X) = {-W/2]ri{qv-)-

Donc °XW appartient à l'orbite du point fixé en II.5 relatif à l'espace et °f™(°Xw) = 

1. Cette égalité est donc vraie en tout cas. 

On obtient l'égalité de l'énoncé en se rappelant que l'on doit multiplier le résultat 

ci-dessus par s(w). • 

VIII.ll. Le Frobenius agit sur W(k) donc sur lZ{k). On note 7Z(k)^ l'ensemble 

des points fixes. Pour p G 7£(fc), on note V(p) un espace dans lequel se réalise p. Si 

p G TZ(k)^, on définit ci-dessous un opérateur noté p{w(f)) G GL(V(p)), tel que 

р(<шф) p(w) р(<шф ,-1 = o((p(w)) 

pour tout w G W(k). Pour w G W(fc), on posera par exemple p(w<f>w) = p(w(f))p(w). 
Si (V, qv) est unitaire, on a k = 0 et W(0) = On a ^ ( 0 ) ^ = 11(0). On a 

défini en IL3 un élément w<f> de W(Ad-i). Pour p G 7£(0), p(w<p) a une signification 

évidente. 

Si (V,qv) est symplectique ou si (V,qy) est orthogonal et fc ^ 0 ou si (V,qv) est 

orthogonal déployé, le Frobenius agit trivialement sur W(k). On a IZ(k)^ = TZ(k) et 

on pose p{w(f)) = 1 pour tout p G TZ(k). 

Supposons (V,qv) orthogonal pair non déployé et k = 0. Alors W(0) = W(Dd/2)-

On a défini en II.3 un élément w 0 de W(Cd/2). Soient p G 7£(0) et (a,/3) G V2(d/2) 

un couple paramétrisant p. On a p G 7^(0)^ si et seulement si a ^ /3. Dans ce cas on 

a défini en VIII.4 un prolongement p# de p à W(Cd /2) . On pose p(u^) — p^(w(/)). 

Le Frobenius agit sur X(/c), on note X(k)^ l'ensemble des points fixes. L'application 

t i—> p t de VIII.6 est équivariante pour les actions de Frobenius. Pour t = (C , J7) G 

2"(fc), ^ est fixe par cette action si et seulement si C l'est. Pour tout i = (C , T) G J(fc)^, 

on va définir un entier un élément X t G C, un élément S(L) G { i l } et une action 

de Frobenius </>jf sur .F. 

On pose 

b(i) = (dim(°C) + dim(flf) - dim(C) - dim(m))/2. 

Si (V,qv) est unitaire, C est une unique classe de conjugaison par G. On choisit 

un élément quelconque XL de cette classe et l'on pose 

e(0 = ( - l ) 6 W . 

Supposons (V,qv) symplectique ou orthogonal. Posons t = (À , e) ou (À,e , e ) cf. 

VIII.6. On a défini l'ensemble a (À) en VIII.6. Notons a(À) p a ir , resp. a ( À ) I M P , le sous-

ensemble des i G a(X) tels que Q ( A ) soit pair, resp. impair. Ecrivons 

a ( A ) I M P = {¿1 > l2 > ' • • > Im} . 
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Pour tout i G a ( A ) , notons Qi la classe de forme quadratique non dégénérée sur F g , 

de rang Q ( A ) , telle que : 

• si i G a ( A ) P A I R , Qi est déployée, i.e. rj(Qi) = 1 ; 

• pour n G { 1 , . . . , m} et i = i n G a ( A ) i m p , 

v(Qi) = 

( — l ) f c + n , si (V,qy) est symplectique, 

( — l ) n + 1 7 7 ( ç y ) , si (V,qv) est orthogonal impair, 

( — l ) n + 1 , si (V,qv) est orthogonal pair. 

Si (V, gv) est symplectique ou orthogonal déployé, on fixe XL G gn[\ tel que A(XL) = 

( A , (Qi)) ou (A , (Q»),e). 0 n P ° s e 

eU) = < 

1, si (V,qv) est symplectique, 

sgn(—^(qv))^ - 1 ^ 2 , si (V, qv) est orthogonal impair, 

sgn(—l)*^2, si (V,qy) est orthogonal pair déployé. 

Si (V, qy) est orthogonal non déployé, i.e. d est pair et sgno^qy) = —1, on modifie 

les choix ci-dessus. Notons plutôt Q\ les formes quadratiques définies ci-dessus et a m a x 

le plus grand élément de a ( A ) . Remarquons que a (A) ^ 0 puisque i G X(k)^. On a 

^(Qa ) — 1- O n définit des formes Qi par 

Qi = Ql, si i G a (A) - { a m a x } , 

v(Qamax) =r)(qv). 

On fixe X 6 G (fan tel que A(X^) = (A , (Qi)). On a une surjection 

( Z / 2 Z W A ) —+ , 4 ( A ) A — > { ! } . 

Choisissons un relèvement de e dans ( Z / 2 Z ) a ( A \ que l'on note encore e. Posons : 

N = | { n G { 1 , . . . , m } ; n est pair et eiri = l } | 

— | { n G { 1 , . . . , ra}; n est impair et Sin — l } | . 

On montrera en XI.4 que \N\ = k/2. Quitte à changer de relèvement, on peut supposer 

N = k/2. Si k ^ 0, le relèvement est alors bien déterminé. On pose 

e(i) = 
1, si k = 0, 

( - l ) £ " m a x S g n ( - l ) f c / 2 , Si k > 0. 

Dans tous les cas, on munit T de l'action de Frobenius telle que : 

trace((/>jr|JTxJ = s(t). 

Pour tout ^ = (C,!F) G X(fe), on pose KL = c/. II.8. C'est l'unique faisceau 

pervers irréductible sur à support dans la clôture de C, dont la restriction à C 

soit F[dim(C)]. Si de plus i G l(k)(f), on munit ^ de l'action de Frobenius, notée </>t, 

déduite de </>JF. On définit une fonction \i s u r # P a r 

X<,00 = trace(0Jift|y) pour tout 7 G^. 
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Vili. 12. Proposition 

(i) // existe un isomorphisme de complexes 

Kk[-dim(t)]L ~ © (V(pi) ® KL) 
ibI(k) 

vérifiant les propriétés suivantes : 

• il entrelace l'action de W(k) déduite de 6 sur le membre de gauche avec Faction : 

t€ï(fe) 
( P t ® 1); 

• il entrelace Vaction de Frobenius naturelle sur le membre de gauche avec une 

action telle que les composantes du membre de droite sont permutées par cette action ; 

les composantes fixes sont celles indexées par X(k)<f> ; pour t G T(k)^, Vaction sur la 

composante indexée par L est 

q(b1) p1(w) 0 0, 

2 6 4 C H A P I T R E VIII. C O R R E S P O N D A N C E DE SPRINGER 

(ii) Pour tous L G X(k)^ et Y G gn\\, on a Végalité 

Xc(Y)=q-bM\W(k)\-1 

E 
wew(k) 

trace opL(w<j>w) s(w) Qw (Y) 

cf. IL 6 pour la définition de Qw. 

Démonstration. — Dans le cas déployé, cela résulte de [Lu5], §4 et §6 et égalité 

6.15 (a), et du calcul des fonctions que Lusztig note RLW(XW)- Ce calcul a été effectué 

au lemme VIII. 10. Dans le cas non déployé, la preuve est la même, compte tenu de 

[Lu2], §9, égalité 9.6 (e'). Le seul point qui ne résulte pas de ces arguments est la 

détermination de l'action de Frobenius sur les complexes KL. Pour (V,qv) unitaire, 

le calcul est fait dans [HS], lemme 3.2. Pour (V,qv) symplectique ou orthogonal, il 

Test dans [Sh2], proposition 3.3 et lemme 3.11 et [Shl], lemme 3.6. On doit signaler 

d'une part que notre action de Frobenius sur °E n'est pas normalisée comme dans les 

articles de Shoji dans le cas orthogonal, ce qui induit une multiplication du résultat 

de Shoji par sgn(—rj(qy)Yk~1^2 dans le cas orthogonal impair, par sgn(—l)fe/2 dans 

le cas orthogonal pair. D'autre part, le résultat de [Shl] nous paraît incorrect dans 

le cas orthogonal non déployé, k > 0. Expliquons brièvement ce qui nous semble être 

le calcul correct dans ce cas. Soit (°A, °e) le couple associé à (°C,°£). On choisit un 

relèvement de °e à (Z/2Z)a(°x\ que l'on note encore %, en appliquant la définition 

du paragraphe précédent au cas V = VQ. Introduisons les groupes orthogonaux. On a 

une injection 

,4(0A) ~ Z0/Z°0 - Z0(Vo)(°X)/ZoiVo)(°X)0 ~ {±1}<*>. 

Alors °£ se déduit du revêtement 

0(Vo)/Z0<vo)(°X)0 

°C x°Xx-1 
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en le « poussant » par le caractère °e. On peut de même remplacer dans toutes les 

constructions les groupes spéciaux orthogonaux par des groupes orthogonaux. Soit 

i = (À,e) G J(fc)^. La fibre KL\xL se retrouve munie d'une action du groupe 

Zo(XL)/Z0(XL)
0 

qui s'identifie à un élément de ( Z / 2 Z ) a W dont la restriction à A(X) est égale à e. Les 

mêmes méthodes de récurrence que celles de [Sh2], §3 permettent de montrer : 

• cet élément de ( Z / 2 Z ) a ( A ) est le relèvement de s défini en VIII. 11 ; notons-le 

encore s ; 

• l'action de Frobenius sur KL\xL est la multiplication par (—l) £ a m a *c , où c ne 

dépend que de k. 

On détermine c en considérant le cas V = Vb, i = (°C,°£). Par définition, on trouve 

alors c = sgn(—l)^/ 2. Cela achève l'esquisse de démonstration. • 

VIIL13. Soit t e X(k)^. Conformément à nos identifications de VIII.6, écrivons 

simultanément 

L = (C,Jr), L = (\,e) ou (À,£,e). 

Si (V,qv) est unitaire, on note X la fonction caractéristique de C dans g. 

Si (V, qy) est symplectique, on définit deux fonctions y[ et X sur g à support dans 

C de la façon suivante. Soit Y e C, écrivons A(F) = (À, On pose 

y,(Y) = n 
i€a(\) 

(sgn oî](qi ))£i. 

Cela définit X' . On pose 

(i) У, = y,(X) Y 

Si (V,qv) est orthogonal, on fixe un relèvement de e dans ( Z / 2 Z ) a ( A ) que l'on note 
encore e. On définit alors y[ et X comme dans le cas symplectique. La fonction y[ 

dépend du choix du relèvement mais pas X -

On définit une fonction x|? sur g par 

x S ( y ) = t r a c e d " 1 l^ t | y ) 

pour tout Y G g. Il résulte des définitions que 

(2) XÌ(Y) = I 
0, AYéC, 

e(t)yL(Y), siFëC. 
Pour tout T' G Tk (cf. IL2), il existe une unique fonction Q^T, sur g, qui ne dépend 

que de la classe de conjugaison de T' par G, de sorte que, en posant simplement 

Qw — Q%™ P o u r t ° u t w G W(fe), on ait l'égalité suivante pour tout Y e g et tout 

i BI(k)v 

(3) 7à(Y) = qM\W(k)\-1 

E 
w G M / ( / c ) 

trace opL {w<i> w) s(w) (Y). 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E DE F R A N C E 2001 



2 6 6 C H A P I T R E VIII. C O R R E S P O N D A N C E DE SPRINGER 

Pour T ' G Tk et 6' = A r ( T ' ) G G(V), cf. II.2, on pose Q% = Q\,. 

VIII. 14. Soit (X, H, Y) un 5^2-triplet dans g, éventuellement X = H = Y = 0. On 

définit une graduation de g comme en V.7 et une fonction Ty sur g par l'égalité : 

IV (Z) = Q 
- d i m ( o ( ^ 2 ) ) - d i m ( o ( - l ) ) / 2 

xEG;ccZa ; - 1 e^(^2) 

é o qQ(Y,xZx ) 

pour tout Z e g. C'est le caractère de la représentation de Gelfand-Graev associée au 

s^-triplet, cf. [Lu5], §2.3. 

Rappelons que l'on note £> a l g (F) la classe de conjugaison de Y par G. 

Proposition. — Pour tout Z G g n i b
 o n a l'égalité 

rY(Z) = q [ d i m ( s ) - d i m ( O a l g ( y ) ) ] / 2 E 

kela 

\W(k)\-1 E 

wew(k) 

Q -dim(tw) \Tw\Ql(-Y)Qw(Z) 

Démonstration. — Si G est déployé, Lusztig démontre la formule : 

fY(Z) = Í 
[ d i m ( o ) - d i m ( O a l S ( Y ) ) l / ; 

keio 

\w(k)\-x-

£ £ ç b ( 0 - b ( i ) - d i m ( t » ) t r a c e 0 / t , t ( w ^ ) t r a c e o ^ í ^ l T ^ l x S í - n X t ' ^ ) 

GX(/c) p wew(k) 

pour tout Z G g n i i - Cela résulte de [Lu5], proposition 6.12 et égalité 6.6 (b). Ainsi que 
le remarque Lusztig, cette égalité se généralise au cas non déployé. 

Les relations d'orthogonalité des caractères de représentations de groupes finis 
permettent d'inverser l'égalité de la proposition VIII. 12 (ii) et l'égalité VIII. 13 (3) 
sous la forme : 

s{w)Qw = E 
t€X(fe)* 

q w trace opt(w^,w)x<., 

s(w)Ql = E \ b ^ trace opL(w<f>w)x\ > 

pour tout k G 2o et tout w G W(k). L'égalité de l'énoncé résulte des trois égalités 

ci-dessus. • 

Signalons que dans le cas unitaire, la formule de l'énoncé a d'abord été démontrée 

par Kawanaka ([Kaw2], théorème 3.2.11 (ii) et lemme 3.2.9). 

VIII.15. Soient n, D G N avec n > 1. On appelle symbole de rang n et de défaut D 

un couple (X, Y) de sous-ensembles finis de N tels que 

\X\-\Y\ = D 

S(X) + S(Y) -
\X\ + \Y\-lY 

2 
= n 

([ • ] est la partie entière). 
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Si D ^ 1, on définit une relation d'équivalence entre symboles, engendrée par 

( X , F ) ~ ( X ' , F ' ) où 

X' = {a; + l ; x G X } U { 0 } , Yf = {y + 1; y G Y} U { 0 } . 

Si D = 0, on définit une relation d'équivalence entre symboles, engendrée par la 

relation précédente et par la relation (X, Y) ~ ( Y , X ) . 

On note SUÎD l'ensemble des classes d'équivalence. Pour simplifier, on appellera 

encore symbole une classe d'équivalence. 

Si D ^ 1, l'application 

(X,Y)^(X',Y) 

OÙ 

X' = {x + D - 1 ; x e X} U {D - 2 , . . . , 0} 

définit une bijection 

(D 5 n , i — > S n > i D , où n' = n + ( y ) 

(cf. [Lu7], proposition 3.2). 

On Dose 

Sn = u 
D impair 

Sn,D S*n 11 
D=0 mod 4 

$n,D 

On dit que deux éléments de «Sn, resp. <S ,̂ sont dans la même famille s'il peuvent être 

représentés par des symboles (X, F) , ( X ; , Y1) tels que 

XöY = X ' u F \ XDY = X'nYf. 

On dit qu'un élément de SUii est spécial s'il est représenté par un symbole (X, Y) 

tel qu'en posant 

X = {xi ^ • • • ^ x r + i } , F = {yi ^ • • • ^ , 

on ait 

Xj ^ ^ #¿+1 pour tout j = 1,..., r. 

On dit qu'un élément de Sn^ est spécial s'il est représenté par un symbole (X, Y) 

tel qu'en posant 

X = {xi ^ • • • ^ xr}, F = {2/1 ^ • • • ^ y r } 

on ait 

Xj > 2/j > pour tout j = 1,..., r 

ou 

2/7 > ^ 7 > 2/7+1 pour tout j = 1,..., r 
(avec la convention xr+\ = 0, resp. y r +i = 0). 

Toute famille contient un unique symbole spécial. 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E DE F R A N C E 2001 



2 6 8 C H A P I T R E VIII. C O R R E S P O N D A N C E DE SPRINGER 

Un élément de Sn,o est dit exceptionnel s'il est représenté par un symbole (X, X). 

Cela implique que n est pair. Un symbole exceptionnel est spécial et sa famille se 

réduit à lui-même. 

On définit une application 

aCn : n(W(Cn)) — Sn,i 

de la façon suivante. Soient p G lZ{W{Cn)) et (a,/3) un couple de partitions paramé-

trisant p. Choisissons un entier r tel que r ^ c(a), r > c(/3). Posons 

X = a + [ r , 0 ] , F = /3 + [ r - l , 0 ] . 

Alors (Tcn{p) est la classe du symbole ( X , F ) . L'application a c n est bijective. 

On définit une application 

°Dn : K(W(Dn)) — <Sn,0 

de la façon suivante. Soient p G 1Z(W(Dn)) et (a,/3) un couple de partitions paramé-

trisant p. Choisissons r comme ci-dessus. Posons 

X = a + [r - 1,0], Y = /3 + [r - 1,0]. 

Alors crDri(p) est la classe du symbole ( X , F ) . L'application aon est surjective. Pour 

p, p' G 7£(VF(Z}n)), on a <7Dn {p) = crDn (p
f) si et seulement si p = p' ou si n est pair et 

il existe ex G V(n/2) et un signe e tels que p = p £(a, a), = p _ £ ( a , a). Les images 

par (iDn de ces dernières représentations sont exactement les éléments exceptionnels 

de Sn$. 

VIII .16. Supposons (V,qv) symplectique. Notons a l'application composée 

a : K(0) ~ n(W(Cd/2)) 
aCd/2 

Sd/2,1 • 

Pour À G V{V), on dit que À est spéciale si X2j~i = X2j mod2Z pour tout j ^ 1, cf. 

[Ke], proposition 6.5. 

Soient (X,Y) un symbole spécial de «Sd/2,1 et t l'élément de Z(0) tel que cr(pL) = 

{X, Y). On montre que t est de la forme (À(X, Y ) , 1), où À(AT,Y) est une partition 

spéciale dans P(V). L'application (X, Y) i - » A (AT, Y) est une bijection entre symboles 

spéciaux dans Sd/2,1 et partitions spéciales dans V(V). 

Soit A une partition spéciale dans V(V). Posons comme en VIII. 11 : 

a ( A ) i m p = { i i > • • • > i m } . 

On appelle intervalle un sous-ensemble de a(A) de l'une des formes suivantes 

• {i}, où i G a(A) est tel qu'il existe £ e { 0 , . . . , [ y ] } de sorte que i2£ > i > Ì2t+i, 

avec la convention i m + i = 0, ¿0 = 00 ; 

• {i G a(\);i2£-i > i ^ i 2*}, pour £e { l , . . . , [ f ] } . 

Notons lnt(X) l'ensemble de ces intervalles. Pour A G 2n£(A), on pose 

C A ( A ) = y Ci(X). 
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Posons : 

a(X) = a(À)U{0}; 

A m i n = i 
{0} , si m est pair, 

{i G a(À); im ^ i}, si m est impair; 

lnt(X) = Int(X) U { A m i n } . 

Alors lnt(X) est une partition de a (A) en sous-ensembles A vérifiant les propriétés 

suivantes : 

• si A A m i n , CA(A) est pair ; 

• A est formé d'éléments consécutifs de a ( A ) . 

On montre que lnt(X) est la plus fine partition de a(X) vérifiant ces propriétés. 

Pour A G Jn£(A) , on note j m i n ( A ) , resp. j m a x ( A ) , le plus petit, resp. grand, entier 

j > 1 tel que \j G A. On définit de même jmin(A m i n ) . Remarquons que jm\n(A) est 

impair, resp. j m a x ( A ) est pair, pour tout A G Int(X), resp. Int(X). 

Soit (X, y ) l'unique représentant du symbole spécial associé à A de la forme 

X = {xi > • • • > xd/2+i}, y = {l/i > • • • > Vd/2] • 

Posons 

J(X) = { j e { 1 , . . . , d/2 + 1} ; ^ £ F}, J(F) = {j E { 1 , . . . , d/2} yj B X} 

Lemme. — Sous ces hypothèses, on a les égalités 

J(X) = { ( 7 m i n ( A ) + l ) / 2 ; A G Jrat(A)) , 

W = { j m a x ( A ) / 2 ; A G T n t ( A ) } . 

Démonstration. — Posons i = (A , 1). Par définition, on a : 

(X, Y) = a(pL) — GO ̂  o ^niiO), 

cf. VIII.7. Définissons deux suites d'entiers A A et A par 

ra r A 2,-ll 
2 

rb 
r Aoi+i "1 

2 

pour tout j ^ 1. bn explicitant les définitions, on calcule un représentant (A,B) de 
^nilM 

A = A A + [d,0l 2, S = A Ò + [ d - 1,112. 

Pour faire ce calcul, on utilise la propriété suivante : A étant un élément spécial de 

V(V), on a A2J-1 = \2j pour tout j ^ 1 tel que A 2 j_ i et A 2 j sont impairs. 

On calcule aussi : 

X = A- [d/2,0], Y = B - [d/2,1], 

avec une notation évidente. D'où les égalités : 

X = A A + [d/2,0], Y = Xb + [d/2 - 1,0]. 

Plus explicitement, on a Xd/2+1 = 0 et, pour j G { 1 , . . . , d/2} : 
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• si A2J-1 et À2j sont pairs, 

xj = A27-1 
2 

d 
2 

1 - j > Vj = 
A27 

2 

d 

2 
j 

• si A27-1 et A27 sont impairs, 

Xj — 
A27-1 + 1 

2 
d 

2 
3 = Vi = 

A 2 , + 1 

2 

d . 

L'ensemble J(Y) est l'ensemble des j G { l , . . . , d / 2 } tels que X j > 2/j > Xj+\. La 

première inégalité est équivalente à : A 2 j est pair. La seconde à A 2 j > A2J+1. D'où 

J(y) = {j G { 1 , . . . , d/2} ; A 2 j est pair et X2j > A 2 j + i } . 

Soient A G Int(X) et j = j m a x ( A ) / 2 . On a A2J G a(À) donc A 2 j est pair. Par définitior 

de j m a x ( A ) , A 2 j > A 2 j+i . Donc j G J(Y). Inversement, soit j G J(Y), posons i = A 2 j 

Alors i est pair et i > 0, donc i G a(A). L'entier c^(A) (cf. 1.5) est le nombre d( 

l > 1 tels que Â  > i, z.e. tels que £ < 2j . Donc c^(A) = 2j est pair. Il en résulte que 

i est le plus petit élément d'un intervalle A. Alors 2j — j m a x ( A ) . Cela démontre k 

deuxième égalité de l'énoncé. 

La première égalité de l'énoncé se démontre de façon analogue. On montre d'aborc 

que 

J(X) = {j G { ! , . . . , d/2 + 1} ; A 2 j - i est pair et A 2j_2 > A 2 j - i } , 

puis que l'ensemble ci-dessus est égal à celui décrit dans l'énoncé. • 

VIII. 17. Soient (V, qy), A et (X, Y) comme ci-dessus. Notons Tam(X, Y) la famille 
du symbole (X, Y) dans «Sw/o. Posons : 

f am(A) - ( Z / 2 Z ) X n t W x (Z/2Z)Xnt^. 

On identifiera Jram(\) avec l'ensemble des couples 

(r,<J) G ( Z / 2 Z ) X n * W x ( Z / 2 Z ) Z n * ( A ) 

tels Que T(Amin) = 0. 

On ordonne Xnt(X) : pour A, A 7 G lnt(\), A ^ A 7 si et seulement s'il existe i G A 

et i7 G A 7 tels que i ^ i'. Pour A G Tnt(\), non maximal, on note A + le plus petit 

des intervalles > A. Si A est maximal, A + n'est pas défini mais si / est une fonction 

de Xnt(X) à valeurs dans un groupe, / ( A + ) sera par convention l'élément neutre de 

ce groupe. 

Pour (r, S) G Jram(X) et iG Z, posons : 

lntXìi(T,S) = {A e In*(A) ; r(A) + ä(A) = i m o d 2 Z } , 

lntYìi{T, 5) = { A G Tnt(A); r (A) + <5(A+) = z m o d 2 Z } . 

On définit une application 

fam : Tam(X, Y) — • .Fara (A) 
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de la façon suivante. Tout élément de Jram(X1 Y) a un unique représentant (X',Y') 

tel que \X'\ + \Y'\ = d + 1. Soient (X',Yf) un tel élément et A G Tnt(À), resp. 

A G Tnt(X). Posons 

r ( A ) s e Int(A); A ' ̂  A et x 0 m i n ( A ) + 1 ) / 2 $ X 1 
+ A' G Tni(À) ; A ' > A et t / j m a x ( A ' ) / 2 £ 1") 

+ ( | X ' | - | ^ ' | - l ) / 2 m o d 2 Z ; 

resp. <5(A) = G Tnt(X); A 7 > A et £ ( 7 M I N ( A ' ) + i ) / 2 £ }| 
+ |{ V € Int(X) ; A ' > A et î / j m a x ( ^ ) / 2 £ }• mod2Z. 

On vérifie que (r, <î) 6 ^ 7am(A) et on pose 

fam(X', Y') = (r, S). 

Lemme. — L'application fam est une bijection de J7am(X, Y) sur J7am(X). Pour tout 

entier D impair > 1, elle se restreint en une bijection de Tam(X,Y) D Sd/2,D S U R 

l'ensemble des (T.Ô) S Fam(X) tels que 

\TntxAT,ô)\-\lntYti{T,o)\ = 
[D-l)/2, si£> = l m o d 4 Z , 

- (D + l ) / 2 , si D = 3 mod4Z. 

Démonstration. — Soit (r, S) G Tam(X). Il existe un unique entier D impair ^ 1 tel 

aue l'éecalité ci-dessus soit vérifiée. Posons 

Kx = { j m a x ( A ) / 2 ; A G l n t X , ( D + i ) / 2 ( T , i ) } , 

# Y = { ( j m i n ( A ) + l ) / 2 ; A G l n t y > ( D + i ) / 2 ( r , Ä ) } , 

X 7 - ( X - { x , ; j G K y } ) U ; j G K x } , 

i" = - {%•; i e Kx}) u j G 

On vérifie que (Xf, Y') G Tam(X, Y) n <S d / 2 D - Notons : 

fam7 : FamiX) —> TamiX, Y) 

l'application qui à (r, S) associe (X',Y'). Alors fam et fam7 sont inverses l'une de 

l'autre. • 

VIII.18. Supposons (V,qy) orthogonal impair. Notons a l'application composée 

a : 11(1) ~ K(W(Cid.1)/2)) 
aC(d-l)/2 

«S(d-1)/2,1 * 

Pour À G V(V), on dit que A est spéciale si À 2j = A 2j+i mod2Z pour tout j ^ 1, 

c/. [Ke], proposition 6.5. Cela entraîne que Ai est impair et À 2 j = À 2 j + i pour tout 

7 ^ 1 tel que À 2 ? et A 2 ? + i sont pairs. 
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Comme dans le cas symplectique, on associe à tout symbole spécial de <S(d-i)/2,1 une 

partition spéciale X(X,Y) dans V(V). L'application (X,Y) 1—> X(X,Y) est bijective. 

Soit À une partition spéciale dans V(V). Posons comme en VIII. 11 : 

û i m p ( A ) = {h > > im}. 

L'entier m est impair. On appelle intervalle un sous-ensemble de a(À) de l'une des 

formes suivantes : 

• { i } , où i G a(À) est tel qu'il existe £ e { l , . . . , mj^} de sorte que i2£-i > i > i2e, 

avec la convention z m +i = 0 ; 

• {i G a (A) ; i2£ ^ i ^ ¿ 2 ^ + 1 } , pour £ G { 0 , . . . , y } , avec la convention ¿0 = 0 0 . 

On note Xnt(X) l'ensemble de ces intervalles, que l'on munit d'un ordre comme dans 

le cas symplectique. On note A m a x , resp. A m i n , le plus grand, resp. petit, élément de 

Xnt(X). Pour A G Xnt(X), on définit CA(A) et j m a x ( A ) comme dans le cas symplec

tique. Si A ^ A m a x , on définit de même j m i n ( A ) . Par contre si A = A m a x , on pose 

par convention j m i n ( A ) = 0. On a les propriétés suivantes : 

• Xnt(X) est une partition de a (A) ; 

• pour tout A G Xnt(X) — { A m a x } , CA(A) est pair ; 

• C A M A X ( A ) est impair; 

• pour tout A G Xnt(\), jmin(A) est pair et jmax(A) est impair. 

Soit (X, Y) l'unique représentant du symbole spécial associé à A de la forme : 

X = {x!>---> x(d+1)/2}, Y = {y1> y(d-l)/2}-

On définit J(X) et J(Y) comme dans le cas symplectique (avec d remplacé par d — 1). 

Lemme. — Sous ces hypothèses, on a les égalités 

J(X) = { ( j m a x ( A ) + l ) / 2 ; A G Int(\)\, 

J(Y) = { j m i n ( A ) / 2 ; A G Xnt(X) - { A m a x } } . 

Démonstration. — Posons 1 = ( A , 1). Définissons deux suites d'entiers A A et Xb par 

A? = rA2,_i i 

L 2 
\ 6 = 

rAo, 4- l i 

2 . 

pour tout j ^ 1. En explicitant les définitions, on calcule un représentant (A,B) de 

A n ' : 
A = Xa + [d-l,0}2, B = A 6 + [ d - 3 , 0 ] 2 , 

puis 

X = A A + 
rd-1 

2 
о], Y = Xb + d - 3 л1 

2 
On poursuit la démonstration comme dans le cas symplectique. • 
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VIII. 19. Soient (V, qy ), À et (X, Y) comme ci-dessus. Notons Tam{X, Y) la famille 

du symbole (X, Y) dans <SM - I ) /2 et Jram(X) l'ensemble des 

(T,<S) G ( Z / 2 Z ) X n t ( A ) x ( Z / 2 Z ) X N ' W 

tels que r ( A m a x ) = J ( A m i n ) = 0. 

Avec les mêmes notations que dans le cas symplectique, pour (r, S) G J:am{X) et 

z G Z , posons 

Intx »(r, <S) = { A G Xn*(A) ; r (A) + 5(A) = 2 mod 2 Z | , 

lntY,i(r, S) = { A G Xnt(A) ; r (A) + <J(A+) = i mod 2Z} 

On vérifie que 

\lntx,i(T,ö)\ = | I n t Y J I ( T , 5 ) | mod2Z. 

On définit une application : 

fam : TamiX, Y) —> FamlX) 

de la façon suivante. Tout élément de Tam{X, Y) a un unique représentant (Xf,Y') 

tel que \X'\ + 11"! = d. Soient (X'Y') un tel élément et A G Int(X). Posons 

r (A) = { A 7 G Int(A); A ' > A et * ( j m a x ( A ) + 1 ) / 2 i X'} 

+ { A 7 G Jnt(A); A ' ^ A, A ' ^ A m a x et yjmin{A)/2 £ Y'} mod2Z; 

(5(A) = | { A ' G lnt(X) ; A 7 > A et x ü m „ ( A ) + 1 ) / 2 £ X 7 } 

+ { A ' G Jnt(A); A ' ^ A, A V A m a x et y i m l a ( A ) / 2 £ 

+ |X' - \Y'\ - l ) /2 mod2Z. 

On vérifie que (r, (5) G Jram(X) et on pose 

fam(X' ,F ' ) - (r,<J). 

Lemme. — L'application fam es£ rae bijection de Jram(X, Y) sur Jram(X). Pour tout 

entier D impair ^ 1, elle se restreint en une bijection de Jram(X,Y)nS(d-i)/2,D sur 

l'ensemble des (r,ô) G J:am(\) tels que 

\lntx,i {T,ö)\- \IntYil {T,ö)\ = 
{ 

( l - £ > ) / 2 , siD = l m o d 4 Z , 

(D + l ) / 2 , 5 t £> = 3mod4Z. 

VIII.20. Supposons (V,qv) orthogonal pair. Notons a l'application composée : 

a : K(0) ~ K(W(Dd/2)) 
aDd/2 

Sd/2,0 • 

Pour tout A G V(V), on dit que A est spéciale si À 2 j - i = À 2 j mod2Z pour tout j > 1, 

c/. [Ke], proposition 6.5. Cela entraîne que \2j-1 = A 2j si \2j-1 et À 2 j sont pairs. 
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Soient (X, Y) un symbole spécial de Sd/2$ et i un élément de 1(0) tel que a(pL) = 

(X,Y). Alors ¿ est de la forme (\(X,Y),1) ou ( A ( X , 1), où A ( X , F ) est une 

partition spéciale dans V(V) qui ne dépend pas du choix de L. L'application (X, y ) i -> 
À ( X , F ) est une bijection entre symboles spéciaux dans Sd/2,0 e t partitions spéciales 

dans P ( V ) . 

Soit À une partition spéciale dans V(V). On définit comme en VIII.16 l'ensemble 

d'intervalles Xnt(X) et, pour A G Xnt(X), les entiers C A ( A ) , j m i n ( A ) et jmax(A). On 

a : 

• Xnt(X) est une partition de a ( À ) ; 

• pour tout A G Xnt(X), CA(A) et j m a x ( A ) sont pairs et j m i n ( A ) est impair. 

On ordonne Xnt(X) et on définit A m a x et A m i n comme en VIII. 18. 

Soit (X, Y) l'unique représentant du symbole spécial associé à À de la forme 

X = {xi > • • • > xd), Y = { y i > • • • > yd} 

tel que Xj ^ y. pour tout j G { 1 , . . . , d}. Posons : 

A*) = { j G { 1 , . . . , ¿ / 2 } ; Xj i Y] , J ( y ) = { j G { 1 , . . . , d/2} ; V j £ X} . 

Lemme. — Sous ces hypothèses, on a les égalités : 

J(X) = {O'min(A) + l ) / 2 ; A G In t (A)} , 

W = { j m a x ( A ) / 2 ; A G T n t ( A ) } . 

Démonstration. — Soit £ = ( A , 1) ou ¿ = ( A , 1,1) si A est exceptionnelle. Définissons 
deux suites d'entiers A A et A 6 Dar : 

Xa= rA 2 j_i + li 

2 
Xb-\ Г А 2Л 

L 2 J 
pour tout j > 1. En explicitant les définitions, on calcule un représentant (A, B) de 

<ii(0 ^ = A A + [ d - 2 , 0 ] 2 , B = A B + [ d - 2 , 0 ] 2 

puis 

X = \ a + 
i 
2 

1,C Y = Xb-\ 
d 
2 

-1,0 

On poursuit la demonstration comme dans le cas symplectique. • 
V I I I . 2 1 . Soient (V, qy), A et (X, Y) comme ci-dessus. Notons Tam[X, Y) la famille 
du symbole (X, Y) dans <St/Q. 

Pour 
(r,<J) G ( Z / 2 Z ) X n t ^ x ( Z / 2 Z ) X n t W , 

on définit comme en VIII.19 les ensembles Xntx,i(r,ô) et Xnty^r.S) pour i G Z. 
Notons J7am(X) l'ensemble des (r,ô) comme ci-dessus tels que 5 ( A m i n ) = 0 et l'une 
des deux conditions suivantes soit vérifiée. 

• \Intx,i(T,6)\ > \XntY,i{r,ö)\; 
• \Intx,i{T,ô)\ = |Jnty,i(r,(J)| et r ( A m a x ) = 0. 
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On définit une application 

fam : Tam(X, Y) —• TamlX) 

de la façon suivante. Tout élément de Fam(X,Y) a un unique représentant (X',Yf) 

tel que \X'I + \Yf\ = d et Tune des deux conditions suivantes soit vérifiée : 

• X' > Y' 
• IX'I = \Y'\ et X' y Y' 

(cf. 1.5 pour la définition de >-). Soient (X', Y') un tel élément et A e Inf(A). Posons 

r(A) = { A ' € lnt{\) ; A ' > A et x O m i n ( A 0 + 1 ) / 2 £ X ' } 

+ { A ' € lnt(X); A ' > A, et y J M T X { A ' ) / 2 Ì Y'} mod2Z; 

*(A) = { A ' € înt(A); A ' > A et x ü m i n ( A , ) + 1 ) / 2 £ X ' } 

+ { A ' e ïnt(A); A ' > A, et y j m a x ( A / ) / 2 £ 1"} mod2Z. 

On vérifie que (r, <5) € f am(A) et on pose 

tam(X',Y') = (T,Ô). 

Lemme. — L'application fam est une bijection de Jram(X, Y) sur J:am(X). Pour tout 

entier D > 0 divisible par 4, elle se restreint en une bijection de .Fam(X, Y) n<Sd/2 > £ ) 

sur l'ensemble des (T,Ô) e Tam(X) tels que 

\lntx,i(T,5)\ - \lntY,i{T,5)\ = D/2. • 
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CHAPITRE IX 

DISTRIBUTIONS STABLES À SUPPORT NILPOTENT 

IX.l. Dans ce chapitre, (V,qy) désigne un couple comme en 1.2, défini sur F. On 

suppose que V possède un réseau autodual. 

On note Nil(F) l'ensemble des triplets N = (L,N',N") où 

• L est un réseau presque autodual de V ; 

• N' = (À',(<zO) ou (A',(g0,e'), resp. N» = ( * ' , ( # ) ) ou (A",(q") e) est un 
élément de Nil(f ) , resp. Nil(f ') . 

Soit N un tel triplet. Posons 

A = A'uA". 

Supposons (V, qy) symplectique. Soit i un entier pair ^ 1. On montre qu'à isomor-

phisme près, il existe un unique triplet (Vi,Ri,qi) vérifiant les conditions suivantes : 

• (YiiÇli) est un espace orthogonal comme en 1.2 ; 
• Ri est un réseau presque autodual de Vi ; 

• d(rî) = a(X'), d(rf ) = *{\") ; 
• les formes qiy et q[, resp. q^rn et q", sont équivalentes. 

Cela définit une famille de formes quadratiques Une construction analogue vaut 

si (V,qv) est orthogonal ou unitaire. 

Remarquons que À est exceptionnelle si et seulement si A' et A" le sont toutes 

deux. Dans ce cas N' = (A7,0,e') et N" = (A", 0,e"). On pose alors e = ef e". 
Posons 

K(N) = 
(A, 0 , 6 : ) , si A est exceptionnelle, 

(A, te)), sinon. 

Cela définit une application A : Nil(V) —• Nil(V). Elle est surjective. Pour N G Nil(V), 

on note 0(N) l'élément de gnn/G paramétrisé par A(N). 

IX.2. Soit TV" = (L,N',N") e Nil(V). Fixons un s^-triplet (X',H',Y') de g{£') 

tel que Y' appartienne à l'orbite nilpotente paramétrisée par N'. On en déduit une 

graduation de g(£f) et un sous-groupe parabolique P' de G(£f), cf. V.7. Notons h' la 

fonction caractéristique de Y' + g{£!\ ^ - 1 ) dans g(£'). On effectue des constructions 

analogues relatives à l'espace £". 

Rappelons que l'on note g(L) = g(£f) x g(£"). On gradue g(L) en posant 

g(L]i)=g(£';i)xg(£";i) 
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pour tout i G Z. On pose = (X',X"), H$ = (H', H"), Y^ = (Y',Y"), P = 
P ' x P " . On note K^. l'image réciproque de Up dans K(L)° par l'application de 

réduction K(L)° —> G(L), cf. 1.3. La fonction h'®h" sur #(!/) se relève en une fonction 

sur k(L) que Ton prolonge à g tout entier par 0 hors de k(L). On note la fonction 

sur g ainsi construite. 

Lemme. — Avec les notations ci-dessus, il existe un s^-triplet (X,H,Y) de g tel que 

• X,H,Y ek(L), 

• Y e O(N), 
• la réduction de X, resp. H,Y, dans A;(L)/A:(L)1 = g(L) est X^, resp. Hfj, Y^, 

cf. [BM], proposition 3.8. • 

IX.3. Lemme. — Soit N G Nil(V). 

(i) L'ensemble 0(N) fi Supp(/i iy) est non vide et est une unique classe de conju

gaison par le groupe K1^. 

(h) Soit O G gni\/G. Si 0nSupp(fo#) ^ 0, O(N) est incluse dans la clôture Ô de 

O pour la topologie usuelle de g. 

Démonstration. — La démonstration est similaire à celles de [BM], lemme 3.11 et 

proposition 3.12. Posons TV = (L, N', N") et utilisons les notations du paragraphe 

précédent. Introduisons le s^-triplet (X, iJ, Y) du lemme précédent. 

Remarquons d'abord que Supp(/i iy) est stable par conjugaison par K1^. Pour tous 

i,j G Z, posons 

g(i) = {Z eg;[H,Z]=iZ}, 

g(i,j) = {Zeg(i);[Y,[X,Z]}=jZ}. 

Il résulte des formules exprimant les représentations irréductibles de s£2 (cf. [C], § 5.4) 
que l'on a les égalités : 

g= © 9(hj), 

(1) Zg(X) = @g(i^). 

Il résulte des mêmes formules et de l'hypothèse p ^ 3d + 1 que l'on a les propriétés : 

• si i, i' G Z sont tels que i = i' modp et g(ï) ^ { 0 } , g(i') ^ { 0 } , alors i — i'\ 

• soit i G Z ; si G Z sont tels que j = j ' modp et g(i,j) ^ { 0 } , g(i,jf) ^ { 0 } , 

alors j = f ; 

(2) • si z, j G Z sont tels que j = 0 modp et g(i,j) ^ { 0 } , alors j — 0. 

Montrons que 

(3) k(L)= 0 g(i,j)nk(L); 
ijez 

(4) k(L)'= © gfrfinkiL)1; 
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(5) Zg(X) H k(L) = 0 #(z, 0) H k(L) ; 

(6) l'image par réduction de Zg(X) nk(L) dans g(L) est Zg^(X^). 

Notons / le sous-ensemble des z G Z tels que g(ï) ^ { 0 } . Soit Z G k(L). Ecrivons 

z = E 
iei 

Zi 

où Zi G g(i) pour tout i e L Soit i e L Alors on a l'égalité 

( (*d(H)-i')){z)=( n (i-ïiïzt 
^i'ei-{i} ' ^i'ei-{i} J 

Puisque H G fc(L), le membre de gauche appartient à fc(L). Le coefficient intervenant 

dans le membre de droite est inversible modp. On en déduit que Z{ G k(L). Cela 

démontre l'égalité 

k(L) = ®g(i)nk(L). 
iez 

Pour i G Z, on démontre de même que 

g(i)nk(L)= ®g(i,j)nk(L). 
jez 

Cela démontre (2). La démonstration de (3) est analogue. L'assertion (4) résulte de 

(1) et (3). Il est clair que la réduction de Zg(X) fi k(L) dans g(L) est incluse dans 

ZG(L){Xfj). Pour tous z, j € Z, notons g(i,j) l'image de g(i,j) D k(L) dans g(L) 

D'après (2) et (3), on a l'égalité 

g(L)= © g (i,j) 
ijez 

Il est clair que Zg^L)(Xest inclus dans 

© g(i,j). 
ijeZ,j=0 modp 

Grâce à (2) et (5), cet espace est la réduction de Zg(X) D k(L). Cela démontre (6). 

On déduit de (3) et (5) que pour tout i G Z, on a l'égalité 

g(i) n k(L) = g(i) fl Zg(X) fl k(L) + ad(Y)(g(i + 2) n k(L)). 

Puis 

(7) gfe i) Hk(L) = g{i) flZg(X) flfc(L) + ad(F)(#(z + 2) nfc(L)) + i + 1 ) flfc(L). 

Soit Z G ̂ ( X ) H k(L). Rappelons que Zg(X) C gfè 0), z'.e. #(z,0) = 0 pour tout 

i < 0. Alors, pour tout i G Z, 

ad(Y+Z)(g(i+2)nk(L))+gfe î+l)nfc(L) = ad(F)(#(z>2)nfc(L))+#(^ i+l)nfc(L). 

On peut donc remplacer F par F + Z dans l'égalité (7). En utilisant cette égalité et 

en raisonnant par récurrence décroissante sur z, on obtient l'égalité : 

k(L) = Zg(X) n Jfe(L) + ad(F + Z)(k(L)). 
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On démontre de même l'égalité : 

k(L)1 = Zg(X) H k(L)1 + ad(F + Z)(k(L)1). 

En utilisant l'application EG de 1.4, qui est définie sur gtn, un raisonnement d'ap

proximations successives déduit des égalités précédentes l'égalité : 

Y + Z + k(L)1 = {x(Y + Z + Z')x~x ; Z1 G Zg(X) fl k(L)\ x G K(L)1} . 

D'autre part, d'après (6) et V.7 (8), on a l'égalité : 

Supp(ft#) = {*{y + Z)x~1;Ze Zg(X) H k(L) + K ( L ) \ x G tf^}. 

Puisque i^(Iz) 1 C K^, les deux égalités précédentes impliquent : 

(8) Supp(/iiv) = {x(Y + Z)x-X-Ze Zg{X) H fc(L), x G ^ } . 

L'ensemble O(iV) D Supp(/i^) est non vide car il contient Y. Soit Y' un élément 

de cet ensemble. Grâce à (8), il existe Z G Zg(X) fl k(L) tel que Y' soit conjugué à 

F + Z par un élément de JK>. Pour un tel Z , on a y + Z G O(JV) C £> a l g (y ) , donc 

Z = 0 d'après V.7 (9) (appliqué sur le corps de base F) . Donc Y' est conjugué à y 

par un élément de K^. C'est l'assertion (i) de l'énoncé. 

Soit O G gnïi/G tel que (9DSupp(/iiy) ^ 0 . Notons p : SX2 —• G l'homomorphisme 

déduit du s^2-triplet (X, H, Y) et 

(C? 40) 
Grâce à (8), il existe Z G Zg(X) tel que y 4- Z G O. Pour un tel Z , en se rappelant 

que Zg(X) C g(^ 0), on a : 

lim uj-2ntn(Y + Z)t~n = Y. 

n—•oo 

Les termes dont on prend la limite appartiennent à O. Donc y G O et O(N) C (9. 

Cela démontre le (ii) de l'énoncé. • 

IX.4. Pour N = (L, A/7, AT") G Nil(V), on a défini en IX.2 une graduation de g(L). 

Posons 

d(JV) = dim((/(L;l))/2. 

C'est un entier. Rappelons que pour O G gnïi/G, on a défini en 1.6 l'intégrale orbitale 

Lemme. — Soient N G Nil(V) et O e gnn/G. 

(i) Sï 0(N) n'est pas incluse dans la clôture O de O pour la topologie usuelle, 

<t>o(hïï) = 0. 

(ii) SiO = 0(N), 4o(hfi) = <fiW. 
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Démonstration. — Le (ii) résulte du (i) du lemme précédent. Supposons O = O(N), 

écrivons N = (L, TV', N") et introduisons le 5^2-triplet (X, H, Y) du lemme IX.2. Soit 
n un entier > 1, posons 

Kn=EG(pn

Fk(L)1), On = {y-1Yy;yeKn}. 

Remarquons que Kn est un sous-groupe distingué de K1^. Posons 

yn = (ZG{Y)nK\)Kn\K}J. 

Grâce au lemme IX.3 (i), on a la décomposition en union disjointe : 

On Supp(/i#) = (J yOny-1. 

D'où l'égalité 

<t>o{hjf) = \yn\mes(On). 

On a l'égalité : 

\yn\ = [K\ : Kn][ZG(Y) H K\ : ZG(Y) H K ^ 1 . 

Utilisons les notations de IX.2. On a les égalités : 

[K\ : Kn] = [K\ : K{L)l][K(L)1 : Kn] = q

d™^+" d i m ^ . 

Puisque Z G ( L ) ( F # ) n UP = { 1 } , on a ZG(Y) D K1^ = ZG(Y) fl X ( L ) 1 . Ce groupe 
étant pro-p-nilpotent on a les égalités : 

[Z G QO n K\ : ZG(Y) H Kn] = [ZG(Y) fl X ( L ) 1 : ZG(Y) H tfn], 

= [Z9(Y)nk(L)1 : Zg{Y)^Fk(L)1), 

= q n dim(Zg(Y))^ 

Par définition de nos mesures, si n est assez grand, la mesure de On est égale à celle de 
l'image de ppk(L)1 dans l'espace tangent de O au point Y. Cet espace est Zg(Y) \ g 

et l'image de ppk(L)1 est 

(1) Z9{Y)\{Zg{Y)+pn

Fk{LY). 

On a muni l'espace tangent ci-dessus de la mesure autoduale pour le bicaractère 

(Z,Z')^Tpoqg(Y,[Z,Z'}). 

Le dual du module (1) pour ce bicaractère est 

Zg(Y)\(Zg(Y) + pF

nk(L)). 

On en déduit l'égalité 

mes(On) = [(Zg(Y)+pF

nk(L)) : (Zg(Y) + pn

Fk{L)1)}~1/2 

pour n assez grand. Ou encore : 

mes(O n) = [k(L):ppk(L)1]~1/3[Zg(Y)nK(L) : Zg(Y) npf k(LY]1/2. 
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On a les égalités : 

[k(L) : pfk(L)1] = [k(L) : k{L)l}[k{Lf : p^fc(L) 1 ] = g d i m ( 3 ( L ) ) + 2 n dim(») > 

[Zg(Y) n k(L) : Zg(Y) n p^fc(L) 1] = [Zg(Y) n fc(L) : Zg(Y) n fc(i)1] 

[ W n A ( i ) 1 : ^ n p 2 / ^ ) 1 ] . 

Le dernier terme du membre de droite de l'égalité ci-dessus est égal à 

q2n dïm(Zg(Y))^ 

Grâce à IX.3 (6) appliqué à y au lieu de X , on a 

[Zg(Y) D k(L) : Zg(Y) n k(L)1} = | Z f f ( i ) ( F * ) | = q^(zg(L)(Y„)) _ 

En rassemblant tous ces calculs, on obtient l'égalité 

<t>o{h^) = qc, 

où 

c = dim(np) + dim(Zg(L)(Y^))/2 - dim(g(L))/2. 

Il est bien connu que la dimension de la classe de conjugaison de Y^ par G(L) est 

^ [dim(0(L; ^ 1) + dim(^(L; ̂  2 ) ] . 

On en déduit l'égalité c = d(N) qui achève la démonstration. • 

IX.5. Pour ¿0 = k") G Io(V), cf. III.l, on pose 

Î
cZ, si (V,qv) est unitaire, 

(d - k'{k' + 1) - k"(k" + l ) ) / 2 , si (V, qv) est symplectique, 

(d - k'2 - k"2)/2, si (V,qv) est orthogonal. 

Pour 6 G O(V), on pose n(#) = n(£o), où ¿0 est l'élément de Io(V) intervenant dans 

les données 6. 

Remarquons que pour N G Nil(y), la fonction appartient à H. En effet quitte 

à conjuguer le réseau intervenant dans la donnée N et les 5^2-triplets fixés en IX.2, 

on peut supposer invariante par b. 

Dans la proposition ci-dessous et sa preuve, on utilise les notations de III.4, III.8 

et IX.2. 

Proposition. — Soient 0 G @(V) et N = (L,N',N") G №1(V). On a l'égalité 

<$(hfi) = qm+d{N) + [àirn{Zg{L)(Y#))-n(0)]/2 

(0 , V " L ) 
v(e\e"W,0"}°(Ql'®Ql»)(YN)-
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Démonstration. — Appliquons la proposition IIL4. L'entier dim(T) qui y intervient 

est égal kn{9). D'où l'égalité : 

(1) tô(hû) = qn^2m(L) E 

(0',0")ee(0,L) 
rj(e', 6")[6', 0"}° (Qe',ti)g{n (Qe„, h")g[n. 

Définissons une fonction ip sur g(£f) par 

<p(Z) = |G(Or ] 

E 

xeG(£') 
h!{x~xZx) 

pour tout Z G gU'). Pour tout tel on a l'égalité : 

6(Z) = \G(e')\-1q -dim(aU'))/2 

xeG{£') 
E 

Z'£g(£'&-1) 

il>oqg{x-
lZx, Y' + Z'), 

ou encore : 

(p{Z) = \G{t!)\-\ iim(g(t;^-l))-dim(g(e'))/1 
E 

X 

xl)oqg(x-
xZx,Y'), 

la somme portant sur les x G G(£') tels que x 1 Zx G g{£'\^ 2). Introduisons la 

fonction Ty de VIII. 14 relative à l'espace £'. Alors 

(2) (p= | G ( f ) | - l g [ d i m ( ^ ' ) ) + d i m ( ^ ; l ) ) ] / 2 r y / > 

Soit 0' G ©(<£'). Il existe un élément de { ± 1 } , que l'on note o~{9') tel que QQ'(—Z) — 
a(6')Qo>(Z) pour tout Z G g{£'). On a aussi Q\,(-Z) = a(9')Q\f{Z) pour tout Z et 

Q6// = cr{6')Qo>. On a les égalités : 

(3) (Qe',h')g(£f) = (Qe',<p)g(e') = (Qo',<P)g(£') = °{P')(Qo'i9)g(£'). 

Soit k' l'élément de TQ{£1) intervenant dans la donnée 6'. Notons W l'ensemble des 
w G W{k') tels que AT(T

W) = 9'. Fixons w G W, posons T ' = T™. Grâce à II.7 (1) 
et à la proposition VIII. 14, on a l'égalité : 

(4) (Qe>,rY>)g{t>) =q^\W{k')\-l\W\\WG{n{T')\Q\,{-Y'), 

où 

ci = dim(<?(0)/2 - d i m ( O a l g ( F , ) ) / 2 - dim(t') + ô{G(£'),T'). 

D'après II.3, W n'est autre que l'ensemble des w' G W(k') tels que w<f>w' et w^w soient 

conjugués par un élément de W(k'). D'après la preuve du lemme III.9, WG^^(Tf) a 

même nombre d'éléments que l'ensemble des éléments de W(k') qui commutent à 

w^w. On en déduit l'égalité : 

(5) \W(k>)\-1\W\\WG(e)(T')\ = l. 

En rassemblant les égalités (2), (3) et (4), on obtient : 

(Qe>,h')g(tl) = \G(e')\-l<faQUY'), 

où 

c 2 = dim(0(O) + S(G(f), T') - dim(t') + dimfo^'; l ) ) /2 - dim(e> a l g(Y'))/2. 
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Pour 6" G &(£"), on a une formule analogue pour (Q0", /i")^*")» où intervient un 
tore T". Appliquons ces formules pour un couple (#', 0") G 0(0, L). On a les égalités : 

m{L)\G{í')\-'\G{nrl=q - [ d i m ( g ( 0 ) + d i m ( g ( 0 ) ] / 2 

ô(G(e'),r) + s(G(e"), T") = ô(e), 
dim(t') + dim(t") = n{6). 

L'égalité (1) devient celle de l'énoncé. 

IX.6. Soit in = (k'k") e TQ(V). Introduisons l'unique élément 

6L0 = (kf,k",»°, 

de 6 ( V ) tel que : 

• tous les termes non nuls de fi° sont égaux à 1 ; 

• ii" = 0 ; 

{ ( 1 , 0 , . . . ) , si (V,qv) est orthogonal pair non déployé et k' = 0, 

0 , sinon. 

Associons à 0LQ une décomposition orthogonale V = Vb 0 Vi, un réseau L 0 de Vb et 

un sous-tore maximal de G{V\) que nous noterons T(t0). Posons 
M(LO) = G(V0) x T(to) = Z G ( T ( * o ) ) , 

W(L0) = WG(M(L0)). 

Alors T(¿o) est maximalement déployé dans G(V\) et il existe un sous-groupe para

bolique de G défini sur F et de sous-groupe de Lévi M{LQ). 

Notons Fnr la plus grande extension non ramifiée de F dans F. Le Frobenius 0 est 

un générateur topologique de G a l ( F n r / F ) . Tous nos groupes sont déployés sur F n r , 

donc G a l ( F / F n r ) agit trivialement sur ^ ( ¿ 0 ) . On en déduit par passage au quotient 

une action de (j) sur W(to). 

On identifie W(LQ) comme en II.3. En posant n = n(^o), on a 

W(to) -

' W(An-i), si (V,qv) est unitaire, 

W(Cn), si (V,qv) est symplectique ou si (V,qy) est orthogonal 

et ¿0 ̂  (0.0). 

W(Dn), si (V,qy) est orthogonal et LQ = (0,0). 

Rappelons que si (V,qy) est orthogonal, la condition to — (0,0) implique que d est 

pair. Si (V, qy) est unitaire, on note w<f, l'élément de plus grande longueur de W(An-i)1 

cf. II.3. Si (y, qy) est orthogonal pair non déployé et k' = 0, on note l'élément WCD 

de W(Cn). Dans tous les autres cas, on pose = 1. Alors l'identification ci-dessus 

est telle que 

(j){w) = W^WWcf) 

pour tout w G W(LQ). 
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Pour w G W(LO), on pose 

Zrh(w) = lu G ^ ( ¿ 0 ) ; à(u) 1 wu = w\, 

0</,(w) = {(friu^wu] u G W(LQ)}. 

On notera parfois plus précisément ces ensembles Zw^^w) et O ^ ( i 0 ) ^ W ' 

Soit w G W(LQ). On verra ci-dessous qu'il existe x G G(Fnr) tel que <j)(x)~lx G 

NG(Fnr)(M(io)) et l'image de cet élément dans W(LO) soit w. Fixons un tel x, posons 

T W = XT{LO)X-1,V? = x(Vi). Alors V f comme T W sont définis sur F et est un 

sous-tore maximal non ramifié de G (Vf). Posons A^{vn(Tw) = ( j x 0 w , n'w, fiffw) ou 

((i0w,li'w,IJ,"w,e) et /x1™ = /x'™ U /i"™. Bien que la classe de conjugaison de Tw par 

G dépende du choix de x, on vérifie que ni fi0w, ni filw n'en dépendent. Le quadruplet 

(k', k", fji0w,/JL1W) appartient à S j (V) , c/. IV.6. Quand il est exceptionnel, le terme e 

ci-dessus ne dépend pas du choix de x. On pose 

AW(L0)(
W) = 

(kf , k " , f i 0 w , fAlw) si ce quadruplet n'est pas exceptionnel, 

(0 ,0 , / / ° - , 0 , 5 ) , s'il l'est. 

Cela définit une application 

Awn^ : Wdn) —> E(V) 

que l'on peut décrire combinatoirement comme en II.3. Son image est l'ensemble des 

éléments £ de S(V) tels que ¿0 soit l'élément de îo(V) intervenant dans les données 

£. Les fibres A W ^ au-dessus de son image sont les orbites 0<p(w) pour w G W(LQ). 

En faisant varier ¿0, la collection des applications AW(LN\ définit une application : 

A W : U 
ioex0(v) 

WU0)—>S(V), 

qui est surjective. 

Soit toujours ¿0 = (k1\k") G 2o(V). On note ^ ( ¿ 0 ) l'ensemble des classes de re

présentations irréductibles de W(LQ) et le sous-ensemble des classes fixées par 

le Frobenius </>. Pour p G 1Z(to)^, on définit comme en VIII. 11 un opérateur piw^) 

agissant dans l'espace V(p) de p. 

Soit L un réseau presque autodual de V. On affectera d'un indice £', resp. £", les 

objets définis aux chapitres II et VIII relatifs à l'espace £', resp. £", quand £', resp. £" 

ne figure pas déjà dans la notation. Par exemple, pour k G IO(^)Î 0 1 1 notera My{k), 

2>(k) et W£>(k) les groupes définis en II.3. Supposons k' G 1Q(£'), k" G 1Q(£"). Quitte 

à conjuguer L par un élément de G, on peut supposer : 

• L = LnV&0LnVi; 
• L H VQ = L0 ; 
• le plus grand sous-groupe compact de T(LQ) stabilise LnV\. 
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Le tore T(to) a une structure naturelle sur 0F> SOUS les hypothèses ci-dessus, T(to) x ¥q 

OF 

se plonge naturellement dans G{L). Quitte à effectuer une conjugaison par un élément 

de K(L), on peut supposer que son image est TV(fc') x TV/(fc"). 

Notons N le sous-groupe des éléments de NG(Fnr)(M(io; Fnr)) qui conservent le 

réseau L x 0Fnr- Ce groupe se réduit naturellement en un groupe N qui contient 
0F 

NG{L)(M£,(k')xMtn(k")). 

Posons 
WL(L0) = N/(M£,(k

f) x M<"(fc") ) , 

WL{LQ) = Wv(k')xWtf(k"). 

Alors WL(ÌQ) est un sous-groupe de WL(L0). On a deux applications naturelles : 

N — > WL(LQ) , N — • W(LQ). 

Elles ont même noyau et la première est surjective. On en déduit une suite d'injections : 

WL(L0)^WL(LO)--^W(L0). 

Elles sont équivariantes pour l'action des Frobenius. À conjugaison près par un élé

ment de W(LO), elles ne dépendent pas des conjugaisons effectuées dans la construc

tion. 

Décrivons plus explicitement ces groupes. Posons n = n^o) , 

n' = 

d(£') si (V,qv) est unitaire, 

(d(t!) - k'(k' + l ) ) / 2 , si (F,q v ) est symplectique, 

(d(£') - k'2)/2, si (V,qv) est orthogonal, 

et définissons de même n". Alors : 

• si (V,qv) est unitaire, WL(L0) = WL(t0) ~ ^ - i j x ^ ^ ) C W(AN.1) -
W(io) ; 

• si (V,qy) est symplectique ou si (V,qy) est orthogonal et k'k" ^ 0, 

WL(L0) = WL(L0) ~ W(CN>) x W(CN„) C W{CN) ~ W(LO)I 

• si (V, oy) est orthogonal, k' ^ 0, k" = 0, 

W L ( to) ^ W(Cn>) x W ( D n „ ) C W L ( 6 0 ) ^ W ( C n , ) x W ( C n " ) C W(Cn) ~ W ^ o ) ; 

• si (V, ) est orthogonal, /c' = 0, k" ^ 0, 

W L (*o) ^ W(£> n/) x W ( C n " ) C WL(t0) ~ W(Cn0 x W ( C n " ) C W ( C n ) - ^ ( ¿ 0 ) ; 

• si (V,qy) est orthogonal et ¿0 = (0,0), 

WL(to) ~ W(Dn,) x W(Dn„) c W L ( . 0 ) 

- W(Dn) H ( W ( C n 0 x W(Cn„)) C W ( D n ) = W ( t 0 ) . 
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On voit que WL(i0) = WL(L0) sauf si (V,qy) est orthogonal, k'k" = 0 et d(£')d(£") ^ 
0. Dans ce cas WL(I<O) est un sous-groupe d'indice 2 de WL{LQ). 

On nose : 

R Í , ( Í O ) = n?(k') x Ке»(к!'), Тгь(ю)ф = 11е>(к')ф х Ке»(к")ф 

IL{Lo)=ïe>(kf)xIi»(k"), IL(t*)* =Ie>(k')+ xle,,(k")+, 

cf. VIII.6 et VIII. 11 pour les définitions. 

IX.7. On a défini en IV. 12 les ensembles lff(V) et Est(V). On a l'égalité : 

Zst(V) = Au u 
i o € 2 g * ( V ) 

W(to) 

Soit 6 0 = (fc ; , k") G 2 ? (F) . On pose 

n(60) 
2, si (F, qy) est orthogonal et k'k" ^ 0, 

1, sinon. 

On définit un caractère s deW(io). Si (V, qy) n'est pas symplectique, s = 1. Si (V, qy) 

est symplectique, on a identifié W(^o) à W ( C n ( i 0 ) ) dans le paragraphe précédent et 

on pose 5 = sgn^ D . 

Pour w G W(io), posons 

d>s:'n=s(w)r1M-i

q-
SM/2<t>%w{w)>1 

cf. IV.9 pour la définition du dernier terme. 

Lemme. — Soient t0 = (k'\k") G I^(V), w G W(t0) et N = {L,N',N") G Nil(V). 

(i) Si k' <£ I0(£') ou k" £ I0(£"), on a ̂ n{h^) = 0. 
(ii) Supposons k' G loW), et k" G IM"). Posons 

с = d(Ñ) + á(io)/2 - n(io)/2 + d i m ( Z g ( L ) ( F j v ) ) / 2 . 

Alors on a Végalité : 

K ' n M = qc\Z^{w)\\WL{Lo)\-x 

Y 
(» ' ,»")6Wi( .o)n0^w) 

s{w')s{w")(Ql®Ql,){Yù). 

Démonstration. — Pour 6 = (fc;, k", /x°, /x', /x") ou (kf, k", /x°, /x', ß",e) appartenant 

à 0 ( V j , posons 

B= [//,//'] 

c/. III.4. Posons i = AwM. Avec les notations de IV.8, on a l'égalité 

Bti E 
0€S(V,O 

s{e,\)<№ 
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et, d'après le lemme IV.8, 5(0,1) = [6]1 pour tout 6 G 0(V,£) . Grâce à la proposi

tion IX.5, on en déduit l'égalité : 

(1) tâH(hù) = qc
 £ £ s(w)v(c0r

1[e}1v(o',e")[e',e"}° 
0€O(v,£) ($',o")ee(o,L) 

{Ql®Q\..Wfi)-
Si k' i I 0 ( f ) ou Jfe" i 2o(£"), 9(0, L) est vide pour tout 6 € 6 (V,0- D'où (i). 
Supposons fc' € 2b(0, *" G 2b(H- Posons simplement W = We,(k'), W" = We„(k") 
et définissons comme en II.3 des applications 

A' : W' —> e(£'), A" : —-> 0(£") . 

Les propriétés suivantes résultent des définitions : 

• U 9(6», L) = (A' x A")[(W x W") n OJw)] ; 

• la réunion figurant au membre de gauche ci-dessus est disjointe. 

Pour (w',w") € (W x W") n e^(u;), posons 

c(w',w") = \ow.,№)\-1
 p w - . ^ ' T 1 ^ ) - 1 ^ 1 ,o'')[e)l[e' ,e''}0, 

où 61 = A'(w'), 9" = A"(w") et 0 est l'élément de 0 ( V , O tel que (6",0") G 0(6»,!,). 

Remarquons que s(w) = s(w')s(w"). L'égalité (1) devient : 

(2) tâH(hû) = qc
 Y, c(w',w")s(w')s(w")(Ql x Ql,)(Y^). 

(w',w")e(W'xW")no+(w) 

Fixons (w',w") G (W x W") Pi 0<f>(w). Le cardinal \Ow* ,<f>(w')\ est calculé par l'éga

lité IX.5 (5) (pour W = 0W'A
W') e t T ' = T W > ) e t l e l e m m e m - 9 - I d e m P ° u r 

| £V" ,0(w") | e ^ 1^(^)1- Un calcul cas par cas montre que 

c(w',w") = iwMWw'r^W'i-^o^wT1
 = ^ ( « o i i W i f o , ) ! - 1 . 

L'égalité (2) devient celle de l'énoncé. • 

IX.8. Soient ¿0 = (k', k") E lff(V) et p e ft(to)
0, cf. IX.6. On pose : 

<f>ï'n = \W(L0)\-
1 t r a c e °f>(v*w)tâ'H-

wew(io) 

Soit L un réseau presque autodual de V. Supposons k' G lo(£'), k" G TQ(JL"). Soient 

( e ' , e ' ' ) € f t L ( i o ) * . 

Si (F, qy) n'est pas orthogonal pair non déployé ou si ¿0 7̂  (0, 0), on pose 

m(p;p',p") = < r e s ^ o ) ( p ) , p ' ® / ) W i M . 

Supposons (V,qv) orthogonal pair non déployé et ¿0 = (0,0). Alors 

W(c0)~W(Dd/2), We,(0)~W(Dd(n/2), We„(0)~W(Dd{e„)/2). 
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Remarquons que d(£') 7̂  0 puisque qy est non déployée et V admet un réseau auto-

dual. On a introduit en VIII.4 les groupes W{LQ)^ et W^(0)# et les prolongements p# 

resp. p'# et p ' 6 , de p à W(L0)#, resp. de p' à W V ( 0 ) # . On a une inclusion naturelle : 

W W 0 ) # x W>"(0) C WUQ)*. 

On pose 

m(p;p',p") = ( r e % % x W M 0 i ( p ) , (p'* - p">) <8> p") 
We,(0)#xWt„(0) 

Lemme. — Soten* L0 = (fc',fc") G ^ ( V ) , p G ft(*,o)
0 c* iV = (L,N',Nff) G Nil(V). 

(i) Si k1 £ 2 b ) <ro fc" £ Zb(*")> otor« ^H{hff) = 0. 

(ii) Supposons k' G Xo(^) e£ /c" G XQ{£"). Définissons c comme dans Vénoncé du 

lemme IX. 7. On a Végalité 

<' И (Л*) = 9С T. 
(ь',1.")еТь(1>о)ф 

m(p;pL/,p^)q-b^-^" Hxì ̂ x U(YN). 

Démonstration. — Le (i) résulte du lemme IX.7 (i). Sous les hypothèses de (ii), le (ii) 

du même lemme implique l'égalité : 

< , W ( ^ ) = 9 c | W L M I _ 1 E 
{w' ,W")Ç:WL{LQ) 

traceop(W4>w'w")s(w')s(w")(Ql, 0 Q\„)(FA>). 

Supposons que le Frobenius agisse trivialement sur W(LQ). Alors 

W(L0) _ 
0 

(p',p.")RьЫф 

m(p;p',p")p'®p", 

= 0 
(1',1.")еТьЫф 

m(p: o,.is o,A o,.' 0 o,» 

D'où l'égalité : 

< , w ( M = « c i^(*o)r 1 y 
(1',1.")еТьЫф 

ra(p; pu, pL») E 
{w>,w")ewL{io) 

traceopu(w') tra,ceopu'(wf,)s(wf)s(w/,)(Qlj/ 0 Q^O^#) • 

Il reste à utiliser l'égalité VIII. 13 (3) pour obtenir la formule de l'énoncé. 

Supposons (VjÇvO unitaire. Notons V(p) un espace dans lequel p se réalise. Le 

groupe WL(LO) agit dans V(p) par le plongement WL(LO) ^ W(to). Pour (p',p") G 

HL(IO), notons V(p;p',p") la composante isotypique de V(p) de type p7 0 p". On a 

l'égalité 

V(p) = 0 
( p , , P , , ) € t t L ( i o ) 

V ( P ; P V ) . 

Pour (p',p") G T^L(^O), l'opérateur p(w<t>) permute les composantes V(p;p',p") et 

V(p:6(p')®è(p")). Si (p',p") é IILUQY, la trace de p(w6w'w") dans 

V(p;p ,,p , ,)eV(p;0(p ,)®0(p , /)) 
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est nulle pour tout (w',w") G WL(LO). Supposons (pf,pff) G T^L(^O )^- On se rappelle 

que Wcf, est l'élément de plus grande longueur de W(LO). Introduisons les éléments 

analogues w'^, resp. de W^(0), resp. W^(0). D'après la définition du plongement 

W L ( ^ O ) ^ W(LQ), on a l'égalité u>0 = w'^w^. Alors, pour (wf,w") G ^ ( ¿ 0 ) , la trace 

de piw^w'w") dans V(p;p',p") est 

ra(p; p', p " ) traceop'^w'^w') traceop"(w'^w"). 

On poursuit la démonstration comme ci-dessus. 

Supposons enfin (V,qv) orthogonal pair non déployé et ¿0 = (0,0). Posons 

W = W(LQ), W# = W{L0)#, W' = Wi*(0), W'# = Wv(Gf, W" = Wi»(0). 

On a = W(Cd/2), = VF(C d(£/)/ 2). Introduisons les éléments WCD, resp w'CD. 

de W*, resp. W'# , cf. II.3. Pour w G on a par définition : 

p(w<pw) = P*(WCDW). 

Puisque V possède un réseau autodual, (£"qyt) est déployé et le Frobenius agit trivia

lement sur W". D'après la définition du plongement W x W" ^ W, son prolongement 

naturel 

W'* x W" <-> W* 

envoie {w'CD, 1) sur WCD- On a l'égalité : 

r e s W # x W " V P / — e 
(P' ,p")en(W'*)xK(W") 

( resJíl „„„,(fl # l . Я ® eK(W'*)xii(W" ® Ö" 

Grâce aux propriétés ci-dessus, pour iw'w") G W x W", on en déduit l'égalité : 

fl) trace o n( Wrhw' w") = e 
(P* ,p")eK(W'*)xii(W") 

( r e s ^ f # x V r , , ( p # ) , fi ®p") W*xW" 

tr &ce o fi (w'CDwf) trace op"(w"). 

Soient p* G ft(W"#) et u;' G W. Si res$; # (p ') est réductible, ?(w'CDw') échange 
les deux composantes de cette restriction et trace op'(w'CDw') — 0. L'ensemble des 
p' G 1Z(W'#) telles que res{^ # (p ' ) soit irréductible est exactement l'union disjointe : 

{ p , # ; p' G n(W)*} U {/A p' G n(W)+}. 

Soient p' G n{W'Y et tz/ G W'. Alors 

trace op'*(w'CDw') — - trace op,b(w'CDw') = trace op'^w^w'), 

ce dernier terme étant défini comme en VIII.ll. L'égalité (1) devient : 

trace opiwsw' w") = E 
( p ' , p " ) G r c ( W " ) * x ^ ( W " ) 

ra(p; p',p") tr&ceop'(w<pw') trace o p ^ i t / ' ) 

On poursuit la démonstration comme précédemment. 
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IX.9. Supposons (V,qv) unitaire. Notons ¿0 = (0,0) Tunique élément de X^iV). 

Posons 

nst(V) = nM*, Xst(V) = V(d). 
On note u 1—> pL la bijection de Xst(V) sur TZst(V) qui, à une partition, associe la 

représentation qu'elle parametrise. Pour À G Xst(V), on définit une fonction : 

7 A : m(V) —> { ± 1 } 

de la façon suivante. Elle est à support dans les éléments de la forme ( À , (g*))- Pour 

un tel élément et pour un entier i ^ 1, posons 

Q^i = 0 qi, 

l i = 

1, si q^i est quasi-déployée, 

— 1, sinon. 

Notons O G gni\/G l'orbite paramétrisée par ( À , fe))- On pose alors 

7 A ( A , ( F T ) ) = (-i; 
(d2-d-dim{0))/: 

I I * 

(1) Remarque. — Pour tout couple (V, q') unitaire, notons d'(q'), d"(q") les éléments 

de Z /2Z définis en 1.3. Alors q' est quasi-déployée si et seulement si (d'(q'),d"(qn)) ^ 

(1,1). 

Proposition. — Soient A G Xst(V) et N e Nù(V). Posons p = px et A(N) = (/x, (^)). 
Alors : 

(i) sipi^X, ^ n ( h f r ) = 0; 

(ii) si fi = X, ^n(h^) = qdWjx(\, fe)). 

Démonstration. — Posons JV = (L,N\N"), pj = A(N'), pi" = A(N"). O n a / i ' U 
//" = pi. Soient G X L ( ^ O ) . Notons À ' G V(d(£f)), resp. À " G V(d(t")), les parti

tions qui paramétrisent /v, resp. p t//. Utilisons les notations du paragraphe précédent. 
Grâce à VIII.2 (5), on a l'implication : 

ra(p; p,/,/vO ^ 0 A' U A" < A. 

Grâce à VIII. 13 (2), on a l'implication : 

(X?, ® x!„)(F*) ^ 0 =>• /x' < A', /x" < A". 

Dans l'égalité du lemme IX.8 (ii), on peut se limiter à sommer sur les ( / / i") G XL(LQ) 

tels que les relations de droite des implications ci-dessus soient vérifiées. Ces deux 

relations entraînent pt ̂  À . D'où le (i) de l'énoncé. 

Supposons fi = X. L'unique solution des relations précédentes est 

( A , , A " ) = ( M V ) . 
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Si (i', t") est l'élément de IL{I<O) qu'elle paramétrise, on a 

m(p; / v , PL") = 1 

d'après VIII.2 (5) et 

(xì YÑ) = Ф')Ф") 
d'après VIII. 13 (2). Alors, d'après le lemme IX.8 (ii), on a l'égalité : 

н = q c - ^ ^ U{i')e{i") 

En posant 
D = àim(Zg(L)(Yff))-d, 

on calcule : 
e ( 0 ^ " ) = ( - l ) D / 2 , 

b(i') + b(i,") = D/2, 

C = d(N) + D 2. 
D'où l'égalité 

< i W ( M = (-i)D /V (*>. 
Il reste à calculer D modulo 4Z. 

Rappelons que Y^ = (Y*\Y") où Y', resp. Y", est un élément de gn\\{Z'), resp. 

9ni\{£"), paramétrise par resp. \x". Passons à la clôture algébrique F. Alors la 

classe de conjugaison de Y' par G(£') est l'orbite de Richardson d'un sous-groupe 

parabolique de G{£') associé à la partition transposée tfi'\ i.e. de sous-groupe de Lévi 

isomorphe à 

n G L 

Le centralisateur de Y1 dans g(t!) a même dimension que ce groupe de Lévi. 

Pour tout j ^ 1, on calcule : 

(V)j = c^V) 
cf. 1.5 pour la définition de ce terme. D'où l'égalité : 

(2) d i m ( G ^ ) ( F , ) ) = EC^^ /)2-

On calcule de même dim(Gg(£»)(Y")). Alors : 

D = - D + E ( C ^ ( ^ ) 2 + ^ ( M , / ) 2 ) . 

Puisque [xf U /JL" = fi = À, on a 

pour tout j > 1 . On en déduit l'égalité 

(3) I> = - d + ( ^ c ^ ( A ) 2 ) - 2 $ > ^ V ) < ^ V ) -

c>j(/*') + c>j(/*") = с>з(х) 
pour tout j ^ 1. On en déduit l'égalité 

(3) D = -d + E 

j>1 
- 2 У 

j>1 
E 
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Grâce à une égalité analogue à (2), le deuxième terme ci-dessus est la dimension du 

centralisateur dans g d'un élément de l'orbite O. Il est donc égal à dim(^) - dim(O), 

ou encore à d2 — dim((9). 

Pour tout entier j ^ 1, on a les congruences : 

Cj(u') = d'iqA mod2Z, cAa") = d"(ç 7 ) mod2Z, 

d'où 

<^V)<^V) = <r(q>j)d"(qzj) mod2Z. 

Grâce à la remarque (1), on obtient : 

C ^ ( M ' ) C ^ ' ( M " ) = 

0mod2Z, si q^j est quasi-déployée, 

1 mod 2Z, sinon. 

)n déduit alors de (3) la congruence : 

D = d2 - d - dim(ö) + 2\{j ^ 1; q^j n'est pas quasi-déployée}| mod4Z, 

puis légalité : 

( - 1 ) D / 2 = 7 A ( A , (<&))• 

Cela achève la démonstration. 

IX.10. Supposons (V, qy) symplectique ou orthogonal. Notons lst(V) l'ensemble des 

données (À, r, ô) ou (À, £, r, S) telles que : 

• A ou (À,e) 6 l ( V ) ; 
(cf. VIII.6 ; on y a dit que les définitions restaient valables sur le corps de base F) ; 

• A est spéciale ; 

• (r, S) G f am(A) (cf. VIII.17, VIII.19 et VIII.21) ; 

• si d est divisible par 4 et (V,qy) est orthogonal et non déployé, A possède au 

moins un terme impair. 

Posons 

nst(v) = U ки0)ф. 
On définit une application 

1lst(V) —• I s t (V) 

pi—>ip 
de la façon suivante. Soient ¿0 = k") G Tf(V) et p e TZ(L^. Posons 

fc = sup(fc',ife"). 

On a W(to) = W(Cn(LQ)) sauf si (V,qy) est orthogonal pair et ¿0 = (0,0), auquel cas 

W(to) = W(Dd/2)- Par l'application 0 " c n ( t o ) , resp. ODd/2 de VIII.15, on associe à p un 

élément (Xi,Yi) G <Sn^0),i>
 r e s P - ^d/2,o- Si (V,qy) est orthogonal pair et ¿0 = (0,0), 
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on pose (X,Y) = (Xi,Yi). Sinon, par l'application VIIL15 (1), on associe à (Xi , Yi) 

un élément 

(X,Y)e 

£d/2,2fc+i> si (V,qv) est symplectique, 

S(d-i)/2,2fc-i> s i O^tfv) est orthogonal impair, 

<Sd/2,2fc, si (V,<2v) est orthogonal pair. 

En tout cas, (X, Y) G Sd/2, resp. «S(d_i)/2, «Sj^2, si (K^v) est symplectique, resp. 

orthogonal impair, resp. orthogonal pair. Notons (Xsp,Ysp) l'unique symbole spécial 

dans la famille de (X, Y) et À la partition spéciale dans V(V) associée à ce symbole. 

Posons (r,<J) = fam(X,F), c/. VIII. 17, VIII. 19, VIII.21. Si A n'est pas exceptionnelle, 

on pose 

ip = (A,r, S) 

Supposons A exceptionnelle. Alors (V,qy) est orthogonal pair, d est divisible par 4, 

¿0 = (0,0) et il existe une unique partition a G V(d/4) et un unique signe e tel que 

p = p £ (a, a). En identifiant e à un élément de { ± 1 } , on pose 

i p = ( À , e , 0 , 0 ) . 

L'application p \—> LP ainsi définie est bijective. On note t H-> p t la bijection réci

proque. 

IX.11. On conserve les mêmes hypothèses. Soient to = (k',k") G I Q ^ V ) , (a,/3) G 

^ M ^ o ) ) , ^ = (A,r,5) ou (A,£,r,5) un élément de J S T ( F ) . On suppose que pL G 

7 £ ^ o )
0 et que (a,/3) paramétrise p,. On a défini en VIII.16,JVIII.18 et VIII.21 les 

ensembles d'intervalles Xnt(X) et, si (V, qy) est symplectique, Xnt(X). Pour unifier les 

notations, on pose Tnt(X) = Jnt(X) dans le cas orthogonal. Pour toute partition /x 

et tout A G Tnt(X), on pose 

ÇA (M) = E c»(/x), C^A(M) = 
A / G X n t ( A ) , A / ^ A 

C A ' ( M ) . 

Soit L un réseau presque autodual de V. Si A/ ^ XoCO ou /c'7 ^ 2o(^"), on pose 

P L ( a , / 3 ) = Z L ( a , / 3 ) = 0 . 

Supposons kf G 2o( f ) et k" G X 0 (^")- Posons 

(d(l') - k\k' + l ) ) / 2 , si (V,qv) est symplectique, 

(d(^) - /c ' 2 ) /2 , si (V,qy) est orthogonal, 

et définissons de même n". On note VL(OL, /3) l'ensemble des quadruplets de partitions 

(a ' ,/3',a",/3") tels que : 

(1) 

S(a') + S(ß') = n', S(ct") + S(/3") = n" ; 

• S(a') 4- S(a") = 5 (a) , S(/3') + S(ß") = ; 

• а ' и а ' Ч а , ß'öß" ^ß. 
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On note XL(a.,ß) l'ensemble des couples (¿7, L") G Xn>(k'Y x 2>//(fc")^ tels qu'il existe 

des couples de partitions (a ',/3') paramétrisant pL> et (a." ,ß") paramétrisant pL» de 

sorte que (a', ß \ a", ß " ) eVL(cx,ß). 
En tout cas, on note 2™ a x (a, /3) l'ensemble des couples G X{£' f x X(£")* 

tels qu'en posant t' = (X',ë) ou (X! ,s',ë) et t" = ( A " , e " ) ou ( A " , e", e"), on ait les 

propriétés suivantes : 

• A ' U A ' ^ A ; 

(2) • pour tout A G Xnt(X), J(A) = C^A(A ') H- d = c ^ A ( A " ) mod2Z; 

(3) • si (V, qy) est symplectique, pour tout A G Xnt(X) et tout i G A f l a ( A ' ) , resp. 

i G A fl a ( A " ) , on a l'égalité £• = r (A) , resp. e" = r (A) ; 

(4) • si (V,qy) est orthogonal, il existe des relèvements de ë, resp. s", dans 

( Z / 2 Z ) a ( A ' ) , resp. ( Z / 2 Z ) a ( A " \ que l'on note encore ë\ resp. e", de sorte que 

la propriété précédente soit vérifiée. 

On démontrera en XI.30 la proposition suivante. Dans cet énoncé, tout élément t' 

de X(£'), resp. ¿ / / de X(£"), est noté sans plus de commentaire (Xf,ë) ou (X',ë,£f), 

resp. ( A " , s") ou ( A ' V , e " ) . 

Proposition. — Sous les hypothèses précédentes, les propriétés suivantes sont vérifiées. 

(i) Soient (L',L") G J L (a , /3) . A ; U A " < A . 

(ii) 2^ a x (a , /3 ) est l'ensemble des (¿',¿'0 G XL(ct,ß) tek ?we A ' U A " = A . 

(iii) Soient (¿ /,¿ / /) G ^ ^ ( a , ^ ) et (a',/3', a",/3") G VL(cx,ß). Supposons que 

(a ',/3') paramétrise pL> et (oc"\ß") paramétrise pL". Alors a'Ua" = a et ß'\Jß" = ß. 

(iv) Supposons (V,qy) orthogonal pair, to = (0,0), et ^ ß et GL y ß . Soient (L' 

et (ctf, ß f , OL", ß f f ) comme en (iii). Supposons a(Xf) ^ 0. Notons Af

max le plus grand 

élément de Xnt(X) tel que a(X') D A ^ ^ ^ 0 . Alors ex' >- ß ' si et seulement si 

r(A'max) = 0. 

I X . 1 2 . On suppose toujours (V,qy) symplectique ou orthogonal. Soit t = (A , r, S) 

ou (A , £, r, un élément de Xst(V). 

Si (V,qy) est symplectique ou orthogonal pair, on pose C(L) — 1. Si (V,qy) est 

orthogonal impair, soit D l'entier impair tel que 

fam _ 1(r,(5) G S(d_i)/2,r> 

c/. lemme VIII. 19. On pose 

C{L) = 
s g n ( - l ) ( D - ^ / 4 , si D = 1 mod4Z, 

sgnfa'fav)) s g n ( - l p - 3 ) / 4 , si D = 3 mod4Z. . 

Si (<&) est une famille de formes quadratiques indexée par des entiers ^ 1, on pose 

QA = 0 ft, ç ^ A = 0 qA' 
l ^ A ' e X n t ( À ) ; A ' ^ A 
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pour tout A G Xnt(X). À toute forme quadratique q définie sur F, on associe deux 

couples (d'(q),d"(q)) G Z / 2 Z x Z / 2 Z et (rf(q), rjf,{q)) G F * / F * 2 , cf. 1.3. 

On définit une fonction 

7 l : N i l ( V 0 — > { - ! , 0 , 1 } 

de la façon suivante. Si i = (A, 6 , 0 , 0 ) , *yL est la fonction caractéristique du sous-

ensemble à un élément {(A, 0 , e ) } de Nil(V). Supposons i = (A,r, 6). Alors % est à 

support dans les éléments de Nil(V) de la forme (A, (qi)). Pour un tel élément, 

7 t ( A , (qi)) = 

0, s'il existe A G Int(\) tel que d"(q^A) ^ 5 (A) ; 

17 sgn(i/(gA) V ' ( gA) ) r ( A ) , si d"(q>A) = 6(A) 

AeTnt(x) 

pour tout A G Xnt(X) 

Proposition. — Soient i = ( A , r, 5) (A , £, r, (5) tm élément de Ist(V) et N £ Nïl(V). 

Posons p = pL et A(N) = (/x, (qi)) ou /x, ((ft),?). Alors : 

(i) sifi^X, ^n{hfl) = Q; 

(ii) «t » = A , = <zd<*>C(tK ° Â(iV). 

Démonstration. — Supposons d'abord (V,qy) symplectique. Notons ¿0 = (&,&) l'élé

ment de 7$(y) tel que p G 1Z(LQ)^, (CK,/3) l'élément de ^ 2 ( ^ ( ^ 0 ) ) qui paramétrise p 

et posons AT' - (/x7, faO), = (/x", (<Z77))-

Supposons k G Z o ( 0 et A: G To(£"). Considérons l'égalité du lemme IX.8 (ii). 

Soient (L',L") G XL(^O)^ et (a 7,/? 7), resp. (et", fi"), des couples de partitions para

métrisant pL', resp. p 6 ". Elles vérifient les premières égalités de IX.11 (1) . Supposons 

m(p\pLt,pL>>) 7^ 0. Alors, grâce à VIII.3 (2) , les autres relations de IX.11 (1) sont 

vérifiées. Donc (C\i") G TL(cx,fi). Posons L' = ( A 7 , £ ; ) , t" — (X!1 ,e"). Supposons 

(X?/ ® X\»WN) ï 0- A 1 ° r s , d'après VIII.13 (2) , on a : 

(1) / I ' ^ A ' , »"^X". 

Dans l'égalité du lemme IX.8 (ii), on peut donc sommer sur les (t\t") G 1L(OÙ,(3) 

vérifiant (1) . Pour un tel élément, on a A 7 U A " < A d'après la proposition IX.11 (i). 

Puisque pi = /x7U/x77, la relation (1) entraîne /x ^ A. La première assertion de l'énoncé 

en résulte. 

Supposons pi = A. Les inégalités ci-dessus ont pour seule solution ( A ' , A " ) = 

(pi', pi"). Alors A = A 7 U A 7 7 et (L',L") G :Z™ a x(a,/3) d'après la proposition IX. l l (ii). 

On a m(p\pbi,pL>>) = 1 d'après le (iii) de cette proposition et VIII.3 (2) . Et l'on a 

l'égalité 

Xt e 
Xt", 

{Yfr) = yt>®yt»){Yfr), 
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d'après VIII.13 (2). Notons J le sous-ensemble des (*/, t") G X^ax(a, /3) tels que, avec 

les notations ci-dessus, A ' = u! et A " = u". Alors 

(2) bstp (hN) = qc y q-M-bV')(yL,®yi,,)(Y*)i 

(¿V")€v7 

c étant dehni dans renonce du lemme I A . 7 . 

Ouvrons une parenthèse sur le cas où k £ Xo(£') ou k £ Xo(£"). Alors ̂ s

p

t,n(h^) = 0 

d'après le lemme IX.8 (i). La première assertion de l'énoncé est triviale. Si /x = A, la 

formule (2) est vraie car J C J^ a x ( a , / 3 ) C 2z , (a , /3) = 0 . 

Reprenons notre calcul en supposant seulement /x = A. Soit A G Xnt(X). Par 

définition, on a 

(3) d"(q>A) = C^AU*") mod2Z. 

D'autre part C^A (A) est pair par construction des intervalles et, puisque /x'U/Lt" = A, 

on a : 

<^>A(AO = <^>A(M") mod2Z. 

Les deux conditions suivantes sont donc équivalentes : 

.d"(q>A)=ô(A); 
• S (A) = C^A(AO = ^A(M") mod2Z. 

S'il existe A G Xnt(X) tel qu'elles ne soient pas vérifiées, j L o A(N) = 0 par définition. 

D'autre part J = 0 d'après IX. 11 (2), donc </>8plH(h^) = 0. L'égalité du (ii) de 

l'énoncé est vérifiée. 

Supposons les conditions ci-dessus vérifiées pour tout A G Int(X). Alors J est 

réduit à un élément : le couple ( ¿ ' , 0 = ((/x7, e')> ( /x", s")) appartient à J si et 

seulement si e' et e" vérifient IX.11 (3). Pour cet élément, on calcule comme dans le 

cas unitaire : 

(4) c-b(L')-b(i") = d(N). 

Rappelons que Y^ est de la forme (Y',Y") ou Y', resp. Y", est un élément de 

9n\\{tr), r^sp. #niiCO, dont la classe de conjugaison est paramétrisée par (/LX',(<^)), 

resp. ( /x", (ç 7 / ) ) . On a introduit en VIII.11 un élément XLr de gni\(t!). Posons A(XL>) — 

( /x 7 , (Q 7 )) . Par définition, 

yAY') = П sgn (q (g í )» / (QÍ ) ) e i -
i G a ( / x / ) 

D'après IX. 11 (3) et puisque r (A) = 0 si A G Xnt(X) — Xnt(X), on a aussi : 

yAY')= TT TT s g n ( ^ ) ^ ) r ( A ) . 
AeXnt(X) iea(Li')nA 

Posons 

a(/x')imP = {ï1>--> i'm,} 
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et formellement if

0 = oo, « /

r n , + 1 = 0. Soit A G 2nt(\). Notons u le plus grand élément 

de { 1 , . . . , ra' -h 1} tel que i'u_1 > i pour tout i G A et v le plus petit élément de 

{ 0 , . . . , m'} tel que i',-, < i pour tout i G A. On a : 

a(M,)imp H A = {i'u > ... >i'v}. 

Les égalités suivantes résultent des définitions : 

(5) n 
i€a( /x ' ) f lA 

n(qi') = 
(-l){v-u+1)/2n'(aA), si t> = « - 1 mod2Z. 

( _ l ) ( « - « ) / 2 ^ ' ( ç A ) i sit> = « m o d 2 Z ; 

n 
z G a ( / x / ) n A 

n(Qi') = 
(_l)u-v+1)2) siv =u-mod2Z. 

( _ l ) * + ( « + « ) / 2 ) s i v = u m o d 2 Z . 

Remarquons que 

(6) U = C > A (M') = c5(A)mod2Z, u - 1 = c^ A +( / i ' ) = <5(A+) mod2Z. 

On obtient l'égalité : 

n 
iea(Li')nA «î»(«) = ( - l ) 

:fc+<5(A))(<5(A)-(5(A +)) 
r/(<7A), 

puis l'égalité : 

X'(F') = n 
Aeint(\) 

sgn(- l ) (k+6(A))(ô(A)-ô(A+))r(A) 
s g n o r ? (qA) 

r ( A 

On a une formule analogue pour yL»(Y"). D'où l'égalité : 

QV®X")(^#) = 
A G Z n t ( A ) 

Sgn(7? , ( çA)V / (^A) ) 
r(A; = 7.oA(iV) 

Jointe à (2) et (4), cette égalité démontre le (ii) de l'énoncé. 

Supposons maintenant (V,qy) orthogonal. On reprend pas à pas la démonstration 

ci-dessus. Notons ¿0 = (kr ,k") l'élément de Tf(V) tel que p G TZ(to)^, (ct,ß) un 

élément de ( ^ ( ¿ 0 ) ) qui paramétrise p. Si d est pair et ¿0 = (0,0), on suppose a y ß. 

Posons 

JV' = (M',(«D) OU (n'M),r) et N" = {n"№)) ou (ß"(q'/),e"). 

Le (i) de l'énoncé se démontre comme précédemment. Si d est impair et ¿0 = (1? 0) 

ou si d est pair, qy n'est pas déployée et ¿0 — (0,0), resp. d est pair, qy est déployée 

et ¿0 = (0,0), on doit remplacer l'usage de VIII.3 (2) par celui de VIII.5 (1), resp. 

VIII.4 (2). 

Supposons ¡1 = À. Notons J le sous-ensemble des (t\if/) G JjPa x(a,/3) tels qu'en 

posant t' = (À',e ;) ou (\',e',e') et 1" = (A",e") ou (À",e",e"), on ait : 

• A' = /x' et A" - /x" , 
• si /x', resp. /x", est exceptionnelle, £ ; = resp. £ 7 / = 
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Si (¿', i") e 1ьЫф - J, on a m(p; /V, л») = 0 ou (Xi) <8> Xi")(YÑ) = °- 0 n e n d é d u i t 

l'égalité : 

(7) <l>?n(hÑ) = <f E 

(i',i")gJ 

mio: PL>,PL")q -bU')-bU") e(i')e(i")(yL,®yL„)(YÑ). 

Soit A G Int(X). On a encore la relation (3). Si d est impair et A est l'élément 

maximal de Jn t (À) , CA(A) est impair. Sinon CA(A) est pair. On en déduit : 

C^A (A) = dmod2Z, 

puis 

C^A(M') + d = C^A(M") mod2Z. 

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : 

• df'(q>ù) = 6(A) ; 

• 6(A) = C^A(M') + d = C^A(M") mod2Z. 

S'il existe A G lnt(X) tel qu'elles ne soient pas vérifiées, on a jLok(N) = (t>s

p

t,n(h^) = 

0. Supposons-les vérifiées pour tout A. Grâce à IX. l l (4), J est réduit à un élément 

que l'on note (//, ¿ / ' ) . 

Remarque. — Les conditions L' G X(t'Y et i" G 1(£"Y sont bien vérifiées : si 

est orthogonal pair non déployé, puisque N' G Nil(^), on a a(pb') ^ 0 , donc i' G X(V)^ 

puisque Xf = \x'. 

Posons L' = (n',e') ou ( / i ' , ? 7 , ^ ' ) , i" = (fji,f

y€
ff) ou (fj,",s",£"). On a encore l'éga

lité (4). 

Supposons d impair. Grâce à VIII.3 (2) si ¿0 = (15 0), à VIII.5 (2) si ¿0 = (15 0), et 
à la proposition IX. l l (iii), on a 

m(p\pi>,pL») = 1. 

Par définition : 

e(i'W) = Sgn(-V'(qv)){k'-1)/2 s g n ( - l ) f c " / 2 . 

Avant l'énoncé, on a associé à t un entier D. D'après les définitions de IX. 10, on 

a l'égalité D = 2 sup(fc', k") — 1. En se rappelant que k' est impair, k" est pair et 

\k' — k"\ — 1, on obtient 

e (Oe(O = C(0 sgn(-r,'(qv)f'/
2. 

Ecrivons Yfj — (Y',Y,f). Rappelons que (th\qi») est orthogonal pair et déployé. Le 

calcul de yL»(Yff) s'effectue comme précédemment : 

(8) yAY") = n 
Aeint(\) 

' S g n (_ l ) ( i+*(A))WA)-*(A + )MA) sgnor,"(qAy^}. 
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Calculons yi'{Y'). Soit A G Tnt(\). Avec les mêmes notations que dans le cas 

symplectique, les égalités (5) restent vraies. On a : 

n 
i€a(Li')nA 

viQ'i) = 

' ( _ ! ) ( ^ + i ) / 2 s i v = u _ 1 m 0 d 2 Z , 

( _ l ) i + ( ^ ) / 2 ^ ( ^ v ) 5 Si v = u m o d 2 Z . 

Rappelons que l'on note A m a x le plus grand élément de lnt(X) et que l'on pose 

formellement 5 ( A + a x ) = 0. Alors 

v = C^A(M') = S(A) + 1 mod2Z, 

u - l = c ^ A + ( / i / ) = 
<5(A+) + 1 mod2Z, si A ^ A m a x , 

J ( A i a x ) m o d 2 Z , si A = A m a x . 

On en déduit l'égalité 

n 
iGa( /x ' )nA 

viq'i) viQ'i) = ( ( - 1 ) а < л У Ы ) г ( Л ) ~ г ( А + У ( < / д ) , si А ф A m a x , 
((-i)5{A)v'(qv))S{A)-s(A )+1v'(qA), si A = A m a x . 

On a r ( A m a x ) = 0, cf. VIII.19. Posons : 

h = y 
AeTnt(x) 

(Ô(A)-Ô(A+))T(A). 

On obtient alors l'égalité : 

yAY') = sgn(-r1'(qv))h n [ s g n ( - l ) ( 1 + 5 ( A ) ) ( , 5 ( A ) - ' 5 ( A + ) ) r ( A ) sgno,/(gA)T<A> 

puis, grâce à (8) : 

№ ®yi»)(yÑ) = s g n ( - » / ( ( ^ ) ) 4 oÄ(7V). 

Calculons h. Posons 

н = У 
Aeint(X) 

(i - (-iY^)((-i)5^ - ( - 1 ) г ( д + > ) . 

La contribution d'un intervalle A à H est 0 si (ô(A) - (5 (A + ) ) r (A) = 0, ± 4 si 
(S(A) - <5(A+))r(A) = 1. Donc h = H/A mod2Z. On a l'égalité 

H = y 
AeJnt(X] 

( _ 1 ) 5 ( A ) 
E 

v Aeint(x) 

( _ 1 ) * ( A + 
y . 

i n r ( A ) + < 5 ( A ) 

+ 
Aeint(X) 

(_ iy r (A)+*(A+) \ 
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Utilisons les notations de VIII. 19. On a S(Amin) = S(A+àx) = 0 et les deux premiers 

termes ci-dessus se compensent. On a les égalités : 

E 
Aeint(x) 

(_1 )T (A ) + 6(A ) = | i n t X i 0 ( T , 5 ) | - \IntXtl(T,ô)\ = \Tnt{\)\ -2\Xntx,i(T,ô)\, 

y (_ 1 )r(A)+«(A+) = ] I n t y ( t > 5 ) | _ lZntytl(T,6)\ = \lnt(\)\ - 2\lntY<1(T,ô)\. 

A G J n t ( A ) 

Alors 

(9) H = 2 \Intx,i(T> S ) \ ~ 2 PntY,i(T, ô)\. 

En utilisant le lemme VIII. 19 et les propriétés de D déjà utilisées ci-dessus, on obtient 

l'égalité H = ±2/c", puis h = k"/2 mod2Z. 

On a maintenant calculé tous les termes de la formule (7) et l'on obtient le (ii) de 

l'énoncé. 

Supposons d pair et qy déployée. Par définition et puisque k' = fc", on a : 

e{i')e{i") = l. 

L'égalité (8) reste vraie et yL/(Y
f) est donné par une formule analogue. D'où l'égalité 

( X ' ® X » ) ^ ) = f l Sgn(r?'(9A)7?"(gA)) T ( A ). 
Aeint(\) 

Si A n'est pas exceptionnelle, on a 

m(p\pl>,pin) = 1 

grâce à VIII.3 (2) si ¿0 ^ (0,0), VIII.4 (3) si ¿0 = (0,0). Si A est exceptionnelle, alors 

t = (A, s, 0,0), A(N) = (A, 0 , e) et, grâce à VIII.4 (3), 

{ 1, SÏ € = £f£f/ — 

0, sinon. 

On obtient encore le (ii) de l'énoncé. 

Supposons d pair et qy non déployée. Alors qt» est déployée mais pas qy. Supposons 

d'abord t0 ^ (0,0). D'après VIII.3 (2), 

m(p]pL>,pL») = 1. 

Le terme yL»(Y") est calculé par l'égalité (8). Le terme yL'{Y') se calcule de façon 

analogue. La seule différence est que si l'on note af

max le plus grand élément de a(// ') , 

on a sgn or)(Q'a, ) = — 1 alors que, dans le calcul de X" 0̂")» le terme analogue valait 

1 (cf. VIII.ll) . Notons A ^ a x le plus grand élément de lnt(X) tel que a(/i /)flAJ I l a x ^ 0 . 

On a a^ a x G A ^ ^ et on en déduit l'égalité : 

™>{P\PL'IPL") = 
1, §\ e = e e —e, 

™>(P',PL'IPL») = 1. 

L L

f

max

f

a L

a x

f)nAf

max

max e A'max

(10) №> ® yt»)(Yfr) = ( - l ) T ( A - * ) 7 t o K(N). 

Posons simplement k = k = k . On a l'égalité 

£ ( 0 = s g n ( - l ) f c / 2 . 

SOCIÉTÉ M A T H É M A T I Q U E DE F R A N C E 2001 



3 0 2 CHAPITRE IX. DISTRIBUTIONS STABLES À SUPPORT NILPOTENT 

Relevons s' en un élément de ( Z / 2 Z ) a ^ ' ) , noté encore e1\ tel que la relation IX.l l (3) 

soit vérifiée. Avec les notations ci-dessus, posons 

N(e')= {n G { 1 , . . . , m ' } ; n est pair et e\, = 1 } 

— {n G { 1 , . . . , m'} ; n est impair et e\, = 1} . 

Soit A G Tnt(A), introduisons u et v comme ci-dessus. Calculons la contribution à 
N(ef) des n tels que i'n G A. Elle est nulle si r (A) = 0. Supposons r (A) = 1. La 

contribution est 

{n G {w,. . . , v} ; n est pair} — {n G {u,..., v} ; n est impair} , 

que l'on calcule : c'est 

! [ (_! )« _ ( _ ! ) « - ! ] . 

Les congruences (6) sont encore vraies. On obtient que pour tout A G Xnt(A), la 

contribution cherchée est égal à 

1 

4 
(1 - (-iy^)((-l)5^ - ( - l ) á < A + ) ) . 

Avec les notations ci-dessus, on a alors l'égalité N(e') = H/4. D'après (9) et la 

définition de f a m ( A ) , cf. VIII.21, on a N(ë) > 0. Alors 

e ( 0 = ( ~ l ) T ( A ; n " ) s g n ( - l ) f e / 2 , 

cf. VIII.ll. On a maintenant calculé tous les termes de la formule (7) et l'on obtient 

le (ii) de l'énoncé. 

Supposons enfin ¿0 = (0,0). L'égalité (10) reste vraie et on a l'égalité 

e(i')e(i") = l. 

Soit (ct',ß\ct",ß") G Vh(oL,ß) tel que (a',/3') paramétrise pL> et (a / y \ß") paramé

trise pbir. On a supposé a >- /3, donc 

p # = p(a,/3) 

(il s'agit d'une représentation de W(Cd/2)). Remarquons que ex ^ ß car p G TZ(LQ)^. 

En appliquant la proposition IX. l l (iv), on obtient l'égalité 

p* - p\, = ( - l ) - ( ^ a J [p(a',ß') - p(/3>')] • 

Grâce à VIII.5 (1) et (2), à la proposition IX. l l (iii) et à la définition de m(p; pLr,pL>>), 

cf. IX.8, on en déduit l'égalité : 

m(p;pL>,pL») = ( - l ) r ( A - a x ) . 

D'où encore le (ii) de l'énoncé. Cela achève la démonstration. • 
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IX . 13. Le couple (V,qv) est de nouveau comme en IX. 1. Pour tout i G J s t ( F ) , 
définissons une distribution 4>L G Vn\\ par l'égalité 

ф1= Yl Ъ°ЦО)Фо-
Oegnu/G 

Ecrivons L = (À, r, S) ou (A, £, r, 5). On note dim(^) la dimension de l'orbite nilpotente 

de g (F) paramétrisée par A ou (A, s). 

Lemme. — Soit t G Xst(V). Alors il existe une famille (Dn)nez d'éléments de V telle 

que : 

• Dn G V[n] pour tout n G Z (cf. IV. 15) ; 

• Dn = 0 si \n\ est assez grand et si n > dim(t) ; 

• Alim(0 = C{i)(j)L 

• < ' w = E res^(D n ) . 

Démonstration. — D'après le théorème 1.9 (ii), il existe une unique famille C = 

(C((9))o€0nii/G de nombres complexes telle que 

(1) Фfо-= E ^ ) r e s ^ ( ^ ) . 
oe^nii/G 

Munissons gn'û/G d'un ordre total tel que : 

dim(O) < dim(0') O < O1. 

Considérons C comme une matrice colonne. 

Fixons une section O i -> N(0) de l'application 

A ^ o À i N i l ^ ) — . ( / n u / G . 

Définissons une matrice colonne C = {Cf(0))Oegnil/G et une matrice carrée M = 

(m(0,Of))0,o>egnn/G par : 

C\G) = <'w (hN ro(0,0') = </>o>(hmo))-

D'après les propositions IX.9 et IX.12, pour tout O € gnn/G, on a les propriétés 

suivantes : 

J • C'(0) 0 ==> dim(O) < dim(i) ; 

^ { • si dim(O) =dim(t) , C(0) = q d { f i { 0 ) ) C{i)lioK{0). 

D'après le lemme IX.4, pour tous O, O' 6 gnu/G, on a les propriétés suivantes : 
• m(0,O') ^0=> dim(O) < dim(O') ou O = O' ; 

• m(0,0) 

Il en résulte que M est inversible et que, si l'on note M' = (m''(O\0'))o,0'£gna/G 

son inverse, on a les propriétés suivantes pour tous O, O' 6 gnn/G : 

( • m'(0,0')^0=> dim(0) < dim(O') ou O = O' ; 

( 3 ) j . m'{0,0)=q-d^°». 
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Or on a l'égalité C = MC, d'où C = M'C. On déduit de (2) et (3) que pour tout 

O G #nii/G, on a les propriétés : 

• C(0) ï 0 => dim((9) ^ dim(0 ; 
• si dim(O) = dim(0, C(0) = C{L)1L O A(0). 

En se rappelant que, pour tout 0 , (j>o G P[dim((9)], l'énoncé résulte de l'égalité (1). 

• 

IX.14. Lemme. — La famille de distributions (4>i)L£Tst(v) e s t linéairement indépen
dante. 

Démonstration. — Pour i, i! G J ^ V ) , il résulte des définitions que les supports des 

fonctions 7 i o A et %/ o A sur gni\/G sont égaux ou disjoints. Disons que t est équivalent 

à tr si ces supports sont égaux. Cela définit une relation d'équivalence sur Xst(V). Il est 

clair qu'il suffit de prouver que pour toute classe d'équivalence J, la famille ((/>L)Lej 

est linéairement indépendante. 

Si (V, qy) est unitaire, toute classe d'équivalence a un seul élément. Puisque 4>L ^ 0 

pour tout ¿ G X8t(V), l'assertion est évidente. 

Supposons (V,qv) symplectique. Une classe d'équivalence est déterminée par une 

partition spéciale À dans V{V) et un élément 5 G (Z/2Z)Xnt^ : la classe est l'en

semble des éléments de Xst(V) de la forme (À, r, 6 ) . L'application (À, r, 6) \—> r est une 

bijection de cette classe sur (Z/2Z)Xnt(x\ Notons M l'ensemble des éléments de Nil(V) 

de la forme (À, ( ^ ) ) tels que d"(q^>&) = S (A) pour tout A G Xnt(X). Définissons une 

application 

a : M --> {±l}TntW 

(A , {qi)) h—> (sgn (ri\q±)ri"(qA)))A€XntW. 

Soit n est un entier ^ 1. Quand q décrit l'ensemble des classes de formes quadra

tiques non dégénérées de dimension n, le triplet (sgn 07/(4),sgnor/^ç),d"{q)) décrit 

l'ensemble : 

f • { ± 1 } x { ± 1 } x Z / 2 Z , si n ^ 3, 

(1) ï • ( { ± 1 } x { ± 1 } x Z/2Z) - { ( - 1 , - 1 , 0 ) } , s i n = 2, 

^ • ( { ± 1 } x { ± 1 } x { 0 } ) U ({1} x { ± 1 } x { 1 } ) , si n = 1. 

Rappelons que CA(A) est pair pour tout A G Xnt(X). Il en résulte que pour tout 

A G Xnt(X) et tout e G { ± 1 } , il existe une forme q de dimension CA(A) telle que 

d"{q) = ô(A) — <5(A+) et sgn(rj,(q)r]//(q)) = e. On en déduit que l'application a est 

surjective. 

Soit (CT) une famille de nombres complexes indicée par ( Z / 2 Z ) X r i t ( A ) . Supposons 

E Gr(/)(x,T,ô) = 0. 

r e ( z / 2 Z ) I ^ * ( A ) 
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Alors D o u r tout TV G NitfV), 

У\ CT7(A,r,í)(JV) = 0 . 

r€(Z/2Z)Xnt(x) 

Soit e = (sA)Aeint(X) £ { ± l } X n t ( A ) . Appliquons l'égalité précédente à un N G M tel 

que a(N) = e. On obtient 

£ cT n 4 ( A ) = o. 
r € ( Z / 2 Z ) X n t ( x ) AeXnt(A) 

L'indépendance linéaire des caractères du groupe { ± l } X n * ( A ) entraîne que C T = 0 

pour tout r. Donc la famille (0(A,T,<$))re(z/2Z)Int(*) e s t linéairement indépendante. 

Supposons (V,qv) orthogonal. La classe d'équivalence d'un élément de lst(V) de 

la forme (A , s, 0,0) est réduite à cet élément. On a 0(A,£,O,O) 0 et l'indépendance 

linéaire que l'on cherche à démontrer est claire. Les autres classes d'équivalence sont 

déterminées par une partition spéciale A dans P(V) telle que a (A) ^ 0 et par un 

élément ô G ( Z / 2 Z ) X n t ( A ) tel que ô(Am-m) = 0 (rappelons que A m i n est le plus petit 

élément de Xnt{\)) : la classe est l'ensemble des éléments de Xst(V) de la forme 

( A , r , J). Notons T l'ensemble des r G ( Z / 2 Z ) X n t W tels que (r,<J) G JFara(A). Alors 

l'application (A , T,5) H-» r est une bijection de la classe d'équivalence sur T. 

Définissons l'ensemble M comme dans le cas symplectique. Quand (A , (<?;)) décrit 

ftf, la famille (qA) Aeint(X) décrit l'ensemble des telles familles vérifiant les conditions : 

(2) pour tout A G Xnt(X), d"(q^A) = S (A) ; 

(3) pour tout AeXnt(X), qA est non dégénérée de dimension C A ( A ) ; 

( 4 ) S>A m i n ~ a qv • 

Evidemment (2) est équivalente à : 

(5) pour tout A G Xnt(X), df/(qA) = S (A) - S(A+). 

Supposons (2) et (3) vérifiées. La condition (4) est équivalente aux quatre relations : 

d'(q>AmJ = <Zmod2Z, df'(q>AmJ = 0; 

V ( ^ A m l a ) = ri'iov), r)"(q>AmJ = i . 

Les deux premières sont automatiques d'après (2) et (3) grâce aux relations £ ( A m i n ) = 

0, c ^ A M I N ( A ) = dmod2Z. Posons 

x"=\{AeXnt(X);ô(A)ïô(A+)}\, 

x' = 
\{A eXnt(X); c A ( A ) - 5(A) + ô(A+) = 1 m o d 2 Z } | - 1, si d est impair, 

x", si d est pair. 
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On vérifie que x' et x" sont pairs. Grâce à (2) et (3), on montre que les deux dernières 

relations ci-dessus sont équivalentes à : 

(6) I l v'(qA) = (-ir'/2v'(qv), II v"(qA) = (-ir"/2. 
Aeint(x) AeXnt{\) 

Finalement les trois conditions (2), (3) et (4) sont équivalentes aux trois conditions 

(3), (5) et (6). 

Remarquons que Xnt(X) ^ 0 puisque a ( A ) ^ 0 . Fixons A 0 G Xnt(X) tel que : 

(7) s'il existe A G Xnt(X) tel que c A ( A ) > 3 ou c A ( A ) = 2 et S (A) ^ <J(A+), A 0 

vérifie l'une des ces conditions. 

Définissons une application 

a : M _ > { ± 1 } i n t W - { A » } 

(A , (qi)) • > ( s g n ( r / / ( g A ) r / / / ( g A ) ) A € X n t ( A ) - { A O } . 

Montrons que : 

(8) a est surjective. 

Soit £ = (sA)AeTnt(\)-{A0} £ { ± l } X n t W ~ { A ° } . Supposons d'abord que A 0 vérifie 

l'une des conditions de (7). Grâce à (1), on voit que pour tout A G Xnt(X) — { A 0 } , 

il existe une forme qA de dimension CA(A), telle que d"(qA) — S (A) — S(A+) et 

sgn(r/\q A)v"\QA)) = SA- On fixe de telles formes. Toujours grâce à (1) et à l'hypothèse 

sur A 0 , il existe une forme ÇA° de dimension C A ° ( A ) , telle que d"(qAO) = Ô(A°) — 

5 ( A 0 + ) et telle que (6) soit vérifiée. Fixons une telle forme. La famille ( # A ) A e Z n t ( A ) 

vérifie (3), (5) et (6), donc provient d'un élément ( A , (^)) G M pour lequel cr(A, (qi)) = 
e. Supposons maintenant A 0 ne vérifie aucune des conditions de (7). Alors pour tout 

A G Xnt(X), on a CA(A) ^ 2, et, si CA(A) = 2, on a aussi S(A) = J ( A + ) . Il y a au plus 

un élément A de Xnt(X) tel que CA(A) = 1. Puisque 5 ( A m i n ) = £ ( A + a x ) = 0, on en 

déduit que S (A) = 0 pour tout A G Xnt(X). D'où l'égalité x" — 0. Grâce à (1), on voit 

que pour tout A G Xnt(X) — { A 0 } , il existe une forme qA de dimension CA(A), telle que 

d"(qA) = 0, r)"(qA) = 1 et sgnor/'^A) = £A- Fixons de telles formes. Toujours grâce 

à (1), il existe une forme #A° de dimension CAO(A), telle que d"(qAo) = 0, T / ' ^ A 0 ) — 1 

et telle que (6) soit vérifiée. On conclut comme ci-dessus. Cela démontre (8). 

Soit ( C T ) T G T une famille de nombres complexes, supposons 

Y] CT(f)(x,T,6) = 0. 
TET 

Alors, pour tout N G Nil(l/), 

E C ^ ( A , r , * ) ( A 0 = 0 . 

A S T É R I S Q U E 269 



C H A P I T R E I X . D I S T R I B U T I O N S S T A B L E S À S U P P O R T N I L P O T E N T 3 0 7 

Soit e = (^A)AeXnt(A)-{A°} € { = L l } X n t ( A ) ^ A°K Appliquons l'égalité précédente à un 
N = (A, (ai)) G M tel que cr(N) = e. Pour T G T, on a l'égalité 

7(W) = и 
Aexnt(X) 

Sgn(rì'(qA)rì"(qA)Y^. 

Posons : 

c; = sgn((-i)(*'+*''>/2^vOr(AO)-
On déduit de (6) l'égalité 

7 ( W ) = C'r n 
AeXnt(A)-{A°)} 

r(A)-r(A°) 
^A 

On obtient donc : 

£ c v c ; n 4 ( A ) _ T ( A O ) = o . 
T G T AGXnt(A)-{A°} 

Par définition de Jram(X)1 l'application 

T —> ( Z / 2 Z ) X n t ( A ) - { A ° } 

r (r(A) - r ( A ° ) ) A e X n t ( A ) _ { A o } 

est bijective. On conclut alors comme dans le cas symplectique. • 

IX.15. Théorème. — La famille {(t>L)Lexst{v) e s t u n e base de l'espace Vni\ H P s t . 

Démonstration. — D'après le théorème IV. 13 et les définitions de IX.7, la famille 

w GW(LQ) ^OGXQ* (V) 

engendre l'espace res^(£> s t) Pi res^(D e n t) . Pour ¿0 G IQ(V) et w G W(L0), (j)s^n 

ne dépend que de O^w). On déduit des formules d'orthogonalité des coefficients de 
représentations de groupes finis que la famille 

(0p*'W)p€7fc8t(tO 

engendre le même espace. Donc 

\Kst(V)\ > d i m c ( r e s H ( ^ s t ) 0 vesn(Vent)). 

Ou encore, grâce aux théorèmes IV. 13, IV. 16 et au lemme IV. 14 : 

\lZst(V)\^dimc(Vn[lnVst). 

Soit ¿ G Ist(V). On a (j)L G Pnii- Grâce aux lemmes IV. 15 et IX. 13, on a aussi (j)L G Vst. 

La famille ((t>i)Leist(v) e s ^ donc grâce au lemme IX. 14 une base d'un sous-espace de 

P n i i H P s t de dimension \Ist(V)\. On conclut grâce à l'égalité \Ist(V)\ = \1lst(V)\ et 

à l'inégalité ci-dessus. • 
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IX. 16. Supposons (V,qv) symplectique ou orthogonal. 

Soit À une partition spéciale dans V(V). Si (V,qv) est symplectique, posons 

Det(A) = (Fx /Fx2)Xnt(xK 

Si (V,qv) est orthogonal, posons 

x = d — Ci(X). 
z € N , i i m p a i r 

C'est un entier pair. Notons Det(À) l'ensemble des familles 

a = ( a A W n t ( A ) e ( ^ x A O I n t ( A ) 

telles que 

II aA = ( - l ) x / 2 d e t ( 9 v ) . 

AGXnt(À) 

En tout cas, notons Ast(V) l'ensemble des données (A, a) ou (A,£,a) telles que 

• À ou (À, é) appartient à Nil(V) ; 

• À est spéciale ; 

• a G Det(A). 
Pour un élément a = (A, a), resp. (A,£,a), de Ast(V), posons 

où O parcourt le sous-ensemble des éléments de gnn/G tels que A ( 0 ) soit de la forme 

(A, ( $ ) ) , resp. (A,e, (<&)), et vérifie : 

• pour tout A G Tnt(X), det(^A) = <^A-

Remarque. — Supposons (V, qy) orthogonal. Pour tout élément de Nil(V) de la forme 

(\ (Ci)), resp. (A, e, (ft)), la relation 

0 q% ~ a qv 
i 

implique 

II d e t ( « A ) = ( - l ) x / 2 det(qv) 
Aeint(x) 

x étant défini comme ci-dessus. 

Théorème. — La famille (4>a)aeAst(V) es^ u n e base de l'espace Vni\P\Vst. 

Démonstration. — On vérifie que pour tout i G Z s t ( V ) , (j)b est combinaison linéaire des 

4>a pour a G Ast(V). D'autre part, lst(V) et *A s t(V) ont même nombre d'éléments. • 

Ce théorème résout les conjectures A et C de [Al]. 
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CHAPITRE X 

FACTEURS DE TRANSFERT 

X . l . On considère trois espaces (V, gv), (Vi, qvj et {V2l Qy2) comme en 1.2. On pose 

G = G?(V), G i = G ( V i ) , G2 = G(V2), H = GlxG2. 

On suppose vérifiées les hypothèses suivantes : 

• si (V,qv) est symplectique, (V^gy-J l'est aussi, (V2,qv2) est orthogonal pair et 

d(V1)+d{V2) = d(V); 

• si (V,qv) est orthogonal impair, (VijtfVi) e t (^2,3V2) le sont aussi et d(Vi) + 

d(F 2) = d(V) + 1 ; 

• si (V, qy) est orthogonal pair, (Vi, #vi) et (V2, qv2) le sont aussi, d(Vi) + d(V2) = 

d(V), qv = qv1 0 qv2 ; 

• si (V,qv) est unitaire, (Vi,gvi) et (V2,gv2) le sont aussi et d(Vi) + d(V2) = d(V) ; 
• (ViQv) n'est pas orthogonal de dimension 2 et aucun des couples (Vi,çvi) et 

(V2,qv2) n'est orthogonal déployé de dimension 2 ; 
• les groupes G, Gi , G2 sont tous trois quasi-déployés. 

Le groupe H est un groupe endoscopique elliptique de G et tout groupe endoscopique 
elliptique de G est de cette forme. 

Remarques 

(1) Pour être précis, la définition d'un groupe endoscopique nécessite des données 

supplémentaires s,77 dans la notation de [Ko]. Mais ici H détermine ces objets à une 

équivalence convenable près. 

(2) L'hypothèse p ^ 3d(V) + 1 de 1.2 ne nous servira pas dans ce chapitre. 

(3) Dans le cas unitaire, on a supposé en 1.2 que l'extension quadratique E de F 

était non ramifiée. Cette hypothèse ne nous servira pas dans ce chapitre. Mais bien 

sûr les espaces (V,qy), (Vi,gvi) et (V2,qv2) sont relatifs à la même extension. 

X . 2 . Comme on l'a dit en IV.5, Langlands et Shelstad ont défini : 

• un ouvert de Zariski hc-reg de hTeg ; 
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• une correspondance entre classes de conjugaison stable dans hc-reg et classes de 

conjugaison stable dans greg ; 

• une fonction 

&G,H : hc-reg X 9reg — • C 

telle que A G , # ( Y , X ) ^ 0 si et seulement si les classes de conjugaison stable de Y et 

de X se correspondent. 

Cette fonction n'est définie qu'à multiplication près par un scalaire. On la précisera 

ci-dessous. 

Explicitons la correspondance entre classes de conjugaison stable en imposant 

quelques hypothèses de régularité suffisantes pour notre propos. Pour n = 1,2, soient 

(In, (a n j i ) , (cn,i)) des données vérifiant les conditions de 1.7 relativement à iyn,qvn). 

On suppose que l'orbite correspondante 0(In, ( o n ) j ) , (cn,i)) existe. Soit Yn un élément 

de cette orbite. Posons Y = (Y\,Y2). Supposons pour simplifier I\ et I2 disjoints. Po

sons I = I\ U I2 et notons (ai) la réunion des familles (a\^) et (a2^). Supposons que 

la famille (ai) vérifie encore les conditions de régularité de 1.7. Alors Y G hc-reg-

Soit X G g reg. Supposons que (V,qy) n'est pas orthogonal pair. Alors les classes de 

conjugaison stable de Y et X se correspondent si et seulement s'il existe des données 

(ci) telles que X G 0(1, (ai), (ty)). Supposons (V,qv) orthogonal pair. Rappelons que 

quand l'ensemble 0(1, (ai), ( Q ) ) existe, il est réunion de deux orbites 0+(I, (ai), (ci)) 

et 0~(I, (ai), (fy)). Si les classes de conjugaison stable de Y et de X se correspondent, 

il existe des données (ci) telles que X G 0(1, (ai), (c^). Inversement, pour toutes don

nées (ci) telles que 0(1, (ai), ( Q ) ) existe, il existe un unique signe s tel que la classe de 

conjugaison stable de Y et celle de tout élément de Oe(I, (ai), (ci)) se correspondent. 

Supposons (V,qv), (Vi ,qv i ) e ^ (^2>(7v2) tous trois exceptionnels. On peut choisir des 

décompositions lagrangiennes de V, V\ et V2 comme en 1.6 de sorte que, si les données 

(In, (an,i), (cn,i)) sont exceptionnelles pour n = 1,2 (auquel cas les données ( c n ^ ) sont 

vides) et si en est le signe tel que Yn G 0£n(In, (an^), 0 ) , alors le signe e si-dessus est 

égal à ei£2-

Décrivons le facteur de transfert AG,H- Fixons un sous-groupe de Borel B* de G 

et un sous-tore maximal T* de J5*, tous deux définis sur F. Notons 5 l'ensemble des 

racines simples de T* relatif à B*. Le groupe de Galois Gal(F/F) agit sur 5. Pour 

tout a G S, on fixe un élément non nul Xa du sous-espace radiciel de g associé à a 

de sorte que r(Xa) = XTça^ pour tous a G S, r G Gal(F/F). Posons 

W* = WG(T*), N* =NG(T*). 

On définit une section 

n : W* —> AT* 

de la projection naturelle, cf. [LS] 2.1. 

Soient Y G hc-reg et X G g r e g . Supposons que les classes de conjugaison stable 

de Y et X se correspondent. Soit T le commutant de X dans G. C'est un sous-tore 
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maximal de G défini sur F. Notons R l'ensemble des racines de T dans g. Le groupe 

Gal(F/F) agit dans R. Soit a e R. On lui associe : 

• une coracine à G Hom(G m , T ) ; 

• des homomorphismes dérivés da : t(F) —•> F et : F —•> £(F). 

Fixons x G G(F ) tel que T = x T * x _ 1 . Posons J5 = xB*x~1. En général, le groupe 

de Borel B n'est pas défini sur F. Il définit un ordre sur R. C'est cet ordre que l'on 

utilise dans les formules ci-dessous. 

Soit r G Gai ( F / F ) . Posons 

\I(T)= JJ â o d a ( X ) . 

a > 0 
T _ 1 ( a ) < 0 

C'est un élément de T ( F ) . Le terme x~~1r(x) appartient à AT*. Notons wT son image 

dans W*. Posons 

À 2 ( T ) = X n ( ^ r ) r ( x _ 1 ) . 

C'est un élément de T(F). Posons 

A(T) = A I ( T ) A 2 ( T ) . 

D'après [LS] 2.3, l'application À : Gal(F/F) —> T(F ) ainsi définie est un cocycle. 

Posons 

H\T) = ^(GalÇF/F^TCF)). 

Notons A G JÏ^T) la classe de A. 

Les données H et Y définissent un élément ST du groupe dual i f 1 ( T ) v . On pose 

A1(Y,X) = (sT,\) 

le produit étant le produit naturel sur i f 1 ( T ) v x i J 1 (T) . 

Posons 
1 / 2 

DG(X) = l[da(X) . 
aeR F 

En remplaçant G par H, on définit de même DH(Y). On pose alors 

AGTH(Y,X) = A1 (Y,X)DG(X)DH(Y)-1 

cf. [LS] 3.7. 

Remarque. — On a implicitement fait des choix qui trivialisent les termes Au et 

Aui^i de [LS]. Le terme A / / / ) 2 est trivial pour les algèbres de Lie. 

Dans la suite du chapitre, on va expliciter les constructions ci-dessus. 
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X.3. Supposons que (V,qv) soit symplectique. Fixons 77 G F x et une base 

{ej*, j = 1,..., d} de V telle que pour tous j , A: G { 1 , . . . , d} , on ait l'égalité : 

qv(ej,ek) = 
O, sii + fc^d+l, 

r](-l)j, si j + fc = d + l et j ^ d / 2 . 

On choisit pour B*, resp. T*, le sous-groupe des éléments de G triangulaires supé

rieurs, resp. diagonaux, relativement à cette base. On numérote de façon évidente les 

racines simples : S = {otj]j = 1,..., d/2}. Pour j G { 1 , . . . , d/2 — 1}, on note XOLj 

l'élément de g qui annule ek pour tout k ^ j + 1 , d + 1 — j et tel que 

Xaj ( e j + 1 ) = ej , Xaj (ed+1-j) = ed-j. 

On note XOLd/2 l'élément de g qui annule ek pour tout k / 1 + d/2 et tel que 

Xad/2(ei+d/2) = Zd/2-

On identifie W* au sous-groupe des permutations w de l'ensemble { l , . . . , d } telles 

que pour tout j G { 1 , . . . , d} , u>(j) -h w(d + 1 — j) = d + 1. On définit une fonction 

r : { l , . . . , d } x —>N 

par 

r(7\w) = | { ^ N ; j < K d, > 

pour tous j G { 1 , . . . , d} , w G W*. 

Le groupe Gal(F/F) agit trivialement sur tous les objets. 
Supposons (V, qy) orthogonal impair. On fixe 77 G Fx et une base {e?; j = 1,..., d} 

de F telle que pour tous j,k G { 1 , . . . , d} , on ait l'égalité : 

'O , s i j + fc^d+1, 

qv(ej,ek)= < ry/2, si j + /c = d + l et j ^ / c , 

j _ 1 ) ( d - i ) / 2 T 7 j si j = fe = ( d + l ) / 2 . 

De tels choix sont possibles. On choisit B* et T* comme ci-dessus. On numérote les 

racines simples : S = {cxfj = 1,..., ( d - 1 ) / 2 } . Pour j G { 1 , . . . , ( d - 3 ) / 2 } , on définit 

Xaj comme dans le cas symplectique. On note Xa{d_1)/2 l'élément de g qui annule ek 

pour tout k ^ (d + l ) /2 , (d + 3)/2 et tel que 

- X " a ( d - i ) / 2 ( e ( d + l ) / 2 ) = 2 e ( d - l ) / 2 , * a ( d _ 1 ) / 2 ( e ( d + 3 ) / 2 ) = e ( d + l ) / 2 -

On identifie W* au même groupe de permutations que dans le cas symplectique et on 

définit une fonction r par la même formule. Le groupe Gal(F/F) agit trivialement. 

Supposons (V,qy) orthogonal pair et déployé. On fixe 77 G Fx et une base {e^; j = 

1,..., d} de V telle que pour tous j , k G { 1 , . . . , d} , on ait l'égalité 

[ 0 , s i j + fc^d+1, 
( 1 ) qv(ej,ek) = < 

[ 77/2, s i j + fc = d + l . 
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On choisit B* et T* comme ci-dessus. On numérote les racines simples : 

S = {cxj',j = 1, • . . , d/2}. Pour j G { 1 , . . . , d/2 — 1 } , on définit Xaj comme dans le 

cas symplectique. On note XŒd/2 l'élément de g qui annule ek pour tout k ^ d/2 + 1, 

d/2 -h 2 et tel que 

- ^ < X d / 2 ( e d / 2 + l ) = e d / 2 - l , Xad/2(ed/2+2) = ¿¿/2-

On identifie W* au sous-groupe des permutations w de l'ensemble { l , . . . , d } telles 

que 

• pour tout j G { 1 , . . . , d} , u>(j) -h it;(d 4- 1 — j) — d + 1 ; 

• { j ; 1 ^ 3 ^ d /2 , d /2 -h 1 ^ w(j) ^ d} a un nombre pair d'éléments. 

On définit une fonction 

r : { l , . . . , d } x W* —> N 

par 

r(j, w) = \{k G N; j < k ^ d, > w(k), j + fc ̂  d + 1 } | 

pour tous j G { 1 , . . . , d} , u> € W*. 

Supposons (V,qy) orthogonal pair non déployé. Puisque G est quasi-déployé, il 

existe une unique extension quadratique de F qui déploie G. Notons-la E. La forme 

qy se prolonge E'-bilinéairement en une forme sur V ®F E, encore notée qy, qui est 

déployée. Le groupe de Galois Gal(E/F) agit sur V ®p E. On fixe 77 G Fx et une 

base {e; j = 1 , . . . , d} de F 0 ^ E1 vérifiant les égalités ( 1 ) et de plus 

• pour tout j G { 1 , . . . , d} - { d / 2 , d /2 4 - 1 } , eô est fixé par Gsl(E/F) ; 

• si r est l'élément non trivial de Gsl(E/F), r(ed/2) = ed/2+i et r(ed/2+i) = ed/2. 

De tels choix sont possibles. Le reste des constructions est analogue à celui du cas 

déployé. L'action du groupe de Galois Gal(F/F) sur les différents objets se déduit de 

son action sur les vecteurs de base. 

Supposons (V,gv) unitaire. On note 0 l'élément non trivial de Gdl(E/F). On fixe 

77 G E* et une base {ej\j = 1 , . . . , d} de V sur E de sorte que 

• % ) = ( - l ) d + 1 r ? , 

• pour tous j , k € { 1 , . . . , d}, 

f 0, sij + k^d+1, 
q A e j ' e k ) = \2r1(-l)^, sij + k = d + l , 

de tels choix sont possibles. 

Notons e y le groupe V muni de la structure de E-espace : 

(z,v) 1—• 6(z)v 

pour tous v G V, z G E. Pour j G { 1 , . . . , d } , on note e^j le vecteur ej vu comme 

élément de QV. La forme se prolonge en une dualité F linéaire : 

(0V®F) x ( V ® F) —> F. 
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Le groupe Gdl(F/F) agit naturellement sur (QV 0E F) x (V 0E F). Pour j,k G 
{ 1 , . . . , d} et r G Gal(F/F), on a : 

T(eej,ek) = 
(oejiZk), si r agit trivialement sur E, 

(6»efc,e 7), si r agit non trivialement sur E. 

La forme qy est équivariante pour les actions de Gal(F/F). Le groupe G (F) est le 

groupe des 

{0g, g) G GL(eV 0 E F) x GL(V 0 E F) 

qui conservent qy. L'action de Gal(F/F) sur G (F) se déduit de son action sur l'espace 

(eV 0E F) x (V 0E F). On identifie G (F) à GL(V 0EF) par (eg,g) *-+ g. 

Cette identification étant faite, on choisit et T* comme précédemment. On 

numérote les racines simples : S = {OLJ',J — 1,..., d — 1}. Pour j G { 1 , . . . , d — 1}, on 

note Xaj l'élément de g (F) = g£(V 0 E F) qui annule ek pour tout k ^ j + 1 et tel 

que 

Xaj(ej+i) = ej. 

On identifie VF* au groupe des permutations de l'ensemble { 1 , . . . , d}. On définit une 

fonction r comme dans le cas symplectique. 

L'action de Gal(F/F) sur les différents objets se déduit de son action sur l'espace 

(0V®EF) x (V0EF). 

X.4. D'après les constructions du paragraphe précédent, G (F) s'identifie à un sous-
groupe de GL(V 0F F) dans les cas symplectique ou orthogonal, GL(V 0 E F) dans 
le cas unitaire. Le lemme suivant décrit l'application n de X.2. 

Lemme. — Soient w G VF* et j G { 1 , . . . , d}. On a l'égalité 

nH(e^) = ( - l ) ^ » e T O ( i ) . 

Démonstration. — Pour a G S, on note : 

• X-a l'unique élément du sous-espace radiciel de g (F) associé à —a tel que 

[Xa,X„a] = dà(l); 

• wa G VF* la symétrie simple associée à a. 

Le groupe VF* est muni d'une fonction longueur que l'on note £. D'autre part, l'ex

ponentielle notée exp est bien définie sur les éléments nilpotents de g (F). 

L'application n est caractérisée par les deux propriétés suivantes : 

• pour tout a G 5, 

n(wa) = exp(Xa) exp(-X-a) e x p ( X a ) ; 

• pour tous w, w' G W* tels que £(w) + £{w') — £{ww'), 

n(wwf) = n(w)n(w/) ; 
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cf. [LS] 2.1. On vérifie cas par cas que l'application définie par la formule de l'énoncé 

vérifie ces deux propriétés. • 

X.5. Soit Fo une extension finie de F. Posons T = Res^ 0 / j p(G m ) . On a T = F 0

X . Il 

est bien connu que HX{T) = { 0 } . 

Soient maintenant F^ une extension finie de F et Fo une extension quadratique 

de F 0

# . On note r 0 l'élément non trivial de Gal (F 0 /F 0

# ) et N F o / F # ' F 0

X -> F 0

# x la 

norme. Notons T le tore défini sur F tel que 

T = {zeF£;zT0(z) = l}. 

Il est bien connu que i f 1 ( T ) ~ { ± 1 } . Rappelons la construction d'un tel isomor-

phisme. Notons £ ( F 0 ) l'ensemble des plongements de F 0 dans F qui prolongent celui 

de F dans F. Fixons un élément de £(Fo) que l'on note ljr0, ou simplement 1, grâce 

auquel on identifie Fo à un sous-corps de F. Le groupe T (F ) est égal à l'ensemble des 

applications 

y : E(F 0 ) —> F X 

telles que y(a)y(aro) = 1 pour tout a G H(F 0). L'action de Gal(F/F) est ainsi 

définie : pour r G Gal(F/F), ?/ G T ( F ) et a G £ ( F 0 ) , on a l'égalité 

(r(y))(a)=r(y(r-1a)). 

Soit alors r \—> 7 / r un cocycle de Gal(F/F) dans T ( F ) . D'après le théorème « Hil-

bert 90 » , il existe z G F x tel que 

2 / r ( l ) = r ( 0 ) ^ 1 

pour tout r G Gal(F/F 0 ) . Fixons un tel z. Considérons l'élément 

yT(l)zr(z) 

de F x pour r G G a ^ F / F ^ ) de restriction non triviale à Fo. Il est indépendant de r. 

Notons-le simplement y. On vérifie que y G F*x et que sa classe yNF^jF# (F 0

X ) dans 

F(f x / 7 V F o y F # ( F 0

x ) est indépendante des choix de 2 et de 1F0 et ne dépend que de 

la classe du cocycle r »—• y r dans H1^). L'application qui à cette classe de cocycles 

associe ^ A / " F o / F # ( F 0

x ) est l'isomorphisme cherché de f f ^ T ) sur F 0

# x / i V F / F # ( F 0

X ) ~ 

{ ± 1 } . 

X.6. Considérons des données (/, (a*), (c*)) comme en 1.7 telles que 0(7 , (a*), ( Q ) ) 

existe. Soit X un élément de cet ensemble. Notons T le centralisateur de X dans G. 

On va construire un x G G (F) tel que T = x T * x _ 1 . On utilise les notations de 1.7. 

Supposons (V,qv) symplectique. Identifions V, qy et X aux objets W,qw,Xw dé

finis en 1.7. Pour tout i G 7, notons E(Fi) l'ensemble des homomorphismes de F-

algèbres non nuls de Fi dans F. Notons E(V) l'ensemble des couples (i,cr) tels que 
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i G I et a G L'espace F (8>F F est muni d'une base { / ¿ , 0 - ; (^,cr) G £ ( V ) } telle 

que pour tout i e I et tout V{ e Fi C V, on ait l'égalité 

V* = 5̂  o-(vi)fi}(7. 
<JGT,(F<) 

Pour tous (i,cr), (i',<r') G S(V r), on a l'égalité : 

qv(fi',a', fi,a) -

0, si ( ¿ ' , 0 - ' ) ^ (i,(TTi), 

a(a)[Fi : F}-\ si (i7,a') = (i,<TTÌ). 

On a les égalités suivantes, pour (z,cr) G U(V) et r G Gal(F/F) : 

X(fi,a) = <r{o>i) fi,* , 

^~{fi,a) — fi,T<j' 

Fixons une bijection : 

J : E ( y ) — { l , . . . , d } 

de sorte que pour tout (i, a) G S (V) , on ait l'égalité : 

(i) ô(i, a n) + <5(i, cr) = d + 1. 

Fixons de plus une application : 

/ i : ( l , . . . , d } ^ F X 

telle que pour tout j G { 1 , . . . , d /2}, en posant (z, a) = S 1(j), on ait l'égalité : 

(2) MÜMd + 1 - i) = ^ ( - l )^ 1 [F* : fWci)- 1 . 
Définissons un élément x G GL(V ®F F) par : 

x(ej) = fi(j)fô-i{j) 

pour tout j G {1 , . . . Alors x G G(F) et T = x T * i _ 1 . 

Supposons (y,qv) orthogonal pair. Une construction similaire s'applique. On doit 

remplacer 77 par ry/2 dans l'égalité (2). L'élément x construit appartient au groupe 

orthogonal. En remplaçant éventuellement 6 par sa composée avec la symétrie qui 

échange 1 et d et fixe { 2 , . . . , d — 1}, on peut supposer x G G (F), 

Supposons (V,qv) orthogonal impair. On identifie V à 

F e 0 F , 
ic T 

cf. 1.7. On fixe un élément non nul / 0 du facteur F. Alors V ®F F est muni d'une 

base { / 0 } U {fi G\ (i, cr) G £ ( V ) } . On fixe une bijection 

5 : { 0 } U E ( V ) — • { ! , . . . , d } 

vérifiant (1) ainsi que : 

<J(0) = (d + l ) / 2 . 
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On fixe une application 

/ * : { ! , . . . , d } — F X 

de sorte que : 

• pour tout j G { 1 , . . . , (d — l ) / 2 } , posons (i, a) = ô (j), alors on a l'égalité : 

/ i O X d (+1 -j) = \r,(-l)i+1 [Fi : F]a(ci)~1. 

• (i((d+ l ) / 2 ) 2 = (- l ^ -^vqvifoJo)-1-
On construit x comme précédemment. Quitte à multiplier /x((d + l ) /2) par - 1 , on 
peut supposer x G G (F). 

Supposons (V,qy) unitaire. On identifie V à 

© Fi, 
iGl 

cf. 1.7. Pour tout 2; G / , on définit QF{ comme on a défini en X.3. On note E(Fà), 

resp. E(^Fi), l'ensemble des homomorphismes de F-algèbres non nuls de F», resp. eFi 

dans F. Remarquons qu'en identifiant F{ et ^F» en tant que groupes, l'application 

a h-> a n est une bijection de E(F*) sur E^F*). Notons E(V), resp. E ^ F ) l'ensemble 

des couples (i,cr) tels que i E J et cr G E(F<), resp. a G E ( ^ ) . L'espace F ®# F 

est muni d'une base (fi', (i,cr) G E(V)} et de même eV ®E F est muni d'une base 

( A * ; (i, o) G EfoïO}. Pour tous ( z > ) G E(F), (^cr') G EfoV), on a l'égalité : 

qv(fi',(T', h,a) = 
0, si (z 'V) ^ (i,(TTi), 

a(ci)[Fi : F ] " 1 , si (*',a7) = (i ,an). 

L'élément X de g s'identifie à un élément de g£(oV <S>E F) x g£(V <S>E F) que l'on 

notera (oX,X). On a les égalités suivantes, pour (i,a) G E(V), (i',crf) G E(^V) et 

r G Gal(F/F) : 

eX(fifi<rr) = cr'(di>) fi>,a>, X(fiì(T) = <r(ai)fii<r, 

TKJi'a', Ji,cr) — 
(/*' ra'ifira), si r agit trivialement sur F , 

{fi,TCT,fi',T<j'), Sinon. 
On fixe une biiection 

Ä : E ( l O — > { ! , . . . , d } , 

on note 

fl<J : E ( ^ ) — > { ! , . . . , d } 

la bijection telle que pour tout (i.cr) G E(V), 

o6(i, an) = d + 1 - a). 

On définit une application 

ß {l,• • • ,d\ —» F* 

par la formule suivante. Soient j G { 1 , . . . , d} et (z, cr) = a 1 ( j ) . Alors 

Mi) = (-l)i+lv[Fì : F ] O - ( C Ì ) - 1 . 
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On définit un automorphisme x de (QV 0 E F) x (V 0E F) par : 

x(eej,ek) = {f0ô-i(j),V>(k)fs-i(k))-

Alors x G G (F) et T = x T * ^ 1 . 

X.7. Conservons les mêmes hypothèses. Notons Px le polynôme caractéristique de 

X vu comme élément de End^fV) dans les cas symplectique ou orthogonal, End#(V) 

dans le cas unitaire. Il ne dépend que des données (I, (ai)). Notons P'x le polynôme 

dérivé. On a défini en 1.7 le sous-ensemble I* de I. Pour i G /* , posons 

Ci = 
rf[Fi : F]^ 1 ai

 1 Px(ai), si (V,qv) est orthogonal pair, 

r][Fi : F] c- 1 (a»), sinon. 

On vérifie que Ci G F ^ x . Rappelons que l'on note sgn F .^ F# le caractère quadratique 

de F** attaché à l'extension Fi/F*. 

En X.2, on a attaché X un élément À de HX(T). D'après X.5, 

H1(T) = {±l}r. 

Lemme. — On a l'égalité 

A = (sgn F i / F #(d))ieI*. 

Démonstration. — On définit comme en X.2 un cocycle À représentant À, l'élément 

x étant choisi comme en X.6. Soit i E I*. Fixons un élément de H(jFi), que l'on note 

1 F i , grâce auquel on identifie Fi à un sous-corps de F. On définit une fonction 

A(i, •) : G3l(F/F?) —> F* 

par 

A ( T ) / M F . = A ( Z , T ) / M F . 

pour tout r G GdX(F/Ff). D'après X.5, il existe Zi G F* tel que : 

(1) \(i,T) = r(zi)z-1 

pour tout r G Gal(F/Fi). Fixons un tel Zi et Oi G Gal (F/F^) de restriction non 

triviale à F*. Toujours d'après X.5, on a l'égalité : 

(2) A = (sgnFi/F#(\(i,Oi)ziei(zi)))ie^ . 

On calcule les objets ci-dessus cas par cas. On suppose désormais (V, qy) symplectique 

et on laisse les autres cas au lecteur. 

Fixons i G /* , notons simplement 1 = 1^ et posons b = ô(i, 1). Soit r G Gal(F/Ff) 

On a l'égalité : 

A2(r)/i,i = ( x n ( n ; T ) r x " 1 r ~ 1 ) ( / i , i ) -

A S T É R I S Q U E 269 



CHAPITRE X. FACTEURS DE TRANSFERT 319 

Supposons r G Gal(F/Fi). Alors 

(xn(wr)rx 1r ^ ( A i ) = (xn(wr)rx-1) (fi,1) 

= (xn(wT)r) (11(b) eb) 

= Toa(b) 1(xn(wT))(eb). 

On calcule wT. Notons w'T la bijection : (j , a) i - > ( j , ra) de E(V). Alors ^ = ¿ 0 ^ 0 

Grâce au lemme X.4, on a donc : 

n K ) ( e 6 ) = ( - l ) r < T >e 6 , 

où 

r(r) = |{(j,b) e S ( V ) ; ô(j,ra) < b < ô(j,a)}\. 

D'où l'égalité 

(3) A 2 ( T ) / u = M & ) r o M ( 6 ) - 1 ( - l ) r W / i , i . 

Supposons la restriction de r à Fi non triviale. Alors 

( x n ( ^ r ) r x " 1 r ~ 1 ) ( / ^ i ) = ( x n ( K ; T ) r x " 1 ) ( / i , r J 

= (xn(wT)r)(/1(01+ 1 - 6 ) _ 1 e d + i _ b ) 

= r o fi(d 4-1 - (a?n(wr))(ed+i_&). 

Comme ci-dessus : 

n K ) ( e d + i - 6 ) = ( - l ) r ( T ) e 6 

OÙ 

r(r) = | { ( j , e ) G E(V) ; d + 1 - 6 < ( J O , ¿ 0 , r a ) <b}\. 

D'où l'égalité 

(4) A 2 ( r ) / M - //(6) T o / i ( d + l - ( - 1 ) ' « / M . 

L'ensemble R des racines de T se décrit ainsi. Considérons le sous-ensemble des 

((j , cr), (j',a')) e E ( V ) 2 tels que (j,a) ^ (j',ar). Munissons-le de la relation d'équi

valence engendrée par : 

{{j,<jl{j>,a'))~{{j',a'T0,),{j,aT3)). 

Alors R s'identifie à l'ensemble des classes d'équivalence. Soient ((j,a),(j'\a')) un 

couple comme ci-dessus et a G la racine associée. On a 

• da(X) = a(ctj) — a'(aj') ; 

• a>0^ô(j,a) < ( 5 0 V ) ; 

• pour zeFX et (j",a") e E(V), 

à(z)fj",<y" = 

zfj",*" , si ( j " , a") = (j, a) ou ( / , afTr), 

Z Vj" ,*" , SÌ ( j ' V ) = (i^T,-) OU ( j V ) , 

/ J " , < T " , Sinon. 
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Soit r € Ga\(F/Ff). On déduit des formules ci-dessus l'égalité suivante : 

(5) A I ( T ) / U = n 
0 » E # + ( T ) 

(ai-a(aj)) n 
»E#-(T) 

(a(aj)-ai) 1 fi,1 

où : 

• si r G GalfF/Fi), 

R+(T) = {(.y» G EGO; J(i,r-V) < b < ¿0»}, 
i T (r) = {0» G E(F) ; ¿0» < 6 < cT(7,r-V)}; 

• si la restriction de T à, Fi est non triviale, 

R+(T) = {(j,a) € £(V); b < ô(j,a), 5{j,T-
x&) <d+l-b), 

R-(T) = Uj,a) e X(V);6(j,a) <b,d+l-b< ^ . T - V ) } 

Posons 
S={(j,a)€H(V);b<6(j,a)}, 

zi=^(by1 TT - a(aj))~l. 

0 » e s 

(6) 

Soit r G Gal(F/Fi). Grâce à l'égalité r(ai) = ai, on calcule : 

r(zi)z, 1 = a(b)ro n(b) 1 n ai — a (an) n 
0 » € S ( r ) 

(ai-a(aj)) 1 

où 

5(r) - (0» € Z(V); 6 < ^ r - V ) } . 
En éliminant les termes égaux, on peut remplacer dans l'égalité ci-dessus S par S — SC\ 

S(r) et 5( r ) par 5 ( r ) - S n S ( r ) . Or S-SnS(r) = R+(T) et S(r)-SnS(r) = R~(r). 

D'autre part, en utilisant la bijection (j , cr) i—> (j, r _ 1 cr ) , on voit que : 

| i T ( T ) | = r ( T ) . 

On obtient l'égalité : 

rtzjzr1
 = u(b)Tou(b)-1(-l)r{T 

T T 

(J»€R+(T) 

(a^-a(a 7 )) n 
0 » € H " ( r ) 

(a(ai)-ai) 

Grâce à (3) et (5), on en déduit l'égalité (1). 

Soit maintenant r G Gal (F/F^) de restriction non triviale à Fi. On a alors r ( a i ) = 

—ai, d'où : 

r(^) = Tou(b) 1 n 
( J » € S ( T ) 

( - a i - a ( a j ) ) 

5(r ) étant défini comme ci-dessus. Posons 

S'(r) = {(j,a) € E(V) ; 6 < « ( j ^ - 1 ^ ) } . 
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Utilisons le changement de variables (j, a) ( j , CTTJ) en se rappelant que TJ(CLJ) = — dj 

pour tout j G I. Alors : 

(7) r(zi) = ( - 1 ) 1 ^ ) 1 r o / . (6 ) " 1 J] (a, - aiaj))-1. 
0 » € S ' ( T ) 

Pour tout sous-ensemble U de £(V r ) , notons lu sa fonction caractéristique. Posons 

ra = lfl-(r) + 1Sf(r) + 15 - lfl+(r) • 

L'égalité suivante résulte de (4), (5), (6) et (7) : 

(8) \(i,r)ziT(zi) 

= T(fjL(b)fJL(d + 1 - b))-1 ( - 1 ) ^ ) + ! « " WI+I5'WI J] - c r ( a , ) ) - m ^ . 

0 » e E ( v ) 

Grâce à X.6 (1), on a : 

(9) S'(T) = {(j,a) € E(V) ; <5(j, r ^ a ) < d + 1 - 6 } . 

On remarque que i ? + ( r ) C 5 et 

5 - i* + (r) = { ( j , a) G £ (V) ; 6 < <S(j, a), d + 1 - 6 < <5(j, r " V ) } . 

D'autre part, pour (j , cr) G £ ( V ) , les égalités ô(j, cr) = 6 et r _ 1 cr ) = d + 1 — b sont 

équivalentes. On a donc l'égalité : 

JT( r ) = { ( j > ) G £00; ¿0» < 6, d + 1 - b < S&r-1*)}. 

Alors les ensembles Sf(r), S — R~*~(r) et R~(r) sont deux à deux disjoints et leur 

réunion est £ ( V ) — {(z, 1)}. Le dernier produit de la formule (8) est égal â 

n (ai-afa)) 
( j » € E ( V ) - { ( . , l ) } 

i.e. à Pv(ai) 
D'après (9), on a |5 ' ( r ) | = d — 6. En utilisant la bijection (j,cr) i - + ( j , r _ 1 cr ) , on 

voit que | i î~(r) | = r(r). En utilisant X.6 (2) et en se rappelant que T ( Q ) = — Q , 
l'égalité (8) devient 

A ( z , r ) ^ r ( ^ ) = n-^Fi : F ] " 1 ^ ^ ) " 1 - C " 1 . 

Evidemment sgn F .^ F #(C- x ) = sgn F .^ F #(Ci) . L'égalité de l'énoncé résulte alors de 

2 . • 
Remarque. — D'après [LS] 2.3, À appartient à l'image de l'homomorphisme 

H\TSC) H\T 

où Tsc est l'image réciproque de T dans le revêtement simplement connexe du groupe 

dérivé de G. Cette image est égale à Hl(T) si (V,qy) est symplectique. Si (V, qy) est 

orthogonal ou unitaire, elle est égale au noyau de l'homomorphisme produit : 

H\T) = {±l}r
 —> { ± 1 } . 
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Il en résulte dans ce cas que Ton a l'égalité 

Il S S n F , / F f = 1 ' 

iei* 

X.8. Pour n — 1,2, soient ( i n , ( a n ^) (c n ) i ) ) des données vérifiant les conditions 

de 1.7 relativement à (Vn, gy n ) , telles que l'orbite 0 ( I n , ( a n ^) , (cn,i)) existe dans # n , reg-

Fixons Y n dans cette orbite, posons Y = (Yi, Y 2 ) . Posons 

/ = Ji U 7 2 , J* = J? U /2* 

(en supposant I\ et /2 disjoints). Notons (ai) la réunion des familles ( a ^ ) et (a2,i). 

Supposons que ces données vérifient encore les conditions de régularité de 1.7, relative

ment à (V, qy). Soit X G #reg> supposons que les classes de conjugaison stable de X et 

de Y se correspondent. Il existe alors des données (c*) telles que X G 0(1, (ai), ( Q ) ) . 

Fixons de telles données. Pour i G I*, on définit Q comme dans le paragraphe précé

dent. 

Proposition. — Sous ces hypothèses, on a Végalité : 

AG,H(Y,X) = DG(X)DH(Y)- n s g n F . / F # ( Q ) . 

Démonstration. — Notons T le commutant de X dans G, identifions H1^) à { i l } 7 

et Hl(T)y à (Z /2Z) 7 * . On peut choisir les données auxiliaires définissant le groupe 

endoscopique H de sorte que l'élément ST = (sn)iei* de Hl(T)y vérifie : 

ST,i = 
0, s i i G IT, 

1, si i G In • 

L'énoncé résulte de la définition du facteur de transfert (cf. X.2) et du lemme X.7. • 

Dans la suite, on appliquera la proposition au cas où V, Vi, V2 possèdent tous trois 

des réseaux autoduaux (et l'extension E est non ramifiée dans le cas unitaire). On 

suppose dans ce cas que l'élément r\ de Fx ou Ex fixé en X.3 est une unité. Cela ne 

détermine pas entièrement 77, mais cela détermine le facteur de transfert. 
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CHAPITRE XI 

INDUCTION ENDOSCOPIQUE 
D'ORBITES NILPOTENTES 

XI. 1. Dans ce chapitre on ne considère que des couples (V, qv) du type symplectique 

ou orthogonal. Les démonstrations combinatoires étant similaires dans les deux cas, 

on les écrira le plus souvent seulement dans le cas symplectique. 

Soit (V,qy) comme en 1.2, du type symplectique ou orthogonal. Posons 

0 = 
0, si (V,qy) est symplectique, 

1, si (V, qy) est orthognal. 

Définissons une fonction e : Z - + { 0 , l / 2 } par 

e(j) = 
0, si 7 est pair, 

1 / 2 , si j est impair. 

Soit O G gnn/G une orbite nilpotente, posons A(O) = À ou ( À , e ) . 

Lemme. — Soit b un entier tel que b ^ d et b = d mod2Z. On a l'égalité : 

dim jp(0) = dimF(g) — db — 
d + l l 

2 
2 

b 

y . ee{j) + Sj(\)/2] 

Cf. 1.5 pour la définition de SAX). 

Démonstration. — Soit X e O, complétons X en un s^-triplet (X, H, Y) (éventuel

lement H = Y = 0 si X = 0). On en déduit comme en V.7 une graduation de g. 

D'après V.7 (2) et (5), on a l'égalité 

(1) dim(O) = dim(<?(^ 2)) + dim(<?« - 1 ) ) = dim(g) - dim(g(0)) - d i rnd l ) ) 

(il s'agit de variétés analytiques définies sur F, « dim » désigne leur dimension sur 

F) . La graduation se construit explicitement ainsi. Fixons une décomposition : 

V = 
iGZ 

Vi 

telle que, pour tous i,j e Z, on ait : 
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• Vi et Vj sont orthogonaux si i + j ^ 0 ; 

• dim(Vi) = D\j\, où pour tout k G N, on pose 

E 
£=k+l mod 2Z 

Q ( A ) . 

Si cette décomposition est convenablement choisie, on a l'égalité : 

0(*) = { Z e s ; V j e Z , z(v$)cVj+«} 

pour tout z G Z. On en déduit les égalités : 

dim( f l(0)) = dim(g(V0)) + ^ d i m ( ^ ) ) , 

dim(p(l)) = ^ dim(Hom(Vi, V 5 + 1 ) ) . 

Rappelons que 

dim(#) = d ( d + l - 2 0 ) / 2 . 

Une formule analogue vaut pour g(Vo). Posons 

D = Do(D0 + 1 - 20)/2 + ^ ^ 2 + E A ' 

Grâce à (1), on obtient l'égalité 

(2) dim(0) = d im(#) -£>. 

On utilisera l'égalité suivante : 

(3) \ E ^ i ( A ) 2 =db + d/2-J2 StW • 

En effet, on a : 

b b £ b b 

E ^ ) = E E A * = E 1 - J ) = 1 ) - E - ^ • 

Soit i un entier ^ 1. Calculons la contribution à la dernière somme des j tels que 

Xj = i. Ces j sont les éléments de l'intervalle { c ^ + 1 ) ( A ) -f 1,..., c ^ * ( A ) } . Leur 

contribution est 

j = c ^ ( i + 1 ) ( A ) + l 

ou encore 

^ ( ^ ( A ^ - C ^ ^ D C A ^ + C ^ A ) ) . 

En sommant en i, on obtient : 

E st(x) = d(b+1) -1 [ E ^ i ( A ) 2 ] - 5 E i c*(A) • 
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La dernière somme vaut d, d'où l'égalité (3). 
Grâce à (3) et à la définition de D, on a les égalités : 

D=(±-e)D0 + l^2(Di + Di+1)
2, 

D=(^-e)D0 + \j2c>i(X)2, 

1 6 

D = ( 2 " ° ) D ° + d b + d / 2 " ^ Ä ( A ) -
¿ = 1 

(4) 

Supposons (V,qy) symplectique. Alors on a l'égalité : 

(5) 
b 

Do/2 = J2(SdX)-2[S£(X)/2}). 
£=1 

En effet, soit i G N, calculons la contribution à la somme ci-dessus des 

£e { c ^ + 1 ) ( A ) + l , . . . , c ^ ( À ) } , 

avec la convention c^o(X) = b. Puisque À G V(V), tout nombre impair intervient 

un nombre pair de fois. Donc Sc>i(\)(\) est pair. Si i est pair S^(A) est donc pair 

pour tout £ dans l'intervalle et la contribution est nulle. Si i est impair, Si(X) est 

alternativement pair ou impair. La longueur de l'intervalle étant paire, égale à Q ( A ) , 
la contribution cherchée est Q ( A ) / 2 . En sommant sur i , on obtient la formule (5). 

Supposons maintenant (V,qv) orthogonal. Alors on a l'égalité : 

(6) -D0/2 = 
d + li 

2 
-d/2 + 

b 

¿2 
£=1 

Se(X)-2[e(£) + Se(X)/2]). 

En effet, soit i G N, calculons la contribution à la somme ci-dessus des 

£e { c M I + 1 ) ( A ) + l , . . . , c ^ ( A ) } . 

Puisque A G V(V), tout nombre pair intervient un nombre pair de fois, donc on 
a ^ c ^ i ( A ) W = c ^ i ( A ) mod2Z, i.e. Sc>i(\)(X) -f- 2e(c^*(A)) est pair. Si i est impair 

Se(X) + 2e(£) est pair pour tout £ dans l'intervalle, la contribution cherchée est 

- 2 У 
e 

e(l) 

où £ parcourt l'intervalle. Si i est pair, Si(X) + 2e(£) est alternativement pair ou 

impair. La longueur de l'intervalle est paire, égale à c*(A) , et la contribution cherchée 

est 

ci(X)/2-21£e(e). 
£ 
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En sommant sur i, le membre de droite de l'expression (6) est égale à 

d + 1 

2 
- d / 2 + -

E 

¿ = 0 mod 2Z 

c. (A) - 2 
6 

E< 

Or 

¿^0 
2 = 0 mod 2Z 

Ci(A) = c>o (A ) - I?o = 6 - ^ o -

2 E e(*) 
r 6 + l 

2 
b-d 

2 
d + 1 

2 

On obtient l'égalité (6). 
L'égalité de l'énoncé résulte de (2), (4), (5) et (6). 

Remarque. — Le lemme resterait vrai si l'on remplaçait le corps de base F par ¥q. 

XI.2. On suppose que (V, qy) possède un réseau autodual. Soient t = (A, r, ô) ou 

(A,£,r,5) un élément de 1st(V), cf. IX.10, ^ l'élément de 1Zst(V) qui lui corres

pond et (oL,f3) un couple de partitions paramétrisant pL. Notons D l'entier tel que 

f a m " 1 ^ ) G 5 [ D / 2 ] , D , c/. VIII.17, VIII.19, VIII.21. Pour a, 6 G N, posons 

£ ( a , /3, a, 6) = Sa+b(X) + D(b-a) + ^(b-a)2 + ( - 1 ) (1 - 20) e(a + b + d) - e(d) 

avec la convention (—l) A a + b = (—l)d si a + b = 0. 

Lemme. — Pour tous a,b G N, i?(a,/3, a, ò) est un entier pair et on a Vinégalité : 

2Sa(a) + 2Sb(f3)^E(ct,{3,a,b). 

Démonstration. — On suppose (V, qy) symplectique. Posons k = (D — l ) / 2 et fixons 
un entier r tel que r > d/2, r-f/c + l ^ a , r — k ^ b. Posons 

X = ot + [r + fc, 0], y = / 3 + [ r - f c - l , 0 ] . 

Il résulte de VIII.15 et IX.10 que (X, F ) est un représentant du symbole fam _ 1 ( r , ô). 

On a les égalités : 

Sa(a) = Sa(X) - Sa([r + k, 0]), Sb[p) = Sb(Y) - Sb([r - fc - 1,0]). 

Introduisons l'ensemble avec multiplicités X U Y réunion de X et Y. On a : 

(1) Sa(X) + Sb(Y)^Sa+b(XUY). 

Notons (Xsp, Ysp) l'unique symbole spécial dans la famille de (X, Y), tel que \Xsp\ + 

\Ysp\ = \X\ + \Y\. On a XuF = X s p U Ysp. Les relations précédentes entraînent : 

(2) Sa(cx) + Sb((3) < S a + f e ( X s p U y s p ) - S a([r + fc, 0]) - Sh([r - k - 1,0]). 

Posons 
a' a + b+ Il 

2 
6' = 

a + b 

2 
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Puisque (Xsp, Ysp) est spécial, on a l'égalité 

Sa+b(X
spUYsp) = Sa,(X

sp) + Sb,(Y
sp). 

On a calculé (Xsp, Ysp) dans la preuve du lemme VIII.16. Avec les notations de cette 

preuve, on a l'égalité : 

(3) Xsp = \ a + [r,0], Ysp = Xb + [r - 1,0]. 

Pour tout entier j ^ 1, on a les égalités 

A? = \2j-i/2 - e ( A 2 j _ i ) , A$ = A 2 j / 2 + e(X2j). 

On en déduit les égalités : 

Sa>(\a) + ^ ( A 6 ) = M A ) / 2 + E e(A,-). 

Puisque À est spéciale, e(À2j) = e(À2j-i) pour tout j ^ 1. Si a + b est pair, la dernière 

somme ci-dessus est nulle. Si a + b est impair, elle vaut — e(À a +&). Remarquons que 

pour tout entier n G Z, on a l'égalité 

e(n) = (l + ( - i r + 1 ) /4 . 

En tout cas, la dernière somme de l'expression ci-dessus vaut : 

e(a + b)((-l)Xa+b - l ) / 2 . 

D'autre part 

S„/ ( [ r ,0] )=5„/ ( [2r ) 0] 2 ) /2 , 

Sv([r-1,0]) = (Sv([2r-l,l]2)-b
,)/2, 

= Sv([2r - 1, l ] 2 ) / 2 - (a + 6)/4 + e(o + 6)/2 

d'où 

S„, ([r, 0]) + S*([r - 1,0]) = 5 a + 6 ( [2 r , 0])/2 - (a + b)/4 + e(a + b)/2. 

De ces calculs et de (3) résulte l'égalité : 

Sa+b(X
sv U Ysn = Sa+b(X)/2 - (a + 6)/4 + e(a + b)/2 + Sa+b([2r, 0])/2. 

Posons 

c = Sa+b([2r,0}) - 2Sa([r + k,0]) - 2Sb([r - k,0]) - (a + b)/2. 

Alors, grâce à (2), on a l'égalité : 

2Sa(a) + 2Sb(0) ^ Sa+b(X) + ( - l ) A °+*e(a + b) + c. 

Le calcul de c est élémentaire. On trouve : 

c = D(b - a) -\ 
1 

2 
b - ay 
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et le membre de droite de l'inégalité ci-dessus est égal à E(ct, /3, a, b). Cela démontre 

l'inégalité de l'énoncé. D'après la démonstration, E(ct, /3, a, b) est le double du membre 

de droite de l'inégalité (2). C'est donc un entier pair. • 

XI.3. Dans ce paragraphe, le corps de base est ¥q et on considère un couple (V,qv) 

comme en II.l, du type symplectique ou orthogonal. Soit t = (A,e) ou (A,£,e) un 

élément de T(V), cf. VIII.6. Posons comme en VIII. 11 : 

a(A) i m p = {%l > %2 > • • • > im} • 

Si (V,qy) est symplectique, e G ( Z / 2 Z ) a ( A \ Si (V,qy) est orthogonal, fixons un 

relèvement de s à ( Z / 2 Z ) a ( A ) que l'on note encore e. Pour tout i G N, posons 

N(i) = {n G { 1 , . . . , m} ; n est pair, i n ^ i, = 1} 

— {n G { 1 , . . . , ra} ; n est impair, i n ^ i, = 1} • 

Supposons (V, gy) orthogonal. Si a(A) = 0 , auquel cas d est pair, on a N(i) = 0 pour 

tout i. Supposons a(A) ^ 0 . Si l'on change de relèvement £, la suite (N(i))ie^ est 

changée en une autre suite, disons (Nf(i))ie^. On a l'égalité : 

N(1) -h iV'(l) = {n G { 1 , . . . , m} ; n est pair} — {n G { 1 , . . . , m} ; n est impair} . 

Or m = d mod 2Z, d'où 

N(l) + N'(l) = 
— 1, si d est impair. 

0, si d est pair. 

Quitte à changer de relèvement, on suppose 

N(l) ^ — 1, si d est impair, 

iVYl) ^ 0, si d est pair. 

Si d est pair et N(1) = Nf(l) = 0, cette condition ne détermine pas le relèvement. 

Dans ce cas, on suppose 
E a max = 0 

où a m a x est le plus grand élément de a(A). 

On pose 

k = 
2AT(1), si M l ) ^ 0 , 

- 2 J V ( 1 ) - 1 , s i iV(l) < 0 ; 

и = 

0, si (V,qy) est symplectique et k est pair, 

1, si (V,qy) est symplectique et k est impair, 

^ - — ^ , si (V,qv) est orthogonal. 
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Pour tout entier i ^ 1, posons : 

v(ï) = 

(-l)c-> (A)+fc 

2 
si (V,qv) est symplectique et i est impair ou si 

(V,qv) est orthogonal et i est pair, 

( - l ) c - > (A)+fc si i G a(X) et Si = 1, 

0, sinon ; 

w(i) = 

(-iy> (\) + k+Ei 

2 
si i G a ( A ) I M P , 

0, sinon : 

a(i) = l--k-u + 2{-l)kN{ï)-v{ï); 

6(t) = i -h k + u - 2 ( - l ) f c N(i ) 4- v(i) . 

Lemme. — Pour tout entier i > 1, on a les propriétés suivantes : 

(i) a(z) e£ 6(z) sont entiers ; Q ( A ) / 2 ± est entier ^ 0, md si d+1; 

(h) 0 < a(z) < a(i + 1), 0 ^ b(i) ^ 6(z -h 1) ; 

(iii) 

2 w ( ^ ) + 2(-l)* ;7V(z) = 
0, si c>i(\) est pair 

( — c ^ i ( A ) est impair. 

Démonstration. — Le (i) est immédiat. Démontrons les inégalités : 

a{i) ^ a(i 4-1), b(i) ^ b(i + 1). 

Si i £ a ( A ) i m p , on a N(i) = N(i + 1) et il suffit de prouver l'inégalité 

\v(i + 1) - v(i)\ 1 

2 
Elle résulte des définitions en remarquant que, puisque i £ a ( A ) i m p , Q ( A ) est pair et 

c ^ i ( A ) = c ^ ( i + i ) ( A ) mod2Z. 

Si i G a ( A ) i m p et = 0, on a encore N(i) = N(i 4- 1) et il suffit de prouver la 

même inégalité que ci-dessus. Elle résulte des relations v(i) = 0, v(i 4-1) G { ± 1 / 2 } . 

Si z G a ( A ) i m p et Si = 1, on doit prouver l'inégalité 

\2(-i)k (N(i) - N(i + 1)) + v(i + 1) - v(i)\ 
1 
2 

Soit n G { 1 , . . . , ra} tel que i = i n . Alors : 

N(i)-N(i + l) = (-l)n, 
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v(i) = (_!)<:><(*)+* = ( _ l ) " + f e , v(i + 1) = 
( _ l ) c > ( t + i ) ( A ) + f c 

2 

(_l)c>n+k+1 

2 
L'inégalité à prouver n'est autre que 

2 ( - l ) f c + n (-1) k+n+1 
(-1) 

1 
* 2 ' 

que l'on vérifie. 

Pour achever de prouver (ii), il suffit de prouver que 

O ^ a ( l ) , 0 0 ( 1 ) . 

Si (V,qv) est symplectique, on a : 

k + u-2(-l)kN(l) = 0, v(l)e{±±}. 

Si (V,qv) est orthogonal, on a 

k + u-2(-l)kN(l) = - i , c>i(X) =d = /cmod2Z, v(l) G {0,1}. 

Les inégalités cherchées résultent de ces relations. 

Démontrons (iii). Soit n le plus grand élément de {0,... , m} tel que i n ^ z, avec 

la convention io = oo. Pour r G Z et s G Z/2Z, posons : 

^r,s = { ^ £ {1,..., n} ; ̂  = r mod 2Z et £^ = s} . 

On a les relations : 

• JV(*) = | / o , i | - | / i , i | ; 
• pour j G N, j ^ i, 

2w(j) = 

0, s'il n'existe pas de £ G {1 , . . . ,n} tel que j = it, 

1, si j = ^ avec ^ G 4,o U , 

- 1, si j = ie avec £ G Ik,i U 4+i,o. 

On en déduit l'égalité : 

2w{> i) + 2(-l) f cAT(z) = | / M | + | / M | - |4+i,o| - • 

D'autre part, si n est pair, 

ïl 

\h,o\ + \h,i\ = |^fc+i,o| + l-ffc+i,i| — 2 ? 

tandis que si n est impair, 

|/ fe,ol + |Ik-1| = \(n + ( - l ) f e + 1 ) , |4+i,o| + |/fc+i,il = \ ( n + ( " I )* ) -

En remarquant que n = c^(A) mod2Z, l'assertion (iii) résulte des relations ci-dessus. 
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XI.4. On conserve les hypothèses précédentes. Pour r, s G N, on note ( r ) s la partition 

(r, . . . , r, 0 , . . . ) , l'entier r étant répété s fois. On définit des partitions ex et /3 par : 

a= U a(ï)) s 4 (A ) /2 - tu (» ; 
i9 = | J ( 6 ( i ) ) c ' ( A ) / 2 + , o W . 

Lemme. — On a /es relations : 

keI0(V), iel(k), 

(ex.3) G 
V2H0I — k(k + l ) ) / 2 ) , si (V, gv) es£ symplectique, 

V2((d — k2)/2), (V, gy) est orthogonal. 

Le couple (ex,ß) parametrise pL. Si (V,qv) est orthogonal pair et k = 0, on a ex y ß 

et même ex = ß si a (A) = 0 . 

Démonstration. — Si (V,qv) est orthogonal pair et fc = 0, pour tout entier i > 1 tel 

que i > a m a x si o ( A ) ^ 0 , on a les égalités 

a(i) = 6(i) = ^ , w(i) = 0. 

Si o ( A ) ^ 0 , on a ^ ( a m a x ) ^ 0 et 

ö ( ö m a x ) = (ûmax + l ) / 2 , & ( a m a x ) = (ömax ~ l ) / 2 . 

Les dernières assertions de l'énoncé en résultent. 

On ne traite les premières que dans le cas symplectique. En VIII.7, on a associé 

à ¿ des suites d'entiers z, z',A#, J3#, A et B. Nous allons les calculer. Pour alléger 

les notations, on pose simplement Q = c*(A) pour tout entier i ^ 1. On pose par 

convention co = d — c^i. 

Soit i G N, posons 

jfiT(z) = [i -h d - c ^ ( i + i ) - 1, i + d - c^i], 

Z(i) = {/i /2; h G #(z), /1 est pair}, Z'(i) = {(h-l)/2;heH(i), h est impair}, 

8i = \Z(i)\, = 1̂ (01, 
A*(i)= z'(.) + [| +1 - I + 2 - 4 , ] , 

B*(i) = Z(i) + |J - ^ + 1 - S > i ] . 

On a l'égalité : 

\ +[d-1,0] = [)H(i), 
i>0 

d'où l'on déduit : 

z = \jz(i), z'=[jZ'(i). 

Si G N, avec i > i' et si h G Z(z) et fo' G Z(z'), on a /1 > h'. On en déduit que 

pour i G N, 

Z(i) {zs^>(i+1) + l, • • • > Zs^i } 
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et de même : 

Z'(i) 
{zs^>(i+1) + l, • • • > Zs^i } 

Alors, par construction 

A* = (\jA^{i)\ U { 0 } , B* = \JB#(Ï). 
M > 0 ' i>0 

Soit i € N. Si Ci est pair, s* = sf

{ = Ci/2. Si est impair, alors i est pair puisque 

A G V(V) et l'on a : 

Si = (c» + l ) / 2 , s- = (c, - l ) / 2 , si c->i est pair, 

Si = {ci - l ) / 2 , s'i = (ci + l ) / 2 , si c^i est impair. 

D'où la formule générale : 

(1) Si = C./2 + ( - l ) c ^ e(a), ^ = C./2 - ( - l ) c ^ c(ci) . 

On vérifie l'égalité : 

TA - I ) c * ' e ( c i 0 = - e ( c ^ ) , 

d'où l'on déduit les égalités 

s^i = c^i/2 - e(c^i), s'-^i = c ^ / 2 + e(c^»). 

Posons 

Xi = i + d — c>i. 

Le plus petit terme de Z(i), resp. Zf(i), est #¿/2 si Xi est pair, (a^ + l ) /2 , resp. 

— l ) /2 , si Xi est impair. Autrement dit, c'est Xi/2 -f e(xi), resp. Xi/2 — e(o;i). 

Alors : 
Z{i) = [xi/2 + e(xi) + s» - 1, X i / 2 -h e f e ) ] 

Z\i) = [xi/2 - e(xi) + s'i - 1, a?i/2 - e(xi ) ] . 

Grâce à la parité de d et au fait que Ci est pair si i est impair, on vérifie les égalités : 

c(c^i) + e(a?i) = ^ - ( - l ) c ^ c(z + 1), 

2 e ( Q ) - e ( i + l ) - ( - l ) 1 + C i e ( i + l ) . 

On déduit des formules ci-dessus les égalités : 

A*{i) = [d - c ^ ( i + 1 ) + l- - \ + (-l) c >«+i> e(z + 1), d - c > i 

+ ^ + | + ( - l ) c ^ ^ + l)l 

(2) - 1 
B*{i) = [d - c ^ ( i + 1 ) + ^ - - - ( -1) c >«+D e(i + 1), d - c^i 

+ J + | - ( - l ) c - e ( * + l ) ] a . 

On vérifie grâce à ces égalités les propriétés suivantes : 

• si i est impair, A#(i) — B#{ï) ; 
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• si i est pair, A#(ï)C\B#{i) = 0 et A#(i)UB#(i) est formé d'entiers consécutifs 

• si Ci ^ 0, le plus petit élément de A#(i) U B#{ï) est ^ 2 si z 7̂  0, égal à 1 s 

i = 0; 

• M ' G N avec i > i7, si h G A#{i)\JB#(ï) et /1' G A # ( i ' ) U £ # ( i ' ) , alors h^h' + 2 

On déduit ce que l'on a affirmé en VIII.7, à savoir que les intervalles de (A#,B# 

sont les ensembles A#(i) U B#(i) pour i G a(A). 

Pour tout i G N, posons : 

A(i)= A#(ï), B(i) =B#(ï) si i £ o(A) ou i G a(A) et ^ = 0, 

A(i) = B#(ï), B(i) = A*(i), si i G a(A) et ^ = 1. 

Par définition, on a : 

A=({JA{ï)\u{0}, B = \jB(i). 

Soit i un entier > 1. On a les égalités : 

3{• si k est pair, \A(i)\ = Ci/2 - w(i), \B(i)\= Ci/2 + w(i)\ 

• si k est impair, \A(i)\ = ci/2 + w(i), = c*/2 - . 

En effet, on a les égalités 

• \A(i)\ = Si, \B(i)\ = s'a si i G a(A) et Si = 1, 

• \A(i)\ = s-, = Si, sinon. 

Les égalités (3) résultent alors de (1) et de la définition de la fonction w. 

On a les égalités : 

( • s ifcestpair , \A\ = d/2 + k/2 + 1, |S | = d/2 - fc/2; 
(4) s 

[ • si k est impair, |A| = d/2 - k/2 + 1/2, |B| = d/2 + k/2 + 1/2. 

En effet, d'après (3), 

J2\B(i)\ = c^/2+(-l)kw(> 1). 

D'après (1), 

| ,B(0) |=so = co/2 + e(co). 

D'après le lemme XI.3 (iii) et le fait que co et c^i sont de même parité, on a : 

( - l ) M ^ l) + e(c0) = -N(l). 

On en déduit l'égalité 

\B\ = d/2 -N{\). 

Par construction, 

\A\ + \B\ = \A#\ + \B#\ = d+l, 

d'où 

\A\ = d/2 + N(l) + l 

et il reste à appliquer la définition de k pour obtenir les égalités (4). 
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Soit i un entier ^ 1. Supposons A(i) ^ 0 , resp. B(i) ^ 0 . Notons a'(i), resp. b'{ï), 

le plus petit élément de A(i), resp. B(i). Alors on a les égalités : 

(5) 

• si k est pair, a!(ï) = d + k + 2 — + 2w(^ i) + a(i), resp. 

b'{i) = d - k + l - c ^ i - 2w(> i) + b(i) ; 

• si k est impair a'(ï) = d — k + 1 - c > i — 2w(^ i) + , resp. 

b\ï) = d + k + 2-c^i + 2w(> i) + a(i). 

Supposons A(i) 7^ 0 , posons 

7/ = 
\ 1, si i ^ a(À) ou i G o(A) et = 0, 

— 1, si z G a(A) et Si = 1. 

D'après (2) et la définition de A(i), on a l'égalité 

a'(î) = d - c > i + i/2 + 3/2 + ( - l ) c >* r?e(i + 1). 

Notons a"(i) le membre de droite des égalités (5) concernant a'(ï). Exprimons a"(i) 

en utilisant la définition de a(i) si k est pair, de b(i) si k est impair. On remarque 

que : 

• si k est pair 2 — u = 2, 

• si k est impair 1 + ^ = 2. 

On obtient : 

a"(i) =d-c^ + i/2 + 2 + 2(-l)kw(^ i) + 2N(i) - (-l)kv(i). 

D'après le lemme XI.3, (iii), 

2(-l)kw(^ i) + 2N(i) 
1 (-1Y^ 
2 2 

D'où l'égalité : 

a"{ï) = d-c^i + i/2 + 3 /2 - (-1Y^ 
2 

f-l)kv(i). 

Pour démontrer l'égalité a'(i) = a"(z), il suffit de vérifier l'égalité : 

( - l ) c *rçe(z + l ) 
(-1Y^ 

2 
( - l ) S ( z ) . 

Celle-ci résulte de la définition de v(i). 

On démontre de même les égalités (5) concernant bf(i). 

Grâce à (3) et (5), on a les égalités : 

• si k est pair, 

U A{ï) = a + [d + M + f c + 2 - 2 c ( a ) ] 2 , 

\J^B(i)=f3+ [ d - f c - i , d - f c + i - 2 c ( / 3 ) ] 2 , 
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• si k est impair, 

U A(z) =/3 + [ d - f c - l , d - f c + l - 2 c ( / 3 ) ] , 

. U ^ z ) = a + [d + fc,d+fc + 2-2c (a)] 2 . 

En utilisant (4) et (2) pour i = 0, on en déduit les égalités : 

(6) 
• si A: est pair, A = a + [d + fc, 0 ] 2 , B = /3 + [d - A; - 1,1] 2 , 

• si A: est impair, 4̂ = /3 + [d - / c - 1,0] 2 , S = a + [d + /c, 1 ] 2 . 

De ces formules se déduit l'égalité : 

5(a) + S(f3) = S (A) + S(B) - (d 2 + d + k2 + fc)/2. 

D'autre part 5(A) + 5 ( 5 ) = S(A#) -f S(B#) et on calcule grâce à la construction de 

4 * et : 
S(A#) + S(B#) = d (d+ 2)/2. 

D'où l'égalité : 

S(a) + S(fl) = (d-À;(À; + l ) ) / 2 . 

A /orfcori fc(fc + 1) < d, donc /c G Xo(^) . On a (a,/3) G 7>2((d - + l ) ) /2 ) . Enfin, 
grâce à (6) et aux définitions de VIII.7, 

^p(a,/3) = ( i 4 , B ) = ^ n i i ( 0 . 

Donc G 2"(fc) et (a,/3) parametrise Cela achève la démonstration. • 

XL5. On conserve les mêmes hypothèses. 

Lemme. — Pour tout entier i ^ 1, on a Végalité : 

SC>i(\)W = 2Sc>.W/2-w{^i){OL) + 2 S c > . ( A ) / 2 + u O i ) ( / 3 ) 

- 4w(^ z) 2 - (4Jfc + 2 - 2(9) w z ) . 

Démonstration. — On raisonne par récurrence descendante sur i. L'égalité est triviale 

si i > d + 1. Supposons-la démontrée en i + 1. Il suffit alors de démontrer l'égalité 

différence entre l'égalité de l'énoncé et la même égalité pour z + 1. Celle-là s'écrit : 

id{\) = (ci(A) - 2w(i))a(i) + (ci(A) -h 2w(i))b(i) + 4w(z) 2 

- 8w(z) z) - (4/c + 2 - 29) w(i). 

En remplaçant a(i) et 6(z) par leurs valeurs, elle est équivalente à : 

w(i) (u - 2(-l)kN(i) + v(i) + w(i) - 2w(^ i) + ^Y^j = 0. 

Grâce au lemme XI.3 (iii), on a : 

-2(- l )*JV(t) - 2w(> i) = ̂ L- K—±-2 . 
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On vérifie l'égalité : 

( - 1 ) * 9-1 n 

Alors l'égalité à démontrer est : 

w(i) v(i) + w(i) - - — — - = 0. 

Si ii fi a (A) i m p , w(i) = 0 et cette égalité est vérifiée. Si iî G a (A) i m p , on vérifie que le 

terme entre crochets est nul. Cela achève la démonstration. • 

XL6. Pour (V,qy) symplectique et A G V(V), on a défini en VIII. 16 l'ensemble 

a(A) = a(A) U { 0 } et, si A est spéciale, l'ensemble Xnt(X) = Xnt(X) U { A m i n } . Pour 

unifier les notations, si (V, qv) est orthogonal et A G V(V), on posera a(A) = a(X) et, 

si A est spéciale, Xnt(X) = Xnt(X). 

Plaçons-nous dans la situation de X. l , supposons (V,qv) symplectique ou ortho

gonal. Pour n = 1,2, soit A n une partition spéciale dans V(Vn). Notons J l'ensemble 

des entiers j ^ 1 tels que 

Ai,j G 5(Ai) , A 2 j G a(A 2 ) ; 

J + le sous-ensemble des j G J tels que 

• j = d+ 1 mod2Z, 

• j = 1 ou Ai j - i > Xij ou XÏJ-I > A 2 j ; 

J~ le sous-ensemble des j G J tels que 

• j = d mod 2Z, 

• Xij > Aij+i ou À 2 j > A 2 j J + i . 

Remarquons que J est fini. Définissons une suite £ = ( £ 7 ) ^ 1 d'entiers par : 

Ej = 

0, s i j é J + U J ~ , 

1, s i ? G J + , 

- 1, si 7 G J~ . 

Lemme. — Soit £ un entier ^ 1. On a les égalités suivantes : 

E<l = 1 - 2e(d), si£eJ-J~, 

- 2 e ( d ) , si£fiJ-J~. 

Démonstration. — Puisque Ai et A 2 sont spéciales, J est union de couples { j , j + 1} 

où j = d + 1 mod2Z, auxquels il faut adjoindre { 1 } si d est impair. Introduisons la 

relation d'équivalence dans J engendrée par les relations suivantes où j,j + 1 G J : 

• j ~ j + 1 si j = d + 1 mod 2Z, 

• J' ~ j ; + 1 si j = d mod2Z, Ai j = Aij+i et A 2 j = A 2 j + i . 

Les classes d'équivalence sont des intervalles { j i , . . . , j 2 } tels que j 2 = dmod2Z et 

ji = d + 1 mod2Z ou ji = 1. Par définition, J~ est l'ensemble de ces j 2 et J + est 
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l'ensemble de ces j i , dont on exclut le terme ji = 1 si d est impair. On représente 

graphiquement l'ensemble J : 

(i) 

• si d est pair, 

1 2 J + J' J+ J" J + J-

J J J 

• si d est impair, 

1 2 J" J + J' J + J-

• • • • • • • • • • • • • • 
J J J 

Le lemme en résulte aisément. 

XI.7. Posons 

A = Ai + À 2 + £. 

Lemme. — La suite d'entiers À appartient à V(V). 

Démonstration. — Soit j ^ 1. Démontrons l'inégalité 

(i) ^3 ^ A?'+i -> 

ou encore 

(2) Ai,j — A i ? J + i + A 2 j — A2,j+i ^ £j+i — Çj . 

Considérons les deux conditions : 

• j € J' ; 
• 7 + 1 G J + . 

Si aucune d'elles n'est vérifiée, £¿+1 — £j ^ 0 et (2) est claire. Si une et une seule de 

ces conditions est vérifiée £ J + i — Çj = 1. Mais on a Ai^ > ou A 2 j > A 2 j + i 

et (2) en résulte. Si les deux conditions sont vérifiées, £¿+1 — £j; = 2. Comme dans le 

cas précédent, le membre de gauche de (2) est > 0. Mais puisque j,j + 1 G J, Xij et 

Ai,j+i, comme A 2 j et A2J+1, sont de même parité. Le membre de gauche de (2) est 

donc ^ 2. Cela démontre (1). 

Si j > d, Xj = 0. D'après (1), les termes de À sont donc des entiers ^ 0. On a 

5(A) = 5(Ai) + 5 (A 2 ) + 5 ( 0 , 

5(Ai) = d(y i ) ,5 (A 2 ) = d ( y 2 ) , 

et, d'après le lemme XI.6, 

s(0-
0, si d est pair, 

— 1, si d est impair. 
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D'après les conditions imposées en X. l , on en déduit S(X) = d. 

Il reste à prouver que pour tout entier i > 1 tel que 

(3) 
• i est impair si (V,qv) est symplectique, 

1 • i est pair si (V,qv) est orthogonal, 

^(À) est pair. Fixons un tel i. D'après XI.6 (1), l'ensemble des entiers ^ 1 est réunion 

disjointe d'ensembles / de la forme suivante : 

(4) • I = {j},oùje J + U J - ; 

(5) • I = {jj + 1}, où j = d+1 mod2Z; j fiJ,j + lfiJ; 

(6) • I — {j,j + 1}, où j = mod2Z, j G J — J~, j -f 1 G J — J + . 

Il suffit de prouver que si / est un tel ensemble, la multiplicité de i dans l'ensemble 

avec multiplicités G / } est paire. Si / est de la forme (4), cette multiplicité 

est nulle car Xj ne vérifie pas les conditions (3). Si / est de l'une des formes (5) ou 

(6), l'ensemble en question est {Xij + À 2 , j , Ai^+i -f A 2 , j+ i} . Dans le cas (6), puisque 

j G J — J~, les deux termes sont égaux et l'assertion est claire. Dans le cas (5), 

puisque Ai et A 2 sont spéciales, Ai j et Aij+i , comme A 2 j et A 2 ?j+i, sont de même 

parité. L'ensemble en question ne peut contenir un élément vérifiant (3) que si l'une 

des conditions suivantes est satisfaite : 

• Xij G a(Ai), X2,j G a(A 2 ) ; 

• Ai j fi a(Ai), X2j fi a(A 2 ) . 

La première est exclue par l'hypothèse j fi J. Sous la seconde condition, les deux 
termes de l'ensemble sont égaux car Ai et A 2 sont spéciales. La multiplicité de i y est 
donc paire. Cela achève la démonstration. • 

XL8. Corollaire. — Supposons (V,qv) orthogonal pair. Si tous les termes de X sont 

pairs, ceux de Ai et A 2 le sont aussi. 

Démonstration. — Si j G J + U J", Xj est impair. Donc J + U J" = 0 . Grâce à 

XI.6 (1), J — 0 . L'assertion résulte alors de la dernière partie de la démonstration 

précédente. • 

XL9. Désormais, nous poserons simplement ci = Ci(X) pour tout entier i > 1. On 

pose par convention CQ = c^o = oo. Pour tout i G N, on pose 

J(t) = [ с ^ ( г + 1 ) + 1, - - • , С ^ Л 

Si Ci = 0, J(i) — 0 . Si Ci ^ 0, J(i) est l'ensemble des entiers j > 1 tels que Xj — i. 
Soit i G N tel que Q ^ 2. Posons simplement c = c^i, c + = c ^ + i ) . Pour n G { 1 , 2 } , 

introduisons la suite 
^n(i) — (A n j C ++i, • • •, A n 5 C ) 

et considérons les conditions suivantes : 
( l ) n • il existe v G N tel que Xn(i) = {y,..., v) ; 
( 2 ) n • c + -f 1 G J~ et il existe v G N — a(Xn) tel que Xn(i) = {y + 1, ..., v) ; 
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(3) n • c G J + et i l existe i / G N - a(A n) tel que An(z) — (V, . . . , z/, z/ — 1) ; 
(4) n • c + + 1 G J~, c € J + et i l existe 1/ G N - a(A n) tel que 

Xn(i) = (Ï/ + 1,1/,..., i/, 1/ - 1). 

Lemme 

(i) Pour n G {1,2} l'une des conditions ( l ) n , (2) n , (3) n , (4) n es£ vérifiée. 
(ii) // e:ns£e n € {1,2} tel que la condition ( l ) n vérifiée. 

Démonstration. — Soient j , f G J(i) avec j < f '. On a 

Ai,j + A2J -f = Xj = i = Xjf = Xijf -h X2J' -h £j ' • 

D'où 

(5) Xij - Xiji - A 2,/ - A2,j + & - Çj . 

Le membre de gauche est ^ 0, celui de droite < 2. Ils valent donc 0, 1 ou 2 et la 
suite Ai(z) contient au plus trois termes distincts, de différences ^ 2. S'ils sont tous 
égaux, (l)i est vérifiée. Supposons que contient au moins deux termes distincts. 
Supposons d'abord qu'il existe j G J(i) tel que Xij soit un élément maximal de Ai(z) 
et tel que j £ J~. Fixons un tel j et posons v = Xij. Soit f G J(i) tel que X\jr ne 
soit pas un élément maximal de Ai(i) . Appliquons (5) à ce couple (j,jf). Le membre 
de gauche est ^ 1. Celui de droite est ^ Çy. Donc = 1 et jf G J + . Remarquons 
que J + est formé d'entiers de même parité tandis que l'ensemble des jf G J(i) tels 
que Xijf ne soit pas un élément maximal de Xi(i) est formé d'entiers consécutifs. 
Cet ensemble est donc réduit à un élément qui ne peut être que c. Donc c G J + et 
d'après le calcul ci-dessus, Ai > c = v — 1. Puisque c G J, Ài)C G a(Ai) et v £ o(Ai). 
La condition (3)i est vérifiée. Supposons maintenant qu'il existe j ' G J(i) tel que 
Ai j / soit un élément minimal de et tel que j ' £ J + . On montre de même que 
(2)i est vérifiée. Supposons enfin que pour tous j , f G J(i) tels que A i j , resp. Ai^ / , 
soit un élément maximal, resp. minimal, de Xi(i), on ait j G J~, resp. j ' G J + . Le 
même argument que ci-dessus prouve que l'ensemble de ces resp. j ' , est réduit à 
{ c + + 1}, resp. {c}. Puisque c, c + + 1 G J, Ai , c et A l j C + + 1 sont de même parité et (4)i 
est vérifiée. 

Un argument analogue vaut en échangeant les indices 1 et 2. Cela démontre (i). 
Supposons que l'une des conditions (2)i, (3)i ou (4)i est vérifiée. Dans le cas de 

(2)i, puisque Ai > c = v £ S(Ai), on a c £ J et £c = 0. Idem, dans le cas (3)i, £c++i = 0. 
Appliquons (5) pour j = c4" + 1 et f = c. On obtient l'égalité X2^c++i = A2,c- La 
condition (l)i est donc vérifiée. Cela démontre (ii). • 

XL10. Soit n G {1,2}. On note A n > m a x , resp. A n ? m i n , le plus grand, resp. petit, 
élément de Xnt(Xn). Pour A G Int(Xn), on a défini j m in(A) et j m a x ( A ) en VII I . 17, 
VIII.19, et VIII.21. 
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Remarques 

(1) Si (Vn, qvn) est orthogonal impair, on rappelle que par convention j m i n ( A n ? m a x ) = 

0. 

(2) Si (VniQvn) est symplectique, on n'a pas défini j m a x ( A n 5 m i n ) en VIII.17. On pose 

J m a x ( A n ? m i n ) = OO. 

Notons Jn,max l'ensemble des éléments j de NU {oo} vérifiant l'une des conditions 

suivantes : 

• j £ N, j ^ 1, j = d mod2Z, XnJ G a ( A n ) , Xnj > Ànj+i ; 

• (Vn,qvn) est symplectique et j = oo. 

Notons Jn,min l'ensemble des éléments j de N vérifiant l'une des conditions suivantes : 

• j > 2, j = d + 1 mod2Z, Xnj G a ( A n ) , A n j _ i > Xnj ; 
• d(V r

n) est pair, j = 1 et À n ? i G a ( A n ) ; 
• d(Vn) est impair et j = 0. 

Lemme. — On a les égalités : 

jTn.max — 

{ j m a x ( A ) ; A G lnt(Xn)} , 
Jn,min = { j m i n ( A ) ; A G lnt(Xn)}. 

Démonstration. — C'est un exercice facile. • 

Dans la suite, on adopte la convention que si r est un entier, { r , . . . , oo} est l'en

semble des entiers ^ r. Pour A G Xnt(Xn), on pose 

J ( A ) = { j m i n ( A ) , . . • , j m a x ( A ) } . 

XI.l l . Posons 

J = {0, o o } u { j m i n ( A ) ; A G X ^ ( A i ) U J ^ ( A 2 ) } u { j m a x ( A ) ; A G Jn t (Ai )UXnt (A 2 ) } . 

On note , resp. l'ensemble des entiers j ^ 1 tels qu'il existe A i G Xnt(Ai) et 

A 2 G lnt(X2) de sorte que j = j m i n ( A i ) = j m i n ( A 2 ) , resp. j = j m a x ( A i ) = j m a x ( A 2 ) . 

En particulier U J~ C J et J+, resp. J~, est formé d'entiers = d + 1 mod2Z, 

resp. = d mod 2Z. 

Notons C l'ensemble des sous-ensembles de N de la forme { j , . . . , j'} où j et j ' sont 

deux éléments consécutifs de J. Pour un tel ensemble C = { j , . . . , j ' } , notons ra(C) le 

nombre des n G { 1 , 2 } tels qu'il existe A G lnt(Xn) de sorte que C C J ( A ) . Posons : 

Jc = 
"C, s im(C) = l , 

{ j + 1 , . . . , / - ! } , si m ( C ) G { 0 , 2 } 

(avec la convention oo — 1 = oo). 

Posons 

M = {{J hJ e J+uj' }u{Jc\CeC}, 
Mut = eJ+U J'} U {Jc\ C G C,m(C) = i}. 
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Ce sont des ensembles de sous-ensembles de N. Pour D G AT, on pose : 

A(D)={Xj;j€D,j^l}. 

Lemme 

(i) M est une partition de N — { 0 } . 

(ii) {A(D) ; D G Af} est une partition de {i G N; ^ 0 } . 

(iii) { A ( D ) ; / } G A/înt} ^t une partition de 2(A). 

Démonstration. — Remarquons d'abord que : 

(1) J + , resp. J~, est l'ensemble des entiers j > 1 tels que Xij G a(Ai), A 2 j G a(A2) 

et il existe n G { 1 , 2 } et A G lnt(Xn) de sorte que j = j m i n ( A ) , resp. j = j m a x ( A ) . 

Cela résulte des définitions et du lemme XI. 10. A fortiori : 

(2) J + C J + C J, C J" C 

Il est clair que tout entier j > 1 qui n'appartient pas à ,7 appartient à un et un seul 

élément de Af. Pour démontrer (i), il suffit de prouver : 

(3) 0 n'appartient à aucun élément de M ; 

(4) tout élément de J — {0,00} appartient à un et un seul élément de Af. 

Par définition de J+ U J~, 0 n'appartient à aucun ensemble {j} pour j G J+ U J~. 

Soit j le plus petit élément de J — { 0 } . L'unique élément C de C tel que Je puisse 

contenir 0 est C = {0, Si d est pair, pour n G { 1 , 2 } et A G Xnt(Xn), on 

a 0 ^ « / ( A ) . Donc m(C) = 0. Si d est impair, j est le plus petit des deux entiers 

jmax(Ai,max), jmax(A 2 ,max) . Alors C C J ( A i , m a x ) H J ( A 2 , m a x ) et m{C) = 2. En tout 

cas Je = { 1 , . . . , j — 1} et Je ne contient pas 0. Cela démontre (3). 

Soit j G J — { 0 , o o } , étudions les configurations possibles au « voisinage » de 

j . Notons j ' le plus petit élément de J qui soit > j et j " le plus grand élément 

de J qui soit < j . Posons C = {j,...,/}, C" = { j " , • • •, j } . Puisque j G il 

existe n G { 1 , 2 } et A n eJZnt(Xn) tel que j = j m a x ( A n ) ou j = j m i n ( A n ) . On 

suppose qu'il existe A i G Xnt(Xi) tel que j = j m i n ( A i ) . Une étude analogue à celle 

qui suit vaut dans les autres cas. Remarquons que C C . / ( A i ) : en effet, puisque 

Jmax(Ai) G J et j m a x ( A i ) > j ^ o n a nécessairement j m a x ( A i ) ^ j ' . Remarquons 

aussi qu'il n'existe pas de A ' / G Xnt(Xi) tel que C" C . / ( A ' / ) . En effet s'il existait un 

tel Ai 7, on aurait j G < / ( A " ) , donc « / ( A 7 / ) n J ( A X ) ^ 0 , donc A 7 / = A i . Mais alors 

j = jmin(Ai ) = jmin(A /

1

7 ) ^ j " , contradiction. Montrons maintenant que seules les 

trois situations suivantes sont possibles : 

(5) il existe A 2 G jTn£(A2) tel que j = j m i n ( A 2 ) ; alors C C J ( A 2 ) et il n'existe pas 

de A 2

7 G J^(A 2) tdque C" C J (A 7

2

7 ) ; 

(6) il existe A 2 G Jr^(A2) tel que C" U C 7 C J ( A 2 ) ; 
(7) pour tou t^2 É Xn£(A2), ( C 7 7 U C 7 ) n J ( A 2 ) est égal à 0 ou {j"} ou { j 7 } ; il n'existe 

pas de A 2 G Int(X2) tel que j G J ( A 2 ) ou C 7 C J ( A 2 ) ou C 7 7 C J ( A 2 ) . 
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Remarquons que dans (5), les dernières assertions résultent comme ci-dessus de la 

première. Dans (7), les dernières assertions résultent trivialement de la première. 

Supposons qu'il existe A 2 G lnt(X2) tel que j G J ( A 2 ) . Si j — j m i n ( A 2 ) , (5) est vérifié. 

Sinon j m i n ( A 2 ) < j , donc j m i n ( A 2 ) ^ j " et C" C J ( A 2 ) . L'entier j m a x ( A 2 ) ne peut 

pas être égal à j = j m i n ( A i ) car ces entiers sont de parités distinctes. Donc j m a x ( A 2 ) > 

j puis j m a x ( A 2 ) ^ f et C C J ( A 2 ) . Alors (6) est vérifiée. Supposons qu'il n'existe pas 

de A 2 G Xnt(X2) tel que j G J ( A 2 ) . Soit A 2 G Xnt{\2). On a nécessairement soit j < 
J m i n ( A 2 ) , soit j m a x ( A 2 ) < j . Dans le premier cas f ^ j m i n ( A 2 ) et (C" U C) H J ( A 2 ) 

est égal à 0 ou {jf}. Dans le deuxième cas, j m a x ( A 2 ) < j " et (C" U C) D J ( A 2 ) est 

égal à 0 ou {j"}. Alors (7) est vérifiée. 

Comme conséquences immédiates des définitions, on a : 

(8) dans le cas (5), j G J+, Jc» = {f + 1,..., j - 1}, Je = { j + 1 , . . . , / - 1} ; 

(9) dans le cas (6), j fi J+
 U J~, Jc» = { j " , . . . , j } , Je = { j + 1,..., / - 1} ; 

(10) dans le cas (7), j fi J+ U J~, Jc» = {f + 1,..., j - 1}, Je = { j , • • • , / } • 

Démontrons (4). Les seuls éléments de J\f auxquels j puisse appartenir sont Je, 
Je et {j} si j G J+VJJ~. Puisque l'une des trois propriétés (8), (9), (10) est vérifiée, 

j appartient à un et un seul de ces ensembles. Cela démontre (4) et le (i) de l'énoncé. 

Poursuivons l'étude ci-dessus. Montrons que : 

( 1 1 ) Xj G S(A) ; 

(12) dans le cas (5), Xj > A^+i et, si j ^ 2, Xj-i > Xj ; 

(13) dans le cas (6), Xj > Aj+i ; 

(14) dans le cas (7), Aj_i > Xj si j ^ 2. 

Dans le cas (5), on a j G J+ donc j G J + d'après (2) et Aj G a(A). On a j -h 1 ^ J + 

(les éléments de J + ont même parité) donc £¿+1 ^ 0. Alors 

Xj = X\j + A 2 j + 1 > Aij+i - f A 2 j + i -h Ej+1 = Aj+i. 

Supposons j ^ 2. Puisque j = j m i n ( A i ) = jmin(A2), on a Ai^- i > X1j + 1, A 2 J _ i > 

A 2 j 4-1. Si Ej-1 ^ 0, alors 

Aj-i = Aij_i + X2j-i + £j_i > Xij + A 2 j- + 1 = Aj. 

Si Ej-1 = —1, alors j — 1 e J~ donc Aij_i G a(Ai), A 2 j _ i G a(A 2 ) . Alors Ai j_i et 

A i j , comme A 2 j _ i et A 2 j -, sont de même parité et Xij-i ^ X\j + 2, A 2 j _ i ^ A 2 j + 2. 

On conclut encore que Xj-i > Xj. 

Dans le cas (6), d'après (1), j G J + . Comme dans le cas précédent, Aj G a(A) et 

A? > Aj+i. 

Dans le cas (7), A 2 j- ^ a(A 2 ) et j fi J. Alors Aj = Xij + A 2 j . C'est la somme 

d'un élément de a(Ai) et d'un entier qui n'appartient pas à a(A 2 ) . Donc Xj G a(A). 

Supposons j ^ 2. Puisque j = j m i n ( A i ) , on a Aij_i ^ Ai j + 1. Si £j_i ^ 0, alors 

Aj_i = A i j _ i + A 2 j _ i + ^ _ i > Xij + A 2 j — A j . 
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Si = —1, alors j — 1 G J~, a fortiori Xij-i G a(Ai) et Aij_i et Ai><7- sont de 
même parité. Alors Xij-i > Ai j + 2 et on conclut encore Xj-\ > Xj. 

Démontrons (ii). D'après (i), on a l'égalité : 

U 

DGN 
A ( D ) = { i G N ; c ^ 0 } . 

On doit démontrer que la réunion du membre de gauche est disjointe. Il suffit de 

montrer que si D et D' sont deux éléments consécutifs de A/", si k est le plus grand 

élément de D et donc A; H-1 le plus petit élément de D'on a A& > A^+i. Soient donc 

de tels D, D' et k. Par construction et parce que 0 fi M, on a /c G J — { 0 , oo} ou 

H l G J - { 0 , o o } . Supposons k e J - {0,oc}. Appliquons notre étude précédente 

à j = k. On a supposé qu'il existait A i G Xnt(Xi) tel que j = j m i n ( A i ) mais, comme 

on l'a dit, une étude analogue vaut dans les autres cas possibles. La propriété (10) 
n'est pas vérifiée car (10) interdit k j — k d'être le plus grand terme d'un élément de 

M. On est donc dans l'un des cas (5) ou (6) . Alors A^ > A^+i d'après (12) ou (13) . De 

même, si l'on suppose k + 1 G J — { 0 , oo}, on applique l'étude précédente à j = k + 1. 
La propriété (9) n'est pas vérifiée. On est dans l'un des cas (5) ou (7) et A^ > A^+i 

d'après (12) ou (14) . Cela démontre (ii). 

Démontrons (iii). D'après (ii), il suffit de prouver : 

• siDeMnu A ( D ) C a ( À ) ; 
• si De AT- Mnu A(£>) n a(A) = 0 . 

Soit D G Mnt et j G D. Si j G J, on a Xj G a(A) d'après (11) . Supposons j fi J. 

Alors il existe C G C tel que m(C) = 1 et D = Je- Puisque j ^ ^7, on a j ^ J + U J~ 

d'après (2) donc Xj = Xij + X2j- Puisque m(C) = 1, on a Xij G a(Ai) et X2j fi a(X2) 

ou vice-versa. En tout cas Xj G a(A). 

Soit maintenant D G Af — A/înt- Alors il existe C e C tel que m{C) G { 0 , 2 } et 
D = Je- Soit j G Par construction j fi J et, comme ci-dessus, Xj = XIJ + X2J. En 
utilisant le fait que m(C) G { 0 , 2 } , on conclut cette fois que Xj fi a(X). Cela achève 
la démonstration de (iii) et du lemme. • 

On pose 

2 ^ ( A ) = {A(2?); D € ^ n t } . 

Remarquons que cette définition dépend de Ai et A 2 , bien qu'on ne les fasse pas 

figurer dans la notation. L'ensemble Xnt(X) est une partition de a(A). Si (V,qy) est 

symplectique, on note Xnt(X) l'ensemble Xnt(X) privé de son unique élément qui 

contient 0. Si (V,qv) est orthogonal, on pose Xnt(X) = Xnt(X). On ordonne Xnt(X) 

de façon naturelle (si A , A ' G Xnt(X), i G A , i' G A ' et i ^ i', alors A ^ A ' ) . Pour 

A G Xnt(X), on note A + son successeur (si A n'est pas maximal). On note J ( A ) 

l'ensemble des entiers j > 1 tels que Xj G A . On note j m i n ( A ) , resp. jmax(A), le plus 

petit, resp. grand, élément de J ( A ) , avec la convention j m a x ( A ) = oo si 0 G A . On a : 
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(15) • si | J (A) | = 1, j m i n ( A ) = j m a x ( A ) ; 

• si | J ( A ) | ^ 2, j m i n ( A ) et jmax(A) sont deux éléments consécutifs de J. 

Soient n G { 1 , 2 } et A G Xnt(X). Supposons que l'ensemble : 

(16) { A n G X ^ ( A n ) ; j m a x ( A ) ^ j m a x ( A n ) } 

soit non vide. On note A n ( A ) le plus grand élément de cet ensemble. Grâce à (15) on 

voit qu'une et une seule des deux propriétés suivantes est vérifiée : 

• J ( A ) C J ( A n ( A ) ) ; 

• i m a x ( A ) < j m i n ( A n ( A ) ) et, si A n ( A ) + existe, j m a x ( A n ( A ) + ) ^ j m i n ( A ) . 

Si l'ensemble (16) est vide, on ne peut définir A n ( A ) comme ci-dessus. Nous utiliserons 

néanmoins la notation A n ( A ) dans des expressions dont le sens sera évident. Par 

exemple, une somme sur tous les A ^ G Xnt(Xn) tels que A ^ > A n ( A ) sera une 

somme sur tout lnt(Xn) ; si Xnt(Xn) ^ 0 , A n ( A ) + sera le plus petit élément de 

Xnt{Xn) etc. 

XL12. Corollaire 

(i) Pour tout j G J+, resp. j G J~, il existe A G lnt(X) tel que j = j m a x ( A ) ? resp. 

j = J m i n ( A ) . ^ 

(ii) Pour tout A G Xnt(X), on a j m a x ( A ) G J + , resp. j m i n ( A ) G J~, si et seulement 

s'il existe n G { 1 , 2 } et An G Xnt(Xn) tel que j m a x ( A ) = j m i n ( A n ) , resp. j m i n ( A ) = 

jmax (An). 

Démonstration. — Soit j G J + . D'après XI. 11 (1), on peut supposer qu'il existe 

A i G Xnt(Xi)te\ que j = j m i n ( A i ) . Alors l'une des propriétés (5), (6), (7) de XL 11 

est vérifiée. La dernière est exclue d'après l'hypothèse j G J . Grâce à XL 11 (8), (9) 

on voit qu'il existe A G Xnt(X) tel que j = j m a x ( A ) . 

Soit A G Xnt(X). Si j m a x ( A ) G J 4", la conclusion de (ii) résulte de XI . l l (1). 

Supposons qu'il existe A i G Xnt(Xi) tel que j m a x ( A ) = j m i n ( A i ) . On applique à 

j = j m a x ( A ) l'étude faite dans la preuve du lemme XI . l l . La propriété XI . l l (10) 

n'est pas vérifiée car elle interdit à j d'être le plus grand terme d'un élément de Mnt-

Donc XI . l l (5) ou XI . l l (6) est vérifiée et j G J + grâce à XI.l (1). 

Les propriétés relatives à J~~ se démontrent de façon analogue. • 

XI.13. Si (V,qy) est orthogonal, a(X) = a(À), Xnt(X) = Xnt(X) et Xnt(X) est une 

partition de a(X) d'après le lemme XI . l l (iii). Supposons (V, qy) symplectique. Notons 

A m i n l'élément de Xnt(X) contenant 0. Alors Xnt(X) est une partition de a(X) si et 

seulement si A m i n = { 0 } . 

Lemme. — Supposons (V,qy) symplectique. Alors A m i n ^ { 0 } si et seulement si Vune 

des conditions suivantes est vérifiée : 

• c(A 2 ) > c(Ai) et A 2 , c ( A 2 ) > 2 ; 

• c(Ai) > c(A 2 ) et c(Ai) est impair. 
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Démonstration. — Notons j le plus grand des deux entiers j m i n ( A i > m i n ) , j m a x ( A 2 , m i n ) -

Remarquons que ces entiers sont distincts car de parité distincte. D'après la construc
tion de XI . l l , J ( A m i n ) = { j , . . . , o o } . La condition A m i n ^ { 0 } est équivalente à 
Xj 7^ 0. Grâce au corollaire XI. 12, on calcule Xj : 

(1) • si j m i n ( A i , m i n ) < i m a x ( A 2 , m i n ) = j , on a j G J~ et Xj = Xij + À 2 , j - 1 ; 

(2) • Si j m a x ( A 2 , m i n ) < j m i n ( A i , m i n ) = j , On a j fi J et Xj = Xij + X2J. 

On utilisera les deux remarques suivantes : 

(3) . 
^ i , j m i n ( A i i m i n ) est P a i r î il est n o n n u ^ s i e t seulement si c(X\) est impair; 

(4) • A 2 5 C ( A 2 ) ^ 2 ou c ( A 2 ) = i m a x ( A 2 > m i n ) . 
Supposons Xij ^ 0. C'est un entier pair, donc Xj ^ 0 d'après (1) ou (2). Montrons 

que l'une des conditions de l'énoncé est vérifiée. D'après (3), c(X±) est impair. Puisque 

c(À 2 ) est pair, on a c ( A i ) ^ c ( A 2 ) . Si c ( A i ) > c ( A 2 ) , la dernière condition de l'énoncé 

est satisfaite. Si c ( A 2 ) > c ( A i ) , remarquons que c ( A i ) ^ j puisque Ai j ^ 0. Alors 

c ( A 2 ) > j m a x ( A 2 ? m i n ) donc X2iC(x2) ^ 2 d'après (4). La première condition de l'énoncé 

est satisfaite. 

Supposons Xij = 0. Si c ( A i ) est impair, on a A 1 j m i n ( A l ) m i n ) ^ 0 d'après (3), 

donc j > i m i n ( A i , m i n ) . Alors j = j m a x ( A 2 , m i n ) < c ( A 2 ) . Mais j > c ( A i ) , puisque 

Xij = 0. Donc c ( A 2 ) > c ( A i ) . La dernière condition de l'énoncé n'est donc pas 

vérifiée. Supposons Xj ^ 0. D'après (1) ou (2), X2j ^ 0, donc c ( A 2 ) ^ j . Comme 

ci-dessus, j > c ( A i ) , donc c ( A 2 ) > c ( A i ) . Si c ( A 2 ) ^ j m a x ( A 2 5 m i n ) , alors la première 

condition de l'énoncé est vérifiée d'après (4). Supposons c ( A 2 ) = j m a x ( A 2 ? m i n ) . Alors 

j = j m a x ( A 2 , m i n ) - D'après (1), la condition Xj ^ 0 entraîne A 2 j ^ 2, i.e. X2ic(x2) ^ 2 

et la première condition de l'énoncé est vérifiée. Inversement supposons cette condition 

vérifiée. On a évidemment Xc^x2) 0- O r
 3 ^ sup(c (A 2 ) , c ( A i ) + 1) ^ c ( A 2 ) . Donc 

Xj ^ 0. Cela achève la démonstration. • 

XI.14. Soit n G { 1 , 2 } . On note In l'ensemble des entiers i ^ 1 tels que c* ^ 1 et 
tels que l'une des conditions suivantes soit vérifiée : 

• Xn,C^i ^ ™ > C ^ + 1 ' 

1 f • c ^ = dmod2Z et A n > c ^ . fia(Xn); 

[ • = d + 1 mod2Z et XnjC>i G a ( A n ) . 

Lemme. — L'ensemble I\ D 7 2 est la réunion des deux ensembles suivants : 

• celui des entiers i ^ 1 £efe çwe ^ 1 et i fi a{X) ; 
• celui des plus petits termes des éléments de Xnt(X). 

Démonstration. — Soit i un entier ^ 1 tel que Ci ^ 1 et i fi a ( A ) . D'après la dernière 

partie de la démonstration du lemme XL7, l'ensemble J(i) est réunion de couples 

{j — vérifiant l'une des deux conditions : 

(2) • j = dmod2Z, Xij fi a ( A i ) , X2j fi a(X2) ; 

(3) • j = d + 1 mod2Z, Ai j G a ( A i ) , X2J G a ( A 2 ) . 
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Il en résulte que l'entier c^i vérifie aussi l'une de ces conditions. Mais alors la rela

tion (1) est vérifiée pour n G { 1 , 2 } et i G h fl I2. 

Soit maintenant i un entier ^ 1 tel que ci ^ 1 et i G a ( À ) . Supposons i G h fl /2, 
posons j — c^i. Supposons d'abord la relation (1) vérifiée pour tout n G { 1 , 2 } . Alors 

l'une des deux conditions (2) ou (3) est vérifiée. L'hypothèse i G a(X) impose que c'est 

la condition (3) et que j G J + . D'après le corollaire XI.12, il existe alors A G Int(X) 

tel que j = j m a x ( A ) . Le plus petit terme de A est i. Supposons maintenant que la 

relation (1) n'est pas vérifiée pour n = 1. On a alors : 

(4) Xij > A i j + i , A i j G a ( A i ) , j = dmod2Z. 

En effet l'inégalité résulte de l'hypothèse i G I\. Puisque (1) n'est pas vérifiée pour 

n = 1, ou bien les deux dernières relations sont vérifiées, ou bien sont vérifiées les deux 

conditions : Xij fi a ( A i ) , j = d+l mod2Z. Mais celles-ci entraînent que A i ? J = A i ^ + i 

grâce au fait que A i est spéciale. Contradiction qui démontre (4). 

Il résulte de (4) qu'il existe A i G Xnt(Xi) tel que j = j m a x ( A i ) . A fortiori, j 

appartient à l'ensemble J de XI . l l . On a l'une des propriétés : 

(5) il existe A 2 G Int(X2) tel que j = j m a x ( A 2 ) ; 

(6) X2Jfia(X2). 

En effet, si A2J G a(X2), la relation (1) n'est pas vérifiée pour n = 2 puisque j = 

d mod2Z d'après (4). Puisque i G I2, l'analogue de la relation (4) est vérifiée, où l'on 

remplace les indices 1 par des indices 2. Cette relation entraîne (5). 

En utilisant (5) ou (6), une étude analogue à celle que l'on a conduite dans la 

démonstration du lemme XI. l l montre qu'il existe A G Xnt(X) tel que j = j m a x ( A ) . 

Le plus petit terme de A est alors i. 

Soient maintenant A G Xnt(X) et i le plus petit terme de A. Posons j = c^i. 

Alors j = j m a x ( A ) . Supposons comme dans la preuve du lemme XI . l l qu'il existe 

A i G Xnt(Xi) tel que j = j m i n ( A i ) (une étude similaire vaut dans les autres cas). 

Alors j = d+l mod2Z (cf. lemme XI.10) et Xij G a ( A i ) . Donc (1) est vérifiée pour 

n = 1. Puisque j = j m a x ( A ) , la relation XI . l l (10) est interdite. Donc l'une des 

conditions XI . l l (5) ou XI . l l (6) est vérifiée. En tout cas X2j G a(X2) et (2) est 

vérifiée pour n = 2. Donc i G / 1 D I2. Cela achève la démonstration. • 

XL15. Les résultats de ce paragraphe sont combinatoires, il est plus commode de 

supposer que les espaces (V,qy) et (Vn,qvn) pour n G { 1 , 2 } sont définis sur ¥q. 

On fera figurer les lettres V ou Vn dans la notation de certains objets pour bien les 

distinguer. 

Soit n G { 1 , 2 } . Notons i n l'élément suivant de X(Vn) : 

In = 
( A n , 0 ) , si À n n'est pas exceptionnelle, 

( À n , + 1 , 0 ) , si À n est exceptionnelle, 
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cf. VIIL6. Soit (ai.n,ß ) un couple de partitions paramétrisant p.. On a 

S(an) + S(ßn) = [d(Vn)/2}. 

Si (Vniqvn) est orthogonal pair, on suppose otn >- ßn. 

Posons : 

a = ai + a 2 , ß = ß1+ß2. 

Notons W le groupe W(0) si d est pair, W(l) si d est impair, ces groupes étant relatifs 

à l'espace (V,qy). On a W ~ W"(C^/2]), si (V,qy) est symplectique ou orthogonal 

impair, W ~ W(Z>d/2)» si (V,qy) est orthogonal pair. En tout cas (a,/3) parametrise 

au moins une représentation irréductible de ce groupe W. Soient p une telle représen

tation et i € X(V) tel que p = pL. La partition de d qui intervient dans les données i 

est appelée la partition induite par Ai et À 2. 

Remarque. — Cette partition est bien déterminée. En effet p est unique sauf si (V, qy) 

est orthogonal pair et a = /3. Dans ce cas la construction ci-dessus fournit deux 

données t possibles, mais les partitions qui figurent dans ces deux données sont les 

mêmes. 

Lemme. — La partition induite par X\ et À 2 est égale à X. 

Démonstration. — On suppose (V,qy) symplectique. Posons ¿ = (À,0). Il suffit de 
prouver que 

(1) 
a 1, j = T Ai.27-11 

2 Pu = 
Al.27 + I l 

2 

pour tout entier j ^ 1. De même, on a l'égalité 

^p(a 2 , /3 2 ) = <ii(* 2). 

On a calculé ^1(^2) en VIII.20. En utilisant l'hypothèse a 2 >- /3 2 , on en déduit les 
égalités 

(2) a2,j = 
'Ao .2,-1 + I l 

2 
P2 ,j = A 2 . 2 ? 

2 
pour tout j ^ 1. Rappelons la formule : 

(3) ifo>(a, /3) = (a i + a2 + [d, O]2,01+ 02 + [d-l, 1] 2 ) . 
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l/j<p(OL,/3) = ^nil(0> 

cf. VIIL7. On va calculer ces termes. Calculons d'abord (a,/3). On a l'égalité 

^ ( a i , ^ ) = ^nii(^i). 

On a calculé ^ni i (^ i ) dans la preuve du lemme VIII. 16. En utilisant la définition de 
i/j-p, cf. VIII.7, on en déduit les égalités 
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Calculons maintenant t/>nii(0- P ° u r tout entier j ^ 1, posons 

Zi = 
*1,27 + Il 

2 

A2,2j 
Z 

ïd/2-j, 

4 = 
^1.2i'-l 1 

2 
A2.9Í "h 11 

2 
+ d/2-j. 

On a les propriétés suivantes : 

(4) pour tout j G J + , Xj + d - j = 2z'{j+1)/2 -h 1 ; 

(5) pour tout j e J~, Xj + d — j = 2zj/2 ; 

(6) pour tout entier j ^ 1 tel que 2j — 1 fi J et 2j ^ J, les ensembles 

{2z'j + 1 ,2^} et { À 2 j _ i + d - 2j + 1, A 2 j + d - 2j} 

sont égaux ; 

(7) pour tout entier j > 1 tel que 2j e J — J~ et 2j + 1 G J — J + , les ensembles 

{ 2 ^ . + 1 H-1,2^} et {X2j +d- 2j, A 2 j + i H- d - 2j - 1} 

sont égaux. 

Les propriétés (4) et (5) sont immédiates. Soit j vérifiant les hypothèses de (6). Puisque 

Ai et À2 sont spéciales, Ai ? 2 j _ i et A i ? 2 j , comme A 2 Î 2 J _ I et A 2 , 2 j , sont de même parité. 

Puisque 2j — 1 fi J, 2j] fi J, on est dans l'un des trois cas suivants : 

• A I J 2 J _ I , Ai , 2 j , À 2 , 2 j - i , A 2 , 2 j sont pairs; 

• AI J 2 J_I , A i ? 2 j , A 2 ) 2 j _ i , A 2 ? 2 j sont impairs; 
• Ai }2.7-i, A i ) 2 j sont impairs et A 2 , 2 j - i , A 2 ,2j sont pairs. 

On a les égalités 

A 2 j _ i = Ai, 2j_i + A 2 J 2 J _ I , A 2j = Ai ? 2j + A 2 J 2 J - . 

Dans les deux premiers cas ci-dessus, on voit que 

A 2 j _ i -h d - 2j + 1 = 2zfj + 1, X2j + d - 2j = 2ZJ . 

Dans le dernier cas, puisque Ai et A 2 sont spéciales, on a Ai ? 2 j - i = Ai52j et A2,2j-i = 

A2,2j. On vérifie qu'alors 

A 2 j _ i + d - 2j + 1 = 2ZJ , A2j- + d - 2j = 2zfj + 1. 

Soit maintenant j vérifiant les hypothèses de (7). On a les égalités 

A 2j = Ai, 2j -f A 2 ? 2 j , A 2 j + i = Ai ? 2 j + i + A 2 , 2 j + i . 

Les définitions de J, J + et J~ entraînent : 

• A i ? 2 j , A i ? 2 j + i sont pairs et égaux; A 2 ) 2 j , A 2 , 2 j + i sont impairs et égaux. 

Alors 

A 2 j + d - 2j = 2z'j+1 + 1, A 2 j + i + d - 2j - 1 = 2ZJ . 

En utilisant le graphique XI.6 (1), on voit que l'ensemble est union 

disjointe d'ensembles { j } , où j est comme en (4) ou (5), d'ensembles {2j — 1,2j}, où j 
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est comme en (6) et enfin d'ensembles {2 j , 2j + 1}, où j est comme en (7). On déduit 

des relations (4) à (7) l'égalité : 

A + [d - 1,0] = {2Zj]j = 1,..., d} U {2zf

j + 1; j = 1,..., d}. 

En appliquant la recette de VIII.7 et en utilisant (1) et (2), on obtient l'égalité 

^nilM = ( « i + «2 + [d, 0 ] 2 , ft + /3 2 + [d - 1, lfe) • 

Grâce à (3), on conclut à l'égalité ^-p(a,/3) = r/jni\(i), ce qui achève la démonstration. 

• 

XI. 16. On conserve les hypothèses de XL6, en revenant à une situation définie sur 

F. On suppose désormais que F, Vi, V2 possèdent tous trois des réseaux autoduaux. 

On suppose aussi : 

(1) pour n G { 1 , 2 } , si (Vni qyn) est orthogonal pair non déployé, alors A n possède au 

moins un terme impair. 

La propriété suivante résulte de cette hypothèse : 

• (ViQv) e s t orthogonal pair non déployé, alors A possède au moins un terme 

impair. 

En effet, si (V,qv) est orthogonal pair non déployé, il résulte des hypothèses de X. l 

que l'un des couples (Vn, qvn) pour n G { 1 , 2 } est du même type. L'une des partitions 

A n pour n G {1 ,2} possède donc un terme impair et A aussi d'après le corollaire XI.8. 

D'après (1), pour n G { 1 , 2 } , il existe une orbite On G gn,ni\/Gn dont la partition 

associée soit A n . Idem il existe O G gni\/G dont la partition associée soit A. Fixons 

de telles orbites. 

Lemme. — On a l'égalité : 

dim(O) = dim(Oi) + d im(0 2 ) + dim(p) - dim(ft). 

Démonstration. — On suppose (V,qv) symplectique. Utilisons le lemme XI. 1 pour 

calculer dim((9), dim(Oi) et dim((92). Pour obtenir l'égalité de l'énoncé, il suffit de 

prouver que pour tout entier j > 1, on a l'égalité : 

(2) [Sj(X)/2] = [SjiXM + [e(j) + S,-(A2)/2]. 

Soit j un entier ^ 1. D'après les définitions et le lemme XI.6, on a les égalités : 

(3) S,(A) = ( 5 ' ( A l ) + 5 ' ( A a ) ' S i ^ J - J ~ ' 
[SjiXJ + SjM + i, àjeJ-J-. 

Puisque Ai et A 2 sont spéciales, on a la propriété suivante : 

(4) • pour n G { 1 , 2 } , Sj(Xn) est pair si Xnj est pair et 2e(j) + Sj(X„) est pair si 

\Hij est impair. 

Supposons X2J pair. Grâce à (4), 

[e(j) + Sj(X2)/2} = Sj(X2)/2. 
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Le membre de droite de (2) est égal à 

[ (5 j (A 1 ) + 5 , ( A 2 ) ) / 2 ] . 

Or j fi J puisque X2j est pair et l'égalité (2) résulte de (3). 

Supposons Xij et X2j impairs. Grâce à (4), 

[Sj(Xi)/2] = -e(j) + S,-(Ai)A [e(j) + Sj(X2)/2] = e(j) + S,-(A 2)/2. 

Le membre de droite de (2) est égal à : 

(^•(AO + S ^ A a ) ) ^ . 

Or j fi J puisque Xij est impair et on conclut comme ci-dessus. 

Supposons Xij pair et X2j impair. De même le membre de droite de (2) est égal à 

e(i) + ( ^ ( A 1 ) + ^ ( A 2 ) ) / 2 . 

Remarquons que j G J et, si j G J", alors j est pair et e(j) = 0. D'après (3), on a 

donc : 

2e(j) + ^ ( A i ) + ^ ( A 2 ) < Sj(X) ^ 1 + 2e(j) + S^Ài) + ^ ( A 2 ) . 

Le membre de gauche de cette relation est pair d'après ce qui précède, donc 

[S,-(A)/2] = e(j) + {Sj(\i) + Sj(X2))/2. 

L'égalité (2) s'ensuit, ce qui achève la démonstration. • 

XI.17. On conserve les mêmes hypothèses. Soient n G { 1 , 2 } et i n un élément de 

Ist(V) de la forme ( A n , r n , 5 n ) ou (A n , en, r n , 5 n ) , cf. IX.10. Notons Dn l'entier tel 

que f a m _ 1 ( r n , ^ n ) G S [ d / 2 ] , D n , posons : 

kn — 

(Dn - l ) / 2 , si (Vn,qvn) est symplectique, 

(Dn + l ) / 2 , si (Vn,qvn) est orthogonal impair, 

Dn/2, si(Vn,qvn) est orthogonal pair. 

En VIII.17, VIII.19 et VIII.21, on a défini les ensembles 

ZntX/{Tn,ôn) et lntYj(Tn,ôn) 

pour £ G Z. Plus exactement, dans le cas orthogonal, on a défini Xnty^(r n , Sn) mais 

nous le noterons désormais TntY,e(Tn,ôn). On pose 

Zntn,x =Zntx,kn + l{Tn,Ôn), Intn}Y =IntYikn + l(Tn,Ôn). 

Rappelons que pour tout entier i ^ 1, on a posé Ci = Q ( A ) . On a aussi posé co = oo. 

Pour tout i G N, posons : 

Nn(i)= { A G Iïltnix ; jmax(A) ^ C^i - l } 

- { A G Xnt n ,y ; 1 ^ j m i n ( A ) ^ c ^ ( i + i ) + 1} ; 
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an(i) = 
[—Tp 1 ~ kn + Nn(i), si (Vn,qvn) est symplectique, 

— ^ - fcn + Nn(0, si (F n , qVn) est orthogonal; 

MO = 
^ n , c ^ ( t + ^ ) + l + + ^ _ N ^ ^ g . ^ ^ s y m p l e c t i q u e 

w , c ^ ( » + 1 ) + i _j_ fcw _ 7 V n ( i ) , si ( V , g y n ) est orthogonal; 

iMO = E 
AeTnt(\n);c^(i+1 I < j m a x 

( _ l ) T n ( A ) + ( 5 n ( A ) + * : n 

2 

A e X n t ( A n ) ; c ^ ( i + 1 ) < j m i n ( A ) ^ c ^ i 

( _ l ) r n ( A ) + ( 5 n ( A + ) + f e n 

2 

Notons ^ n l'ensemble des applications / n : N - {0} —> { - 1 / 2 , 0 , 1 / 2 } telles que, pour 

tout i G N — { 0 } , on ait les relations : 

• si i G In ou si i > d, fn(i) = 0 ; 

• si a ^ 1 et i fi In, fn(i) G { - 1 / 2 , 1 / 2 } ; 

• si Ci = 0, fn(ï) = fn{i -f 1). 

Lemme 

(i) On a Végalité Nn(0) — kn. 

(ii) Pour tout i G N, on a les inégalités 

0 < an(i) ^ an(i + 1), 0 ̂  bn(i) < bn(i 4- 1). 

(iii) Pour tout entier i > 1, on a Végalité : 

WnO i) = | { A G Tntny\ 1 < j m i n ( A ) ^ C ^ } | 

- { A G Trctn,x ; j m a x ( A ) < C ^ } + e(d) + 2n(0 , 

ou f - 1/2, $'t/ existe A G T n t ( A i ) te/ G J(A) - { j m a x ( A ) } , MO = < 
[ 0 , sinon. 

(iv) i entier ^ 1 te/ ̂ e Q ^ 0 . On a /es égalités suivantes : 

• s'zZ n'existe pas de A e lnt(Xn) tel que c^i = j m i n ( A ) ou c^i = jmax(A), 

Nn(i) + wn(^ i)-e(d) = 
0, si \n,c^i fi & ( A n ) , 

~~ 2 ' 5 ^ ^ n ' c ^ « ^ a ( A n ) 5 
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• si A G Tnt(Xn) est tel que c^i = j m a x ( A ) , 

Nn(i) + wnO* i)-e(d) = 1 
~2 

( _ l ) T n ( A ) + 5 n ( A ) + / c n 

2 

• si A G lnt(Xn) est tel que c^i = j m i n ( A ) , 

Nn(i) + wnO* i)-e(d) = 

(_l \ r n ( A ) + ( 5 n ( A + ) + f c n + l 

2 
sz Ci > 2 

1 
" 2 ' 

SZ Ci = 1. 

(v) Soit i un entier ^ 1 tel que c*_i ^ 0. On a /es égalités suivantes : 
• s?z7 n'existe pas de A G Znt(A n ) te/ g^e + 1 = J m i n ( A ) ou c^i -h 1 = 

J m a x 

Nn(i - 1) -h w n ( > i) - e(d) = 
0, si A n ? c > i + i fi a(An), 

- - , sz A n , c ^ .+i G a(An) ; 

• si A G Jnt(An) est tel que c^i + 1 = j m a x ( A ) , 

A T n ( i - l ) + w n ( ^ i)-e(d) = 

/ _ 1 \ r n ( A ) + ( 5 r i ( A ) + f c n + l 

2 
si C i _ i ^ 2, 

1 
" 2 ' 

sz Ci-i = 1; 

• si A G Xnt(An) est te/ g^e c->i + 1 = j m i n ( A ) , 

Nn(i - 1) + w n ( ^ 0 - e(d) = 
1 

~2 " 

( _ l ) r n ( A ) + ( 5 n ( A + ) + / e n 

2 
(vi) Pour tout entier i > 1, tout fn G Tn et tout e G { ± 1 } , 

d/2 4- ew n ( i ) + efn(i) - efn(i + 1) 

est entier ^ 0. 

Démonstration. — Si Jnt(An) ^ 0 , on vérifie que j m i n ( A n 5 m i n ) < c^i + 1 . On a donc 
l'égalité : 

ATn(0) = \Intn,x\ ~ | { A G Jnt n ,y ; 1 ^ j m i n ( A ) } | . 

Si (VÇ^çvn) e s ^ symplectique, cette égalité devient : 

Nn(0) = \lntXii+kn(Tn, Sn) \ ~ \ Znt Yli+kN(Tn,ôn)\. 

En utilisant les égalités : 

\lntx,o{Tn, àn) \ 4- \lntx,i (Tn, ôn)\ = |Jnt(An)|, 

\lntY$(T n,ô n)\ + \lntY,i(Tn,ôn)\ = \lnt(Xn)\ + 1, 
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on obtient 

Nn(0) = 
' \TntXli(jn,ön)\- \TntYli(rn,ön)I, si kn est pair, 

- 1 - \Xntx,i(rniôn)\ + \XntY,i(Tn,6n)\, si kn est impair. 

Si (Vn, qyn) est orthogonal pair, kn est pair et on a de même : 

Nn(0) = \Xntx,i{Tn,ön)\ - \XntY,i(Tn,ön)\. 

Si (Vn,qyn) est orthogonal impair, l'unique élément A de Xnt(Xn) qui ne vérifie pas 

la relation 1 < j m i n ( A ) est A n , m a x . On a r n ( A n , m a x ) = <J n (A+ m a x ) = 0. On obtient 

( \Xntx,i(Tn,ön)\ - \XntY:1(rn,6n)\, si kn est pair, 
Nn(0) = < _ 

( 1 - \Xntx^(rn,ôn)\ + |Inty,i(r n ,(J n)| , si fcn est impair. 

On obtient le (i) de l'énoncé en appliquant les lemmes VIII.17, resp. VIII.21, VIII.19. 

Démontrons (ii) en supposant (Vn,qvn) symplectique. Soit i-G N. Posons c = c^i, 

cf = c ^ ( i + i ) , c" = c^(i+2)- Démontrons les inégalités 

d: "A"'c'+2

1 + 1 ] - [A"'c7 + 1 ] < Nn(i) - Nn(i + 1) <[A"'c7 +Ac7 • 
Par définition, 

Nn(i) - Nn(i + 1) < { A G Xnt{\n)',c' ^ i m a x ( A ) < c - 1} . 

Si Cj = 0, on a c = c et le membre de droite ci-dessus est nul. La deuxième inégalité 

de (1) est claire. Supposons c* 7̂  0. Il résulte du lemme XI. l l (ii) qu'un élément de J 

appartenant à J(ï) = {cf + 1,..., c} est forcément égal à c' + 1 ou à c. En particulier 

si A G Xnt(Xn) vérifie c' < j m a x ( A ) ^ c - 1, on a j m a x ( A ) = c' ou j m a x ( A ) = c' + 1 

et dans ce cas c' + 1 ^ c — 1. Comme de plus j m a x ( A ) = d mod 2Z, on voit qu'il existe 

au plus un tel A. Donc 

Nn(i)-Nn(i + 1) ^ 1. 

Si cette inégalité est stricte, la deuxième inégalité de (1) est claire. Supposons Nn(i) — 

Nn(i + 1) = 1. Il existe alors A comme ci-dessus. Puisque | J (A) | est pair, cf G J (A) , 

donc \ n , c ' est pair. D'autre part 

An,c' > ^ n , j m a x ( A ) > ^ n , j m a x ( A ) + l ^ A n, c. 

Donc 
1 ^ ^n,c' ^ n , c l 
1 ^ [~2~\ ~ l ~ \ 

et cela démontre la deuxième inégalité de (1). 

Par définition 

- { A G Xnt(\n)',c" + 2 < j m i n ( A ) < c' + 1 } | ^ Nn(i) - Nn{i + 1). 

On en déduit comme ci-dessus la première inégalité de (1). 

Il résulte de (1) que 

a>n(i) ^ an(i + 1), bn(i) ^ bn(i + 1). 
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Grâce à (i), on voit que a n (0) = bn(0) = 0. D'où (ii). 

Soit i un entier > 1. On a les égalités : 

Wn(^ i) = - ^ { A G lntn,x ; jmax(A) < } 

+ ^ { A G lnt(Xn) - lntnjX 5 jmax(A) < } 

+ i { A G X n £ n ? y ; 1 ^ jmin(A) ^ c^i] 

- i { A G lnt(Xn) -IntnjY

m, 1 < J m i n ( A ) < C ^ * } • 

Posons 

4 ( i ) = - { A G Int(Xn); j m a x ( A ) < c ^ } - 2 i A G
 J n t ( A n ) ; 1 < Jmin(A) ^ C > i } . 

Alors 

w n ( ^ i) = { A G 2n£ n > y ; 1 ^ j m i n ( A ) ^ C ^ } 

- | { A G Znt^x ; i m a x ( A ) ^ C>i}\ + < ( i ) . 

On calcule 

Z'n(i) = e(d) + *n(0> 
d'où le (iii) de l'énoncé. 

Supposons de plus Q 7̂  0, donc c ^ + i ) + 1 < c ^ . En utilisant la définition de 
7Vn(i) et la formule ci-dessus exprimant wn(^ i) , on obtient 

Nn(i) + wn(^ i) = {A G Zra£n,y ; c ^ ( i + i ) + 2 < j m i n ( A ) ^ c ^ } 

- { A G Tntny ; jmax(A) = c^i) +e(d) + zn(i). 

Il résulte du lemme XI . l l (ii) qu'un élément de J appartenant à J(ï) est forcément 

égal à c ^ + i ) + 1 ou a c ^ - On a donc 

{ A G Xnt n ,y ; c ^ ( i + i ) + 2 ^ jmin(A) ^ c ^ } = 

o, si a = i , 

J { A G In£ n ,y ; jmin(A) = c ^ } | , si > 2. 

On déduit le (iv) de l'énoncé des égalités précédentes en séparant tous les cas possibles. 

La preuve de (v) est analogue. 

Soit i un entier ^ 1. Montrons que : 

(2) l'entier c->* + 2wn(^ i) + 2fn(i) est pair. 

Si i > d, c'est évident. Sinon, remplacer i par le plus petit entier i' ^ i tel que Q> 7̂  0 

ne modifie pas l'entier ci-dessus. On peut donc supposer a 7̂  0. Grâce à (iii), il suffit 
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de prouver : 
c>i + 2fn(i) + 2zn(i) + d EE 0 mod2Z 

Notons A, resp. B, C, l'ensemble des entiers j ^ 1 tels que j = dmod2Z, resp. 
Xnj G a(An), resp. A n ? j > \nj+i. Notons A1', resp. i?', C" le complémentaire de A, 
resp. 5 , C, dans N — { 0 } . Enfin, pour tout sous-ensemble D de N - { 0 } , notons 1 D 
sa fonction caractéristique. Posons j = c^i. On a 

c^i + d = 1A'(J) mod2Z. 

Par définition de Tn et 7 n , on a 

(3) 2fn(i) = l{Ar\BnC)u{A'n B'nc){J) mod2Z. 

Enfin, grâce au lemme XI. 10, 

2zn(i) = l ( A ' n B ) u ( c n B ) ( j ) mod2Z. 

On est ramené à prouver : 

1 A-f- ~L{Ac\Bc\C')\j{A'nB'nC'){J) + l(A'nB)u(C'nB)(j) = 0 mod2Z. 

On constate que cette relation n'est fausse que si j G A'C\B'C\C. Or si j G A ' f l B ' , on a 
j = d + l mod2Z et Xnj fi S(An). Puisque A n est spéciale, cela entraîne Xnj = À n,j+i, 
donc j fi C. Donc Af OB' C)C = 0 et cela démontre (2). 

Par différence, on déduit de (2) que pour e G { ± 1 } , le nombre 

(4) Ci/2 + ewn(i) + efn(i) - efn(i + 1) 

est entier. Montrons qu'il est ^ 0. Si Q = 0, il est nul. Supposons Ci > 1. On a 
déjà utilisé plusieurs fois que si A G lnt(\n) vérifie c ^ + 1 ) < j m a x ( A ) ^ c ^ , resp. 
c ^ ( i + i ) < j m i n ( A ) ^ c^i, on a nécessairement j m a x ( A ) = c^+^+l ou j m a x ( A ) = c ^ , 
resp. j m i n ( A ) = c ^ ( i + i ) + 1 ou i m i n ( A ) = c ^ . Posons 

w' = 

1 
r 

s'il existe A G Int(\n) tel que = j m a x ( A ) ou = j m i n ( A ) , 

0, sinon ; 

w" = 

1 
9 s'il existe A G lnt(\n) tel que c>^+n + 1 = J m a x ( A ) 

O U C ^ ( i + i ) + 1 = J m i n ( A ) , 

0, sinon. 

Alors 
\wn{i)\ ^w' + w". 

Utilisons les notations ci-dessus. Grâce au lemme XI. l l , on voit que si w' — 1/2, on 
a c^i G (A' D B) U (A fl B n C) . Grâce à (3), on a alors fn(i) = 0. On obtient 

îi/ + | / n ( i ) | < l / 2 . 
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De même, si w" = 1/2 et c ^ + 1 ) ^ 0, on a ^ ( ¿ + 1 ) € (A' D S ) U (AnB'). Grâce à (3), 
on a alors fn(i + 1) = 0. On obtient 

ti/' + |/n(* + l ) | < l / 2 . 

On déduit de ces relations l'inégalité 

K.(*) +/«(*)-/»(»+ 1)1 < i. 
Le nombre (4) est donc > —1/2. Puisqu'il est entier, il est ^ 0. Cela démontre (vi) et 

achève la démonstration du lemme. • 

Pour tout fn G Tn, on définit une suite finie m(fn) — (m(fn)i)i^i d'entiers ^ 0 

par l'égalité : 

m(fn)i = Ci/2 - wn(i) - fn(i) + fn(i + 1) 

pour tout i ^ 1. On pose par convention ra(/n)o = 00. 

XI.18. Soit ( a n , / 3 n ) un couple de partitions paramétrisant la représentation pLn G 

Hst(Vn), cf. IX.10. Si (Vn,qvn) est orthogonal pair et kn — 0, on suppose a n >- ßn. 

Notons M(in) l'ensemble des suites finies m = (mi )^ i d'entiers ^ 0 telles que pour 

tout entier i ^ 1, on ait : 

(1) 0 ̂  mi ^ Ci] 

(2) 2S m > i (a n ) + 2 S c ^ _ m ^ ( / 3 J = % , f t , m ^ , ^ - m>L), 

cf. XI.2 pour la définition de ce dernier terme. 

Lemme. — On a Végalité Ai(tn) = {m{fn)\fn G Tn}. 

Démonstration. — On suppose {Vn,qvn) symplectique. Remarquons que pour fn G 

Tn, la suite m{fn) vérifie (1) d'après le (v) du lemme précédent. Soit m = (rr^)^i 

une suite finie d'entiers ^ 0 vérifiant (1). Soit (X,Y) un représentant du symbole 

f a m _ 1 ( r n , 5 n ) . On suppose \X\ + \Y\ assez grand. Soit i un entier ^ 1. Alors la 

condition (2) est équivalente à : 

(3) Sm>i (X) + S c > i - m > i (Y) = Sc>i (X U Y). 

En effet, il suffit de reprendre la démonstration du lemme XI.2 : l'inégalité de son 

énoncé est une égalité si et seulement si l'inégalité XI.2 (1) est une égalité. 

Notons (Xsp,Ysp) l'unique symbole spécial dans la même famille que (X,Y), tel 

que \Xsp\ + \Ysp\ = \X\ 4- \Y\. Ecrivons 

Xsp = {x i > x 2 > • • • > x r + i } , Ysp = {2/1 > y2 > • • - > yr}. 

Posons 

Kx = { j m a x ( A ) / 2 ; A G I n t . * } , KY = {Omin (A) + l ) / 2 ; A G IntnX}. 
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D'après la démonstration du lemme VIII. 17, on a les égalités : 

X = (Xs? - {Xj ; j € Ky}) U {ys ;jeKx}, 

Y = (Y*? - {Vj ; j € Kx}) U ; j G tfy}. 

Fixons un entier 2 ^ 1 . Notons S l'ensemble des couples (Sx, Sy) tels que : 

• S x C { l , . . . , r + l } , 5 y C { l , . . . , r } ; 

• l'ensemble avec multiplicités {x^; j G S x } U j G S y } est égal à celui des c>i 

plus grands termes de Xsp U Ysp. 

Notons S(ï) l'ensemble des entiers s G { 0 , . . . . c>^l tels que 

Sa(X) + Sc>i-s(Y) = Sc>i(XUY). 

On a : 

(4) l'application (Sx, Sy) ^ s = \SX\ ~ \SX D K y | + |Sy D K x | 

est une bijection de S sur <S(z). 

En effet, soit (SXÎSY) G S. On a l'inclusion 

X D {xj ; j G Sx ~ Sx H KY} U { y , ; j G Sy H X x } 

et ce dernier ensemble a s éléments. On en déduit s ^ 0 et : 

SS(X) > y 
•jeSx-SxnKï 

xj E Vi 
jeSynKx 

Idem, on a l'inclusion 

Y D {Vj ;j eSY-SYr\Kx}U {XJ ;j£SxnKY} 

et ce dernier ensemble a c^j — s éléments. Donc s ^ cj>j et 

Sc>,-.00 5 y: jeSx-SxnKï 
yj E 

jeSynKx 
xj 

Des deux inégalités ci-dessus et de la définition de S résulte l'inégalité 

s, PO + Sc>i-.(Y) > sc>i {xsp u r " ) . 

Mais on a trivialement 

Sa(X) + Sc>i-a(Y) ^ Sc>i (X U Y) = Sc^(Xsp U Ysp). 

Ces deux dernières inégalités sont donc des égalités et s G S(i). Inversement, soit 

s G S(i). Notons S'x, Sy, S'x, Sy les ensembles d'entiers tels que l'ensemble des s 

plus grands termes de X soit 

{xj-jes'xjuiyj-jesï} 
et celui des c>7- — s plus grands termes de Y soit 

{yj'J eS^u ixj-j eS^}. 
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On pose (Sx, Sy) = (S'x U S£ , S'Y U S£). On vérifie que (Sx, Sy) G S et que l'appli

cation s H-» (Sx, Sy) ainsi définie est inverse de la précédente. Cela démontre (4). 

Supposons Ci 7^ 0. Le calcul de S est immédiat grâce aux inégalités Xj ^ ?/j ^ Xj+\ 

pour tout entier j G { 1 , . . . , r } . On obtient : 

(5) • si c^i est pair et yc>i/2 > xi+c>i/2, resp. si est impair et x ( 1 + c ^ . ) / 2 > 

2 / ( i + c > i ) / 2 » S a un seul élément : 

( { 1 , . . . , c ^ / 2 } , { 1 , . . . , c ^ / 2 } ) , resp. ( { 1 , . . . , (1 + c ^ ) / 2 } , { 1 , . . . , ( C > i - l ) / 2 } ) ; 

(6) • si est pair et yc>i/2 = Xi+c>i/2, resp. si est impair et x ( 1 + c ^ . ) / 2 = 

2 / ( i + c > i ) / 2 î S a deux éléments : celui décrit ci-dessus et de plus 

( { l , . . . , l + c ^ / 2 } , { l , . . . , c ^ / 2 - l } ) , 

resp. ( { 1 , . . . , ( c > i - l ) / 2 } , { 1 , . . . , (1 + c ^ ) / 2 } ) . 

On a calculé Xsp et F s p dans la preuve du lemme VIII. 16. Les hypothèses de (5) sont 

équivalentes à ce que l'une des conditions suivantes soit vérifiée : 

• c^i est pair et Xc^i est impair ; 

• c^i est pair, Xc^i est pair et Xc^i > A c ^ i + i ; 

• c^i est impair et Xc>i est pair. 

C'est équivalent à : i G In. De même les hypothèses de (6) sont équivalentes à i fi In. 

Soit (Sx, Sy) G «S. Remarquons que sous les hypothèses de (6), on a : 

• si est pair, 1 + c ^ / 2 fi KY et c ^ / 2 £ Kx, car # i + c ^ / 2 = 2 / ^ / 2 ; 

• si c^i est impair, (1 + c ^ ) / 2 £ i f y et (1 4- c^»)/2 fi Kx, car x ( i + c ^ . ) / 2 = 

2/(i+ c ^)/2-

On en déduit que pour A G Zn£ n ? y, resp. A G Tntn,x, on a : 

0min(A) + l ) / 2 G Sx j m i n ( A ) < C ^ , 

resp. 

J m a x 

(A) /2 G Sy 4=> j m a x (A) < C ^ » . 

Donc 
\SxnKY\ = | { A G X ^ n , y ; j m i n ( A ) < c ^ } | , 

|Sy HJ^xl = | { A G J n t n , x ; j m a x ( A ) ^ C ^ } | . 

Supposons i e In. D'après (5), on a 

\Sx\=c>i/2 + e{c>i). 

Grâce au lemme XI. 17 (iii), on obtient : 

|Sx| - |Sx H KY\-f |Sy fl Kx\ = c^/2 - wn(^ i) + e ( c ^ ) + zn{ï). 
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Mais, d'après XI.17 (2), c^i/2 — wn(^ i) est entier. Puisque e{c^>i) + zn(ï) G { — 1/2,0, 

1/2}, ce terme est nul. Grâce à (4) on obtient : 

(7) si i G J n, S{i) = {c^i/2 - wn{^ i)}. 

On démontre de même : 

(8) si c. ^ 0 et i fi J n, S(i) = {c^/2 - wn& i) - 1/2, c>i/2 - wnfe i) + 1 /2} . 

Définissons une application / : N — { 0 } —> R par 

f(i) = c^i/2 - w n O i) - m^i 

pour tout entier i ^ 1. Il résulte de (1) que si i est un entier ^ 1 tel que Q = 0, on 

a f(ï) = f(iî -f 1). De plus / ( i ) = 0 si z > d. D'autre part la condition (3) est vérifiée 

pour tout entier i ^ 1 si et seulement si elle l'est pour tout i tel que c$ ̂  0. Il résulte 

alors de (7) et (8) que la condition (3) est vérifiée pour tout i > 1 si et seulement si 

/ G Tn. Bien sûr f e Tn si et seulement si m G {m(fn);fn G .F n }- On en déduit 

l'énoncé. • 

XI.19. Lemme. — Soient j G N et fn G Supposons 

m ( / n )^( i + i ) + l < i < ™>(fnhii
 resP- c ^ ( i + i ) ~ ^ ( / n ) ^ ( i + i ) + l < J < c^i-m(fn)^i. 

Alors on a les égalités 

an,j = Q>n(i), resp. pnj = bn{i). 

Démonstration. — On suppose (Vn,qvn) symplectique et on reprend les notations de 

la démonstration précédente. L'assertion est triviale si a — 0. On suppose Ci ^ 0 et 

de plus i > 1. On pose 

c = c^i, c ; = c ^ ( i + 1 ) , m = m(fn)^i, m1 = m ( / n )^( i + i ) . 

Notons X(i) resp. Y (i) resp. T(z), l'ensemble des m, resp. c —m, resp. c plus grands 

termes de X , resp. F, resp. X U F, dont on retranche l'ensemble des m', resp. c' — 

m', resp. c', plus grands termes. Dans le cas de T(z), il s'agit d'un ensemble avec 
multiplicités et on peut remplacer X U Y par Xsp U Ysp dans sa définition. On a 
démontré que la suite m(fn) vérifiait la relation XI.18 (3). Celle-ci implique : 

(1) X(i)uY(i) = T(i). 

D'autre part, d'après VIII.15 et IX.10, on a les égalités : 

f X(i) = {anJ + r + kn -h 1 - j ; j = m' + 1,.. . , r a } , 

2 \ y ( i ) = {/?n>:7- -h r - fcn - j ; j = c' - m 7 + 1,..., c - m}. 

On a la propriété suivante : 

(3) soit £ G { 1 , . . . , 1 4- 2r} ; alors le ^-ième plus grand terme de Xsp U Ysp est égal à 

r + Xn//2 - £/2 + |e(Àn,<) - e(*)|. 
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En effet, puisque (Xsp,Ysp) est spécial, ce terme est y ¿¡2 si £ est pair et X(£+iy2 si ^ 

est impair. On calcule ces termes grâce aux formules données dans la démonstration 

du lemme VIII. 16. 

On a les propriétés suivantes : 

(4) l'ensemble sans multiplicité sous-jacent à T(i) est formé d'entiers consécutifs ; 

notons-le { £ , . . . , t' — 1} ; 

(5) pour £ G {t,..., t' - 1} , la multiplicité de £ dans T(i) est 2 si £ ^ t et £ ^ t' - 1, 

elle est 1 ou 2 si £ = t ou £ = t' - 1. 

C'est évident si Ci = 1 car T(i) n'a alors qu'un élément. Supposons a ^ 2. D'après 

(3), 

T(i) = {r + A n,*/2 - £/2 + |e(A n , ,) - e(£)\; £ = c' + 1,... , c } . 

La suite ( A n ^ ) £ = c / + i } . . . j C est décrite par le lemme XI.9. Dans chacun des cas, on vérifie 

les propriétés requises. 

Grâce à (1) et au fait que X(i) et Y(i) sont « sans multiplicité » par définition, on 

déduit des propriétés (4) et (5) que X(i) et Y(i) sont formés d'entiers consécutifs. En 

utilisant (2), on en déduit : 

(6) les suites ( a n ) j ) j : = m ' + i , . . . , m et {f3nj)j=c'-m'+i,...,c-m sont toutes deux constantes. 

Supposons m > mf. Notons i) l'ensemble des m plus grands termes de X. 

Notons £ le plus petit élément de X(i), qui est aussi le plus petit élément de Xfë i). 

D'après (4) et (5), on a : 

E = t, s i £ G X ( ^ z ) , 

k t + l , s\t£X(^ï). 

Prouvons plus précisément : 

(7) £ = t si l'une des propriétés suivantes est vérifiée et £ = t + 1 si aucune de ces 

propriétés n'est vérifiée : 

• c est pair, c/2 G Kx ; 

• c est pair, A n ? c est impair ; 

• c est impair, i G In et (c 4-1)/2 fi Ky ; 

• ifi lnet fn(i) = - 1 / 2 . 

Définissons un couple d'ensembles (Sx, S'y) de la façon suivante : 

• si i G In ou si i fi In, c est pair et fn{ï) — 1/2, ou si i fi 7 n , c est impair et 

fn(i) = —1/2, c'est le couple écrit en XI.18 (5) ; 

• si i\ fi I n , c est pair et /n(0 = —1/2 ou si 2 fi 7 n , c est impair et fn{ï) — 1/2, c'est 

le couple écrit en XI. 18 (6). 

D'après la preuve du lemme XI.18, on a l'égalité 

X(>i) = te ; J € Sx - Sx H # y } U { % ; j G Sy H Kx}. 

Alors £ = resp. £ = t + 1, si t appartient à cet ensemble, resp. n'y appartient pas. 
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Supposons c pair. Alors t = yc/2 et t G X(^ i) si et seulement si l'une des conditions 

suivantes est vérifiée : 

(8) 
• c/2 E Sy n Kx ; 

• il existe j G Sx — Sx H Ky tel que x?- = yc/2. 

Remarquons que si c/2 Gx les hypothèses de XI.18 (5) sont vérifiées et c/2 G Sy 

La première condition de (8) est donc équivalente à 

• c/2 G Kx. 

S'il existe j G Sx tel que Xj = yc/2i c e 3 n'appartient pas à Sx H Ky par définitior 

de Ky. Un tel j est forcément égal à c/2 ou à c/2 + 1. D'après les formules de h 

démonstration du lemme VIII. 16, l'égalité xc/2 = yc/2 est équivalente à : A n ? c esi 

impair. La deuxième condition de (8) est donc vérifiée si et seulement si l'une de: 

conditions suivantes l'est : 

• A n ? c est impair et c/2 G Sx ; 

• Zc /2+i = Vc/2 et c/2 + 1 G Sx-

On a toujours c/2 G Sx- D'autre part # c / 2 +i = yc/2 si et seulement si les hypothèse* 

de XI.18 (6) sont vérifiées, i.e. i fi In et, dans ce cas, on a c/2 + 1 G Sx si et seulemem 

si fn{ï) = —1/2. La deuxième condition de (8) est donc vérifiée si et seulement si l'un< 

des conditions suivantes l'est : 

• \n,c est impair ; 

• i fi In et fn(i) = - 1 / 2 . 

On voit que l'on a démontré (7) sous l'hypothèse c pair. 

Supposons maintenant c impair. Alors t = #( c +i) /2- Remarquons que, par définitior 

de Kx, il n'existe pas de j G Kx tel que yj = £( c +i) /2- Alors t G X(^ i) si ei 
seulement si ( c + 1 ) / 2 G Sx — Sx f lKy. Si i G 7 n , on a ( c + l ) /2 G Sx et la conditior 

précédente est équivalente à ( c + l ) / 2 ^ Ky . Si i fi In, les hypothèses de XI.18 (6) som 

vérifiées donc £ ( i+ c ) / 2 = 2/(i+ c )/2 et ( l + c)/2 ^ Ky . La condition est alors équivalent* 

à (c + l ) /2 G Sx, ou encore à / n(fc) = —1/2. Cela achève la vérification de (7). 

Démontrons maintenant l'égalité : 

(8) £ = an{ï) + r + /cn + l - ra 

Posons 

C = t - an(ï) - r - kn - 1 + m. 

On calcule t grâce à (3) appliqué à £ = c. En explicitant a n(z) et m, on obtient : 

c 
An,c 

2 

f A n , c l 

. 2 . 
|e(A n , c ) - e(c)| - JVn(i) - w n ( ^ i) - / n ( i ) - 1. 

Traitons les différents cas possibles : 

• c est pair et A n ? c est impair. La relation XI. 14 (1) est vérifiée, donc i G In et 

fn{i) — 0- Grâce au lemme XI.17 (iv), Nn(i) + wn(^ i) = 0. On obtient Ç = 0. Mais 

£ = t d'après (7), d'où l'égalité (8). 
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• c est pair, À n > c est pair et i G In. Alors fn{i) = 0 et 

( = -Nn(i)-wn{^ ï)-l. 

Puisque i G In et puisque la relation XI.14 (1) n'est pas vérifiée, on a \ n , c > 

À n ? c + i . Alors il existe A G Xnt(Xn) tel que c = j m a x ( A ) . Pour cet élément A, le 

lemme XI. 17 (iv) implique : 

c = 
0, si A G Intn^x, 

— 1, si A fi Xntn^x • 

Mais la condition A G Xntn,x est équivalente à : c/2 G Kx- En comparant avec (7), 

on obtient (8) ; 

• c est pair, À n 5 C est pair et i fi In. Cette fois À n , c = À n , c +i et il n'existe pas de 

A G lnt(Xn) tel que c = jmax(A). A fortiori c/2 fi Kx- Puisque c est pair, il n'existe 

pas non plus de A G Int(Xn) tel que c = j m i n ( A ) . Grâce au lemme XI.17 (iv), on 

obtient : 

C = - l / 2 - / „ ( t ) . 
En comparant avec (7), on obtient (8) ; 

• c est impair et À n , c est impair. On a Xn^c = À n ? c +i puisque Àn est spéciale, donc 

i fi In. Grâce au lemme XI. 17 (iv), on obtient : 

C = - 1 / 2 - /„ (*) 

et on conclut en comparant avec (7). 

• c est impair et A n , c est pair. La relation XL 14 (1) est vérifiée et i G In, d'où 

fn (i) = 0. Puisque c est impair, il n'existe pas de A G Xnt(Xn) tel que c = j m a x ( A ) . 

Le lemme XL 17 (iv) implique y{— 1, si ci ^ 2 et il existe A G Xntny tel que c = j m i n ( A ) , 

0, sinon. 

Remarquons qu'il existe A G Xntn^y tel que c — j m i n ( A ) si et seulement si ( c + 1 ) / 2 G 

Ky. En comparant avec (7), on obtient (8) sauf dans le cas ou Q = 1 et £ = £+1. Mais 

ce cas ne peut pas se produire. En effet, si Q = 1, T(i) = {t}. On a supposé m > m'. 

D'après (1), on a donc X(i) = T(i) = {t}. Alors £ = t. Cela achève la démonstration 

de (8). 

On déduit de (2), (6) et (8) l'égalité 

pour tout j G {m' + 1,..., m } . On démontre de façon analogue l'égalité 

Pn,j = bn{i) 
pour tout j G {d — m' + 1, • . . , c — m } . 

On a supposé i ^ l . Traitons le cas i = 0. Notons T(0) l'ensemble X U Y dont 

on retranche le sous-ensemble des c^i plus grands termes. Il résulte du lemme XI.9 
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que Àn?£ = 0 pour t ^ c^i + 1. Alors T(0) vérifie encore (4) et (5) et on en déduit 
que les suites (an,j), resp. ((3nj), sont constantes pour j ^ m(fn) ^ \ + 1, resp. j ^ 

c> 1 - m ( / n ) ^ i + l. Ces valeurs constantes ne peuvent être que nulles et on obtient 
encore les égalités de l'énoncé. Cela achève la démonstration. • 

Le lemme est équivalent à l'énoncé suivant : pour tout fn G Tn, on a les égalités 

an U 
i>1 

(an(i)) , ™ ( / n ) i ßn U 
i>1 

(bn(i)) Ci-m(fn)i 

XI.20. Notons r(*,n) l'ensemble des triplets (a,/3, m) de suites finies d'entiers ^ 0 

vérifiant les conditions suivantes : 

• p(a) ^ a n , p(ß) < ßn ; 
• pour tout entier i ^ 1, 0 ^ rrti ^ ; 

• pour tout entier i > 1, on a l'égalité : 

2a ^(m^.) 2/^ 
(c^._m^.) = E(an, ßn, m^i, c^i - m^i) 

cf. L5 et XL2 pour les notations. 

Lemme. — On a Végalité 

Г(¿ n ) = { a „ , / 3 n , m ( / n ) ; fn G J ^ } -

Démonstration. — Si m G M(tn), il est clair que ( a n , / 3 n ,m) G T(^n). L'inclusion du 

membre de droite de l'égalité de l'énoncé dans celui de gauche résulte du lemme XI.18. 

Soient (a,/3, m) G r(*,n) et i un entier ^ 1. Puisque p(a) < a n , on a l'inégalité 

a^(m^.) an^(m^.) ^ Sc^i—m^iißn) • 

Idem, 
2S(c^._m^.) ^ Sc^i—m^iißn) • 

Grâce au lemme XI.2, on a la suite d'inégalités : 

(1) 

£ ( « n , /3 n , m^i, c^i - ra>») = 2 a ^ ( m ^ . ) + 2 / ^ ( c ^ . _ m ^ . ) 

^ 2Sm>i( otn) + 2 S c^i-rn^i(ßn) 

< £ ( a n , /3 n , m>», c>* - m>i). 

Ces inégalités doivent être des égalités. L'égalité des deux dernières lignes implique 

que m G M(tn) et, grâce au lemme XI.18, il existe fn G Tn tel que m = m{fn). 

Montrons que : 

(2) OLJ = a n j pour tout j G { 1 , . . . , m ^ } • 

Posons m = m^i, ra; = ra^+1). En raisonnant par récurrence descendante sur i, on 

peut supposer que aj = anj pour tout j G { 1 , . . . , ra '}. On peut supposer m > m'. 

L'égalité des deux premières lignes de (1) implique 

a < m — S m(oín), 
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d'où 
m 

E 
j=m' + l 

rn 

E 
j=m'-\-L 

an,j 

D'après le lemme XI.19, les termes de la somme de droite ci-dessus sont tous égaux. 

Grâce à l'inégalité p(a) ^ otn et à l'hypothèse de récurrence, ces termes sont supé

rieurs ou égaux à ceux de la somme de gauche ci-dessus. Tous ces termes sont donc 

égaux et l'on obtient (2). 

Comme ci-dessus, la relation (2) pour i = 1 entraîne que otj < a n > m > 1 + i pour tout 

j ^ m^i + 1. Mais an^m^1+i = 0, donc ctj = anj = 0 pour tout j > ra^i + 1. 

Cela démontre que a = a n . On démontre de même l'égalité (3 = (3n. Cela achève la 

démonstration. • 

XI.21. On conserve les hypothèses de XI.16. Pour tout n G { 1 , 2 } , soit i n un élément 

de lst(Vn) de la forme (Àn, r n , ôn) ou (Àn, £n, r n , ôn). Pour chacun de ces éléments, on 

utilise les définitions et résultats des paragraphes précédents. Rappelons qu'en XI . l l , 

pour A G lnt{\) et n G { 1 , 2 } , on a défini A n ( A ) G Int(\n). Plus exactement, ce 

terme n'est pas toujours défini mais on vérifie qu'il l'est dans toutes les situations où 

on l'utilise ci-dessous. 

On définit des fonctions 

¿+,(5" :lnt(X) — > Z / 2 Z 

par les formules suivantes. Soit A G Xnt(À), posons A n = A n ( A ) pour n = 1,2. 

Alors : 

• Si jmax(A) G J + , 

U + ( A ) = Ti (A!) + T 2 ( A 2 ) + k± + k2 + 1 , 

(T(A) - n ( A i ) + r 2 ( A 2 ) + kx + k2 ; 

• Si j m a x ( A ) G J 

J + ( A ) - ( 5 - ( A ) - J 1 ( A 1 ) + (5 2 (A 2 ) ; 

• si j m a x ( A ) fi J+ U J" et J (A) c J (Ai ) , 

5 + ( A ) - ( 5 - ( A ) = (5 1(A 1) + ^ 2 ( A + ) ; 

• si j m a x ( A ) i J+ U J- et J (A) c J ( A 2 ) , 

(J+(A) = 5 - (A) = 5 1 (A+) + (J2(A2). 

Remarque. — D'après le lemme XI . l l et XI . l l (2), une et une seule des hypothèses 

ci-dessus est vérifiée. 

On définit des fonctions 

r + , r _ :Int(\) — > Z / 2 Z 

par les formules suivantes. Soit A G lnt(X). Avec les notations ci-dessus : 
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• si | J (A) | > 2 et J (A) C J (Ai ) , 

r+(A) = T " ( A ) = r i (Ai ) + <52(Aj) + fc2 mod 

• si | J ( A ) | ^ 2 e t J ( A ) C J ( A 2 ) , 

r+(A) = J i (Af ) + r 2 ( A 2 ) + ki mod2Z, 

r - ( A ) = * i ( A f ) + r 2 ( A 2 ) + fci + 1 mod2Z 

• SÌ I J (A) = 1 et j m i „ ( A ) = jmax(A) G J+, 

r+ (A) = r - ( A ) = n ( A ! ) + <52(A+) + k2; 

• si I J (A) | = 1 et j m i n ( A ) = j m a x ( A ) € J-, 

r+(A) = r - ( A ) = nCAj) + <52(A2) + k2. 

La même remarque que ci-dessus s'applique. 

Remarques 

(1) Conformément à nos conventions, si n G {1 ,2} et A n = A n ) I ï i a x , on a £ n ( A + ) = 0. 

Nous adopterons par contre une convention différente pour les fonctions ö+ et S~. 

Soit A m a x l'élément maximal de Xnt{X). On pose : 

• si d est pair, £ + ( A m a x ) = <T ( A + J = 0 ; 

• si d est impair, £ + ( A m a x ) = fci + fcj+l mod2Z, J " ( A m a x ) = &i + /c2 mod2Z. 

(2) Notons A m i n le plus petit élément de Tnt(\). Alors : 

• si (V,qv) est symplectique, r + ( A m i n ) = r " ( A m i n ) = 0; 

• si (V,qv) est orthogonal, £ + ( A m i n ) = ô~(Amin) = 0. 

En effet, posons A = A m i n . Si (V,qv) est symplectique, on a | J (A) | = oo, Ai (A) = 

A i , m i n , A 2 ( A ) + = A 2 , m i n , J (A) c J ( A i , m i n ) . Alors 

r + ( A ) = r " ( A ) = r i ( A i , m i n ) + *2(A 2 lmin) + = 0 mod2Z. 

Si (V, qv) est orthogonal, deux cas sont possibles : 

• SÌ j m a x ( A i , m i n ) = j m a x ( A 2 , m i n ) , On a J (A) = { j m a x ( A i 5 m i n ) } = { j m a x ( A 2 5 m i l l ) } , 

jmax(A) G J", Ai (A) = A i , m i n , A 2 ( A ) = A 2 , m i n et 5+(A) = (5" (A) = <Si(Ai,m i n) + 

52 (A 2 , m i n ) - 0 ; 

• si j m a x ( A i ? m i n ) ^ j m a x ( A 2 , m i n ) , par exemple j m a x ( A i , m m ) > j m a x ( A 2 , m i n ) , alors 

jmax(A) = j m a x ( A i , m i n ) fi J+ U J", A i ( A ) = A i , m i n , A 2 ( A ) + = A 2 , m i n , J (A) C 

J ( A i , m i n ) et <S+(A) = S-(A) = <Ji(Ai > m i n) + <5 2 (A 2 , m i n ) = 0. 

XI.22. Pour toute suite finie de réels fi et tout A G lnt(\), on pose 

MA = E Mi M>A = E 
A / € X n t ( A ) ; A / ^ A 

M A ' -

Lemme 
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(i) Soient n G { 1 , 2 } , A G Int(X) et i le plus grand élément de A. Supposons 
A ^ {i}. Alors on a Végalité : 

4wn(i) = ( _ l ) ^ + ( A ) + < 5 + ( A + ) + f c i + f c 2 + l + ^ _ 1 ^ r - ( A ) + ( 5 - ( A + ) + f c 1 + f c 2 + n > 

(ii) Soient n G { 1 , 2 } , A G Xnt(X) et i le plus petit élément de A. Supposons 

A 7̂  {i}. Alors on a Végalité : 

4lU n (i) = ( _ l ) r + ( A ) + < 5 + ( A ) + f c i + f c 2 _|_ ^ _ ^ r - ( A ) + ( 5 - ( A ) + f c i + / c 2 + l + n > 

(iii) Soient n G { 1 , 2 } et A e Int(X). On a Végalité : 

4 w n ( A ) = ( _ l ) T + ( A ) + 5 + ( A + ) + f e i + * 2 + l + ^ _ 1 ^ r - ( A ) + 5 + ( A ) + f c 1 + f c 2 

_ | _ ( _ l ) T - ( A ) + < 5 - ( A + ) + / c i + / c 2 + n + ^ _ ^ T - ( A ) + ( 5 - ( A ) + f c 1 + f c 2 + l + n 

Démonstration. — On traite le cas n = 1. On pose Ai = Ai (A) , A 2 = A 2 ( A ) . Sous 

les hypothèses de (i), on a | J (A) | ^ 2. Supposons J (A) c J (Ai ) . On a les inégalités : 

Jmin(Ai) 1 . ^ • / A N f i m a x ( A i ) 
• / A + N f ^ ^ n ( A ) = C ^ ( * + l ) + 1 < C > i < Jmax(A) ^ < 

Jmax(Aj) J [ j m i n ( A 2 ) . 

Si Ai G lnt(\i) est tel que j m a x ( A i ) G { c ^ ( i + i ) + l , . . . ,c^>J, resp. j m i n ( A i ) G 

{c^(»+i) + 1,... , c ^ } on a nécessairement j m a x ( A i ) = c ^ ( i + 1 ) + 1, resp. j m i n ( A i ) = 

c^(i_|_i) + 1. Les inégalités ci-dessus montrent que la première égalité est impossible. 

La seconde est possible si et seulement si j m i n ( A i ) = j m i n ( A ) et dans ce cas elle est 

équivalente à Ai = A i . Par définition de wi(i), on obtient : 

n f ° > S i Jmin(Ai) < j m i n ( A ) , 
(1) 2wi(l) = < 

l (- ir ( A l ) + ^ ( A " ) + f c l + 1 , s i j m i n ( A 1 ) = i m i n ( A ) . 

D'après les définitions, 
(2) r+ (A) = r " ( A ) - r i ( A i ) + £ 2 (A+) + Â; 2mod2Z. 

Supposons jmin (Ai ) < jmin(A) . Puisque jmin(A) G J (cf. XI . l l ) , on a nécessairement 

jmin(A) = j m a x ( A j ) . Notons j le plus petit des entiers j m i l l ( A i ) , j m i n ( A j ) . Si j > 1, 

il résulte des constructions de XI . l l que jmax(A"^) — j . On a j G J~^~ d'après le 

corollaire XI.12. D'après les définitions, <5 + (A + ) = J ~ ( A + ) + 1. Si j = 0, d est impair 

et A est le plus grand élément de Xnt(X). D'après nos conventions, on a encore 

5 + ( A + ) = £ ~ ( A + ) + 1. Grâce à (2), le membre de droite de l'égalité de l'énoncé est 

nul. Cette égalité résulte donc de (1). 

Supposons jmin (Ai ) — jmin(A) . Démontrons les égalités 

(3) S+(A+) = < T ( A + ) = S1(At) + S2(^4). 

Remarquons que si d est impair, A 2 n'est pas l'élément maximal de Xn£(À2) (car 

j m i n ( A 2 , m a x ) = 0) et l'hypothèse j m i n ( A i ) = j m i n ( A ) assure que Ai n'est pas l'élé

ment maximal de Xnt(Xi). Si d est pair, pour n' G { 1 , 2 } , on pose j m a x ( A ^ , ) = 0 dans 
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la discussion ci-dessous, si A n / est l'élément maximal de Tnt(\n>) ou si Tnt(\n') = 0 . 

On calcule A + grâce aux définitions de XI . l l : 

• S i Jmax(A^) < Jmax(A^), On a : 

jmmCA! ) I ^ j ^ A + } < j m a x ( A + ) = j m a x ( A + ) < Jm in(A 2) , 
.7max(A 2 ) J 

imax(A+) ^ J+ U J", Ax(A+) = A+, A 2 (A+) = A 2 et J(A+) C J(A+) ; 

• si jmax(Af ) < j m a x (A^~), on a : 

Jmax(Ai ) I ^ jm^(A+j < j m a x ( A + ) = j m a x ( A + ) < j m i n ( A i ) , 

j m i n ( A + ) J 

Jmax(A+) fi J+ U J", A i ( A + ) = A l 5 A 2 (A+) = A+ et J (A+) C J(A+) ; 

• si jmax(A^) = j m a x ( A j ) > 1, on a : 

Jlmax(A~'~) — Jmin(A~'~) = jmax{A^) = Jmax(A2") , 

imax(A+) € J-, A i ( A + ) = A + , A 2 ( A + ) = A+ ; 

• si jmax(A^) = jm&x(A2) = 0, alors d est pair et A est le plus grand élément de 

Xnt(A). 

Dans chaque cas, (3) résulte des définitions. 

L'égalité de l'énoncé se déduit de (1), (2) et (3). 

Une démonstration analogue s'applique si J(A) C J(A 2 ) . Cela démontre le (i) de 

l'énoncé. 

On démontre (ii) de façon analogue. 

Soit A G Xnt(X). Comme ci-dessus, si Ai G Tnt(\\) vérifie jmax(Ai) G J(A), 

jmin(Ai) G J(A), on a nécessairement 

jmax(Ai) G { j m i n ( A ) , J m a x ( A ) } , resp. jmin(A[) € { j m i n ( A ) , J m a x (A) } . 

Si | J(A)| > 2, alors wi(A) est la somme des expressions calculées en (i) et (ii) et l'on 

obtient le (iii) de l'énoncé. 

Supposons | J(A)| = 1. Alors j m i n ( A ) = j m a x ( A ) G j + U j " . 

Si jfmin(A) = jmax(A) G J + , On a j m i n ( A ) = jmax(A) = j m i n ( A i ) = j m i n ( A 2 ) . 

D'après les définitions : 

2ÎI;I(A) - (-i; ri(Ai)+<5i(Ai)+fci 

r+(A) = r~ (A) =r i (Ai) + 62(At) + k2 mod2Z, 

Ô+(A) = ri(Ai) + r 2 (A 2 ) + kx + k2 + 1 mod2Z, 

S~ (A) = TÏ(AI) + r 2 (A 2 ) + fci + fc2 mod2Z. 

On démontre comme ci-dessus l'égalité (3). Le (iii) de l'énoncé résulte de ces formules. 

Si j m i n (A) = j m a x ( A ) G J~, On a j m i n (A) = j m a x ( A ) = j m ax (Ai) = Jmax(A2). 

Alors : 

2ti; 1(A) = ( - i ; r i (Ai)+<5i (Ai)+fc i 
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r+ (A) = T ~ ( A ) = r i (Ai ) + <52(A2) + fc2 mod2Z, 

Ô+(A) = Ô-(A)=51(A1) + Ô2(A2). 

De même que l'on a démontré (3), on démontre les égalités : 

<5+(A+) = n(Ai) + r 2(A 2) + fci + k2 + 1 mod2Z, 

<T(A+) = n(Ai) + r 2(A 2) + h + A;2 mod2Z. 

Le (iii) de l'énoncé résulte de ces formules. Cela achève la démonstration. • 

XL23. Corollaire. — Soient A G Int(X) et i le plus petit élément de A. Alors 

wi(> 0 + ^ ( ^ 0 et wi(^ i) - w2(^ i) 

sont des entiers relatifs. Ils vérifient les congruences : 

wi(> 0 + w2(> 0 = <*+(A) + d(ki + k2 + 1) mod2Z, 

wi(^ 0 ~ w2& 0 = ^~(A) + d(ki + k2) mod2Z. 

Démonstration. — Si £ est un entier ^ 1 tel que £ fi a(À), 

W1(l) = TI72(^) = 0 

grâce au lemme XI. l l et aux définitions. On a donc : 

wife 0 + M> 0 = wiO A) + w2(^ A). 

Grâce au lemme précédent, on obtient : 

Wi(^ 0 + w 2 & 0 = 
A ' < E Z n t ( À ) ; A ' ^ A 

• / _ 1 \ r + ( A , ) + ( 5 + ( A , + )+fc 14-fc 2 + l 

2 

f _ l ) r + ( A , ) + 5 + ( A , ) + / c i + f c 2 -

2 

Chaque terme de cette somme est entier donc w\{^ i) + w 2 ( ^ 0 l ' e s t aussi. Modulo 

2Z, la contribution d'un A ' G Xnt(\) tel que A ' > A à la somme ci-dessus est égal à 

(5+(A' ) -<5 + (A '+) . Alors 

M> i + w2& 0 - E ( 5 + ( A , ) - ( 5 + ( A , + ) ) EE <5+(A)-<5+(A£ a x) mod2Z. 
A ' € Z n £ ( À ) ; A ' ^ A 

On obtient la congruence de l'énoncé en utilisant la remarque XI.21 (1). 

Les assertions relatives à w\{^ i) — w2(^ i) se démontrent de façon analogue. • 

XL24. Corollaire. — On a les égalités : 

j2 (1 - (-ir+<A)) ((-i)5+(A> - (-i) 5 +(A +)) = 
AeTnt(\) 

2(ki + k2), si k\ + k2 est pair, 

— 2(ki + k2) — 2 (—l) d , si k\ + k2 est impair] 
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¿2 (i _ (-iy'(^) ( ( - 1 ) а ~ ( д ) - (-i)á~(A+>) = 

2(/ci — k2), 5Z ki + &2 es£ pair, 

— 2(k2 — &i) — 2 (— l ) d , 5« fci -h /.2 est impair. 

Démonstration. — En utilisant le lemme XI.22 (iii), on voit que le membre de gauche 

de la première égalité de l'énoncé est égal à : 

E 
AeXní(A) 

2( -1 )*I+*'+ 1 (TI; 1 (A) + w2{A)) + ( -1)* + < A ) - ( _ 1 ) 5 + ( A + ) 

Ou encore, en notant A 0 le plus petit élément de lnt(X) : 

(1) 2(-l)k^+1(wi(^ A 0 ) + w2{> A 0 ) ) + ( - 1 ) 5 + ( A ° ) - . 

Supposons (V,qv) orthogonal. Alors A 0 = A m i n . D'après XI.21 (1) et (2), on a 

(2) ( - l )* + (Ao) _ ( _ l ) ^ ( A + a x ) = 

0, si d est pair, 

1 - ( _ i ) f c i + f c 2 + i ^ g i d e g t i m p a i r 

Par le même raisonnement que dans la démonstration du corollaire précédent, pour 

n G { 1 , 2 } , on a l'égalité wn(^ A m i n ) = wn(^ 1). Remarquons que A n > c ^ 1 + i = 

A c > 1 + 1 = 0, donc À n 7 C > 1 + i fi o ( A n ) . Grâce au lemme XI.17 (i) et (v), on a l'égalité 

(3) w n ( ^ l ) = -fc„ + e(d). 

En se rappelant que k\ et &2 sont pairs si d est pair, la première égalité de l'énonc 
résulte de (1), (2) et (3). 

Supposons (V, qy) symplectique. Alors A 0 = A m i n . On a # + ( A m a x ) = 0. Supposor 
Amin 7̂  { 0 } . Notons i le plus grand élément de A m i n . Pour n G { 1 , 2 } , un raisonnemer 
déjà plusieurs fois utilisé montre que 

™ n (> 1) = Wn(> A m i n ) + wn(i). 

Grâce à XI.21 (2) et au lemme XI.22 (i), on calcule : 

2(w1(i) + w2(i)) = ( - l ) * + < A £ i n ) + * i + f c a + i 

et l'expression (1) est égale à 

(4) 2 ( - l ) f c l ( > 1) + w2(> !))-!. 

Grâce au lemme XI.13, on voit que A i ^ + i = A 2 j C ^ 1 + i = 0, donc A i ) C ^ 1 + i G 

5(Ai), A 2 , c ^ 1 +i fi S(A 2 ) . D'autre part J ( A m i n ) C j 7 ( A i , m i n ) , donc j m i n ( A i ? m m ) < 

J m i n ( A m i n ) < c^i + 1, et il n'existe pas de A i G Int(Xi) tel que c^i + 1 = jmin(Ai ) 

ou c^i + 1 = j m a x ( A i ) . Grâce au lemme XI.17 (i) et (v), on a les égalités 

(5) w i ( > 1) = -ki - - , w2(^ 1) = -k2. 

La première égalité de l'énoncé résulte de (4) et (5). 
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Supposons maintenant A m i n = { 0 } . Pour n G { 1 , 2 } , on a wn(^ A m i n ) = wn(^ 1) 

et l'expression (1) est égale à 

(6) 2 ( - l ) f c l + f c * + 1 ( u , 1 ( ^ 1) + M> 1)) + ( - l ) 5 + < A - n ) - 1. 

D'après le lemme XL 13, l'une des conditions suivantes est vérifiée : 

(7) c ( À 2 ) > c ( À i ) et A 2 ï C ( A 2 ) = l ; 

(8) c ( ^ i ) ^ C(X2) et c ( À i ) est pair. 

Supposons vérifiée (7). Alors c^i = c ( À ) = c ( À 2 ) - 1. Donc \ n , c > 1 + i £ 5 ( A n ) pour 

tout n G { 1 , 2 } . O n a c ^ i + U j m a x ( A 2 , m i n ) . Par contre, on a c-a + 1 ^ j m m ( A i | m i n ) 

car les parités de ces entiers sont distinctes donc il n'existe pas de A i G Xnt(Xi) tel 

que c^i + 1 = j m a x ( A i ) ou c^i 4-1 = j m i n ( A i ) . Grâce au lemme XI.17 (i) et (v) et à 

l'égalité < 5 2 ( A 2 5 m m ) = 0, on obtient : 

, m i n ) + *2 + l 

(9) W l & 1) = -fci - - , w2& 1) = -k2 + ^ . 

D'autre part, j m a x ( A m i n ) est le plus grand des entiers j m i n ( A i , m i n ) , j m i n ( A 2 , m i n ) . Donc 

A i ( A m i n ) = A i ? m i n , A 2 ( A m i n ) = A 2 , m i n et j m a x ( A m i n ) G J + . D'après les définitions 

et grâce à l'égalité 7 ï ( A i > m i n ) = 0, on obtient : 

(10) < * + ( A m i n ) = r 2 ( A 2 , m i n ) + fci + k2 + 1. 

En se rappelant que k2 est pair, la première égalité de l'énoncé résulte de (6), (9) et 

(10). 

Supposons maintenant vérifiée (8). Alors c^i = c ( À i ) , donc À i , c > 1 + i = 0 G a ( A i ) et 

A 2 , c ^ 1 + i = 0 fi a ( A 2 ) . Puisque c ( A i ) est pair, A i 5 m i n = { 0 } et c^i + 1 = j m i n ( A i , m m ) . 

Grâce au lemme XI.17 (i) et (v) et à l'égalité T i ( A i ? m m ) = 0, on obtient : 

(_l^l(AÏ",min) + *l ! 
(11) W1fel) = -k1+

K J

 2 - , W2(^l) = -k2. 

On a A i ( A m i n ) = A i , m i n , A 2 ( A m i n ) + = A 2 , m i n et J ( A ) c J ( A i > m i n ) . La preuve de 

la relation XI.22 (3) s'applique. Puisque S2(A2^min) = 0, on en déduit : 

(12) <5+(A£i„) = <5i(Atm i„)-

La première égalité de l'énoncé résulte de (6), (11) et (12). Cela achève la preuve de 

cette égalité. La deuxième se démontre de façon analogue. • 

XI.25. Définissons des fonctions 

aa, bb, ab, ba : N - { 0 } —> R 

par les égalités suivantes, pour i G N — { 0 } : 
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• s'il n'existe pas de A G Xnt(X) tel que i soit l'élément minimal de A, 

aa(i) = 1 _ i í 
2 ~ 2 + 2 

• 2e(d) — ki — k2 — wi(^ Ï) — w2(^ г ) , 

№(г) = г 1 0 
2 + 2 " 2 

2e(d) + ki + fc2 + w i г ) + w 2 ( ^ г ) , 

ab(i) = г 1 в 
2 ~ 2 + 2 

fci + ^2 - г) + w 2 ( ^ г ) , 

ba(i) = г 1 e/ 
2 + 2 " 2 " 

fci - k2 + г) - w2(^ г ) ; 

• s'il existe un élément de Xnt(X) dont i soit l'élément minimal, en notant A cet 
élément, 

i 1 e / _ 1 } T + ( A ) + < 5 + ( A ) + f c 1 + / c 2 

= 2 * 2 + 2 + " fcl " k 2 ~ ^ ~~ W 2 ^ ^ + — 2 ' 
i 1 0 / _ 1 \ r + ( A ) + 5 + ( A ) + f c 1 + / e 2 

M(î) = - 4- - - - - 2e(d) 4- fci + 4- w i ( > i ) 4- w2& i) - -—- , 

i 1 0 ( _ l ) r - ( A ) + 5 - ( A ) + f c i + f c 2 

ab(i) = - - - 4- - - ki + k2 - wife i) 4- w 2 ( ^ i) 4- - — - , 

i 1 $ / _ 1 \ r - ( A ) + ^ - ( A ) + f c 1 + f c 2 

^ ( z ) = - + - - - + / c i - A : 2 4- w i O z) - w 2 ( ^ i ) - - — . 

Lemme 

(i) Soit i G N — { 0 } . Supposons Ci ^ 2 ou Ci = 1 et c^i fi J + U J~. Alors ön a /es 
éqalités : 

ai (г) + а 2 ( г ) = аа(г) , 

b1(i) + b2(i) = bb(i), 

ai (г) + M O = ab(i), 

61 (г) + а 2 ( г ) = 6а(г). 

(ii) Soit i € N — { 0 } . Supposons Ci = 1 et c^i G J + U J". On a encore les quatre 
égalités ci-dessus, à condition de supposer wi(i)+ w2(i) < 0, resp. wi(i) + w2(i) > 0, 

wi(i) — w2(i) < 0, wi{i) — w2(i) > 0, pour la première, resp. deuxième, troisième, 

quatrième. 

Démonstration. — On traite le cas (V,qy) symplectique. Soit i G N — { 0 } , supposons 

Ci > 0, considérons l'égalité à établir : 

(1) ai(i) 4- a2(i) = aa(i). 

Posons j = c>i. On a l'égalité : 

(2) ai(») + a2{i) = [ ^ ] + [ ^ - y ^ ] - fci - k2 + N^i) + N2(i). 
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Supposons d'abord i impair. Alors i = Xij + X2j et Xij et X2j sont de parité 

opposée. On calcule : 

-Li] + f 1 + ^ 2 , j ] _ 
. 2 J L 2 J 

2 - 1 
9 

si Àij est impair et X2j est pair, 

2+1 
9 

si Ài j est pair et À 2 j est impair. 

D'après le lemme XI.9, on a j fi a fortiori il n'existe pas de n G { 1 , 2 } et A n G 

lnt(Xn) tel que j = jmax(An) ou j = j m i n ( A n ) . Grâce au lemme XI.17 (iv), on a 

l'égalité 

N1(î) + N 2 ( î ) = - w i ( > i) - w2(^ i) + 
0, si Xij est impair et À2 , j est pair, 

— 1, si Xij est pair et X2j est impair. 

L'égalité (1) résulte de ces formules. 

Supposons i pair. Deux cas sont possibles. 

• Xij et X2j sont de même parité, j fi J + U J~ et i = Xij + X2j ; 

• X\j est pair, À2 , j est impair, j G J + U J" et i = Xij + À2 , j + f j . 

On calcule dans chaque cas : 

(3) 
2 

1 + Л о Л 

2 

i si 7 é J , 

14 i 
2 

si ? G J . 

Notons A l'élément de Xnt(X) auquel i appartient. Posons Ai = Ai (A) , A 2 = A 2 ( A ) . 
Supposons | J (A) | ^ 2 et, par exemple J(A) c «/(Ai). On a 

i m i n ( A i ) 

i m a x ( A 2

+ ) 

< J m i n ( A ) ^ j ^ J m a x ( A ) < 
j m a x ( A i ) 

j m i n ( A 2 ) 

Supposons j ^ i m i n ( A ) et j ^ i m a x ( A ) . Alors Xij et X2j sont pairs, et il n'existe 

pas de n G { 1 , 2 } et A ^ G Xnt(Xn) tels que j = jm&x(A'n) ou j = jmin(A'n). Grâce au 
lemme XI. 17 (iv), 

Ni(i) + N2(i) = - i ü i ( > i) - w2{^ i) -
1 

2 

D'autre part j fi J~. L'égalité (1) résulte de (2), (3) et de l'égalité précédente. 

Supposons j = j m i n ( A ) . Puisque j m i n ( A ) ^ c^(»+i) + 1, on a a = L^Le terme Xld 

est pair et ou bien j = j m i n ( A i ) , ou bien il n'existe pas de A[ G Xnt(Xi) tel que 

j = j m a x ( A /

1 ) ou j = j m i n ( A i ) . En tout cas, grâce au lemme XI.17 (iv) : 

(4) N1(i) = -w1fe i)- 1 
2" 

Si j 7^ j m a x ( A 2 " ) , X2j est pair et, grâce au même lemme, on a 

N2(i) = -w2(> i) 

On a j fi J et (1) résulte de (2), (3), (4) et de l'égalité ci-dessus. 
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Supposons j = j W x C A j ) . Dans ce cas, toujours grâce au même lemme : 

(5) N2(ï) = -W2O i) 
1 

2 
( - D - 2 ( A + ) + < 5 2 ( A + ) + f c 2 

2 
Remarquons que j ^ j m i n ( A i ) , ces entiers n'étant pas de même parité. Il résulte 

directement des définitions que 

wi(i) + w2{i) = 

/ _ 1 ^ r 2 ( A + ) + ^ ( A + ) 4 - f c 2 

2 
On a j G J~ d'après le corollaire XI. 12 (ii). Comme dans le (ii) de l'énoncé, supposons 

w\(i) + w2(i) < 0. D'après l'égalité ci-dessus, ce terme est égal à —1/2. En reportant 

cette valeur dans l'égalité (5), on obtient : 

NM) = -wo(> 

Alors (1) résulte de cette égalité et de (2), (3) et (4). 

Supposons j = j m a x ( A ) . Alors i est l'élément minimal de A et j fi J~ d'après le 

corollaire XI.12 (i). D'après les définitions : 

(6) r + ( A ) + J + ( A ) 
= r 1 ( A 1 ) + J i (Ai ) , Si 7 é J + , 

= r 2 ( A 2 ) + ô2(At) + fci + k2 + 1 mod2Z, si j G J + . 

Si j = T 7 m a x ( A i ) , on a j 7^ j m i n ( A 2 ) car ces entiers ont une parité distincte, donc X2j 

est pair. Grâce au lemme XI.17 (iv), 

Ni{i) + N2(i) = -wi{^ i) - w2(^ i] 
1 

2 

( _ l ) r i ( A i ) + < î i ( A i ) + f c i 

2 

Mais j fi J + d après le corollaire XI. 12 (ii). Puisque k2 est pair, les deux égalités 

précédentes entraînent : 

(7) Nxii) + N2(i) = - w ^ i) - w2fe ï)-]-
( _ l ) T + ( A ) + 5 + ( A ) + / c i + f c 2 

2 

Alors (1) résulte de cette égalité et de (2) et (3). 

Si j ^ j m a x ( A i ) , puisque j G J, on a j = j m i n ( A 2 ) . Grâce au lemme XI.17 (iv), 

(8) N1(ï) + N2(i) = 

-wi(^ i) - w2(^ i) 

1 
~ 2 

( _ l ) T 2 ( A 2 ) + 5 2 ( A + ) + f c 2 + l 

2 
si Ci > 2, 

- 1 , si Ci = 1. 

Si Ci ^ 2, on obtient comme ci-dessus l'égalité (7), puis (1). Si Ci = 1, remarquons 

que j G J + d'après le corollaire XL 12 (ii). On suppose alors w\(ï) + w2(i) < 0 comme 

dans le (ii) de l'énoncé. Il résulte des définitions que 

w±(i) + w2(i) = 
( _ l ) T 2 ( A 2 ) + ( 5 2 ( A + ) + f c 2 + l 

2 

Ce terme est donc égal à —1/2. On déduit alors de (6) et (8) l'égalité (7), puis (1). 
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Une démonstration analogue s'applique si | J (A) | > 2 et J (A) C J ( A 2 ) . 

Supposons maintenant | J (A) | = 1. Alors = 1 et j e J+ U J~, donc 

j G J + U J~ (c/. XI.17 (2)). On suppose wi(i) + ^ ( i ) < 0 comme dans le (ii) 

de l'énoncé. 

Supposons j e J+. On a j = j m i n ( A i ) = j m i n ( A 2 ) . Grâce au lemme XI.17 (iv), 

Ni(i) + N2(i) = - w ^ i) - w2(> 

Grâce au lemme XI.22 (iii), 

(9) 2(wl{i) + W2(i)) = ( _ l ) r + ( A ) + ^ ( A + ) + f c l + / , 2 + l + ( . ^ T + f A Î + ^ + t A J + f e x + f e 

Puisque ce terme est < 0, on a 

(10) ( _ 1 ) r + ( A ) + < 5 + ( A ) + f c 1 + / c 2 = 

On en déduit l'égalité (7). On a j e J + et (1) résulte de (2), (3) et (7). 

Supposons j G J~. On a j = j m a x ( A i ) = j m a x ( A 2 ) . Grâce au lemme XI.17 (v), 

Nxii) + N2(i) = -Wl& (i + 1)) - w2(> (i + 1)) - 1. 
On a encore l'égalité (9), dont on déduit (10) et l'égalité : 

wi(i) + w2(i) = - 1 . 

On obtient alors l'égalité : 

3 / 1 \ T + ( A ) + 5 + ( A ) + A ; i + f c 2 

Nxii) + AT2(z) - - W i ( ^ z) - w2(> i) - - + ^ * . 
On a j 6 J" et (1) résulte de (2), (3) et de l'égalité ci-dessus. 

Cela démontre l'égalité (1) sous les hypothèses de l'énoncé. Une démonstration 

analogue s'applique pour la relation 

b1{i) + b2(i) = bb{i). 

Considérons la relation 

(11) a1{ï) + b2{i) = ab(i). 

Posons j = c^>i, j ' = c^(i+i) + 1. On a l'égalité : 

ai(*) + & 2 « = [ ^ ] + [^f] - fci + * 2 + J V i ( * ) - - N 2 ( t ) . 

On doit calculer les deux premiers termes en fonction de i. Le calcul est facile si i 

est impair. Supposons i pair, soient A, Ai , A 2 comme ci-dessus. Supposons J(A) C 

J (Ai ) . On a l'égalité : 

(12) Xij = Y1,j' . 

Si j = j ' , c'est évident. Supposons j ' < j , considérons la suite Ai(z) de XI.9. Puisque 

Xi,e £ Û(ÀI ) pour tout t e { j ' , . . . , j } , le lemme XI.9 entraîne que deux cas seulement 

sont possibles : 

• Ài(0 est constante, 
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•j= f + 1, f € J - , j G J + et Xhj> = Xu + 2. 
Dans le premier cas, (12) est clair. Montrons que le deuxième cas est exclu. En effet, il 
entraîne que j ' est pair, Xijf G a(Ai) et Aij/ > Ai^+ i . Alors d'après le lemme XI.10, 
il existe A[ G Xnt(Xi) tel que = j m a x ( A /

1 ) . Cela contredit les inégalités 

Jmin(Ai) ^ f < j m a x ( A i ) 

et (12) est démontré. 

Grâce à (12), on calcule : 

Ai-,- " 

2 

Ai-,- "' 

2 

i 

2 ' 
si j ' fi 

г 
2 

- 1 si / G J + . 

De même, si l'on suppose J(A) C J ( A 2 ) , on obtient 

. 2 . . 2 J 

1 

2 ' 
si j G J , 

si j fi J 

On poursuit la démonstration de (11) comme précédemment. Une démonstration 

analogue s'applique à la relation 

61 (i) + a 2 (i) = ba(i). 

Cela achève la démonstration. • 

XI.26. Corollaire. — Soient A G Xnt(X) et i e A. On suppose i ^ 1. 

(i) Supposons a ^ 2 ou ci — 1 et c^i fi J+ U J~. A/ors /es membres de droite des 

relations ci-dessous sont entiers et on a les congruences : 

ai(i) + a2(i) = r + ( A ) +
 %- + fl(fci + fc2 + - ) mod2Z, 

h(i) + b2(i) = r + ( A ) + I - 0(fci + fc2 + i) mod2Z, 

aiW + 62W = r"(A) + I + 0(k! +k2 + \) mod2Z, 

&i (0 + a2{i) = r~(A) + I - 0(fci + fc2 + \) mod2Z. 

(ii) Supposons Ci = 1 et c^i G J4" U J~. On a les mêmes assertions, à condition de 

supposer w\(ï) + w2(i) < 0, resp. w\(ï) + w2(ï) > 0, w\(i) — w2(i) < 0, w\(ï) — w2(ï) > 

0, pour la première relation, resp. la deuxième, troisième, quatrième. 

Démonstration. — D'après le lemme précédent, il suffit de démontrer des assertions 

analogues où l'on remplace a\(ï)-\-a2(ï) par aa(i), b\{i)+b2(ï) par bb(i) etc. Supposons 
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d'abord que i soit le plus petit élément de A. Grâce au corollaire XI.23, on a la 

congruence : 

i l 0 
aa(i) = - - - - f c i - f c 2 + <5+(A) + - + 2e(d) + d(fci + k2 + 1) 

( -1 ) 
r + ( A ) + < 5 + ( A ) + f c i + f c 2 

2 
mod 2Z. 

On vérifie que 

0 
2 

•2e(d) + d(fci + k2 + l) = 9 ki + k 2 4 mod2Z, 

et que pour tout n G Z/2Z, on a la congruence 

(-ir 
2 

= 1 
= 2 

- n mod 2Z. 

On en déduit la première congruence de l'énoncé. 

Supposons que i n'est pas le plus petit élément de A. Notons i' le plus grand 

élément de A. Comme dans la preuve du corollaire XL23, on montre que 

wi(> i) + w2(> i) = w iO A+) + w2(^ A + ) + wx{i') 4 w2{ï). 

Les deux derniers termes sont calculés par le lemme XL22 (i). On a la congruence : 

wxÇè A+) + w 2 ( > A + ) EE(5 +(A+) + d(fci + fc2 + l ) m o d 2 Z . 

Si A n'est pas maximal, cela résulte du corollaire XI.23. Si A est maximal, cela résulte 
de la remarque XL 21 (1). On obtient alors la congruence : 

aa{ï) = i _ i - k 1 - f c 2 + (5+(A + ) 4 °- 4 2e(d) 4 d{h + k2 + 1) 

( -1 ) r + ( A ) + $ + ( A + ) + f c i + f c 2 

2 
mod2Z. 

On conclut comme précédemment. Une démonstration analogue s'applique aux autres 

congruences de l'énoncé. • 

XI.27. On conserve les hypothèses de XI.21. On définit un sous-ensemble 

2 o ( t i ^ ) c N x N x { i l } 

de la façon suivante : 

• si (V,qv) est symplectique, 

2 o ( < 4 , ^ ) = {(k1+k2, swp( k1-k2, k2-k1- l),l), (sup(fci~A;2,*;2-fci-l),fciH-fe2 ,-l)}î 

• si (V,qv) est orthogonal impair, 

^ ( ¿ 1 ^ 2 ) = 

{(fei 4 k2 - 1, |fci - fc2|, 1 ) } , sifci + /c2 est pair, 

{\k\ — k2\,ki + k2 — 1, —1)}, si ki + k2 est impair; 
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• si (V,qv) est orthogonal pair, 

^ o ( ^ 1 ^ 2 ) = {(fcl + * 2 , | f c l - f c 2 | , l ) , ( | & l - * 2 | , * 1 + * 2 , - l ) } -

Remarquons que si (A;', k"', Ç) G 2o(^i, ¿ 2 ) , on a (A;7, fc") G Xo(V), c/. III. 1. 

Soient ¿0 = (k',k",C) £ ^ 0 ( ^ 1 ^ 2 ) et L un réseau presque autodual de V. Si k' 
Io(t) ou k" £ Io(e"), on pose ¿ 2 ; ¿ 0 ) = ¿ 2 ; ¿ 0 ) = 0 . 

Supposons fc' G In(e') et k" G XnCH. Posons 

n' = 
(d(^) - k'(k' + l ) ) / 2 , si (V,9v) est symplectique, 

I (d(t!) - k'2)/2, si (V,qv) est orthogonal, 

et définissons de même n". Soit 

(1) p = (a ' , /3', a", /3", a'j, a^, ai', a 2 ' , ß'2, ß'{, ft) 

une famille de suites finies d'entiers ^ 0. Considérons les conditions suivantes : 

(2) a', /3', a", /3" sont des partitions ; S (et') + S(/3') = n', S (a" ) + S(/3") = n" ; 

(3) a ' ^ + a , , / 3 '< # + / 3 2 , a"<ai' + a£, /3" ^ / 3 ' / + / 3 2 ' ; 

(С) 
p{a[) U p K ) < a! , p ^ ) Up(/3 ,

1

/) < /32 , 

p ( a 2 ) U p(a£) ^ a 2 , p(/3 2) U p(/32') < /3 2 . 

On rappelle que pour n G { 1 , 2 } , ( a n , / 3 n ) parametrise p t n , cf. XI.18. On déduit de 

(C) une condition (CLo) en permutant un couple de suites dans la relation (C) : 

• si C = 1 et ki ^ k2l on permute a 2 et /3 2 ; 

• si C = 1 et ki < k2l on permute a" et /3" ; 

• si C = — 1 et ki > fe, on permute a 2 et /3 2 ; 
• si £ = — 1 et ki < fc2, on permute a 2 et /3^ ; 

Par exemple, dans le premier cas ci-dessus, on a : 

P W J U ^ ) ^ a x , p{ß'i) Up(/3Ï) ^ ^ , 

p ( a 2 ) Up(/32') < a 2 , p(/3 2) Up(a£) < /3 2 . 

On note VL(I>I, ¿2; ¿0) l'ensemble des familles p vérifiant les conditions (2), (3) et (C A o ) . 

On note TL(^I, ¿2; ¿0) l'ensemble des couples (if, t") G Zg/(fc')^ x X^'{k"Y tels qu'il 

existe p comme en (1) de sorte que : 
• P G VL{LI,L2\LÇ)) ; 

• (cx',(3') parametrise pL> et (a",/3") parametrise pLn. 

Soit p comme en (1). Considérons les conditions suivantes : 

(4) a ' = a ' 1 + a 2 , ß' = ß[+ß'2, a" = a'/ + a 2 ' , ß" = ß'[ + ß'2'; 

( C m a x ) a'j, a!2, a", a 2 , ß \ , /3 2 > ß'i > /^2 s o n t des partitions ; 

a i U a ï = a i , U ß'[ = /3j , a 2 U a 2 ' = a 2 , ß2Uß% = ß 2 . 
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Par le même procédé que ci-dessus, on déduit de ( C m a x ) une condition (C™ a x ) . On 

note 7 >jr a a x (£ i , ¿2; ¿0) l'ensemble des familles p vérifiant les conditions (2), (4) et (C™ a x ) . 

XI.28. Proposition. — Soient ¿0 G 20(^1,^2); L un réseau presque autodual de V et 

(¿ / ,¿ / / ) G Il (¿2; ¿0)- Notons \', resp. \", la partition figurant dans la donnée i', 

resp. u". Alors on a Vinégalité : 

A 'UÀ" ^ A. 

Démonstration. — Rappelons le critère suivant : 

(1) soient /x, v deux partitions ; alors \x ^ v si et seulement si, pour tout entier i ^ 1, 

on a l'inégalité Sc[p) ^ Sc(y), o ù c = c^i(/x) 

c/. [Spa], lemme 3.4, p. 182. 

On pose ¿0 = £). D'après l'hypothèse, ^ ( ¿ 1 , ¿2; ¿0) est non vide, donc k' G 

XQ{£') et /c" G lo(£"). En XI.3, on a associé à resp. une fonction w, que nous 

noterons ici w\ resp. w". Plus généralement, on affectera d'un resp. les objets 

définis dans les paragraphes précédents, relatifs à l'espace £'resp. £". En particulier, 

on définit 6',6" G { 0 , 1 } . Soit p G ^¿ , (¿1 , ¿2; ¿0) tel que, en écrivant p comme en 

XI.27 (1), ( a ' , / 3 ' ) paramétrise pL> et (a."paramétrise pL". Supposons d'abord que 

( a ' , / 3 ' ) , resp. (a."soit le couple défini en XI.4 associé à L', resp. 1". Remarquons 

que, grâce au lemme XI.4, cette hypothèse est automatique si (£'',qe>), resp. (l",ql") 

n'est pas orthogonal pair ou si k' ^ 0, resp. k" ^ 0. 

Soit i un entier > 1, posons 

c = c^(A'uA"), c' — c^i{\'), c" = c^(A"), x' = w'0*i), x" = w"&i). 

On a les égalités : 

SC(X'UX") = E îce(\' U A") Ye(ce(\') + cA\")) = SA\') + SMX"). 

Grâce au lemme XI.5, on obtient : 

(2)5C(A' U A") = 2Sc,/2_x,(a') + 2Sc,/2+x,((3') + 25 c» / 2_ I»(a") + 2Sc„/2+x„((3") 

-4(z' 2 + x"2) - {4k' + 2- 26')x' - (4k" + 2- 26")x". 

Grâce à XI.27 (9), on a : 

(3) 

Sc'/2-x'(<x') — a'^(c'/2-x') > 

^ al,4(c'/2-x') + a2,^(c'/2-x') > 

< S c / / 2 -x ' (p (« i ) ) + S C , / 2 _X ' (P (<*2) )> (4) 

et des inégalités analogues concernant /3', a " et /3". 

Il est clair que si jx, 1 / , r sont des partitions telles que fiVJv ^ r et si n ,m G N , 

alors 

Sn(fJ-) Ь Sm(v) ^ Зп+т{т) • 
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Supposons par exemple Ç = l et k\ ^ k2 (une démonstration analogue s'applique aux 

autres cas). Grâce à ( C 6 o ) , on a les inégalités : 

(5) 

Sc'/2-x'(p(<X\)) + Sc"l2-x"(jp(<x'{)) ^ SC/2-x'-x"{ptl)i 

Sc'/2-x'{v{oc'2)) + 5 c / / / 2 + a î / / ( p (^2) ) ^ Sc/2-x'+x"(<*2), 

Sc'/2+x'(p(Pl)) + Sc>f/2+x" ( £ l ) , 

^c'^+^CP^)) + 5 ' c" /2 - a ; " (p («2) ) ^ Sc/2+x'-x" (/3 2)-

Enfin, grâce au lemme XI.2, on a les inégalités : 

(6) 

2S c/2-*'-*"(<*i) + 2S c /2+*'+*"(/3i) < E(au0^0/2 - x' - x",c/2 + s' + x ' ' ) , 

2 S c / 2 - x / + a î / / ( a 2 ) + 2Sc/2+x>-x»(P2) < E(a2,02, c/2 - x' + x"\ c/2 + x' - x"). 

En rassemblant ces inégalités, on obtient : 

Sc(A'uA") ^ E ( a i , 0 X , c / 2 - x ' - x " , c / 2 + x ' + x " ) + £ ( a 2 , / 3 2 , c / 2 - V + x " , c / 2 + x ' - x " ) 

- 4 ( x ' 2 + x " 2 ) - (4k; + 2 - 20 V - (4k" + 2 - 20")*" . 

Pour n G { 1 , 2 } , on note D n , d n et 0 n les données intervenant en XI.2 relatives à 

l'espace (Vn,qvn) et à t n . Explicitons l'inégalité précédente : 

Sc(A'uA") ^S c (Ai) + S c(A 2) 

+ (2Z?i + 2D2 - Akf - 2 + 20') xf + (2DX - 2D2 - 4k" - 2 + 26") x" 

+ ( - l ) A l - ( l - 2fli)e(c + di) + ( -1 ) À 2 ' C (1 - 20 2)e(c + d 2 ) - e(di) - e(d2). 

Il résulte des définitions que 

2£>i + 2£>2 - 4k' - 2 + 20' = 2£>i - 2L>2 - 4k" - 2 + 2(9" = 0. 

Grâce au lemme XI.6, 

Sc(Ai) + 5 C (A 2 ) = 5 C(A) + 2e(d) - Ci , 

où 

Ci = 
0, si c ^ J — J , 

1, si c G J — J~ . 

Remarquons que d\ = d2 = d mod 2Z. En posant : 

C2 = e(c + d) [ ( - l ) A l ' c ( l - 20 x) + ( - 1 ) A 2 - ( 1 - 20 2) 

on obtient 

S C ( \ ' U \ " ) ^ S C { \ ) + C 2 - C 1 . 

Je dis que C2 - Ci ^ 0. C'est clair si C2 ^ 0. Supposons C2 > 0. Nécessairement 

e(c + d) = 1/2, ( - l ) A " > c ( l - 2 0 n ) = 1 pour ne { 1 , 2 } . 
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Donc C 2 = 1. D'autre part, la deuxième condition ci-dessus implique que A n , c G a (À n ) 

pour n G { 1 , 2 } , donc c G J. La première condition implique que c £ J~. Donc Ci = 1 

et C 2 - Ci = 0. 

L'inégalité 

S C ( À ' U A " ) < S C ( À ) 

en résulte, d'où celle de l'énoncé grâce à (1). 

On a supposé que (a',/3'), resp. (a",/^"), était le couple associé en XI.4 à L', resp. 

c". Supprimons cette hypothèse, considérons par exemple le cas où (a',/3') est le 

couple associé en XI.4 à i' mais (a",/3") n'est pas le couple associé en XI.4 à L" . Ce 

dernier est alors (/3", et"). Dans l'égalité (2), on doit permuter ex" et /3". Remarquons 

que puisque t" est paramétrise par deux couples de partitions, (£", qz») est orthogonal 

pair et k" = 0. Donc 4k" + 2 - 29" = 0. Echanger a" et /3" dans (2) revient à changer 

x" en — x". La démonstration se poursuit, en changeant partout x" en — x", ce qui ne 

modifie pas le résultat. • 

X I . 2 9 . Soient ¿0 = {k',k",Q G 2 0 ( ^ 1 , 6 2 ) et L un réseau presque autodual de V. 

On note Xfax(iUL2;to) l'ensemble des couples G X{£'Y x W')* tels qu'en 

posant = (A',e') ou ( A ' , £',£') et u" = (A",e") ou (\",s",e"), on ait les propriétés 

suivantes : 

(1) A ' U A " = A ; 

(2) pour tout A G Xnt(\), 

C ^ A ( A ' ) = J C (A) + dmod2Z et c ^ A ( A " ) = £ " C ( A ) mod2Z; 

• si (V,qv) est symplectique, pour tout A G Xnt(X) et tout i G A n a ( A ' ) , 

resp. i G A fi a ( A " ) , on a l'égalité : 

S'^THA), resp. e{ , = T-<(A); 

• si (V,qv) est orthogonal, il existe des relèvements de s', resp. e", dans 

( Z / 2 Z ) a ( A ' \ resp. ( Z / 2 Z ) a ( A " \ que l'on note encore e', resp. s", de sorte que la 

propriété précédente soit vérifiée. 

(3) Remarque. — Cf. XI.21 pour les définitions de <5+, 5", r + , r~. On a identifié ici 

C et — C à des signes ± . 

(4) Remarque. — Si (1) est vérifiée, les deux congruences de (2) sont équivalentes. Il 

suffit de prouver que : 

C ^ A ( A ' ) + c ^ A ( A " ) = <5+(A) + ô~(A) + d mod2Z. 

D'après les définitions, 

<J +(A)+<T(A) = 
1, S Ì j m a x ( A ) G J + , 

0, s i j m a x ( A ) £ J + . 
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D'autre part : 

C^A(A ' ) + c ^ A ( A " ) = C^A(A ) = j m a x ( A ) mod2Z. 

D'après le lemme XI . l l , il existe n G { 1 , 2 } et A n G Int(Xn) tel que jmax(A) = 

i m i n ( A n ) ou j m a x ( A ) = j m a x ( A n ) . Grâce au lemme XI.10 et au corollaire XI.12 (ii), 

on voit que : 

j m a x ( A ) 
= d + 1 mod 2Z, si j m a x ( A ) G J + , 

= d mod 2Z, si jmax(A) £ J + . 

La remarque résulte de ces formules. 

Soit (L',L") G 22 i a x(^i,^2î^o)- Supposons \qe>) orthogonal pair (ce qui implique 
que (V,qv) Test aussi), k' = 0 et a ( A ' ) ^ 0 . Notons A ^ a x le plus grand élément de 
lnt(X) tel que a(X') D A ^ a x ^ 0 . On définit l'élément suivant de Z /2Z : 

n'(t',t") = 
^ C ( A ^ a x ) + 1, si C = - 1 et h < k2, 

T C ( A D , sinon. 

Supposons (-£", qi») orthogonal pair (ce qui implique que (V, qy) est orthogonal), h" = 

0 et a (A") ^ 0. Notons A ^ a x le plus grand élément de lnt(X) tel que a(A")n A ^ a x ^ 

0. On définit l'élément suivant de Z /2Z : 

n"{i',i") = 
r ~ C ( A m a x ) + l> S i C = 1 et h < k 2 , 

^ " C ( ^ m a x ) ? Sinon. 

Dans l'énoncé suivant, tout élément t' de X(¿')>
 r e sp . t" de 1(£"), est noté sans plus 

de commentaire (A',e') ou ( A ' , £ ' , e"), resp. (A",e") ou (\",e",e"). 

Proposition. — Soient LQ = (k',k"X) G TO(LI,L2)
 e ¿ £ ^ n réseau presque autodual de 

V. 

(i) L'ensemble 2 ^ a x ( ¿ i , ¿2; ¿0) esí e#a/ á ce/m des couples (¿/, ¿") G X L ( ¿ I , ¿2; ¿0) ¿efe 
gwe A ' U A " = A . 

(ii) Soit (¿/, L") G ^ ^ ( ¿ I , ¿2; ¿o)- ^4/ör5 Vensemble des p de la forme XI.27 (1) tels 

que p G VL(^I^2'^O), (a',/3') paramétrise pL> et (ex" ,ß") paramétrise pLn est réduit 

à un élément. Cet élément appartient à P£ i a x (¿ i , ¿2; ¿o)-

(iii) Soient ( ¿ / , L " ) G TLBX-(L\,L2', ¿0) e£p comme ci-dessus. Supposons (£',q¿>) ortho

gonal pair, k' = 0 et a(X!) ^ 0, resp. (£" ,qt») orthogonal pair, k" = 0 et a(X") ^ 0 . 
Alors ex' >- ß', resp. ex" >- ß", si et seulement si TI'(L',L") = 0, resp. n"(t',t") = 0. 

Démonstration. — Traitons d'abord le cas où (V,qv) est symplectique, k\ ^ k2 et 

c = i-
Soient (L',L") G 2L(¿I ,¿2;¿O) et p comme en XI.27 (1) tel que p G ^ ( ¿ í ? ¿ 2 ; ¿ 0 ) 

(ex' ,ß') paramétrise pL> et (ex",ß") paramétrise pL». Remarquons que ex', ß ' , ex", ß " 
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sont uniquement déterminés par t' et i" et que, ^(¿4, ¿2; ¿0) étant non vide par hy
pothèse, on a 6 2o(^) et k" G Io(£"). Notons comme toujours L1 = (X\ef) et 

L" = (À",e"). Supposons 

(5) A'uA" = A. 

Introduisons les fonctions w' et w" définies en XL3, associées à L' et 1". Définissons 
des suites mi = (mi^^i et m 2 = (m2,i)^i par les égalités 

TOI,» = Ci/2 - - , 

TO2,Ì = Ci/2 - w'{i) + 

pour tout ¿ ^ 1 . D'après (5) et le lemme XI.3 (i), ce sont des suites finies d'entiers 
^ 0 et on a les égalités : 

(6) 0 < m M < Ci, 0 ^ m 2 > i ^ e», 

pour tout entier i ^ 1. 
Définissons des suites finies S i , 3$ et /32 d'entiers ^ 0 de la façon suivante. 

Soit i un entier > 1. Posons 

c = c^>i, c' = c^i(\r), c" = c~zi{\"), ni = mi^î, n2 — т 2 ,^ г , 
xf = w ' O г), ж" = ги"0 г), 

C + = C^i+i) , c'+ = c^(¿+i)(A'), c"+ = C^(i+i)(À
/7), 

% =TOi>^(H_i), ™2 = m2,^(*+l)> 

= w'& {i +1 ) ) , x " + - + 1)). 

On pose 

(7) 

î«l,n+ + l'"-»Q !l.ni) = 
/ / / // // \ 
Val,c/+/2-a;/+ + l» * * * » al,c //2-x ,» al,c / /+/2-a: / /+ + l» * * * ' al,c"/2-x") » 

^l,c+-n+ + l ' * ' * ' /^l,c-ni) — 

C l̂,c'+/2+x'+ + l> ' ' ' -> P'l,c'/2+x' i P\,c"+ l2+x"+ + H ' * ' ' P",c"/2+x") > 

^52,n+ + l»---' 52,n 2) = 

(a2,c'+/2-cc/+4-l' ' * * 'a2,c //2-x /î^2,c / /+/2+ar / /+ + l» * * ' '̂ 2,c"/2+x")' 

C 2̂,c+-n+ + l ' ' * * > $2,c-n2) — 

(/̂ 2,c'+/2+x'+ + lî * * * '^2,c//2+x/'a2,c//+/2-a;//+ + l ' * * * ' a2,c"/2-a;") • 

On prolonge cette définition au cas i = 0 en fixant un entier r ^ 0 tel que a'n- = 
Pn,j — an,j = /̂ n,j ~ 0 pour n e {1,2} et j > r et en posant par exemple : 

(al,n+ + l> ' * * ) = (al,c'+/2-x'+ + l ' • • • >ai,r>al,c''+/2-x''+ + l> • • • » al,r»0, . . • )• 

On a l'égalité 

p(ai)=p(a /

1 )Up(a; / ) . 
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Grâce à l'hypothèse ( C t 0 ) , on en déduit P(OL\) ^ ai . Plus généralement : 

(8) pour n G {1 , 2 } , p(an) ^ a n , p(/3 n) < / 3 n . 

Soit i un entier ^ 1. Reprenons la preuve de la proposition XI.28. D'après l'hypo

thèse (5), les inégalités de cette preuve sont des égalités. 

En particulier les inégalités (4), (5) et (6) de XI.28 sont des égalités. On en déduit : 

(9) 
pour n e { 1 , 2 } , 2 a n ^ ( m n ^ . ) + 2 / 3 n > ^ ( c ^ . _ m n ^ . ) = £ ( a n , / 3 n , ran,^, - ran,^). 

D'après (6), (8), et (9), pour n G { 1 , 2 } , le triplet (a n , /3 n , m n ) appartient à l'ensemble 

r(£n) de XI.20. D'après le lemme XI.20, on a les égalités 

(10) a n = a n , Pn=(3n, 

et il existe fn G Tn tel que m n = m ( / n ) . Dans la suite, / n désigne cet élément de 

Tn, qui bien sûr est unique. Il résulte de (10) et de la définition (7) que les suites 

ai, a'/, etc. sont uniquement déterminées, donc p aussi. De plus, la condition ( C m a x ) 

de XI.27 est vérifiée. 

Soit i un entier > 1. L'inégalité XI.28 (3) est une égalité. En soustrayant de cette 

égalité la même relative à l'entier i + 1, on obtient l'égalité : 

E 
3 

>Ì,7 E > Ì , 7 + a 2 , 7 - ) 

où j parcourt { c / + / 2 — x / + + 1 , . . . , c'/2 — x'} (avec les notations de (7)). D'après (10) 

et le lemme XI. 19, cx[j, resp. af

2- est constant pour j dans cet intervalle. Il en est de 

même de c/ d'après les définitions de XI.4. On a donc l'égalité 

aj' =a1,j +a'2,j 

pour tout j dans l'intervalle. Puis pour j G { 1 , . . . , c^i(A')/2 — w'(^ 1)}. Le même ar

gument que ci-dessus montre que a[j, resp. a 2 j , a'j est constant pour j ^ c^i(À / )/2 — 

w'(^ 1) -h 1. Ces valeurs constantes ne peuvent être que nulles. Finalement, a 7 = 
a i + a 2 - P m s généralement, la relation XI.27 (4) est vérifiée. On a prouvé : 

(11) p est uniquement déterminé et appartient à ^ ^ ( ¿ í , ¿ 2; ¿o). 

Par définition des suites mi, m 2 , m(/i) , m( / 2 ) , on a les égalités : 

(12) 
w'(i) + w"(i) = + fi(i) - A ( i + 1), 

W'(i) - W"(i) = W2(i) + f2(i) - / 2 ( * + 1) , 

pour tout entier i ^ 1. Soient A un élément de lnt(X) et i son plus petit élément. 

D'après le lemme XI.14, on a l e / 1 n I2, donc /i(^) = f2(£) = 0. En sommant les 

égalités (12), on obtient : 

2w'(> e) = w1(>e) + w2(> i). 
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D'après la définition de w' (cf. XI.3), pour tout entier i ^ 1, 2w'(ï) est entier et 

2w'(i) = C i (A ; ) mod2Z. On a donc 

2w'(> £) = c ^ ( A ' ) = C^A(A') mod2Z. 

On déduit des deux relations précédentes et du corollaire XL 23 la congruence 

c > A ( A ' ) = <5 +(A) mod2Z. 

D'après (4), la relation (2) est vérifiée. 

Soit i un entier > 1. Supposons Ci(X')/2 — w'(ï) ^ 0. Avec les notations de (7), 

l'intervalle { c / + / 2 — x / + -h 1,..., d/2 — x'} est non vide. Soit j dans cet intervalle. On 

a prouvé ci-dessus l'égalité a'j = a[ j + af

2j. D'après (10) et le lemme XL19, on a les 

égalités a[ • = ai(i), a^j = a2(i)- D'autre part, a'j = af(i), cf. XI.4. D'où l'égalité 

a'(i) = ai(i) -h a2(i). Plus généralement, on a : 

(13) 

• si a(X')/2-w'(i) ^ 0 , a'(i) = ai{i) + a2(i); 

• si C Ì ( A ' ) / 2 + « / (*) ^ 0 , b'(i) = b1(i)+h(i); 

. si C i ( A " ) / 2 - w"(i) ± 0, a"(») = oi ( i ) + 6 2 ( i ) ; 

• si C i ( A " ) / 2 + « / ' ( * ) ?é 0, b"(i) = 6i(») + 02 ( t ) . 

Soient A € Xni (A) et i € A fl a (A ' ) . Démontrons l'égalité : 

(14) e ; = r + ( A ) . 

Reportons-nous aux définitions de XI.3. L'entier k' + u' est pair. Le terme v'(ï) est 
entier et vérifie la congruence v'(i) = £' mod2Z. On en déduit : 

a'(i) = b'(i) =i/2 + ef

i mod2Z. 

Supposons Ci ^ 2 ou Ci = 1 et c ^ J + U J . D'après le corollaire XI.26 (i), on a 

les congruences : 

ai(i) + a2(i) = h(i) + b2(i) = T + ( A ) - H / 2 mod2Z. 

Puisque i G a ( A ' ) , on a Ci(Xf) ^ 1. L'une au moins des hypothèses des deux premières 

relations de (13) est satisfaite. En appliquant la relation en question, l'égalité (14) 

résulte des deux congruences ci-dessus. 

Supposons maintenant a — 1 et G J + U J~. On a Ci(\') = 1 et w'(ï) G { ± 1 / 2 } . 

Une et une seule des hypothèses des deux premières relations de (13) est satisfaite. Le 

calcul ci-dessus vaut à condition de montrer que le membre de droite de la relation en 

question est justiciable du (ii) du corollaire XI.26. C'est-à-dire que l'on doit prouver, 

sous les hypothèses précédentes : 

(15) w'(ï) = 1/2 W!(i) + w2(i) > 0, w'(ï) = - 1 / 2 4=> wi(i) + w2(ï) < 0. 

Supposons d'abord A = {%}. D'après le lemme XI.14, i G hnl2, donc fi(i) = f2(i) = 

0. Ou bien i est le plus grand des entiers £ > 1 tels que Q ^ 0, ou bien, en notant 

2 + le plus petit des entiers £ ^ i tels que Q ^ 0, on a z + G h fl I2, toujours d'après 
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le même lemme. Dans les deux cas fi(i + 1) = / 2 ( i + 1) = 0. Alors (15) résulte 

immédiatement de (12) . Supposons maintenant A ^ {i}. Puisque c^i G J + U J~, 

le corollaire XI. 12 implique que i est soit le plus petit, soit le plus grand élément 

de A. Comme précédemment on en déduit fi(i) = ¡2(1) = 0 dans le premier cas, 

fi(i H- 1) = /2(1 + 1) = 0 dans le second. En tout cas 

l / l ( i ) + /2(»)-/l(* + l ) - / 2 ( * + l ) | < l . 

D'après le lemme XI .22 (i) et (ii), on a 

Wi(i)+W2(i) G { ± 1 / 2 } . 

D'après (12) , 

2w'{i) = Wi(î) + ÎI7 2 (0 + f1 (i) + Î2{i) - / i ( t + 1) - /2(t + 1 ) . 

Enfin comme on l'a déjà dit, 2w'(ï) G { ± 1 } . La première équivalence de (15) résulte 

des relations ci-dessus. La seconde se démontre de façon analogue. Cela démontre (15) 
et achève la preuve de (14) . 

On démontre de même que pour A G Int(X) et i G A Pi a(A"), on a l'égalité e" = 

r ~ ( A ) . On a ainsi vérifié toutes les propriétés requises pour que (i',Ln) appartienne 

à Tjr i a x(*4, ¿2; ¿0 ) -

Inversement, soit (L',L") G Tj?**(ti, £ 2 ; ¿0 ) - On utilise comme précédemment les 

termes définis en XI.3 relatifs à L', resp. uh\ que l'on affecte d'un resp. 

Attention. Des entiers k' et k" font déjà partie de nos données. On note donc A;', 

resp. k"l'entier noté k en XI.3, relatif à ¿ / resp . c". 

Posons 

a{X')i^ = {A> A> - - > i'm'} -

Pour A G Xn£(A), posons : 

ra'(A) = {££ {l,...,m'}\£ est pair, i'e G A et e\, = 1 } 

- \ { £ G { 1 , . . . , r a ' } ; £ est impair, i'£ G A et = l } . 

Prouvons l'égalité 

(16) n ' (A) = \{1- ( - l ) r + ( A ) ) ( ( - 1 ) Ô + ( A ) -(-1) ( A + ) ) . 

Si r + ( A ) = 0, puisque (*/, I") G I ^ ^ i , L2; ¿ 0 ) , on a £ • = 0 pour tout i G A n a(A'), 
donc n ' ( A ) = 0. Supposons T + ( A ) = 1. Pour la même raison, e\ = 1 pour tout 

i G A fl a(A'). Notons /i, resp. / i + le plus grand, resp. petit, élément £ de { 0 , . . . , m'} 

tel que 

c > i l < ( A ) , r e s p . c ^ + 1 ^ i m i n ( A ) , 

avec la convention c ^ 0 = 0, c^im, = 00. Alors 

{£e { l , . . . , m } ; 4 G A } = {/*+ + ! , . . . , / * } . 
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Le terme n ' (A) est la différence entre le nombre de termes pairs de cet ensemble et 

celui de ses termes impairs. D'où l'égalité : 

n'(A) = i [ ( - l ) h - ( - l ) h + ] . 

Mais h = C^A(A' ) mod2Z et h+ = c^&+(\') mod2Z. D'après (2), on obtient 

п ' (Д) = 
1 
2 

• ( _ 1 ) ^ + ( А ) _ ( _ 1 ^ + ( А + ) -

et (16) en résulte. 
Par définition, on a l'égalité N'(1) = n'(^ A m i n ) . Grâce à (16) et au fait que 

r + ( A m i n ) = 0 (c/. XI.21 (2)), on obtient l'égalité : 

N'(l) = - E 
Aeint(X) 

( 1 - ( -1 ) «5+(д; (-1) «5+(д; (-1)5 «5+(д;+ 

Du corollaire XI.24 et des définitions, on déduit alors l'égalité k' = k'. D'après k 

lemme XI.4, on a alors : 

On démontre de même : 

k' el0(£
f) et L' el£,(k'). 

k"eXo(e") et L" elv,(k"). 

Soit i un entier > 1. Notons A(i) le plus petit A G Jnt(X) tel que j m i n ( A ) < 

(s'il n'existe pas de tel A, on pose j m a x ( A ( z ) ) = 0 dans les formules ci-dessous). 

Démontrons les égalités suivantes : 

(17) 

si C^i ^ Jmax 'Ai})): 

4w'(> г) = E 
А ^ А ( г ) 

( - i ; 
Г + ( Д ) + $ + ( Д ) + * ' ("I) ;A)+<5+(A+)+fc' + l 

• si < Ímax(A(¿)) 

4ги'(^ г) = т+(Д(г) )+ ,5+(Д(г) + )+*:' + 1 ( -1 ) 
г+(Д)+<5+(Д+)+А;' + 

E 
А ^ А ( г ) + 

( - 1 ) 
r + ( A ) + ( 5 + ( A ) + f c / 

-i) г + ( Д ) + < 5 + ( Д + ) + А ; ' + ] 

Pour A e lnt(X), posons 

w'fe i, A) = E 
г+(Д)+<5+(Д+)+А;' + ] 

("I) 
î+k'+e', 

2 

Puisque ( I ' , L " ) G J g i a x ( 6 i , ¿2; ¿ 0 ) , on a e[, = T + ( A ) pour tout £ intervenant dans la 

somme ci-dessus. Donc 

w'i,A) = ( - 1 ) 
b , + r + ( A ) 

2 
( j { ^ G { l , . . . , r a ' } ; ^ est pair, 2^ G A , ^ z } | 

— \ { £ G { 1 , . . . , m ' } ; est impair, Î J G A , 4 ^ ^ } | J • 
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On calcule ce terme comme on a calculé n ' (A) . On obtient : 

• Si ? m a x ( A ) ^ C>i, 

w'(> i, A) (_l)*+(A) 

4 
; ( _ l ) * + ( A ) _ ( _ l ) ' + ( A + ) ) ; 

• si c^i < j m i n ( A ) , w'fe h A) = 0 ; 

• Si j m i n ( A ) ^ C^i < j m a x ( A ) , 

w'(> i, A) (_l)*+(A) 

4 
^(_l)^i(V) ( - 1 ) ^ ( A + ) ) . 

Il résulte de la définition de w' que 

w'(> i) = E 
w'(> i, A) 

AeXnt(\) 

On en déduit les égalités (17). 

On démontre de même des égalités analogues à (17), où wf, k', A', r + , J + sont 

remplacés par w", k", A", r~, ô~. 
Définissons des fonctions 

/ l 7 / 2 : N - { 0 } ^ R 

par 

fl(i) = W'{> i) + w"& i) - WxO* i) , / 2 ( i ) = W'fe i) ~ W"{> i) - W2(> i) 

pour tout entier 1 ^ 1. 
Soit i un entier > 1. On a les égalités : 

• Si C^i ^ jmax (A ( t ) ) , / i ( i ) = 0; 

(18) • SI C^i < Jmax 

/i(0 = 
( -1 ) 

fc'+T+tA^Hc^A') 

4 
( -1 ] e

, +r-(A(i))+c>,(A' / ) 

4 
On a déjà remarqué que pour tout entier £ ^ 1, ^ i ( ^ ) = 0 si £ n'est pas un élément 

extrémal d'un élément de Tnt(X). On a donc : 
• Si C^i > j m a x ( A ( z ) ) , W i ( > î ) = 

Â A(i) 
™ i ( A ) ; 

• si c^i < j m a x ( A ( i ) ) , notons £ le plus grand élément de A(i) ; alors 

w1(^ i) = wi(£) - E 
A ^ A ( z ) + 

^ i ( A ) . 

Ces termes sont calculés par le lemme XI.22. En utilisant les formules de ce lemme, 

les égalités (17) et leurs analogues pour le terme w"(^ i), les égalités (18) résultent 

de la définition de f\. 

Démontrons maintenant : 

(19) • / i G f i , / 2 e f 2 . 
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Soit i un entier ^ 1. Si c* = 0, on a / i ( i ) = fi(i + 1 ) d'après (18). De même fi(i) = C 

si i > d. Supposons Ci ^ 0. On doit prouver : 

(20) 
• si i € Ii, fi(i) = 0; 

• si i (£ I u fi(i) G 
+- 1/2 

Supposons c^i ^ jmax(A(z)) . Alors ou bien i £ A(i) donc i est impair, ou bien i est 

le plus petit élément de A(i). D'après le lemme XI.14, i e h. Grâce à (18), (20) est 

vérifié. Supposons < j m a x ( A ( z ) ) . Alors i G A(i) donc i est pair et i n'est pas 

le plus petit élément de A(i). En particulier \A(i)\ ^ 2. Puisque k2 est pair, on a 

k' = k" = ki mod2Z. D'après (1), on a 

c ^ ( A ' ) + c ^ ( A " ) = c > i . 

Posons A n = An(A(i)) pour n G { 1 , 2 } . D'après (18) et les définitions de r + et r~ 

(cf. XI.21), on obtient : 

• si c^i est impair et J(A(i)) C J (Ai ) , ou si est pair et J(A(i)) C J ( A 2 ) , 

/i(0 = 0; 
• sinon fi(i) e{±\). 

Montrons que : 

• si J(A(i)) C J (Ai ) , on a i G A si et seulement si est impair. 

En effet, supposons J(A(i)) C J (A i ) . Alors Ai j C ^. est pair. Si est impair, la 

relation XI. 14 (1) est vérifiée et i G h. Inversement, si i G h, ou bien cette relation 

est vérifiée et c^i est impair, ou bien A i j C > i > A i ^ + i . Supposons cette inégalité 

vérifiée. Si c->* est pair, Ai j C^. est le plus petit terme d'un élément Ai de Int(Xi). On 

a : 
j m a x ( A i ) = C > i G J ( A ( i ) ) C J ( A i ) , 

dont on déduit que Ai = A i , puis que = j m a x ( A ( i ) ) . Mais cela contredit l'hypo

thèse. Donc c^i est impair. 

Montrons que 

• si J(A(i)) C J ( A 2 ) , on a i G i i si et seulement si est pair. 

En effet, supposons J(A(i)) C J ( A 2 ) . On a 

j m a x ( A f ) ^ j m i n ( A ( i ) ) ^ C^i < j m a x ( A ( i ) ) ^ j m i n ( A i ) . 

Supposons XiiC>i pair. Alors = j m a x ( A f ) . Donc XiiC>i > Ai, c^.+i et i G h. 

D'autre part est pair d'après le lemme XI.10. Supposons Ai, c^. impair. Si est 

pair, la relation XI. 14 (1) est vérifiée et i G ¿ 1 . Inversement, si i G / 1 , ou bien cette 

relation est vérifiée et est pair, ou bien A i j C > . > A i j C > i + i . Cette inégalité entraîne 

que c^i est pair parce que Ai est spéciale. 

La relation (20) résulte des propriétés prouvées ci-dessus. Cela démontre la première 

relation de (19). La seconde se démontre de façon analogue. 

Soit i un entier ^ 1. Les égalités (12) sont vérifiées par définition de fi et / 2 . 
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Montrons que les relations (13) sont vérifiées. Supposons Ci(\')/2 - w'(ï) ^ 0. A 

fortiori Ci(X') ^ 0 et (A) ^ 0. Rappelons que : 

• k' = ki + k2. 

D'après le lemme XI. 11 (iii) et la définition de v'(i), on a l'égalité : 

/ ^fc ; +i I 0, si i est impair, 
• 2 ( - l ) f c N'(i)-v'(i) = -2w>(> i)+l=*L—+{ fc.+c>i(v,+.j . • 

v—i ^ S 1 ^ e g ^ p a i r 

On a aussi : 

• -и1 ( - 1 ) + . 
¿ 

_ 1 

et, d'après (12), 
• -2w\> i) = -wife i) - w2(> i) - fi(i) - /2(*)-

On a : 

• si i est impair, / i ( i ) = /2(1) = 0. 

Cela résulte du fait que i e h et de (19). 

Montrons que : 

• si i est pair, 

- / l ( 0 - / 2 ( < ) + 

( _ l ) f c ' + c ^ ( A ' ) + < 

2 

\ 0, si i n'est pas l'élément minimal de A ( i ) , 

( _ l ) T + ( A ( i ) ) + < 5 + ( A ( i ) ) + f c 1 + f c 2 

- — , si i est 
2 

{ l'élément minimal de A(i). 

Puisque (*/, L") G J ™ a x ( 6 i , i2\¿0), on a e\ — r + ( A ( i ) ) . Si i n'est pas l'élément minimal 
de A(i ) , fi(i) est calculé par la deuxième relation de (18). Une formule analogue 
vaut pour f2(i) : le deuxième terme de la somme est affecté d'un signe —. On en 
déduit l'égalité cherchée. Si i est l'élément minimal de A(z) , f\(ï) = f2(i) = 0 d'après 
(18). D'autre part c^(A') = c^A ( i)(A') = ô+(A(i)) mod2Z d'après (2). D'où encore 
l'égalité cherchée. 

En utilisant les relations ci-dessus et les définitions de a'(i) (cf. XI.3) et aa(i) (cf. 

XI.25), on obtient l'égalité 

a'(ï) = aa(ï). 

Si ci ̂  2 ou ci = 1 et c^i ^ J + U J , on déduit du lemme XI.25 l'égalité 

a'(ï) = ai(i) + a2(ï). 

Si Ci = 1 et c^i G J + U J~, la relation (15) s'applique, sa démonstration ne reposant 

que sur la relation (12). D'après l'hypothèse Ci(X!)/2—w'(ï) ^ 0, on a wi(ï)+w2(ï) < 0 

et on peut appliquer le (ii) du lemme XI.26 qui conduit encore à l'égalité ci-dessus. Cela 

démontre la première relation de (13). Les autres se démontrent de façon analogue. 
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Notons (a',/?'), resp. (a",^ 7 7), le couple de partitions paramétrisant pL>, resp. pLn. 
Définissons des partitions a'^a^, a", â , /3[, /37

2, @\, $2 P a r l e s égalités : 

« i = U ( a i « ) C i ( V ) / 2 " w ' ( i ) . « 2 = U ( o » w ) C i ( V ) / W ( < ) ' 

P'i = U ( ^ l W ) C i ( V ) / 2 W W . 02 = \J(b2(i))CiiX')/2+W'{i\ 

a» = | J ( a i « ) C i ( A " ) / 2 - № " W , <*2' = L > 2 « ) C i ( A " ) / 2 - " / , ( i ) , 

/3'/ = U(&1(i))*<*">/2+«'"W , = | J ( û 2 « ) C i ( A " ) / 2 + № " ( i ) . 

La relation XL27 (2) est vérifiée. La relation XI.27 (4) aussi grâce aux relations (13) 

et au lemme XI.4. Grâce à (12), on a les égalités : 

a\ U a'{ = U K ( 0 ) m ( / l ) i , 0i U 0[ = LJ(61(i))
c'-"1^)', 

«2 U/32' = U ( o 2 W r ( / a ) i , /3 2 U « 2 ' = [J(b2(i)r-m^ . 

Grâce à (19) et au lemme XI.19, on en déduit que la relation (C™ a x ) de XI.27 est 

vérifiée. Alors la famille p définie par XI.27 (1) appartient à V™ax(ii, ¿2; ¿0)? a fortiori 

à VL{L\,12\¿0)- Donc (¿'5 £") G 1L(LI,L2', £O). Cela démontre le (i) de l'énoncé. 

Le (ii) résulte de (11). 

Cela achève la démonstration dans le cas où (V,qv) est symplectique, k\ ^ &2 et 

C = 1- Les autres cas se traitent de façon analogue pourvu que les couples (a',/37), 
resp. (a",/^77), soient uniquement déterminés par ¿7, resp. 1". 

Traitons un cas où cette condition n'est pas vérifiée. Par exemple le cas (V,qy) 

orthogonal pair, Ç = 1 et fci = k2 ^ 1. Alors k' 7̂  0 et k" = 0. 

Soit G I L ( H , * 2 ; * O ) , écrivons ^ = (A7,e7) et - (A77,^") ou (A77, e", e"). 
Comme en XI.3, identifions £7, resp. ¿ / / , à un relèvement dans ( Z / 2 Z ) a ( A ) , resp. 

( Z / 2 Z ) a ( A " ) . Soit p comme en XI.27 (1), supposons quep G VL{^\^I\¿0), que (a ; ,^ 7 ) 
paramétrise pL> et (a",/?7 7) paramétrise p^/. Supposons enfin A7 U A77 = A. Puisque 

k' ^ 0, il n'y a qu'un choix possible pour (a',/37) : c'est le couple défini en XI.4 

relatif à L' . Supposons d'abord que (a",/377) soit le couple défini en XI.4 relatif à 1". 

La démonstration précédente s'applique sans changement. On obtient que G 

^ a x ( ^ i ^ 2 ; ¿0) et en particulier : 

• pour tout A G lnt(\) et tout i G A n a(A77), on a l'égalité e" = r " ( A ) . 

Supposons a(A77) ^ 0 , introduisons l'élément A ^ a x de Int(X) défini avant l'énoncé 

et le plus grand élément de a(A77). D'après les définitions de XI.3, e"a,, = 0. Or 
a m a x £ ^ m a x - D'où T ~ ( A ^ a x ) = 0, i.e. n" (i', L") — 0. Remarquons que l'on a aussi 

al' y /3" (lemme XI.4). 
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Supposons maintenant que (ex"\(3") n'est pas le couple défini en XI.4 relatif à i". 

Ce couple est alors (/3", ex"). La démonstration précédente s'applique à condition d'y 

échanger ex" et /3", ce qui revient à changer w" en — w" et d'échanger les fonctions 

a" et b". On obtient que {i!, L") G Tf^{i\, ¿2; ¿0) et en particulier : 

• pour tout A G lnt(X) et tout i G A D a(A"), on a l'égalité = r " ( A ) + 1. 

Si a(A") ^ 0, on voit comme ci-dessus que n"(t\ = 1. Remarquons que, cette fois, 

/ 3 " y ex". 

Levons l'hypothèse sur (ex" ,(3"). Si a(\") = 0, le couple (ex",f3/f) est uniquement 

déterminé (et on a ex" = /3"). Si a(A") ^ 0, les résultats ci-dessus montrent que 

(ex",f3,f) est aussi uniquement déterminé par la valeur de n"(t\t"). Comme dans 

la démonstration précédente p est alors lui-aussi uniquement déterminé. De plus si 

a(\") y£ 0, on a l'équivalence : 

a" y (3" ^ T I " ( L ' , L " ) = 0. 

Quant nous aurons achevé la démonstration du (i) de l'énoncé, les propriétés ci-dessus 

entraîneront (ii) et (iii). 

Réciproquement, soit (L',L") G I™ax(Li, ¿2; ¿0) - Posons 1' = (Xf,ef) ou (\f,Ef,e'), 

i" = (A"' ,e") ou (\n\e"',£"), identifions comme ci-dessus s' et e" à leurs relèvements 

définis en XI.3. Par hypothèse, il existe e',e" G Z /2Z tels que pour tout A G Xnt(X) 

et tout i G A H a ( À / ) , resp. i G An a(A"), on ait l'égalité 

e\ = r+ (A) + e', resp. ^ = r"(A) + e". 

On calcule comme précédemment : 

f fc'/2, si e' = 0 
TV (1) = I 7 ' , N" = 0. 

V J \ - k ' / 2 , s ie ' = l 

La condition N'(1) ^ 0 imposée en XI.3 implique e1 — 0. Si a(\") ^ 0, la condition 

e"n,, = 0 imposée en XI.3 implique e" = n"U', i"). 
m a x 

Si a(A") = 0 ou si a(A") ^ 0 et n / / ( ¿ / , ¿ / / ) = 0, la démonstration se poursuit 

comme précédemment. Si a(\") ^ 0 et n"(i!,L") = 1, on doit y remplacer par 

—w" et échanger les fonctions a" et 6". On obtient encore que G ^ ( ¿ 1 , ¿2; ¿0) -
Cela achève la démonstration. • 

XI.30. Considérons le cas particulier où ^(Và) ^ 1, donc G = Gi = H. Les égalités 

suivantes résultent des définitions 

• A = Ai ; 

• l'ensemble lnt(X) défini en IX. 11 est égal à l'ensemble lnt(\i) défini en VIII. 16, 

VIII. 18, VIII.20. 

• = S~ = ô\, r + = r~ = T\ -h d. 
La proposition XL 11 résulte des propositions XI.28 et XI.29 appliquées à ce cas par

ticulier. 
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CHAPITRE XII 

TRANSFERT 
D'INTÉGRALES ORBITALES NILPOTENTES 

XII. 1. On se place dans la situation de X. l (si les espaces sont du type unitaire, 

on suppose comme en 1.2 que E est l'extension quadratique non ramifiée de F). On 

suppose que chacun des espaces V, Vi, V2 possède un réseau autodual. Pour n G { 1 , 2 } , 

on affecte d'un indice n les objets relatifs au groupe Gn. On affecte d'un exposant H 

les objets relatifs au groupe H. Par exemple, on a HH = TL\ 0 H2, T>H D V\ 0 V2. 

Soient / G C™(g) et fH G C£°(/i). On dit que / H est un transfert de / si on a 

l'égalité : 

<PH>st(YJH) = <t>G>H(YJ) 

pour tOUt Y G hc-reg (cf IV.5). 
Soient D eV et DH G VH. On dit que £> est un transfert de DH si on a l'égalité : 

D(f) = DH(fH) 

pour tout couple (f,fH) G C%°(g) x C£°(fo) tel que / H soit un transfert de / . 

Soient G res^(Pent) et G r e s ^ H ( P ^ t ) . On dit que D est un transfert de DH 

s'il existe D G Vent et Z } ^ G x9^ t de sorte que : 

• D est un transfert de DH ; 

• resH(£>) = 5, vesHH(DH) = DH. 

XII.2. Supposons (V,qy) unitaire. Pour tout n G { 1 , 2 } , soit £ n = ( 0 , 0 , u n 

élément de S s t ( F n ) , c/. IV.12. Posons 
1 = ц\ U n2 /х 1 = ц\ U ni 

et 

£ = ( 0 , 0 , M 0 , * * 1 ) -

C'est un élément de z,(V). Fixons un élément n G /C(£) = { ± 1 } C ^ ^ tel que, pour 

tout entier i ^ 1, on ait l'égalité : 

Ci{fJLl,K) = C i ( ^ ) , 
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cf. IV.6. Posons 

Фп[СШ = Ф%к, 
cf. IV.9. C'est un élément de r e s ^ ( P e n t ) . 

Proposition. — L'élément 4>n[£,i,£,2] de resn(T>ent) est un transfert de l'élément 

^ devesnH(Vgt). 

Démonstration. — Pour n G { 1 , 2 } , posons 6n = 0(£ n,O), où 0 est l'élément neutre 

de £(Çn)i cf. IV.6. Comme en I I I .2 , associons à 0 n un élément Xrn de gn, entier et de 

réduction régulière. Notons Xn l'ensemble des réductions dans ¥q des valeurs propres 

de Xrn- On peut supposer, et on suppose, X\ et X2 disjoints. 

Posons 

Y = (xTl,xT2)eh. 

C'est un élément de hc-reg- Ainsi qu'on l'a remarqué dans la preuve du lemme IV . 12, 

on a l'égalité : 

d ® d = r e s « " ^ H , s t ( y > - ) ) -

Par définition, Tesn((pG,H(Y, •)) est un transfert de cet élément de resnH(V^nt). 
Pour n G { 1 , 2 } , introduisons des données In,(an^), (cn^) comme en 1.7 paramé-

trisant la classe de conjugaison de Xrn par Gn. On suppose î\ et I 2 disjoints. Posons 

/ = i i U / 2 , I * = I*U/2 e t notons (ai) la réunion des familles ( a ^ ) et (a2,i). Identifions 

I * à { 1 , . . . , C (^A 1 ) } de sorte que pour tout i G { 1 , . . . , c ( / i 1 ) } , on ait l'égalité 

fA — : E], 

où ^ = £?(oi). Pour e G £(£) et i G { 1 , . . . , c ^ 1 ) } , fixons c(e)* G F * x (cf. 1.7) tel 

que : 

sgnFi/F#(c(e)i) = ( - l ) e * . 

Les données / , (ai), (c(e)i) paramétrisent une classe de conjugaison par G dans greg. 

Fixons X f i dans cette classe. C'est un élément entier et de réduction régulière. I l est 

associé comme en III .2 à 0(£, e). En particulier, on a l'égalité : 

<€,e)=res w (0(X| . , . ) ) . 

D'autre part, (Xji)ees(ç) e s t un ensemble de représentants des classes de conjugaison 

par G dans la classe de conjugaison stable correspondant à celle de Y (cf. X.2). 

Définissons K Y G /C(£) par : 

y _ J l , s i i G / î , 

[ - 1, si i G /2 > 

pour tout i G { 1 , . . . , c ( /x 1 )} . Grâce à la non-ramification des extensions Fi/E, la 

proposition X.8 implique l'égalité 

A G | i f ( y , X f . ) = /c y(e) 
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pour tout e G £(£)• On a a l ° r s l'égalité : 

res w (0 G » H (y > . ) )=re S w ( £ / c y ( c ) ^ , . ) ) = ^ y . 

Mais Avy ~ K (cf. IV.6). D'après le lemme IV.9, on a donc <j>^K = 4^kY et on conclut 

que 4>^K est un transfert à res^(Z> e n t) de 0 ^ ® < ^ 2

r • 

XII.3. Supposons (y,qv) symplectique ou orthogonal. Pour i\ G Ist(Vi) et ¿2 £ 

I s t ( V 2 ) , on a défini en XI.27 un sous ensemble 2b(*i » ¿2) de Xo(V) x { ± 1 } . Remarquons 

que cet ensemble ne dépend que des éléments ¿1,0 G ^ ( V i ) et ¿2,0 £ ^ ( V ^ ) associés 

à ¿1 et ¿2 , c/. IX.10. On peut noter cet ensemble 2o(^i,o, ¿ 2 , 0 ) , ce qui définit un tel 

ensemble pour tous ¿1,0 G ^ ( V i ) et ¿2,0 G ^ ( V ^ ) . 

Pour tOUt n G { 1 , 2 } , SOit ¿ ^ 0 = (fcn>*n) G ^ ( ^ n ) - Posons fcn = 8\ip(k'n,kn). Soit 

¿0 = (&' , fc", C) G 2b (¿1 ,0 , ¿2 ,0 ) . Posons 

e ( 0 , siC = l, 

si C = - I -

On définit ^ ( ¿ 0 ) G Q x par les formules suivantes : 

• si (V,qv) est symplectique, 

' s g n ( T / ( V 2 ) * 1 + c ) , sifci ^ f c 2 ^ 0 , 

* M = < ^ sgnfa'O^)*1*6), si fei ^ fe2 = 0, 

s g n ( _ l ) [ ( ^ i + f c 2 + l)/2] s g n ^ ^ y ^ ^ i + e ) ^ si fci < fc2 ; 

• si (V,qv) est orthogonal impair, 

i S g n ( ( - l ) f c 2 + 1 7 7

, (F) f c l + 1 7 7

, ( F 1 )
f c l + 1 r / , ( ^ 2 ) f c 2 + 1 ) , Si fc! > ft2, 

C ( ' 0 ) ~~ \ s g n ( ( - l ) f c l + 1 r / , ( y ) ; c 2 + 1 r / , ( V i ) / c i + 1 r 7 / ( ^ 2 ) / C 2 + 1 ) , si h < k2; 

• si (V,qv) est orthogonal pair, 

' sgn(r7 ,(F 2)
c), s i A i ^ f e ^ O , 

s g n ^ ^ i ) 6 ) , si /c 2 > /ex ̂  0, 
c(*°)= j i s g n ( r / ( V 2 )

e ) , sifci >fc 2 = 0, 

i s g n ^ ^ i ) 6 ) , s i f c 2 > * i = 0 . 

On pose ¿ ( ¿ 0 ) = ö(kf,k"), cf. III.8. 

Pour tout n G { 1 , 2 } , soit £ n = &n, /x£) ou (k'n,k'^ vl, V>l,Zn) un élément 

de S s t ( F n ) , cf. IV.12. Posons = e t 

ï o ( £ l , £ 2 ) =2o (^ l ,0»^2 ,o) -
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Pour ¿0 € 2b (61^2)» on pose 

cfo.fc;*,) = a 2 ^ ( 6 0 ) ^ ( t l ' o ) + 5 ( t 2 ' o ) - 6 ( l o ) ) / 2 , 

où a et /3 sont définis par les formules suivantes, avec les mêmes notations que ci-
dessus : 

• si (V,qv) est symplectique, 

a = ( C ( - l ) f c l ) c ( M Î ) > 

ß 
1, si k2 7̂  0, 

0, si k2 = 0 ; 

• si (V,qv) est orthogonal, 

a = 

où n = 2 si fei ̂  k2, n = 1 si &i < &2> 

' 2, si ki = k2 > 2e(d), 

/3 = < 1, si fci ̂  /c2 et inf(/ci,fc2) > 2e(d), 

0, si mf(/ci,fc2) = 2e(d). 

On pose 

/i° = /x?U/x 2, M 1 = MÎUM2-
On définit une application 

2 0 ( 6 , 6 ) — 3(y ) 

¿0 1—• £(¿0) 
par les formules suivantes. Supposons d'abord que £1 et £2 ne sont pas tous deux 
exceptionnels. Pour ¿0 = (fc7, C) £ 2o(£i,£2), on pose : 

« T 0 ) = ( A , , f c " ,M 0 . / * 1 ) -

Supposons £1 et £2 tous deux exceptionnels. Alors /x1 = 0. Pour ¿0 = (fc',fc",C) G 
2o(£i,£2), on a ^ = fc" = 0 et l'on pose 

^ O ) = (O,O,/X°,0,£i£2). 

Remarque. — Si {V,qv) est orthogonal pair et n G {1,2} est tel que Vn = {0}, on 
considère £ n comme exceptionnel, avec en = 1. 

On fixe un élément K G { ± 1 } C ^ M ^ tel que 

' Ci(ii\), si(V,qv) est symplectique, ou si (V,qy) est orthogonal 

Ci(fj},K) = < et fei ^ /c2, 

Q (/xî), si (V,qy) est orthogonal et ki < k2, 

cf. IV.6. Pour io G 2o(£i,£2), on identifie Kàun élément de K,(Ç(LQ)) que l'on note 

«(¿0)-
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On pose 

Фп[Ь,Ь] = Е 
¿oGXo (Ci^2 

^ ь 6 ; ^ о ) ^ 1 о ) ) К М 

C'est un élément de r e s^ (X )

e nt ) -

Proposition. — L'élément (t)n[£1^2] de r e s ^ ( D e n t ) est un transfert de l'élément 0^1® 

deresnH(Vgt). 

Démonstration. — Supposons (V,qy) symplectique et £2 non exceptionnel. Pour n G 

{ 1 , 2 } , posons 0n = 0(£n> 0) et introduisons des objets relatifs à 0 n comme en IV. 1 ou 

IV.2 : 

• Tn = n*=i T n ,j (on l'a noté T en IV. 1 et IV.2) ; 

• o~n ; 

• pour 7 n G T n , A(in) ; 

• pour 7 n G T n et an G A^yn), XTn[an,l] si n = 1 et X ^ J a n , 1], X ^ n [ a n , 1] si 

n = 2. 

Posons 

r 0 = r ! x T 2 . 

Pour 7 = (71,72) G T 0 , on pose 

0-0(7) = ^1(71)^2(72), 

i4(7) = A ( 7 i ) x A ( 7 2 ) , 

et, pour a = ( a i ,02) G ̂ ( 7 ) et e = + ou - , 

y £ [ a ] - ( X T l [ a i , l ] , X ^ 2 [ a 2 , l ] ) G / i . 

En choisissant convenablement les éléments XTX et XT2 de IV. 1 et IV.2, on peut 
supposer que Y€[a] G ho-reg-

D'après la preuve du lemme IV. 12, on a l'égalité : 

C i ® C i = r e s H " k E CToW f ( V ^ C ^ H , ' ) + <¡>H'st(Y-[a], •))} da, 

où ci est le produit des constantes intervenant dans les définitions de IV. 1 et IV.2, 

i.e. 
C l _ 2 - f c i - f c 2 + 2 / ? - i ^ ( ¿ l i o ) + ^ 2 , o ) 7 

/3 étant le nombre qui intervient dans la définition des constantes c ( £ i , £ 2 î ¿o)-

Posons 

Do = ci £ a 0 ( 7 ) / (0G^(y+[a],.) + ^ ( y - [ a ] , - ) ) d a . 

Alors : 

(1) res^A)) est un transfert à vesu(Dent) de ^ ^ i ^ ^ D i ' 
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398 CHAPITRE XII. T R A N S F E R T D'INTÉGRALES ORBITALES NILPOTENTES 

Pour n G { 1 , 2 } , fixons des données (J n , (an^)iein) comme en 1.7, relatives à l'espace 

Vn,i (cf IV.1 ou IV.2), paramétrisant la classe de conjugaison stable de X r n . On 

suppose, ainsi qu'il est loisible, que In est disjoint de N et que I\ et h sont disjoints. 

Pour 7 n G T n et an = (an^)i=i,...,fcn £ -A(7n)> les données 

^ { 1 , . . . , fcn} U 7 n , ( a n ^ ) î G { i , . . . , / e n } u / r i ) 

paramétrisent la classe de conjugaison stable de XTl[ai, 1] si n = 1, de X^ 2 [a2 ,1] et 

[a 2,1] si n = 2. Posons 

J = { (n , j ) ;nG { 1 , 2 } , j G { l , . . . , k n } } , J = / i U / 2 U J . 

Pour 7 G To et a = (ai ,a2) G ^ ( 7 ) , notons simplement (di)iej la réunion en un sens 

évident des familles (o>n,i)ie{i,...,kn}uin P o u r n — 1,2. Alors les données (I,(ai)iej) 

paramétrisent la classe de conjugaison stable dans g correspondant à celle de F + [ a ] 

comme à celle de F"[a]. On note cette classe 0 s t [ a ] . 

Pour (n, j) G J, posons 

t( \ l2j> s in = l , 

[ 2j - 1, si n = 2. 

Posons J = { 1 , . . . , k\ + £ 2 } . Identifions J à J par l'unique bijection telle que l'appli

cation composée 

J —> J-^N 

soit croissante. Supposons ki ̂  /C2 pour simplifier la rédaction. Pour i e posons 

I\ = r n j , où (n, j ) est l'image de i dans J. Posons 

r = n ^ 
Alors r 0 est le sous-ensemble des 7 = ( 7 i ) i e J £ F tels que 

2 f c 2 - l 

f[ 7 , - V ( F 2 ) ^ ) m o d o ^ 2 

(c/. IV.2). Pour 7 G r , on construit un ensemble ^ ( 7 ) de la façon suivante. Pour 

i G J, on fixe a[ji]i G F tel que 

a b i \ f =UFlii si i ^ 2fc2, 

a [ 7 i ] i ( 2 ï _ 2 ; C 2 ) = ^ F 7 Ï , si i ̂  2fc2 + I-

On construit alors A(7) à partir de ces éléments de la même façon qu'en IV. 1. Si 

7 G To, cet ensemble ^ ( 7 ) est le même que celui que l'on a déjà introduit. 

Posons I = h U I2 U J, 7* = I{ U 1$ U J et : 

£ = ( Z / 2 Z ) r . 
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Soient 7 G To, a G - A ( 7 ) et e G £. Modulo identification de 7 et 7, on a défini ci-dessus 

la famille ( a ^ e / - Rappelons que pour i G 7*, l'extension F̂  = F [a*] est un corps qui 

contient une sous-extension F^ d'indice 2. On note 7$ l'élément non trivial du groupe 

de Galois Gal(Fi/F^). On fixe c(a, e)i G vérifiant les conditions suivantes : 

• Ti(c(a,e)i) = -c(a,e)i ; 

• s g n F . / F # (c(a,e)iai) = ( - l ) e i . 

Les données : 

(7, (ai)iei,(c(a,e)i)iei*) 

paramétrisent une classe de conjugaison par G contenue dans O s t [a] . Fixons un élé

ment Z(a,e) de cette classe. Alors (Z(a,e))ee£ est un ensemble de représentants des 

classes de conjugaison par G contenue dans O s t [a] . Pour e = + ou —, on a l'égalité : 

(2) 4G'H(Ye[a], •) = X) A <*,H0Ha], Z(a, c))0(Z(a, e), •). 

On va calculer ces facteurs de transfert. Remarquons que le polynôme caractéristique 

de Z(a, e) est indépendant de e G £. Notons-le P ( X ) . Pour tout ^ G 7, notons E(F^) 

l'ensemble des homomorphismes non nuls de F-algèbres de Fg dans F et posons 

Pe(X)= II 

<xe£(F£) 

Alors 

P(X) = Y[Pi{X). 
£€I 

On note P ' et P[, pour ^ G 7, les polynômes dérivés de P et Pg. Pour ^ G 7*, on fixe un 

élément \pt de E(F^) grâce auquel on identifie F a à un sous-corps de F (si £ G J, F^ est 

par construction un sous-corps de P et on choisit pour 1 pe le plongement naturel). On 

note Up le prolongement à P de la valuation vp de P. En choisissant convenablement 

les éléments XTL et XT2 de IV. 1 et IV.2, on peut supposer et on suppose que pour 

£ , £ ' G 7i U7 2 , a G E(P^), a' G E(F^) et (£,a) ^ ( f ,a ' ) , on a Vp((j(ag) - a'(a^)) - 0. 

Soit i G 7. On vérifie aisément que a ^ P / ^ ) G Ff et Pg(ai) G P ^ pour tout 

£ e I - {i}. A fortiori aiPf{ai) G Ff. On a d'abord : 
(3) si i G 7 — J, (LiP'(ai) est une unité de F ^ . 

En effet, par construction de et XT2, VF^CH) = 0. D'après l'hypothèse ci-dessus, 

on a Up(ai — a(ag)) = 0 pour tous £ G 7, cr G E(F^) tels que (-£, <j) 7̂  ( M F J - La 

conclusion s'ensuit. 
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400 C H A P I T R E XII. T R A N S F E R T D'INTÉGRALES ORBITALES NILPOTENTES 

Supposons maintenant i e J. Soit £ e I. On va montrer : 

(4) 

• si £ e I - I*, Pe(ai) est une unité de F? et 

s g n l î . / F # ( P / ( a i ) ) = s g n ( - l ) [ ^ i / 2 ; 

• si £ 6 Ii UI2 , Pe(a,i) est une unité de Ff et 

B&FWFf = - s g n ( - l ) l f ^ ] / 2 ; 

• si £ e J et £ < i, vFi{Pt{ai)) = [Fe : F] et 

s g n F i / F f (Pe(oi)) = S g n ( - 1 ) ^ : F 1 / 2 ; 

• si £ € J et t > i, vFi(Pi(ai)) = [Fi : F] et 

s g n F i / F f (Ptiai)) = sgn ( ( _ i ) [ * : * V 2 + i 7 < 7 . ) ; 

• vFi{aiP[{ai)) = [Fi:F] et 

s g n F i / F f (fHP&Oi)) = sgn ( ( - l ) [ ^ l / 2 [ F i : p}). 

Supposons d'abord £ e I — J ou £ e J et £ > i. Posons 

NFe/F(a£)= Y[ aM-

<r€X(Fe) 

C'est un élément de Fx. D'après l'hypothèse sur £, on a uF(a(ag)) < vj^(ai) pour 

tout a G T,(Fe). On en déduit que Pe(ai)NFe/F(a£)~1 est une unité de Ff congrue à 

1 modulo l'idéal maximal pf de l'anneau des entiers de Ff1. Donc 
vFi(Pi(a,i)) = vFi(NFe/F(ae)), 

s g n F i / F # (Pi(ai)) = sgnFi/F#(NFe/F(ae)). 

Pour a G E(F^), on a : 

f 0, s i ^ G J - J , 

F V " U ^ : ^ ] - 1 , si £ G J . 

On en déduit de ces formules la valeur de vFi(Pi(ai)). 

Supposons £ G I - J. On a T^(a^) = -a^ (c/. 1.7), d'où 

i V F £ / F ( a , ) = ( - l ) i ^ l / 2 7 V F f / F ( a 2 ) 

où NF# i F désigne bien sûr la norme de l'extension F*/F. On a : 

aj £0*1, tàiel-r, 
ajeo*-oxl, si e e ç u ç . 
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Puisque Ff /F est non ramifiée, l'application NF# j F définit une bijection de o* # / o* | 

sur o£/o£ 2. On en déduit : 

NF*/F(a¡) eoF

2, si eel-Г, 

NF*/F(a2

e) eoF-oF

2, si i e l¡ и Г2 . 

Puisque FijF est totalement ramifiée, la restriction de sgn F . / F # à oF est le caractère 

sgn de ce groupe. On déduit des formules ci-dessus le calcul de sgn F . / F # (P^a*)). 

Supposons £ G J et £ > i. Remarquons que (—l)^F i'-F^2uJF

l^i est une norme de 

l'extension FijFf : c'est la norme de v]?1 a[ii])?i'F^2. On a donc 

sgn F i / F #(P*(o i ) ) = s g n F i / F f ( ( - l J ^ ^ ^ S i ^ / F f ^ ) ) • 

Par construction de ^ ( 7 ) , on a 

NFe/F(a£) G -(jFji(l + PF)> 

On en déduit comme ci-dessus 

s g n F i / F f (Pe(ai)) = sgn ( ( - l ) I F ' : F I / 2 + 1 7 / 7 0 • 

Soit maintenant £ G J, £ < i. Alors vj;(<j(ae)) > Vp(ai) pour tout a G E(F^). Donc 

Pg(ai)a\~^Fe'F^ est une unité de F^ congrue à 1 modulo pf. On obtient : 

V F j ( A ( a i ) ) = U F i ( a p F 1 ) = [ F , : F ] ) 

s g n F i / F # (P/(o<)) = sgn F. ^ ( a f ^ 1 ) . 

Mais 
a [ F , : F ] = ( _ 1 ) [ F , ; F 1 / 2 ( a j T i ( a . ) ) [ F £ : F ] / 2 

et le dernier terme est une norme de l'extension Fi/Ff. D'où le résultat cherché. 

Enfin, posons pour simplifier a* = a[ii]i et notons P« l'analogue de Pi pour 5 ^ . 

Parce que Fi/F est modérément ramifiée et par construction de ^ ( 7 ) , on a : 

• Vp(fii - a (ai)) = Vp-Çcii) 

• Vp(ai - a(ai) - a» + 0 " > ^F^»)» 
pour tout cr G S (Fi), a / ljr.. De plus Vp(ai — ai) > v^fai). On en déduit : 

^ ( 0 * ^ ( 0 * ) ) = ^ ( 5 1 ^ ) = ^ : ^ , 

^Fi/F* (aiPHai)) = sS^Fi/F*(aiPi(a*))' 

Par définition, on a : 

Pi{X) = X ^ - w F l i . 

On en déduit 

â i ^ ( S i ) = [ F i : F ] a l F ' : i i l . 

Comme ci-dessus, on a l'égalité : 

5 f : 1 = ( - l ) № ^ / 2 ( 5 j T i ( S i ) ) t i i , ' : i r I / 2 . 
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4 0 2 CHAPITRE XII. T R A N S F E R T D'INTÉGRALES ORBITALES NILPOTENTES 

On obtient : 

s g n F i / F f b1 P(a) = sgn ((-îr^lF : F]), 

ce qui achève de démontrer (4). 

Posons : 

b 3 (2k2-l v , 2k2 v 

f i s g n ( - 7 i )
f c l + ( t + 1 ) / 2 J ( Il sMli)i/2) , 

i i m p a i r i p a i r 

S0 = - (ki + k2){k1 + k2 + l)(2k1+2k2 + l) + (k1-k2)(k1-k2 + l)(2k1-2k2 + l) / 6 . 

Soient e G £ et £ = ± . Posons : 

* ( « 0 = ( f i ( - i r O f l ï t - 1 ) 6 1 ) -
^ i = l 7 ^ * G / 2 * 7 

i i m p a i r 

Démontrons l'égalité : 

( 5 ) A G ï H ( y £ [ a ] , Z ( a , e ) ) = ^ ^ 

On applique la proposition X.8. Prenons garde aux différences de notations : l'en

semble noté 1% en X.8 est l'ensemble des éléments de J* qui « proviennent » de 

(^253V2)- C'est la réunion du 1% ci-dessus et de l'ensemble des i G { 1 , . . . , 2/c2 — 1} 

impairs. En posant, pour tout i dans cette réunion, 

Ci=V[Fi:F]c(a,e)-1P,(ai), 

on a donc 

AGiH(Y
e[a],Z(a,e)) = DaiZi^e^DHiY^a])-1 

v *=i 3 (2k2-l 7 v z e / 2 * l sMli)i/2) , 7 

i i m p a i r 

Pour i e /2, il résulte de (3), de la non ramification de l'extension Fi/F et de la 

définition de c(a, e)i que 

S S n F , / F f = ( - ! ) C i -

Pour z G { 1 , . . . , 2A:2 — 1}, i impair, il résulte de (4) et de la définition de c(a, e)i que 

S g n F i / F f {d) = ( - î r ^ ^ s g n ^ - l ) ^ ) s g n a - l ) 1 ^ ^ ) * 1 ^ " ' 
ki+k2 

n s g n ( ( - l ) ^ ] / 2

7 , ) . 
e=i+i 

On vérifie que le produit sur i de tous ces termes est égal à 0 - 3 ( 7 ) « ( e ) . 
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En notant T(o, e) le centralisateur de Z(o , e) dans G, on a décrit au cours de la 

démonstration du lemme X.7 l'ensemble des racines de T(a, e) dans g. On en déduit 

l'égalité 
1 / 4 

DG(Z(a,e))= l[NFi/F(aiP'(ai)) . 
tei F 

Grâce à (3), pour i G i" — J, 

|AT F i / F (a*P ' (o*) ) | F = l . 

Grâce à (4), pour i G J, 

1 ^ / ^ ( 0 * ^ ( 0 * ) ) ^ = ^ , 

où 
¿ - 1 

Ni = (i - 1 - ki - k2)[Fi : F] - ^ [ F , : F ] . 
¿ = 1 

On vérifie alors l'égalité 
D G ( Z ( a , e ) ) = / ° / 2 . 

idem 
DH(Y

e[a]) = q(ô(^o)+ô(L2,0))/2^ 

On obtient l'égalité (5). 

Pour tout 7 G T, posons 

k\+k2 

° { l ) = I l S S n ( 7 * ) * -

i=2/c 2 + l 

Pour 7 G r0, on vérifie les égalités 

2 * 2 - 1 

^ 0 ( 7 ) ^ 3 ( 7 ) = a ( 7 ) fi s g n ( " 7 z ) f c l = (-1)* 1 C <^> sgnfa'O^))* 1 . 
¿ = 1 

i i m p a i r 

Posons : 

c 2 = ( - l ) f c i c ( ^ 2 ) sgn(77 /(V 2)) ; c i 2~kl~k2+2(3q(ôo^i,oHS(i2,0))/2 ^ 

Grâce à (2) et (5), on obtient l'égalité 

(6) D0 = c2 * ( 7 ) / J>(e)0(Z(a,e),.)do. 

7er0 ees 
Soit ¿0 GXo(6 ? ^2) . Calculons 4>^(LQ)^LQy Posons 

£ = ( o F / o F

2 ) J , £ (Ç( t 0 ) ) = (Z/2Z) c ^ 1 ) . 

Pour e 0 G £ ( £ ( ¿ 0 ) ) , soit X^ 0 ' * 0 un élément associé comme en III.2 à # ( £ ( ¿ 0 ) ^ 0 ) . 

Utilisons les constructions de IV.1 pour # ( £ ( ¿ 0 ) , eo). L'ensemble J de IV.1 est le même 

que celui introduit ci-dessus. La fonction sur £ notée Ko en IV. 1 est indépendante de ¿0 
et de e. Notons la /?. On peut choisir pour l'ensemble T de IV. 1 l'ensemble T ci-dessus 
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404 CHAPITRE XII. T R A N S F E R T D'INTÉGRALES ORBITALES NILPOTENTES 

et alors la fonction a de IV. 1 coïncide avec la fonction introduite ci-dessus. Posons, 

avec les notations de IV. 1 : 

D(io) = 2 - f c - V ( T 0 ) $ > ( 7 ) / E E « ( S ) ^ ) ( c o ) ^ W ' t o [ a , c ] , . ) d a . 

Le même raisonnement que dans la preuve du lemme IV. 12 conduit à l'égalité : 

( 7 ) ^ o ) > K M = r e s « ( D ( . 0 ) ) . 

Identifions comme toujours { 1 , . . . , C(/J1)} à /J U 72* de sorte que pour tout i € 
{ 1 , . . . ^ ( / x 1 ) } , on ait l'égalité n\ = [Ft : F}/2. Alors £ (£(¿0) ) = ( Z / 2 Z ) 7 î u / â . Identi

fions de façon naturelle 5 à ( Z / 2 Z ) J . Alors 

£ x £ ( £ ( t o ) ) = £ . 

Le caractère K de £ est la restriction de K à £. Grâce au lemme IV.9, on peut supposer 

que K(LO) est la restriction de K à £(£(¿0)). Pour 7 G I\ définissons e ( 7 ^ 0 ) G £ — 

(Z/2Z)J par : 

• si ¿0 = (ki + ki — k2,1) ou si k2 = 0 et ¿0 = (fci, fei, —1), 

(_l)ê(7,^o)i = S g n ( - l ) 

pour tout i e J ; 

• si &2 > 0 et ¿0 = (fci — fc2» ki + /c2 — 1), 

(_ l )S(7 , io) i = / ^ ( ( - l ) ^ 1 ! . ) pour tout t € { l , . . . , 2 f c 2 } , 

[ sgn(-7i) pour tout i G {2k2 + 1,..., fci + k2}. 

Pour tous 7 G I\ a G -A(7) et e G £, écrivons e — (e, eo) avec e G £ et eo G £(£(¿0))- Il 

résulte des définitions de IV. 1 que la classe de conjugaison par G de X ^ ° ' t 0 [a, ee(7, ¿0)] 

ne dépend pas de ¿0- En utilisant le fait que pour tout i G J, — af est une norme de 

l'extension Fi/Ff, on voit que si 7 G To, cette classe de conjugaison contient l'élément 

Z(a, e) précédemment introduit. En tout cas on fixe un élément de cette classe, qu'il 

est loisible de noter Z(a, e). On obtient alors l'égalité 

(8) D(LO) = 2 - f c l - f c a ^ ) E ^ ( 7 ) « ( c ( 7 , t o ) ) / Y,K(e)<j>(Z(a,e),-)da. 

7er JAM eee 

Posons 

D = Yl c t é b & ^ o W o ) . 
¿oGX 0 (£ i ,£2 ) 

D'après ( 7 ) et les définitions, on a l'égalité 

(9) 0 w K i , & ] = r e s w ( I ? ) . 
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On vérifie l'égalité ¿ ( ¿ 0 ) = ¿ 0 pour tout ¿0 E 2o(£ i , £2 ) - Soit 7 G T, en explicitant les 
définitions, on a l'égalité : 

2_fcl_fc2 j2 <fM ci^to lo) K(êb, *)) 

¿06X0 (£1,62) 

1 r 2 / e 2 - l 

= -c2 l + ( - l ) c ^ ) s g n ( V ( F 2 ) n 7i) • 
^ i=l J 

i impair 

Si k2 = 0, on a T = T 0 et ( - l ) c ( ^ ) Sgn(r/ /(V 2)) = 1, c/. IV.6. Si k2 ± 0, le terme entre 

crochets ci-dessus vaut 2 si 7 G To, 0 si 7 ^ r 0 . En tout cas le membre de droite de 

l'égalité ci-dessus vaut c2 si 7 G T 0, 0, si 7 £ r 0 . Grâce à (6) et (8), on en déduit 

l'égalité D = D0- D'après (1) et (9), <j)n[^i^2] est donc un transfert à res^(D e nt) de 

On a supposé ki ^ k2 et £2 non exceptionnel. Si k\ <k2, un calcul analogue vaut. 

Si £2 est exceptionnel, 0̂ 2

X ne s'exprime plus à l'aide des définitions de IV.2 (où on 

avait supposé les données non exceptionnelles). Mais on a simplement 

^ 1 = r e s W 2 (0G»(XTa,O) 

où T2 est un sous-tore maximal de G2 qui se déduit de £2- La suite du calcul est 

analogue à ci-dessus. 

Supposons maintenant (V,qy) orthogonal impair et k\ > k2. Posons 

J = { 2 , . . . , f c i + f c 2 - l } 

et notons J l'ensemble des éléments impairs de { 3 , . . . ,2k2 — 1} . Pour tout i e J, 

fixons un ensemble de représentants r* de oF/oF

2 dans oF. On suppose que pour 

tous i G J, 7 i - i G IV_i et 7$ G I\ , on a 7^-1 — 7* ^ 0 modpF- Posons : 

r 0 = n r -
On définit une fonction <T0 • To —• { ± 1 } par : 

( 2/C2—1 \ / f c i + f c 2 — 1 \ 

s g n ( - 7 i )
[ i / 2 1 ) ( I l s g n ^ i ) 4 - * » ) 

i=2 ' ^ i=2fc 2 ' 

pour tout 7 G r0. Pour tout tel 7 et pour i G J, fixons a[7i]i E F tel que 
a [ 7 i ] ^ - 2 = oopli, si z ^ 2k2 — 1 et i est impair, 

a[7i]f l = W f 7 i , si z ^ 2/C2 — 1 et i est pair, 

a [ 7 z ] ^ - / C 2 ) = <^F7* si i^2k2. 

On déduit de ces éléments un ensemble A(7) comme en IV. 1. À tout a G ^ ( 7 ) , on 

peut associer un élément Y [a] de /ic-reg-
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Pour n G { 1 , 2 } , posons 

_ Г sgn(- i ) ( f c ñ-D /2 , si 

a " " j ( _ i ) o ( ^ ) S g n ( ( - i ) * » / 2 - y ( ^ ) ) , s i A » > Ä ; ; 

( 2 A:n, si A:n 7^ 1, 

0, si fe„ = 1. 

Posons 

ci = a 1 a 2 2 " 1 + < V ( t l ' o ) + ¿ ( t 2 ' o ) 

et 

(10) A ) = ci V Ml) I <f>G'H(y[*h ')da. 
7 e r 0

 J a ^ 

Avec ces définitions, on a encore la relation (1). 

Introduisons des ensembles I\ et I2 comme dans le cas symplectique et des données 

(ai)ieiiui2- On pose encore 

/ = / i U / 2 U J , I* = i{ U/ 2*UJ 

et cette fois : 

S = ( Z / 2 Z ) f 

(on rappelle que c'est l'ensemble des e G ( Z / 2 Z ) r tels que = 0 ) . Pour tous 

iei* 

7 G r 0 , a G ^ ( 7 ) , e G £ et z G /* , on fixe c(a,e)i G F ^ x (avec les notations du cas 

symplectique) de sorte que : 

• si e' est un autre élément de £, s g n F ^ F # (c(a, e)ic(a, e ' ) " 1 ) = ( — l ) e i - e * ; 

• les données (/, (a^)^/ , (c(a, e ) ^ e / * ) paramétrisent une classe de conjugaison par 

G dans g. 

De tels éléments existent car la classe de conjugaison stable de Y [a] se transfère à g. 

On fixe un élément Z(a, e) dans la classe ci-dessus. On pose simplement c(a) = c(a, 0). 

On peut supposer, et on suppose que c[a)i = 1 si i G / 1 U1% : c'est évident si J ^ 0 ; 

si J = 0 , cela résulte du fait que V possède un réseau autodual. 

Pour 7 G r 0 et a G A(j), on a l'égalité 

(11) cf>G'H(Y[a},-)=Yl&G,H(Y[a},Z(a,e))cP(Z(a,e),-). 
ees 

Soit e G £. On peut supposer que l'ensemble des éléments de I* qui « proviennent » de 

(V2, qv2) est la réunion de I2 et de l'ensemble des éléments pairs de { 2 , . . . , 2k2 — 1}. 

Pour i dans cette réunion, posons 

Ci=ri'(V)[Fi:F\c(a,e)71P'(ai). 
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D'après la proposition X.8, on a l'égalité : 

AG.H(Y\al Z(a, e)) = DG(Z(a, e))DH(Y\a])-1 

^ i=2 1 / \iç.i* % ' 
i p a i r 

Le calcul de ces termes s'effectue comme dans le cas symplectique, aux deux différences 

près suivantes. D'abord, pour tout i G / , on a l'égalité : 

P'(ai) = aiP;(ai) J] P,(aO, 

tei-{i} 

le terme a* provenant du fait que Z(a, e) possède la valeur propre « supplémentaire » 

0. D'autre part, soit i G { 2 , . . . , 2k2 — 2} , i pair. Les termes aiP[(ai) et Pe(a-i) pour 

£ G I — {i,i + 1} vérifient les relations (4). Le calcul de Pi+i(a,i) est différent car 

Vp(ai) = Vpfai+Ï). Posons ai = a[yi\u a>i+i = a[7i+i]i+i et notons i^+i l'analogue 

de i^+i pour eïi+i. Grâce à la définition de ^ ( 7 ) et au fait que 7^ — 7̂ +1 ^ 0 modp^, 

on montre que Pi+\(ai)Pi+ifâi)"1 est une unité de Ff congrue à 1 modulo pf. Or 

Pi+1(X) = X2i-u>F<yi+1, 

d'où 

PÏ+I(5») = WF{1Î ~ 7*+i)-

On en déduit VFi(Pi+i{o>i)) = [Fi : F] . D'autre part 

ujF7i = af = ( -5^(5*) )* = (a»r(ai))* 

puisque i est pair. i.e. 0^7$ est une norme de l'extension Fi/Ff. D'où : 

s g n F . / F # ( P t + i ( a » ) ) = sgn(7 i(7i - 7*+i ) ) -

Ecrivons simplement le résultat du calcul. Posons 

r 2 f c 2 - 2 

- 3 ( 7 , « ) = I] s ^ { i - ^ 1 + k 2 % 1 + k 2 - 2 - i / 2 ^ i - 7 . + 1 ) ) 
- i=2 

i p a i r 

fi ^ / F f W a ) . ) IJ s g n ( 7 i )
f c 2 - 1 , 

L 2 = 2 -1 L i=2/c 2 ^ 
i p a i r 

¿0 = - [(Ai! + k2 - l)(Ai + fc2 - 2)(fci + A&) + (AÏ! - fc2)(fci - A& - l)(fci - fc2 + 1)1 / 3 , 

«(e )=( 2 n 2 ( - l ) e * ) ( l l 
^ i=2 ' ^iei* ' 

i p a i r 

c2=[(-iy^1hgn(r1'(V))\k2~1. 
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Alors 

(12) AG,H(y[a],Z(a,e)) = 0 3 ^ 3 ( 7 , a) « ( e ) ^ 0 " ^ . 0 ) - ^ » / 2 . 

Pour 7 G r 0 et a G ^ ( 7 ) , posons 

2k2-2 

< 7 4 ( 7 , a ) = f[ s g n F i / F f ( c ( a ) i 7 f 1 + / s 2 + 1 ) , 
i=2 

i p a i r 

r -1 r f c i + f c 2 - l i 

^ 5 ( 7 ) = ] [ [ s g n ( 7 i - i 7 t ( 7 i - i - 7 i ) ) 11 s g n ( ~ 7 z ) • 

i£j i=2k2 

i p a i r 
On vérifie l'égalité : 

0o ( 7 ) 03 ( 7 , a) = 05 ( 7 ) 0*4 ( 7 , a) . 

Posons enfin 

c 3 = ai a22
/5l+/?2 ( - l ) 0 ^ 1 ) ^ - 1 ) sgn(?y ,(V r)) f c 2~ 1

 g№>+*(n ,o)+*(i2 ,o))/2 _ 

Grâce à (10), (11) et (12), on obtient l'égalité : 

(13) A ) = c 3 ^ 0 - 5 ( 7 ) / 5Z«(e)a4(7,a)0(^(a,e),-)da. 

Remarquons que tous les termes ci-dessus dépendant de 7 ont été définis pour 7 G I \ ) 

mais leur définition s'étend à tout 7 G (o£) J tel que 7 ^ - 1 — 7 $ ^ modp/r pour tout 

2 G J. Pour tout tel 7 , posons 

/ ( 7 ) = 0 5 ( 7 ) / y^K(e)a4(7,a)0(^(a,e),-)da. 

On va faire varier I V Conservons fixés les ensembles I\ pour i G {2k2,..., fci + fc2 — 1}. 
Fixons un ensemble de représentants 0 de O£/(1 + PF) dans o£. Notons X l'ensemble 
des ensembles 

r 0 = n r * 
vérifiant 

• pour tout i G { 2 & 2 , • • •, ki + k2 — 1} , Ti est l'ensemble ci-dessus fixé ; 

• pour tout i G { 2 , . . . , 2k2 - 1}, I \ C 6 ; 

• pour tout ii G J, nTi = 0 . 

Posons 

D ^ C s l A T l - 1 E £ / ( 7 ) . 

Pour chaque TQ e X, on peut construire comme ci-dessus une distribution Do vérifiant 

la relation (1). D'après (13), Di est la moyenne de ces distributions. On en déduit : 

(14) res^(Di) est un transfert à r e s ^ ( D e n t ) de 0 ^ 0 0 ^ 2

X . 

Notons T l'ensemble des familles telles que : 
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• pour tout i G { 2 / c 2 , . . . , fci + &2 - 1}, 7i e I\ ; 

• pour tout i G { 2 , . . . , 2k2 — 1}, 7* G 9 ; 

• pour tout z G J, 7 i_i / 7i . 

On a T 0 C T pour tout r 0 G X, donc 

A = c a l ^ r 1 E l { r 0 G A"; 7 G r 0}|/( 7). 

Calculons Choisir r 0 G X revient à choisir pour tout i G J : 

• un sous-ensemble I\ = { 7 ^ , 7 " } C 6 tel que sgn(7+) = 1, sgn(7~) = - 1 ; il y a 

(q — l ) 2 / 4 choix possibles : 

• un sous-ensemble IV1 = {7^1,7^11} C © tel que sgn(7+L 1) = 1, sgn(7z~ x ) = - 1 

et 7 + ! ^ 7 + , 7 " . x ̂  7 ~ ; il y a (q - 3 ) 2 /4 choix possibles. 

Donc 

\X\ = (2- 2(ç - l ) ( < z - 3 ) ) 2 f c ' - 2 . 

Soit 7 G T. Choisir ro G X tel que 7 G To revient à choisir pour tout i G J : 

• un sous-ensemble = {7*17i} c © t e l ° l u e s ê n ( 7 D = - s g n (7* ) et 7- / 7^-1 ; il y 

a (q - l ) /2 choix possibles si sgn(7*) = s g n ^ - i ) , (q - 3)/2 si s g n ^ ) = - s g n ^ - i ) ; 

en tout cas, il y a (q — 2 -h sgn(7i_i7i))/2 choix possibles ; 

• un sous-ensemble IV1 = {7^-1 ,7 z ' - i} C © tel que sgn(7-_ 1) = -sgn(7*_i) , 

7i_i 7^ li et 7 t '_! 7̂  7- ; il y a (g - 3)/2 choix possibles. 

Donc 

|{r0 e A"; 7 e r 0}| = 2 2 - 2 f c 2 (ç - S ) * - 1 Y[(q - 2 + s g n ( 7 i _ l 7 i ) ) . 

Pour 7 G T, posons 

p -, r f c l + f c 2 - l -i 

<K7) = 11^ ~ 2 + s g n ( 7 * - i 7 i ) ) sgn (7 i _i7i(7i_i - 7*)) J"] sgn(~7 J ) 

et posons 

C 4 = c 3 2
2 f c 2 " 2 (q - 1 ) ~ 2 ^ + 2 (g - S)-^1. 

D'après les formules ci-dessus et la définition de / , on a l'égalité : 

2 } i = c 4 ^ < 7 ( 7 ) / 5Z«(e)(74 (7 î a )0 (^(a î e) , - )da. 

Notons (5 le sous-groupe des permutations de J engendré par les symétries élémen

taires permutant i\ — 1 et i, pour z G J. Ce groupe agit naturellement sur T et 5. 

Pour 7 G T, un élément s de Q définit une bijection naturelle de A(*y) sur A(sj). Soit 

s G G- On peut remplacer 7 par s - 1 (7) et e par s - 1 ( e ) dans les deux sommations de 

l'égalité précédente. Par un changement de variables, on obtient l'égalité : 

Di = c 4 ^ < 7 ( s ( 7 ) ) / X l ^ ^ ( e ) ) a 4 ^ ( 7 ) ^ ( û ) ) 0 ( ^ ( s ( a ) , s ( e ) ) , - ) ^ . 
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Soient 7 G T, a G ^ ( 7 ) et e G £. En étendant s en une permutation de I fixant / — J, 

la classe de conjugaison de Z(s(a),s(e)) est paramétrisée par : 

( / , ( a a - i ( i ) ) i € / , (c(s(a) ,s(e)) i ) i e 7 *) . 

On a le droit de permuter les éléments de / , cf. 1.7. La classe ci-dessus est donc aussi 

paramétrisée par : 

(j, (ai)ieI, (c(s(a), s(e))s{i))ieI*^ . 

Il existe un unique élément E(s, a, e) G £ tel que cette classe soit celle de Z(a, e + 

E(s,a,e)). Cet élément est défini par les égalités 

s g ^ / F * ( с Ж ^ е ^ с ^ е ) - 1 ) = (_1)S(».«.<0' 

pour tout i G I*. En fait le membre de gauche est indépendant de e, donc E(s,a,e) 
aussi ce qui autorise à noter simplement ce terme E(s,a). On obtient alors : 

Di = c 4 5^<r ( s (7) ) / ^2ф{е - Е(8,а)))аА(8(ч),8(а))ф^(а,е),')<1а. 

Notons J(s) l'ensemble des г G J tels que s(i) ф i. Pour 7 G Г, a G A ( 7 ) et e G £ , 
posons 

e 7 , a , e ( S )=sgn( - l ) l^ ) l / 2 П ( - i r s g n F i / F f ( c ( a ) i 7 î

f c l + f e 2 + 1 ) . 
t€J(s) 

On vérifie l'égalité : 

< т ( > ( 7 ) ) / ф ( е - # ( s , a ) ) ) < 7 4 ( s ( 7 ) , s ( a ) ) = £ 7 ,a ,e(sM7)я(е)<т 4 (7 ,a) . 

D'où l'égalité : 

(15) £ > i = c 4 ^ c r ( 7 ) / ^£r 7 5 a , e (s)/^(e)cr 4 (7,a)0(Z(a,e),-)^a. 

7 Gr -̂ (nO ees 

Pour 7 G Г, a G ^ ( 7 ) et e G £, la fonction £ 7 , a , e est un caractère de С/. Notons 
£ ( 7 , a) l'ensemble des e G £ tels que ce caractère soit trivial. On voit que £ ( 7 , a) est 

l'ensemble des e G £ tels que pour tout г G J, on ait l'égalité : 

( - 1 ) - — = S g n F i _ i / F f i ( c ( a ) i _ l 7 ^ + 1 ) s g n F i / F f ( - c ( a ) i 7 î

f c l + f c 2 + 1 ) . 

En moyennant l'égalité (15) en s G G-, on obtient l'égalité : 

(16) D1=c4^a(7) ^2 «(e)a 4(7,a)0(Z(a,e),-)da. 
7 € Г

 J A ^ ) eG£(7,a) 

Soit ¿0 = (k',k"X) l'unique élément de 2о(£ъ£2)- Rappelons que С = ( - l ) f c l + f c 2 . 
Notons £ le sous-ensemble des e G (o£/o£) J tels que : 

• pour tout г G J, e^-i = ei ; 
# lli=2fc2

 1 
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Posons 
f ( Z / 2 Z ) c ( , j l ) , sifci^fca, 

f s g n C - l ) ^ ^ 2 - 1 , s i C = 1 ' 

a 3 = j ( _ 1 ) C ( ^ ) s g n ( ( _ i ) (* i+*»- s >/V (v ) ) , si C = - i ; 

( 1 - ki + k2, si fci ^ fc2, 

0 , S I fel = «2 , et 
es = a 3 2" 3 {q - l ) 2 " 2 * 2 (q - З) 1 "* 2 q5^ . 

Avec des notations similaires à celles du cas symplectique, posons : 

(17) D(t0)=c5J2a(7) I ^ E ^ ( ? ) ^ o ) ( e o ) ^ 0 ^ [ a , e ] r ) ^ . 

On a encore l'égalité (7). 
Pour 7 G T, définissons 0 ( 7 ) G ( F X ) R par 

c(7)i = 

1, si z G /1 U J2* , 

(-l)S, si C = 1 et i G J, 
si C = —1 et ^ J - f t + f e - l } , 

ryV c ( / A l ) , si C = - 1 et i = ki + k2 - 1. 

Identifions comme dans le cas symplectique { 1 , . . . , C(/LX1)} à I{UiJ? £ ( £ ( ¿ 0 ) ) à u n sous-
groupe de ( Z / 2 Z ) 7 i U / 2 et £ à un sous-groupe de ( Z / 2 Z ) J . Définissons une application : 

<p : £ x £ ( £ ( ¿ 0 ) ) —> S 

(e, e 0 ) 1—• v?(e, e 0 ) = e 

par : 

• pour tout i G Ii U e$ = eo,i ; 

• pour tout i e J — {ki + /¿2 — 1}, ei =ei] 

• e /^+fcs - i = efc 1 + fc 2 _i + ^ e o j . 

j € / î u / j 

Grâce aux définitions de IV.2 on voit que pour 7 G I \ a G ^ ( 7 ) , e G £ et eo G £ ( £ ( ¿ 0 ) ) , 

la classe de conjugaison par G de X^ 0 , 6 o [a ,e ] est paramétrisée par des données 

(J, (ai)iei, (ci)ieI*) 

telles que, pour tout i G /*, on ait l'égalité 

s g n F i / F # ( c i c ( 7 ) r 1 ) = ( - l ) e S 
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où e = ip(e, eo). On en déduit d'abord que l'on peut choisir pour famille (c(a)i)iej* la 

famille (0(7)^)^7*. Ce choix étant fait, on voit que X^ 0 ' t 0 [a ,e ] est conjugué à Z(a, e) 

par un élément de G. On vérifie également que : 

• quitte à remplacer K(LQ) par un caractère équivalent (cf. IV.9), on a l'égalité 

ft(e)/^o)Oo) = « (e ) ; 

• 0-4(7,«) = C6, où 

c = I 1 ' s i C = l , 
C 6 ~ X s g n ( - i ) * 2 - 1 , si c = - i ; 

• <p est une bijection de £ x £(£(¿0)) sur £ (7 , a). 

En utilisant ces propriétés et les égalités (16) et (17), on obtient l'égalité : 

£>i = C4C6C^1D(L0). 

On vérifie l'égalité 

c 4 c 6 c ^ 1 = c(£i, £ 2 ;*<))• 

Grâce à (7) et (14), on en déduit que 0 w [£i,£2] est un transfert de x </>^ r 

Une démonstration analogue vaut si k\ < k2. 
Le cas orthogonal pair se traite par les mêmes méthodes que celles utilisées dam 

les deux cas symplectique et orthogonal impair. On laisse le calcul au lecteur. C 

XII.4. Supposons (V,qv) unitaire. Posons ¿0 = ¿1,0 = ¿2,0 = (0,0)- Ce sont le: 

uniques éléments de lo(V), resp. Xf(V\), 2g*(V2). Pour tout n G { 1 , 2 } , soit pn $ 

ft(*n,o), cf. IX.6. On a défini en IX.8 l'élément de </>8£Hn de res W n (X> n , e n t ) . 

On a défini en IX.6 les groupes W(i0), ^(¿1,0), W(L2,O). Notons-les W, W U W2 

Posons WH = W\ x W2. Par définition d'un groupe endoscopique, WH se plonge 

naturellement dans W. 

Soit L un réseau presque autodual de V. On a défini en IX.6 le groupe WL(LO) 

Posons W = W>/(0), W" = Wi"(0), WL = W L ( L 0 ) . On a W L = W 7 x W " et W L S 

plonge naturellement dans W. 

Posons 

/ = { l , . . . , d } , Ji = { l , . . . , d i } , / 2 = {di + l , . . . , d } , 

/ , - { d ( 0 / 2 + l , . . . , d - d ( 0 / 2 } , 

J" = { 1 , . . . , d(f)/2] U {d - d(£")/2 + 1,..., d } . 

Alors W s'identifie au groupe des permutations de I et Wi, resp. W2, W, W", au 

sous-groupe des éléments de W qui fixent I2, resp. /1, i 7 . Notons u^, resp. wi^, 

W2,<f» w^, w'cj), l e s éléments de plus grande longueur de W, resp. Wi, W2, W 7 , W' 7 . On 

a = w'^w'^. Le plongement —> VF est équivariant pour l'action des Frobenius. 
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Le plongement WH —> W ne Test pas. Toutefois, en notant <fi et 4>H les actions de 

Frobenius sur W et WH et en posant WQ,H = W(f>wi,<f>W2,<t>i ° n a l'égalité 

(1) = wGjH <PH (w) WG]H 

pour tout w G W ^ . 

Soit w eW. Posons = \w-l(I") n J2| et 

(pi ® p2)™ = i n d ^ n w H , H w _ 1 (w • r e s ^ W L t i ; r W i * ( p i 0 p2)) • 

Ces objets ne dépendent que de l'image de w dans l'ensemble de doubles classes 

WL\ W/WH. On pose 

(PI®P2)L= E ( - i r ( w ) ( P i ® P 2 ) « ; -

C'est une représentation virtuelle de W L . 
Posons IL = !(£') x l ( f ) . 

Soit TV = (L,N',N") G Nil(V). Posons : 

/ ( p i , P 2 , i V ) = <f £ ((Pi ® P2)L : P ^ P , ^ w L ^ ( ° - 6 ( t , / H x ^ X ^ ) ( ^ i v ) , 

où 

c = d(N) - d/2 + d i m ( Z 0 ( L ) ( F # ) ) / 2 , 

c/. VIII.ll, VIII.13, IX.2 et IX.4 pour les définitions. On a défini en IX.2 une fonction 

Proposition. — Pour tout n G { 1 , 2 } , soit pn G lZ(tn^). Alors il existe un transfert 

</>n[pi, P2] de (j)s^Hl ^cj)8^2 à res^(Pent) tel que pour tout N G №1(10, on ait l'égalité 

<t>n[pup2}(h^) = f(p1,p2,N). 

On laisse la démonstration au lecteur. Elle est similaire à celle de la proposi
tion XII.5 ci-dessous. 

X I I . 5 . Supposons (V,qv) symplectique ou orthogonal. Pour tout n G { 1 , 2 } , soient 

¿71,0 = (k'n,k'n) £ îo(Vn) et pn G n^Ln^. On pose kn = sup(fc;, 

Soit L0 = (k',kff,() G X 0(n,o,*2,o), cf. XII.3. On pose W = W(t0) = W(k',k") (cf. 

IX.6), Wn = W(LN,0) pour n G { 1 , 2 } , = x W2. 

Soit L un réseau presque autodual de V. Supposons k' G X^'(O), fc" G 2^/(0). 

On a défini en IX.6 le groupe W^ik'^ k") que l'on notera aussi WL(LO) et ci-dessous 

simplement VFL. Posons W = WV(*0> = On a l'égalité W L - W'xW". 

Les groupes W L et WH se plongent naturellement dans W. Le plongement de 

dans W est équivariant pour les actions de Frobenius. Celui de WH dans W ne l'est 

pas toujours mais il existe un élément WG,H de W tel que l'égalité XII.4 (1) soit 

vérifiée. 
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Explicitons la situation par exemple dans le cas (V,qy) symplectique. Posons 

n' = (d(ef) - k'{k' + l ) ) / 2 , n" = (d(l") - k"(k" + l ) ) / 2 , 

ni = d i / 2 - fei(fci -h 1 ) , n 2 = d 2 / 2 - kl, 

n = ni + n 2 = n 7 + n" , 

J = { ± l , . . . , ± r a } , h = { ± l , . . . , ± m } , / 2 = { ± ( n i + l ) , . . . , ± n } , 

J77 = { ± 1 , . . . , ± n " } , 7 7 = { ± ( n 7 7 + 1 ) , . . . , ± n } . 

Alors VF s'identifie au groupe des permutations w de I telles que w(—i) = —w(i) pour 

tout i £ I et W, resp. VF", VTi, au sous-groupe des éléments de W qui fixent I 7 7 , 

resp. J7, 7 2 . Si &2 7^ 0, W 2 s'identifie au sous-groupe des éléments de W qui fixent I\. 

Si &2 = 0, notons Wf le sous-groupe ainsi décrit. Alors VF2 est le sous-groupe des 

éléments w de Wf tels que s g n C D ( u > ) = 1, s g n C D désignant le caractère de W défini 

en II.3 ou sa restriction à Wf. Si fe2 ^ 0 ou si ( V ^ , ^ ) est déployé, WG,H — 1. Si 

/c2 = 0 et (V2,qv2) est non déployé, WQ,H = W C D , cf. II.3 pour la définition de cet 

élément. 

Une description similaire vaut dans les autres cas. 

Supposons que VF, VF7, VF77, W\ et VF2 sont tous des groupes de Weyl de type C. 

Soit w G VF. On a l'égalité : 

(1) w~LWLwC\WH = 

(w'1 W'w n W^iw'1 W'wH W2)(w~1 W"w H W^w'1 W" w n VF 2 ) . 

Pour 16 e w~1 W L W n VF^, on écrit u = u^u^ulu^' conformément à cette décomposi

tion. On définit un caractère Xw de w~l W^w D V F H par l'égalité : 

' sgn C D (u 2 ' )> si C = 1 e t f c i ^ f c 2 , 

, \ s g n C D ( u " ) , si C = 1 et ki < fc2, 

s g n C D ( w 2 ) , si C = - 1 et k x ^ k 2 , 

k s g n C D ( w i ) , si C = — 1 e t f c i < f c 2 , 

pour tout u G w 1 W fl W H . On pose 

(pi ® p 2)™ = i n d J J £ n w W H w - i ( ™ ' (X«; r e s ^ J Î W L W n ^ ( p i ® p 2 ) ) • 

Cette représentation ne dépend que de l'image de w dans l'ensemble de doubles classes 

WL\ W/WH. On pose 

( P 1 ® P 2 ) L = Y (P1®P2)W 

w<EWL\W/WH 

C'est une représentation virtuelle de WL. Pour p' G 1Z{W) et p" G H(W"), on pose 

m{pu p2; p', p") = ((PI®P2)L,P'®P")WL. 

Appelons cas exceptionnel le cas où (V,qy), (Vi ,gvi) et (V2,qv2)
 s o n t tous trois or

thogonaux pairs déployés, k\ — k2 = 0 et pi et p 2 sont toutes deux exceptionnelles, 
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i.e. leurs induites aux groupes w*, resp. Wf, sont irréductibles. Tous les groupes 

W, WW", Wi, W2 sont de type D. La décomposition (1) n'est plus valable mais 

on a une égalité analogue à (1) si l'on remplace tous les groupes W, W", W\ et W2 

par W'# , W"*, Wf, Wf. Pour w e W, cela permet de définir encore un caractère 

Xw de W~1WLWD WH. On définit alors ( p i 0 P2)L et ra(pi, p 2 ; p ' , p " ) comme dans 

le cas précédent. 

Supposons maintenant que certains des groupes W, W, W", W\, W2 soient de type 

D mais excluons le cas exceptionnel ci-dessus. Si p € 1Z(W) est stable par l'action du 

Frobenius, posons 

( p, si W est de type C, 

ind{^ # (p) , si W est de type D et (V,qv) est déployé, 

p # - p b , si W est de type D et (V,qv) n'est pas déployé, 

c/. VIII.4. Pour unifier la notation, on pose W# = W si W est de type C. On modifie 

alors la construction du cas général de la façon suivante : 

• on remplace W, W 7 , W", Wu W2 par W*, W'#, W"*, W*, Wf ; 

• on remplace pi et p2 par pi et p2 ; 

• pour p' G K(W) et p" G K{W"), on pose 

m{pup2',p',p") = [W* : ttT^pi ® p 2 ) L , ? ® ? ) w * , 

où bien sûr W f = x W"* . 

Soit TV = (L, TV7, TV") G Nil(V). 

Si k' i I0(£') ou k" i 2b(*")> on pose /(¿0; P i , P2, iV) = 0. 

Supposons k' G l o ( ^ ) et fc" G T 0(*")- 0 n P°se ILM* = x 2^(/c") 0, 

c = d(N) + 5(K,)/2 - n(io)/2 + d i m ( Z ö ( L ) ( F A 7 ) ) / 2 , 

c/. IX.2, IX.4, IX.5 pour les définitions (on a posé n(to) — n(fc',fc")), et 

f(wpuP2,N) = c(io)qc J2 rn(puP2;p t>, ps>) q - b i L , ) ^ 
(i',L")eZLM+ 

cf. VIII.11, VIII. 13 et XII.3 pour les définitions. 
On a défini en IX.2 une fonction hj^. 

Proposition. — Pour tout n G { 1 , 2 } , soient ¿^0 G Xf^n) et pn G TZ(Ln,o)^' ^4fors 

il existe un transfert </>^[pi,p2] de <pSp^Hl ® ^ p ^ 2 ^ r e s w(Aint) te/ gne ponr £0 /̂; 

N G №1(1/), on at£ Végalité : 

(pn[pi,p2](hü) = Y f(to;pi,p2,N). 
^oG2 'o(^i ) o, '-2,o) 
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Démonstration. — On traite seulement le cas (V, qv) symplectique. D'après les défi

nitions de IX .7 et IX.8, on a l'égalité : 

(2) àt'Hl ® <psl'n2 = \W1\-
1\ W 2 \ - 1 r 1 - 1 q - ^ ^ + s ^ ^ / 2 

E »i(«;i)trace(pi(wi) ® P 2 ( ^ , 0 Î ^ ) ) ^ I ( U ; I ) I 1 ® ^ 2 ( W A ) I L , 

on 

2, si k2^0, 
V = S 

[ 1, si k2 = 0, 
et si = sgn^ D . 

Pour ¿0 G 2b(^i,o^2,o)î ^ i £ Wi et w 2 G W2, notons c(wi, w2; ¿0), u>2; ¿0) et 

K(it;i, it;2; ¿0) les termes notés c(£i , £ 2 ; ¿0), £(¿0) et «(¿0) en XII.3, associés aux données 

£1 = AWl(wi) et £ 2 = Aw2(
w2)' Posons 

#2 = i W i r ^ r V V ^ 1 ^ ^ E c K , ^ o ) * i K ) 

trace(pi(wi) <g> p2{w2,<t>w2))<t%(wi,W2-,lo)Mwi , № 2 ; t o ) , 

et 

ФН[Р1,Р2} = E Pi-

D'après (2) et la proposition XIL3, 4>n[p\,p2] est un transfert de 4>s^Hl 0 ^ p * ' ^ 2 

res^(Pent)-

Soient N = (L,N',N") G Nil(V) et ¿0 € 2o(^i,o, ¿2,0). On va prouver l'égalité : 

(3) </%(hx)=f(t*;p1,p2,N), 

d'où s'ensuit l'égalité de l'énoncé. 

Posons ¿0 — (k', k", C)« On traite le cas Ç = 1? le cas £ = — 1 étant similaire. Soie: 

wi G Wi et w 2 G W2. Posons Aw 2 (w 2 ) = (/c2, k 2 , ^ 2 , / x 2 ) ou ( k 2 , / c 2 , / x 2 , / i 2 , £ 2 ) . 

résulte des descriptions de IX.6 et II.3 que 

= S g n C D ( ^ 2 ) ^ 2 ) . 

Posons a{ 1 , si /Ci > k 2 , 

s g n ( _ l ) P i + f e 2 + D / 2 ] 7 s i A : i < f c 2 5 

c i ^ l W i l - M ^ I - ^ a o sgnfaTO)* 1 • 

On vérifie l'égalité : 

(4) |W1|-1 |W2| n-1q-1 •<5(n ,o)+<5(i2,o))/5 c(wi, w2; ¿o) = (2i, w2; ¿o) q -6Ы/2 

On pose 
k(wuw2) K { W I , W 2 ; L O ) , £(wuw2) £(£(wi,w 2 ;¿o)) , 
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cf. IV.6, et, pour e G £{wi,w2), 

6 ( w i , w 2 , ; e ) = 0(0(Ç(w1,W2'iLo),e),L) 

cf. IV.6 et III.4. 

Grâce à (4), à la définition de IV.9 et à la proposition IX.5, on a l'égalité : 

4>%(hN) = Cl^° ^2 si(wiw2^w2) trace(pi(wi) ® p2(w2,4>w2)) 

(wi,w2)£Wi xW2 

E « t o ^ X e ) E [0',0"}o(QI®QU(Y^, 
eeS(w!,w2) (0',0")eeOi,™ 2 ,e) 

où c est le terme défini avant l'énoncé. 

Si k' £ Io(£f) ou k" £ © ( ^ i , ^ 2 , e) est vide pour tous wi, w2, e et (p^(h^) = 

0. On a aussi f(t0; pi, p 2 , = 0, d'où l'égalité (3). Supposons /c7 G X0(O> k" G 2b(^")-

Utilisons les notations introduites avant l'énoncé et introduisons les applications 

A' : W' —> 6 ( 0 , A" : VF" — • 0 ( O 

de II.3. Pour w G W, on note Owiw) la classe de conjugaison de w dans VF. On 

introduit une notation similaire pour les groupes W et W". Pour w' G VF' et w" G 
VF", posons : 

X(w'\w") = | ( w i , w 2 , e ) ; w i G VFi, G VF2, e G £(u>i,u>2), wiW2^W2 G CV(w 'w") , 

( A V î . A ' V O î ^ e C t i ; ! , ^ ^ ) ! , 

a ( w > " ) - | ^ ( ^ O r M ^ K , ) r 1 [ A , K ) , A , , K ) ] ° 

E $i(wi W2,(pw2)K(wi,W2){e) trace(pi(u>i) 0 p 2 ( ^ 2 , 0 ^ 2 ) ) • 

( w i ,w2,e)£X{w' ,w") 

On voit comme dans la preuve du lemme IX.7 que pour tous w\ G VFi, et w2 G W"2, 
on a l'égalité : 

IJ 6 ( ^ 2 , t i 7 2 , e) - (A' x A , /)((VF / x Wff) n Ow(w1w2^w2)). 
e££(wi ,w2) 

On en déduit l'égalité : 

(5) < ( M = CKZc E <™',™"){QI®QI>>WN)-
(w',w")ewxw" 

Supposons k2 ^ 0. Introduisons des ensembles / , / 1 , I2, i 7 , I" comme avant 

l'énoncé. Soit w' G W. On peut définir des ensembles J°(wf) et Jl{w') disjoints 

et, pour tout j G J°(wf) U Jl(w'), un sous ensemble If(j) C i 7 , non vide et stable par 

l'application i »-> —z, de sorte que les propriétés suivantes soient vérifiées : 

• V est union disjointe des pour j G J°(wf) U J 1 ( ^ / ) ; 
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• pour tout j G J1(w/), est stable par w' et / ' ( j ) forme une seule orbite pour 

l'action du groupe engendré par w' ; 

• pour tout j G J°(wf), est stable par w', est réunion de deux orbites pour 

l'action du groupe engendré par w', qui se déduisent l'une de l'autre par l'application 

i H-> — i. 

En posant A 'O ' ) = ( /C / , /LI / 0 ,M / 1 ) , on peut identifier J°(w') à { 1 , . . . , C ( M / 0 ) } et 

J1(w/) à { 1 , . . . ,c(/x / ]-)} de sorte que pour tout j G J°(wf), resp. j G ^ ( V ) ' on ait 
l'égalité = 2/4°, resp. = 2tf. 

Pour tout j G J ° ( V ) U Jl{w'), notons l'élément de W qui agit comme u>' sur 
If(j) et fixe pour tout £ ̂  j . On a l'égalité 

w' = 
jeJQ{w')\jJ1{wr 1 W j . 

Des définitions analogues valent pour les groupes W", W\ et W2. Dans la suite, on 

suppose, ainsi qu'il est loisible, que les différents ensembles d'indices J°(wf), J 1 ( K ; / ) , 

J°(WI) etc. sont tous disjoints. 

Pour (wi,w2) G W\ x W2, on a une identification naturelle : 

E(wuw2) = ( Z / 2 Z ) J 1 ^ U J 1 ^ 

et, quitte à remplacer n{wi,w2) par un caractère équivalent, on peut supposer 

K (w1,w2) = 
1, si j G Jl(w\), 

- 1 , si j G J 1 ^ ) . 

Soient w' G W et w" G W". Posons 

y{w',w") — {w G W; w-1iv'w"w G W\ x W 2 } 

et définissons une application 

x : y(w',w") —> { ( w i , w 2 , e ) ; G Wi, w 2 G W2, e G £(wi, w 2 ) } 

de la façon suivante. Soit w G y(wf, w"). On note u?i, resp. W 2 , l'élément de Wi, resp. 

VF2 tel que w~lw'w"w = W1W2. On a alors l'égalité : 

n n n ^ ) ( n 
Il existe une unique bijection 

tw : J ^wi ) U J1{w2) —> J 1 ^ ' ) U J 1 ^ " ) 

telle que pour tout n G { 1 , 2 } et tout j G J ^ W n ) , si ̂ ( j ) G J 1 ^ * ) avec * = 7 ou 7 / , 

on ait 

W 1WÏW(J)W = Wnj. 
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On définit e G £{w\,w2) par 

_ f o , sitw(j)eJ1(wf), 

6 j " \ l , s i ^ ( j ) G J V ' ) , 

pour tout j G J 1(w;i) U Jl{w2). On pose x(w) = (wi,w2,e). 

On vérifie que l'application x a pour image X(w', wn). Ses fibres au-dessus de cette 

image ont le même nombre d'éléments : c'est le nombre des w e W qui commutent 

aux trois éléments 

( n «;)( n <)> n n <• 
Il est égal à 

[A V ) , A ' V ) ] ° Zw i z ^ K ) ! • 

D'autre part, pour w G y(w' ,w"), l'élément w~1w"w de W appartient à W\ x VF2. 

Notons ( i ^ i t / ' u ^ sa composante dans W2. En posant x(w) = (toi, u>2, e ) , on a 

l'égalité 

ft(wi,w2)(e) = s g n C D ( ( K ; ~ 1 w ; / / ^ ) 2 ) . 

De la définition de a(w',w") résulte alors l'égalité : 

(6) a{w\w") = \W,\-1\Wff\-1s1(w
fw,f) ] T sgaCD((w-1w,,w)2) 

traceo(p! 0 p2)(w~1 w' w" w). 

On a défini en VIII.9 des caractères W et W" que nous noterons s' et s". On a 
les égalités sf = s g n ^ , s" = s g n ^ . Or k' = k\ + k2 = ki mod2Z, donc s' = s\. Si 
ki > k2, on a fc" = /ci — /c2 et s" = si. Si k\ < k2, on a k" = k2 — k\ — 1 = k\ +1 mod 2Z 
et s" = si s g n C D . On déduit alors de l'égalité ci-dessus et de la définition de la 
représentation (pi ® P 2 ) L l'égalité : 

a(w',w") = \ W 1 \ \ W 2 \ \ W ' \ ~ l \ W , f \ - 1 s \ w , ) s f \ w , , ) t i ^ t r a c e p! 0 p2)(w~1 w' w" 

En reportant cette égalité dans la formule (5), on obtient : 

= C 2 < ? C J2 s'(w')S"(w")tmœ((Pl®p2)L(w'w"))(Ql ®QtO(*V>> 
(w' ,w;")Grx^" 

OÙ 

c 2 = a 0 sgn(i ?

,(F 2)) f c l |WT 1 |W r ,T 1-
La même démonstration que celle du lemme IX.8 permet de déduire l'égalité (3) de 

l'égalité précédente. 

Supposons maintenant k2 = 0 et (V2,qv2) déployé. Pour wf G W, w" G W" et w e 

y(w',w"), l'élément w~lw"w de W appartient à W\ x W 2

# . On note (w~l w"w)2 sa 

composante dans W^. On démontre alors comme ci-dessus l'égalité (6). Remarquons 
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que y(w'\w") est stable par multiplication à droite par W\ x Wf - La fonction de w 

que l'on somme dans (6) est invariante à droite par W\ x W2. On a donc l'égalité : 

a(w'\w") = IW'l-^W'^s^w'w") s g n C D ( ( ^ - 1 ^ , , ^ ) 2 ) 
w€y(w',w") 

^ ^2 trace o(p! ® p2)(u
 xw lw'w"wu). 

La dernière somme n'est autre que 

traceo(p 1 (g) p2)(w w'w"w). 

Posons 

y#(w',w") — {w e W; w-1w'w"w G VFi x W*}. 

Puisque trace op2 est nulle sur Wf—W2, on peut remplacer y(wf, w") par y#(w',w") 

dans l'égalité précédente et l'on obtient : 

(7) a{w',w")=l-\Wr1\W"\-1s1{w'w") £ sgnCD((w'w" w)2) 

wey#(w' ,w") 

traceo(pi <g)p2)(w~1w'w/fw). 

On en déduit (3) comme précédemment (cette fois, rj = 1). 

Supposons enfin k2 = 0 et (V2,qv2) non déployé. Dans ce cas w2^ = ^ C D et, par 
définition 

P2(w2:<pw2) = pf{w2^W2) 

pour tout w2eW2, cf. VIII.ll. Pour w' G W et w" G W"posons 

y K , ™ " ) = G VF; w-1™'™"™ G VFi x ( W 2

# - W 2 ) } . 

On définit une application : 

x i J W O —>X(w',w") 

de la façon suivante. Soit w G ̂ (it/, w"). On note u>i, resp. w2, l'élément de W"i, resp. 

W2, tel que w~lw'w"w = w\w2^w2. Comme précédemment, on définit une bijection 

tw : J V i ) U J \ W 2 ^ W 2 ) —> J V ) U J V ) 

puis un élément e de £(wi, u>2), ce dernier groupe étant maintenant égal à 

( Z / 2 Z ) J 1 ^ ^ U J 1 ^ 2 ^ W 2 ^ . 

On pose x(w) = (wi,w2, e). Grâce à cette application, on obtient une égalité analogue 

à (6) : 

a(w',w") = \W'\-1\W"\-1s1(w'w") E sgnCD((w-1w"w)2) 
wEy(w' ,w") 

trace o(pi (g) pf)(w~1 w' w" w). 
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Introduisons l'ensemble y#{w',w") ci-dessus et la représentation 

~ 4k h 
P2 = P2 - P<2 • 

La trace de p 2 est nulle sur W2 et égale à 2 fois celle de pf sur wf — W2. De l'égalité 

précédente se déduit donc l'égalité (7) et on en déduit (3) comme précédemment. Cela 

achève la démonstration. • 

X I I . 6 . Supposons (V", qv) unitaire. Pour tout n G {1 , 2} , soit A n G Ist(Vn) = V(dn). 

On définit une fonction 

7 £ i : N i l ( V ) — Z 

de la façon suivante. Elle est à support dans les éléments de la forme ( A i + A 2 , 

Pour un tel élément et pour un entier i ̂  1, posons 

s{i) = A 2 , C ^ . ( A 1 + A 2 ) -

On pose 

7 A 1 ' l ( A i + A 2 , f e ) ) = II(- 1 ) S W d " ( 9 i ) 

cf. 1.3 pour la notation. 

On a défini en IX.9 une fonction 7 A X + A 2

 s u r Nil(V). On pose 

_ G,H 
7 A I , A 2 — 7 A I + A 2 7 A I , À 2 * 

Proposition. — Pour tout n G { 1 , 2 } , soit Xn G Tst(Vn). Posons pn = p x . Alors 

il existe un transfert 4>n[pi,P2] de (j)^7*1 0 (/>8

P2

,n2 à res^(X>ent) tel que pour tout 

N G NÏ1(V), on ait les égalités suivantes, où Von écrit A(N) = (/x, (^)) : 

(i) sifj,£\1 + \2,<l>n[pi,p2](hiï) = Q; 

(ii) « > = A i + A 2 , 0 w [ p i , P 2 ] ( M = 9 d ( ^ ) 7 A 1 > A 2 ( M , ( f t ) ) -

Démonstration. — On pose N = (L,Nr,N"), on introduit les ensembles I, i i , J2, I' 

et I" de XII.4. Pour tout partition f3 et tout n G { 1 , 2 } , on définit une suite finie 

d'entiers crn(f3) par les égalités : 

, x f A n , c > ^ . ( A 1 + A 2 ) , pOUr tOUt j G {1 , . . . , c(/3)} , 

[ 0, pour tout j ^ c(p) + 1. 

Cette suite est une partition. Posons : 

Vn(0) = S(*n(fi)) = YlaM>' 

Fixons un couple de partitions (/3', p") G V{d{£f)) x V(d(t")). On a défini en VIII.2 

la représentation 7r(/3') 0 n{P") de W^. Pour tout w G on a défini en XII.4 la 

représentation (pi 0 p 2 ) w de W^. On va démontrer les propriétés suivantes : 

(1) soit w G W, supposons {{pi®p2)w, K(P')®'ÏÏ{P"))WL 0 ; alors /37U/377
 ^ A i + A 2 . 

Supposons P' U p" = A i + À 2 . Alors : 
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(2) l'ensemble des w e W tels que ((pi (g) P2)w,'n{(3') <g) Tr(P"))wL 0 forme une 
unique double classe modulo WL à gauche et WH à droite ; pour w dans cette double 
classe, on a ((pi (g) p2)w, ® n(/3"))wL = 1 et a(w) = cr2(/3 / /) 

cf. XII.4 pour la définition de o~(w). Fixons des sous-groupes U' de W de type 0 et 
U" de W" de type /?", cf. VIII.2. Soit w G W. Posons 

WL(iu) = W L H ^ W ^ ^ - 1 , WH{w)=w-1WLwnWH. 

On a les égalités : 

(3) ( ( У 9 1 ®p 2 ) г z ; ,7г ( /3 , )0 7 г ( / 3 , , ) ) ^ 

= ( i n d ^ ( ^ ) ( ^ - r e S ^ M ( p i 0 p 2 ) ) , i n d ^ ^ l ^ x f / " ) ) ^ 

= • r e s ^ M ( p i ® p 2 ) , r e s ^ ( w ) o i n d ^ L

x t / / / ( l t / / x t / / / ) ^ ^ 

= ( r ^ H W ( p i ^ P 2 ) , ^ _ 1 • r e s ^ ^ o i n d ^ ^ ^ l ^ x ^ ) ) ^ ^ 

= (pi (g) p 2 , md%H(w) (w'1 • r e s ^ ( u ; ) omd%,L

xU„ (lutxU„j) ) w H . 

Posons 

/ J H = / , n t i ; ( / i ) , I ^ ) = I ' n M / 2 ) , / î , H = / , , n î i ; ( / i ) , ^ W ^ f n ^ ) , 

= w L(w) n w 7 , = WL(w) n w 7 7. 

Alors W'(w) est l'ensemble des éléments de W qui conservent /{ (w) et I^iw)- Intro
duisons des sous-ensembles Kj de J7, pour j G { 1 , . . . , c({3')} de sorte que : 

• I' est union disjointe de ces K'- ; 
• pour tout j G { 1 , . . . ,c( /3 7 )} , | i^ 7 | - /?7 ; 
• C/7 est le sous-groupe des éléments de W qui conservent chaque K'-. 

Notons Q!{w) l'ensemble des couples (ai,a2) de suites finies d'entiers ^ 0 telles que 
• 5(ai) = | / { H | , 5 ( a i ) = | / i H | , 
• ai + a 2 = 0. 

Pour tu7 G W 7 , définissons un couple (a^a^) de suites finies d'entiers > 0 par 

_ f K ( / ; H ) n K 7 | , pour tout j G { l , . . . , c ( / 3 ' ) } , 
n ' J \ 0, pour tout j > c(/3 /) + 1, 

pour tout n G { 1 , 2 } . Il est clair que (a^a^) G Q7(w). L'application ainsi définie de 
W dans Q7(it;) se quotiente en une bijection : 

U'\ W'/W\w) — • Q 7H. 

En appliquant la formule de Mackey (cf. VIII. 1), on obtient l'égalité : 

r e s ^ oinC'CM = Y, *(P(«1)) ® T(P("2))-
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Un calcul analogue vaut en remplaçant les ' par des Définissons donc Q"(w) et 
posons Q(w) = Q!{w) x Q"(w). Dans la suite, pour a G Q(w), on notera sans plus de 
commentaire OL = (a^, a 2 , a'/, a 2)« Grâce aux formules ci-dessus, on a les égalités : 

r e S ^ M O Í n d ^ L x í / - ( l ^ x ^ ) = S (^i ®PA2^(p(« * ( P ( « Í ) ) ® * ( P ( « 2 ) ) ® ^ № p(a,

2)Up(a^) 

^ " ^ r e s ^ ^ j o i n d ^ ^ i l ^ x ^ ) =^7r(p(ai))®7r(p(a;0)®7r(p(a ,

2 ))®7r(p(a^), 

i n d ^ H W ( w " 1 • r e s ^ ( w ) o i n d ^ x ^ ( l t / / x t ; / / ) ) 

- 7г(p(a ,

1)Up(a ,

1

,))®7г(p(a 2)Up(a 2

,)). 

Notons Qo(w) le sous-ensemble des a G Q(u>) tels que : 

p(ai) U p(a?) < Ai , p(a'2) U p(o£) ^ A 2 . 

Grâce à l'égalité précédente, à (3) et à VIII.2 (3), on a l'égalité : 

(4) ((pi®P2)w,*(0')®*(P"))wL 

= S ( ^ i ®PA2^(p(«i)Up(aiO)®7r(p(a ,

2)Up(a^))w H. 
< * € Q o ( ™ ) 

Supposons le membre de gauche non nul. Alors QQ(W) ^ 0 . Soit a G Qo(w). On 

a : 

Í /3' = a; + a 2 < p(ai) + p(a 2 ) , 0' = a'/ + a'2' < p(ai') + p(aï), 
\p(ai) Up(ai;) < A l 7 p(a^) Up(aJ) «S A 2 . 

Ces inégalités entraînent 0 U /3" ^ Ai -b A 2 . Cela démontre (1). 
Supposons 0 U/3" = Ai + A 2 . Notons Q 0 l'ensemble des quadruplets de partitions 

a tels que 

0 = a; + a 2 , /3" - c/ / + a'2' , ai U a" = A x , a 2 U a2 = A 2 . 

Notons A l'ensemble des i G N tels que c¿(Ai + A 2 ) / 0, avec la convention co(Ai + 

A 2 ) = oo. Pour tout i G A, notons J(i), resp. J'{i), J"(i), l'ensemble des entiers j ^ 1 

tels que Xij + À 2 j = z, resp. /3j = z, /3" = i. La famille (J(i))ieA est une partition 

de l'ensemble N - { 0 } . Grâce à l'hypothèse 0 U 0' ^ Ai + A 2 , il en est de même des 

familles (J'(¿))¿eA et (J"(¿))¿eAí certains de ces ensembles pouvant être vides. Pour 

i G A, on a 

|j(t)i = |j '(i)i + |j"(*)i. 

D'autre part, puisque Ai¿ -h À 2 j est constant pour j G J(¿), il en est de même de Xij 

et À 2 j . Notons ^i(i) et ^ 2(z) ces valeurs constantes. On a l'égalité 

(6) ¿ i ( i )+* 2 ( i ) = i-

Démontrons la propriété suivante : 
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(7) soit a un quadruplet de partitions ; alors a G Qo si et seulement si pour tout 

i G A et tout j G resp. j G J"(i), on a les égalités : 

a i j = , OLf

2j = £2{i), resp. a i j - , a 2 J = ¿ 2 ( i ) • 

En effet, si a vérifie cette propriété, pour tout i G A et tout j G on a 

a'1J+a,

2J=£1(i) + £2(i) = i = (3,

j. 

Donc /3' = + a 2 . Uem /3" = a" + a 2 . D'autre part : 

« Í U a ? = ( U(' i (0) | J , W I ) U ( U ( ' i W ) | J " ( i ) l ) = U ^ « ) ' J ( î ) l
 = *i-

M G A ' M G A ' ieA 

Idem a 2 U a 2 = A 2 . Donc a G Qo. Inversement, supposons a G Qo- Comme précé

demment, l'égalité 0 — ot[ -h a 2 implique que a[j et a'2j sont constants pour i G A 

et j G On note a[(i) et a 2(i) ces valeurs constantes. Si J'(i) = 0 , ces valeurs ne 

sont pas définies mais elles n'interviendront pas vraiment dans les formules ci-dessous. 

On a l'égalité 

(8) a'1(i) + a'2(i) = i. 

On définit de même a'{(i) et a2(i). On a les égalités : 

(J ((aiit))!-™ u (a>{(i)r"W) = « ; U a'/ = Aj = (J W ) ) W ) i • 

Démontrons la conclusion de (7) par récurrence descendante sur i. Soit i e A . Par 
l'hypothèse de récurrence, on a a[(k) — a"(k) = £\{k) pour tout k G A tel que k > i. 

De l'égalité ci-dessus, on déduit : 

(J ((o'1(A;))iJ'wiuK(fc))iJ"(fc)i) = (J (e1(k)yj^\. 
keA,k^i keA,k^i 

Supposons J'{ï) 7̂  0 . L'égalité précédente entraîne a[(i) ^ £\{i). Idem a'2(i) ^ £2(i). 

Grâce à (6) et (8), ces inégalités sont des égalités. Ce sont les deux premières égalités 

de la conclusion de (7). On démontre de même les deux dernières. Cela démontre (7). 

Pour i G A, j G J'(i) et n G {1 , 2} , on a les égalités : 

t>n{ï) = A n , c ^ ( À 1 + A 2 ) = V c ^ i À i + A a ) =
 an(0)j' 

Posons 

<T = (cr1(l3'),CT2(f3'),<T1((3"),<T2(l3")). 

De (7) résulte l'égalité : 

Qo = { < r } . 

Soit toujours w G W. Supposons Qo(w) / 0 , soit a G Qo(w). Les inégalités (5) sont 

vérifiées. Puisque 0 U /3" = Ai + A 2 , toutes ces inégalités doivent être des égalités. 

Donc a G Qo, i-e- OL = a. Par définition de Q(u>), on a alors : 

(9) \I[{w)\=a1{l3l), \I2(w)\=a2(0'), \I»(w)\ = a^"), \I2\w)\ = a2(0"). 
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Comme précédemment, l'application qui à w associe (|/{(u>)|, |/ 2(i(;)|, I^i'(w)|, 1̂2 0*01) 
se quotiente en une bijection de WL \ W/WH sur l'ensemble des quadruplets d'entiers 

(a'n a 2, a", a2) tels que 

a[ + a'2 = d(£'), a" + a 2 = d{i"), a[ + a" = dx, a 2 + a'2' = d2. 

Notons w la double classe telle que pour w G on ait les égalités (9). Pour w G W—w, 

on a Qo(w) = 0- Grâce à (4), on a donc : 

<(pi® p2)w,ir(P')®K(P"))wL = 0 . 

Pour w G w, Qo(w) = Qo = {cr}. Grâce à (4) et VIII.2 (3), on a : 

<(P1 ® P2)u;, 7T(/3') ® 7r(/3")> W L = 1 • 

De plus, on a par définition a(w) = ^ ' ( w ) ! , donc <7(w) = a2(f3"). Cela démontre (2). 

Soient A7 G P W ) ) et A' G V{d(f)). Grâce à VIII.2 (2), les propriétés (1) et (2) 

restent vraies si l'on y substitue px, à 7r(/3') et p X n à 7r(/3"). On en déduit : 

(10) si ( ( P I ® P 2 ) L , P A ' ® P A " ) ^ L ^ i°}> a l o r s A'UA" ^ Ai+A 2. Supposons A'uA" = 
Ai + A2 ; alors ( ( P l ® p 2 ) L , Pv ® P A " ) W l = ( - l ) f f 2 ( A ' , ) . 

On démontre alors la proposition comme on a démontré la proposition IX.9, en 

utilisant bien sûr la proposition XII.4. Supposons p = Ai -h A2. Il se glisse dans les 

calculs de IX.9 le terme {-IY2^"\ où p" = k{N"). Il reste à prouver que : 

(H) ( - i r ( M / / ) = 7 S 3 a ( A i + A 2 , ( f t ) ) . 

Or 

M M " ) = 1^MM")J = 5Z A 2 » C >M'. ' ( A I+ a 2)
 =

 H C i ( / x / / ) A 2 ' c ^ i ( A i + A 2 ) -

Pour tout entier i ^ 1, on a les relations : 

A 2 , c^ I (A 1 +A 2 ) = S(i), 

d{p") = d"(<fc)mod2Z. 

On en déduit (11), ce qui achève la démonstration. 

XII.7. Supposons (V,qv) symplectique ou orthogonal. Pour tout n G { 1 , 2 } , soit 

tn = ( A n , r n i ô n ) ou ( A n , £ n , T n , ô n ) un élément d e I s t ( V n ) , cf. IX.10. Notons p n = p i n , 

^n,o = (fcL, fcn) l'élément de 2g*(V^) tel que pn G ft(6n,o)*, fcn = sup(fcn, *£). On note 

A la partition de d induite par Ai et A2 (cf XI.15). On a défini en XI. 11 les ensembles 

Xnt(A) et Xnt(A) et en XI.21 les fonctions 

: Xnt(X) —• Z / 2 Z , ^ : Znt(A) —-> Z/2Z. 

On définit ci-dessous une fonction % l j L 2 : Nil(V) —> Q. Elle est à support dans les 

éléments de la forme (A, (<&)) ou (A, (qi),e). 
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Supposons d'abord (V, qv) orthogonal pair et A exceptionnelle. Alors Ai et A2 sont 

aussi exceptionnelles (corollaire XI.8). On pose : 

( l , sie = si£2l 

7n , i 2 (A ,0,e) = S „ 
[ 0 , SI S = S i €2-

Hormis ce cas, on commence par définir deux fonctions 

7n,i2: ) Nil (V) --> Z„ 

à support dans les mêmes éléments que ci-dessus, en posant, pour e = ±, 

' 0, s'il existe A G lnt(X) tel que d"(q^A) ï £ ~ £ ( A ) , 

7f L (A, fe)) = I u sgn(r/(<2 A ))^ A ) s g n ( ^ ( ç A ) ) ^ ^ A ) , si d " ( f e A ) = <T«(A) 

pour tout A G Xnt(X). 

On pose 

6(M ,t2) = E [ « 5 + ( A ) ( ^ + ( A ) - < 5 + ( A + ) ) T + ( A ) + 5 - ( A ) ( « 5 - ( A ) - < 5 - ( A + ) ) r - ( A ) j . 
A € X n t ( A ) 

Si (V,qy) est symplectique, on pose : 

' s g n ( - l ) ^ ' 4 » ) sgn(»/(V r

2))*i(7+, t a +sgn(» ? ' (V5 î ) )7- , l a ) , 

^ _ J si A2 n'est pas exceptionnelle, 

- sgn( - l ) 6 ( l ' 1 ' l ' 2 ) (7+ 2 +7*Li 2)> s i A 2 est exceptionnelle. 
V Z 

Rappelons que la partition 0 est exceptionnelle. 

Si (V, qv) est orthogonal impair, on pose : 

7 l l l l 2 = s g n ( - l ) » < ^ > s g n f a W ) * ^ 

où e = -h si fci -h k2 est pair, e = — si k\ + fc2 est impair. 

Si (V,qy) est orthogonal pair, on pose 

' 8 g n ( - l ) ^ > t » ) ( 7 + l 3 + 8 g n ( » / ( V 2 ) ) 7 t 7 , t 2 ) , si Ai et A2 

sont toutes deux non exceptionnelles, 

j - s g n ( - l ) ^ ^ 2 ) ( 7 + t a + sgn( r / (y 2 ) )7~ , 6 2 ) , si l'une des partitions Ax 

et A2 est exceptionnelle. 

On pose enfin 

• si (V, qv) est symplectique ou orthogonal pair, C(ti, ¿2) = 1 ; 

7 t l , t 2 ~~ 

s g n ( - l ) 6 ( ^ ^ ) ( 7 + l 2 + s g n ( r ? ' ( ^ ) ) 7 - , l 2 ) , si Ai et A2 

sont toutes deux non exceptionnelles, 

i s g n ( - l ) ^ 1 ^ ( 7 + t a + sgn( r7 , (y 2 ) ) 7 - 5 , 2 ) , si l'une des partitions Ax 

et A 2 est exceptionnelle. 

On pose enfin 

• si (V, qv) est symplectique ou orthogonal pair, C(t,i, ¿2) = 1 ; 

A S T É R I S Q U E 269 



CHAPITRE XII. TRANSFERT D'INTÉGRALES ORBITALES NILPOTENTES 427 

• si (V, qv) est orthogonal impair, 

' sgn(- l ) ( f e l - f e 2 >/ 2 sgn( i / (Vi)) f c l + 1 sgn(î]'(V2))
k2+1, si h + k2 est pair. 

C ( n ) t 2 ) = j sgn(- l ) ( f e l + f c 2 + 1 >/ 2 sgnfa'^))* 1* 1

 Sgn(n'(V2))
k*+1, 

si ki -f k2 est impair. 

Proposition. — // existe un transfert 4>n[pi,p2] de (j)s^Hl ® 0p2

,?*2 à res^(P e nt) tel que 
pour tout N G Nil(V), on ait les égalités suivantes, ou Von écrit A(N) = (/x, (^)) ou 
{p,(qi),e) : 

(i) sip^X, 4>H[pup2]{h^) = 0; 
(ii) 5i p = X, 0 w [p i ,P2] (M = ^ ^ , ¿ 2 ) 7 . ! ^ o A(iV). 

Démonstration. — Ecrivons iV = (L,N',N"). Soit ¿0 = C) G 20(*4,o, ¿2,0)-
Supposons (V,gv) symplectique et fc2 > 0- Supposons fc' G 2 0(^') et /c" G 2b(<£")• 

Utilisons les notations introduites en XII.5. Soit (*/, G TL^QY- On a défini en XI.27 
et XI.29 les ensembles 2L(^I,¿2;^0) et 2]£iax(£i, ¿2; ¿0)- On va prouver les propriétés 
suivantes : 

(1) si m(pi,p2\pL>,pL») 7^0, alors ((/, t") G ¿2; ¿0) ; 

(2) supposons ( ^ " l e i n ^ b ^ ^ o ) ; alors m(pi,p2;Pi/,P!.") = !• 

Soient (a',/3') G V2(nf), resp. (OÙ",/3") G Viiii") des couples de partitions paramé-
trisant pj/, resp. p^/. On a p^ = p(a',/3'), pt// = p(ct",/3"). En utilisant la définition 
de ra(pi,p2;pL>,pL") et les matrices introduites en VIII.3 (1), on a l'égalité : 

(3)m(pup2ipL',Pi")= zC zC zC c(a',/3'ï 
wev^\w7W (a'Jâ'îeTMn') {cL"$')ev2{n") 

c(a", /37'; a", /3")<(pi ® p2)u,, 7r(S', ¡9 ) 0 TT(5", p"))wL . 

Fixons K; G VF, (a',/3 ) G T^fV) et (â",/3 ) G V2(n"). Comme dans le cas unitaire, 
et avec les mêmes notations {cf. XII.6), on a l'égalité : 

(4) Upi <8>p2)u,, 7r(a ,,3 /) 0^(« 

= (p i 0 p 2 , m d ^ H W ( x ^ ^ _ 1 - r e s ^ M (7r(a , 0 ) ® 7r(5", 3"))) . 

Rappelons qu'il existe des sous-groupes U'n et de W tels que : 

• К ^ л т w(cs,), u'ß с Yimж(Сщ), 

• n(a,ß ) = iad%¿xU, ® s g r i ^ ^ , ) 

c/. VIII.3 (on a noté sgn C Z ) ^ le produit des caractères sgnCD des facteurs W{Cz,) 

de Up). On a une description analogue de 7r(â",/3 ). On calcule alors comme dans 
le cas unitaire le terme intervenant dans le membre de droite de (4). Définissons 
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I[{w), I2(w), I'i(w) e t m™)- Notons Q(W,OL\(3 , â",/3 ) l'ensemble des familles q = 
(Œ[,ct2,cti,cx2\/3[,/32, /3f

2^ de suites finies d'entiers ^ 0 telles que : 

' S(a[) + S(f3[) = \I[(w)\/2, S(a'2) + S(f3'2) = \I2(w)\/2, 

(5) | S K ' ) + 5(/3'/) = H | / 2 , S(a 2') + S(/3'2') = | / 2 ' H | / 2 , 

^ i + a ^ â ' , a? + a^'=5", (3\+(3'2=P, + /%=&". 

On a alors l'égalité : 

w - 1 Wa',3 ')®7r(5",3")) 

£ 7r(p(ai),p(/3i))®7r(p(ai0,p(/3i'))®7r(p(a2),p(^2))®7r(p(a2'),p(/32')). 

qGQ(^,a,,)9
/,S/,,/3

//) 

Supposons pour fixer les notations £ = 1 et &i ^ &2- Alors : 

XwW 1 -mSwL

L{w) Ы<*'^ ) ®n(at",ß )) 

J2 7r(p(ai),p(/3;))®7r(p^ 
qeQ(w,ot',p' ,5" ,&") 

puis : 

(6) i n d ^ « w ( x ^ " 1 - r e s ^ 3') ®7r(5",3"))) 

£ 7r(p(ai)Up(aiO,p08;)Up(j9iO)®îr(P(Q^)Up(^,P(^2)Up(aï)). 
g€Q(t*;,5 '̂,5"J§") 

Soient ( a i , ^ ) G ^2(^1)7 resp. (a 2 , /3 2 ) G ^2(^2), les couples paramétrisant pi , 
resp. p 2 . Supposons m(pi,p2\pL>,pL») ^ 0. D'après (3), (4) et (6), i l existe w G 

(S'.jâ') € P2(n'), (a",3") G 7>2(n") et q = ( a i , a'2, a'/, a2',/3i,/3'2,/3'/, /3'2') G 
Q(u>, a , /3 , a , /3 ) tels que : 

. c(à',/3';a',/3') ^ 0, c(â",/3";a",/3") ^ 0, 
• (p(a 1,/3 1),7r(p(a 1)Up(a' 1'),p( i9i)Up(/3'1')))w 1 ¿0, 
• (p(a 2 )/3 2),7r(p(a 2)Up(/3 ' 2 '),p(/3 ' 2)Up(a 2')))W 2 ^ 0. 

D'après VIII.3 (1), ces relations entraînent : 

• a ' ^ a ' , / 3 ' < 3 ' , a " ^ a ' , /3" ̂  3", 
• p ( a i ) U p K ) ^ a ^ p ^ ' J U p ^ ' / ) < /3 1 ,p(a 2)Up(^ 2 ') < a 2 ,p ( /3 2 )UpK' ) < /32. 

Grâce à (5), en posant : 

p = (a', /3', a", /3", a i , a'2, a'/, a'2', S3\,02,(3'{, /3'2'), 

on a alors p G ^¿(¿1, ¿2; ¿0), c/« XI.27. Donc (¿'5 ¿//) G 2L(£I, ¿2; ¿0)- Cela démontre (1). 
Supposons (¿ /,¿ / /) G Jjr 1^^!,¿2; ¿0)- Soit p l'unique élément de VL(LI, ¿2; ¿0) de la 

forme précédente (proposition XI.29 (ii)). Le même raisonnement montre que les seuls 
w, (a',/3 ), (a",/3 ) qui contribuent effectivement à l'expression (3) sont ceux pour 
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lesquels 

( a ^ a ^ a ï , ^ , ^ , ^ , ^ , ^ ' ) € Q(w,â',p ,â" ,p"). 

D'après les quatre premières relations de (5), la double classe de w modulo WL à 

gauche et WH à droite est uniquement déterminée. Les quatre dernières relations de 

(5) déterminent uniquement (a , /3 ) et (a , /3 ). Puisque p € P™ax(ti, i2', ¿0) (propo

sition XI.29 (ii)), la relation XI.27 (4) entraîne qu'en fait a = a', /3 = /3', et" = a", 

p" = P". Donc 

c(5', P; a', P') = c(à", p"; a", /3") = 1 

c/. VIII.3 (11)). De même grâce à XI.27 (C™ a x), 

(piauPJ, n(p(a[) UpK),p( /3 i ) U p ^ ' ) ) ) ^ = 1, 

Ua2,02), T(P(«2) Up(/32'),p(/32) Up(a 2'))\ = 1 

et les calculs précédents conduisent à l'égalité m(pi, p2', pL', pL") = 1. Cela démontre 

(2). 
Grâce à (1) et à la proposition XI.28, on voit que 

(7) f(<*\Pi,P2,N) = 0 

si fi ^ X (cf. XII.5 pour les définitions). On a supposé kf G Xo(0 et fc" G TQ(£") mais 
la relation ci-dessus est triviale si ces conditions ne sont pas vérifiées. 

Supposons fi = X. Grâce à (1), (2) et à la proposition XI.29 (i), on a l'égalité : 

/ ( *> ;P I ,P2,# ) = c(i0)q
c £ 9- 6 ( t / )- 6 ( t / /Hxï/ ® 

Cette relation est encore vraie si k' £ Xo(£f) ou k" £ lo(£"), puisqu'alors on a 
^ x ^ ^ i , ¿2; ¿0) = 0- Le calcul de l'expression ci-dessus s'effectue comme dans la dé
monstration de la proposition IX. 12. On obtient : 

(8) /(io; pi,P2,N) = qd^c(i0) s gn ( - l ) 6 ' + 6 " 7 5 l i t 2 o A(N), 

OÙ 
b'= J2 (fc' + * c ( A ) ) ( ^ ( A ) - ^ ( A + ) ) r < ( A ) , 

Aeint(X) 

b" = ] T (k" + <TC(A))((TC(A) - ( T c ( A + ) ) r - c ( A ) 
AeJnt(A) 

(on a identifié Ç et —£ à des signes). Pour e G {±1} , posons 

6(e) = X ( * £ ( A ) - ^ ( A + ) ) r £ ( A ) . 
Aeint(X) 

Alors 

6' + b" = b(iUL2) + À;'6(C) + k"b(-Q. 
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Mais pour s e {±1}, on a la congruence : 

] T ( < f ( A ) - « T ( A + ) ) r £ ( A ) 
A e Z n t ( A ) 

= ï f E ( l - ( - l ) T , ( A ) ) ( ( - l ) * ' ( A ) - ( - l ) Ä ' ( A + ) ) l m o d 2 Z . 
L A e X n t ( A ) J 

Ces expressions sont calculées par le corollaire XI.24. Le calcul conduit à l'égalité : 

, „ [ 6(^1,^2) mod2Z, siki^k2, 
b + b = < 

[ ¿2) + [{h +k2 + l ) / 2 ] , si fc2 > fci. 

Alors 

c(io) s g n ( - l ) 6 ' + 6 " = s g n ( - l ) ^ 1 ' ^ sgn(V'(V2))^
+e, 

où 
fO, si C = 1, 

e ~ \ l , si C = - 1 -
On déduit alors de (8) l'égalité : 

Y, /(*o; Pi,P2,N) = 7 t l l l 2 o Â(7V). 
¿0^X0(^1,0,^2,0) 

Grâce à cette égalité et à l'égalité (7), l'énoncé résulte de la proposition XII.5. 

Supposons maintenant (V,qv) symplectique et k2 = 0. Supposons d'abord À 2 ex

ceptionnelle. Nécessairement (V2, qy2) est déployé et p2 est paramétrisée par un couple 

de partitions de la forme ( 0 : 2 , 0 * 2 ) - Dans la démonstration précédente, on doit rem

placer W2, par Wf, WH par WH# et p2 par 

ind^f ( p 2 ) 
qui est irréductible et encore paramétrisée par (cx2, ot2). Le calcul se fait alors comme 

ci-dessus. Il s'y glisse un facteur 1/2 qui est contenu dans les constantes c(to). 

Supposons À 2 non exceptionnelle. Nous allons modifier les définitions de XII.5. Soit 

¿0 = (fc',fc",C) e 20(^1,0,^2,0) . Supposons kf G Io(e') et k" G lo(£"). On définit une 

représentation (pi <g> p2)\ de WL en remplaçant, dans les définitions du cas général de 

XII.5, W2 par Wf et p2 par pf (et non pas par p2 comme on l'a fait en XII.5). Pour 

p' G K(W) et p" G K(W"), on pose 

m\pup2; p', p") = 2((pi ® p2)\,p' ® p")WL . 

On définit alors / ^ ( ¿ 0 ; P i , P 2 , N) en remplaçant m ( p i , p 2 ; p', p") par le terme ci-dessus 

dans les définitions de XII.5. Montrons que : 

(9) la proposition XII.5 reste vraie si l'on y remplace les termes f(io;pi,p2lN) par 

f*(Lo;puf>2,N). 

Posons 

4 = (fci,fci,i), ¿0 = (&i ,&i , - i ) . 
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Remarquons que 

2Q(^I,O, ¿2,0) = UOÎLO } • 

Si ki i Io{£') ou ki i To(£"), on a f(i0;pi,p2,N) = p i ,p 2 ,N) = 0 pour tout 

¿0 € 2O(^I,OJ ^2,0) et (9) est évident. Supposons ki G 1Q(£') et ki G IQ{£"). Affectons 

d'un exposant + , resp. ~ , les objets définis en XII.5 ou ci-dessus, relatifs à 6Q", resp. 

LQ . Remarquons que W'+ = W'~, W"+ = W"~. On note simplement W et W" ces 

groupes et WL = W x VF". Soit K; G WL \ W/WH, notons simplement 

_ w H 

resw — re-s^-i^ w r W H . 

Rappelons que p2 = pf + sgn(rjf (V2)) p2 et P2 = sgxiCDpf. Remarquons d'autre 

part que \w e s ^ ̂ e produit de \w P a r ^ a restriction à w"1 W L W D W H du caractère 

lw! ® sgn C j D ) W - 2 de O n e n déduit l'égalité : 

res™(pi (g) p 2 ) + sgn(r//(V2))x^ resw(pi <8> p 2 ) 

= 2x i res^pi ® pf ) + 2 sgnfa'O^))*" res™(pi ® pf ) . 

Des définitions résulte alors l'égalité : 

(pi 0 p 2 ) t + sgn(7/(F 2))(pi ® pa)^ = 2(pi <g> p 2 ) ^ + + 2 sgn(*/(V 2 ))(pi ® p2)\~ . 

En remarquant que 

c{iû)=sgn{ri'{V2))c{4), 

on en déduit que pour tous p' G 7£(W') et p" G 7£(W"), on a l'égalité : 

c(4)ra(pi,p2;p
7,p")+ + ^ ¿ 0 )m(pi ,p 2 ;p ' ,p")~ 

= c(4 ) ™HPI > P2 ; P', p " ) + + c(¿0 ) m11 (pi, p 2 ; p', p") " . 

Il reste à remarquer que 

l L ( 4 Y = l L ( t ^ = I t ( k i ) xl£„(ki) 

pour en déduire la relation (9). La démonstration du cas k2 ^ 0 s'applique en y rem

plaçant les termes ra(pi,P2;p*/,pL») par rrfi{pi,p2;pL>,pL"). Le facteur 2 intervenant 

dans la définition de ce dernier terme se simplifie avec le 1/2 intervenant dans les 

constantes C ( L O ) . 

Supposons (V,qv) orthogonal impair, soit ¿0 = (k',k",Ç) l'unique élément de 

2o(£i,(b ¿2 ,0)- Supposons d'abord ki ^ k2, donc k" ^ 0. La démonstration est ana

logue à celle du cas symplectique. Supposons ¡1 = À. Comme dans la preuve de la 

proposition IX. 12, on doit tenir compte des signes e(if), s(t,f). Pour e G { ± 1 } , défi

nissons b(e) comme dans le cas symplectique. Posons 

Ci = C(L0) s g r i ( - l ) 6 ( - 0 + ( ^ + ^ - i ) / 2 + ^ i ^ 2 ) s g n ( 7 / ' (y))KC)+(^-i)/2 ! 

On obtient l'égalité : 

/ (*>; />! , P 2 , # ) = c 1 ^ ) 7 5 1 ) t 3 °À(#). 
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On calcule 6(Ç) et 6(—C) grâce au corollaire XI.24. On en déduit l'égalité : 

Ci = C(LUL2) s g n ( - l ) ^ 1 ' ^ ) 8fm(r>'(V))k*, 

d'où 

f(lO\ Pl, P2, N) = C(LUL2)<f№ 7 n , i 2 O A(N) , 

puis, comme précédemment, le (ii) de l'énoncé. 

Supposons maintenant k\ = fc2. Alors k" = 0 et [£"^q£") est orthogonal pair 

déployé. Supposons k' G TQ{£') et soient (*/, t") G XL(^O )^ . La preuve des relations (1) 

et (2) doit être légèrement modifiée car pLn est remplacé dans les définitions par 

ind{£/,# (pi»). 

Si cette représentation est irréductible, la preuve est sans changement. Si elle ne l'est 

pas, elle est alors égale à pf„ + pb

L„ et l'on a : 

m(pup2lpL',Pi») = {(Pl ®P2)L,Pi'®pt»)w* + ((Pi ® P 2 ) L , Pif®pb

L")w*' 

A partir de cette formule, la preuve de (1) est analogue à celle du cas symplectique. 

Supposons (*/, L") G Tj^ax(Li,t2'1 ¿ 0 ) . En reprenant la démonstration de (2) et en utili

sant le (iii) de la proposition XI.29, on voit que l'un des termes du membre de droite 

de l'égalité ci-dessus est égal à 1 et que l'autre est nul. Cela démontre encore (2). La 

suite de la démonstration est sans changement. 

Supposons enfin (V,qv) orthogonal pair. On doit traiter séparément différents cas 

selon les valeurs de k\ et fc2. Nous traiterons seulement le cas &i = A;2 = 0, en laissant 

les autres au lecteur. Posons 

4 = (0,0,1), ¿0 = ( 0 , 0 , - 1 ) . 

Alors 

2o(*4,0, ¿2,0) = (4' L0 } ' 

Remarquons que 0 G XQ{£') et 0 G TQ{£"). Les groupes W, W" et WL de XII.5 

ne dépendent pas du choix de ¿0 dans l'ensemble ci-dessus, ce qui les définit sans 

ambiguïté. Supposons d'abord que Ai et A 2 ne sont pas toutes deux exceptionnelles. 

Soit ¿0 € 2o(*4,o, ¿2 ,0) - On définit une représentation (pi ® p 2 ) ^ de Wf en remplaçant, 

dans les définitions du cas général de XII.5, W U W2, W et W" par wf, W*, W* 

et W"# et, pour n G { 1 , 2 } , p n par : 

• i n d ^ (p n ) si cette représentation est irréductible, Le. si A n est exceptionnelle, 

• p#, sinon. 

Posons 

{ 1, si Ai ou A 2 est exceptionnelle, 

2, sinon. 

Pour p' G K(W) et p" G H(W"), posons : 
m\pup2;p\ p") = ci ((pi ® p2% p1 ® fi')w# • 
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On définit alors P(to; PI , p 2 , N) en remplaçant ra(pi,p2\p
1p") par le terme ci-dessus 

dans les définitions de XII.5. Montrons que la relation (9) reste vraie. Affectons d'un 

exposant + , resp. ~, les objets définis en XII.5 ou ci-dessus, relatifs à LQ, resp. LQ . 

Des arguments similaires à ceux de la preuve de (9) démontrent l'égalité : 

(pl ® P2)t + Sgn(7 /(V 2 ))(pl ® p2)l = C l (p i ® P 2 ) L + + C l Sgn(7 /(F 2 ))(pi ® p 2 ) ^ " 

+ci sgn(r/(Vi)) sgn C D (p i ® p2)\~ + ci s g n ( r / ( V i ) ! / ^ ) ) sgn C D (p i ® p 2 ) ^ + 

où sgnCD est la restriction à Wf du caractère s g n C D de W*. Soient p' G 7£(W) et 

p" G ft(W'). On a les égalités : 

sgn C D (p^ ® p^) = sgn(îK0'?(O)№' ® T), 
, ( 0 = 1,1/(0 = î / (n=V (Vi ) i / ( ^ ) . 

On en déduit l'égalité : 

((pi ® P2)î + BgaW{V2))(Pl ® p2)Z, ? ® p")^# 

= 2 c 1 ( ( p 1 ® p 2 )5: + +sgn(i /(v 2 ))(pi «» A,)!!;-, ? ® . 

En se rappelant le terme [W# : W]~l de la définition de XII.5, l'égalité précédente 

s'écrit : 

m(pi, p 2 ; p
7, p " ) + + sgn(77 /(F 2))m(pi, p 2 ; p', p")~ 

= m^Pi ,p 2 ; p', p " ) + + sgn(r/(F 2))m*(pi, P2; p ' ,p")~ • 

On achève de prouver (9) comme précédemment. 

Soient ¿0 € ^ ( ¿ 1 , 0 , ^ , 0 ) et (L',L") G XL(^O)^ = 2^(0)^ x 2^/(0). Avec les notations 

ci-dessus, on démontre la relation analogue à (1) : 

(10) si m t 3(pi,p 2;p 6/,p,//) ^ 0, alors (L', i") G TL{ix, i2\¿0). 

Supposons (i',Ln) G 2 J i a x ( 6 i , ¿2; ¿0 ) - Si ¿ / n'est pas exceptionnel, on a défini en XI.29 

l'élément n ' { i ' d e Z/2Z. Si est exceptionnel, on pose n / (¿ / , ¿ / / ) = 0. Alors : 

(11) supposons (*/, I") G X^ax(ii,i2\¿0) ; alors 

m\puP2\pL;pL») = ci sgn(f/(V)) n , <^">. 

Supposons t' et t," tous deux non exceptionnels. On a l'égalité 

~Pu ® P> - (P? + sgn(i/(V))p?,)(/# + pj„) . 

Pour *' = # ou b et *" = # ou 6, posons 

m ( * ' , *") = ( ( P l ® pa)! , PÏ ® P^Vf • 

Alors : 

(12) m t , (p i ,p 2 ;p t ' ,P t " ) 

= c i ( m ( # , # ) + m ( # , 6 ) + sgn(f/(ï0)ro(6,#) + sgn(r ?

,(F))m(6,6)). 
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En reprenant la démonstration de (2) et en utilisant le (iii) de la proposition XI.29, 

on voit que un et un seul des termes 

m ( # , # ) , m(# ,6 ) , m(6 ,# ) , m(6,6) 

vaut 1 et les autres sont nuls. En posant n' = n'^', L"), n" = n"{d', */ ' ) , le terme non 

nul est : 

• m ( # , # ) , si (n , ,n , , ) = (0,0) ; 

• m(# ,6 ) , si (n',ra") = ( 0 , l ) ; 

• m(6 ,# ) , s i (n , ,n , , ) = ( l , 0 ) ; 

• m(6,6), si (n',n") = (1,1). 

On déduit (11) de ces formules et de l'égalité (12). 

Le (i) de l'énoncé se déduit de (9), (10) et de la proposition XI.28 comme dans 

les cas précédents. Reprenons en détail la démonstration de (ii). On suppose /x = À. 
Ecrivons N' = (Ai',(<z0) ou (M', **» = (/x", (q£)) ou (,x", ( t f) , Soit . 0 = 

(0,0,C) G 2b^i,o, ¿2 ,0) - Notons le sous-ensemble des (*/,*/') G JJ18*^!, ¿2; ¿0 ) tels 

que, en posant C = (A ' ,e') ou (\\e',e') et = (\",e") ou ( A " , e", e"), on ait : 

• \ ' = /JL' et A " = xx" ; 
• si /x', resp. zx", est exceptionnelle, e' = resp. = 

Comme en IX. 12 (17), on démontre l'égalité : 

/ ^ 0 , P l , P 2 , A O 

= c(^)<zc E ™ V I , P 2 ; P ^ 0 V 6 ( ° - ^ ( X ' f c X " ) ^ * ) 

où c est défini en XII.5. S'il existe A G Xnt(X) tel que dn(q^&) ^ i '"(A), on a 

= 2 ^ ( 6 1 , ¿2; ¿0) = 0 (c/. XI.29) et ^ ( ¿ 0 ; Pi, p 2 , N) = 7 5 1 , , 2 oÂ(7V) - 0. Supposons 

que d"{q^>&) = S~^(A) pour tout A G Xnt(X). Dans ce cas est réduit à un élément : 

avec les notations ci-dessus, A ' , X" et, éventuellement, e', e"sont déterminés par les 

égalités ci-dessus et e', e" sont déterminés par les conditions de XI.29. On note (L'*/') 

l'unique élément de J**. 

Remarque. — Les conditions L' G I(£f)^ et t" G X{inY imposées en XI.29 sont bien 

vérifiées : si {t',qi') n'est pas déployé, on a a(fx') 7̂  0 puisque N' G Nil(^), donc 

L' G T(f)^ puisque A ' = /x7. 

On a ¿ ( 0 = S(L") = 1 et, comme en IX.12 (4) : 

c-b(i')-b(i") = d(N). 

Le même calcul qui a conduit à l'égalité IX. 12 (10) conduit maintenant à l'égalité : 

( X ' f c X " ) ^ * ) = 
s g n ( - l ) 6 ( l l l t 2 ) + l , ( 1 ) + * ( - 1 ) 7 5 1 ) t a o À ( ^ ) , si (V,qv) est déployée, 

(_1)^C(AL,,X) sgn^HH^+bW+H-i)^^ oÂ(JV), sinon, 
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où b(l) et b(—1) sont définis comme dans le cas symplectique et A'max est défini en 

XI.29. Grâce au corollaire XI.24, on montre que 6(1) + 6(—1) = 0. D'autre part, on a 

l'égalité : 

s g n ( î / ( l O ) n ' ( t V / ) C = 
1, si (V,qy) est déployée, 

(— l ) r C ( A m a x ) , Sinon. 

Grâce à (11) et aux formules ci-dessus, on obtient alors : 

/*(*o; Pi, p 2 , N) = q^C! C(L0) sgn(-l)*<^ 2 > 7 5 l ï t a o A(N). 

On calcule immédiatement C\C(LQ) et l'on en déduit : 

E f\io;pi,P2,N )= qd{ffhc1,l2 o K(N). 

^o€Xo(ti,o^2,o) 

Le (ii) de l'énoncé se déduit de (9). 

Supposons maintenant que Ai et A 2 sont toutes deux exceptionnelles. Cela implique 

que (V ,qy) , (V^gvJ et (V2,qv2) sont tous trois déployés et que A est exceptionnelle. 

On doit modifier les preuves de (1) et (2). Soit ¿0 £ 2b(¿1,0? ¿2 ,0) - On a défini en XII.5 

la représentation (pi 0 P 2 ) L de WL- En remplaçant dans sa construction les groupes 

WuW2,W', W" par Wf, Wf, W'*, W"* et les représentations pi et p 2 par pi et 

p 2 , on définit de même une représentation (pi ® p 2 ) ^ de Wf. L'élément WCD de W 

(cf. II.3) appartient à Wf. Notons WCD(PI ® P 2 ) L la représentation de ^ déduite 

de (pi 0 P 2 ) L par conjugaison par WCD- On vérifie que pour tous p' G 1Z(W') et 

p" G ft(W"), on a l'égalité : 

((pi ® P2)L,P' ® p")wL + (WCD(PI ® P2)L,P' ® p")wL = ((pi ® P2)\,fi ®fî')w#. 

On peut appliquer au membre de droite les mêmes arguments que l'on a utilisé dans 

la preuve de (1) et (2). Grâce à l'égalité ci-dessus, on en déduit encore (1). Supposons 

(t'', L") G 2™ a x (t i , ¿ ¡2; ¿ 0 ) - On a maintenant : 

(13) ((pi (g) P2)L,PL> ® pL")wL + (WCD(PI ® P 2 ) L , p.' ® P//')wz, = 1 • 

L'un des termes du membre de gauche est égal à 1, l'autre est nul. Puisque A est ex

ceptionnelle et (d, i") G 2jr i a x(*4, i2\ ¿ 0 ) , et ¿77 sont tous deux exceptionnels. Ecrivons 

t' = ( A 7 , 0 , s'), i" = (A", 0 , e"). On a A7 U A77 = A. On va montrer : 

(14) ((pi (g) p2)h,pi> ® P6")wz, = 1 si et seulement si £ 7£ 7 7 = 6162-

La démonstration de la proposition se poursuivra alors comme dans le cas symplec

tique. 

Les termes de Ai, A 2 , A
7 et A77 sont tous pairs. Définissons des partitions a i , a 2 , 

a 7 , a 7 7 par : 

otij = Ai ,2 j /2 , a2j = A 2 , 2 j /2 , a 7 = A 7

2 j / 2 , a7 7 = A7

2

7

j/2 
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pour tout entier j ^ 1. Grâce au lemme XI.4, on voit que : 

pi = p £ l ( a i , a i ) , p 2 =p £ 2 (a 2 ,a 2 ) , pL> = p£' (oc',cx'), pt» = pe''(a.",<x") 

(cf. VIII.4). Rappelons la construction suivante (cf. VIII.3). Soient 7 G V(d(£f)/2) et 

e* G { ± 1 } . Fixons une famille (•^•)J=I,..., C('Y) de sous-ensembles de V (cf. VIII.5) telk 

que : 

• pour tout j G { 1 , . . . , c ( 7 ) } , \K'j\ = u ; 

• V est union disjointe des ensembles Kj et — K'- pour j G { 1 , . . . , c(j)} ; 

c(T) 

• en notant e' le nombre d'éléments > 0 de U iT', on a s1 = (—l)e . Notons 

M' le sous-groupe des éléments de W qui conservent chaque K'-. On dira que M J 

est associé à ( 7 , ? ) . Effectuons cette construction pour le couple (2a / , e ' ) , où hier 

sûr 2a / = a' -h a'. Cela définit donc une famille ( i Y J ) j = 1 > _ ) C ( a / ) et un groupe M 7 

Construisons de façon similaire une famille (lf ")j=i,.--,c(a") et un groupe M". Posons 

M = M' x M". D'après les définitions de VIII.4, on a l'égalité : 

(res^ L(p,/ ®Pl»),1M)M = 1. 

En vertu de (13), (14) résulte des assertions suivantes : 

(15) • si (res^ (WCD(PI ® P 2 ) L ) , 1 M ) M > 1, alors e'e" = -£ie2', 

• si (res]^L(pi ® P 2 ) L ) , 1 M ) M > 1, alors e'e" = e i e 2 . 

Les preuves de ces deux assertions sont similaires. Prouvons seulement la seconde 

Soit w G W . On a les égalités : 

res^ L((Pi ® P 2 ) ™ ) = res^ L i n d ^ n ^ H № - i (w • X™ res^" wLwnw*(Pi ® P2)) 

= ^ M n u ^ V ^ ^ ^ î i ; - 1 ^ - ^ 7 1 " ^ ) ' 

u € M \ W L / W L n « ; W H l u - 1 

OÙ 

7TU=UW ™Sw-iu-\MuwnWH [Xw ™w-iWLwnW»(Pl ® P2)) 

pour tout u G W L . Pour tout tel u, il est clair que la restriction à w _ 1 u~x MuwnWH 

de est triviale. On a donc aussi : 

7Tu = uw- res™"lu-lMuwnwH(pi ® p 2 ) . 

On obtient 

res^ L((pi(g>p 2)z,) = Yl i n d M n ^ ^ - i ( v r e s ^ M f ; n w i r ( p i ® P 2 ) ) . 

Pour tout G W , on a l'égalité 

(™d^nvWHv-i (v'res™H

1MvnWH(pi®p2)), 1 M ) M 

= ( r e s ^ ? M î ; r W H (pi (8) P2), l v - i Mvnw» ) . ^ ^ „ • 
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On en déduit : 

( r e s J ^ L ( ( p 1 ( g ) p 2 ) L ) , l M ) M 

= E ( r e s ^ M . n ^ ( p i ® p 2 ) , l v - i M v n w » ) v _ 1 M v n w H • 
veM\w/wH 

Supposons le membre de gauche ^ 1. Il existe alors v G W tel que 

(16) ( r e s ^ T M v ( p i ® p 2 ) , V i A f v n w » ) . A / f o w H > 1-

Fixons un tel v. Définissons une suite finie 7i d'entiers ^ 0 par 

; _(v(h)nK'j, pour j G { 1 , . . . , c ( a ' ) } , 
7 l ' J \ 0, pour j ^ c(a ' ) + 1. 

Définissons de même des suites finies 7 2 , 7", 72- Notons ei le nombre d'éléments > 0 

de l'ensemble : 

_ ( v ( h ) y ^ ) u ( y / " ) ) ' 

posons ei = (—l ) e i . Définissons de même e2. On vérifie qu'il existe des sous-groupes 

Mi de Wi, resp. M2 de W 2 , associés comme ci-dessus à (p(7i) U p(7 /

1 '),?i), resp. 

M 7 2 ) U P ( 7 2 )> ¿ 2 ) , tels que v - 1 Mu H W H = Mx x M 2 . D'après VIII.3 (3), la relation 

(16) implique : 

(17) p ( 7 ' i ) Up(7iO < 2 a i , p ( 7 2 ) U p ( 7 2 ' ) < 2 a 2 . 

On a a " ^ruction : 

7 ' 1 + 7 ^ = 2a', 7'/ + 7 2 = 2a", 

a ' U a" = a i + a 2 • 

Ces relations impliquent que les inégalités (17) sont des égalités. Donc Mi, resp. M 2 , 

est associé à (2ai ,£ i ) , resp. (2a2 ,?2) - D'après les définitions de VIII.4, la relation 

(16) implique e\ = £ 1 , e2 — e2. Mais, par construction, on a l'égalité sie2 = s'e". 

On en déduit l'égalité e\e2 = ef e". Cela achève la preuve de la deuxième assertion de 

(15), celle de (14) et finalement celle de la proposition. • 

Remarque. — Il est évident que les valeurs de la fonction jLliL2 appartiennent à | Z . 

En fait, elles appartiennent à Z. 

Démonstration. — Il n'apparaît de facteur 1/2 dans les définitions que s'il existe un 

et un seul n G { 1 , 2 } tel que (Vn,qvn) soit orthogonal pair et À n soit exceptionnelle. 

Supposons qu'il en soit ainsi et soit n G { 1 , 2 } vérifiant ces propriétés. Supposons 

n = 2. Puisque À 2 est exceptionnelle, on voit que A = Ai -f A 2 , J = 0 et Int(X) = 
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Xnt(X\). En utilisant les définitions de XI.21, on voit que = S et r + = r . Donc 

7 ^ 2 = 7 ^ 2 ^ ' P U i S ( l U e 

^ ^ - ^ s g n ^ l ^ ' ^ C T ^ + T ^ ^ ) , 

cette fonction est à valeurs entières. Supposons n = 1. Alors (V,qy) est orthogonal 

pair, J = 0 et Xnt(X) = Xnt(X2). On voit que £ + = <J~ et r + = r - -h 1. Soit 

(A, G Nil(V). S'il existe A G Jnt(A) tel que d"(q>A) ^ <5+(A) = <J"(A), on a 

7tt,62(
A»ft)) =76i ,t a (A, fe)) = 0 . 

Supposons que pour tout A G Jnt(A), on ait d"(q^A) = S+(A) = S~(A). Alors 

7^ a (A , (*) )=7 t T > l a (A,f t ) ) II sgn(' / ( îA)l"(to))-
A 6 X n t ( A ) 

Puisque 

© ÇA ~ a , 

AeJnt(x) 
on a 

I] »7,(«A) = ( - l ) e ' / 2 » / , ( K ) , n r/"(9A) = ( - l ) e " / 2 , 

AeXn£(A) AGXnt(A) 

où e', resp. e", est le nombre de A G Xnt(X) tels que d'(qA) = 1, resp. d"(qA) = 1. 

Puisque Xnt(X) = Xnt(\2), cA(X) est pair pour tout A G Xnt(X), et d'(qA) = d"(qA). 

Donc e' = e". D'après l'hypothèse, e" est le nombre de A G Xnt(X) tels que £ + ( A ) 7̂  
<J +(A+). Puisque (5+(A m i n ) = £ + ( A + a x ) = 0 (cf. XI.21), e" est pair. On obtient : 

H sgn(r1

f(qA)V

,f(qA)) = sgn(r/(V)) = sgn(r/(V 2)). 

AeXnt(A) 

D'où l'égalité : 

7iî,ia =sgn(V(V r2))7t7 1t a-
Puisque 

7 . 1 ) t a = \ s g n ( - l ) 6 ( t l , l a ) ( 7 t t , t a +sgn(V(V 2))7 lT, t a), 

cette fonction est à valeurs entières. • 

XII.8. Lemme. — Soient D eT>, DH G 2 ^ , (-Di)iez famille d'éléments de V et 

(Df)iez une famille d'éléments de VH. On suppose : 

• D{e V{i] et D? G VH[i] pour tout ieZ; 

• Di = 0 et Df = 0 si \i\ est assez grand; 

• iesn(D) = £ resn(Di) et vesnH(D
H) = £ r e s w * ( I f ) ; 

iei iez 
• D est un transfert de DH. 

Alors pour tout i G Z , -Di+dim(g)-dim(h) e ^
 u n transfert de Df. 
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Démonstration. — Soient / G C^°(g) et fH G C%°(h). Supposons que fH soit un 

transfert de / . Soit z G Fx. Pour tout Y G hc-reg, on vérifie la suite d'égalités : 

= \z\fm{h)-dim(9UG,H(z2YJ) 

= \z\fm{h)-dim(9)<j>"'st(z2Y,fH) 

= \z\fm{h)-dim(9)<j>"'st(z2Y,fH,z²) 

On en déduit que | z | d M f c ) - d l m ( » ) ^ H , * a

 e s t u n t r a n s f e r t de / z 2 , donc 

DH(fH'z2) = \z\d;m{9)-dim{h}D(fz2). 

Il existe un entier TV G N tel que pour tout z e Fx tel que vp(z) ^ JV, on ait fz* G W 

et / H ' 2 2 G . Pour tout tel z, on a : 

^ ( / " • z V £ M ? £ f ( / " ) , 

^(r 2) = E № i A ( / ) . 

On en déduit l'égalité 

£ И ? А Я ( / Я ) 
= £ | z|-*+ d i m(e)-<iim(h) 

Cette égalité étant vraie pour tout z G Fx tel que VF(Z) > iV, on a : 

D?(fH) = A + d i m t e ) - d i m ( h ) ( / ) 

pour tout z G Z. Cela achève la démonstration. • 

XII.9. Pour tout n G { 1 , 2 } , soit i n G X s t ( F n ) . On a défini en IX.13 une distribution 
0t n G P̂ n nP G n , s t . En XII.6 dans le cas unitaire, en XII.7 dans les cas symplectique 
ou orthogonal, on a défini une fonction j L l l L 2 : Nil(V) —> Q. On définit une distribution 
06i,62 ^ Aiii par l'égalité : 

,12 = ^2 7 ^ ^ 2 ° M0) <t>0 -

OG^„ii/G 

Théorème. — Ptf^r ¿ 0 ^ ( ¿ 1 , ¿ 2 ) £ X s t (Vi ) x 1st(V2), la distribution 4>LliL2 est un trans

fert de </>Ll (g) (f)i2. 

Démonstration. — Pour fixer les notations, on suppose (V,gy) symplectique ou or

thogonal. Pour tout n G { 1 , 2 } , notons A n la partition qui figure dans les données ¿ n 

et pn = pLn. Utilisons le lemme IX. 13 et introduisons une famille (J3n,i)i€Z d'éléments 

de VGn telle que : 

• pour tout i G Z, Dn,i G VGn [i] ; 

• Dn,i = 0 si |z| est assez grand et si i > dim(^ n) ; 

• A i , d i m ( t n ) = C(^n)06 n , 
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• < ' W " = E r e s W n ( A M ) . 

Soit A la partition induite par Ai et A 2 (cf. XI. 15), notons dim(A) la dimension 

d'une orbite de g(F) paramétrisée par A ou (A,e). Introduisons l'élément 4>n[pi,p2\ 

de res^(X>ent) qui vérifie la proposition XII.7. La démonstration du lemme IX.13 

s'applique. Introduisons donc une famille (A)zez d'éléments de V telle que : 

• pour tout i £ Di e V[i] ; 

• Di = 0 si \i\ est assez grand et si i > dim(A) ; 

• A i i m ( A ) = ¿ 2 ) ^ 1 ^ 2 î 

• <f>H[pi,p2] = E res H(A). 

Puisque </>n[piip2] est un transfert à resn(Dent) de ® (frf^2, le lemme XII.8 

implique que pour tout i G Z , A+dim(^)-dim(/i) est un transfert de : 

J2 Dlij®D2,k. 
j,kÇ.Z,j+k=i 

Appliquons cette propriété pour i = dim(^i) 4- d i m ^ ) . En utilisant la relation : 

dim(A) = dim(ti) -j- dim(62) + dim(flf) — dim(h) 

(cf. lemme XI.16) et les propriétés des familles ( A ) ; G Z et (Dnj)i£z pour n G { 1 , 2 } , 

on obtient que C(L\,L2)<Ì>L1ÌI2 est transfert de C^LijCfa)^^ ® </><,2. On vérifie que 

C(L1,L2)=C(L1)C{L2)ÏO. 

On en déduit l'énoncé. • 

Grâce au théorème IX. 15, le résultat ci-dessus décrit entièrement le transfert des 

distributions appartenant à l'espace V^n D VHiSt. 

Remarque. — Si (V,qv) est symplectique, le couple ((Vi,qv1),(V2,qv2)) est dissy

métrique puisque (Vi,çvi) est symplectique et (V2,qv2) orthogonal pair. Par contre 

si (V,qv) est orthogonal, on peut échanger les deux facteurs (Vi,gvi) et (V2iqv2)-

Evidemment la distribution </>LliL2 et la fonction j L l i L 2 doivent être invariantes par 

cet échange. C'est un corollaire du théorème ci-dessus. Il est néanmoins rassurant 

de le vérifier directement. Comme il ne s'agit que d'une vérification, on n'en donne 

ci-dessous qu'une brève esquisse, en supposant (V,qv) orthogonal impair et k\ + k2 

impair. Posons 

(Viìqyl) = (V2ìqv2), (V2,qv2) = (Vuqv1), ^ i ^ a , ¿ 2 = ^ 1 , 

et affectons de ~ tous les objets construits à partir des données ), (V2lqy2)i 

¿ 1 , ¿2 . On veut prouver que 7 T -L2 = 7 t l ,< , 2 . Les termes A, J, J + , J~, Int(A), Xnt(X) 

sont les mêmes pour les deux ensembles de données. Grâce aux définitions de XI.21, 

on vérifie les égalités suivantes : 

.6+ = S + , S ~ =<J-; 

A S T É R I S Q U E 269 



C H A P I T R E XII. T R A N S F E R T D'INTÉGRALES ORBITALES NILPOTENTES 441 

(1) • pour tout A G lnt(X) tel que | J (A) | ^ 2, r+(A) = r+(A) et r " ( A ) = r ~ ( A ) + 

(2) • pour tout A G lnt(X) tel que | J (A) | = 1, 

r+ (A) = r + ( A ) + S'(A) - 6-(A+) et r " ( A ) = r " ( A ) + 1 + 5+(A) - <5+(A+). 

Soit (À, ($ ) ) G Nil(V). S'il existe A G Int(À) tel que d"(q>A) ^ <5+(A), on a 

7 r i | ï a ( A > ( f t ) ) = 7 . - t a ( A , ( f t ) ) = 0 . 

Supposons que pour tout A G Jn t (A) , on a d"(q^A) = S+(A). Soit A G Xnt(X) tel 

que | J (A) | = 1, z.e. C A ( A ) = 1. Les termes r + ( A ) et r " ( A ) interviennent dans la 

définition de 7 ^ R ( A , (g*)) via le produit 

(3) sgn(i/(<zA))~<A> sgn(7/'(<zA))^A). 

La forme qA est de dimension 1 et d"{qA) = <J+(A) - <5 +(A+). Si <J+(A) = <5+(A+), 

on a donc sgn(7/'((7A)) = 1. Grâce à (2), l'expression (3) est égale à : 

(4) s № ( î / f a A ) r -< A > + 1 sgn(T/ , (g A ) r + ( A ) . 

Si J+(A) = <J+(A+) + 1, on a sgn(7/'(çA)) = 1. On a prouvé en XI.29 (4) que 

(5) 8+{A) + S-(A) - <5+(A+) - < T ( A + ) = c A ( A ) mod2Z. 

Donc <5~(A) = J ~ ( A + ) et, grâce à (2), l'expression (3) est encore égale à (4). Si 

maintenant A G Tnt(X) vérifie | J (A) | ^ 2, les expressions (3) et (4) sont encore 

égales grâce à (2). On en déduit l'égalité : 

%,T*(X> (*)) = II sgn( r / ( 9 A ) r ^ H 1 sgn(t?"(«A)r
+<A>, 

Aeint(x) 

d'où : 

7f;,r a(A,(çi)) = 7 ^ ( ^ ( 9 0 ) II sgn(»7'(?A)). 
A G X n t ( A ) 

Puisque 

© Ç A ~ a g y , 
A G X n t ( A ) 

on a l'égalité 

II */(9A) = ( - l ) ( e ' - 1 ) / y ( V ) , 
A € X n t ( A ) 

où e' est le nombre de A G lnt(X) tels que df(qA) = 1. Grâce à l'hypothèse sur ( A , qi) 

et à la congruence (5), on a l'égalité : 

e' = \{A G Int(X) ; <T(A) ^ <T(A+)} | . 

De ces calculs résulte l'égalité : 

(6) %,z2 = sgn(./(V)) s g n ( - l ) ( e ' - 1 ) / 2

7 - ; t 2 . 
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Grâce à (1) et (2), on a l'égalité : 

b(n,c2) = £ [* + (A)(<5 + (A) - < 5 + ( A + ) ) r + ( A ) 
Aeint(X) 

+ J - ( A ) ( J - ( A ) - < J - ( A + ) ) ( r - ( A ) + l)_ 

+ £ [ô+(A)(ô+(A) - 6+(A+)(ô-(A) - J - (A+) ) 
A € X n t ( A ) , | J ( A ) | = l 

+ <T(A)(<T(A) - ô-(A+))(5+(A) - <5+(A+))~ . 

Grâce à (5), on a 

((5+(A) - <J+(A+))(<r (A) - <T(A+)) = 0 

pour tout A G Int(X) tel que | J (A) | = 1. La deuxième somme ci-dessus est donc 

nulle. La première vaut : 

6 ( * i , * 2 ) + E * - ( A ) ( * - ( A ) - r ( A + ) ) . 
A e X n t ( A ) 

En posant 

E' =\{AeInt(\);ô-{A)^6-(A+) et <T(A) = 1 } | , 

on obtient 

(7) sgn(- l )*< r i ' I a ) = s g n ( - l ) ^ + 6 ( 6 l ' i 2 ) . 

Notons 

Ai ^ • • ^ Ae, 

les éléments A de lnt(X) tels que S~(A) ^ £~(A+). On a 5 " ( A C ' ) = £ _ ( A m i n ) = 0. 

Alors l'ensemble des A G Int(X) tels que £~(A) ^ £~(A+) et 5" (A) = 1 n'est autre 

que { A 2 , A 4 , . . . , A e / _ i } . Donc 

(8) E' = ( e ' - l ) / 2 . 

Rappelons que 

7 Z l , l 2 = s g n ( - l ) ^ > sgn(V'(V))^%-L2. 

Les égalités (6), (7) et (8), jointes aux relations 

fc2 = k\ = &2 + 1 niod 2Z 

démontrent l'égalité cherchée 7 r i ? l 2 = 7ti,62-
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