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Séminaire BOURBAKI Novembre 1996
49éme année, 1996-97, n° 820

ENSEMBLES DE JULIA DE MESURE POSITIVE
[d’aprés van Strien et Nowicki]

par Xavier BUFF

CORRIGENDUM

Nous avons malheureusement découvert aprés ’exposé, que le dernier lemme 11, est
faux. La seule majoration qu’on puisse y obtenir est en C/n. Ce lemme est crucial, et
nous n’avons pas réussi a le contourner. Le probléme ne semble pas insurmontable, mais le

théoréme principal 1 n’est donc toujours pas démontré & ce jour.

Cependant tous les autres résultats restent valables, et consituent une avancée considé-
rable dans I’étude des ensembles de Julia, et en particulier dans la recherche d’ensembles

de Julia de mesure strictement positive.

1. INTRODUCTION

Comme I’a remarqué Sullivan, il existe une forte analogie entre les ensembles limites
de groupes kleiniens de type fini, et les ensembles de Julia des applications rationnelles
de C. Une conjecture attribuée a Ahlfors exprime que les ensembles limites de groupes
kleiniens de type fini sont toute la sphére C ou ont une aire nulle. Cette conjecture a été
démontrée dans de nombreux cas (cf [T], [C], ou [Bo]). Par analogie, on conjecturait que les
ensembles de Julia des polynémes avaient une aire nulle. Ceci a été démontré en particulier
dans le cas hyperbolique et le cas “géométriquement fini”. Pour les polynémes cubiques
ayant un point critique qui s’échappe et non renormalisables (tableau non périodique dans
[BH]), McMullen a fait une démonstration qui est une variante du résultat de Branner et
Hubbard : I’ensemble de Julia est un Cantor. Pour les polynémes quadratiques finiment
renormalisables, Lyubich a montré que I’ensemble de Julia était de mesure nulle [L3], en
adaptant la démonstration de connexité locale de Yoccoz. Les techniques utilisées pour
ces deux derniers résultats ne s’étendent pas en degré supérieur : la méthode repose sur la
divergence d’une série définie de fagon combinatoire et il se trouve qu’en degré supérieur,

ladite série converge.

En fait, la conjecture est fausse : van Strien et Nowicki ont exhibé des polynémes ayant
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un ensemble de Julia de mesure de Lebesgue strictement positive. Ce sont des polynémes
définis de maniére combinatoire et appelés “polynémes de Fibonacci”.

THEOREME 1.—1l eziste un entier £y tel que pour tout entier pair £ > {,,

o il existe un unique polynéme de Fibonacci de la forme P(z) = 2° + ¢, avec c € R, et

o la mesure de Lebesgue de son ensemble de Julia J(P), est strictement positive.

L’intérét des polynémes de Fibonacci a été souligné par Branner et Hubbard [BH] pour
les polynémes complexes cubiques, par Yoccoz [Y] pour les polynémes quadratiques, et
par Hofbauer et Keller [HK] pour les fonctions unimodales. Dans [LM], Lyubich et Milnor
étudient la restriction a I’axe réel dans le cas d’un polynéme de Fibonacci quadratique, et
Lyubich élargit cette étude au plan complexe dans [L1] et [L2]. L’existence d’un polynéme
de Fibonacci réel en degré £ > 2 est démontrée par Hoffbauer et Keller. Elle découle d’un
argument combinatoire de Milnor et de Thurston. Dans [BKNS], Bruin, Keller, Nowicki et
van Strien ont montré un résultat analogue au Théoréme 1, dans le cadre réel, ce qui a été
un point de départ pour I’étude complexe.

Enfin, remarquons que le théoreme affirme que si le degré est suffisamment grand,
alors il existe des polynémes ayant un ensemble de Julia de mesure strictement positive.
Cependant, la démonstration ne donne pas une valeur explicite pour £y, et pour en obtenir
une, il reste un travail considérable. Signalons simplement que des expériences numériques
de Lyubich et Sutherland suggerent £, = 32.

Nous nous proposons d’exposer les grandes lignes de la démonstration de van Strien et
Nowicki concernant la mesure positive, telle que nous la comprenons. Nous ne donnerons
que 1’énoncé des lemmes et propositions qui interviendront. Pour les démonstrations, le
lecteur pourra consulter [SN] ou [Bu].

Nous aimerions remercier Adrien Douady et Marguerite Flexor pour 'aide qu’ils nous
ont apportée tout au long de la préparation de cet exposé, et Sebastian van Strien pour les

fructueuses discussions que nous avons eues avec lui.

2. IDEE PRINCIPALE

Commencons par rappeler la définition des ensembles de Julia. Soit P : C — C un
polynéme. L’ensemble de Julia rempli K(P) de P est I’ensemble des points dont I’orbite
sous l'action de P est bornée. Dans la suite, P(") désignera le n-ieme itéré de P, par
opposition a P qui désignera la puissance ¢-ieme de P. L’ensemble de Julia rempli est un
compact. On peut également le définir par:

K(P)={z € C| P™(z) A oo}.
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L’ensemble de Julia J(P) de P, est le bord de K(P):
J(P) = 0K(P).

Dans le cas qui nous intéresse, P sera un polynéme de Fibonacci réel. En particulier, il
aura un unique point critique récurrent. En utilisant la classification de Fatou-Sullivan des

composantes de I'intérieur de K(P), nous montrerons que
J(P) = K(P).

L’idée de van Strien et Nowicki pour montrer que K(P) est de mesure de Lebesgue

positive est d’utiliser un argument de marche aléatoire.

DEFINITION 1.—Un jeu (X, u,%,g) est la donnée de:

e un espace X muni d’une mesure de probabilité p,

o une application jeu, ¥ : X - X,

o une fonction gain, g : X — R.

Pour tout z € X nous pouvons définir:

o la position aprés le n-iéme coup: z, = P(z),

o le gain au n-itme coup: gn(z) = g(Zn-1), €t

o le capital amassé aprés le n-ieme coup: G,(z) = gi(z) + ... + gn(2)-

Soit S I’ensemble des positions gagnantes, c’est-a-dire
S={zeX|(¥n>1) Gu(z) > 0}.

Nous dirons qu’un jeu est gagnant si et seulement si u(S) > 0. Il existe des critéres
probabilistes que nous mentionnerons plus loin, pour montrer qu’un jeu est gagnant.

Pour utiliser cet argument de marche aléatoire, le principe développé par van Strien et
Nowicki est de construire un jeu gagnant, associé au polynoéme de Fibonacci P, et dont
’ensemble S des positions gagnantes est inclus dans 'ensemble de Julia rempli K'(P). Pour
cela ils commencent par définir une partition du plan complexe en anneaux emboités, Ay,
keZ.

e L’espace X = Uyo Ar est muni d’'une mesure proportionnelle a la mesure de Le-
besgue.

e L’application 3 est I'identité sur Ag U Ay, et coincide pour k > 2 avec un itéré P(5k)
de P sur A (ou Sk € N). Remarquons que si I'orbite d’un point rentre dans Aq ou
dans Aj, le jeu est arrété.

o Le gain g(z) est déterminé par les positions respectives de z et de ¥(z): si z € Ay et
¥(z) € Am, on pose g(z) =m — k.

Dans ces conditions, si z € S est une position gagnante, alors G,(2) > 0 pour tout n > 1.

Par conséquent S C | J Ax. D’autre part, si z € A,N.S, alors pour tout n > 1, $(™(z) € An
k>2
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FIG. 1 - |4y = PBY ; GlAy =k ; g=Go—G.

avec m > k. Par suite, I'orbite sous 1 de z reste dans la composante bornée de C\ A,
et Porbite de z sous 'action de P ne peut pas diverger vers 'infini. Par conséquent S C
K(P) = J(P). Ainsi, si nous montrons que le jeu est gagnant, la démonstration sera
achevée. Toute la difficulté du travail de van Strien et Nowicki réside dans la construction
d’un jeu gagnant du type précédent.

3. POLYNOMES DE FIBONACCI

Dans cette partie, nous allons donner la définition réelle des polynémes de Fibonacci
que van Strien et Nowicki utilisent. Nous exposerons ensuite quelques propriétés qui nous
permettront de construire le jeu de Fibonacci.

3.1. Définition

Van Strien et Nowicki abordent le probleme avec des techniques réelles. Ils utilisent la
définition de Lyubich et Milnor [LM], §4.

DEFINITION 2.—Soit P(z) = 2! 4 ¢ un polynéme réel (c € R) de degré £ pair. Soit Si
la suite de Fibonacci définie par

Ske1 = Sk + Sk
So 1
S = 2.

Il

Soient co = 0 le point critique de P et ¢, = P™(co). Nous dirons que P est un polynéme

10
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de Fibonacci, si

o pour tout k € N, |cs, 41| < |es,|, et

® |cs| < el

Les propriétés réelles de ces polyndémes ont été étudiées par Lyubich et Milnor dans
[LM], dans le cas quadratique. Les propriétés combinatoires se généralisent aisément pour
les degrés supérieurs. L’existence de polynémes de Fibonacci ne pose donc aucun probleme:
il suffit de reprendre les arguments de Lyubich et Milnor. En revanche, ce genre d’arguments
ne permet plus de montrer qu'il existe un unique polynéme de Fibonacci pour chaque
degré £ pair, car les estimées géométriques qu’ils obtiennent ne sont plus valides. Nous
ne reprendrons pas la démonstration de van Strien et Nowicki concernant I'unicité du
polynéme de Fibonacci pour chaque degré £ pair, qui repose sur des estimées obtenues dans
[BKNS]. Nous allons maintenant exposer des résultats complexes concernant les polynémes

de Fibonacci.

3.2. Propriétés complexes

Tout d’abord, la classification de Fatou-Sullivan des composantes de I'intérieur de K'(P)
permet de montrer que K (P) = 0.

LEMME 1.—Soit P(2) = z* + ¢ un polynéme réel (c € R). Si lintérieur de K(P) n’est pas
vide, alors l'orbite du point critique 0 est attirée par un cycle périodique.

Comme ’orbite du point critique d’un polynéme de Fibonacci se rapproche de 0 aux
itérés de Fibonacci, elle ne peut pas étre attirée par un cycle périodique. Par conséquent
K (P) est d’intérieur vide, et

J(P) = K(P).

En ce qui concerne les propriétés complexes des polynomes de Fibonacci, Branner et
Hubbard donnent des informations topologiques & I’aide de tableaux ([BH], page 131). Le
résultat principal qui intéresse van Strien et Nowicki est traduit sur les figures 2 et 3. Le
lecteur pourra trouver une démonstration compléte dans [SN], Théoréme 8.1, ou dans [Bu].
Il peut étre énoncé de la maniere suivante.

PROPOSITION 1.—Soit P(z) = 2 4 ¢ un polynéme de Fibonacci réel. Il eziste des
disques topologiques Dy, DY et D} pour k > 0, définis par récurrence a partir de Dy et D,
tels que

co € Diy2 C DY,

.DllcT C DE:

DY c Dy,

P51 enyoie D} sur Dy de maniére isomorphe, et

1
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FIG. 2 — Les piéces Dy et D, délimitées par des équipotentielles et des rayons externes.

o P(5¥) est un revétement de degré £, ramifié en co de DY, Dyyy et Diyy dans respecti-

vement Dy et Dy_; et Dj.

Ces disques topologiques sont des pieces du puzzle de Yoccoz, délimitées par des équi-
potentielles et des rayons externes. Comme le polynéme est de la forme P(z) = 2¢ + ¢, les
piéces qui contiennent ¢ sont invariantes par rotation d’angle 27 /¢. Pour plus de rensei-
gnements concernant les puzzles de Yoccoz, le lecteur peut consulter [B], (BH], [H] ou [M].

Nous allons maintenant construire le jeu de Fibonacci que van Strien et Nowicki utilisent

([SNJ, §VI).
3.3. Jeu de Fibonacci

DEFINITION 3.—Soit P un polynéme de Fibonacci, et soient Dy les disques de la pro-
position 1. Pour k > 0, nous pouvons définir les anneaux
Ai = Diy1 \ Diya.
Le jeu de Fibonacci est défini par:
o l’espace X = D, est la réunion des anneaur Ax, k> 0;
o la mesure de probabilité u est proportionnelle @ la mesure de Lebesgue m :

IO
,u(')"m(Dl)v

o Dapplication jeu 1 est définie par
Y|Ar = PO sik>2
PlAy = Id sik=0oul;

12
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FiG. 3 - Schémas de Fibonacci associés aux piéces Dy.

o le gain g est défini par g(z) =1 — k, pour z € Ay et Y(z) € A,.

Pour se faire une idée de ce jeu, nous avons représenté topologiquement la situation
sur la figure 4. Les anneaux Ay sont représentés comme des anneaux euclidiens. Les petits
cercles concentriques délimitent les régions ou le gain est constant et positif. Nous pouvons
remarquer que le jeu dans ’anneau Ay, ressemble au jeu dans ’anneau Ax. Nous précise-
rons cette idée dans la partie 5. Pour le moment il nous faut montrer que le jeu de Fibonacci
est un jeu gagnant. Pour cela, van Strien et Nowicki utilisent une version quantitative de

la loi des grands nombres.

4. ARGUMENT DE MARCHE ALEATOIRE

Dans cette partie, nous allons exposer un argument de marche aléatoire qui permet
de montrer que le jeu de Fibonacci est gagnant. Pour une démonstration compléte des
propositions, le lecteur pourra consulter [Bu].

4.1. Jeu de pile ou face (équilibré)

Si nous jouons & un jeu éguitable, le gain au bout de n coups est négligeable devant nP
pour tout 8 > 1/2.

13
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0Dy,

= P(SK)

F1G. 4 - Le jeu de Fibonacci et les régions ot le gain est constant.

Ici, espace X sera ’ensemble des suites de —1 et de 1:
X ={-1,1}N.

La mesure de probabilité u est la mesure équidistribuée. Dans un premier temps, nous
allons jouer avec un jeu équilibré. Pour tout z = z;...2,... € X, le gain g vaut

g(-’l‘) = T1,
et I’application de jeu n’est rien d’autre que le décalage (shift):
1/)(:1511‘2...1‘n...) =T2...Tp...y

de sorte que le gain au n-iéme coup vaut g,(z) = z,. Un théoréme classique de probabilité

affirme que

PROPOSITION 2.—Pour tout 8 > 1/2 et pour presque tout x € X, la fonction qui ¢ n
associe le capital amassé en n coups, est un o(n?) :

Ga(z) = kzi:gkm = o(n").

Remarquons que dans cette situation ’espérance de gain, E(g), est nulle. Il existe une
variante de ce théoréme lorsque 1’espérance n’est plus nulle.

14
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4.2. Jeu faussé

Si nous jouons avec un jeu faussé en notre faveur, et que nous bénéficions d’un crédit
illimité, nous avons toutes les chances de devenir infiniment riches.

Supposons que le jeu n’est plus équilibré. C’est-a-dire que le gain g, est défini de la

maniére suivante :
g(z)=a siz,=+1

gu(z)=p0 siz,=-1
aveca+ (3 =2E > 0.

COROLLAIRE 1.—Pour presque tout ¢ € X, Gy(z) = 400 quand n — +o0.

En effet g, = E + g,, ou g/, est associé a un jeu d’espérance nulle. Alors le capital est

G, =nE + G, = nE + o(n®) presque siirement. Par conséquent G,(z) — +oo.

4.3. Modification du jeu (jeu avec crédit illimité)

Nous avons rappelé des résultats valides pour des jeux dont les coups sont indépendants.
Dans le cas qui nous intéresse, les coups ne le sont pas. Cependant, nous pouvons adapter
les résultats.

Soit X un espace, muni d’une mesure de probabilité p, soit ¥ une application jeu et g
une application gain. On suppose qu’il existe une'partition A; = (A;)iez de X telle que ¢
est constante sur chaque partie de A;. Définissons, pour tout n € N, la partition A, de X
en parties

A, vy = {z | ¥9(2) € Ay, 7=0,...,n -1},
ainsi que les fonctions “gain au n-iéme coup”, (g»), n € N, constantes sur chaque partie de-
Ay 41. Posons G, = g1+. . .+4gn, le capital accumulé aprés n coups, et écrivons g, = E,+H,,,
ou E, est constante sur chaque partie de A, et H, est de moyenne nulle sur chaque partie
de A,.. Remarquons que si A € A,, alors

1
Bald = J ndu(z)

est une espérance conditionnelle.

Pour un jeu dont les coups ne sont pas indépendants, I’analogue de la proposition 1

peut étre énoncé de la maniére suivante

PROPOSITION 3.—Sil eziste un réel V € R tel que / H? <V, alors pour presque
x
tout z € X, et pour tout B < 1/2

;Hk(x) = o(nP).

Nous en déduisons alors immédiatement I’analogue du corollaire 1.

15



X. BUFF

COROLLAIRE 2.—Supposons que :

(1) 3C; >0/ (YneN) (Vz € X) E.(z) > C4

(2) 3C; < o0/ (VneN) /Xzar;‘;gc2

Alors pour presque tout z € X, et pour tout § > 1/2,

Ga(z) > nC + o(nP).

Par conséquent, pour presque tout ¢ € X, Gp(z) = +00 quand n — +o0.

La condition (1) exprime que I’espérance du jeu est positive, autrement dit que le jeu
est faussé en notre faveur. La condition (2) signifie que la variance du jeu est finie.

4.4. Jeu gagnant

Un jeu déséquilibré en notre faveur est un jeu gagnant.

PROPOSITION 4.—Soit Y un espace, muni d’une mesure y, et Z une partie de Y : le
cimetiére. Soit v une application de Y dans Y, telle que ¢|Z = Id. Posons X = (Y \ Z),
et supposons que u(X) = 1. Soit G : Y — R un capital majoré sur Z. Soit ¥ : Y =Y
une application telle que

e pour tout y € Y \ Z, tel que " V(y) € Y \ Z, les applications 1 et ¥ définissent le
méme gain au n-iéme coup :

Go UM (y) - Go ¥ V(y) = Goy™(y) - G op"D(y) = ga(y),
o la préimage par ¥ d’un ensemble de mesure nulle est de mesure nulle.

Si pour p-presque tout y € Y, G(¥™(y)) = +o0o0 quand n — 400, alors le jeu (X, u,%,9)
est un jeu gagnant.

La premiére condition est satisfaite si ¥ = 1 sur Y\ Z, mais nous la présentons ainsi
car par la suite nous serons amenés a modifier légérement ’application ¢ sur Y\ Z.

PREUVE. Pour presque tout y € Y, G(¥((y)) = +0o. Comme G est majorée sur Z, pour
presque tout y € Y, il existe un entier n, tel que

Yk >0, ¥wth(y) e Y\ Z
Vk >0, G(T™)(y)) < G(¥vHR(y)).

Autrement dit, si S désigne ’ensemble des positions gagnantes du jeu (X, u,,g), pour
presque tout y € Y, il existe un entier n, tel que (™)(y) € S. Par conséquent,
u(|J ¥E(9)) > 0.
neEN

Par hypothése, si S était de mesure nulle, alors toutes ses préimages par ¥ seraient de
mesure nulle. Or toute réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle est toujours de

mesure nulle, ce qui est impossible. Par conséquent u(S) > 0, et le jeu est gagnant. n

16
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5. VARIANTES DU JEU DE FIBONACCI

Pour appliquer la proposition 4, le probléme est de bien prolonger le jeu de Fibonacci,
(X, u,%, g), construit dans la partie 3. Nous allons voir qu’il existe une maniére naturelle
de le prolonger, mais auparavant nous devons nous ramener 3 une situation invariante par
homothétie. Nous savons déja que les suites de gains gn(2) = g(¥™(2)), et gn(e*™*/¢z),
n € N, sont égales terme a terme a cause de I'invariance par rotation d’angle 2im/¢. Nous
allons construire un jeu, (Y ,ﬁ,z/;,g), conjugué au jeu de Fibonacci par une application
quasi-conforme, tel que pour un réel A €]0,1[, les suites de gains gn(z) et §n(\z) soient

égales.

5.1. Jeu homothétique

Le travail de van Strien et Nowicki sur la limite des renormalisées des polynomes de

Fibonacci permet de montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 5.—Soit P un polynéme de Fibonacci réel de degré £ pair au moins égal
d 4, et soient Dy les disques topologiques définis plus haut. Il existe
o un réel A €]0,1],
o des disques topologiques Bk, k>1,
o des applications fk : 5k+1 — Ek_l, k>2,
e une fonction § : D, — R, et
e un homéomorphisme quasi-conforme ¢ : Dy — Dy,
tels que
o ¢ est de la forme ¢(z) = (%),
(Vk > 1) ¢(Dx) = Dy,
(Vk>2) fi = ¢po P og
°®g=go¢7!,
e (Vk>1) Dryy = ADy, et
(Vk > 2) fipa(z) = (=1)FAo fro AL,

En d’autres termes, il existe un homéomorphisme quasi-conforme ¢, qui preserve 1'in-

variance par rotation d’angle 27 /¢, et qui conjugue le jeu (1, g) & un jeu (1&,{7), invariant
par homothétie de rapport A. Nous donnerons les idées de la démonstration dans la section

suivante.

L’intérét de nous étre ramenés & une situation homothétique, c’est que nous pouvons
prolonger le jeu & C tout entier de maniére naturelle. Pour cela il nous suffit de définir :

L4 A~o = 51 \ 52,

o Ay =MAy ke,

o lejeu |, = Mo foor™* keZ,

17
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e le capital G|A; = k.

Remarquons que nous avons légérement modifié I’application de jeu sur Ax pour k > 0.
Cependant, comme

o 0(z) = £,
. 1/:(—2) = z[i(z), et
o G(—z) =G(2).

le gain au n-iéme coup reste inchangé:
GoT¥M —GoTl-D) =Go D™ — G o),

Par conséquent, il suffit de montrer le lemme suivant.

LEMME 2.—Pour presque tout z € C, G(¥(z)) = 400 quand n — +oo.

Nous pourrons alors appliquer la proposition 4 pour en déduire que le jeu homothétique
est gagnant. Ceci signifie que si S désigne I’ensemble des positions gagnantes du jeu de
Fibonacci, alors ¢(S) est de mesure strictement positive. Le lemme suivant permet alors
de conclure que le jeu de Fibonacci est gagnant.

LEMME 3—Soit ¢ : U — V un homéomorphisme quasi-conforme, et soit S C U. Alors

@(S) est de mesure de Lebesgue nulle si et seulement si S est de mesure de Lebesgue nulle.

5.2. Jeu quotient

Etant donnée l'invariance de la situation par homothétie de rapport ), nous pouvons

quotienter par la relation d’équivalence z ~ Az. Nous allons introduire une nouvelle mesure
v sur C telle que

dzdz

dv(z) = T
Cette mesure est préservée par la transformation z — Az, et elle est multipliée par £ par
la transformation z ~ z¢. Remarquons par ailleurs qu’elle est absolument continue par
rapport & la mesure de Lebesgue sur C \ {0}.

Le probléme est donc réduit a ’étude du jeu défini par

e l’espace X = C/~, dont un représentant est ’anneau Avo,

e la projection f sur X, de la mesure v,

e la fonction gain: § = Go ¥ — G, et

e Dlapplication jeu: la projection sur X de I’application ¥, qui peut étre représentée

par Papplication ¥ : Ay — Ay définie par

U(z) = A9 fo(2).

Nous avons représenté topologiquement ce jeu sur la figure 5.

18
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FIG. 5 — Le jeu une fois quotienté par la relation z ~ \z.

Nous appliquerons alors la proposition 3 au jeu quotient (5(\ y i, 3, \il) pour montrer que
pour ji-presque tout point z de X, §(z)+. .. +9(¥™(z)) = +o00 quand n — +oo. Nous en
déduirons donc que pour v-presque tout point z € C, G(¥(z)) — +oo quand n — 400,
ce qui démontre le lemme 2. En effet, v est absolument continue par rapport a la mesure

de Lebesgue.

6. LIMITE DES RENORMALISEES

Dans cette section nous allons expliquer dans les grandes lignes pourquoi il existe un mo-
dele de jeu homothétique, et nous allons donner des premiéres informations le concernant.
Les démonstrations se trouvent dans [Bu] et sont calquées sur le travail de van Strien et
Nowicki. Quant aux premiers résultats concernant ce jeu homothétique, ils sont démontrés

par Eckmann, Wittwer et Epstein dans [EW], [E1] et [E2].

6.1. La famille des L-applications

Lyubich [L3] introduit la notion d’application  allure polynomiale généralisée, qui étend
celle introduite par Douady et Hubbard dans [DH]. Nous les appellerons L-applications.
Les applications (P(*) U P(S«-1)) : (D9 U D}) — Dy sont de telles applications.
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DEFINITION 4.— Une L-application est un revétement ramifié

k=1
fyuviov

1=0
tel que:
o il y a un unique point critique ¢y € U°,

o lorbite de co est contenue dans la réunion des U, et si i < j, lorbite de cy visite U’
avant U7,

o chaque U’ contient au moins un point de Uorbite de co,

o chaque U', 1 =0,...k—1 est un disque topologique ouvert relativement compact dans
v,

o les U' sont deuz a deuz disjoints.

FIG. 6 - Une L-application f : ULo,U' = V ramifiée en c,.

Nous avons tenu ici & ordonner les ouverts U’, ce que ne fait pas Lyubich dans la
définition qu’il donne des applications & allure polyndmiale généralisées. Nous pouvons
définir

k-1
K(f)={z| (VneN) f(z) e J U'}.
=0
Remarquons que ¢y est un élément de K(f).

6.2. Applications de Fibonacci

I1 est possible de définir une notion de L-application de Fibonacci. Cette définition est
beaucoup plus proche de la définition des polynémes de Fibonacci donnée par Branner et
Hubbard [BH] ou par Yoccoz [Y].

Nous allons commencer par définir le puzzle associé & une L-application f, en suivant
la procédure exposée par Branner et Hubbard dans [BH]. Le puzzle de profondeur 0, Po(f)
est constitué par les pieces U'. Les pieces du puzzle de profondeur n, P,(f), sont les

composantes connexes de f(=™(P,). Pour chaque z € K(f), P.(z) désigne la piéce de
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P.(f) qui contient z. Nous nous intéressons particulierement aux pieces qui contiennent co.
Sin >0, C, = P,(co) est la piece critique de profondeur n, et C_; = V. Associée a ce
puzzle, nous pouvons définir une notion de descendance: pour tout n > —1, les enfants de
C,, sont les piéces critiques Cj, avec [ > n, telles que f=")(C}) = C,, et f*)(C)) ne contient
pas le point critique ¢y pour 0 < k < [ — n. De plus, si m < n, nous dirons que la piece
critique C,, est plus vieille que la piéce Cy, ce qui revient a dire que C, C Cpy,.

Nous pouvons maintenant définir les applications de Fibonacci.
DEFINITION 5.—Une appvlicatz'on de Fibonacci est une L-application
f:UUU =Y,
telle que

o chaque piéce critique C, a ezactement deuzr enfants;
o les oncles sont plus vieur que leurs neveur;

o les enfants d’un fils ainé sont tous les deuz plus vieur que ceuz du fils cadet.

PROPOSITION 6.—Si P est un polynéme de Fibonacci, alors les L-applications
(PS¥) y PGx=1)y . (DU D}) — Dy sont des applications de Fibonacci.
6.3. Renormalisation pour les L-applications

Dans [L3], Lyubich introduit une notion de renormalisation généralisée pour les L-

applications.

DEFINITION 6.—Nous dirons qu’une L-application f est renormalisable, si nous pou-

vons trouver

o une collection de piéces de puzzle U, i =0,... ,l — 1, une piéce V; et
o des entiersn;, 1 =0,...,l — 1, avec au moins un n; > 1,
tels que lapplication g : U5 ' Ui — Vi définie par g|Uj = f() soit une L-application.

Nous dirons alors que g est une renormalisée de f.

La proposition suivante s’obtient en examinant la figure 7, en utilisant la définition des
applications de Fibonacci, et en remarquant que les relations généalogiques sont préservées
par la renormalisation.

PROPOSITION 7.—Soit f une application de Fibonacci. Alors f est renormalisable et
la renormalisée g : UP U U} — V; définie par

Uy = Pw),
Ui = A(f w)),
W = Po(w),
gliY = fof
gui = f
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est une application de Fibonacci.

FIG. 7 - Renormalisation d’une application de Fibonacci.

Nous pouvons donc définir un opérateur de renormalisation R, qui & une application de
Fibonacci f associe 'application de Fibonacci R(f) = A1 ogo ), ot A = g(0) = f®(0).
L’application R(f) est normalisée de sorte que la valeur critique soit en 1.

6.4. Agencement de ’orbite critique sur I’axe réel

Dans [LM], Lyubich et Milnor montrent que la suite de pétrissage (kneading sequence)
d’un polynéme de Fibonacci réel P, est entiérement déterminée.

PROPOSITION 8 [LM].—Soit P un polynéme de Fibonacci ayant un point critique co.
Soit ¢, = P(")(co). Alors :
cs, < 0pourk=0,1 mod4,
cs, > 0 pourk=2,3 mod4,

sgn (¢,)

.8g0(Ca-s, ) pour Sk < n < Sk41.

Les applications de Fibonacci que nous considérerons par la suite seront réelles (f(z) =
f(2)), et symétriques (f(z) = F(z*), ot F est une application holomorphe, et ot £ est le
degré du point critique de f). Dans [Bu], nous utilisons les techniques de tableaux pour
montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 9.—L’agencement, sur l’aze réel, de lorbite critique d’une application
de Fibonacci réelle, f, ne dépend que des positions relatives de co, ¢; et co. D’autre part
cs,_, €t cs,,, sont toujours de signes opposés.

Nous pouvons remarquer que f et R(f) ont un point critique en 0 et une valeur critique
en 1. Par conséquent les agencements de leurs orbites critiques sur R ne dépendent que du
signe de f@(0) et [R(£)]®(0) = f®(0)/f?(0) qui sont justement de signes opposés. C’est
pour cette raison que nous introduisons un opérateur de retournement qui  une application
de Fibonacci f associe I'application f : U°UU' — V définie par f|U° = f et flU' = —f.

22



(820) ENSEMBLES DE JULIA DE MESURE POSITIVE

PROPOSITION 10.—Si f est une application de Fibonacci, alors f est encore une
application de Fibonacci.

L’opérateur R qui consiste a renormaliser puis a retourner, transforme donc une appli-
cation de Fibonacci f en une application de Fibonacci ﬁ( f). L’utilité de cette opération

de retournement est :

PROPOSITION 11.—S5oit f une application de Fibonacci normalisée, c’est-a-dire telle
que le point critique soit 0 et la valeur critique 1. L’agencement des orbites critiques de f

et de ﬁ(f), sur laze réel, sont identiques.

6.5. Germes de L-applications

Nous dirons que deux L-applications f; et f; sont équivalentes si K(f;) = K(f2) et si les
deux applications coincident sur leur ensemble de Julia. Les classes d’équivalence, que nous
noterons [f], seront appelées les germes de L-applications. Nous pouvons munir cet espace
de la topologie de Carathéodory ([McM]). Nous pouvons également projeter 'opérateur R
sur I’espace des germes de L-applications. A un germe d’application de Fibonacci [f], nous
associons un germe R([f]), qui est un germe d’application de Fibonacci. Nous pouvons donc

itérer ce procédé et construire ainsi une suite de germes de Fibonacci: R™([f]), n € N.

PROPOSITION 12.—Soit P, I’application de Fibonacci (PS) U P(S+-) . (DU D}) —
Dy. Alors

R([Pe-1]) = [M¢! 0 Po M,

ot Ay = Pi(0).

Dans [SN], van Strien et Nowicki montrent que deux applications de Fibonacci de méme
degré ¢ > 2, dont les orbites critiques sont ordonnées identiquement sur ’axe réel, sont
quasi-conformément conjuguées. La proposition 11 dit que c’est le cas des applications
R™(P,). En reprenant les arguments de van Strien et Nowicki ([SN] Théoréme 7.2), et les

estimées réelles de [BKNS], nous pouvons montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 13.—Pour tout (m,n) € N?, les applications R™™(P;) et R™(P,) sont
quasi-conformément conjuguées. De plus, il existe des représentants des germes ﬁ(m)([Pl])

et ﬁ(")([Pl]), K -quasi-conformément conjugués, avec K indépendant de m et n.

Van Strien et Nowicki adaptent alors les techniques de tours de McMullen développées
dans [McM], pour montrer la proposition suivante.

PROPOSITION 14 ([SN] Théoréme 7.1).—La suite R™([P,]) a une limite quand n
tend vers Uinfini. C’est un germe d’application de Fibonacci, point fize de ﬁ, dont tous les
représentants sont quasi-conformément conjugués ¢ P,.
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Nous allons maintenant montrer que nous pouvons utiliser ce point fixe de renormali-
sation pour construire le jeu homothétique de la partie précédente.

7. EQUATION DE CVITANOVIC-FIBONACCI

7.1. L’équation fonctionnelle

Remarquons dans un premier temps que les points fixes de R sont associés & une
équation fonctionnelle.

PROPOSITION 15.—Soit f : U°UU' = V une application de Fibonacci telle que
R([f]) = [f]. Notons fo = f|U°, fy = FIU* et A = £@)(0). Alors

{ fol(2) —1/X2fo(Afo(Az2)) et
fi(2) =2 fo(A2),

partout ou les deux membres des inégalités sont simultanément définis.

Il s’agit juste ici d’écrire que f est un point fixe de R.

DEFINITION 7.—Ce que nous appellerons I’équation de Cvitanovié-Fibonacci est
le systéme de conditions suivant :

f(2) = =1/X2f(Af(A2)),
0<A<l,
f(0)=1et

f(z) = F(2%), avec F univalente et £ > 2 pair.

7.2. Solutions de I’équation

Dans [El], Epstein expose une théorie permettant d’interpréter ’équation de Cvita-
novi¢-Fibonacci. Dans un premier temps, nous désirons étudier les solutions de ’équation
de Cvitanovié¢-Fibonacci, telles que f et F soient des applications analytiques réelles sur
un intervalle ouvert J contenant 0, et leur extension complexe. Par conséquent, soit J un
intervalle ouvert de R. Définissons alors

CJ)={2€C : Im(z) #0ouzeJ}=H, UH UJ,
H, ={z€C : Im(z) >0} = -H_.

Les applications h holomorphes dans C(J) telles que h(z) = h(z) et h(H, ) C H, sont ap-
pelées applications Herglotz (et —h est une application anti-Herglotz). Nous allons étudier
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les solutions de 1’équation de Cvitanovié-Fibonacci, telles que F' soit univalente dans un
voisinage de 0, et que son inverse, F'~!, soit anti-Herglotz. Comme la limite des renorma-
lisées est obtenue comme limite de polynémes ayant toutes leurs valeurs critiques dans R,
cette condition est automatiquement vérifiée.

Nous pouvons alors étudier le graphe de f sur ’axe réel. Il est dessiné sur la figure 8.
Soit z¢ la préimage positive de 0. En utilisant ’équation fonctionnelle, nous montrons:

o f(Azo) = zo/ A,

o f(A)=-X et

e le premier point critique sur R* est zo/), et f(zo/A) = —1/A%

En particulier, nous obtenons ainsi la position relative de plusieurs points sur I’axe réel.

1
Zto/)\
\lo $0//\
0 Al’o /\
—)\2
—1/)2

F1G. 8 - Le graphe de f sur Rt.

Epstein étudie alors jusqu’ot il peut étendre F~!. Ses résultats sont les suivants (voir
figure 9):

o F~le —P(]—1/X%,1/XY)),

e nous pouvons étendre F'~! continiiment au bord de H,, et au bord de H_, et méme
analytiquement en dehors des points (—1/A%)", n > 1, qui sont des points de bran-
chements de type 2!/,

¢ les valeurs au bord ne sont jamais réelles en dehors de —1/A% et de 1/\4,

o lextension de F'~! & la fermeture de H, (resp. HL_) est injective, et

¢ quand z tend vers linfini dans H, (resp. H_), F~!(z) tend vers un point F~!(i00) €
H_ (resp F~!(—ic0) € Hy).

Maintenant, soit W = f~1 (C(] — 1/A2,1/X*])). Par construction,

f: W C(-1/3%1/X3%)
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—1/) 1 1A

FIG. 9 - W = F7 (C(] - 1/3%,1/X1])).

est un revétement ramifié ayant un seul point critique en 0, de degré £, et W est invariant

par rotation d’angle 2im/{. Nous avons dessiné un domaine possible pour un degré ¢ = 4
sur la figure 10.

F1G. 10 - Un domaine W pour un degré £ = 4.

Maintenant que nous connaissons le domaine de f ainsi que la position relative de

certains points, nous pouvons en déduire la proposition suivante.

PROPOSITION 16.—Soient

o f: W C(]-1/X2,1/M*), une solution réelle de I’équation de Cvitanovicé-Fibonacci,
o fi(z) = f(Az2), et
o fu(z) = f(A*2).
Alors fy2 : W/X2 — C(] —1/X2,1/M*]) est une application d allure polynémiale ayant un
point fize attractif de multiplicateur —)2, et f\ est un linéarisateur de fy2.
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PREUVE. Le fait que fy2 soit une application & allure polyndémiale (voir [DH]) découle
directement du fait que

W/X* € €1 - 1/>3%,1/X*) € C©( - 1/X%,1/X)).

D’autre part, nous pouvons réécrire ’équation de Cvitanovié-Fibonacci de la maniére sui-
vante: fi(z) = —1/A2 fx(frz(2)), ce qui signifie que f) semi-conjugue fyz & z — —A2z (C’est
une conjugaison au voisinage de a). Le reste de la proposition vient aussitét. De plus, si zo

désigne la préimage positive de 0 par f, alors le point fixe, a, de f)2 vérifie 29 = Aa.

a=zo/A —f—’f»a = zof/ A

h |

—-A2z

L’ensemble de Julia de fy2, K(f2) est donc un disque topologique fermé, bordé par une
courbe de Jordan. Revenons maintenant au point fixe de R. [ ]

PROPOSITION 17.—Soit fo une solution de I’équation de Cuvitanovié-Fibonacci. Posons

V = )‘ Io{ (f/\z),
U = O_l(v)7
(]1 = fo(AZV)

Définissons par ailleurs f, par flU® = fo et flU* = =A"lo foo ). Alors f : U'UU' -V

est une application de Fibonacci telle que R([f]) = [f]-

Cette proposition traduit le fait qu’il existe une maniére canonique de construire un
représentant des points fixes de R, en utilisant I’équation de Cvitanovié¢-Fibonacci. Le
résultat n’est pas immédiat. La partie technique consiste & montrer que les ouverts U° et
U? sont bien relativements compacts et disjoints dans V.

7.3. Retour sur le jeu homothétique

Toute la construction du jeu de Fibonacci réalisée par van Strien et Nowicki pour le
polynéme de Fibonacci P peut étre faite & partir de I’application de Fibonacci construite
dans la proposition 17. Ce travail est détaillé dans [Bu]. Le jeu ainsi construit est le jeu
homothétique de la partie 5.1. En effet, d’aprés la proposition 14, il existe un homéomor-
phisme quasi-conforme, ¢ : D; — V qui conjugue P, = (PO UP) : DU P! — D, a
f : U°UU* - V. La proposition 5 (voir §5.1) découle directement de cette conjugaison
et du fait que f est un point fixe de R. Les disques Dy = V ét Dy, sont des homothétiques
de ’ensemble de Julia K(f?), et les applications fj des conjuguées de la solution f, de
I’équation de Cvitanovié-Fibonacci.
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8. ESPERANCE ET VARIANCE DU JEU DE FIBONACCL

L’idée initiale de van Strien et de Nowicki était d’utiliser le corollaire 2 (§4.3) pour

achever la démonstration du lemme 2 (§5.1). Pour cela, ils comptaient montrer les trois
lemmes suivants:

LEMME 4.—II existe une constante K; > 0, telle que pour tout k > 0, il existe un degré
L(k) tel que pour tout degré pair £ > U(k),

plzedlgz) =k _ K
fi(Ao) Tk
LEMME 5.—Pour chaque degré ¢,
p ({Z € A | §(z) = k}) —0 (Azk)
£i(Ao) ’

ou A est le rapport du jeu en degré €.

(LEMME 6).—Soit Ay la partition de X en régions ot le gain est constant (figure 5).
Rappelons que st A € A, alors \il(")(A) = Ag. Il existe un réel K,, qui ne dépend pas du
degré ¢, telle que
e pour tout n > 1,
o pour toute partie A € A,, et
e pour toute partie B € A,y contenue dans A,
La(¥B) sy _ | i (T(B)
NS < = < 277= .
Ky i (3 (4)) ~ A(A) i (T (4))

Le lemme 4 n’est pas trés dur & démontrer une fois que nous avons compris le compor-
tement asymptotique des solutions de 1’équation de Cvitanovi¢-Fibonacci quand le degré £
tend vers l'infini. Le lecteur pourra trouver une démonstration compléte dans [SN], sous la
désignation de Big Jump Property. Il permet de montrer que I’espérance au premier coup,
E., tend vers ’infini quand le degré ¢ tend vers l'infini.

Le lemme 5, quant & lui, est une conséquence directe du fait que
{z € Ao | §(2) = k} = f (N Ay),

ol f est la solution de ’équation de Cvitanovié-Fibonacci de degré £; son jacobien au sens
réel en zo = f~1(0) est |f'(zo)|>. Il traduit le fait que pour chaque degré ¢, la variance du
jeu quotient est finie.

28



(820) ENSEMBLES DE JULIA DE MESURE POSITIVE

Le (lemme 6) traduit une quasi-indépendance des coups. Il aurait permis de montrer
directement que le jeu quotient vérifie les hypothéses du corollaire 2 (voir §4.3) si le degré
{ était suffisamment grand. Cependant il n’est pas juste tel quel, et nous serons amenés a

travailler dans la partie suivante, de maniére a récupérer l'indépendance des coups.

8.1. Espérance

Dans cette partie nous travaillons avec le jeu quotient, (X i3, ) (voir §5.2). Nous

allons commencer par montrer que le lemme 4 entraine la proposition suivante.

PROPOSITION 18.—L’espérance du jeu quotient tend vers linfini quand le degré £ du

polynéme de Fibonacci tend vers Uinfini.

PREUVE. Rappelons la définition de I’espérance:

J; t@diz)
= (;0) ;. d(e)di(z)
1

B fi(Ao) lg_:z ki ({Z € Ao | §() = k}) ’

Il nous faut donc avoir une estimation de

E

Il

i ({z € Ao | §(2) = k}) /iu(Ao).

Pour tout C' € R, commencons par choisir un N € N tel que

N
Y Ki/k>C+2.

k=1
et posons
£y = sup £(k).
k<N

Alors, pour tout £ > £,

i({z € Ao | 4(z) = #})
k=-2 f‘(ﬁo)

N A'
> —2+Zk—>0

8.2. Comportement asymptotique des solutions

Ce que nous allons exposer dans cette partie a été démontré par Epstein. Il s’agit
d’adapter les résultats d’Eckmann et Wittwer [EW] et d’Epstein [E2] concernant 1’équation
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de Feigenbaum-Cvitanovi¢ au cas de I’équation de Cvitanovié-Fibonacci. Van Strien et
Nowicki ont obtenu indépendamment des résultats équivalents ([SN], §V).

PROPOSITION 19.—Soit f : W — C([—-A"2,)A7%)) la solution de I’équation de Cvita-

novié-Fibonacci en degré £. f(z) est de la forme F(z*), ot F est univalente sur
W={zeC|:Mew}.

De toute suite de degrés pairs £y qui tend vers linfini quand k tend vers l’infini, nous

pouvons extraire une sous-suite que nous noterons encore fy, telle que,

X a une limite T €0, 1],
z& a une limite w,

e les régions pointées (W,0) et (W, X%) ont des limites (W, 0) et (Wi, T), avec Wy N

Wi = {w}, et
o F% converge uniformément sur tout compact de Wy et de W, vers une application
F.

La topologie sur les régions pointées est la topologie de Carathéodory utilisée par Mc-
Mullen [McM].

La proposition dit que lorsque ¢ tend vers l’infini, l’'ouvert W se pince en w. Nous

obtenons ainsi deux composantes connexes: Wy et W, sur lesquelles F* a une limite.

Fl
zé /N
1 / /\21
F
1/72
w/T

FIG. 11 - La limite F de F¢, quand £ tend vers linfini
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8.3. Les applications associées F, et F,:

De méme que nous avions défini les applications fy et fy2, il est naturel maintenant
de prendre en compte les applications F,(2) = F(rz) et F2(z) = F(r%z). Nous nous
intéresserons également a ’ensemble de Julia rempli de F2:

K(Fp2)={z€C|(VneN) FP(z) € WoUW, U {w}}.

Remarquons alors que F* ne s’annule qu’en z§. En passant a la limite, comme w n’est pas
dans le domaine limite Wy U W), la fonction F ne s’annule pas. D’autre part F(0) = 1. Par
conséquent, nous pouvons donc définir le logarithme log(F) de sorte que log(F)(0) = 0.

PROPOSITION 20 (cf [EW] ou [SN], §9.1).—F.2 a un point fize, w/T = 3, parabolique
de multiplicateur —1. La coordonnée de Fatou, ®, de F,2 o F.2, qui s’annule en 0, est
log(F(7z))/log(T4).

Nous pouvons donc décrire le comportement de F au voisinage de sa singularité, w.

COROLLAIRE 3.—1l ezxiste une constante C > 0 et des ouverts Vy et V; tels que,
e ViCW, :=0,1,
wCcaV, 1=0,1,
Iimage de chaque V; par Uapplication z — —C[(z—w)? contient un demi-plan gauche,
et
sur VoUW,

log(F)(2) = =C/(z — w)* + O(1).
PREUVE. Il suffit pour cela de remarquer que la seule valeur asymptotique de F,2 est 0. Par
conséquent, F,20F,2 a un cycle de deux pétales paraboliques attachés en 3. La coordonnée
de Fatou, @, est donc de la forme K/(z — 3)> + O(1) dans des voisinages & gauche et &
droite de (. ]

PREUVE DU LEMME 4. La démonstration découle des propriétés de continuité des en-
sembles de Julia, et du corollaire 3. En effet, nous pouvons alors en déduire que {z €
C | 2/ € A} converge vers un ouvert

A=K (Fua) \ TK(Fy2).

D’autre part,

{z € Ao | f(2) € \*Ao}
= fY(\*A).

{z€ A | 4(z) =k}

Il suffit alors d’utiliser le fait que & est seulement multipliée par £ quand on éléve 3 la
puissance £. Par conséquent, pour chaque k& > 1,

i({z €4 | 3(2) =k}) )00 it (F1(70A))
() T
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Nous connaissons le comportement de F au voisinage de w. Un calcul simple nous permet
alors de montrer que la quantité (.7-' 'I(Tk.A)) /i(A) est de Vordre de K, /k2. O

9. INDEPENDANCE DES COUPS

" Comme nous I’avons signalé dans la section précédente, le (lemme 6) traduit une certaine
indépendance des coups, et nous permettrait de montrer que le jeu quotient vérifie les
hypothéses du corollaire 2 (§4.3). Cependant certaines corrélations peuvent apparaitre, et
il nous faut donc étudier de plus prés ce qui se passe. Nous pouvons définir des régions
dites de guigne (jinx), telles que

e si 'orbite d’un point sort d’une de ces régions, 'indépendance est retrouvée,

o tant que l’orbite reste dans la méme région de guigne, la corrélation peut augmenter,
mais

¢ le temps moyen mis pour sortir d’une région de guigne est majoré par une constante
T, indépendamment du degré .

Comme le gain est minoré par —2, la perte moyenne entre deux coups indépendants (c’est-
a-dire entre deux coups ol l'orbite d’un point sort d’une des régions) est majorée par
2T. Nous pouvons alors choisir le degré £ de sorte que I’espérance de gain, a chaque fois
que Porbite sort d’une région de guigne, soit supérieure & E > 2T (Prop. 18, §8.1). La
proposition 3 (§4.3) permettra alors de montrer que le jeu homothétique est ultimement
gagnant : pour ji presque tout x € X, g(z)+...+ §(T™(z)) = oo quand n — +oo.

9.1. Lemme de distorsion

DEFINITION 8.—Nous dirons que f : U — V a une distorsion bornée par K si et

seulement s’il existe une constante K telle que pour tous sous-ensembles Uy et U, de U,

_1_N(U1) .“(f(Ul)) r#(Ul)
a0 < w702 < K a@y

ot u désigne la mesure de Lebesgue.

Le lemme crucial qui nous permet de contréler I'indépendance des coups est le lemme
de distorsion de Koebe.

LEMME 7.—Soit f : U — V une application univalente, ot U est un domaine simplement
conneze de C. Soit U' C U un domaine simplement conneze relativement compact dans U.
Il existe une constante K qui ne dépend que du module de I’anneau A = U \ U, telle que
la distorsion sur U’ est bornée par K.

Nous pouvons adapter ce lemme de distorsion comme le font van Strien et Nowicki.
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LEMME 8—Soit f : U — V un revétement non ramifié. Soit V' un ouvert simplement
connezxe relativement compact dans V et U’ sa préimage par f. Soit d la distance de V' au
bord de V' et § le diamétre de V'. Il existe une constante K qui ne dépend que du rapport
8/d telle que la distorsion sur U’ est bornée par K.

Supposons qu’il existe une constante K, € R telle que pour toute partie A € A,,
I A (™ (A) ait une distorsion bornée par K3, Alors

1 . (R 1 1

car le gain est minoré par 2. La deuxiéme moitié de I'inégalité est ’espérance de gain sur

9(2)dp(z) - 2,

U™ (A). Si cette espérance de gain est supérieure & 3K, alors ’espérance conditionnelle
g P

0 3 () duta)

est supérieure & 1. De plus nous pourrions également montrer que la condition (2) de

variance du corollaire 2 (§4.3) serait vérifiée. Nous aurions alors terminé la démonstration.

Il nous faut donc connaitre la distorsion de ¥ : A4 — ¥ (4).

9.2. Extension maximale de ¥(")

Rappelons que sur chaque partie de A, ot le gain § vaut k, ¥ est égale 3 A% f,, ol
fo est la solution de I’équation de Fibonacci. Or f; est un revétement ramifié de W dans
C(] = 1/22,1/M*), la seule valeur critique étant 1. Par récurrence nous pouvons montrer le

lemme suivant, illustré sur la figure 12.

1/X?
9n =
—n = —1
--gn=—2

FIG. 12 - Les coupures en continu correspondent a une perte de 1, et celle en pointillés a

une perte de 2.

LEMME 9 (cf [SN], Théoréme 11.1).—Soit A une partie de A,. Le gain au n-iéme coup,
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gn = go@(“‘l), est constant sur A. Il existe un owvert U contenant A et tel que U™ : U —
UM(U) est un revétement non ramifié au dessus de

® sig, >0,
V) = C (] - /A%, fo(3)/207])
® sig, =—1,
YOW) = (] =1/ \ (=X XTU (X))
® Si g, =—2,

YOW) = C (] 1,1/22) \ [-A%, 27,

Pour pouvoir appliquer le lemme 8, il ne nous reste plus qu’a avoir une estimation de
la géométrie de I'anneau A,.

9.3. Estimation géométrique sur ’anneau A, partition raffinée

Nous pouvons obtenir des estimées sur la géométrie de ’anneau Ao, en utilisant le
comportement asymptotique des solutions de 1’équation de Fibonacci quand le degré ¢
tend vers I'infini. En effet, nous savons alors que, quitte & conjuguer par z +— z%, cet anneau
tend vers

A=K (F2)\ 7K(Fy2).

Or F,> a un point fixe parabolique 8 = w/7 (Prop. 20). Nous pouvons donc constater que
les anneaux Ao se pincent au voisinage de zo, Azo et de —Azo quand £ tend vers I’infini.
Or nous avons vu que si nous essayons de prolonger U™ nous rencontrons des valeurs
critiques au voisinage de ces points (voir figure 13). C’est pour cette raison que T n'a

pas une distorsion bornée indépendamment de £.

FIG. 13 - Les anneauz Ao se pincent au voisinage de certaines valeurs critiques de U™,
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Comme toutes les valeurs critiques de W(™) sont sur ’axe réel, c’est lorsque I’orbite d’un
point reste pres de 1’axe réel que nous verrons des corrélations apparaitre. Pour préciser

cette idée, nous serons amenés a considérer une partition raffinée de Ap.

Commencgons par définir la partition de C en secteurs Sk, de sommet 0 et d’angle 27 /¢:
Sk={2€C| —n/t+2kn[t < Arg(z) < n[l+ 2km[l}.

Les deux secteurs centrés sur 1’axe réel sont Sy et Sp.
La partition A} est la partition de A, induite par la partition (So,... ,S2—;) de C.
Nous allons maintenant montrer que le seul moyen d’augmenter la distorsion est de rester

dans des régions que nous appelons des régions de guigne.
9.4. Régions de guigne

DEFINITION 9.— Les régions de guigne sont des éléments de la partition A7 = U=1(A2).

~ 2 €S etlil(z)GS,:, ou
B, = A = -1 ~ ,
! {ze o 19() 2€ S et U(z) € So }
By = {z€ Ao |§(z) =—2 z € So; ¥(2) € So}.

Elles sont hachurées sur la figure 14.

FiG. 14 - Les régions de guigne : By et B,.

Ces régions sont appelées régions de guigne, car le seul moyen d’accroitre la distorsion,
est d’y rester suffisamment longtemps. Autrement dit, des que I’orbite d’un point sort d’une
de ces régions, nous controlons la distorsion. Cette idée est traduite dans le lemme suivant.
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LEMME 10 (cf [SN], Théoréme 12.1).—Il eziste une constante K, indépendante de ¢ telle
que pour chaque partie A € A%,

o siVOD(A) £ B, i =1,2, alors U™ : A - U™ (A) a une distorsion bornée par K,
et
o si W=D (A) C B; et UV(A) = B, avec i # j, alors U™ : A - T (A) a une
distorsion bornée par K,.
PREUVE. La forme limite de I’anneau Aq est contrdlée grace au comportement asympto-
tique des solutions de I’équation de Fibonacci. Rappelons que F,: a un point fixe parabo-
lique, B, et que 0 est la seule valeur asymptotique. Une composante connexe de K (Fr2)
est donc un pétale. Ce pétale contient le segment réel [0, 3[, car F,2 est une application
réelle. Ce résultat nous permet alors de controler le rapport entre le diamétre des parties
de Aj et leur distance aux coupures indiquées sur la figure 12. Le lemme de distorsion 8
nous permet alors de conclure. O

9.5. Temps moyen pour sortir des régions de guigne

11 ne reste plus qu’a contréler la perte entre deux coups successifs ou Porbite de A quitte
une région de guigne. Nous allons montrer qu’il existe une constante T, indépendante du
degré ¢, telle que le temps moyen mis pour sortir des régions de guigne soit inférieur a 7T'.

Pour cela, il suffit d’estimer ’aire de
Bin ={z € B; | (Vk € [0,n]) ¥¥(z) € B},

c’est-a-dire de ’ensemble des points dont I’orbite reste dans la région B; pendant au moins
n coups.

En utilisant le comportement asymptotique des solutions de ’équation de Cvitanovi¢-

Fibonacci quand le degré £ tend vers D’infini, il est possible de montrer le lemme suivant.

LEMME 11.—1l existe une constante C qui ne dépend pas du degré £, telle que

i) _ C

fi(Ag) T m
D’autre part, pour chaque degré £, il existe une constante 0 < p < 1 (qui dépend de £) telle
que

i Bi,n n
£Bin) _ g(gom,
£(Ao)
PREUVE. Nous allons donner une idée de la démonstration pour i = 2. La démonstration
pour ¢ = 1 est analogue. Rappelons que
Bz = {2 € AoﬂSo | /\Zf() € AonSo},
et que U|B, = A?f,. Par conséquent

32,n+1 = 32 n (Azfo)_l (Bz.n) .
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Or I'application A%fy a un point fixe attractif, Azo, et un cycle de deux points répulsifs de
multiplicateur p, dans le bord de son ensemble de Julia. Comme

(-n)
Ban = (¥18:) ™ (B2),
nous pouvons obtenir la seconde estimée
i(Ba) ~ p7"ii(Bs).

La premiére partie du lemme 11 provient du comportement asymptotique quand le degré
£ tend vers 'infini. En effet, quitte & conjuguer par z ++ z*, ces ensembles ont des limites,
zf tend vers w, et (A\2fo)é(2'/¢) converge vers T2F. Le cycle de deux points répulsifs se
transforme en un point parabolique: 7w. Il suffit alors d’utiliser les coordonnées de Fatou

our estimer ’aire des By, quand le degré ¢ est suffisamment grand. ]
p X g

PREUVE DU THEOREME. Pour tout z € X, nous pouvons définir la variable
ty = inf{n > tx_; | \TI(")(x) quitte une des régions B;}.

La premiére estimation permet de conclure que le temps moyen mis pour sortir de la région

Bi?
E(t)) = —— (Ao Z#(Bm)

est majoré par Cm?/6. La deuxiéme estimation permet de conclure que la variance de la
variable t; est finie. Le lemme 10 dit que si 'orbite de A quitte B; ou Bs, la distorsion est
bornée par K,. Par conséquent il existe une constante T' qui ne dépend pas du degré ¢ et
une constante V' qui dépend de ¢ telles que, pour tout k,

e D’espérance E(tx) est majorée par T, et

e la.variance de t; est majorée par V.
Nous pouvons alors appliquer le corollaire 2 (§4.3), pour conclure que pour ji-presque tout
point z € X, et pour tout 8 > 1/2,

tk S kT + O(kp).

D’autre part, le lemme 10 et la proposition 18 (§8.1) permettent de montrer que pour
toute constante E, il existe un degré £, tel que pour tout degré pair £ > £, et tout n > 1,

I’espérance conditionnelle de gain au n-iéme coup est supérieure 3 E

E.= E(Lfﬁ 4 (8) dz) > B,

et qu'’il existe une constante V' (qui dépend du degré ¢), telle que pour tout n > 1, la
variance du gain au n-iéme coup soit majorée par V':

/;? (G098 - E,) <V
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Par conséquent, pour ji-presque tout = € X, R

JE@) +g(FD () + ...+ HD (@) 2 E + ofk?).

En combinant les deux résultats, nous montrons que pour ji-presque tout z € X, et pour
tout n compris entre tx et txy1,

§(z) + ...+ §(IM(2)) > kE — 2(k + 1)T + o(k?).

Si E > 2T, cette somme tend vers +o0o quand n tend vers +oco. ]
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PRODUCT FORMULAS FOR MODULAR FORMS ON 0O(2,n)
[after R. Borcherds]

by Maxim KONTSEVICH

1. INTRODUCTION
1.1. Product formulas

A few years ago, R. Borcherds found a remarkable multiplicative correspondence
between classical modular forms with poles at cusps and meromorphic modular forms
on complex varieties SO(n) x SO(2)\SO(n,2)/T', where I is an arithmetic subgroup
in the real Lie group SO(n,2). He was motivated by generalized Kac-Moody algebras,
the Monster group and vertex operator algebras. The first proof of his formulas in
completely classical terms (see [3]) was rather indirect and complicated.

In 1995 physicists J. Harvey and G. Moore wrote a paper on string duality where
they found a new approach to Borcherds’ identities (see [12]). They used divergent
integrals, which look formally like integrals in the classical theta correspondence in
the theory of automorphic forms. R. Borcherds recently wrote a preprint (see [5])
where he generalized his earlier results using the idea of Harvey and Moore. My
exposition is based mainly on this new preprint.

Here is one of Borcherds’ theorems:

Theorem. Let A be an even unimodular lattice of signature (s + 1,1) where
s = 8,16,... and vy € A ® R be a generic vector of negative norm. Let
F = 3%, ¢(n)g™ € Z((g)) be a meromorphic modular form of weight (—s/2) for
the group SL(2,Z) with poles only at the cusp. Then there is a unique vector p € A
such that the function defined for v € A ® C close to itvg, t > 1, by the formula

Y(v) = 2miter) ] (1 _ e2mi(rv)
YEL, (7,v0)>0

)C("(’Yﬁ)/z)

can be analytically continued to a meromorphic modular form of weight c¢(0)/2 for
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the group O(s + 2,2;Z)*. In particular, the analytic continuation of U satisfies the
equation ¥(2v/(v,v)) = % ((v,v)/2)° V2 ¥ (v) .

In my exposition I will formulate results only in examples. One reason for this is
that what is now known is still far from the complete generality. Another reason is that
I want to avoid heavy notations in order not to obscure the logic of the construction.

1.2. An elementary example of a product formula

Product formulas can be considered as statements about formal power series of
algebro-geometric origin. The general proof uses analysis: integrals, infinite series
and non-holomorphic functions. Here I will show a purely algebraic proof of a simple
product formula. Both this formula and the proof are not new. They were discovered
by D. Zagier many years ago. Analogous formulas can be found in [11].

We fix notations: H = {r € C| Im(r) > 0} denotes the upper-half plane and j :
'H—C is the classical elliptic invariant which identifies the quotient space H/SL(2, Z)
with M; ~ C, the coarse moduli space of complex elliptic curves. We will compactify
it to M; ~ CP!. Function ¢ = exp (27iT) can be considered as a holomorphic
coordinate at a neighborhood of point j = co. We expand the meromorphic function
j on CP! in the coordinate ¢:

oo

j@) = cn)g" =g+ T4+ c(n)g" .

n=-1 n=1

Theorem. For 0 < |p|, |q| < 1 one has the equality
i) —i(g) = (7" — ¢7") [Tuer (1 — PP 0.

From this equality follows an infinite sequence of algebraic identities between
integer numbers c(k), k > 1. The first non-trivial identity is

2 _
c(4) = c(3) + M, 20245856256 = 864299970 +

1968847 — 196884
5 .

2

For each integer n > 1 there is an algebraic curve C,, C C x C, the graph of
the Hecke correspondence. In coordinates (qi,qz2) at the neighborheod of the point
(00,00) € CP! x CP! this curve is again algebraic and its branches are given by
equations q‘li1 = qg2 where didy = n, dy,ds > 1. The Hecke operator T, is defined
in the usual way using the correspondence C,,. It acts on meromorphic functions on
CP!, on meromorphic 1-forms (=modular forms of weight 2), etc.
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The main object will be a meromorphic differential 2-form on CP! x CP!
¥ = datong j:dalong j; (108 (1 — j2)) = Gi= N2
where (j1,j2) are coordinates on CP! x CP!.
Let us write j(¢1) —j(g2) as an infinite product (g7* —g5 ') x H,:’,ﬂ(l—qflé)b(k’l).
We want to prove that b(k,[) = c(kl). Using symbols b(k,!) we can write an explicit

formula for the g-expansion of Q:

klgt~'gh™!
0 l

oo
sda1 Adga + Y bk, 1) ra—dg Adgy .
a7 9)

(@1 — q2) o1 (1-

Now we calculate the following double residue for N, M > 1:

Resg,=0 Resq, =0 (j(Q1)j(Q2) [Tz(vl) o Tﬁ)(ﬂ)])

This expression is equal to 0 because Resg,~o(...) is a meromorphic 1-form on
CP?! with pole only at j, = co. We replace Q by the sum as above. In the first term

o 1
Resg,—0 Resq, =0 (]((h )7 (g2) [Tz(vl orp (—gdm A dq:)] )
(g1 — g2)

we can substitute g ! for j (q1) because of the regularity at q; = 0 of all other factors
for generic g2. Thus the first term can be expressed linearly in numbers c(n). The
second term is equal to

oo o0
Resg,—o Resg,=o0 | 7(91)7(g2) Z (--.) | = Resg,—0 Resg,—0 ql_lqz_l (...)

k,l=1 k,l=1

because of the regularity at zero of the double sum. This term can be expressed
linearly in numbers b(k,[). I leave to the reader the rest of the calculation.

2. STANDARD FACTS ABOUT AUTOMORPHIC FORMS
2.1. Definition of automorphic forms

Let G be a connected unimodular Lie group, K a maximal compact subgroup,
and I' a discrete subgroup of G of finite covolume. Let us fix a homomorphism

43



M. KONTSEVICH

X : Z2(U(g))—C from the center of the universal enveloping algebra of the Lie
algebra g := Lie(G) to C. Automorphic forms are complex-valued C'*-functions
on G/T" which are K-finite and annulated by a finite power of the ideal Ker(x). A
more general definition is obtained if one considers not just functions but sections of
a local system associated with a finite-dimensional representation p : '—GL(N, C).
Any automorphic form is automatically real analytic because it satisfies an elliptic
differential equation with real analytic coefficients.

Usually people consider functions satisfying certain growth conditions at cusps,
i.e. they consider [?-integrable functions or functions with polynomial growth at
infinity. In the classical case of G = SL(2,R) and T' = SL(2,Z) automorphic forms
include (anti)-holomorphic modular forms of weights k = 4,6, ... and Maass wave
forms (eigenfunctions of the Laplace operator on H/T' = K\G/I'). The standard
growth condition can be formulated for holomorphic modular forms in térms of ¢-
expansion as the absence of terms c(k)g* with k& < 0. One of reasons to ignore
automorphic forms with exponential growth at cusps is that the algebra of Hecke
operators acts “freely” on such forms.

2.2. Theta correspondence

Theta correspondence transforms automorphic forms from one Lie group G; to
another Lie group G2, where G; x G is a subgroup of the symplectic linear group
(see [14]). The typical example is G; = Sp(V;) and Gy = SO(V,) where (V4,(,)1)
is a symplectic real vector space and (Va,(,)2) is a real vector space with a non-
degenerate symmetric bilinear form. The tensor product V = V; ® V, carries the
natural symplectic structure (,); ® (, )2.

We denote by W = W(V') the Hilbert space of the Weil representation of the
double covering S;)Zf/) of the symplectic group Sp(V). The space W can be naturally
identified with the épace of [*-integrable functions on any Lagrangian subspace of
V. Thus one can speak about the nuclear space W~ consisting of distributions of
moderate growth. Restricting the Weil representation of S;ﬁ//) to S;(Tfl) X Séﬁfz)
one gets a partially defined correspondence between projective representations of G
and G3. R. Howe observed that this is a partial bijection in many cases.

Let A; C V3 and Ay C V; be integral lattices. Then A := A; ® A3 is an inte-
gral lattice in V. Denote by I'y, 'y, T' arithmetic subgroups of Gy, G2, G = Sp(V)
consisting of automorphisms of these lattices. The space of invariants (W‘°°)F is
finite-dimensional and consists of certain theta functions. Theta correspondence is
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given by an integral operator from G;/T'; to G3/T'2 with the kernel equal to a theta
function. In the next section we will consider an important example.

2.3. Siegel theta function

Let (Vi,A;) be (R%,Z?2) with the standard symplectic form and A, be an even
unimodular lattice of signature (n4,n_). We denote by Gr the set of orthogonal
decompositions of V := A2 ®R into the sum V., @ V_ of positive definite and negative
definite subspaces. Gr can be considered as an open subset of the Grassmanian of
n_-dimensional subspaces in V2. If p € Gr is such a decomposition we denote by
P+, p— projectors onto V4, V_ respectively. The Siegel theta function (see [16])
is the restriction of the standard theta function for Sp(V4 ® V) to the symmetric
subspace H x Gr C Sp(Vi ® V2)/U(n4+ + n_). The explicit formula for it is

O(r,p) = Z exp (27ri ((p+()\),p+(z\))7_+ (p_()\),2p_(,\))?)) _

A€EA2 2

QA
= 3 g0
AEA,

This function is invariant under the action of I'; = Aut(A2) on Gr. It transforms
under the action of 'y = SL(2,Z) on 7 € H as

ar +b
— n+/2 ] n_/2
(C] (——-———m+d,p) +(cr + d) (cT+4d) o(r,p) .

If F is a holomorphic modular form for I'y = SL(2,Z) of weight *=5"*, or a
Maass form for n_ = n,, then the theta transform of F is defined as

®(p) = / o(r,p)F(r)y ™ dz;iy '

H/PSL(2,Z)

where 7 = z + iy, z,y, € R. This integral converges for parabolic F.

The image of theta transform satisfies differential equations. Namely, there is
a homomorphism o : Z(U(g2))— Z(U(g1)) such that for any vector v in the Weil
representation W(V; ® V;) and any z € Z(U(g2)) one has z(v) = (a(z))(v). If we
apply it to the theta function we get the formula for the annulator of ® in Z(U(gy)).

The Siegel theta function also appears in string theory where it is the partition
function of the torus C/(Z + 7Z) in the Narain model associated with the indefinite
lattice Ay and the orthogonal decomposition p.
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3. BORCHERDS-HARVEY-MOORE CONSTRUCTION
3.1. Classical modular forms with poles at cusps

The main idea of Borcherds-Harvey-Moore construction is a formal application
of theta correspondence to modular forms for arithmetic subgroups in SL(2,R) with
at most exponential growth at the cusps. In holomorphic case and for I'; = SL(2,2Z)
any such form is meromorphic on H/Z LI {oo} with only pole at the cusp. It can
be presented as A(1)"¥Fo(r) where k > 0, A = q[[32,(1 — ¢™)?, and F, is a
parabolic holomorphic modular form. Unlike in the classical theory, holomorphic
modular forms with poles at cusps can have negative weights. In the case of Maass
forms for any A € C there is an infinite-dimensional vector space of solutions of the
equation AF = AF on H/T'; with exponential growth at the cusp.

There are also other automorphic forms like E5(7) :=1—243%> | T":q;; - %y,
real analytic Eisenstein series, Siegel theta functions, etc.

All these forms have the following common property: there exists M > 0 such
that for any N > 0 the form can be expanded in a neighborhood of the cusp as

oly ™M)+ Y ertmetimiy) Y. em(log (®)miyT™i + em(y)
m:|m|<M j€ finite set
where km, j € Z>0, m € Z, Cm j, Om,j € C and ex(y) = o(y™V) depends on y only.
3.2. Regularization of divergent integrals

Let us assume that F' is a holomorphic modular form of weight (n_ —n.)/2 with
poles at cusps. We want to make sense of the divergent integral

dxdy
y2

(p) = / o(r,p)F(r)y’F
H/PSL(2,Z)

After the expansion of ©(r,p) and F(7) at y = Im7— + oo there are only
finitely many divergent terms of the form

exp (2mimz + 2n|mly — Ly) y™- /272 dady

z€[0,1], y>const

where L is a non-negative real-valued function on Gr.
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If m # 0 then we define the regularized value of this integral to be 0. It is the
natural choice if we perform the integration along the variable z first. If m = 0
and L > 0 then the integral is absolutely convergent. The trouble arises only when
m = L = 0. In this case we can subtract the divergent term y* from the integral in
domain y > yo. The result will be a function of yg.

In the more general case for non-holomorphic forms there are finitely many diver-
gent components of the product F(7)O(r,p) with frequency m = 0 along coordinate

z. All these components are of type (log (y))ky". One can multiply F' by y~*%, or
(better) by a real analytic Eisenstein series. Then we can assign a value to the in-
tegral for Re(s) > 0 and continue it to a meromorphic function for all s € C. The
regularized integral can be defined as the constant term of the Laurent expansion at
s =0.

3.3. Automorphic forms with singularities at locally homogeneous sub-

manifolds

Let us see what kind of divergences our integral has for holomorphic form
F =} c(n)g". First of all, if the ¢(0) # O then the constant term in the series
for © corresponding to the vector A = 0 produces troubles. This problem is indepen-
dent of the point p in the Grassmanian, and we can resolve it in one way or another.
The result is that we still can define F' modulo an additive constant.

Other divergent terms appear when there is a non-zero lattice vector A € A, such
that A belongs to the the positive subspace V, and has a special length. Namely, a
term ¢~ (»*)/2 gshould be present in the g-expansion of F.

Thus we see that the singular set of ® in X = Gr /Ty consists of a finite union
of certain totally geodesic submanifolds of type X' = K’\G'/T'. The same fact
holds for non-holomorphic modular forms ® admitting an asymptotic expansion at
infinity as in 3.1. Also, one can write explicitly the types of singularities of ®, i.e.
functions @ defined at a neighborhood of X’ such that ® — &' can be continued to a
real-analytic function. These functions ®' are finite linear combinations of functions
x +— (log (dist(z, X'))*(dist(z, X'))° where dist(z, X') is the distance between z and
X' in a natural metric.

The function ® on the domain of definition satisfies differential equations. If
¢(0) = 0 then these will be homogeneous linear differential equations z(®) = 0 for
some z € ZU(g2) (see the end of 2.3). The divergent term ¢(0)¢° produces certain
universal r.h.s. for these equations.
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In the case ny = 1 submanifolds X’ are locally hyperplanes in the hyperbolic
space. In the case ny = 2 they are complex hypersurfaces. The same is true for Gy =
SU(N,1). If G2 = SP(2g,R) and we consider G; = PSL(2,R) as the orthogonal
group SO(2,1)) then subvarieties X’ are complex subvarieties of codimension g.

If (G2,T'2) = (SL(2,R), SL(2,Z)) then the forms ® on M; have singularities at
Heegner points, i.e. moduli of elliptic curves with complex multiplication, or equiva-

lently, points with the coordinate 7 in an imaginary quadratic field, 7 = z + 4y, where
z € Qand y? € Q.

3.4. Fourier expansions at cusps

In ‘theta correspondence one can write an expansion of ® at cusps via Fourier
coefficients of F'. The usual trick (Rankin-Selberg method) consists in replacing of the
integral over the fundamental domain of SL(2,Z) by an integral over the fundamental
domain of Z in H. In the case of divergent integrals one should be cautious when
interchanging infinite sums and integrals.

Let Ap € Az be a primitive null-vector, (A, Ag) = 0. Such vector always exists for
undefinite lattices of sufficiently large rank, including all even unimodular lattices. We
define smaller lattice A as AE/ZXo. Tt is easy to see that any orthogonal decomposition
p of Vo = A, ® R defines an orthogonal decomposition p of V= AQ R using natural
isomorphism between V and (R p4 (Ao) + Rp_(Xo))*.

Using Poisson summation formula in direction ZXo one can rewrite ©(r, p) as

1
O(r.p) = xp (...
(r,p) V2y(p+(Xo), p+(X0)) xe/g/zxolezze Pi)

where exp (...) is the exponent of an explicit algebraic expression.

Let us choose an additional lattice vector A; such that (Mg, A;) = 1. Then we
can embed A in As as (ZXo + ZX1)*. Moreover, we can parametrize Ay/Z)y by
A x {kM|k € Z}. The total sum becomes a sum over (k,l) € Z? of certain twisted
theta series associated with the lattice A and the orthogonal decomposition p. The
total formula is quite cumbersome.

Main Identity. Let F' be a bounded measurable function on H satisfying the equa-
tion

at +b no—ny
F<c7'+d> =(cr+d)~ =z F(r) .
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Then the following identity holds:

n dzdy 1 / _ n_ -1 dzdy
O(r,p)F(1)y2 = — o(r,p)F (T )
(r,p)F(7)y " V2e (r,P)F(7)y 72
H/SL(2,Z) H/SL(2,Z)

2 n? in(on) (AA 5_ ()5 (), ==t dzdy
42 F(r) exp [T e2min(m) (3, 2)/2) 01~ (5- (0),5- (V) 2t dady
mi / (7) p( 2y6)_§- q lal y 7

n>0 H/Z XeA

Here € = (p+(X0), p+(X0)) > 0 and
#= (A1 + (P+(X0) — P-(X0))/2€) modRAg € Ao /RAg=A®R .

Correspondence p — (5, €, 1) can be considered as a local parametrization of Gr.
This identity follows from the formula for ©(7, p) as a sum over pairs of integers

(k,1). The first term comes from the term corresponding to k = [ = 0. Any other pair

of integers (k,) can be presented as (nc,nd) where n > 0 and c and d are coprime.

1 n
01

vectors (c,d) in Z? and rewrite the sum over non-zero pairs (k, l) as the sum over
n > 0 and over the set of copies in H/Z = {(z +iy|0 <z <1, 0 <y < +oo} of the
classical fundamental domain of SL(2,Z) in H.

We identify in the usual way SL(2,Z)/ { ( ) 'n € Z} with the set of primitive

Now let us see what happens for functions F' which admit an asymptotic ex-
pansion at the cusp as in 3.1. The divergence of the sum above as y—00 is of the
same form as one of the original integral for ®. In the integral over H/SL(2,Z) one
might expect a priori divergences near cusps on Q C R. In fact, the function F has
exponential growth at these points. Nevertheless the integral near R is absolutely
convergent because of the factor exp (—m/2ey) which makes the total integrand small
enough, as € < 1. Thus the exchange of the order of the sum and of the integral is
justified for small € = (p4 (o), p+(Ao)).

One can calculate explicitly integrals over H /Z corresponding to individual terms
in g-expansion of F'. It reduces to classical integrals for Bessel functions

/>0 exp (—B/y — ay)y” " dy = 2(8/0)"/?K, (21/aB) .
y
3.5. Hyperbolic case

Let us consider the case of hyperbolic even unimodular lattices, n_ = 1 and
ny > 1. As in the previous section, we pick a primitive null-vector Ao € Ay. The
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additional vector A; such that (Ao, A1) = 1 is chosen now among null-vectors. Lattice
A~ (ZXo + ZX1)* is considered as a sublattice of A. Thus we have a decompositon
Ay = ZXg + Z); + A.

We identify the space Gr with the (half of the) hyperboloid

H={veA®R| (v,v) = -1, (v,A) >0} .

Projector p_ corresponding to v is the orthogonal projector to 1-dimensional space
Rv. In terms of parameters (¢, 1) € Ry x (]\ ®R) from the previous section we have

_% - \/E(/J,, :u’)

v=uv(epu) = 5 Ao + Ve + Vep .

Parameter p does not vary because A is positive definite and Gr is a one point set.

Let F =3, c(n)q" € C((g)) be a holomorphic modular form of weight 1= .

Theorem. Theta transform ® of F is locally the restriction of a continuous piecewise
linear function on A ® R to the hyperboloid H.

The rest of this section is devoted to the proof of this Theorem. Function ® has
the following expansion as e—0:

- dxdy
b-dew=-—= [ emAFmIE +
H/SL(2,Z)

n2 rin(: 3 579 dxdy
D [ rore () pem it
AeA

n>0 Yy

Notice that each integral in this formula can be unambigously regularized using rules
from 3.2. We denote terms in this formula by @,y and ®(y).
Term ®(;) is proportional to (v, Ag) ™" because (v, Ao) = /e

After the expansion of F' into the series we see that in the term &,y we have to

mt G2 ox d:cdy
q p 2y <) 2

H/Z

calculate integrals

Ifm+ Lj‘l = 0 then this integral is equal to 2¢/mn?, otherwise it vanishes. Thus we
see that the second term is

471.\/‘ . e21rz'n(:\,u)

) = — 5 2 (- N/ Y ——

n2
XeA n>0
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Every vector A appears in this formula together with the opposite vector —\. It
implies that we can replace in the formula from above exponent by the cosine. Now

we use the formula

1
o conCrne) _ <x2 tafa) + —) , zeR
n>0 n 6

where a(z) is a locally constant function of z: a(zr) = —2n—1forn <z <n+1.
Finally, we get a formula for ® as a finite sum:

Ble,n) = By + = Z (=3, 3)/2) - ﬁ{(x,u>2+a<<x,u>)<i,u)+%}

Terms (locally) proportional to +/e(X,u) are restrictions of linear functions
v = v(e, p) — const(v,A). Terms proportional to V€ are restrictions of linear func-
tions v — const(v, Ag). We claim that the rest is also the restriction of linear function
(proportional to v — (v, A;) in fact).

Using the fact that ®y(v) = const (v,v)/(v, Ao) We see that

® = ®(v) = (piecewise linear function of v)+ (quadratic polynomial of v) .

1
(v, Ao)
Applying the following automorphism of As:

Mo A1, A= X, A ) for A€ A

we see that

®(v) = (piecewise linear function of v)+ )(quadratic polynomial of v) .

1
(’U, )\1
Comparing two expressions for ®(v) as above we conclude that ® is a piecewise
linear function of v.
This finishes the proof of the Theorem of this section. R. Borcherds calculated
theta transform in a more general situation and obtained that ® is the restriction of
a piecewise polynomial function on the hyperboloid H.

3.6. Product formulas for meromorphic forms

Now we consider the case when n_ = 2 and F is a holomorphic modular form
with pole at the cusp.
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As in the previous section we fix decomposition Ay = Z\g + Z); + A where A
is now a hyperbolic lattice. The space Gr is convenient to parametrize by vectors
v € A ® C such that (Im(v), Im(v)) < 0. Projector p in A, ® R and corresponding
parameters (, €, u) from the Section 3.4 are given by the following formulas:

p-(A2 ®R) =R - Re(u) + R-Im(u) CA2 @ R where u = —(1)—’2va0+/\1+1),

p-(A®R) =R - Im(v),

-1
~ (Im(v), Im(v))’
u= —Re(v) .

The integral over H/SL(2,Z) in the first term of the formula for the Fourier

expansion at cusps (Section 3.4) was evaluated in the pervious section. The result is
that the first term has the form

(1) = 2(1)(v) = (W(v), Im(v))

where W (v) is a locally constant function on Gr with values in A®cC.

Now we consider ®;), the sum of integrals over H /Z.

The contribution of terms with A = 0 and n > 0 is a divergent sum const +
2¢(0) 3,50 1/n. Nevertheless, if we use some regularization procedure, we obtain
2¢(0) 3,50 €°/n?*t! as s—0. An easy calculation shows that the regularized value
is const + c(0)log (¢).

The contribution of the term corresponding to A # 0 and n > 0 is equal to

e 1 s
2¢(—(A\A)/2) - e?min(A—Re() exp | —27n

Here we use the classical formula K_;/5(2) = \/7/22z - exp (—2).

Elementary calculations show that ——(’;_—(—M = |(A\,Im(v))|. The sum

over n and two opposite vectors +2 gives
—4c(—(X,N)/2) log |1 — exp (2mi(A4,v)|

where \; is the one of two vectors (A, —\) which has positive scalar product with
Im(v).
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The resulting formula for @ is (up to an additive constant)

(W(v), Im(v)) + c(0)log (¢) — 4 Z (=X, :\)/2) log |1 — exp (27i(A4,v)| .
X (A Im(v))>0

Notice that all terms here except c(0)log (¢) are locally sums of holomorphic and
anti-holomorphic functions of v.
Let us now assume that the coefficients c(n) of F are integers. Denote by £ an

equivariant complex line bundle over Gr whose total space is the complex cone
{w € A2 ® C| (w,w) =0, (Im(w), Im(w)) <0} .

Projection L—Gr is w — u = w/(w, \g). Bundle £ carries invariant hermitean
scalar product ||w|| := y/—(w,@)/2. We claim that there exists a meromorphic section
¥ of (£)®(0)/2) syuch that

log || 9] = —®/4 .

Locally, it follows from the expression for ® from above and from the identity

_Jw, 20)P
Tl

Globally, we use the information about singularities from 3.3. In general, V¥ is not
I';-equivariant and it gives a section on Gr/I'; of L2((0)/2) twisted with a unitary
character of I';/[I'z, T3]. In this way one obtains a proof of the Theorem from 1.1.

R. Borcherds proved more general product formulas for congruence subgroup in
SL(2,Z), non-unimodular lattices, and proposed to consider the case Gy = SU (N, 1).
He also developed the formalism for generalized theta functions associated with har-
monic polynomials.

4. EXPLICIT EXAMPLES

I will present only 3 examples.

The simplest example of the product formula for the group SO(1, 2) is completely
trivial: 7(g) = ¢"/24T[>2, (1 — g™)! where all the exponents 1 are coefficients of P
of a form of weight 1/2, namely of the theta function 1 24+ 307, g,

An example for SO(2,2) is the product formula for J(®) —j(g) in 1.2.
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The next example for the group SO(3,2) is also very beautiful:

flac—b
Z (—1)m+"pm2q"2'rm" _ H (1 "p“qc'rb) (ac—b?)

1 aqCpb
m,neZ a+b+c>0 +piger

where 3 f(n)g" = 1/(3,(~1)"q™) = 1+ 2 + 4¢> + 8¢ + 14¢* + .. .

5. CONNECTIONS WITH OTHER PARTS OF MATHEMATICS

5.1. Generalized Kac-Moody algebras

There are many nice examples of so-called generalized Kac-Moody algebras con-
structed by R. Borcherds and later by V. Gritsenko and V. Nikulin. These Lie super-
algebras are graded by a lattice, and the generating function for the dimensions of
homogeneous components is essentially an automorphic form for O(n, 2). The product
formula is the Weyl-Kac-Borcherds denominator identity. The Weyl group for these
algebras is often an arithmetic group generated by reflections. Also the Monster group
appears as an automorphism group.

5.2. K3 surfaces, Mirror symmetry, string duality

Let A be an even hyperbolic sublattice of (unique) even unimodular lattice As 19
of signature (3,19). We define Mj as the moduli space of algebraic K3-surfaces X
such that A C Pic(X) C H*(X,Z) ~ A3 19. By the classification theorem for K3-
surfaces we see that M is of the type where Borcherds’ products are defined. The
image of Mp under the period map is

{we At ®C| (w,w) =0, (w,T) <0; YA€ Az19NAT Nwt (A X) #-2}/C* .

Thus Borcherds’ results mean that for some A the standard line bundle over My
is a torsion element in Pic(Mj). One of such lattices is the one-dimensional lattice
A = Z)\, (A\,A) = 2. In general, product formulas produce linear relations between
certain divisors in Shimura varieties.

Also one can consider the moduli space of Riemannian metrics on 4-dimensional
manifolds, which are hyperkaehler metrics on K3-surfaces. This space is locally mod-
eled by SO(19,3)/S0(19) x SO(3). Borcherds’ construction gives a certain real-
analytic function on it. Presumably, it is related to the regularized determinant of
the Laplace operator (see [15]).
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Gritsenko-Nikulin, Jorgenson-Todorov and Harvey-Moore (see [9,13,15]) made
conjectures about the relation between Kac-Moody algebras, K 3-surfaces, Borcherds’
product formulas and mirror symmetry. One expects that certain numbers of curves
of various genera on a generic element of the family M, coincide with exponents in
a product formula associated with the dual family where A is equal to the lattice of
transcedental cycles on a generic element.

In fact, J. Harvey and G. Moore tried to find a conceptual construction of the
generalized Kac-Moody algebra associated with the K3-surface X. Conjecturally, it
is the direct sum of all cohomology groups of all moduli spaces of stable coherent
sheaves on X. The Lie bracket is given by a correspondence in the cube of the total
(disconnected) moduli space. This correspondence is expected to consist of triples of
sheaves from all possible short exact sequences.

The idea of the Harvey-Moore integral arose from a new duality in string theory
relating elliptic curves on one manifold to numbers of all curves of all genera on
another manifold. Thus the integral over the moduli space of elliptic curves appeared.
In some cases we get in the formula for ® an infinite sum of 3-logarithm functions as
in the usual mirror symmetry. R. Dijkgraaf, G. Moore, E. Verlinde and H. Verlinde
proposed a Borcherds’ type identity involving elliptic genera, see [7].

5.3. Hyperbolic case and Donaldson invariants

It is well-known that in Donaldson theory 4-dimensional manifolds X with the
by = 1 are very special. The Donaldson invariant is a piecewise polynomial function
on the cone {z| z -z < 0} in the hyperbolic space H2(X,R). R. Borcherds observed
that in certain cases (like CP? blown up at 9 points) the Donaldson invariant coincides
with one of the functions ® given by the theta correspondence.
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EXPOSANTS P-ADIQUES ET THEOREMES D’INDICE POUR
LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES P-ADIQUES
[d’aprés G. Christol et Z. Mebkhout)]

par Frangois LOESER

Introduction

Commengons par un bref rappel de résultats classiques. Soit P un opérateur
différentiel algébrique & coefficients complexes, i.e. un élément de C[z, ]. Le com-
portement local de P en un point, disons I'origine, est bien compris, cf. I'exposé de D.
Bertrand 4 ce méme séminaire [Be]. Ecrivons P sous la forme

i d
P= Z_; ai(z)E
ou les a; sont des polyndmes et a,, est non nul. Par le théoréme de I'indice local (cf.
[K],[Ma]) I'opérateur P est & indice dans ’anneau des germes de fonctions analytiques
4 l'origine d’indice égal & m — v(a,,) et il est également & indice dans ’anneau des séries
formelles d’indice m — v(ay,) + irro(P) avec irrg(P) = sup(i — v(a;) — (m — v(an)). Ici
v désigne la valuation a l'origine. Il y a également des théorémes d’indice plus fins dus
a4 Ramis [R] dans des espaces de Gevrey faisant intervenir les pentes du polygdne de
Newton de P.
Ecrivons maintenant, quitte & multiplier par une puissance de z, P sous la forme

m d ..
P=)> b(z)(z—)*
> ne)eg)
avec b; des polynémes et b,,; non nul. Supposons que ’origine soit un point singulier
de P (i.e. an(0) = 0). Rappelons que les exposants de P & ’origine sont les racines
du polynéme indiciel 37, b;(0)s'. Si le polyndme indiciel est de degré m, ce qui est
équivalent a la relation irrg(P) = 0, on dit que P est & singularité réguliére & 'origine
ou encore qu'il est fuchsien. Les solutions locales de P ont alors un développement de
la forme

> Aaiz*(log )
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avec o parcourant I’ensemble des exposants, i des entiers positifs < m—1 et A, ; des ger-
mes de fonctions méromorphes & I'origine. De plus les fonctions A, ; convergent jusqu’a
la singularité de P la plus proche.

Les énoncés précédents ne s’étendent pas tels quels aux corps p-adiques. Ainsi un
opérateur aussi anodin que z% — o peut étre sans indice dans les germes de fonctions
analytiques si « est un nombre de Liouville p-adique. Une échappatoire naturelle serait de
décréter qu’on ne s’intéressera qu’aux opérateurs a exposants qui ne sont pas de Liouville.

Cette solution est cependant illusoire comme le montre I'exemple de I'opérateur de
Monsky

2

Mazp(l—z)%—x—j—x—a

avec a dans Z,. Algébriquement cet opérateur n’a pas de singularité dans le disque
ouvert D(0,17). Néanmoins, les solutions de cet opérateur ne convergent pas assez pour
qu’il ‘soit analytiquement trivial sur tout le disque. Une explication superficielle est
que, modulo p, 'opérateur est singulier & ’origine. De fagon plus profonde, considérons

I'opérateur
2

M = z% — (2 +p— 2);; — apz”!
que ’on obtient & partir de M, par image inverse par le morphisme de Frobenius z
(z — 1)P. Les racines p-iéemes de 1'unité sont des singularités p-adiques de M, qui ne
se voient pas modulo p et n’apparaissent que dans son antécédent M,. Dans la théorie
de Christol et Mebkhout a apparaitra effectivement comme exposant p-adique de M,.
Dans cet exemple on voit également en filigrane deux outils fondamentaux de la théorie
des équations différentielles p-adiques : les antécédents de Frobenius et les propriétés de
convergence des solutions, en particulier dans les disques génériques.

Contrairement au cas complexe, il ne suffit pas d’effectuer I’étude locale sur des
disques, mais il convient de traiter également les couronnes, pour pouvoir recoller (i.e.
pour avoir un bon recouvrement rigide). C’est dans les travaux de Dwork et de Robba
qu’apparait I'importance de la croissance du rayon de convergence des solutions dans les
disques génériques. En particulier, Robba a compris (cf. [R5]) que 1'analogue p-adique
dans une couronne de la condition de régularité de Fuchs est que le rayon de conver-
gence des solutions dans les disques génériques soit maximal (condition dite de Robba).
Dans cette situation, Christol et Mebkhout sont récemment parvenus [C-M2] & définir
des exposants p-adiques par un procédé d’approximation reposant sur les antécédents de
Frobenius de Christol et Dwork [C-D]. Les exposants de Christol et Mebkhout ne sont
pas en général des entiers p-adiques modulo Z. Il y a une subtilité qui provient du fait que
le groupe symétrique agit & chaque niveau du processus d’approximation. Cette finesse
disparait a posteriori quand les différences des exposants p-adiques ne sont pas de Liou-
ville. Mais il est nécessaire de les définir avant de pouvoir demander que leurs différences
ne soient pas de Liouville! Sous ’hypothése que les différences des exposants p-adiques
ne sont pas de Liouville, Christol et Mebkhout obtiennent alors I’existence d’une forme
normale de Fuchs sur la couronne, toujours par un procédé élaboré d’approximation
utilisant les antécédents de Frobenius (théoréme 3.3.1).
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N

Il reste encore & comprendre la partie irréguliére des équations différentielles p-
adiques. C’est ce que réalisent Christol et Mebkhout dans P’article [C-M3] en définissant
la filtration par les pentes p-adiques d’un module soluble. Ces pentes p-adiques sont
décrites par le comportement au bord de la couronne du rayon de convergence des so-
lutions dans les disques génériques. Un résultat fondamental est alors le théoréeme de
décomposition (théoréme 4.3.2) qui permet de séparer un module différentiel soluble en
une partie réguliére et une partie totalement irréguliére.

Le plan de I’exposé est le suivant. Dans la premiere section, on présente les concepts et
les résultats fondamentaux concernant les équations différentielles sur les couronnes qui
sont utilisés de fagon essentielle dans I’exposé : estimation de Dwork-Robba, rayons de
convergence génériques, théoreme de Christol-Dwork sur les antécédents de Frobenius,
condition de Robba.

La seconde section est consacrée a ’étude des approximations des entiers p-adiques
et a 'action du groupe symétrique sur ces approximations. Cette étude est fondamentale
dans la construction des exposants p-adiques qui est présentée dans la section 3. Ici nous
ne suivons pas la présentation initiale de Christol et Mebkhout [C-M2], mais donnons
plutét la présentation simplifiée découverte ultérieurement par Dwork [D9] (voir aussi
[C-M4] dont nous nous sommes largement inspirés). Nous présentons aussi dans cette
section I’analogue p-adique du théoréme de Fuchs.

Les sections 4, 5, et 6 sont consacrées respectivement aux pentes p-adiques, a la fini-
tude de 'indice et a la formule de l'indice local. Enfin dans la section 7, nous présentons
une application remarquable de la théorie précédente, qui en était en fait une motivation
importante. Il s’agit du théoréme de finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer
que Mebkhout [Me] a su déduire du théoréme de finitude de I'indice pour les modules
avec structure de Frobenius. Ce méme énoncé a été également démontré par P. Berthelot
[B1] en utilisant une approche toute différente basée sur les résultats de de Jong sur les
altérations (cf. [B2]).

Faute de place, nous ne parlerons pas d’'une autre application importante, & savoir
de T'utilisation qu’ont fait Christol et Mebkhout de leur théorie pour construire une
catégorie de coefficients p-adiques sur les courbes. Ils démontrent en particulier un
théoréme de prolongement local des faisceaux analytiques cohérents & connexion dont
ils déduisent un théoréme d’algébrisation d’une classe de fibrés analytiques p-adiques.
Nous renvoyons a [C-M3] §9 pour plus de détails.

Le présent texte ne rend justice que trés imparfaitement aux travaux fondateurs de
Dwork et de Robba sur les équations différentielles p-adiques. Nous ne pouvons que
recommander au lecteur leur étude et regretter qu’un exposé du séminaire n’ait pas déja
été consacré a ce sujet.

Terminologie. — Soit A un anneau de fonctions d’une variable z sur lequel 'opérateur
différentiel d% agit naturellement. On suppose que A est une algebre sur un corps K.
Par définition un .A-module différentiel sera un A[-]-module (& gauche) M qui est libre
de rang fini comme .A-module. On dira également que M est un .A-module & connexion.
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Si M et N sont deux A[Z]-modules, on dira que M admet un indice dans A si les

K-espaces vectoriels Hom y¢ (M, N) et Exth[ 7l ](M,.N' ) sont de dimension finie. On
pose alors i}

x(M, N) = dimy Hom y ¢ (M, N) — dim Extly 4 (M, N).

1. Equations différentielles sur les couronnes

1.1. Fonctions analytiques sur une couronne

Dans tout ce texte on appelle corps p-adique une extension K de Q, munie d'une
norme | — | prolongeant la norme usuelle de Q,. Soit K un tel corps. On supposera dans
la suite que K est complet. On note K le complété d’une cloture algébrique de K. Pour
tout intervalle I de R on note C(I) la couronne

C(={zeK|lzlel},

et Ag(I) le K-espace vectoriel des séries de Laurent Y 4cz arz* & coefficients dans K
qui convergent dans la couronne C(I). Si f = Yyezaxz® € Ak(I), on posera ||f||, =
sup |ax|o* pour p dans I. Comme la fonction p — ||f||, est logarithmiquement convexe
(on dira qu’une fonction réelle F : Rt — R* a logarithmiquement une propriété si la
fonction z +— log F(exp z) a cette propriété), la topologie sur A (1) définie par la famille
des normes || — ||, est celle de la convergence uniforme sur les sous-couronnes fermées.
L’algébre Ag (I) est ainsi munie d’une structure d’espace de Fréchet. Les normes || — ||,
sont multiplicatives et se prolongent naturellement au corps des fractions de Ak (I), que
I'on notera A’ (I), ainsi qu’aux matrices a coefficients dans Al (I). Si r est un réel > 0,
on notera Ag(r) et A (r) pour Ax([0,7[) et A%k ([0, 7).

On note R (r) la limite inductive des algebres de Fréchet Ak (]r —¢,[), pour € > 0
et on définit 'algebre Ak (r) par la suite exacte de Ag(r)[£]-modules

0 = Ag(r) = Ri(r) = Hi(r) = 0.

Soit H (Joo, r —€[) 'algebre de Fréchet des fonctions analytiques sur le disque {z | |z| >
r}U{oo} nulles a l'infini. L’algébre #,(r) sidentifie naturellement & la limite inductive
des algebres Hx (oo,  — €[) et de plus R(r) est somme directe topologique de A (r)
et de Hk(r).

1.2. Estimation de Dwork-Robba

La majoration suivante est essentielle. Une présentation agréable de la démonstration
(élémentaire) de [D-R2] est donnée dans le livre [D-G-S].

THEOREME 1.2 ([D-R2]). — Soit Y € GL(m, Ak(r)).
On pose A, = L(£Y)Y 1. Alors

4l < 07™{n,m — 1}, sup plit4ill,
0<i<m~1
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pour p < 1, avec

nym =1}, = supd [ 1< A < A <--- < Ay <met A € N¥V.
P -

’\m—l IP

En particulier {n,m — 1}, < n™ L.

1.3. Rayon de convergence

On suppose K algébriquement clos et on considére une extension normée compléte
algébriquement close Q2 avec |2] = R de corps résiduel transcendant sur K. Soit r > 0.
Un disque générique est un disque ouvert D(¢,,r~) de Q avec |t,| = r ne rencontrant
pas C,. Il est possible de trouver 2 tel qu’un tel ¢, existe pour tout r.

Dans la suite on désignera par Bk(]r, R[) 'un des deux anneaux Ag(]r, R[) ou
Ay (Jr, R[). Soit M un Bg(]r, R[)-module différentiel. Pour p dans ]r, R[], on définit le
rayon de convergence R,(M) dans le disque générique de rayon p comme le minimum de
p et du rayon de convergence des solutions de M dans les disques génériques de rayon
p. Plus concrétement, fixons une base B de M et notons G la matrice de % dans cette
base, G; celle de (&)". On a la relation

G,‘+1 = iG, + G;G.
dz

De plus la matrice fondamentale du systéme d—d; — G au voisinage de ¢, est donnée par

la série )

(z—t)
i!

Yo(ty,z) =Y Gilt,)

i>0

On en tire que R,(M) est donné par formule suivante (ne faisant pas intervenir §) :
R,(M) = inf(p, lim inf IG/aI;17%).
On déduit du théoréme de Lutz que R,(M) n’est pas nul.

PROPOSITION 1.3.1 ([C-D][Y]). — Soit M un Bk (Jr, R[)-module différentiel.

(1) SiBk(Jr, R[) = Ak(]r, R), la fonction p — R,(M) est logarithmiquement concave
sur l'intervalle |r, R][.

(2) On suppose que M est de la forme
M = Bre(r, R)L2-)/ PBixc(ir, RD [ ]

pour P = (z£)™ + L5 ai(z L), avec a; dans By (Jr, R]).

(a) Soit p dans ]r, R[. Si, pour un indice i, ||as||, > 1, alors

R,(M) = pp~V/-1) ,Jain [las]|;2/C+D,
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(b) Soit p dans |r, R[. Si, pour tout i, ||a;||, < 1, alors R,(M) > pp~ /1),

On renvoie a [C-D] et [Y] pour la démonstration de cette proposition. L’énoncé (1)
est conséquence du fait que p — || f||, est logarithmiquement convexe et I’énoncé (2) est
déja dans des travaux anciens de Dwork; son analogue z-adique a été utilisé par Katz
[Ka] dans sa démonstration du théoréme de Turritin.

1.4. Antécédents de Frobenius : le théoréme de Christol-Dwork

Soit M un Bk(Jr, R[)-module différentiel. Un antécédent de Frobenius de M est
un Bg (]r?, RP[)-module différentiel dont 'image inverse par le morphisme de Frobenius
z — zP est isomorphe & M. On définit de méme, en remplagant p par p", les antécédents

de Frobenius d’ordre h. Comme on le verra dans la suite de cet exposé, I’énoncé suivant
est fondamental.

THEOREME 1.4.1 ([C-DJ).

(1) Soit M un Ak(]r, R[)-module différentiel tel que R,(M) > p~#p pour tout p dans
Uintervalle |r, R[. Il existe un antécédent de Frobenius N' de M tel que Ryp(N) =

R,(M)? pour tout p dans |r,R[. De plus un tel Ag(]r?, RP[)-module différentiel
est unique a isomorphisme preés.

(2) Soit M un Ag(]r, R[)-module différentiel tel que R,(M) > p‘ﬁp pour tout p
dans Vintervalle |r, R[. Il existe un antécédent de Frobenius N' de M ® Al (]r, R])
tel que Ry (N) = R,(M)P pour tout p dans ]r, R[. De plus un tel Ay (|r?, RP[)-
module différentiel est unique d isomorphisme pres.

Remarques. —

1) Localement, un module différentiel possede en général p antécédents distincts.
C’est la condition portant sur le rayon de convergence qui garantit 'unicité.

2) Dans (2) les singularités de 'antécédent N sont au pire apparentes.

Différents résultats sur I’existence d’antécédents de Frobenius avaient déja été obte-
nus dans des disques et des circonférences par Christol [C1], [C2], [C3]. Pour démon-
trer le théoreme 1.4.1 Christol et Dwork commencent par démontrer, en raffinant les
méthodes utilisées dans [C3] et en utilisant 1.2 et son analogue z-adique, que l'intervalle
Jr, R[ est recouvert par de petits intervalles sur lesquels un antécédent de Frobenius
existe. Ils parviennent ensuite & recoller les divers antécédents en utilsant leur unicité et
I’analogue p-adique de la décomposition de Birkhoff. Une difficulté technique provient
de l'utilisation du lemme du vecteur cyclique qui introduit des singularités apparentes.

Une situation ou le théoreme de Christol-Dwork prend une forme particulierement
agréable est celle ot M est un Ag(Jr, R[)-module différentiel tel que R,(M) = p pour
tout p dans ]r, R[. On dira alors que M a la propriété de Robba. Cette condition a
été mise en évidence par Robba, qui a été le le premier & voir que cette condition est
I’analogue p-adique de la régularité au sens de Fuchs (cf. [R5]).
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COROLLAIRE 1.4.2. — L’image inverse par le morphisme de Frobenius x — zP induit
une équivalence de catégorie entre la catégorie des Ay (Jr?, RP[)-modules différentiels
vérifiant la condition de Robba et celle des Ak (]r, R[)-modules différentiels vérifiant la
condition de Robba.

2. Approximation des nombres p-adiques

Dans cette section | — | désignera la norme usuelle sur R et | — |, la norme usuelle sur
Z,. Pour tout réel z, on notera () la distance de z & Z. Les résultats de cette section
sont dus & Christol et Mebkhout ([C-M2] §4).

2.1. Approximation

On consideére les sous-groupes A (suites négligeables) et £ (suites cohérentes) de RN
définis par
N ={a€R" [ (a)=O0(ip™)}

et
&={a€RY | (pais1 — a;) = O(p7)}.

N

Soit o dans Z,. Une suite (a;) d’entiers avec o; congru & a modulo p* pour tout i
sera appelée approximation de . Si (;) est une approximation de a, la suite (p~‘c;)
appartient & £. De plus si (@) est une autre approximation de «, la suite (p~*(a; — o))
appartient & A. D’autre part, si o est entier, la suite (p~‘e;) appartient & N/, car
{p7';) < p~¥ o). En associant  la classe de a celle de la suite (p~*a;), on obtient donc
un morphisme de groupes 6 : Z,/Z — E/N NE.

THEOREME 2.1.1. — Le morphisme 0 est un isomorphisme.
Démonstration. — Soit a dans Z,. On considére I’approximation (o) telle que o est
dans lintervalle | — PZ—', %’] pour tout ¢. Si o n’est pas entier, on a a; # a;_; pour une

infinité d’entiers i. Comme o; — ;_; est divisible par p'~*, on a (p~ie;) > % pour de
tels entiers, ce qui démontre I'injectivité.

Pour la surjectivité, on commence par remarquer que pour tout réel c il existe un
réel d tel que p{c— %) = (pc). Puis, pour a dans RN une suite de réels, on construit par
récurrence une suite d’entiers q; tels que

i—1
pHai — p~'ay) < (ao) + Y P (paji1 — aj).
j=0

En effet, il suffit de prendre ap = 0, et une fois construit «;, de poser a;4; = a; + dp
avec d un entier tel que

P a1 — p7 s — dpTt) < (ao) + D PP (paji1 — aj),
3=0
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dont ’existence est garantie par ’observation précédente. Notons « la limite de la suite

(o). Si a appartient & &, on vérifie directement que I'image par 6 de la classe de o est
égale a celle de 0.0

2.2. Nombres de Liouville

Un nombre a de Z, \ Z est dit de Liouville si

liminf|s — |/l < 1.
s—too P
SEZ
C’est une propriété de la classe de a dans Z,/Z. Par exemple les nombres algébriques
sur Q ne sont pas de Liouville. Une suite a de £ sera dite (NL)si elle appartient & N/
ou si
lim inf(i 'p*(a;)) = oco.

C’est une propriété de la classe de a dans £/NV N E. On vérifie facilement (cf. [C-M2
6.3]) que le morphisme 6 établit une bijection entre les classes non de Liouville et les
classes (NL). L’énoncé suivant est important.

PROPOSITION 2.2.1. — Soit a une suite de £ qui est (NL) et soit b une suite de N.
Si a; — b; est entier pour une infinité de i, alors a appartient également ¢ N.

Démonstration. — En effet, on a alors
lim inf(i~'p*(a;)) < limsup(i~'p*(b;)) < 00.O

2.3. Action du groupe symétrique

On fixe ici un entier m > 2. On note & le groupe des permutations de {1,---,m} et
on pose & = GN. On considére la relation d’équivalence sur (RN)™ donnée par a ~ bsi il
existe o dans & tel que a—o(b) appartienne & N™. Par restriction et passage au quotient
on en déduit une relation d’équivalence, que 1'on notera encore ~, sur (£/N NE)™, et
donc, via I'isomorphisme 6, également sur (Z,/Z)™. On appelera par abus de langage
la classe d’équivalence pour ~ d’un élément de (Z,/Z)™ sa G-orbite.

Soit @ = (a',--+,a™) un élément de (Z,/Z)™. En général, comme le montre
'exemple 2.3.2, la ®-orbite de « est plus grande que sa G-orbite. On a cependant
I’énoncé suivant.

PROPOSITION 2.3.1. — Soit a = (a,---,a™) un élément de (Z,/Z)™. Si aucune
différence of — o’ n’est de Liouville, alors la ®-orbite de a coincide avec sa G-orbite.
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Démonstration. — 11 s’agit de démontrer que si deux éléments de £™, a = (a,- - -,a™)
et b = (b',---,b™) sont équivalents pour ~, et si tous les @' — a’ sont (NL), alors il
existe une permutation o telle que o(b) — a appartienne & N™. Notons =~ la relation
“&tre congru modulo N'™”. On déduit facilement des relations (pa;;;) >~ a, (pbiy1) @b
et (0i(b;)) =~ a que (041 © 07 *(a;)) ~ a. Fixons des entiers i et j. En appliquant la
proposition 2.2.1 aux suites a = a' — a’ et b = (a,‘:"“w; o _ al), on obtient que pour
h assez grand, 1'égalité o1 0 0;'(¢) = j entraine que a’ — a’ appartient & N. Il existe
donc un entier hg, tel que pour A > hy les permutations op4; © a;l et xp = op 0 a,:ol
fixent I'image de a dans (£/N NE)™. On a donc

The(b) —a = one(b) — (x4 (an))
>~ (X;I(Uh(bh) - ah)) ~ 0.0
2.3.2. Exemple. — L’exemple suivant est dii & B.Dwork. Soit v : N — N une

application croissante telle que y(i + 1)p~"® > ¢ > 0. On pose & = 2, p"?) et
B = 2, p"?*1). On peut vérifier (cf. [C-M2]) que a et 3 sont des nombres de Liouville
et que les classes de (a, —8) et de (@ — 3,0) dans (Z,/Z)? sont dans la méme &-orbite
bien qu’elles ne se déduisent pas par permutation dans (Z,/Z)?.

3. Exposants p-adiques et forme normale de Fuchs

3.1. Transformée de Fourier de la matrice fondamentale

Soit M un Ag(]r, R[)-module différentiel de rang m. On supposera dans toute la
section 3 que K est algébriquement clos et complet et que M vérifie la condition de
Robba. On fixe une base B de M et on note comme en 1.3.1 G; la matrice de %i dans
cette base. La matrice fondamentale du systéeme é — G est donnée par la série

t —z)
YG(SII, t) = ZG,(I)( ~ ) .
>0 1!
dont la condition de Robba garantit la convergence dés que 7 < |z| = |t| < R et
[t —z| < |z|.

Pour tout entier h on notera I';, le groupe des racines p"-iémes de 1'unité dans K.
Pour a = (a1, -, an) dans Z; et ¢ dans I's, on notera ¢ la matrice diagonale dont les
éléments diagonaux sont ¢, ...,(*". On considére les matrices

Rap(z) =p~" 3 (7°Y(z,2().
C€ry

qui sont des transformées de Fourier tordues de la matrice fondamentale. Pour a le
vecteur nul, on retrouve la matrice de changement de base donnant I’antécédent de
Frobenius d’ordre h.

PropPosITION 3.1.1. — Soit a dans Z;‘ et soit h un entier.
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(1) La matrice R, ), est ¢ coefficients dans Ak (|r, R[).

(2) Pour tout ¢ dans 'y, on a la relation
C*Rop(z) = Rop(C2)Y (2, ().
(3) Pour tout p dans |r, R[, il existe une constante c, telle que
| Ranlly < cop™™.
(4) Soit R un ensemble de représentants de Zy' modulo pZy'. On a

det(Rap) = Y det(Ryyphppin)-

beR

Remarque. — Supposons que le systéme % — G admette une solution du type de Fuchs

U(z)z#, avec U analytique inversible et A une matrice & coefficients dans Z,. On aurait
alors

Y(z,t) = U@tz 24U (2),

et en particulier, pour ¢ dans I'j,
(AU (z) = U™ (¢2)Y (3, Ca).-

Autrement dit on retrouve la relation (2) pour a la partie semi-simple de A.
Indication de démonstration. — On déduit de ’estimation de Dwork-Robba 1.2 que

Gn/nlll, = O(n™p").
On en tire aisément (1) et (3) en utilisant I'inégalité

I¢ - 1] < p7H/E0P",

La relation (2) se vérifie par un calcul direct utilisant la relation

Y(z,t) =Y (y,t) Y(z,y)

pour |y — z| < |z| et |t — z| < |z|. Quant & (4), c’est une conséquence de la formule
d’inversion de la transformation de Fourier (discréte).O

COROLLAIRE 3.1.2. —  Pour tout p dans]r, R[, il eziste a dans Z tel que | det(R, )|,
soit égal & 1 pour tout entier h.

Démonstration. — Cela résulte de la relation (4) par récurrence et approximations
successives.O]
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3.2. Exposants p-adiques

DEFINITION 3.2.1. — On définit PE(G,|r, R[) comme Uensemble des a de Z7 tels
qu’tl existe une suite Sy de matrices analytiques sur la couronne C(|r, R|) telles que les
conditions suivantes soient vérifiées.

(1) Pour tout { dans Iy, on a la relation
¢*Sh(z) = Sp(¢x)Y (z, ().
(2) Pour tout p dans |r, R|, il existe une constante c, telle que
[1Shllp < cp™™.
(3) Il existe p dans ]r, R[ tel que, pour tout entier h, | det(Sh)|, = 1.

On vérifie facilement que I'image de PE(G, |r, R[) dans (Z,/Z)™ est indépendante
du choix de la base de M et est une réunion de B-orbites. On notera cet ensemble
E(M, ]r, R[). C’est I'ensemble des exposants p-adiques de M dans la couronne C(Jr, R]).

THEOREME 3.2.2. — L’ensemble £(M,]r, R) est la -orbite d’un point.

Indication de démonstration. — Le fait que £(M,]r, R[) ne soit pas vide résulte du
corollaire 3.1.2.

LEMME 3.2.3. — Sia appartient @ PE(G,]r, R[), pour tout p dans |, R, il existe une
suite Sy de matrices vérifiant (1), (2) et (3) pour ce p.

Indication de démonstration. — Partons d’une suite S, vérifiant (1), (2) et (3) pour un
certain po. La condition (1) impose que le nombre de zéros de det S, sur une circonférence
est divisible par p". Les contraintes que cette propriété impose au polygdéne de Newton
de det Sy sont suffisament fortes pour entrainer I’existence d’une suite de scalaires On
telle que la suite des 0,5y vérifie (1), (2) et (3) pour p.O

Soient a et b dans PE(G, Jr, R|) et soient Sy, et T}, des suites de matrices vérifiant (1),
(2) et (3) pour a et b respectivement. Le lemme précédent permet de supposer que S,
et T}, vérifient (3) pour le méme p. On pose Q;, = SpT . 1l résulte alors des hypotheses
que @, vérifie (2) et (3) ainsi que la relation

C*Qn(z)¢™ = Qn(¢a)

pour ¢ dans I';. On déduit de la relation (3) pour Q, qu'il existe une permutation oy
telle que

I11(@n)ionciy| = 1.

On vérifie alors & I'aide des autres conditions que la classe de a est égale 4 'image par
0 = (o) € 6 de celle de .0
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3.3. Forme normale de Fuchs

Soit M un Ag(]r, R[)-module différentiel de rang m vérifiant la condition de Robba.
D’aprés le théoréme 3.2.2 'ensemble des exposants £(M,]r, R|) est la B-orbite d’un
point dans (Z,/Z)™. On dira que les différences des exposants de M ne sont pas de
Liouville si ce point est la &-orbite de oo = (a,---,a™) dans (Z,/Z)™ tel qu’aucune
différence o' — o ne soit de Liouville. D’aprés la proposition 3.1 la &-orbite de «
coincide alors avec sa G-orbite. Autrement dit a« est un élément de (Z,/Z)™ bien défini
a permutation pres. Par abus de langage on dira alors que cet élément de (Z,/Z)™ est
I’ensemble des exposants p-adiques de M.

Pour I’énoncé qui suit on a besoin pour des raisons techniques que M provienne aprés
extension des scalaires d’'un Hg(]r, R[)-module différentiel, avec Hg(]r, R[) ’anneau
des éléments analytiques dans la couronne, i.e. le complété de I’anneau des fonctions
rationnelles sans pole dans la couronne C(]r, R[) pour la convergence uniforme dans
la couronne. Bien siir on pourrait aussi ne pas imposer cette condition et énoncer le
résultat sur les couronnes C(]r + ¢, R — €[) pour € > 0.

THEOREME 3.3.1. — Soit M un Ag(]r, R[)-module différentiel de rang m vérifiant la
condition de Robba et dont les différences des exposants ne sont pas de Liouville. On sup-
pose que M provient apreés extension des scalaires d’un Hy(|r, R[)-module différentiel.
Il existe alors une base de M dans laquelle la matrice de z% soit une matrice constante

dont la partie semi-simple a pour valeurs propres exactement l’ensemble des exposants
p-adiques de M.

La démonstration de ce résultat est difficile et technique, que ce soit la démonstra-
tion originelle de Christol et Mebkhout [C-M2] utilisant les antécédents de Frobenius
de Christol-Dwork ou celle donnée ultérieurement par Dwork [D9], qui repose sur une
étude tres fine du comportement asymptotique des suites Spj+1 Sp‘,-l.

Pour a dans Z, on note A* le Ak (]r, R[)-module différentiel de rang 1 engendré par
z®. La classe d’isomorphisme de ce module ne dépend que de la classe de @ modulo Z.

COROLLAIRE 3.3.2. — Soit M un Ag(]r, R[)-module différentiel. On suppose que M
vérifie la condition de Robba et que les différences de ses exposants ne sont pas de
Liouville. Le module M est extension successive de modules A%, les classes modulo Z
des a parcourant exactement l’ensemble des exposants p-adiques de M.

Remarque. — Dans toute cette section le corps K était supposé algébriquement clos.

Dans [C-M3] Christol et Mebkhout utilisent le théoréme de Tate-Ax [A] pour descendre
la décomposition donnée par le corollaire précédent de C, & un sous corps complet.
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4. Pentes p-adiques

4.1. La plus grande pente

Soit M un Ag(]r, R[)-module différentiel. La fonction p — R,(M) étant logarith-
miquement concave sur lintervalle |r, R[, la limite Rg- (M) = lim,_,g- R,(M) existe
et est < R. On dira que M est soluble en R si Rg-(M) = R. Cette définition s’étend
clairement aux R (R)-modules différentiels.

Le résultat suivant est dii & Christol et Mebkhout.

THEOREME 4.1.1 ([C-M3]). — Soit M un Ak(Jr, R[)-module différentiel soluble en
R. Il existe un nombre rationnel § = B(M) > 1 tel que R,(M) = R(%)? pour p
suffisamment proche de R.

Indication de démonstration. — On peut supposer que M n’a pas la propriété de
Robba dans une petite couronne |R — ¢, R[. Comme la fonction p — R,(M) est loga-
rithmiquement concave, on a R,(M) < p pour p dans |R—¢, R[. Il existe donc une suite
strictement croissante 7, de limite R, telle que dans l'intervalle Jr,_y,75[, on ait

1 1
pp_PE“(rr—l) < Rp(M) < pp—pm(p—l)_

Soit M, I'antécédent de Frobenius d’ordre h de M ® A% (Jra—1, T4[) obtenu en appliquant
h fois le théoréme de Christol-Dwork 1.4.1. On a en particulier R,(N;) < pp—Fi_l pour
p dans ]rzh_l,rﬁh [)- En appliquant le lemme du vecteur cyclique & N3, on se retrouve
dans la situation (2) (a) de la proposition 1.3.1, qui donne R,(MN}) explicitement. En
particulier, la fonction R,(MN},) est par morceaux de la forme Cyp? avec Cj, un constante
et B, un rationnel dont le dénominateur est borné par le rang m de M. On en déduit
que R,(M) est logarithmiquement linéaire par morceaux et que les dénominateurs des
pentes sont bornés par m. Le résulte en découle aisément, en utilisant & nouveau le fait
que la fonction p — R,(M) est logarithmiquement concave.O

Le rationnel (M) sera appelé la plus grande pente du module M en R et noté
pt(M). On définit de méme, en prenant un modeéle sur un couronne convenable, la plus
grande pente d'un R (R)-module différentiel soluble en R.

Sur les petites couronnes olt R,(M) est de la forme R(£)? on a I'estimation suivante
de la taille des matrices G;.

PROPOSITION 4.1.2 ([C-M3]). — Soit M un Ax(]R — ¢, R[)-module différentiel tel
que R,(M) = R(%4)? avec B > 1 pour p dans |R — €, R| et soit B une base de M. Il
existe alors une fonction c logarithmiquement concave et une fonction M qui vérifient,
pour p dans |R — €, R|, les inégalités

AlIGi/illl, < M(p)(p/R)P* pour i >0

max, p'(|Gi/illl, > c(p)(o/R)* " pour h>1.
0<i<ph
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Christol et Mebkhout en déduisent 1’énoncé suivant, technique mais important pour
la suite.

THEOREME 4.1.3 ([C-M3]). — Soit M un Ak (|R — ¢, R[)-module différentiel tel que
R,(M) = R(£)# avec B > 1 pour p dans |R — ¢, R] et soit B une base de M. Il eziste
alors des nombres A, pour 0 < i < p", ne prenant que la valeur 0 ou 1, une fonction
c logarithmiquement concave et une fonction M tels que, si on note Ly, la matrice dans
B de Zfio Ai,hziﬁ;, on a les inégalités suivantes pour p dans |R — ¢, R|,

c(p)(p/R)*P#" < ||Lyll, < M(p)(p/R)—PP".

4.2. Un peu de topologie

Pour tout entier k on pose AF = %3‘% Soit P = ¥ axAF avec a; dans Ag(I) un
élément de Ag (I)[-£]. Pour tout réel -y et tout p dans I, on pose

1Pl = sup llacllp™"-

On a ainsi une famille de semi-normes sur A (I)[£]. On note 7, la topologie définie par
ces semi-normes, pour 7 fixé, sur A (I)[-]. On note de méme la topologie sur R k(r)[E]
limite inductive des 7T, sur Ag(Jr — €, 7[)[£]. On définit de méme, similairement & 1.1,
une topologie T, sur H}{(r)[ﬁ] vu comme limite inductive des algébres Hg (oo, —
e))[£] telle que R (r)[4] soit somme directe topologique de Ag(r)[£] et de Hi (r)[L].
Les algebres Ag(r)[£] et 'H}{(r)[%] ne sont en général pas complétes ni méme limites
inductives d’espaces complets.

Soit M un Ag(I)[£] ou Rk(r)[:]-module (2 gauche) de type fini. Toute présen-
tation de M donne une topologie quotient sur M dont on vérifie facilement qu’elle est
indépendante de la présentation. On note cette topologie 7. Elle n’est en général pas
séparée.

Une extension valuée L/K d’un corps valué K est dite immédiate si L et K ont méme
groupe de valuation et méme corps résiduel. Un corps valué est dit maximalement com-
plet s’il n’a pas d’autre extension immédiate que lui-méme. Une condition équivalente
est que l'intersection d’une suite emboitée de boules fermées soit non vide (cf. [L]). Un
corps complet & valuation discréte est maximalement complet. Par contre C, ne lest
pas.

1l résulte du théoréme de M.Lazard [L] sur les zéros des fonctions analytiques que si
K est maximalement complet alors tout idéal de type fini des anneaux Ag(I) et Rx(r)
est principal. En particulier, si K est maximalement complet, les anneaux Ag(I) et
Rk (r) sont cohérents, i.e. leurs idéaux de type finis sont de présentation finie. On en
déduit également 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 4.2.1. — Si K est mazimalement complet, tout sous-module de type
fini d’un module libre de type fini sur les anneaus Ak (I) et Rk (r) est libre de type fini.
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On en déduit la conséquence importante suivante.

COROLLAIRE 4.2.2. — On suppose que K est mazimalement complet. La catégorie
des Ag (I)-modules (resp. des Ry (r)-modules) libres de type fini munis d’une connezion
est abélienne.

Christol et Mebkhout déduisent également de la proposition 4.2.1 le théoréme suiv-
ant.

THEOREME 4.2.3 ([C-M3]). — On suppose que K est mazimalement complet. Soit
M un Ak (I)-module libre de type fini & connezion. Alors, pour tout réel y, Uadhérence
0,(M) de zéro dans M pour la topologie T, et le quotient M/0,(M) sont des Ak (I)-
modules libres de type fini & connezion.

4.3. Décomposition par rapport a la plus grande pente

Christol et Mebkhout déduisent du théoréme 4.1.3 I’énoncé suivant.

PROPOSITION 4.3.1 ([C-M3]). — On suppose que le corps K est localement compact
et que le réel R appartient au groupe des valeurs absolues. Soit M un Ag (]r, R[)-module
différentiel soluble en R. Alors, pour tout réel v tel que 1 < v < pt(M), la topologie T,
sur M(r_c g n'est pas séparée pour € > 0 assez petit.

Dans cet énoncé I'hypothése que le corps K est localement compact est utilisée
pour garantir que pour I un intervalle ouvert on peut extraire de toute suite bornée de
fonctions de Ag (I) une sous-suite convergente.

Soit M un Ag(]r, R[)-module différentiel soluble en R. On dira que M a toutes ses
pentes > v en R, si pour € > 0 assez petit toutes les solutions locales au point générique
t, ont toutes un rayon de convergence strictement plus petit que R(p/R)”, pour tout p
dans |R — ¢, R[. Cette définition s’étend aux R (R)-modules différentiels solubles en R.

THEOREME 4.3.2 ([C-M3]). — On suppose que le corps K est localement compact et
que le réel R appartient d l'ensemble des valeurs absolues. Soit M un Ry (R)-module
différentiel soluble en R. On suppose que pt(M) > 1. Pour tout réel v vérifiant 1 < v <
pt(M), il existe une suite ezacte

0> Msy 9 M- MST 50

de R (R)-modules différentiels solubles en R telle que pt(M<,) < v et toutes les pentes
de M., soient > 7.
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Indication de démonstration. — On prend un représentant de M, noté encore M, sur
une couronne C(]R — ¢, R[) avec ¢ assez petit. On construit une suite M; de Rx(R)-
modules différentiels solubles en R en prenant My = M et pour M,;,; 'adhérence de
0 dans M; pour la topologie 7,. La suite est stationnaire car les modules sont libres de
rang fini. On prend M., = M, avec iy minimal vérifiant M;, = M; ;1. On déduit du
théoréme 4.3.1 que pt(M/Ms,) < 7. Le fait que les pentes de M., soient toutes > v
résulte du lemme qui suit.O

LEMME 4.3.3. — Soit M un Ak(Jr, R[)-module différentiel. Soit v un réel tel que
{0} soit dense dans M pour T,. Alors M n’admet aucune solution non triviale dans les
disques génériques D(t,, R(p/R)") pour p assez proche de R.

4.4. Pentes

On suppose ici que le corps K est localement compact et que R appartient &
’ensemble des valeurs absolues. Soit M un Rk (R)-module différentiel soluble. Christol
et Mebkhout déduisent de la proposition 4.1.2 que les M5,, 1 < v < pt(M), for-
ment une filtration décroissante de M par des sous-R g (R)-modules différentiels. Pour
1 < 4 < pt(M) on pose Gry(M) = Ms,_,/ M, pour 71 assez petit et on dira que vy
est une pente de M si Gr,(M) n’est pas nul.

On dira que M est purement de pente v, si pour € > 0 assez petit toutes les solutions
locales au point générique t, sont de rayon de convergence R(p/R)”, pour tout v dans
|R — ¢, R[, pour un modéle de M.

On déduit alors du théoréme 4.1.1 et de ce qui précede ’énoncé suivant.

THEOREME 4.4.1. —  Sous les hypothéses précédentes, soit M un Ry (R)-module dif-
férentiel soluble en R. Les pentes de M sont des nombres rationnels et si vy est une pente
de M alors Gr.,(M) est purement de pente 7.

Ainsi si 71 < --- < 7, sont les pentes de M et m; désigne le rang de Gr,, (M),
on peut définir le polygone de Newton p-adique de M en R, comme le polygdne de
Newton associé 3 la suite des couples (m;,~; — 1). Quand ni les exposants de M en R
ni leurs différences ne sont de Liouville, il résulte du théoréme de I'indice 6.1, que les

sommets de ce polygone sont entiers, ce qui constitue un analogue p-adique du théoreme
de Hasse-Arf.

5. Finitude de ’indice

5.1. Dualité et indice

On reprend les notations de 1.1. Ici K sera un sous-corps complet de C,, et on omettra
de faire figurer K en indice lorsque K = C,. On a un accouplement A(r) x Hi(r) = C,
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donné par (f, g) — Res(fg), Res désignant I’application résidu. D’aprés le théoréme de
dualité de [M-S] cet accouplement est une dualité parfaite d’espaces topologique.

L’énoncé suivant, conséquence du théoréme de dualité, est fondamental dans 1’ap-
proche de Christol et Mebkhout.

THEOREME 5.1.1 ([C-M1]). — Soit u un endomorphisme C,-linéaire continu de
A(r). L’endomorphisme u est d indice si et seulement si ’endomorphisme transposé tu de

- M (r) est a indice. Si c’est le cas, les espaces vectoriels de dimension finie Ker(*u, H(r))
et Coker(u, A(r)) (resp. Ker(u, A(r)) et Coker(*u, H!(r))) sont en dualité.

La démonstration comporte une difficulté technique spécifique au p-adique (et déja
présente dans la preuve du théoréme de dualité). Le théoréme de Hahn-Banach n’étant
valide que pour les corps maximalement complets, il ne peut étre utilisé ici. Christol et
Mebkhout contournent la difficulté en utilisant le théoréme des homomorphismes pour
les limites inductives d’espaces de Fréchet de Grothendieck [G] dont la démonstration
reste valide sur les corps valués complets.

On déduit du théoréme précédent 1’énoncé suivant.

THEOREME 5.1.2 ([C-M1]). — Soit P € C,[z, &] un polynéme différentiel. Soit r,
une suite de réels positifs tendant par valeurs inférieures vers un réel r > 0. Si tous
les indices x(P, A(ry)) sont finis, alors x(P, A(r)) est fini, la suite des x(P, A(ry,)) est
stationnaire et converge vers x(P, A(r)).

Démonstration. — 11 est clair que I'espace vectoriel Ker(*P,!(r)) est de dimension
finie pour tout r. Par conséquent la suite dimKer(*P, #1(r,)) est stationnaire et converge
vers dimKer(*P, H'(r)).

On déduit du théoréme de dualité que les espaces Coker(*P,H!(r,)) sont de dimen-
sion finie. Comme #'(r,,) est dense dans #'(r,4;), on obtient que le morphisme

Coker(*P, #'(r,)) — Coker(*P, H'(r41))

est surjectif en utilisant le théoréme des homomorphismes de Grothendieck. La suite
dimCoker(*P, H!(r,)) est donc stationnaire et converge vers dimCoker(*P, #!(r)). On
conclut en utilisant le théoréme 5.1.1.0

Remarque. — Soit P € Cy[z, %] un polynéme différentiel. On déduit de la suite exacte
longue associée a

0 — Ag(r) = Ri(r) = Hi(r) -0
que la finitude de I'indice de P sur R(r) est équivalente & la finitude de I'indice sur A(r)
et Hi(r).

COROLLAIRE 5.1.3 ([C-M1]). — Soit P € Cylz, £] un polyndme différentiel. Soit r,,
une suite de réels positifs tendant par valeurs inférieures vers un réel r > 0. Si tous les
indices x(P,R(ry)) sont nuls, alors x(P,R(r)) est nul.
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5.2. Indice des modules vérifiant la condition de Robba

Soit & un élément de Z,. Comme dans la section 3 on note A, le A (]r, R[)-module
différentiel engendré par z*. On vérifie facilement que l'indice x(Aq, Rx(R)) est fini si
et seulement si o n’est pas de Liouville et qu'il est alors égal a zéro.

On déduit donc du corollaire 3.3.2 et de la remarque qui le suit ’énoncé suivant.

THEOREME 5.2.1. — Soit M un Ag(Jr, R[)-module différentiel. On suppose que M
vérifie la condition de Robba et que ni ses exposants ni les différences de ses erposants
ne sont de Liouville. Alors l'indice x(M,Rk(R)) est nul.

5.3. Le théoréme de finitude

On note £} (r) la limite inductive des anneaux d’éléments analytiques i (Jr —¢, 7[)
définis en 3.3. C’est un sous-anneau de R (r). Un £} (r)-module différentiel M sera dit
soluble en 7 (resp. injectif en r) si la dimension de I’espace de ses solutions analytiques
dans le disque générique centré en ¢, de rayon r est égale & son rang (resp. est égale &
zéro). Remarquons que, d’aprés le théoréme de continuité de Christol-Dwork [C-D], M
est soluble si et seulement si Ry (r) B¢t (r) M Vest.

D’apres le théoreme de décomposition de Dwork-Robba [D-R1], pour tout £} (r)-
module différentiel M on a une suite exacte de £} (r)-modules différentiels

0= Mppj = M3 Mgy —0

avec M,; injectif et M,y soluble. D’autre part, d’aprés un théoréme de Robba [R1],
si M est un é}(r)—module différentiel injectif, alors pour € positif ou nul assez petit,
l'indice x(M, R(r — €)) est bien défini et est nul.

Soit M un Rk (r)-module différentiel soluble. On dira que M vérifie la condition
de Robba, si un représentant A" de M sur une petite couronne C(]r — ¢, r[) vérifie la
condition de Robba. On définit alors les exposants de M par E(M,r) = EN,]r—¢,r]),
qui est indépendant de N d’aprés le lemme 3.2.3.

On suppose dans la suite de cette section que le corps K est localement compact et
que 7 est une valeur absolue. Si M est un Rg(r)-module différentiel soluble, le module
ML vérifie la condition de Robba et on peut alors poser £(M,r) = E(M=Hr). Si M
un £} (r)-module différentiel, on définit les exposants de M par

E(M,1) = ERk(r) B¢y (ry Mol T)-

Enfin si P est un opérateur différentiel dans K|[z][-], on définit Pensemble des exposants
de P en r comme £(P,r) = £(M, ), pour M le £} (r)-module différentiel associé a P.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme de finitude de I'indice de
Christol et Mebkhout.

THEOREME 5.3.1. — Soit P est un opérateur différentiel dans K[z)[-£], avec K un
sous-corps localement compact de C,. Soit r > 0 appartenant a l’ensemble des valeurs
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absolues de K. On suppose que ni les exposants de P en r ni leurs différences ne sont
de Liouville. Alors les indices de P dans les anneauz Ry (r) et R(r) sont finis et égauz
a zéro.

Indication de démonstration. — On va faire la démonstration de I’énoncé sur R(r),
’énoncé concernant Ry (r) s’en déduisant.

Soit M le £k (r)-module différentiel associé & P. D’apres le corollaire 5.1.3 il suf-
fit de construire une suite de réels r, < r de limite r telle que x(M,R(r,)) = 0.
En utilisant les théoremes de Dwork-Robba et de Robba, on se raméne au cas ou M
est soluble. En utilisant encore le théoréeme de Robba et le corollaire 5.1.3 on obtient
que x((Rk(r) B¢t () M)s1,R(r)) est nul. On est donc ramené au cas ou M vérifie la
condition de Robba et ’énoncé résulte alors du théoreme 5.2.1.0

COROLLAIRE 5.3.2. — Sous les hypothéses précédentes, les indices de P dans les
anneauz Ak (r), M (r), A(r) et Hi(r) sont finis et on a les égalités x(P, Ax(r)) =
~x(P, Hi(r)) et x(P, A(r)) = —x(P, #1(r)).

Remarque. — Par le lemme du vecteur cyclique, on a I’analogue du théoréme 5.3.1 et
du corollaire 5.3.2 pour les K[z][-£]-modules holonomes.

Le probleme fondamental qui reste ouvert est celui d’avoir des critéres garantissant
que les hypothéses sur les exposants de P soient satisfaites. Un critére est I’existence
d’une structure de Frobenius (cf. 5.4.1). Christol et Mebkhout conjecturent 1’énoncé
suivant d’algébricité des exposants p-adiques.

CONJECTURE 5.3.3. — i P est un opérateur différentiel dans Q[z][-L], alors les ex-
posants p-adiques de P en r se relévent en des éléments de Q. De plus, quand r varie,
il n’apparait qu’un nombre fini d’éléments de Q modulo Z.

5.4. Modules avec structure de Frobenius

Soit M un R (1)-module différentiel. On dira que M admet une structure de Frobe-
nius d’ordre h, si M est isomorphe & son image inverse par le morphisme z — z?".

PROPOSITION 5.4.1. — Soit M un Rk(1)-module différentiel de rang m. On suppose
que M vérifie la condition de Robba et admet une structure de Frobenius d’ordre h.
Alors les exposants de M se relévent en des éléments de ——;.—rZ En particulier ils ne
sont pas de Liouville, ainsi que leurs différences.

Démonstration. — En effet si a est un représentant de I’exposant de M dans (Z,/Z)™,
a et p"a sont dans la méme &-orbite. Comme le groupe symétrique est d’ordre m!, on
en tire que a = p"™'a.0

Si M est un K [a: -module différentiel on dira que M admet une structure de
Frobenius d’ordre h si RK( ) ®k[z) M en admet une. On peut maintenant énoncer le
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théoréme de finitude de l'indice pour les modules avec structure de Frobenius. En util-
isant la proposition précédente, Christol et Mebkhout obtiennent, par une démonstration
voisine de celle du théoréme 5.3.1, le résultat suivant.

THEOREME 5.4.2. — Soit M un K[z, £]-module différentiel admettant une struc-
ture de Frobenius d’ordre h, avec K un sous-corps localement compact de C,. Alors les
conclusions du théoréme 5.3.1 et du corollaire 5.3.2 sont valides pour M.

6. La formule de I’indice

Dans toute la section 6 on supposera que K est un sous-corps localement compact
de C,. Soit r un réel > 0. Soit I un intervalle de R. On écrit I = I, N I_ avec I, un
intervalle contenant zéro et I_ un intervalle contenant co. On a la décompossition

Ag(l) = Ag(1y) & (L‘—IAK(I_).

On note v+ et 4~ (resp. 74+ et y_) les projections (resp. injections) associées & cette
décomposition.

Soit m un entier et 4 un endomorphisme de Ag(I)™. On définit les indices généralisés
de u comme les indices

X(u, A(L3)) = x(v+uys, Ax(I4)™)
et
X(u, 27 A(ILL)) = x (v wy-, 7 AR (12)™).

Soit M un Ag(I)-module différentiel et soit G la matrice de z- dans une base de
M. On peut vérifier (cf. [C-M3]) que les indices généralisés de z-- —G sont indépendants
du choix de la base. On les notera x(M, A(I;)) et x(M,z 1 A(I_)). De plus ces indices
généralisés sont additifs pour les suites exactes courtes. On définit de fagon similaire les

indices généralisés (M, Ak (7)) et X(M,H}(r)) pour les R (r)-modules différentiels
en utilisant la décomposition

Ri(r) = Ax(r) @ Hi (r).

Les démonstrations des propriétés précédentes de l'indice généralisé reposent sur le
théoréme des perturbations compactes. C’est pour cette raison que ’on a fait I’hypothése
que K localement compact.

On peut maintenant énoncer la formule de 'indice de Christol et Mebkhout.

THEOREME 6.1 ([C-M3)). — Soit M un Rk(r)-module différentiel de rang m soluble
en r. On suppose que 1 est une valeur absolue et que ni les exposants de M en r ni leurs
différences ne sont de Liouville. Alors M admet des indices généralisés donnés par la
formule
XM, Ax(r)) = —X(M, Hie(r) = 3mil6i ~ 1)
1>
ot les (my, mi(B; — 1)) sont les sommets du polygone de Newton p-adique de M.
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Indication de démonstration. — D’aprés le théoréme 4.3.2, M est extension de M=?
par Ms;. On déduit du corollaire 3.3.2 et de la remarque qui le suit que les indices
généralisés de M=! sont tous nuls. Par additivité de I'indice généralisé, on est ramené
grace au théoréme 4.4.1 au cas oi M est purement de pente 8. Par un argument de
limite inductive il suffit alors de démontrer que pour € assez petit

XM, Ag(r — &) = =x(M, 27 Ak (Jr — €, 00]) = m(B - 1).

On peut alors supposer que R,(M) = r(p/r)? pour p dans ]r — ¢,r[. On considére
maintenant les modules N}, antécédents de Frobenius d’ordre h, introduits dans le
démonstration du théoréme 4.1.1 et on se rameéne a vérifier que

X(Na, Ak ([0, p]) = —X(Nn, 7 Ak ([p, 00]) = m(8 — 1)

pour p dans ]rﬂh_l, r,’;h[. Comme dans la preuve du théoréme 4.1.1 on applique le lemme
du vecteur cyclique & M, ce qui permet de se retrouver dans la situation (2) (a) de la
proposition 1.3.1. L’énoncé résulte alors du lemme suivant.O

LEMME 6.2 ([C-M3]). — Soit P(z,z4) un opérateur différentiel a coefficients dans
Ag(Jr, R) et soit a une fonction dans Ag(Jr,R[). Soit p dans lintervalle Ir, R[
tel que ||Pl|l1, < |lall,- Alors les indices généralisés x(P + a, Ax([0,p]) et x(P +
a,z Ak ([p, o)) ezistent et sont donnés par

. _ _dlog*(l|all,)
X(P +a, Ak([0,0]) = — d1og(0) (p)
“ dlog™(|lal,)
- -1 _ _alog \liallp
X(P+ a,r AK([/’! 00]) - dlog(p) ( )
COROLLAIRE 6.3. — Soit M un Rg(r)-module différentiel de rang m soluble en r.

On suppose que T est une valeur absolue et que ni les exposants de M en r ni leurs
différences ne sont de Liouville. Alors les sommets du polygone de Newton p-adique de
M sont d coordonnées entiéres.

7. Application a la finitude de la cohomologie de Monsky-
Washnitzer

Une application remarquable du théoréme de finitude de I'indice est la preuve de la
finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer donnée par Mebkhout [Me]. Faute de
place nous en donnons ici une présentation extrémement succinte.

Soit K une extension finie de Q,. On note V I'anneau des entiers et k le corps
résiduel. Soit A I'algébre d’une variété algébrique affine X régulitre et de type fini
sur k. Par un théoréme d’Elkik [E] il existe une V-algébre de type fini et lisse A de
réduction A. Inspirés par les travaux de Dwork et par le théoréme de comparaison de
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Grothendieck sur la cohomologie de de Rham en caractéristique zéro, Monsky et Wash-
nitzer ont défini dans [M-W] des groupes de cohomologie p-adique H(X,V) & l'aide
du complexe de de Rham du complété faible de .A. Ils ont également démontré que les
groupes H'(X,K) = H'(X,V) ®y K sont indépendants du relévement et sont foncto-
riels. (Pour les groupes H:(X, V) il faut faire une hypothése sur I'indice de ramification
absolu.) Dans son article [Me], Mebkhout déduit du théoréme de finitude de 'indice la
finitude des K-espaces vectoriels H (X, K) = H(X,V) ®y K. Comme il a été men-
tionné dans 'introduction, cé méme énoncé a été également démontré par P. Berthelot
[B1] en utilisant une approche toute différente basée sur les résultats de de Jong sur
les altérations (cf. [B2]). L’approche de Mebkhout utilise la théorie des D-modules et
consiste & ramener le probleme de la finitude de la cohomologie de Monsky-Washnitzer
a celui de la finitude de 'indice d’équations différentielles & une variable associées &
des modules différentiels exponentiels de Dwork. Ces modules admettant une structure
de Frobenius, on peut leur appliquer le théoréme 5.4.2. Une telle approche avait été
suggérée par Monsky [Mo], & la suite de sa démonstration de la finitude de la cohomolo-
gie de de Rham en caractéristique zéro, inspirée par les travaux de Dwork sur la fonction
zéta des hypersurfaces [D1],[D2], [D3],[D4].

Références

[A] J. AX, Zeroes of polynomial over local fields. The Galois action, J. Algebra 15
(1970), 417-428.

[B1] P. BERTHELOT, Finitude et pureté cohomologique en cohomologie rigide, avec
un appendice par A.J. De Jong, & paraitre dans Inventiones math.

[B2] P. BERTHELOT, Altérations de variétés algébriques [d’aprés A.J. De Jong],
Séminaire Bourbaki, exposé n°815 (1996).

[Be] D. BERTRAND, Travaur récents sur les points singuliers des équations dif-
férentielles linéaires, in Séminaire Bourbaki, année 1978/79, exposé 538,
Springer Lecture Notes 770 (1980), 228-243.

[C1] G. CHRISTOL, Modules différentiels et équations différentielles p—adiques,
Queen’s Papers in Pure Math. 66, Queen’s University, Kingston (1983).

[C2] G. CHRISTOL, Systémes différentiels p-adiques, structure de Frobenius faible,
Bull. Soc. math. France 109 (1981), 83-122.

[C3] G. CHRISTOL, Un théoréme de transfert pour les disques singuliers réguliers,
Astérisque 119-120 (1984), 151-168.

[C-D] G. CHrisTOL, B. DWORK, Modules différentiels sur des couronnes, Ann. Inst.
Fourier 44 (1994), 663-701.

78



[C-M1]

[C-M2]

[C-M3]

[C-M4]

(D1]

[D2]

(D3]

(D4]

(D3]

[De]

(D7)

(D8]

(D9]
[D-G-S]

[D-R1]

[D-R2)

(822) EQUATIONS DIFFERENTIELLES P-ADIQUES

G. CHRISTOL, Z. MEBKHOUT, Sur le théoréme de l’indice des équations
différentielles p-adiques I, Ann. Inst. Fourier 43 (1993), 1545-1574.

G. CHRISTOL, Z. MEBKHOUT, Sur le théoréme de l’indice des équations
différentielles p-adiques II, & paraitre dans Annals of Math.

G. CHRISTOL, Z. MEBKHOUT, Sur le théoréme de l’indice des équations
différentielles p-adiques III, preprint (1995).

G. CHRISTOL, Z. MEBKHOUT, Fzposants p-adiques, & paraitre aux Annales
de Clermont-Ferrand.

B. DWORK, On the zeta function of a hypersurface, Publ. Math. LH.E.S. 12
(1963), 366-376.

B. DWORK, On the zeta function of a hypersurface II, Ann. of Math. 80 (1964),
227-299.

B. DwWORK, On the zeta function of a hypersurface III, Ann. of Math. 83
(1966), 457-519.

B. DWORK, On the zeta function of a hypersurface IV, Ann. of Math. 90
(1969), 335-352.

B. DWORK, On p-adic differential equations, Bull. Soc. math. France, Suppl.,
Mem. 39-40 (1974), 27-37.

B. DWORK, On p-adic differential equations II, Ann. of Math. 98 (1973),
366-376.

B. DWORK, On p-adic differential equations III, Inventiones math. 20 (1973),
35-45.

B. DWORK, On p-adic differential equations IV, Ann. sci. Ecole norm. sup. 6
(1973), 295-316.

B. DWORK, On exponents of p-adic modules, 3 paraitre au Journal de Crelle.

B. Dwork, G. GEROTTO, F. SULLIVAN, An introduction to G—functions,
Annals of Mathematics Studies, 133 (1994) Princeton University Press.

B. DwoRrk, PH. ROBBA, On ordinary linear differential equations, Trans.
Amer. Math. Soc. 231 (1977), 1-46.

B. DwoRrk, PH. ROBBA, Effective p-adic bounds for solutions of homogeneous
linear differential equations, Trans. Amer. Math. Soc. 259 (1980), 559-577.

79



(E]

[G]
K]

[Ka]

(L]

M]

[Me]

[Mo]

(M-W]

[M-§]

[Ral

[R1]

[R2]

(R3]

[R4]

[RS]

F. LOESER

R. ELKIK, Solutions d’équations a coefficients dans un anneau hensélien, Ann.
scient. Ec. Norm. Sup. 6 (1973), 553-604.

A. GROTHENDIECK, Espaces vectoriels topologiques, Sao Paulo (1954).

M. KASHIWARA, Algebraic study of systems of partial differential equations,
Master Thesis, Tokyo, 1970, trad. anglaise Mém. Soc. Math. France 63 (1995).

N. KATz, Nilpotent connections and the Mononodromy Theorem : application
of a result of Turritin, Publ. Math. LH.E.S. 35 (1970), 175-232.

M. LAZARD, Sur les zéros des fonctions analytiques d’une variable sur un corps
valué complet, Publ. Math. LH.E.S. 14 (1962), 47-76.

B. MALGRANGE, Sur les points singuliers des équations différentielles ordi-
naires, Enseign. math. 20 (1974), 147-176.

Z. MEBKHOUT, Sur le théoréme de finitude de la cohomologie p-adique d’une
variété affine non singuliére, 3 paraitre dans Amer. J. of Math.

P. MONSKY, Finiteness of De Rham Cohomology, Amer. J. of Math. 94 (1972),
237-247.

P. MonskY, G. WASHNITZER, Formal cohomology I, Ann. of Math. 88 (1968),
51-62.

Y. MoritA, W. SCHIKHOF, Duality of projective limit spaces and inductive
limits over non spherical complete field, Tohoku Math. J. 38 (1986), 387-397.

J.-P. RaMiS, Théorémes d’indices Gevrey pour les équations différentielles
ordinaires, Memoirs of the A.M.S. 296 (1984).

PH. RoBBA, On the index of p-adic differential operators I, Annals of Math.
101 (1975), 280-316.

PH. RoBBA, On the indez of p-adic differential operators II, Duke Math. J. 43
(1976), 19-31.

PH. ROBBA, On the indez of p-adic differential operators III, applications to
twisted ezponential sums, Astérisque 119-120 (1984), 191-266.

PH. ROBBA, Indice d’un opérateur différentiel p-adique IV. Cas des systémes.
Mesure de Uirrégularité dans un disque, Ann. Inst. Fourier 35 (1985), 13-55.

PH. ROBBA, Conjectures sur les équations différentielles p-adiques, G.E.A.U.,
12e année, n°2, 8 pages (1984-85).

80



(822) EQUATIONS DIFFERENTIELLES P-ADIQUES

[Y] P. YOUNG, Radii of convergence and indez for p-adic differential operators,
Trans. Am. Math. Soc. 333 (1992), 769-785.

Francois LOESER

Centre de Mathématiques
Ecole Polytechnique

F-91128 Palaiseau cedex
URA 169 du C.N.R.S.
loeser@math.polytechnique.fr

et

Institut de Mathématiques
Université P. et M. Curie
Case 247, 4 place Jussieu
F-75252 Paris Cedex 05
UMR 9994 du C.N.R.S.
loeser@math.jussieu.fr

81



Asterisque

PIERRE PANSU
Volume, courbure et entropie

Astérisque, tome 245 (1997), Séminaire Bourbaki, exp. n° 823, p. 83-103
<http://www.numdam.org/item?id=SB_1996-1997__39_ 83_0>

© Société mathématique de France, 1997, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Astérisque » (http://smf4.emath.fr/
Publications/Asterisque/) implique I’accord avec les conditions générales d’uti-
lisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SB_1996-1997__39__83_0
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://smf4.emath.fr/Publications/Asterisque/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire BOURBAKI Novembre 1996
49¢me année, 1996-97, n° 823

VOLUME, COURBURE ET ENTROPIE
[d’aprés G. Besson, G. Courtois et S. Gallot]

par Pierre PANSU

1. INTRODUCTION

1.1. Parmi toutes les métriques riemanniennes sur une variété compacte X dont
la courbure sectionnelle varie entre —1 et 1, laquelle a le plus petit volume ? C’est
M. Gromov qui, dans les années 1970, a révélé quelles richesses se cachent derriere
cette question d’apparence anodine.

On appelle volume minimal de X, noté MinVol(X) la borne inférieure des volumes
des métriques riemanniennes sur X dont la courbure varie entre —1 et 1.

Lorsque X est de dimension 2, son volume minimal est donné par
MinVol(X) = |2mx(X)|

ol x(X) désigne la caractéristique d’Euler. Si x(X) # 0, le minimum est atteint
exactement par les métriques & courbure constante égale & 1 ou —1 suivant le signe
de la caractéristique d’Euler. Cela résulte immédiatement de la formule de Gauss-
Bonnet. Lorsque x(X) = 0, la borne inférieure n’est pas atteinte, mais approchée par
exemple par des métriques & courbure nulle.

En dimension paire supérieure a 2, la formule de Gauss-Bonnet a une généra-
lisation, due & Allendoerfer et Weil, qui permet d’estimer le volume en fonction de
la caractéristique d’Euler et de la courbure sectionnelle. Toutefois, cette inégalité
n’est pas optimale et on ne connait pas la valeur du volume minimal de la 4-sphére
(voir cependant [V]). En fait jusquaux travaux récents de G. Besson, G. Courtois
et S. Gallot, le volume minimal n’était connu exactement pour aucune variété de
dimension au moins 3 (& moins qu’il soit nul).
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THEOREME 1 [BCG2].— Soit X une variété compacte de dimension au moins 3.
Supposons que X admette une métrique riemannienne go & courbure sectionnelle
constante égale 3 —1. Soit g une métrique riemannienne sur X dont la courbure
sectionnelle est partout > —1. Alors Vol(X,g) > Vol(X, go) et I’égalité n’a lieu que
si g est isométrique a go.

Cet énoncé entraine que go est la seule métrique & courbure sectionnelle —1 sur
X (& isométrie pres). C’est le théoreme de rigidité de G.D. Mostow, [M1].

La preuve consiste & construire une application homotope & l'identité qui diminue
les volumes. On peut ’interpréter comme une version réelle du Lemme de Schwarz
qui ne s’appliquerait qu’a des métriques go tres particulieres (modelées sur les espaces
symétriques & courbure strictement négative, voir en 3.1). L’hypothése sur la courbure

sectionnelle de g n'intervient qu’a travers une majoration asymptotique du volume
des boules.

1.2. Définition.  Soit (X, g) une variété riemannienne compacte de revétement
universel X. Si # € X, on note B(%, R) la boule géodésique de centre Z et de rayon
R dans X. Alors la limite

.1 -
}%1_1}100 R log Vol B(Z, R)

existe et ne dépend pas du choix de Z. On I’appelle I'entropie volumique de la métrique
g, et on la note hyo(g).

Le théoréme 1 résulte immédiatement de la propriété isopérimétrique suivante,

conjecturée par M. Gromov et A. Katok, qui a des conséquences trés diverses.

THEOREME 2 [BCG2].— Soient X et Y deux variétés compactes orientées de méme
dimension n > 3. On suppose que X admet une métrique riemannienne localement
symétrique go de courbure strictement négative. Soit g une métrique riemannienne
sur Y dont l’entropie volumique est égale & celle de go (on peut toujours se ramener a
ce cas en multipliant g par une constante). Soit f : Y — X une application de degré
d. Alors

(*) Vol(g) > |d|Vol(go)-

Si I’égalité a lieu, alors f est homotope & un revétement isométrique.
D’aprés A. Katok [K], en dimension 2, sous les mémes hypothases, I'inégalité (*)

est vraie, et en cas d’égalité la métrique g est elle-méme a courbure constante.

Ce théoreme affine un résultat de M. Gromov qui a obtenu, dés la fin des années

70, I'inégalité (*) & une constante multiplicative prés. Le théoréme de M. Gromov
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est plus général. Il s’applique & des variétés quelconques. Le volume hyperbolique est
remplacé par une sorte de volume topologique, le volume simplicial. Le théoréme affiné
repose sur des idées simples qui auront sans doute d’autres applications en géométrie
riemannienne. La caractérisation de certains espaces localement symétriques fournie
par le cas d’égalité a d’ores et déja des conséquences en géométrie et au-dela.

1.3. Organisation du texte. Les premiers paragraphes rendent briévement compte
de I'approche de M. Gromov. Ensuite, on décrit quelques aspects de la preuve du
théoréeme 2. Enfin, on en explique les conséquences pour une série de problemes qui

mélent dynamique et géométrie.

2. VOLUME SIMPLICIAL

Le théoréme 1 entraine que, lorsqu’une métrique a courbure —1 existe, son volume
est un invariant différentiable. En fait, on sait depuis [G], [T] exprimer ce nombre de
fagon purement topologique.

2.1. Définition (M. Gromov). Soit X une variété compacte orientée. Sur le complexe
des chaines singuliéres & coefficients réels, on a une norme L! naturelle,

1D Xosil =D Il

On note de la méme fagon la semi-norme quotient sur I’homologie réelle. On ap-
pelle volume simplicial de X, et on note | X| la norme de la classe fondamentale en
homologie réelle.

Le volume simplicial fait penser au nombre minimum de simplexes d’une triangu-
lation. Il s’en distingue, car, comme on travaille en homologie réelle, on a le droit par
exemple de couvrir la variété deux fois en comptant chaque simplexe avec le coefficient
3- Plus généralement,

e s'il existe une application f : Y — X de degré d, alors |Y| > |d|| X|.

En particulier, si X admet des applications dans elle-méme de degré # —1, 0, 1,

alors | X| = 0. Le volume simplicial est donc nul pour les spheres et les tores. En

revanche, il est non nul pour les variétés & courbure sectionnelle négative.

2.2 THEOREME [T].- Soit X une variété riemannienne de courbure sectionnelle
K = —1, de dimension n, i.e., dont le revétement universel est isométrique a I ’espace
hyperbolique H™. Alors

Vol(X) = Rn| X|
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ol R, est le volume d’un simplexe idéal régulier de H™.

La constante R, est la borne supérieure des volumes de tous les simplexes rec-
tilignes de H™. Etant donnés n + 1 points zo, ..., , de espace hyperbolique H™,
le simplexe rectiligne de sommets zo, ..., z, est application qui envoie le point du
simplexe standard de coordonnées barycentriques po,: -, pn sur le barycentre de la
mesure atomique Y p;6z,, i.e. le point ou la fonction z Z pidist(z, z;) atteint son
minimum.

1l faut penser & H™ comme & l'intérieur d’une boule, équipé d’une métrique
qui explose au bord. Lorsqu’on fait tendre ses sommets vers des points du bord,
un simplexe rectiligne de H™ converge vers un simplexe dit idéal. U. Haagérup et
M. Munkholm [HM] ont montré que R, est le volume du simplexe idéal régulier, i.e.
le plus symétrique.

La preuve de 'inégalité Vol(X) < R,||X|, attribuée & W. Thurston, consiste &
rectifier les simplexes de X. Redresser un simplexe singulier de X, c’est le relever &
H™, le remplacer par le simplexe rectiligne de mémes sommets, qu’on projette dans
X. Cette opération induit I'identité en homologie et montre que Vol(X) < R, | X|.

La preuve de I'inégalité inverse Vol(X) > R,|X|, due & M. Gromov, consiste &
trianguler X par des simplexes idéaux réguliers. C’est possible en dimension 2, mais
seulement rarement en dimensions supérieures. Cependant, si on admet des simplexes
idéaux et des combinaisons de tels simplexes 3 coefficients mesures dans les calculs
d’homologie singuliere, alors la classe fondamentale de X est représentée par la chaine
étalée c suivante. On fixe un simplexe idéal régulier 0. Normalisons la mesure de Haar
sur le groupe des isométries de H™ de sorte que la mesure de I’ensemble des isométries
qui envoient un point fixé dans o soit 1. Si <y est une isométrie de H™, on note signe(y)
son effet sur lorientation. On pose ¢ = [ signe(7y)m(yo)dy ou on intégre sur I'espace
compact Isom(H™)/m1(X). Alors la norme L' de c est exactement (R,)™!Vol(X).

2.3. Rigidité a la Mostow, d’aprés M. Gromov. Soient X, Y des variétés com-
pactes de dimension n > 3 revétues par I’espace hyperbolique H™. On va montrer que
toute équivalence d’homotopie f : Y — X est homotope & une isométrie. Les groupes
71(X) et m1(Y) agissent par isométries sur H™ et par transformations conformes sur
le bord 8H™ de la boule. Une orbite de my(X) (resp. m1(Y)) dans H™ est un en-
semble discret qui s’accumule en tout point du bord. Une équivalence d’homotopie
f:Y — X induit une bijection entre ces ensembles discrets.

2.4 Farr — Toute équivalence d’homotopie f : Y — X se reléve & H", et se
prolonge par continuité en un homéomorphisme 0f du bord de la boule.
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Par conséquent, f agit sur les triangulations idéales. Supposons d’abord que
X admette une triangulation par des simplexes idéaux réguliers o;. Alors +[X]
est représenté par les chaines singulires > o; et Y. f(o;). D’aprés le paragraphe
précédent, le nombre de simplexes est | X|. On a

Vol(X) =) Vol(f(0:)) < RalX].-

L’égalité 2.2 entraine que Vol(f(o;)) = Rn, i.e. que f envoie des simplexes idéaux
réguliers qui pavent H™ sur des simplexes idéaux réguliers. En I'absence de véritable
triangulation, on remplace le représentant fini ) | o; par la chaine étalée c et on conclut
que f envoie presque tout simplexe idéal régulier sur un simplexe idéal régulier. On
en déduit aisément que, sur le bord dH™, 8f coincide avec une isométrie. Celle-ci
induit une isométrie de Y sur X homotope & f.

2.5. Remarques. Par cette méthode, W. Thurston a pu étendre le théoréme de
rigidité de Mostow a la situation f : Y — X ou X et Y sont des variété hyperboliques
de volume fini et f une application de degré non nul. Cette généralisation joue un
réle crucial dans la preuve du fait que les volumes des variétés hyperboliques de
dimension 3 sont bien ordonnés, voir [T], [Gb]. A ce propos, la question de savoir
quelle est la variété hyperbolique compacte de dimension 3 de plus petit volume est
toujours ouverte, voir [ACCS] et les références qu'’il contient.

Il est envisageable que la méthode de M. Gromov s’étende aux autres espaces
symétriques. En effet, pour les quotients d’'un méme espace symétrique, le volume
simplicial est proportionnel au volume (mais le coefficient de proportionnalité n’est
connu que pour l’espace hyperbolique), [G].

En tout cas, D. Toledo a su en tirer un résultat de rigidité pour les actions
isométriques de groupes de surfaces dans ’espace hyperbolique complexe CH™, [To].

3. VOLUME MINIMAL

3.1. Entropie volumique, exemples

Si X est compacte, simplement connexe, le volume des boules est borné, donc
I’entropie volumique est nulle. Plus généralement, ’entropie volumique de X est non
nulle si et seulement si le groupe fondamental 7; (X) est & croissance exponentielle.

En coordonnées polaires, la métrique de H™ s’écrit dr?+(shr)2d6? ot df? désigne
la métrique canonique de la sphere S™~!. Par conséquent, le volume de la boule de
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rayon R est de 1'ordre de e(®~1)" et I’entropie volumique de tout quotient compact de
H™ vaut n — 1.

Les espaces symétriques & courbure strictement positive sont les spheéres et les
espaces projectifs KP™ sur les corps K = R, C, H et Ca (m = 2 seulement pour
les octaves de Cayley Ca). De méme, il y a un espace symétrique & courbure stricte-
ment négative KH™ pour chaque m, de sorte que H® = RH™. Lorsque K # R,
chaque géodésique de KH™ est contenue dans une K-droite, sous-variété totalement
géodésique de dimension k = dimg K dans laquelle la croissance du volume est deux
fois plus rapide. Par conséquent, l'entropie volumique de tout quotient compact de
KH™ est k(m—-1)+2(k—1)=km+k—-2.

Enfin, lorsque la courbure est bornée inférieurement, on dispose d’un théoréme
de comparaison.

3.2 THEOREME DE COMPARAISON (R. Bishop).— Dans une variété riemannienne
X dont la courbure de Ricci est plus grande que celle de I’espace hyperbolique (c’est
le cas en particulier si la courbure sectionnelle satisfait K > —1), le volume des

boules est inférieur & celui des boules hyperboliques de méme rayon. En particulier,
hyot(X) <dim X — 1.

3.3. Volume simplicial et volume minimal

Volume simplicial et volume minimal sont des invariants de nature assez dif-
férente. Dans une certaine mesure, le volume simplicial ne dépend que du groupe
fondamental 7 (précisément, de I'image de la classe fondamentale par I’application
classifiante vers I’espace K(m,1)). Par exemple, il est nul pour toute variété sim-
plement connexe, ou plus généralement si le groupe fondamental est moyennable.
Toutefois, la classe des variétés de volume simplicial nul est difficile & cerner.

En revanche, toute variété qui possede un nombre caractéristique non nul (par
exemple une spheére de dimension paire) a un volume minimal non nul. Voici des
conditions suffisantes pour que le volume minimal de X soit nul :

e X admet une action localement libre d’un tore ;

e X possede des actions locales de tores (sur les ouverts d’un recouvrement) qui
commutent sur les intersections ;

e un revétement fini de X admet une action localement libre d'un tore.

La notion de F-structure de rang positif, due & J. Cheeger et M. Gromov,
généralise ces trois familles d’exemples. C’est une condition nécessaire pour que
MinVol(X) = 0, qui n’est pas si éloignée d’étre suffisante, voir [CG].
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3.4. L’inégalité de M. Gromov
Le résultat principal de [G] est I'inégalité suivante.

3.5 THEOREME [G].-II existe une constante c(n) telle que, pour tout variété rie-
mannienne compacte X de dimension n.

X1 < e(n)hyor(X)"Vol(X).

La constante c(n) n’est pas la meilleure possible. Avec 'inégalité 3.2, il vient

3.6 COROLLAIRE .— Pour toute variété compacte X de dimension n,

[X] £ (n — 1)"c(n)MinVol(X).

3.7. Preuve du théoréme 3.5. Considérons i’espace M des mesures de probabilité
sur le revétement universel X de X. C’est une sorte de simplexe de dimension infinie.
Le groupe fondamental 7 agit librement sur M, et on peut penser au quotient M /7
comme & une réalisation du K'(m,1). Le choix d’une famille de mesures de probabilité
sur X, paramétrée par X et équivariante, définit une application classifiante X —
M/m. Alors le volume simplicial est relié & la borne inférieure des volumes de ces
applications classifiantes.

Pour le majorer, il suffit de construire une famille de mesures particuliére. Etant
donné une métrique riemannienne g sur X, un réel s > hyo(g) et un point € X,
Pintégrale

I(S,:L') — /. e-—sdist(z"z) dgx’
X .

est finie. On pose
1

- - —sdist(z',z)d ’
Hs,z I(s,x)e 9%

et on obtient une majoration du volume simplicial en ¢(n)s™Vol(X) avec une mauvaise

constante c(n). -

4. PREUVE DU THEOREME 2.

On va d’abord se placer dans le cas ol les variétés X et Y sont toutes les deux
a courbure constante et I’application f : Y — X est une équivalence d’homotopie.
Comme en 2.2, I'idée est de rectifier des applications en utilisant la notion de barycen-
tre, de majorer optimalement le volume de 1’application rectifiée.
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4.1. Barycentre d’une mesure sur le bord de H™. Si v est une mesure finie

sur un espace affine euclidien, dont le support est compact, son centre de gravité
est le point ou la fonction z — / dist(x, z)% dv(z) atteint son minimum. Cette
H"l

construction a été généralisée par E. Cartan aux variétés riemanniennes simplement
connexes a courbure négative ou nulle, [C], note III
On va utiliser une variante de cette notion. Si v est une mesure finie sur H",

dont le support est compact mais n’est pas contenu dans une géodésique, la fonction

T - / dist(z, z) dv(z) est propre et strictement convexe, donc elle atteint son
Hn

minimum en un point y unique appelé le barycentre de v.
Lorsque z tend vers linfini en convergeant vers un point § de 0H", la fonction
distance & z convenablement normalisée converge. Fixons une fois pour toutes une

origine O. La limite
By(z) = lirne d(z, z) — d(0, 2)
Z—

existe, et s’appelle fonction de Busemann centrée en 6, normalisée en O. Changer
d’origine ajoute & chaque fonction de Busemann une fonction constante.

La notion de barycentre d’une mesure & support compact dans H™ se prolonge
aux mesures sur OH™ comme suit.

4.2 TFaIrr .- Fixons une origine O € H™. Soit v une mesure finie sur 0H™ dont le

support a plus de 2 points. Alors la fonction strictement convexe

pu@)= | Boav(o

atteint son minimum en un unique point, indépendant du choix de O et appelé
barycentre de v.

4.3. L’extension barycentrique. Soient X, Y des variétés riemanniennes com-
pactes de dimension n > 3 dont les revétements universels X et Y sont isométriques
a Despace hyperbolique H™, et f : Y — X une équivalence d’homotopie. On va
déformer f en une isométrie. On utilise le relevement de f au revétement universel
et son prolongement au bord Of : oY — 8X, 2.4.

Déformer f, c’est construire de fagon naturelle sous les isométries de H™ une autre
extension de 8f. On est tenté de résoudre un probléme de Dirichlet, i.e. chercher
un prolongement qui minimise une fonctionnelle. Il existe une extension harmonique,
[ES], qui a été utilisée pour prouver la rigidité a la Mostow pour tous les espaces
symétriques sauf précisément I'espace hyperbolique, [S], [MSY].
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G. Besson, G. Courtois et S. Gallot utilisent une idée plus fruste, qui remonte &
H. Furstenberg, [Fu].

4.4. Définition. Soit 8f : 8Y — 8X un homéomorphisme. A tout point y € ¥
correspond une mesure de probabilité p, sur dY, 'unique mesure invariante par les
rotations qui fixent y. On transporte u, & I’aide de 8f, et on note F(y) le barycentre
de la mesure (8f)«py. On 'appelle extension barycentrique de Of.

A. Douady et C. Earle ont utilisé I’extension barycentrique en dimension 2.
Dans [DE], ils montrent que I’extension barycentrique d’'un homéomorphisme qua-
sisymétrique du cercle est un difféomorphisme quasiconforme du disque. Ce n’est
plus vrai en dimensions supérieures & 2. En revanche, une propriété miraculeuse
apparait.

PROPOSITION 3 .~ Soit 8f : 8Y — 8X un homéomorphisme. Son extension barycen-
trique F : Y — X diminue le volume. Si en un point y € Y, dy F' préserve le volume,

alors dyF' est une isométrie.

4.5. Preuve de la proposition 3. On suit [BCG3]. Fixons des origines dans X et
Y. On notera BX (resp. BY) les fonctions de Busemann dans X (resp. Y). Pour
xeXetyGf’,onpose

B(z,y) = By(z) = /.9 Bl ()4 0)

Par définition, F'(y) est le point ou G, atteint son minimum. Il est caractérisé par
I’équation implicite

op

—(y, F =0.

5, (U F (W)
En dérivant cette équation, on trouve

62 02
G W) 0 dyF =~ (4, Flu)).

On calcule %5. En courbure —1, on connait explicitement la mesure p,, sa densité
par rapport a po est la fonction

dty —(n—
9) = e—(m—1)Bo(y)
2i0 0

Il vient

9
S == [ B @B du 0
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puis
0% X y
~ Bzdy =(n-1) o7 dr(y)Base) ® dyBp duy(0).

C’est le produit scalaire L? de deux fonctions sur dY , & valeurs dans T;;(y)f( et T;f’
respectivement. On définit donc ¢ : T,Y — L2(8Y, ) et ¢ : Ty X — L2(8Y, uy)
par
$(v) = (0 vndyBg (v)) et 9(u) = (0~ vVndpy)Bay(w),
de sorte que ’
2
g = B,

n

Le grqdient d’une fonction de Busemann est un champ de vecteurs unitaire. Il en
résulte que

tr (') = n /6 ey B30 duy0) = .

L’application ¢ satisfait méme plus : ¢*¢ = 1 et ¢ est une injection isométrique.
Enfin, on calcule la forme quadratique g—:f; sur Tp(y)X' . En courbure —1, la
dérivée seconde en z d’une fonction de Busemann centrée en 6’ est nulle le long de la

géodésique de x 3 0 et constante (égale & la métrique) dans les directions orthogonales,
autrement dit,

d’Bg = (-,-) — dBy ® dBy
d’ol, en intégrant,

0%p 2 px o) — 1
Bz = [,y P Bose dpy(8) = (5 )e2 = (4, ¥)-

L’équation qui détermine dF' devient
1, n—1
(1 - ~y*$)dF = “——y*¢.
n n

Notons H = %1/)*1[). Comme ¢ est isométrique, 'opérateur autoadjoint ¢¢* sur
L2(8Y) satisfait ¢¢* < 1 donc

()PP (F) = (1~ H) "6 y(1 ~ H)™!

<A -H) Wyl -H) ' =n(l-H)THQ1-H)™.

Soient A1, -+, An les valeurs propres de H. On conclut que le jacobien Jr est au plus
égal & ("—\/‘T_Ll)” [1v2/(1—X:). Ne pas oublier qu’on a 3 A; = tr¢p*y = 1. Le lemme
suivant est élémentaire.
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LEMME 4 .— Soient n un entier, n > 3, et « unréel, 1 < a < n — 1. Sur le domaine

de R™ défini par les inéquations 0 < \; < 1 et 3 \; < 1, la fonction [] A;/(1 — A;)“

atteint un maximum absolu strict en (%,---,1).
Cela prouve que Jr < 1 en tout point, et que ’égalité Jr(y) = 1 entraine que la
différentielle d.F est une isométrie. Ceci acheéve la preuve du théoréme 2 pour une

équivalence d’homotopie entre variétés hyperboliques.

4.6. Preuve du théoréme 2, cas général. Lorsque l'espace d’arrivée X est 'un
des espaces symétriques KH™, ’expression de la dérivée seconde des fonctions de
Busemann change. Par exemple, lorsque K = C, le terme 1 — H est remplacé par
1-H—JHJ ou J est la structure complexe de ’espace tangent. Toutefois, ’estimation
du jacobien, grice & une propriété de convexité, se ramene a nouveau au lemme 4,
voir [BCG2].

Si la source Y est & courbure négative variable, on peut encore construire une
famille équivariante naturelle sous les isométries de mesures de probabilité y — pu,
sur le bord 8Y qui satisfont

My (g) — ¢=hBow),

dpo
ot h = hy(Y). 1l s’agit des mesures dites de Bowen-Margulis ou de Patterson-
Sullivan obtenues comme suit. On prend n’importe quelle limite faible des mesures
Ms,y de 3.7, lorsque s tend vers h. Comme les intégrales I(s,y) tendent vers l'infini,
toute limite faible est concentrée sur le bord 8Y.

Enfin, pourquoi passer a la limite 7 Soit Fi(y) le barycentre de la mesure f, s y.
On peut majorer directement le jacobien de Fj, et cela permet d’étendre la méthode
a des variétés Y et des applications f quelconques.

5. VOLUME SPHERIQUE -
On donne un apergu de la preuve initiale de [BCG2]. Elle met en valeur le lien
avec le volume simplicial et permet de comprendre ce qui se passe en dimension 2.

Soit X une variété compacte orientée. Soit S; I’ensemble des mesures de proba-
bilité sur le revétement universel X qui ont une densité lisse par rapport & la mesure
de Lebesgue. On munit S; d’une structure de variété riemannienne de dimension
infinie comme suit. On fixe une forme volume w sur X, on la reléve & X et on écrit
toute mesure p € S, sous la forme pu = ®2w avec & > 0. S devient un sous-ensemble
de I’espace de Hilbert L2(X,w), on le munit de la métrique riemannienne induite.
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Comme le groupe 1 (X) agit isométriquement sur S, on obtient sur I’espace
total du fibré plat S4 X — X une métrique riemannienne dégénérée dans la direction
de X. A isométrie pres, elle ne dépend pas du choix de w. La fibration S; X — X est
une équivalence d’homotopie, donc on peut voir la classe fondamentale de X comme
une classe d’homologie [X]s de S+ X.

5.1. Définition [BCG1]. Le volume sphérique de X, noté Sphere Vol(X), est la
borne inférieure des volumes des cycles de S; X qui représentent la classe [X];.

Cette définition est inspirée de la caractérisation du volume simplicial mentionnée
en 3.7. On remplace simplement la norme L' sur I'espace des mesures par une norme

L2?. Ainsi, le volume sphérique est une variante du volume simplicial adaptée au
probléme d’améliorer I'inégalité 3.5.

5.2. Majoration du volume sphérique. Il suffit d’exhiber des cycles explicites qui
représentent [X|s, par exemple, des sections X — S X.

PROPOSITION 5 .— Soit (X, g) une variété riemannienne compacte orientée de dimen-
sionn. On a

Sphere Vol(X) < (4n)™™2hyi(g)" Vol(g).

En effet, soit s > hyo(g) et soit  — g, la famille de mesures introduite en
3.7. L’image réciproque g; de la métrique de S; X par la section o5 : X — S X

correspondante satisfait tr4(gs) < % donc son volume est au plus (4n)~"/2s".

5.3. Minoration du volume sphérique. Lorsque la métrique g est localement
symétrique & courbure strictement négative, I'inégalité tr 4(g,) < % de 5.2 est asymp-
totiquement une égalité lorsque s tend vers l’entropie volumique. Cependant, ceci est

loin de prouver que les sections os minimisent asymptotiquement le volume dans leur
classe d’homologie.

THEOREME 6 [BCG1].— Soit (X,go) une variété riemannienne compacte orientée
localement symétrique & courbure négative. Alors

Sphere Vol(X) = (4n)™™/2h,01(g0)™ Vol(go)-

5.4. Preuve du théoréme 6.
Premiere étape. Soit p une mesure de probabilité sur X. La convolution avec
le noyau de la chaleur définit un semi-groupe p — p, de transformations de S, qui
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diminue le volume en dimension n. Lorsque t tend vers 400, y: converge vers une
mesure Lo, concentrée sur le bord 0X (c’est la convolée avec le noyau de Poisson).
Par conséquent, le probleme est déplacé dans 1’espace B4 X ou B, est ’ensemble
des mesures de probabilité sur le bord X qui ont une densité lisse par rapport 3 la
mesure de Lebesgue.

Deuxiéme étape. L’application qui & une mesure sur By associe son barycentre
dans X définit une seconde projection b: B, X — X. A une constante de normalisa-
tion pres, b diminue le volume. C’est essentiellement ce qu’'on a démontré en 4.5. Par
conséquent, la section o¢ : X — B, X définie par la famille de mesures p, de 4.4 a
un volume minimum dans sa classe d’homologie.

On peut formuler cet argument au moyen de calibrations. Si wp est la forme
volume riemannienne de X, posons w = (4n)~"/?hy1(g0)"b*wp. C’est une n-forme
différentielle sur B4 X qui a les propriété suivantes :

e w est fermée ;
e sur une base orthonormée de tout espace tangent a la section oy, elle vaut 1;
e sur toute autre famille orthonormée de n vecteurs tangents & B, X, elle prend

une valeur inférieure ou égale a 1.

On dit que w calibre 0. Cela suffit pour montrer, au moyen de la formule de Stokes,
que o¢ minimise le volume.

En dimension 2, 'application b ne diminue pas le volume. On doit trouver une
autre calibration. L’espace B, peut étre vu comme une orbite coadjointe du groupe
des difféomorphismes du cercle. Il porte une structure complexe (ainsi que B, X)
pour laquelle la section g est holomorphe. Sa métrique est kidhlérienne. La forme de
Kéhler détermine une 2-forme fermée sur B, X dégénérée seulement dans la direction
de X. On vérifie qu’elle calibre og, mais aussi toutes les sections associées & d’autres

métriques a courbure —1 sur X.

6. RIGIDITE DU FLOT GEODESIQUE

Le théoreme 2 caractérise les métriques localement symétriques par une relation
entre leur volume et leur entropie volumique. Ces deux quantités ne dépendent que
du flot géodésique. Par conséquent, on peut reconnaitre & son flot géodésique qu’une
métrique est localement symétrique.

6.1. Le flot géodésique. Soit X une variété riemannienne. Une géodésique dans
X est une courbe qui réalise le plus court chemin entre deux de ses points suffisam-
ment proches. Les géodésiques parcourues a vitesse constante sont caractérisées par
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une équation différentielle du second ordre. Autrement dit, une position x et une
vitesse initiale (unitaire) u déterminent une géodésique c unique, parcourue a vitesse
1. Posons ¢;(z,u) = (c(t),c'(¢)). On obtient ainsi un groupe & un parameétre ¢; de
difféomorphismes du fibré UX des vecteurs tangents unitaires, appelé flot géodésique.

On considére que deux flots ¢; et ¥; sont indistinguables s’ils sont C*-conjugués,
i.e. ¢'il existe un difféomorphisme F' tel que F o ¢y =)z o F'

Le probléme de rigidité est un probléme inverse : dans quelle mesure le flot
géodésique détermine-t-il la métrique ? ‘

6.2 L’entropie topologique. Lorsque X est une variété riemannienne compacte,
son entropie volumique est intimement reliée & un invariant du flot géodésique, son
entropie topologique. Celle-ci mesure la complexité des orbites au moyen du volume
de I’espace des morceaux d’orbites de longueur donnée.

6.3. Définition. Soit M un espace métrique compact, ®; un groupe & un parametre
d’homéomorphismes de M. Sur l'espace My des morceaux d’orbites de longueur T
(qui s’identifie & M), on a une distance naturelle

dr(my, ma) = sup{d(®¢(m1), ®¢(m2)) ; 0 <t < T}

Fixons § > 0 et définissons le “volume” Vols(Mr) comme le nombre minimum de
boules de rayon & nécessaire pour couvrir M. Ce nombre croit souvent exponen-
tiellement, avec un exposant

1
hs =lim sup = log Vols(Mr).
T —+o00 T

L’entropie topologique du flot ®; est la limite de hs quand 6 tend vers 0,
htop(®:) = };i_l,% hs.

Elle ne dépend pas de la distance choisie sur M. Par conséquent, ’entropie topologi-

que est un invariant de conjugaison C? (i.e. par des homéomorphismes).

Lorsque M est le fibré unitaire tangent d’une variété riemannienne compacte, et
¢: le flot géodésique, I'espace M ressemble a une boule de rayon T' du revétement
universel. La comparaison précise est due & E.I. Dinaburg et A. Manning.
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6.4 THEOREME [D], [Ma].— Soit X une variété riemannienne compacte, de flot
géodésique ¢¢. Alors hiop(dt) > hyot(X). Side plus la courbure de X est négative ou
nulle, htop(qst) = hvol(X);

6.5. Rigidité des flots géodésiques localement symétriques. Certains flots
géodésiques ne sont pas rigides. Il existe une grande famille de métriques sur la 2-
sphére qui ont le méme flot géodésique que la métrique canonique, les surfaces de
Zoll, voir [B1]. En revanche, il semble que les flots géodésiques en courbure négative
ou nulle soient plutot rigides.

COROLLAIRE 7 .~ Soient X et Y des variétés riemanniennes compactes dont les flots
géodésiques sont C'-conjugués. On suppose que la métrique de X est localement
symétrique & courbure strictement négative. Alors les métriques de X et Y sont
isométriques.

On montre d’abord, suivant [Fo] et [CK], que Vol(X) = Vol(Y'). En fait, le volume
s’interpréte comme une classe caractéristique transverse au feuilletage de dimension 1
défini par le flot. Ensuite on montre que X et Y ont méme type d’homotopie. Enfin,
d’apres le théoréme 2,

hiop(Y)*VOI(Y) 2 Aot (Y)*VOL(Y) 2 hyot(X)™Vol(X) = hyop(X)™Vol(X).

Comme I’entropie topologique et le volume sont conservés, le cas d’égalité du théoréme
2 est réalisé, donc X et Y sont isométriques.

6.6. Feuilletage stable. Ily a des situations naturelles ot I’on rencontre le probléme
de rigidité du flot géodésique. La question de la différentiabilité du feuilletage stable
en est une. On rencontrera une autre situation au paragraphe 8.

Soit X une variété & courbure sectionnelle strictement négative. Pour tout point
p = (x,u) du fibré unitaire tangent UX, ’ensemble des points p’ € UX tels que
la distance de ¢:(p’) & ¢:(p) tende vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo est une sous-
variété de UX. Ces variétés stables feuillettent UX (leurs projections dans X sont
des surfaces de niveau de fonctions de Busemann). Le feuilletage stable est continu.
On pense qu’en général il n’est pas de classe C2. Un beau théoréme de Y. Benoist,
F. Labourie et P. Foulon affirme que si une variété riemannienne compacte & courbure
strictement négative a un feuilletage stable de classe C™, alors son flot géodésique
est C°°-conjugué & celui d’un espace localement symétrique, [BFL). Il vient

COROLLAIRE 8 .— Soit X une variété riemannienne compacte a courbure strictement
négative. Si son feuilletage stable est de classe C®, alors la métrique de X est
localement sy}nétrique.
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Cette propriété persiste en dimension 2. Dans ce cas, elle est due & E. Ghys [Gh],
qui demande seulement que le feuilletage soit de classe C2.

7. METRIQUES D’EINSTEIN

Les équations d’Einstein sont des conditions linéaires sur le tenseur de courbure
d’une métrique (pseudo)-riemannienne. Une métrique est d’Einstein si la courbure
de Ricci, trace du tenseur de courbure de Riemann dans une direction, est constante.
Cela signifie que, au second ordre, la croissance du volume est la méme dans toutes
les directions. En dimension 2 ou 3, toute métrique riemannienne d’Einstein est &
courbure constante, donc localement isométrique & un espace modéle (sphere, espace
euclidien ou espace hyperbolique). Ce n’est plus vrai en dimension 4. Dans cette
dimension, la question de I'existence d’une métrique riemannienne d’Einstein change
de nature. On connait peu de conditions nécessaires. Toutes reposent sur les formules
intégrales pour la caractéristique d’Euler x(X) et la signature 7(X). La plus connue
est due a J. Thorpe et N. Hitchin.

7.1 THEOREME (voir [B2]).— Si une variété compacte orientée X de dimension 4
porte une métrique riemannienne d’Einstein, alors x(X) > 37(X). En cas d’égalité,
la métrique est plate ou localement kahlérienne et de courbure de Ricci nulle.

Il y a pourtant des conditions nécessaires qui ne s’expriment pas seulement par
des relations numériques. Voici un résultat récent d’A. Sambusetti.

7.2 THEOREME [Sa].— Pour toute variété compacte X de dimension 4, il existe
une variété compacte Y de dimension 4 qui a méme caractéristique d’Euler et méme
signature que X, et qui ne porte aucune métrique d’Einstein.

Voici un exemple qui montre comment un tel énoncé peut résulter du théoréme
2. Soit X une variété hyperbolique compacte orientée de dimension 4, soit Y = X#X
la somme connexe de deux copies de X. Alors x(Y) =2x(X)-2et 7(Y)=0. Y a
une application de degré 2 sur X mais n’est pas un revétement de X. La proposition
suivante montre que Y n’admet pas de métrique d’Einstein.

PROPOSITION 9 .— Soient X, Y des variétés compactes orientées de dimension 4.
On suppose que X porte une métrique & courbure constante —1 et Y une métrique
d’Einstein. Soit f : Y — X une application de degré d. Alors x(Y) > |d|x(X). En
cas d’égalité, f est homotope a un revétement homothétique.

Normalisons la métrique de Y de sorte que sa courbure de Ricci RicY, supposée
constante, soit égale & celle de X. Comme RicY est la trace du tenseur de courbure
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RY, et comme RX est un multiple constant de l'identité, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
donne [RY[? > | RX|.

D’autre part, I'inégalité de R. Bishop 3.2 donne Ay (Y) < hyoi(X). Du théoreme
2, il résulte que Vol(Y') > |d|Vol(X).

Enfin, si V' est un variété riemannienne compacte de dimension 4, sa caractéris-
tique d’Euler est donnée par la formule (voir [B2] page 206)

1
V)==— [ IRI>-2|2)?,
x(V) 87r2/Vll I*-21z|

ol R est le tenseur de courbure, et Z le tenseur d’Einstein, qui s’annule exactement

pour les métriques d’Einstein. Il vient

_ L [
X) = g5 [ 17Y]

1 X2
> — | R ||*Vol(Y
—871'2" " 0()

1
> ||z |RX [PVol(X) = |dx(X)

et I'égalité a lieu dans les mémes conditions que pour le théoréme 2.

COROLLAIRE 10 [BCG2].~ Si une variété compacte de dimension 4 porte une métrique
a courbure constante —1, elle ne porte aucune autre métrique d’Einstein.

Les variétés hyperboliques réelles rejoignent donc la petite famille des variétés
compactes de dimension 4 pour lesquelles toutes les métriques d’Einstein sont con-
nues : les tores, la surface K3 et leurs quotients (en vertu du théoréme 7.1) et les
variétés hyperboliques complexes, [Le].

8. VARIETES RIEMANNIENNES HARMONIQUES

Une variété riemannienne est harmonique si les petites sphéres géodésiques ont
une courbure moyenne constante. Cela signifie que le volume croit exactement de la
méme fagon dans toutes les directions. C’est donc une condition plus forte que celle
d’Einstein. Jusqu’en dimension 4, ses conséquences infinitésimales (sur la courbure
et ses dérivées) suffisent & conclure que la métrique est localement symétrique. En
1944, A. Lichnérowicz a posé la question de savoir si seuls les espaces localement
symétriques peuvent étre harmoniques, [L]. La réponse est non. E. Damek et F. Ricci
on trouvé des espaces homogénes non compacts qui sont harmoniques, [DR]. Leur
courbure sectionnelle est strictement négative.
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La version globale de la question d’A. Lichnérowicz (quelles sont les variétés
harmoniques compactes) est encore ouverte. Z. Szabo a montré qu'une variété har-
monique compacte et simplement connexe est symétrique, [Sz]. Combiné & un beau

résultat de P. Foulon et F. Labourie, le théoréme 2 résout le probleme en courbure
négative.

COROLLAIRE 11 .- Une variété riemannienne harmonique compacte & courbure sec-
tionnelle strictement négative est localement symétrique.

L’idée essentielle (due & P. Foulon, [FL]) est qu’en chaque point du fibré unitaire
tangent, la direction de la variété stable est celle sur laquelle le jacobien du flot
géodésique atteint son minimum. Par hypothese, celui-ci est le méme en tout point
(il vaut —hye). Sur un ouvert dense, cette direction varie donc de maniere C® avec
le point. En estimant uniformément les dérivées, on peut oublier I'ouvert dense. On
conclut & I’aide du corollaire 8.

9. QUESTIONS

Peut-on remplacer I’entropie (reliée & la courbure de Ricci) par une quantité
plus souple, reliée a la courbure scalaire 7 G. Besson, G. Courtois et S. Gallot ont
fait un pas dans cette direction. Dans [BCG1] ils montrent que parmi les métriques
de volume fixé voisines d'une métrique go localement symétrique l'intégrale de la

courbure scalaire atteint un minimum en go.

Les résultats de D. Burago et S. Ivanov sur le volume asymptotique des tores,
[BI], sont une sorte de pendant polynomial au théoréme 2. Les estimations de volume
en courbure de Ricci positive dans les travaux de T. Colding, [Co], présentent une
parenté avec les précédents. Peut-on la préciser ?

Le volume sphérique est-il exactement proportionnel au volume simplicial 7
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SUR LA NATURE ARITHMETIQUE DES VALEURS
DE FONCTIONS MODULAIRES

par Michel WALDSCHMIDT

INTRODUCTION

La fonction modulaire j est définie dans le demi-plan supérieur et prend des
valeurs algébriques quand I'argument 7 est quadratique. Les nombres quadratiques
imaginaires sont les seuls nombres complexes tels que 7 et j(7) soient simultanément
algébriques : cela a été prouvé par Schneider en 1937. La démonstration repose sur
une variante elliptique de la méthode qui a permis & Gel’fond et Schneider de résoudre
le septiéme probleme de Hilbert.

Soit J la fonction, méromorphe dans le disque unité, définie par J(e*"7) = j(7).
La question, posée par Mahler, de la transcendance de J(q) quand ¢ est un nombre
algébrique satisfaisant 0 < |g| < 1, a été résolue en 1995 par une équipe stéphanoise :
Barré-Sirieix, Diaz, Gramain et Philibert. Ces derniers ont résolu en méme temps le
probléme analogue p-adique, qui avait été posé par Manin.

La méthode de démonstration est inspirée de certains travaux de Mabhler, et
ouvre de nouvelles perspectives. En 1996, Nesterenko a démontré que pour tout
nombre complexe g satisfaisant 0 < |g| < 1, le degré de transcendance sur Q du
corps Q(g, P(q), Q(g), R(q)) est au moins égal a 3. Les fonctions P, Q, R (notations
de Ramanujan) sont les séries d’Eisenstein de poids 2, 4 et 6 respectivement. On en
déduit notamment 1'indépendance algébrique des trois nombres , €™ et I'(1/4), ainsi

2
que la transcendance du nombre ) ., 27",

1. TRANSCENDANCE

1.1. La fonction modulaire j
La fonction j (encore appelée invariant modulaire) est analytique dans le demi-
plan supérieur
5 ={r eC; 3m(r) >0}
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et y vérifie

faT+b) fa b
](CT+d)—J(7) pour (c d)eSLz(Z).

A une constante additive preés, elle est caractérisée par cette propriété avec la
normalisation suivante : j a un péle simple & I'infini de résidu 1. Comme j(7 + 1) =
§(7), il existe une fonction J, analytique dans le disque unité pointé {z € C,0 < || <

1}, telle que J(e%"7) = j(7) pour 7 € §). Le développement de Laurent de la fonction
J a Vorigine s’écrit

1
J(2) = < + 744+ 196 884z + 21493 7602° + 864299.9702° + -+ e(m)z" + -,

avec des entiers positifs c¢(n). Cette série définit aussi, pour tout nombre premier p, une
fonction analytique dans le disque unité pointé {z € Cp; 0 < |z]p < 1} du complété C,
d’une cloture algébrique de Q,. On désignera dans la suite par C soit le corps C des
nombres complexes, soit un corps C,, p premier ; la valeur absolue sur C sera notée
I

La fonction modulaire j joue un réle central dans la théorie de la multiplication
complexe concernant I’arithmétique des corps quadratiques imaginaires. Si 7 € §) est
algébrique de degré 2, alors le nombre j(7) est algébrique et le corps de nombres
Q(, (1)) est le corps de classes de Hilbert du corps quadratique imaginaire Q(7).
En 1937, Schneider [4] a montré que, pour 7 quadratique, ces nombres j(7) (“singular

moduli”), sont les seules valeurs algébriques de la fonction j en des points algébriques :

Théoréme 1. — Soit 7 € §. Si T et j(7) sont tous deux algébriques, alors T est
quadratique.

La seule démonstration connue de cet énoncé est celle de Schneider [4] qui
utilise les fonctions elliptiques. Supposons que les nombres 7 et j(7) soient tous deux
algébriques. On pose g = €27, w; = 2rA(q)*/*? et wy = Twy, olt A(q)Y/12 est une

quelconque des racines douziémes du nombre
oo
Alg)=q ] -g™*
n=1

Alors la fonction elliptique p de Weierstra8, attachée au réseau Zw, + Zwz, vérifie une
équation différentielle

2
P =4p° — g2pp — g3,
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avec des invariants g et g3 algébriques. En effet, si on pose

Gak(T) = Z (m + m')‘Zk, (k>1),

(m,n)€Z2
(m,n)#(0,0)

on a
g2 = 60G4(1)/wi, g3 = 140Gs(7) /S,

g5 —27g2 =1 et 1728¢3 = j(7).

Les fonctions f1(2) = p(z) et fa(2) = p(72) prennent donc simultanément des
valeurs algébriques au point z = w; /2 : le corps K = Q(g2, g3, 7, p(w1/2), p(w2/2))
est un corps de nombres. Schneider utilise les propriétés suivantes :

— les deux fonctions f; et fa sont méromorphes dans C, chacune étant quotient de
deux fonctions entieres d’ordre fini ;

— Panneau K{fi, fa, f1, f3) est laissé stable par la dérivation d/dz, et pour i = 1,2,
la dérivée f] = (d/dz)f; de la fonction f; est algébrique sur le corps K(f;);

-— les quatre fonctions fi, fa, fi, fo prennent simultanément des valeurs dans K en
une infinité de points, i.e. les points z = (m + 1/2)w;, (m € Z).

Ces propriétés permettent & Schneider de conclure que les deux fonctions f; et fo
sont algébriquement dépendantes sur K (on déduit maintenant ce fait du critére de
Schneider-Lang ; cf. [5] et {47]).

Le fait que les deux fonctions p(2) et p(r2) soient algébriquement dépendantes
sur C entraine que la courbe elliptique associée & p posséde des endomorphismes non
triviaux, donc que 7 est quadratique.

Cette démonstration souléve une question, qui a été proposée par Schneider dans
la liste des huit problémes ouverts & la fin de son livre [5], et qui n’est toujours pas
résolue :

Deuxiéme probléme de Schneider. — Démontrer le théoréme sur la transcendance
des valeurs de la fonction modulaire j(7) par une étude directe de cette fonction, et
non par I’étude des p-fonctions.

Bertrand [31] a remarqué que les résultats de Schneider peuvent aussi s’exprimer
en termes de valeurs de fonctions modulaires. Ainsi de la transcendance de w/7 (quand
w est une période non nulle d’une fonction elliptique de Weierstra8 d’invariants g et
g3 algébriques) il déduit que pour g € C vérifiant 0 < |g| < 1, 'une au moins des deux
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séries d’Eisenstein Fy4, Eg (qui seront définies et étudiées un peu plus loin : § 2.1)
prend une valeur transcendante au point g. Si, de plus, J(q) & {0,1728}, alors il en
est de méme de 'un au moins des deux nombres J(q) et ¢J'(q).

1.2. Le théoréme stéphanois sur J

Le théoréme suivant [1] répond & une question posée d’abord par Mahler (dans

le cas complexe [6], [43]), puis par Manin ([7], §4.12, qui s’intéresse surtout au cas
p-adique).

Théoréme 2. — Soit & € C un nombre algébrique vérifiant 0 < || < 1. Alors le
nombre J(c) est transcendant.

Dans le cas complexe, le théoréme 2 montre qu’un déterminant de la forme
dét ( 2ir  loga )
w1 (735

(ob « est un nombre algébrique non nul, log & une détermination de son logarithme,
et Zw; + Zw, un réseau attaché 3 des invariants go et g3 algébriques) ne s’annule pas.

11 s’agit d’un des analogues elliptiques (pour trois périodes) du probléme bien connu
suivant :

Conjecture des quatre exponentielles. — On considére une matrice

loga; logas
logasz logay

dont les coefficients sont des logarithmes de nombres algébriques. Si les deux lignes
sont linéairement indépendantes sur Q, et si les deux colonnes sont aussi linéairement
indépendantes sur Q, alors le déterminant ne s’annule pas.

Ce probleme a été soulevé notamment par Schneider (c’est le premier probleme
de [5]) et par Lang [46], [47), ainsi que par Ramachandra [48]. Dans le cas p-adique, il
a été proposé par Serre [49]. C’est un cas particulier du probléme de I'indépendance

algébrique de logarithmes de nombres algébriques (voir & ce sujet la conjecture de
Schanuel p. 30 du Chap. III de [47]).
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Remarque. Voici trois problemes ouverts, proposés par Diaz dans [51].

1. Pour tout z € C vérifiant |2| = 1 et z # %1, le nombre €2'"* est transcendant.

2. Si ¢ est un nombre complexe algébrique satisfaisant 0 < |g| < 1, tel que J(q)
appartienne a I’intervalle réel [0, 1728], alors g est réel.

3. La fonction J est injective sur I’ensemble des nombres algébriques a du domaine
0<|al <1.

Dans [51], Diaz montre que la troisitme conjecture entraine les deux autres, et
qu’elle est elle méme conséquence aussi bien de la conjecture des quatre exponentielles
que de la conjecture suivante de Bertrand ([36], conjecture 2) :

Conjecture. — Si a3 et a2 sont deux nombres algébriques multiplicativement
indépendants dans le domaine {z € C; 0 < |2| < 1}, alors les deux nombres J(a;) et
J(az) sont algébriquement indépendants.

Cette conjecture contient le cas particulier de la conjecture des quatre exponen-
tielles ou deux des a; sont des racines de 1'unité ét les deux autres ont un module
# 1.

Un autre analogue elliptique (mixte) du probléme des quatre exponentielles
intervient & la fin du §4.12 du texte de Manin [7], avec deux périodes au lieu de
trois : il s’agit de vérifier wy /wa # log a1/ log as.

Un analogue en caractéristique finie du théoréme 2 a été démontré par Voloch
([83], théoréme A ; voir aussi (82]). On peut noter que I’analogue en caractéristique
nulle du théoréme B de [83], proposé par Bertrand ([50] probléme 2), n’est résolu que
dans le cas CM ([50] corollaire 3); dans le cas général il s’énonce ainsi : quand on
paramétre une courbe elliptique sur un corps de nombres par C*/q%, si u € C* a
pour image un point algébrique d’ordre infini, alors u est transcendant. C’est donc
encore un analogue elliptique mixte du probléme des quatre exponentielles avec deux
périodes : v/w # log a/2im, ol u = exp(2imv/w).

Le lien entre le théoréme stéphanois et les différentes versions du probleme des
quatre exponentielles suggere de transposer le deuxiéme probléme de Schneider :

Probléme. - Démontrer le théoréme 2 dans le cas complexe en utilisant les fonctions
elliptiques.

Un raffinement du théoréme 2 est conjecturé par Greenberg. Dans le cas com-
plexe, il s’agit de démontrer la transcendance de J(q) pour ¢ € C, 0 < lg| < 1, sous
la seule hypothése que |g| est algébrique. Dans le cas p-adique, on prend un élément
q de C,, algébrique sur Qp, avec 0 < |g|, < 1, dont la norme sur Qp est algébrique
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sur Q; on demande encore de montrer que le nombre J(q) est transcendant (le cas
important est celui ot la norme de ¢ est une puissance de p).

Du théoréme 2 on déduit que si g est un élément de C,, satisfaisant 0 < |g|, < 1 tel
que le nombre J(q) soit algébrique, alors ¢ n’appartient pas au noyau du logarithme p-
adique d’Iwasawa (ce noyau est composé de nombres algébriques, a savoir les nombres
¢p" avec ¢ racine de l'unité et r € Q). Le fait que log,q ne soit pas nul a des
conséquences intéressantes [8] car il montre, par exemple, que la période multiplicative

g € C; d’une courbe elliptique définie sur Q & réduction multiplicative en p n’est

pas une norme universelle pour la Z,-extension cyclotomique de Q. A la suite de
travaux de Mazur, Manin en déduit : soit F une courbe elliptique définie sur Q avec
réduction multiplicative en p; soit K ’extension infinie de Q obtenue en adjoignant
toutes les puissances p-iemes des racines de 1'unité, et soit G le groupe de Galois de
K sur Q. Désignons par S(Q) et S(K) les groupes de Selmer de E pour les corps Q
et K respectivement. Alors le noyau et le conoyau de I'application S(Q) — S(K)¢
sont finis. La méme conclusion vaut aussi pour le groupe de Selmer associé au carré
symétrique du module de Tate pour la courbe E.
Greenberg a aussi déduit du théoreme 2 les deux corollaires suivants :
¢ Si E est une courbe elliptique modulaire sur Q avec réduction multiplicative en
p et si la fonction L(E,s) ne s’annule pas au point s = 1, alors la fonction L
p-adique de E a un zéro simple en s = 1.
e La fonction L p-adique associée au carré symétrique du module de Tate a un zéro
simple en s =1 et s = 2.

Le premier corollaire utilise un résultat de Greenberg et Stevens sur la dérivée en
s = 1 de la fonction L p-adique de E, tandis que le second utilise un résultat de
Greenberg et Tilouine sur la non-annulation de la dérivée de la fonction L p-adique
du carré symétrique d’une courbe elliptique & réduction multiplicative en p. Ce résultat
de Greenberg et Tilouine intervient crucialement dans la démonstration, par Hida,
Tilouine et Urban [9], de la conjecture principale pour le groupe de Selmer du carré
symétrique d’une courbe elliptique & réduction multiplicative en p.

1.3. Mesures de transcendance et approximation simultanée

Une version quantitative du théoréme 1 a été donnée par Faisant et Philibert
[52]. Pour énoncer cette estimation, on introduit la hauteur absolue logarithmique :
si v est un nombre algébrique de degré d et de polynéme minimal sur Z

apz +a124t+ 4 ag=aolz—m) - (2 —a),
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avec ag > 0, on pose

d
1
h(z) = 5 (10gao + 3 logmax1, ml}) :
Voici ’énoncé principal de [52] : il existe une constante absolue C > 0 telle que, si o
et 8 sont des nombres algébriques vérifiant o € § et j(a) # (3, alors

li(e) — B| > exp{—CD?(log D + h(a) + h(g))’},

ot D = [Q(e, ) : Q.

De méme, un analogue quantitatif du théoréme 2 a été obtenu par Barré [54],
[65] : soit n un nombre réel, 0 < n < 1/2; il existe une constante C(n) > 0 telle que,
si o et B sont des nombres algébriques vérifiant n < |a| < 1 — 7, alors

|7(a) = B] > exp{~C(n)d(e)d(8)* A° BL*(log L)** },

avec

d(a) = [Q() : Q], d(8) =[Q(p): Q},
A = max{d(a)h(a),1}, B = max{d(8)h(8),d(8)}

et
L = max{e,log d(a),log d(8),log A, log B}.

1.4. Démonstration du théoréme 2.

Le premier outil invoqué dans la démonstration de [1] est une estimation, due a
Mabhler [44], pour la croissance des coefficients de Laurent de puissances de J.

Soit k un entier > 0. On écrit le développement de Taylor & I’origine de la fonction

(2J (z))k sous la forme

(e o)

(20(2))* = 3 c(m)z™.

m=0
Avec les notations du début de la section 1, les coefficients c¢(n) du développement de
Laurent de J a ’origine sont donnés par c(n) = ¢;(n + 1), (n > 0).

Pour tout m > 0 et tout k > 0, cx(m) est un entier rationnel > 0, et I’estimation
donnée par Mahler [44] est

ck(n) < 1200e4VEn,
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Philibert a noté une inexactitude dans la démontration de [44], mais il I’a corrigée et
peut méme remplacer 1200 par 1.

Comme l'a suggéré Bertrand [36], nous remplagons cette estimation par la
suivante, dont la démonstration est plus facile :

Lemme 1. — Pour N et k entiers rationnels vérifiant 0 < k < N et N > 1, on écrit
le développement de Taylor de A% J* & I'origine :

A(2)?*N J(2)F = Z enk(m)z™.

Alors, pour tout m > 1, le nombre cyi(m) est un entier rationnel de valeur absolue
(usuelle) majorée par

|CNk(m)I < C’Nm12N,

ol C > 0 est une constante absolue.

Démonstration.

Si on compose les fonctions A? et A%J avec 7 +— €*"™, on obtient des formes
modulaires paraboliques de poids 24. On déduit ainsi le résultat pour N = 1 d'un
théoreme de Hecke ([74], théoréme 5, §4.3, Chap. VII). Le cas général se démontre
par les mémes arguments (cf. [55], lemme 2).

Le deuxiéme fait important pour la démonstration du théoréme 2 est le suivant :
si g est un élément de C qui vérifie 0 < |q| < 1 et tel que J(q) soit algébrique, alors pour
tout entier n > 1 le nombre J(g") est encore algébrique. On peut le voir en supposant
C = C (ce n’est pas restrictif) et en considérant les deux réseaux isogeénes Z + Z7 et
Z + Zmt. On a aussi besoin d’estimer le degré et la hauteur de ce nombre algébrique
J(g™). On le fait grace au lemme suivant, concernant le polynoéme modulaire, qui fait
intervenir la fonction arithmétique

w(n)=n££<1+%).

Quand A est un polynéme & coefficients dans Z, on note L(A) (longueur de A) la
somme des valeurs absolues (usuelles) de ses coefficients.

Lemme 2. - Il existe une constante absolue ¢ > 0 ayant la propriété suivante. Soit
n un entier positif. Il existe un polynéme non nul ®,, € Z[X,Y], symétrique en X et
Y, de degré 1(n) en chaque variable, de longueur < n°¥("), tel que

@n(J(g), J(¢")) =0.
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Mabhler avait démontré cette estimation, mais avec une borne légérement moins
précise pour la longueur L(®,) : sa majoration [44] était e”** | avec une constante
absolue ¢ > 0. Quand n est une puisssance de 2, il avait obtenu une meilleure
estimation [43] :

L(®,) < 25™n%¥"  sin=2m

et il avait précisé qu’une majoration de la forme
L(®,) <2°" sin=2m

avec une constante absolue C > 0, lui permettrait de démontrer le théoréeme 2 (cf.
[43], p. 97). La majoration du lemme 2 est due & Cohen [45] qui montre que son
estimation est optimale : elle donne en fait un équivalent asymptotique du logarithme
de la longueur de ®,,, dont elle déduit

log L(®,,) = 36m~2¢7,

1
I
lr?i»sol;p n(logn)(loglogn)

ou v est la constante d’Euler, et

1
li L(®3m) = 9log 2.
Aim - log L(®2m) = 9log

On peut noter cependant que, pour la démonstration du théoréme 2, la borne ecn’/?
de Mahler est suffisante.

Démonstration du théoréme 2.

On commence par introduire des parameétres pour que les estimations qui vont
suivre soient valides. On choisit deux entiers positifs suffisamment grands L et N.
Un choix convenable consiste & prendre pour N un entier suffisamment grand, puis &
définir L = [N?/2].

On montre ensuite 'existence d’un polynéme non nul 4 € Z[X,Y], de degré < N
par rapport & chaque variable, tel que la fonction analytique F'(2) = A(2)?N A(z, J(2))
ait un zéro a 'origine de multiplicité > L. L’existence de A est trivialement assurée
par la condition N2 > L. Grace au lemme 1, un lemme de Thue et Siegel (dont
la démonstration repose sur le principe des tiroirs) permet, en plus, de majorer la
longueur d’un tel polyndéme A, grace & la condition N2 > 2L :

L(A) < NV,
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Les fonctions z et J(z) sont algébriquement indépendantes (cf. [1], lemme 4), donc la
fonction F' n’est pas identiquement nulle. On désigne par M = ordoF' sa multiplicité
a l'origine. D’apres la construction du polynéme A, on a M > L.

Soit maintenant g € C vérifiant 0 < |g| < 1. On suppose que N est suffisamment
grand par rapport & g. En majorant les coefficients du développement de Taylor &
l'origine de la fonction G(z) = 2~M F(2), on établit la majoration, pour |z| < |q|,

|z|MM3N i C=C,
F(2)] < { |z|M siC =C,.

Posons y = 63(log(1/ \q|))_1. On va montrer qu'il existe un entier S > 1 satisfaisant
la majoration S? < yN log M tel que F(g°) # 0.

Pour cela on désigne par S le plus petit entier tel que F(q%) # 0. L’existence
de S vient du fait que la fonction F' n’est pas identiquement nulle. Afin d’établir la
majoration annoncée pour S, on pose r = (1+|q|)/2. On définit |H|, = supy, -, |H(2)|
quand C = C, ou encore quand C = C, et que r est dans le groupe des valeurs. Sinon,
|H|, est la limite de |H|,, pour ¢ dans le groupe des valeurs et tendant vers 7. On
applique alors le principe du maximum |H(0)| < |H|, & la fonction

H - _Zq siC=C,

r(z -

si C =C,.

z—q°

D’aprés ce qui précede, on peut majorer |H|, = r~M|F|, par M3V dans le cas
complexe, et par 1 dans le cas p-adique. D’un autre c6té comme les coefficients de
Laurent de J & D'origine sont des entiers rationnels, on a G(0) = (1/M NFM)(0) € Z,
donc

rS-1 |q|—S(S 1)/2 siC:(C,
o= { e SEZE

La majoration annoncée pour S? en résulte.

On suppose enfin que notre nombre g € C, qui satisfait 0 < lg] < 1, est algébrique,
et que J(q) est aussi algébrique. En utilisant le lemme 2, ainsi que des estimations
assez fines, on montre I’existence d’une constante C' > 0, ne dépendant que de g, telle
que

|F(¢5)] > exp{—CSN(S +log N) loglog(35)}.
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Mais, grace a la majoration que nous avons établie pour S, on vérifie que la majoration
de |F(g®)| que nous avons obtenue plus haut, & savoir

s lg/MSM3N  siC=C,
|F(g”)] < { MMS siC=C,

n’est pas compatible avec cette minoration. L’hypothése que g et J(g) sont tous deux
algébriques n’est donc pas réalisable.

2. INDEPENDANCE ALGEBRIQUE

2.1. Indépendance algébrique de deux nombres
Pour k entier positif on désigne par By, le k-iéme nombre de Bernoulli :

ez—l—l—_+z( 2 (2k)

de sorte que
Bl=1/6, 32:1/30 et B3=1/42.
On consideére la série d’Eisenstein de poids 2k,
4k R n2k 1,
E. =1 1)k noz
2(2) =1+ (- )Bk; T

qui, pour k > 1, est le développement de Fourier de la fonction Gax/(2¢(2k)) (voir
par exemple [74] Chap. VII, §4). On utilisera aussi les notations de Ramanujan [73)] :

P(z)=E _1—24zl_zn,
Q(z) = Ey(2) =
R(z) = =1- 5042 —

Ces fonctions P, Q, R sont reliées aux fonctions J et A (introduites plus haut) par

3

3_ p2 Q
1728(Q —R) et =%

L’énoncé suivant résulte, dans le cas complexe, des travaux de Chudnovsky [20],

[21], [22] sur les périodes de fonctions elliptiques, et, dans le cas ultramétrique, de

ceux de Bertrand [32], [33], [34] sur les valeurs de fonctions elliptiques p-adiques de
Jacobi-Tate.
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Théoréme 3. — Soit g un élément de C satisfaisant 0 < |q| < 1. Alors le degré de
transcendance sur Q du corps

Q(P(g),Q(q), R(9))
est supérieur ou égal a 2.

Dans le cas complexe, nous allons voir que le théoréme 3 s’énonce de maniere
équivalente sous la forme suivante :

Corollaire 1. - Soient p une fonction elliptique de Weierstra8 d’invariants g2 et g3,
w une période non nulle de p et n la quasi-période correspondante de ( :

((z+w)=((2) +n
Alors le degré de transcendance sur Q du corps Q(g2, g3,w/m,n/m) est supérieur ou
égal & 2.

En particulier, si w est une période non nulle d’une fonction elliptique d’invariants
go et gs algébriques attachée & une courbe elliptique de type CM, alors les deux
nombres w et m sont algébriquement indépendants. Comme la période fondamentale
réelle de la courbe elliptique y? = 42 — 4z est

©dt 1 I'(1/4)?
2 | 2 —-B(1/4,1/2) = —,
/1 VAt — 4t 2 (1/4,1/2) V8T
et que celle de la courbe y? = 4z3 — 4 est
© gt 1 T(1/3)3
2 ——=-B 1/2) =
/1 /4t3 _ 4 3 (1/6? / ) 24/371_ )

on déduit du corollaire 1 :

Corollaire 2. — Les deux nombres 7 et T'(1/4) sont algébriquement indépendants,
et il en est de méme des deux nombres 7 et I'(1/3).

Démonstration du corollaire 1.

Quitte & remplacer la courbe elliptique par une courbe isogeéne, on peut supposer que
le réseau des périodes de p est Zw; + Zws avec w = wy. En posant gy =1, 7 = w2 Jwr
et ¢ = e2™ on a (cf. [75], Chap. 4, §2, Prop. 4 et Chap. 18, §3) :

w1 7N 3 fwi\4 27 rwy\®
P(Q)=371'71, Q(Q)ZZ(?) 92, R(Q)=§(7) 93
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Ces relations montrent que le corollaire 1 équivaut au cas complexe du théoreme 3.

Remarque. On a encore

Ag) = (22)" (63 - 2763).

Les premiers résultats de transcendance de nombres reliés & des intégrales
elliptiques sont antérieurs & la solution du septiéme probléme de Hilbert [17]. En 1941,
Schneider [18] a obtenu des énoncés généraux sur les périodes de variétés abéliennes
dont il déduit des propriétés arithmétiques des valeurs de la fonction Béta : pour
a et b rationnels non entiers tels que a + b ne soit pas entier, le nombre B(a,b)
est transcendant. Ce résultat se déduit d’un critére de Schneider-Lang en plusieurs
variables pour des produits cartésiens [47], Chap. IV.

Une approche entierement différente a été proposée par André [24], qui utilise
les G-fonctions de Siegel pour démontrer I'indépendance algébrique des nombres
w1/2im et ny/2iw, périodes et quasi-périodes attachées & des formes différentielles
sur une courbe elliptique y? = (22 — 1)(1 — az?), avec « algébrique, 0 < |a| <
1. Il écrit ces deux nombres avec des fonctions hypergéométriques sous la forme
iF(1/2,1/2,1; ) et iF(—1/2,1/2,1; ). Ce point de vue vaut aussi bien dans le cas
complexe qu’ultramétrique.

Le théoréme 3 entraine que pour J(g) algébrique, les deux nombres P(q) et A(q)
sont algébriquement indépendants. Il peut aussi s’exprimer en termes de valeurs des
dérivées de la fonction J par rapport & 'opérateur z(d/dz) (voir §2.2).

Selon une conjecture de Lang ([35], p. 652) quand j’(7) n’est pas nul, les deux
nombres j(7) et j'(7) ne sont pas simultanément algébriques. L’équation différentielle
satisfaite par la fonction j :

77) = 5+ 2 o),
(ou1 g2(7), g3(7) désignent les invariants de la fonction de Weierstra de réseau Z+Zr),
raméne cette question & celle de la transcendance de w? /7, quand w est une période
non nulle d'une fonction elliptique p de Weierstra d’invariants g, et g3 algébriques.
Le théoreme de Chudnovsky résout donc le cas de multiplication complexe. Plus
précisément [32], pour 7 € £ avec j(r) algébrique distinct de 0 et 1728, les deux

nombres
1 1

Wj/'(T) et 3'(7)

21
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sont algébriquement indépendants. De plus, si 7 est quadratique, les deux nombres 7
et j'() sont algébriquement indépendants.

Nous utiliserons plus loin une version quantitative du théoréme 3, due & Philibert
[53]. Un raffinement séparant degré et hauteur a été donné ensuite dans [70]. Une
mesure d’indépendance algébrique légérement plus précise (quand la hauteur est
grande comparée au degré) avait été annoncée par Chudnovsky ; la démonstration,
esquissée dans [22] Chap. 8, n’est pas convaincante, mais le résultat annoncé a été
trés récemment démontré par Philippon.

Pour un polynéme A & coefficients complexes, on définit t(A) comme la somme

du degré total de A et du logarithme de sa longueur. Voici donc I’énoncé de Philibert :

Proposition 1. — Sous les hypothéses du théoréme 3, si J(q) est algébrique, pour tout
€ > 0 il existe une constante C(€) > 0 vérifiant la propriété suivante : si A € Z[X,Y]
est un polynéme non nul, on a

|A(P(q), A(g))| > exp{—C(e)t(A)**}.

Enfin le probleéme de la transcendance de I'(1/5) n’est toujours pas résolu. A la suite
de la conjecture de Rohrlich, selon laquelle (27)~1/2T'(2) est la distribution impaire
universelle & valeurs dans des groupes ot la multiplication par 2 est inversible, Lang
(voir [26], Chap. 2, p. 66) pose la question d’indépendance algébrique : il n’y aurait
pas de relation de dépendance entre les valeurs de la fonction I' en des arguments

rationnels, autre que celles qui résultent des relations fonctionnelles connues.

2.2. Indépendance algébrique de trois nombres
Voici le résultat principal de [2] et [3] :

Théoréme 4. — Soit ¢ un élément de C satisfaisant 0 < |gq| < 1. Alors le degré de
transcendance sur Q du corps

Q(q, P(q),Q(q), R(q))

est supérieur ou égal a 3.

Mahler a montré dans [41] que les trois fonctions P, @, R sont algébriquement

indépendantes sur le corps C(z). Elles vérifient d’autre part le systeme d’équations
différentielles [73], [76] :

DP _  Q DQ
125 =P~ 3,
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avec D = 2z(d/dz). Ainsi la dérivation D laisse stable I’anneau Q[P,Q,R]. On
reconnait 13 les hypothéses principales du critére de Schneider-Lang, et Serre m’avait
suggéré des 1972 qu'’il serait intéressant de développer cette remarque.

On déduit de ces relations

DJ R DJ @
J  Q J—-1728 R’

et

Le théoréme 4 résout donc une conjecture de Bertrand [32] : si ¢ est un nombre
algébrique vérifiant 0 < |g| < 1, alors les trois nombres J(q), DJ(q), D?J(q) sont
algébriquement indépendants. Plus généralement, si g € C vérifie0 < || < 1, J(q) #0
et J(q) # 1728, alors trois au moins des quatre nombres q, J(q), DJ(q), D%J(q) sont
algébriquement indépendants.

Du théoreme 4 on déduit aussi le corollaire suivant :

Corollaire 1. — Soit ¢ un nombre complexe vérifiant 0 <

q) < 1 et tel que J(gq) soit
algébrique. Alors les trois nombres q, P(q), A(q), sont algébriquement indépendants.

Le théoreme 4 a de nombreuses conséquences : en voici quatre. Les deux premieres
(qui résultent du corollaire 1) concernent les périodes d’intégrales elliptiques [2], la
suivante les fonctions théta [36], [37], la derniére les suites de Lucas [37].

Corollaire 2. - Soient p une fonction elliptique de Weierstra8 d’invariants gy et
g3 algébriques, w une période non nulle de p, n la quasi-période correspondante de
la fonction ¢ de Weierstra attachée a p et T € § le quotient de deux périodes
fondamentales de p. Alors les trois nombres

2inT

e“" wim et n/w
sont algébriquement indépendants.

Dans le cas CM, en utilisant le fait que les trois nombres w/m, /T et 1/w sont
linéairement dépendants sur le corps des nombres algébriques (voir [19], lemme 3.1 et
appendice 1), on obtient 'indépendance algébrique des trois nombres

e w et .

Pour ¢ = 2", on a J(g) = j(i) = 1728, tandis que le choix ¢ = —e~"V3 donne
J(g) = j(e) = 0 (ou g est une racine primitive cubique de I'unité). On déduit du
corollaire 2 :
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Corollaire 3. — Les trois nombres
m, e, T(1/4)  (resp. m, e™3, T(1/3))

sont algébriquement indépendants. En particulier les deux nombres m et e™ sont
algébriquement indépendants.

L’indépendance algébrique des deux nombres 7 et e™ n’était pas connue. On
obtient plus généralement, quand D est un entier rationnel > 0, 'indépendance
algébrique des trois nombres T, e™D et w, ol w est une période non nulle d’une
courbe elliptique, définie sur le corps des nombres algébriques, dont 1’anneau des
endomorphismes est un ordre du corps quadratique imaginaire Q(@)

On déduit du corollaire 3 que le produit canonique de Weierstraf3 associé au
réseau Z + Zt,

o(2) =z [ (1 - zfw)eE/+E /25,

wEZSZLi
w#0

prend des valeurs transcendantes aux points de Q + Qi qui ne sont pas dans Z + Zi ;
par exemple le nombre

o(1/2) = 25/4x1/2™/81(1/4) 2

est transcendant.

L’indépendance algébrique de 7 et e™ montre aussi que le nombre

= 7T 9w
Z(n4 - 1)_1 = g Z cothm
n=2

est transcendant [40].

Le corollaire suivant fait intervenir les séries théta de Jacobi (voir par exemple
[77], Chap. V, §6, Th.6) :

02(2) = 2z1/4 Z 2 tl) = 9,174 H 241 4 2°M),

n>0
03(z) = Zz"2 = H(1 — 22 (1 4 22012,
neZ n=1
04(2) = 03(—2) = Z( 1)"z n? _ H 1_22n)(1_z2n—1)2'
neZ gl

On peut formuler le théoréme 4 de la fagon suivante :
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Corollaire 4. — Soient i, j et k trois indices € {2,3,4} avec i # j. Soit ¢ un nombre
complexe, 0 < |q| < 1. Alors chacun des deux corps

Q(q: ei(Q)) 0_1'((1)’ Dek(‘])) et Q(q’ok(q)a Dok(‘])’ Dzek(q))
a un degré de transcendance > 3 sur Q.

Ainsi, pour g € C algébrique, 0 < lg] < 1, le nombre 63(q) est transcendant. Le
probléme de la transcendance du nombre Yon>0 ¢, quand £ est un entier rationnel
> 1, était ouvert depuis que Liouville (38] _p. 140) avait remarqué que, pour ces
nombres, 'argument lui ayant permis d’expliciter les premiers exemples de nombres
transcendants donnait seulement un résultat d’irrationalité.

Démonstration du corollaire 4.
Les relations suivantes (cf. [36])
03 = 63 + 63,
Q") =271 (62(2)° + 63(2)° + 64(2)%),
A(2%) = 27%(62(2)05(2)04(2))*

et
0§ = 4(D03/63 — DG,/8,),
03 = 4(D82/8, — DO5/85),
P(Zz) = 4(D02/02 + D03/03 + D04/6'4)(z),

montrent que les deux corps

Q(4*, P(4°), Q(¢%), R(¢®)) et Q(a,6:(9),9;(q), Db (q))

ont la méme cloture algébrique. Ceci démontre la premiére partie du corollaire 4,
tandis que la seconde, disons dans le cas k = 3, se déduit de la relation (cf. [36])

D?05/65 — 3(D63/63)* = 2730363

Dans le cas particulier ou q est algébrique, une démonstration différente de
I'indépendance algébrique des trois nombres y(q), Dy(q), D%*y(q) (o y est 'une
des trois fonctions théta) est proposée dans [37] ; elle repose sur un argument de
spécialisation de Weil, combiné avec le fait que les trois fonctions y, Dy, D?y sont
algébriquement indépendantes [42].

Le dernier corollaire concerne les suites de Lucas.
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Corollaire 5. — Soit o un nombre complexe algébrique vérifiant 0 < |a| < 1. Soit
B = +1/a. On pose, pour n > 1,

_an_ﬂn
U, = P R

Alors le nombre

est transcendant.

En choisissant o = (1 — V5)/2 et B = —1/a, la suite (Un)n>0 ainsi obtenue est
la suite de Fibonacci :

F():Oa Flzla Fnan—1+F—2v (n22)1

et on obtient la transcendance de la somme de la série

ml

1l est intéressant de noter (cf. [37)) que certaines séries analogues ont pour sommes
des nombres algébriques, quelquefois méme rationnels :

© (_1)m 1_\/5 00
Z_:l() v, Z

FnFn+1

Fn n+2

Démonstration du corollaire 5.

On se contente de traiter le cas 8 = 1/a. La dérivée logarithmique de la fonction A
pour Popérateur D = z(d/dz) est

DA(z) nz" = 2"
A0 1—2421 1-24;(1—_7)—2.

2

En posant z = a*, on trouve

DA(e?) = 1
Aa?) 1- (B —)? ;@
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2.3. Mesures d’indépendance algébrique

Nesterenko [2], [3] et Philippon [56] ont établi des raffinements quantitatifs du
théoréme 4. Dans I’exemple qui suit, tiré de [56], on utilise la méme notation ¢(A)
que dans la proposition 1 (pour désigner la somme deg A + logL(A) du degré total
de A et du logarithme de la longueur de A) ; mais on pourrait aussi séparer degré et
hauteur.

Soit q € C satisfaisant 0 < |g| < 1, tel que le corps

Q(g, P(9), Q(q), R(a))

ait un degré de transcendance égal &4 3 sur Q. Choisissons une base de transcen-
dance (61,02,603). 1l existe alors une constante v > 0, dépendant de q, 6.,02,03
(et de p quand C = C,), telle que, pour tout polynéme non nul A € Z[X1, X5, X3]
on ait

|A(61,02,63)| > exp{—yT*(log T)"°},

avec T = max{e, t(A)}.

Cette estimation s’applique en particulier aux triplets
(m,e",T(1/4)) et  (m,e™3,T(1/3)),

fournissant ainsi des mesures d’indépendance algébriques trés précises (’exposant 4
pour T est optimal).

Les résultats quantitatifs de [56] sont plus généraux : ils concernent des idéaux
de polynémes de différentes codimensions. Par exemple Philippon donne aussi des
mesures d’approximations simultanées des nombres ¢, P(q), Q(q) et R(q) par des
nombres algébriques.

Malgré ces progreés on ne sait pas encore montrer que le nombre e™ n’est pas un
nombre de Liouville.

2.4. Démonstration directe du corollaire 1 du théoréme 4.
La démonstration que nous allons donner du corollaire 1 est inspirée par le travail
de Philippon [56]. Elle est nettement plus simple que celle de [2], et utilise la mesure
d’indépendance algébrique due & Philibert (proposition 1 ci-dessus - voir [53]).

Le but de ’argument transcendant est d’établir le résultat suivant :

Proposition 2. - Soit ¢ € C, 0 < |q| < 1. Il existe deux constantes positives ¢ et
K, (dépendant de |q|), ayant la propriété suivante : pour tout entier N suffisamment
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grand, il existe un entier M > N* et un polynéme non nul Ay € Z[z, X1, X, X3) tel
que

deg Ay < cNlogM, logH(An) < cN(log M)?,

et

0 < |An(g, P(q), Q(0), R(9)| < e™M.

Démonstration.

On désigne par N un entier suffisamment grand, et on pose L = [N 4/2]. 11 existe
un polynéme non nul A € Z[z, X1, X2, X3|, de degré < N par rapport a chacune des
quatre variables, tel que la fonction F(z) = A(z, P(2),Q(2), R(2)) ait, & lorigine,
un zéro de multiplicité > L. Le lemme de Thue-Siegel montre I'existence d’un tel
polyndéme dont la longueur est majorée par :

L(A) < N®N,

Soit M = ordoF l'ordre de F en z = 0. La construction de A donne M > L. Un point
essentiel de la démonstration de Nesterenko consiste 3 établir I'inégalité M < CoL, ol
Co est une constante absolue. Cette majoration (“lemme de multiplicités” ou “lemme
de zéros”) est décrite dans la section suivante (théoreme 5). Dans cette démonstration,
nous ne l'utiliserons pas.

On pose 7 = min{(1 + |q|)/2,2|q|} et on suppose N suffisamment grand par
rapport & q. La fonction F' a un zéro de multiplicité M a lorigine. En majorant les
coefficients de Taylor de la fonction G(z) = z~MF(z) a Dorigine, on obtient, pour
|2| <7 (cf. [2] lemme 2.2)

|2|MM*N s C=C,
IF(2) < { |2|M siC =C,.

L’étape suivante consiste & montrer que le nombre T' = ord F' est majoré par

T < yNlogM, avec v = 48(log(r/ |q|))_1. Pour cela on applique le principe du
maximum |H(0)| < |H|, & la fonction

B i&i)'(:(zziqz)T siC=C,
H(z) = i(ni)'(ziqiT seoc
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Le nombre G(0) = (1/M!)FM)(0) est entier et n’est pas nul. On minore sa valeur
absolue par 1 dans le cas complexe, et on minore sa valeur absolue p-adique en
majorant sa valeur absolue ordinaire quand C = C,. On trouve

|H(0)] > { g’;l/_l(fl);(r/lan : g : g;

La majoration de |H|, = r~M|F|, par M*®" dans le cas complexe et par 1 dans le
cas p-adique fournit I’estimation annoncée pour T.
On introduit ’opérateur de dérivation

d 1,_, a 1 o0 1 2y 0
=2t — (X2 — Xy) e + = — X3)— + = (X1 X3 - X.
D =2+ 35 (X = Xa) g + 5 (MaXa — Xa) 55+ 5 (Xa Xa — X3) 50

sur 'anneau C[z, X1, X3, X3], de telle sorte que

Z%F(z) = (DA)(2, P(2),Q(2), R(2)).

On pose
AN(z, X1, X2, X3) = (122)T (27 'D)T A(2, X1, X2, X3).
On vérifie
deg AN <AN+T < (y+1)Nlog M,
L(An) < N®N5N (48N + 24T)7T < exp{2yN (log M)?},
et

|An (g, P(2), Q(9), R(q))| < 12TT!(r — |g) TrM M*N < e=~M.

Ceci termine la démonstration de la proposition 2.

Pour déduire le corollaire 1 des propositions 1 et 2, on suppose g € C, 0 < [g| < 1,
J(q) algébrique, et les trois nombres ¢, P(q), A(q) algébriquement dépendants.
Alors chacun des quatre nombres ¢, P(q), Q(g), R(q) est racine d’un polynéme
fi(Xi,w/m,n/7), (i = 0,1,2,3), avec f; € Z[X;,Y;,Yz]. On élimine, dans I’anneau
de polynémes en 6 variables Z[Xo, X1, X2, X3,Y1,Y2], les 4 variables Xo, X1, X2, X3
entre les 5 polyndmes A, fo, f1, f2, f3. On voit ainsi que les estimations données par
les propositions 1 et 2 ne sont pas compatibles.

Les deux démonstrations que nous venons de présenter (théoréme 2 et proposition
2) sont schématisées par les deux diagrammes suivants : on construit a chaque fois une
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fonction auxiliaire ayant un zéro de multiplicité au moins L en ’origine, on désigne
par M cette multiplicité, et on considére soit une valeur non nulle F(¢°) de F en un
point (¢° figure sur I’axe horizontal), soit une dérivée F(T)(q) # 0 de F au point q
(Vordre de dérivation T est porté sur un axe vertical).

Théoréme 2 Proposition 2

Les structures de démonstrations sont donc semblables ; les Stéphanois ne pou-
vaient pas utiliser les dérivées de la fonction auxiliaire au point ¢ car 1’équation
différentielle satisfaite par la fonction J est d’ordre 3.

Ce type de démonstration (avec construction d’une fonction auxiliaire, recherche
d’une valeur non nulle, majoration et minoration) est essentiellement la seule méthode
dont on dispose actuellement. C’est Hermite en 1873 qui a introduit le premier ce
type d’argument pour démontrer la transcendance de e, suivi par Siegel en 1929
(qui introduit les E- et G-fonctions), puis Mahler en 1930 [10], suivi de Gel’fond
et Schneider qui résolvent le septieéme probléme de Hilbert en 1934. L’utilisation du
principe des tiroirs pour la construction de la fonction auxiliaire, qui était une des
caractéristiques de toutes ces méthodes, peut étre évitée, comme I’a montré Laurent ;
une démonstration des théorémes 2 et 4 & l'aide de déterminants d’interpolation de
Laurent se trouve dans [57].

L’utilisation d’une mesure de transcendance pour établir un résultat d’indépen-
dance algébrique avait été suggérée par Lang ({47], Chap. VI, historical note), comme
premier pas d'un processus inductif. La “rigidité absolument fantastique” dont il est
question dans cette note historique n’est plus ce qu’elle était.

2.5. Démonstration du théoréme 4.

La démonstration de Nesterenko differe de la précédente, car elle utilise, comme nous
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l’avons dit, une majoration de M/L. Une autre différence apparait dans le choix de
T : au lieu de définir T comme ’ordre en ¢ de la fonction F, il montre dans [2] qu'il
existe un entier T dans l'intervalle 0 < T < yNlog N tel que

ez (Sl)

L’existence de cet entier T' repose sur une formule d’interpolation (c’est ce que

7

Philippon appelle un “lemme de Schwarz approché” ; cf.[57]) que nous énongons dans
le cas complexe.

Lemme 3. — Soient M et T deux entiers > 0, r un nombre réel et ¢ un nombre
complexe vérifiant 0 < |g| < r. Soit F une fonction analytique dans un ouvert
contenant le disque |z| < r du plan complexe, ayant un zéro de multiplicité > M
a lorigine. Alors

ﬂ]F(M)(0)| <( ‘T|F| 4oMiT [T M.Til lal tllp(t)(q)l
M =T " ) =\2) % '
On obtient ainsi 1’énoncé suivant, plus précis que la proposition 2 :

Proposition 3. —Soit q € C, 0 < |q| < 1. Il existe des constantes c, k1 et k2 positives
(dépendant de |q|) et il existe une suite (An)n>2 de polynémes non nuls de 'anneau
Z[z, X1, X2, X3], vérifiant, pour tout N > 2,

deg AN < cNlogN, log H(An) < cN(log N)2,

et
exp{—kaN*} < |An(q,P(q), Q(q), R(q))| < exp{—r1N*}.

Le lemme 2.4 de [2] explicite les constantes c, k1 et k2 en fonction de |g| dans le
cas C = C : en gardant la notation r = min{(1 + |q|)/2, 2|g|}, on peut prendre

c=380(log(r/lg)) ™", &1 =(1/4)log(1/r), a=6-10%log(2/|q]).

Enfin, pour déduire le théoréme 4 de la proposition 3, il ne reste plus qu’a utiliser
le critére d’indépendance algébrique de Philippon [69] :

Proposition 4. - Soient 61,...,0, des éléments de C, t un entier > 0, o, A\, R des
fonctions croisssantes de N dans R, non bornées, telles que \/at soit croissante et

liminf A(N)/R(N +1) >0, liminf A(N)/o(N +1)" = co.
—00 — 00
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On suppose qu’il existe une suite (An)n>o de polynémes non nuls de Z[ X1, .., Xn)
vérifiant, pour tout N suffisamment grand,

deg Ay <o(N),  logH(AN) < 0o(N),

et
|AN(81,...,0,)] < e M),

On suppose de plus que Ay ne s’annule pas dans la boule maxi<i<n |2 -0;| < e~ R(N)

de C™. Alors le corps Q(61,...,6,) a un degré de transcendance 2> t sur Q.

Dans la situation de la proposition 3, on applique ce critere avec n = 4,
t = 1, A(N) = kN4, R(N) = 2x2N*, o(N) = cN(log N)?. La minoration de
|ANn(61,...,0,)| garantit que Ay ne s’annule pas dans un voisinage convenable du
point (61, ...,0,).

Remarque. Les démonstrations des estimations diophantiennes de Nesterenko raffinant
le théoreme 4 de fagon quantitative reposent encore sur la proposition 3, mais
la proposition 4 est remplacée par le critere d’Ably [71]. Les estimations de [56]
demandent un peu plus de travail car degré et hauteur sont séparés (Philippon utilise
les critéres de Jabbouri [70] et Jadot [72]).

3. LEMMES DE ZEROS

3.1. Enoncés

Un des points importants de la démonstration de Nesterenko était la majoration
de la multiplicité en 1'origine de la fonction auxiliaire F. 11 établit pour cela le résultat
suivant (2], Théoreme 3 :

Théoreme 5. — Soient Lo et L des entiers positifs, A € C|z, X1, X2, X; 3] un polynéme
non nul, de degré < Lo en z et < L en chacune des trois autres variables X1, X2, X3.

Alors la multiplicité du zéro & l'origine de la fonction analytique

est majorée par cLoL?, avec ¢ =2-10%.

Ce théoreme 5 est un exemple de lemmes de z€éros que Nesterenko a établis
pendant ces 20 derniéres années [59], [60], [65], [66], [67].
La démonstration, qui repose sur des arguments d’algebre commutative, se fait

par récurrence sur le rang d’un idéal. Pour cela il est nécessaire d’établir un énoncé
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plus général : on ne se contente pas de majorer la multiplicité en l'origine d’une
fonction A(z, P(z),Q(2), R(2)), mais on considére un idéal homogene J de I'anneau
de polynémes R[Xg, X1, X2, X3], ol R = C[2]. Pour un tel idéal on va définir, &
l’aide des formes de Chow, des quantités B(J), N(J) et ordJ(f), qui satisferont la
condition suivante : si J est 'idéal principal engendré par un polynéme homogene
h A(Xo, X1, X2, X3) = X3BAA(X1 /X0, X2/ X0, X3/ Xo), alors

B(J) =deg, A, N(J)=degA et ordJ(f) > ordoA(z, P(2),Q(2), R(2)).

L’énoncé suivant contiendra donc le théoréme 5 (qui correspond au cas particulier
r=3).

Théoréme 6. — Soit J un idéal homogéne dans anneau R[Xg, X1, X2, X3|, pur de
rang 4 —r avecr € {1,2,3}. Alors

ord3(F) < o~ (BA)N ()= 4 N(3)¥4="),

avec o = 10°.

3.2. Formes de Chow

Voici la définition de B(J), N(J) et ord3(f).

On désigne toujours par R 'anneau C[z]. Soient m un entier positif et J un idéal
homogene de R[ Xy, ..., Xm], pur de rang m+1—r > 1. On introduit r formes linéaires
“génériques” L;(X) = Z;.n:o Ui; X, (1 <4 < r), ce qui signifie que Us;, (1 < ¢ < r,
1 < j < m) sont des variables indépendantes. L’idéal U-éliminant J de J est 1'idéal
de I'anneau des polynoémes & coefficients dans R en les r(m + 1) variables U;; formé
des G pour lesquels il existe un entier M > 1 vérifiant

GX,-M €(3,Ly,...,L,) pour0<i<m.

Grace au choix de r, I'idéal J est principal et non nul. Une forme de Chow de J est un
générateur Fy de 3. Si on pose U; = Uy, - .., Umi), ce polynéme Fy est symétrique
en Uy, ...,U,, et son degré en U, est noté N(J). Le degré de Fy en z est noté B(J).

Soient fo,..., fm des séries formelles en z a coefficients complexes vérifiant

ming<;<m ordof; = 0. On note f € (C[[z]])m+1 le vecteur colonne de composantes

(fos-- -, fm). Pour définir ordJ(f), on introduit encore r matrices antisymétriques
“génériques” S ..., S(") avec §O) = (SIE:?)OSk,jgm’ ce qui veut dire que S,(c?,
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(1 <i<r,0<k,j<m)sont de nouvelles variables, liées par les seules relations

S,(c? + SJ(.? = 0. Quand Fy est une forme de Chow de J, on définit une série formelle

&(Fy) = Fy(SWF,...,80F),

et on pose

ordJ(f) = ordo&(Fy).

Dans la suite, on utilisera ces définitions avec m =3 et f = (1,P,Q, R).

Quand p est un idéal premier homogene de R[Xo,...,Xmm] de rang m+ 1 —r
tel que p N R = {0}, on montre qu’il existe un polynéme homogéne non nul dans
p, de degré (en les variables X, ..., X,,) majoré par 1 + c(m)N(p)Y/(m=m+1) et de
degré en z majoré par c(m)B(p)N(p)_(m_r)/ (m=r+1) (avec une constante explicite
c¢(m) > 0 ne dépendant que de m). Si, de plus, Xo € p, et si Q € R[Xo,...,Xm] est

un polyndéme homogene qui n’appartient pas a p, alors 'idéal J = (p, Q) vérifie
B(J) < B(p)degx @ + N(p)deg,Q,  N(J) < N(p)degx Q-

De plus on peut aussi minorer ordJ(f) en fonction de ordp(f), B(p), N(p), degx Q
et deg, Q.

L’opérateur D introduit plus haut doit étre rendu homogene. Comme !’a re-
marqué Gaudron, il convient de poser

a
dz

1, a1 2
+ E(Xl - X()Xg)b—)(—l + 3(X1X2 XOX3)8X2

0

D= ZX() a—)(s

1
+ §(X1X3 -X3)

3.3. Indications sur la démonstration du théoréme 6.

1l n’y a pas de restriction & supposer J NR = {0}. On procéde par récurrence sur 7.
On commence par se ramener au cas ou 1'idéal J est premier de la fagon suivante : on
considére une décomposition primaire réduite J=0Q; N---NQ; de I, ot Qy,...,
sont ordonnés de telle sorte que

2:,NR={0}, (1<i<s), LQs1N---NQNR=(7),

avec v € R, ¥ # 0. Soient P, ..., P, les idéaux premiers associés & J et e1,..., e
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Jeurs exposants. On a (cf. [65] ou [66])
B(3) = deg, 7+ 3 e:B(P.),
i=1
N(3) =) eN(P),
i=1

ordJ(f) = ordgy + Z eiordP; (f)-

i=1

On part d’un idéal premier homogene B. Si on peut construire un idéal de la forme
(B, Q), avec Q =DP, P € Pet Q ¢ B, dont le rang est strictement inférieur au rang
de 9, alors on peut utiliser I’hypothése de récurrence. Sinon, on montre qu'’il existe
un idéal premier p, contenu dans ‘P, qui est stable par ®. Le point essentiel de la
démonstration consiste & déterminer ces idéaux stables. C’est le “lemme de stabilité”

suivant :

Lemme 4. — Soit p un idéal premier non nul de Clz, X0, X1, X2, X3], homogéne
dans R[Xo, X1, X2, X3], qui s’annule en (0,1,1,1,1), et tel que Dp C p. Alors
Z(Xé3 — X0X32) cp.

La relation DA = AP montre que I'idéal principal engendré par X3 — XoX3 est
stable sous D.

Pour terminer la démonstration du théoréme 5, on utilise le fait que, pour un tel
idéal premier p contenant X3 — XoX3, on a

ordp(f) <3N(p) + B(p).

La démonstration du lemme 4 distingue plusieurs cas suivant la dimension de
I'idéal pNR[Xo, X1, X2, X3]. Si cette dimension est nulle, on applique le théoréme des
zéros de Hilbert. Si elle vaut 1, on paramétre (Puiseux) une courbe algébrique contenue
dans la variété des zéros de pNR[Xo, X1, X2, X3 par (1: 7 : f(z) : g(z)). On montre
qu'il existe des polynémes non nuls A € pNR[Xo, X1, X,) et B € pNR[Xo, X1, X3). En
dérivant A(1,z, f(z),g(x)) et B(1,z, f(z),9(x)), on obtient un systéme différentiel
satisfait par f et g, dont on montre que la seule solution est (f,g) = (z?, z3).

Si p N R[Xo, X1, X2, X3] est de dimension 2, cet idéal est principal. On en
choisit un générateur A, et on écrit DA € p. On montre ainsi que u(z) =
A(z,1, P(2), Q(2), R(2)) satisfait une équation différentielle zu'(z) = (aP(2)+b)u(2),
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avec deux nombres a et b complexes. On vérifie ensuite que a et b sont des entiers
rationnels, et on en conclut A = c2®(X3 — X2Xo)°.

Enfin le cas ou p N R[Xo, X1,X2,X3] est de dimension 3 est facile : on a
pNR # {0}, donc z € p.

Il est intéressant de comparer le théoréme 5 avec le lemme de zéros obtenu par
Philibert [68] :

Soient Ly > 0 et L, > 1 deux entiers et P € C[X,Y] un polynéme non nul

vérifiant degy P < L; et degy P < Lj. Alors

1
OI“dQP(Z,J(Z)) S 9L1L2 + %Lz - 5

Cet énoncé permet de majorer M par 37L dans la démonstration du théoreme
2. 11 joue un role crucial dans les travaux de Barré [54] et [55].

Un énoncé conjectural, contenant  la fois ce résultat de Philibert et le théoréme
5, a été proposé par Bertrand [36]. On peut étre encore plus ambitieux en proposant
le probléme suivant : pour tout polynéme non nul A € C[z, X1, X2, X3, de degré < Lo
en z et < L; en X;, avec L; > 1, (0 < i < 3), et pour toute base de transcendance
{f,9,h} du corps K = Q(P,Q, R), montrer que la multiplicité du zéro & l'origine de
la fonction analytique

A(z £(2),9(2), h(2))

est majorée par cLoL,LoL3, avec une constante ¢ > 0 ne dépendant que de f,g,h.

S’il reste encore des erreurs dans ce texte, je m’en excuse auprés de tous ceur qui en
ont corrigé une version préliminaire.
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HAUTEURS ET DISCRETUDE
[d’aprés L. Szpiro, E. Ullmo et S. Zhang]

par Ahmed ABBES

1 INTRODUCTION

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres K. Fixons une cléture
algébrique K de K et une hauteur de Néron-Tate h : A(K) — R associée a un faisceau
inversible ample et symétrique sur A. Soit X une sous-variété de A définie sur une
extension finie L de K (i.e. un sous-schéma fermé intégre et géométriquement connexe
de A xg L). On définit pour tout réel € > 0, ’ensemble

X{e} = {z € X(K) | h(z) < ¢} ¢ X(EK).

DEFINITION 1.1 .— Une sous-variété X de A est dite de torsion si elle est translatée
d’une sous-variété abélienne par un point de torsion.

L’objet principal de cet exposé est de rapporter sur les travaux récents qui ont permis
de démontrer la conjecture suivante due a Bogomolov :

THEOREME 1.2 (CONJECTURE DE BOGOMOLOV) .— Soit X une sous-variété de A
qui n'est pas de torsion. Alors, il existe une constante € > 0 tel que l'ensemble X{c} ne
soit pas Zariski-dense dans X .

La conjecture originelle de Bogomolov [5] se limite au cas d’une courbe plongée dans une
variété abélienne. Elle a été démontrée dans ce cas par E. Ullmo [43]. La généralisation
aux dimensions supérieures est due & S. Zhang [44]. Ces deux travaux font suite &
une collaboration entre ces deux auteurs et L. Szpiro [42] dans laquelle ils ont mis en
évidence un phénomeéne d’équidistribution des petits points d’une variété abélienne. Ces
résultats sont fondamentalement basés sur des techniques arakeloviennes dont L. Szpiro
était l'initiateur. Il était en particulier le premier & voir le lien entre la conjecture de
Bogomolov et des énoncés de positivité en théorie d’Arakelov [36, 39].

Avant d’esquisser les grandes lignes de la démonstration du théoréme 1.2 et par suite
celle de I’exposé, nous signalons le corollaire suivant dont ’énoncé a été conjecturé par
S. Lang et démontré par M. Raynaud [31, 32] (voir aussi ’exposé d’Oesterlé dans ce
séminaire [28]).
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COROLLAIRE 1.3 .— Soit X une sous—variété de A qui n’est pas de torsion. Alors,

Uensemble X(K) N A(K)sor des points de X(K) qui sont de torsion dans A n’est pas
Zariski-dense dans X.

Un point de torsion sur une variété abélienne, définie sur un corps de nombres, est
caractérisé par la nullité d’une (et de toute) hauteur de Néron-Tate associée a un fais-
ceau inversible ample et symétrique. On construit grace a la théorie des intersections-
arithmétique d’Arakelov de Gillet et Soulé [18, 19] une théorie des hauteurs pour les
sous—variétés d’une variété arithmétique. Quand la variété ambiante est abélienne, on
peut normaliser ces hauteurs par rapport aux isogénies multiplication par des entiers
par un procédé limite analogue & celui de Tate. On retrouve en particulier pour les
points la hauteur de Néron-Tate. La conjecture de Bogomolov, désignée dans la suite
par (B), peut s’interpréter comme un analogue en dimensions supérieures de la carac-
térisation précédente des points de torsion, désignée par (T), a savoir : une sous-variété
d’une variété abélienne est de torsion si et seulement si sa hauteur normalisée est nulle.
Cette caractérisation des sous—variétés de torsion a été conjecturée pour la premiere fois
par P. Philippon [30]-I. Dans un travail récent et indépendant des travaux cités plus
haut, S. David et P. Philippon [11] prouvent la conjecture de Bogomolov en minorant
effectivement la hauteur d’une sous-variété qui n’est pas de torsion.

La démonstration générale de la conjecture de Bogomolov ne suit pas I'approche
précédente. Elle est plutdt un rafinement de la preuve de I’équivalence (B)«(T) qu’un
corollaire de celle—ci. Plus précisément, nous introduisons une deuxieme notion de hau-
teur d’une sous-variété d’une variété abélienne pour laquelle I’équivalence (B)«+(T) est
automatique. Pour déduire cette équivalence pour la premiére hauteur, on la comparera
4 la seconde. On prouvera en particulier que la premiére hauteur est plus petite que
la deuxieme. Comment caractériser les sous-variétés pour lesquelles les deux hauteurs
coincident? C’est en particulier le cas des sous—variétés X tel que X{e} est dense pour
tout € > 0. La réponse & cette question est apportée par Szpiro, Ullmo et Zhang [42]. La
décrire précisément alourdirait 'introduction par beaucoup de notations. Disons sim-
plement que I’égalité des hauteurs force un phénomene d’équirépartition de certaines
suites de points. Il est alors plus accessible de contredire ce phénomene d’équirépartition
pour une sous-variété qui n’est pas de torsion que de contredire la simple densité de ces
suites de points. Pour cela, on considérera un morphisme entre deux puissances de la
variété abélienne et on appliquera I’équirépartition & la source et a I’aboutissement de
ce morphisme.

Nous introduisons la théorie des hauteurs et celle des hauteurs normalisées dans les
deux premiers chapitres. L’équirépartition des petits points est introduite a la fin de
chacun de ces chapitres. La démonstration du théoréme 1.2 est donnée dans le troisieme
chapitre. Le dernier chapitre est consacré au cas des courbes. Nous avons réuni dans deux
appendices les pré-requis de théorie d’Arakelov nécessaires 3 la preuve de la conjecture
de Bogomolov. A part ces deux appendices, le texte de la preuve se veut “self-contained”
ou presque.

142



(825) HAUTEURS ET DISCRETUDE

Notations : On désigne par Ok ’anneau des entiers de K et par S ’ensemble des
places infinies de K modulo la conjugaison complexe. Pour chaque place o € S, on fixe
7 un plongement de K dans C qui prolonge 0. On pose ¢, = 1 et K, = R si o est réelle
et e, = 2 et K, = C si o est complexe. Le groupe de Galois de K sur K est noté G.

Terminologie : Un point désigne toujours un point fermé. Une suite (z,) de points
d’un schéma integre X est dite générigue si elle converge pour la topologie de Zariski
vers le point générique de X. Autrement dit, si pour tout Y sous-schéma fermé stricte
de X, il existe nq tel que z,, ¢ Y pour n > ng.

Une suite (z,) de points d’une variété abélienne est une suite de petits points si la
suite h(z,) converge vers zéro pour une hauteur & de Néron-Tate associée & un faisceau
inversible ample et symétrique sur A.

2 HAUTEUR D’UNE SOUS-VARIETE D'UNE VARIETE ARITHME-
TIQUE

Nous présentons deux notions de hauteur d’une sous—variété d’une variété arithmétique
relativement & un faisceau inversible ample métrisé. La premiere, inspirée par la géométrie
algébrique, est basée sur la théorie des intersections arithmétiques de Gillet et Soulé. La
deuxiéme consiste a coder les hauteurs, relativement au faisceau ample, des points de la
sous-variété. Le théoreéme principal de cette section consiste a les comparer.

On se fixe dans la suite une variété arithmétique X sur Og. C’est-a—dire un schéma
intégre propre et plat sur Ok dont la fibre géﬂérique X est lisse sur K. On se fixe aussi
un faisceau inversible ample £ sur X qu’on munit en chaque place o € S d’une métrique
hermitienne & courbure ¢;(L,,|| ||s) positive. On désigne par ¢ (L) la premiére classe
de Chern arithmétique du faisceau métrisé (L, (|| ||-)ses). Soit Y une sous-variété de X
de dimension d (dans ce chapitre et dans le suivant, une sous-variété de X désigne un
sous—schéma integre fermé de X).

Premiére notion : Une desmgularlsatlon generlque de Y notée D(Y y f) est la donnée
d’une désingularisation Y de Y, d’'un modéle Y propre et plat de Y sur Ok et d’une
application f: Yo x prolongeant ’application naturelle Y = X.

PROPOSITION-DEFINITION 2.1 .— Soient £, et L, deuz faisceauzr inversibles métrisés
sur X et 1 un entier compris entre 0 et d+1. Alors, le nombre réel é,(f*Ly) e, (f*Lq)4H!
ne dépend pas de la désingularisation générique D(Y, )N), -

On le note (&(£1)'¢1(L£2)*17|Y) et on prolonge par additivité cette définition auz cycles.
On définit la hauteur de Y relativement au faisceau ample L par

(a(0)**Y)

heY) = DK Qldeg (V)

ot deg (V) = deg c; (L) N[Y].

Cette proposition représente le point de départ de ’exposé. Nous avons choisi de ne
pas remonter plus haut dans les fondements de la théorie d’Arakelov de Gillet et Soulé.
Nous renvoyons le lecteur aux papiers originaux de cette théorie. La proposition 2.1

143



A. ABBES

est démontrée précisément dans [47] et [9]. Pour la commodité du lecteur, nous avons
réuni dans I’appendice A les principales propriétés de cette hauteur que nous utiliserons
dans la suite. Il existe deux fagons alternatives de définir les hauteurs. D’une part la
théorie d’Elkik [14, 15], inspirée par la philosophie de Deligne [12], associe & des fibrés
inversibles métrisés sur un schéma arithmétique un fibré intersection métrisé sur la base
dont le degré redonne le nombre d’intersection des fibrés de départ. D’autre part, Philip-
pon introduit dans [30])-I des hauteurs qui généralisent les hauteurs des points & la Weil.
La compatibilité de ces hauteurs avec celles introduites plus haut est démontrée dans

[33] et [30]-1.

EXEMPLE.— L’application ainsi définie sur X(K) est une hauteur de Weil associée &
Lk.

Deuziéme notion : On définit

ec(Y)=  sup inf _ he(z
zZcy =€(Y-2)(K)
codim Z =1

a priori dans R U {+00}, mais nous montrons que cet invariant est fini. Pour tout réel
a, on désigne par Y;{a} I'ensemble {z € Y(K) | he(z) < a}. L'invariant es(Y) vérifie
les deux propriétés suivantes :

(H1) Sia > ec(Y), alors Yc{a} est Zariski-dense dans Y.
(H2) Sia < eg(Y), alors Yz{a} n’est pas Zariski-dense dans Y.

Nous avons besoin d’introduire les notations suivantes : soit ) la fermeture schématique
de Y dans X. Le plongement canonique

['=H(Y,Lly) — V=HYLly)@zR

fait de I un réseau dans V. En outre, on a !'identification canonique

V> @ HY, Lly) ®, K,

o€S

La norme sup sur V est définie comme le maximum des normes sup de ses composantes

et pour s € H(Y, L|y) ®, K, C H(Y,,Lly,),
lIsllsup = sup (|s(P)]),
PeY,(C)
ot Y, =Y %x,C.
PROPOSITION 2.2 .— Pour toute sous-variété Y de X, Uinvariant ec(Y) est fini.

PREUVE.— En vue de la propriété (H1), il suffit de démontrer qu’il existe un nombre réel
a tel que Y {a} soit Zariski-dense. Pour cela on se rameéne, en considérant une puissance
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de £, au cas X = P§ et £ = O(1). Comme par le lemme A.3 deux métriques de O(1)
induisent des hauteurs comparables, on suppose que O(1) est muni en chaque place
o € § de la métrique de Fubini-Study qui donne pour toute section s € HO(PY, O(1))

la norme :
_ 1]s(zo:...: zn)]

S|{To:...: ——_ .

Soit Y une sous-variété de PY de dimension d. Supposons que Yz{(d + 1he(Y)} nest
pas Zariski-dense. Soit Z un diviseur de Cartier de Y qui contient cet ensemble. On
prouvera dans la suite qu’on peut trouver des entiers positifs ny,...,ny et des sections
S1,...,84 avec s; € HO(IPQ,’!\,, O(n;)) tels que

d
i) Znﬂ&«@hq=&

d
i) dim(Y N (") div((s;)x)) = 0,
i=1
113) ||sillsup <1 pour tout i.

L’intersection [Y.div((s1)x). .. div((sa)x)] est représentée par un cycle effectif Y” & sup-
d

port dans Y N n div((s;)k). Le corollaire A.2 implique que
i=1
(@(O)Y") < (&(L).e2(L™)... ¢ (LM)|Y).
Comme deg,(Y') =n;...ny deg/(Y'), on obtient que
(1) he(Y') < (d+1)he(Y)

Choisissons un point y de Y” tel que he(y) < he(Y'). Ce point appartient & Z & cause de
(1) mais ceci n’est pas possible car Y'N Z = 0. 1l reste & justifier ’existence des sections
si vérifiant 1), 41) et ii1). Comme Z est un diviseur de Cartier sur Y, la condition 1)
implique la condition 7). La construction de ces sections se fait par récurrence sur ;. On
suppose construit sy,...s; avec 1 < d tel que

dim(Z Ndiv((s;)x)N...N div((s;)k)) =d —i —1.

On fixe un point dans chaque composante irréductible de Z0div((s1)k)N...Ndiv((s:) k).
Le lemme qui suit nous permet de trouver une section s;y; de norme sup < 1 qui ne
s’annule en aucun des points fixés. Il découle alors que

dim(Z Nndiv((s;)k)N...N div((sip1)x)) =d—i -2

si ¢ +1 < d et que cet ensemble est vide si 1+ 1=d.

n 2> 0 tels que pour tout ensemble Pi,..., P, de r points distincts de PN(K), il existe
une section s € HO(Pg_,O(n)) vérifiant Isllsup < € et s(P.) # 0 pour tout i.

LEMME 2.3 .— Soient r > 1 un entier et € > 0 un réel. Alors, il existe un entier
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PREUVE.— Elle se fait par récurrence sur r. Si r = 1, il existe une section ¢ parmi
Xo,...,Xn qui ne s’annule pas en P;. On prend s = t™ ol n est fixé tel que (0.5)” < e.
Supposons le lemme prouvé pour tout choix de r points et considérons Py,..., P4
(r + 1) points. Par hypothése de récurrence, on trouve un entier n tels que pour tout
1<i< r—l—.l, il existe une section s; € HO(PgK,O(n)) vérifiant ||s;]|sup < € €t si(P;) # 0
pour tout j # i. On suppose que pour tout 3, s;(P;) = 0 (sinon la preuve est terminée).
On prend
r+1

s = Z Hsj € HO(IPIC\,’K,O(rn)).
i=1 ji
Il est clair que s(P;) = [[,4; s;(P:) # 0 et que ||s[lsup < (r 4+ 1)e". Ce qui termine la
récurrence.

a
Le résultat principal dans cette section est la comparaison de ces deux notions de hauteur.
Posons

me(Y) = zelir’l(fi) he(z).

THEOREME 2.4 .— Pour toute sous-variété Y de X, on a

PREUVE.— L’ingrédient de base dans cette démonstration est le théoreme de Hilbert—
Samuel arithmétique et son corollaire sur 'existence de petites sections (voir appendice
B). Commengons par linégalité he(Y) < ec(Y). Pour tout réel a, on désigne par
L(a) le faisceau £ sur X muni des métriques || [l; = || [lce™. Il est facile de voir
que hg@)(Y) = he(Y) + a. Prenons a = —he(Y)+eote>0. Alors, ey (Y) =¢> 0.
Le corollaire B.2 permet donc de trouver pour n assez grand une section s non nulle de
HO(Y, £(a)®"|y) tel que ||s|lsup < 1. Soient sk € HO(Y,L®"|y) la section induite par s
sur la fibre générique Y de Y et Z le diviseur de sk. Pour tout point = € (¥ — Z)(K),
hi(ay(z) > 0. On en déduit que :

ec(Y)> inf _ he(z)=  inf _ heey(z) +he(Y)—e2 he(Y) —e.
ze(Y-2)(K) se(Y-2)(K)

Ceci termine la preuve de la premiére inégalité. En multipliant les métriques de L par
exp(mc(Y)), on ramene la deuxiéme inégalité au lemme suivant :

LEMME 2.5 .— Si pour tout z € Y(K) he(x) >0, alors he(Y) > 0.

PREUVE.— C’est une récurrence sur la dimension d de Y. Pour d = 0 le lemme est
trivial. Supposons qu’il soit prouvé pour toute sous-variété Y de X de dimension < d.
Considérons une sous-variété Y de X de dimension d et désignons par Y sa fermeture
schématique dans X.

LEMME 2.6 .— Il existe sur X un faisceau inversible ample M muni a Uinfini de
métriques hermitiennes positives et des sections si,...,S441 de HO(Y, Mly) tels que
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IIsillsup < 1 pourl < i < d+1 et si(s;)x designe la restriction de s;  la fibre générique
Y, alors ﬂdiv((si)K) = 0. Pour un tel faisceau, on a

1
i) ((M)THY) >0,
ii) pour tout entier 1 < i < d, il existe des sous—variétés Z;, de codimension ¢ dans
Y et des entiers m;; > 0 tels que

(@@L G (MYY) 2 ) mir(éu(L£)* 7| Zik).
k

On termine la récurrence modulo la preuve de ce lemme. Supposons que (&;(£)?*!|Y) <
0. On consideére un faisceau M sur X comme dans le lemme 2.6 et on pose

p(t) = ((él (E) + tél(M))d+1|Y) = Q441 + ddt +...+ aotd+l.

On a donc agyy = (&(L)™Y), ag = (d + 1) (&(£)*a&(M)]Y) ... ag = (&4(M)*![Y).
Par le lemme 2.6, ag > 0 et par notre hypothese a44; < 0. Il existe donc un réel ¢o > 0 tels
que p(to) = 0 et p(t) > 0 pour ¢t > to. Soient a et b deux entiers positifs tels que b/a > to.

b

Posons £’ = L8 @ M®. On a (&(L)™'|Y) = a**'p(=) > 0. Le corollaire B.2 nous
a

permet alors de trouver, pour n assez grand, une section s son nulle de H°(Y, £'®"|y) de

norme sup < 1. On en déduit, en utilisant le corollaire A.2 et I’hypothese de récurrence,

que (é1(£)%1(L")|Y) > 0. D’ou
b, . .
(61 (L)d+1|Y) + ; (C](L:)dcl (M)IY) Z 0
Comme ce résultat est valable pour tout b/a > ¢, on obtient que

(@(L)™Y) +to (é1(L)*e1(M)]Y) > 0.

Mais p(to) = 0, donc di—ladto +...+ aothrl < 0. Ceci est impossible car ty > 0, ag > 0
(par le lemme 2.6) et a; > 0 pour 1 < i < d (par le lemme 2.6-ii) et I’hypothese de
récurrence).

[m]
PREUVE du lemme 2.6.— On se donne un faisceau M vérifiant les propriétés du lemme.
On prouvera d’abord le 77). En appliquant ensuite 1) & £ = M, on trouve des sous-
variétés Zy, de Y de dimension 0 et des entiers mgx > 0 tels que (él(M)d“iY) >
2ok Makham(Zax). Pour tout k, hat(Zayr) > 0. En effet, Z; 4 est une somme des conjugués
d’un point Py dans Y par le groupe de Galois de K/K. Donc hp(Zax) = hp(Pag)-
Par ailleurs, il existe une section s; non nulle sur Pyir. Comme |[s;|lsup < 1, alors
ham(Pax) > 0. Ceci donne ). On prouve maintenant ii). La construction des Z;; se
fait par récurrence. Pour i = 1, on prend >, m1Z1x = div((s1)|y). Le corollaire A.2
implique pour tout 1 < 7 <d+1

(GE@)MIGMYIY) 2 Y ma (L) G (MY Zyy)
k
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On suppose construits les Z; ;. tels que pour tout ¢ < j < d+1,

(2) (L) e (MY|Y) 2D mar (6(L)H T e (MY~ Ziy) -
k

Il existe pour chaque k une section de {sy,...,sq+1} non identiquement nulle sur Z; .
Choisissons-en une qu’on note s;x. On définit les Z;4; i par la relation

E my, kdlv 51 k |Z, k 5 My, k’Zz+l k! -

Le corollaire A.2 implique pour tout 1 +1 < 7 <d+1,

@)™ IaMmyly) 2 Zmi,k (E(L) 16 (M)™ | Zi)

\Y

me (& (L) e (MY Ziga )

Ceci termine la récurrence. En prenant dans (2) 1 = j, on trouve les inégalités du 7). Il
reste a trouver un faisceau satisfaisant les propriétés du lemme 2.6. On prend un faisceau
M treés ample sur X et (d+ 1) sections sy, . ..,5441 de H°(Y, M|y) qui ne s’annulent pas
en méme temps sur Y. On équipe M en chaque place o € S d’une métrique positive qui
donne ||s;||sup < 1 pour tout 1. O

Le théoréme 2.4 compare les deux notions de hauteur dans un seul sens. Il est
toutefois suffisant pour la preuve de la conjecture de Bogomolov. Le théoreme qui suit
établit la comparaison dans ’autre sens, nous 1’énongons sans démonstration.

THEOREME 2.7 .— Pour toute sous—variété Y de dimension d de X, on a

ec(Y) + 5——=me(Y) < he(Y) < ec(Y).

d
d+1 d+1
REMARQUE.— La preuve du lemme 2.2 donne une démonstration de ce théoréme pour
des sous-variétés d’un espace projectif relativement au fibré O(1) muni d’une métrique
de Fubini-Study. La preuve dans le cas général suit les méme idées sauf qu’il est beau-
coup plus difficile de trouver les sections si,. .., sq (voir preuve du lemme 2.2 pour les
notations). L’existence de ces sections est assurée par le théoreme de Nakai-Moishezon
arithmétique ([47] théoreme 4.2).

On déduit du théoreme 2.4 que he(Y) vérifie la propriété (H2), c’est-a—dire :

COROLLAIRE 2.8 .— Soit Y une sous-variété de X. Alors, pour tout € > 0, I’ensemble

Ye{hc(Y) — €} nest pas Zariski-dense dans Y. Par conséquent, toute suite générique
(z,,) de points de Y (K) vérifie :

liminf h/;(xn) Z hg(Y)

On se propose maintenant de caractériser les suites génériques (z,) pour lesquelles
he(z,) converge vers he(Y). Notons que P’existence d’une telle suite est équivalente a

148



(825) HAUTEURS ET DISCRETUDE

Pégalité he(Y) = es(Y). Introduisons les notations suivantes : pour tout point z €
X(K), O(z) désigne Porbite sous le groupe de Galois G du point = dans X(K). Pour
toute place o € S, (o, z) désigne la distribution de X,(C) définie par

ulo,z) = # Z by

yEo(r)

ol &, est la distribution de Dirac en y (I’ensemble O(z) est considéré comme sous—
ensemble de X, (C) au moyen de 7). Nous disons qu’une suite (z,) de points de Y (K)
est équidistribuée dans Y,(C) par rapport & une mesure g, si pour toute fonction f

Z f(y) converge vers/y(c) fly)u.

y€O0(zn)

continue sur Y, (C), la suite ————

1
#0(zn)

PROPOSITION 2.9 .— Soient Y une sous-variété€ de X de dimension d et (z,) une suite
générique de points de Y (K) tels que he(z,) converge vers he(Y). Alors, pour toute place
o €S, la suite (z,) est équidistribuée dans Y,(C) par rapport a la mesure

o = Cl(ﬁuv ” ”a)d lY ©
deg (Y) 7

PREUVE.— Remarquons d’abord que toute fonction continue sur Y,(C) est limite uni-
forme de fonctions C* sur X, (C) (voir par exemple [44] lemme 2.2). Soit f une fonction
C* de X,(C) telle que la suite

1
= %0(z) 2

"/ y€O(zn)

(Lol o)
1) - /Y oSO

ne converge pas vers 0. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que u,
converge vers une limite C' # 0. Pour tout réel A, notons L(Af) le faisceau £ muni des
métriques initialement fixées sur £ en toutes les places 7 € S différentes de o et de la
métrique || ||, en la place o définie par || ||, = || |lc exp(=Af) ot || ||o est la métrique
originale sur £. Pour X assez petit, la courbure de L(—Af), est positive. On en déduit
par le corollaire 2.8 que

(3) hg(,\/)(Y) < lirninfh[;(,\n(xn).

Pour tout point z,

hen(e) = hc(w)+€a[ Q] 70(2) > fly

y€O0(z)
D’autre part,
d+1
@epn=m) = 3 (111 @er-aonnyy)

I

(@@ Y) + (d + 1),\50/ fer(Lo, |l 1l)* + P()
Yo(Q
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ol P(A) = a2A%+. . .4aq1 A+, Ce calcul se fait grice 4 la proposition A.1 en considérant
la section 1 de O(Af). On déduit de (3) et de I’égalité limhe(z,) = he(Y) que

P
TR )

ce qui est absurde. Ceci achéve la preuve. ]

3 HAUTEUR NORMALISEE D’'UNE SOUS-VARIETE D’UNE VARIETE
ABELIENNE

Soit A une variété abélienne sur K. Pour tout entiern # 0, [n] : A — A désigne I'isogénie .
multiplication par n. On associe a tout faisceau inversible ample et symétrique L sur A
(i.e. [-1]*L ~ L) une hauteur normalisée hj, : A(K) — R appelée hauteur de Néron-
Tate. C’est I'unique hauteur de Weil associée & L qui satisfait la relation h([n]z) = n2h(z)
pour tout point # de A(K). Les objectifs de cette section sont d’une part la réalisation de
la hauteur de Néron—Tate comme une hauteur arakelovienne et d’autre part la définition
d’une hauteur normalisée d’une sous-variété de A qui généralise la hauteur de Néron-
Tate sur les points. Il n’est pas toujours possible de réaliser la hauteur de Néron-Tate
comme une hauteur arakelovienne. Toutefois, on montrera qu’elle est une limite de telles
hauteurs. Nous définissons alors la hauteur normalisée d’une sous-variété par le méme
procédé limite. Nous étendons enfin les résultats de la section précédente a cette hauteur
normalisée.

Méiriques du cube : Soient A une variété abélienne sur C et L un faisceau inversible
sur A. Soit D3(L) le faisceau inversible sur A® défini par

Ds(L) = Piosl @ pi oL ™ ® sl ™ ®@pisL7 @ piL @ p3L @ p3L

ol pr : A®> = A,(z1,%2,23) = ) ;e i pour tout I C {1,2,3}. Le théoreme du cube
affirme que D3(L) est trivial. Toute métrique de L qui induit une métrique constante
sur D3(L) ~ Oy s est appelée métrique du cube. On montre que les métriques du cube
sont toutes multiples de 'une d’entre elles et qu’elles sont les seules métriques a courbure
invariante par translation [26].

Bonne réduction : Soient A un schéma abélien sur Ok (i.e. un schéma en groupes
propre et lisse sur Ok) et £ un faisceau inversible ample et symétrique sur A. Par le
théoreme du cube, D3(L) est trivial. Fixons un isomorphisme ¢ : Oy — D3(L£). On
munit £, pour toute place o € S de la métrique du cube || ||, qui induit par ¢ la métrique
triviale sur O4s. Remarquons qu'un autre choix de I’isomorphisme ¢ aurait multiplié
les métriques || ||, par |l|, ou ! est une unité de O. Gréce a la formule du produit, les
hauteurs définies par £ ainsi métrisé ne dépendent pas du choix de ¢. D’autre part, on
peut choisir un isomorphisme 9 : [—-1]*£ — L qui soit une isométrie en chaque place
o € S. 1l découle de Dexistence des isométries ¢ et 1) que la hauteur définie par L est
quadratique. C’est donc la hauteur de Néron-Tate associée a L.

Cas général : On se donne une variété abélienne A définie sur K et L un faisceau
inversible ample et symétrique sur A. Fixons un modele A de A propre et plat sur
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Ok, un faisceau L inversible ample sur A qui étend L et pour chaque place ¢ € S, une
métrique hermitienne a courbure positive sur L,.

LEMME 3.1 .— Pour tout entier positif m, il existe une constante C > 0 telle que, pour
toute sous—variété Y de A de dimension d, on ait

|he([ml]Y]) —m?he(Y)| < C .

PREUVE.— Soit A’ la normalisation de A par le morphisme [m]: A — A de telle sorte
qu’on ait le diagramme
A ~—A

(m] l l [m]

A—A

On dispose de deux modeles A et A’ de A et de deux faisceaux inversibles métrisés £&8™
et [m]*£ qui étendent le méme faisceau L®™ respectivement & A et 3 A’. Le lemme A.3
donne par suite une constante C' > 0 tel que

) c(Y) = heme (V)| < C .

Le lemme 3.1 en découle en remarquant que Apmjec(Y) = he([m]u[Y]) et hgm:(Y) =
mzhg(Y)
a

, o1 . ,
PROPOSITION-DEFINITION 3.2 .— La suite 4—"/1[;([2"],,[1/]) converge uniformément vers

une limite finie appelée hauteur normalisée de Y et notée izL(Y). Cette limite ne dépend
pas des choiz de A, de L et de ses métriques. Elle coincide sur les points de A(K) avec
la hauteur de Néron-Tate de L.

PREUVE.— Par le lemme 3.1, il existe une constante C' > 0 telle que pour toute sous—
variété Y de A, |hc([2].[Y]) —4hc(Y)| < C. On applique cette inégalité au cycle [27].[Y]
(elle est en fait valable pour tout cycle qui est un multiple entier d’un cycle integre vu
la normalisation de la hauteur). On obtient

1

[ he(2MLIY]) = he(7.Y)] <

C

=

La convergence uniforme de iﬂhg([?”],[Y]) s’ensuit. Le lemme A.3 permet de voir que

la limite est indépendante des choix du modeéle, du faisceau et des métriques. a
Il est plus commode pour la suite de fixer les données et de réécrire la proposition

3.2 comme suit : Fixons un isomorphisme ¢ : [2]*L — L®*. Il existe pour toute place

o € S une seule métrique du cube || ||, sur L, qui fait de ¥, une isométrie. Soient

A un modele propre et plat sur O de A et £ un faisceau inversible ample sur A qui

étend L. On définit une suite 4, de Ox-modeles propres et plats de A et de faisceaux

inversibles amples £, € Pic(A,) ® Q qui étendent L, par : Ay = A, Lo = L et, pour
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n >0, A, est la normalisation de A par le morphisme [2"] : A — A de telle sorte qu’on
ait le diagramme
A, <— A
[2"]1 (2]
A<—A

et L, = 4%[2"]*[, € Pic(A,) ® Q. La fibre générique de £, s’identifie au moyen de
'isomorphisme ¥ & L. Le faisceau £, est donc muni aux places infinies de K des
métriques du cube précédemment fixées sur L. La proposition 3.2 peut se réécrire sous
la forme suivante : pour toute sous-variété Y de A,

ho(Y) = lim he, ().

n—+o0o

En effet, 4—1;h£([2"]*[Y]) = he,(Y). On définit aussi

ér(Y)= sup inf BL(x)
zcy =z€(Y-2)(K)
codZ =1

THEOREME 3.3 .— Pour toute sous—variété Y de A, on a
0 < hr(Y) < ér(Y).

PREUVE.— Les notations k¢, (Y), ez, (Y) et mg, (Y) désignent les invariants de Y définis
dans la section précédente relativement & la variété arithmétique A, et au faisceau L.
Remarquons que £, est ample car la normalisation A, — A est finie et £ est ample.
Par conséquent, le théoréme 2.4 implique que

me,(Y) < he,(Y) < e, (Y).

Comme la convergence des hauteurs ., est uniforme, e, (Y) converge vers ér(Y) et

mc,(Y) converge vers inf hp(z). Pour achever la preuve du théoréme, il suffit de
zeY(K)

remarquer que la hauteur de Néron-Tate est positive sur les points. a
Le théoreme suivant prolonge la comparaison du théoréme 2.7 aux hauteurs normalisées :

THEOREME 3.4 .— Pour toute sous-variété Y de A de dimension d, on a

1 »
——ér(Y) < hp(Y) <

T L(Y) <hy(Y) <
Ce théoreme, qui ne sera pas utilisé dans la preuve de la conjecture de Bogomolov,
implique I’équivalence (B)«+(T) annoncée dans lintroduction : la conjecture de Bogo-
molov est équivalente a la caractérisation suivante des sous—variétés de torsion : soit Y
une sous-variété de A, alors hp(Y) = 0 si et seulement si Y est une sous—variété de
torsion.

>

L(Y).

Le dernier résultat de cette section est I’analogue de la proposition 2.9 pour les hau-
teurs normalisées. Il s’agit de caractériser le cas d’égalité hr(Y) = é,(Y). On rappelle
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que pour toute sous—variété Y de A et tout réel positif a, Yz{a} désigne I’ensemble
{z € Y(K) | sz(x) < a}. On pose pour chaque place 0 € S, w, = c1(Lo,|| ||o) la
courbure de la métrique du cube fixée sur L,. C’est aussi la courbure de toute autre
métrique du cube sur L,.

PROPOSITION 3.5 .— Soit Y une sous-variété de A de dimension d.

i) Pourtoute > 0, l’ensemble Yo {h(Y)—€} n'est pas Zariski-dense. Par conséquent,
toute suite générique (z,) de points de Y (K) vérifie

liminf hp(z,) > hr(Y).

i) Soit () une suite générique de Y(K) telle que la suite hi(z,) converge vers
hr(Y). Alors, pour toute place o € S, la suite (z,) est équidistribuée dans Y,(C)
d

w,
ort & la mesure p, = —2— .

par rapp ure i, dez. (V) |ya((j)

PREUVE.— Le premier point découle, comme dans la section précédente, de I'inégalité

hr(Y) < éL(Y) établie dans le théoréme 3.3. La démonstration du i¢) ne découle pas

directement de son analogue de la section précédente. Soit f une fonction C* de A,(C)

telle que la suite

1 w?
= For 2 1) JRIOF
ne converge pas vers 0. Quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que uy
converge vers une limite C # 0. On introduit les faisceaux L,,(Af) comme dans la
preuve de 2.9. Ces faisceaux coincident sur les fibres génériques des A, avec L(Af). Ils
sont par suite & courbure positive pour A assez petit. Il découle aussi I’existence d’un
polynéme P(\) = azA? + ... + ag41A**! indépendant de m tel que

(G (LnAN)HY) = (&(Ln) ™ Y) + Aeo(d +1) fly)ws + P(N).
Y5 (O
La convergence uniforme de k., vers la hauteur normalisée donne pour tout € > 0 un
entier N tel que pour tout m > N,

x  sup |he,(2) — EL(x)| <e
z€A(K)
A Py

* |he,on(Y) = ho(Y) - m Yo (0) Q

(d+ 1)K : Q] deg,(Y)

f(y)dus(y) — | <e.

La proposition 2.8 implique que liminf ks 5y (2n) > heyorp)(Y). Comme lim hi(zn) =
hi(Y), on obtient I'inégalité :

Aeg
#0(z,)

lim inf

> e [ o [0 + PO _ ok q
) o

¥€O0(zn d+1)deg,(Y)
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. P()
D’ou \Ce, > (dT)(de)gL(Y_) — 2¢[K : Q]. Cette relation est valable pour tout ¢ > 0,
. . P(A
elle implique par suite que A\Ce, > m, ce qui n’est pas possible. Ceci
acheve la preuve de la proposition. m]

REMARQUE.— Les hauteurs normalisées sur les variétés abéliennes sont construites in-
dépendamment par Zhang [48], Philippon [30] et Gubler [21].

4 PREUVE DE LA CONJECTURE DE BOGOMOLOV

La preuve du théoréme 1.2 est divisée en deux parties. La premiere est algébrique. Elle
consiste & traduire pour une sous-variété le fait de ne pas étre de torsion en terme de
birationalité d’un certain morphisme. La deuxiéme partie, qualifiée d’arithmétique, est
une application des résultats de la section précédente & la source et & 1’aboutissement
de ce morphisme. Ces derniers sont des sous—variétés de deux puissances de la variété
abélienne.

Soient A une variété abélienne sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0
et X une sous-variété de A. On définit le groupe algébrique G(X) comme le fixateur
de X dans A. C’est-a-dire, le sous-groupe des éléments a € A tel que a + X = X.
Considérons pour tout entier m > 2 P’application

Q- Xxm — Am1
(.’El,...,flm) — (.’L‘z—:tl,...,.'rm—itm_])

et notons Yy, = am(X™) 'image de X™.

LEMME 4.1 .— Soit X une sous-variété de A dont le fivateur G(X) est trivial. Alors,
pour m assez grand, lapplication ay,, : X™ —Y,, est birationnelle.

PREUVE.— Elle se fait en trois étapes.

a) Pour m suffisamment grand, a.,, : X™ — Y,, est génériquement finie. Il suffit pour
cela de trouver une fibre de o, réduite & un point. Pour tout point z € X, soit G(z) le
sous-schéma fermé de A formé par les points a tels que a + z € X. On a

[ G(z) = G(X) =1.

z€X
Il s’ensuit que, pour m assez grand, il existe (z1,...,2m) € X™ tel que G(z;) N ... N
G(zm) = 1. Le résultat annoncé en découle en remarquant que lafibre de o, : X™ = Y,
qui contient (z1,...,%n,) est isomorphe & G(z1) N ... N G(zm).

b) On fixe mq suffisamment grand pour satisfaire a). Il existe un ouvert non vide U
de X™ tel que o, : U — Yr, soit lisse. Cette application est étale & cause de a). De
plus, pour tout m > mg, I'application a,, : U x X™ ™0 — Y,, est aussi étale.

c) Soit (z1,...,Zm,) un point de U. Il existe n > 0 et des points (y,...,y,) € X"
tels que

G(21) N .. N G(Tmg) N G(y1) N ... N G(yn) = 1.
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Par suite, la fibre de pmgin : X™*" — Yoo qui contient (21,...,Zmg,Y1s--->Yn)
est réduite & ce point. On en déduit par b) que, pour m > mg + n, I'application
a2 U x X™~™ 3 Y,, est birationnelle car elle est étale et possede une fibre réduite a
un élément. O

On fixe maintenant une variété abélienne A sur K et L un faisceau inversible ample
et symétrique sur A. On fixe aussi un isomorphisme % : [2]*L — L®* et pour chaque
place o € S, la métrique du cube || ||, sur L, qui fait de 1, une isométrie. On note
ws = ¢1(Ls, || |lo) la courbure de (L, || ||o). Soit h la hauteur normalisée associée & L.
Soit m > 2 un entier. On désigne par m; : A™ — A la i-iéme projection de A™ dans
A et par L,, le faisceau inversible sur A™ donné par L,, = ®;w}L. On fixe d’une part
l’isomorphisme %y, : [2]*L,, — L& induit par 1, et d’autre part les métriques du cube
| llmo sur Ln, induites par celles de L. Alors, I'isomorphisme m est une isométrie et la
courbure wp, ; de (L, || ||m,) est donnée par wy,, = S, Tiws. On note k., 1a hauteur
normalisée sur A™ définie par L,,. Elle est donnée par izm(zl, ey Tm) = oy iz(z,)

La preuve de la conjecture de Bogomolov se fait par I’absurde. Soit X une sous—
variété de A qui n’est pas de torsion et qui contient une suite (z.) de petits points
Zariski-denses. Quitte & élargir le corps de base, on suppose que X est définie sur K.

Premiére étape : Soit G = G(X) le sous—groupe algébrique de A qui fixe X. On

définit les deux variétés abéliennes A’ = A/G et A" la composante connexe réduite de
G contenant le neutre. Le quotient X’ = X/G est une sous-variété de A’ = A/G de
fixateur trivial. Deux cas se présentent : soit X’ est un point, il n’est pas alors de torsion
car X n’est pas de torsion dans A. Soit X’ est de dimension > 0, et dans ce cas X' n’est
pas une sous-variété de torsion dans A’ car son fixateur est trivial. Dans les deux cas,
X' n’est pas une sous-variété de torsion de A’.
Fixons une isogénie s : A — A’ x A”. La conjecture de Bogomolov ne dépend pas du
choix du faisceau L sur A. On peut donc supposer que L = s*(priL’ @ pr;L") ou L’
et L sont deux faisceaux inversibles amples et symétriques sur respectivement A’ et
A". L’image de la suite dense des petits points (z,) de X(K) dans X'(K) est une suite
dense de petits points. La sous-variété X’ de A’ fournit par suite un contre-exemple a
la conjecture de Bogomolov dont le fixateur est trivial.

Deuziéme étape : On suppose G(X) trivial et on fixe m assez grand pour satisfaire
la conclusion du lemme 4.1. Par suite, il existe un ouvert non vide V,, de Y, tel que, si
Um = a;}(Vin) désigne 'image inverse de Vy,,, alors e, : Un — Vi est un isomorphisme.
Ces ouverts peuvent étre pris rationnels sur K.

LEMME 4.2 .— [l eziste des sous-suites (z;,) de (z,) (1 <1 < m) telles que la suite
Un = (T1n,- - »Tm,) appartienne ¢ Uy et soit générigue dans X™.

PREUVE.— Les sous—variétés strictes de X™ sont dénombrables, on les fixe dans une
suite (Zn,n € N). La construction des sous—suites (z;,) se fait par récurrence. On
suppose construit 1’élément un,—; € Unm. La suite des points (zn)1<ci<cm € X™(K) est

dense dans X™. Il existe par suite un élément u, = (Z1,,.-.,Tm,) € Un tel que u, ¢
UISJ'Sn Z;et 1, > lu_q,...,mp > mp_y. La suite u, ainsi construite est générique dans
Xm. ' ]
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11 découle donc du lemme 4.2, de la proposition 3.5-i) et du théoréme 3.3 que

0 < hm(X™) < limhp(un) = 0.

D’ou izm(Xm) = lim, izm(un) = 0. La proposition 3.5-i¢) implique par conséquent que
pour toute place o € S, la suite des distributions u(o,u,) converge sur X*(C) vers la
mesure

(wm,u)dm

1 gy, (0 7

La suite oy, (un) est aussi générique dans Yy,. Il découle donc de la proposition 3.5-1) que
0 < 1 (Vi) < lim Ay (am (un)) = 0.

On obtient comme précédemment que, pour toute place o € S, la suite des distributions
w(o, am(un)) converge sur Yy, ,(C) vers la mesure

_ (wm—l,o )dm

Va - ___|Ym,a *
degy, _,(Yn) ™

Comme a,, : U, — V;, est un isomorphisme et u, € U, ainsi que son orbite sous
le groupe de Galois G, Dégalité o2 (o, am(un)) = p(o, uy) s’établit entre distributions
sur U,. On en déduit P'égalité af,v, = p, des distributions limites sur Up. Clest
aussi une égalité entre formes différentielles aux signes pres d’abord sur Uy, et par suite
sur X™(C). Soit z un point lisse de X,(C). La forme y, est non nulle en le point

(z,z...,2) € X*(C). Par ailleurs, 'application a, envoie la diagonale de X™ sur 0.
1l s’ensuit que o, v, s’annule en (z,z...,z). C’est la contradiction qui termine la
preuve du théoreme 1.2. O

Nous terminons cette section par quelques résultats liés a la conjecture de Bogomolov.
Le premier est une reformulation du théoreme 1.2. A toute sous-variété X de A, on
associe 1’ensemble T'(X) de ses sous-variétés de torsion maximales.

THEOREME 4.3 .— Soit X une sous-variété de A. Alors,

i) T(X) est fini, et

ii) il existe une constante € > 0 telle qu'on ait X{e} = Uyerx) Y{e}-

En particulier, si X ne contient aucune sous—variété de torsion, alors il existe une
constante € > 0 telle que X{c} soit vide.

PREUVE.— On utilise une récurrence sur d la dimension de X. Le théoreme 4.3 est
évident pour d = 0. On suppose qu'il est démontré pour les sous—variétés de dimension
< d. Soit X une sous-variété de dimension d + 1. L’énoncé 4.3 est trivialement vérifié
si X est de torsion. Supposons donc que X ne soit pas de torsion. Par le théoreme 1.2,
il existe ¢ > 0 et Z un fermé strict de X tels que X{e} = Z{e}. Soient Zi,...,Z, les
composantes irréductibles de Z. L’hypothese de récurrence implique que les ensembles
T(Z;) sont finis et que X{e'} = Uycy,r(z) Y {€'} pour 0 <&’ <e. On en déduit que

U v{et=x¢1= |J Yt

YeT(X) Yeu,T(Zi)
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La propriété ii) en découle ainsi que 1'égalité T(X) = U;T(Z;) qui donne le premier
point.
(]

COROLLAIRE 4.4 .— Soit (z,) € A(K) une suite de petits points.

i) Alors, (z,) est Zariski-dense dans une sous-variété de torsion de A.

i1) Si de plus aucune sous—suite de (z,) n’est contenue dans une sous-variété stricte
de torsion de A. Alors pour toute place ¢ € S, la suite (z,) est équidistribuée dans
As(C) par rapport a la mesure de Haar p,.

PREUVE.— Le premier point est une reformulation du théoréme 1.2. Pour prouver iz),
on montrera d’abord que (z,) est générique. Pour qu’une suite soit générique dans A,
il faut et il suffit que toute sous—suite soit Zariski-dense dans A. Sous les hypotheses
de 77), aucune sous-suite de (z,) n’est contenue dans une sous-variété stricte de torsion.
On obtient donc par 7) que toutes les sous-suites de (z,) sont Zariski-denses dans A. Si
on remarque de plus que

hi(A) = limhg(z,) = 0,

on obtient grace a la proposition 3.5-it) I’équidistribution recherchée. (]

REMARQUE.— Nous ne pouvons pas fournir un seul exemple de sous-variété Y de A
non isomorphe & une sous-variété abélienne pour laquelle é;(Y) = ﬁL(Y). Ceci limite
l’application de la proposition 3.5 sur I’équirépartition des petits points aux variétés
abéliennes. La question suivante reste ouverte : étant donné (X, £) comme au début de
la section 2. Quelles sont les sous-variétés de X pour lesquelles k. et e; coincident?

REMARQUE.— David et Philippon [11] prouvent la conjecture de Bogomolov de fagon
effective : pour des variétés abéliennes qui sont plongées comme des sous-variétés projec-
tivement normales d’espaces projectifs par des diviseurs symétriques, les deux auteurs
donnent une borne inférieure effective de la hauteur d’une sous-variété qui n’est pas
translatée d’une sous-variété abélienne. Des résultats partiels sur la conjecture de Bogo-
molov sont dis & Zhang [48], Philippon pour des produits de courbes elliptiques [30]-I1I
et Bombieri-Zannier [7] et David-Philippon [11] pour les variétés abéliennes & multipli-
cations complexes. Ces derniers ont aussi un aspect plus effectif que le résultat général.
L’analogue de la conjecture de Bogomolov pour les tores (G, )" a été résolu par Zhang
[47] et Bombieri-Zannier [6] et I’analogue de I’équirépartition est démontré par Bilu [3].
Nous donnerons dans le chapitre suivant d’autres références relatives au cas des courbes.

5 DUALISANT RELATIF DES COURBES

La conjecture de Bogomolov a été d’abord formulée pour une courbe plongée dans sa
jacobienne. Ce cas a suscité beaucoup de travaux que nous résumons dans cette section.
Soient C' une courbe propre, lisse et géométriquement connexe de genre g > 2 sur le
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corps de nombres K et J sa jacobienne. A tout diviseur D de C de degré 1, on associe
¢p le plongement de la courbe dans sa jacobienne donné par

¢p: C — J
z —» c(z— D).

Nous considérons en particulier des diviseurs D dont le multiple (29—2)D est un diviseur
canonique de la courbe. Soit Dy un tel diviseur.

Il existe sur J une polarisation principale canonique définie par le diviseur théta. On
désigne par h la hauteur normalisée associée a cette polarisation et construite dans la
section 3. Le théoreme 1.2 affirme que pour tout diviseur D de degré 1, il existe une
constante & > 0 telle que 'ensemble {z € X(K) | h(cl(z— D)) < €} soit fini. Comme nous
’avons remarqué dans la section 3, ce résultat est équivalent a la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1 .— Soient C une courbe propre, lisse et géométriguement conneze de
genre g > 2 sur le corps K et D un diviseur de degré 1 de C. Alors, h(¢p(C)) > 0.

On se propose de redéfinir la hauteur h(p(C)) comme invariant arakelovien de la courbe
ne faisant pas intervenir sa jacobienne. Nous introduisons pour cela I'auto-intersection
en théorie d’Arakelov du dualisant relatif de la courbe. Nous déduisons ensuite de la
proposition 5.1 la stricte positivité de ce nombre.

Soit C le modéle régulier minimal de C sur Ok. Le dualisant relatif w du morphisme
7 : C — Spec(Ok) est un faisceau inversible. Pour en faire un faisceau arakelovien, nous
I’équiperons de métriques hermitiennes & Dinfini. Il suffit pour cela de considérer une
courbe C sur le corps des nombres complexes C. Le faisceau w coincide alors avec le fais-
ceau des formes différentielles holomorphes Q} jc- Soit v, ..., vy une base de H°(C, 0, /C)

1 —
orthonormée pour le produit hermitien défini par 3 / a A B. On définit la métrique

c@©
d’Arakelov sur C par

1
B = E v; NU;.
9=
Nous appelons métrique permise sur un faisceau inversible toute métrique hermitienne
dont la courbure est proportionnelle & p. Deux telles métriques sur le méme faisceau
different par la multiplication par une constante [26]. La théorie originelle d’Arakelov
se limite & définir le produit d’intersection de deux faisceaux inversibles sur C munis
de métriques permises [2]. Le faisceau Qf /c st canoniquement équipé d’une métrique
permise définie comme suit :
1) Pour tout point P € C(C), le faisceau Oc(P) est canoniquement muni d’une
métrique permise donnée par

lIsll(Q) = exp(g4-(P, @)

ol s est la section canonique de Oc(P) et ga-(P, Q) est la fonction de Green-Arakelov :
C’est I'unique fonction réelle de C(C) x C(C) privé de sa diagonale, vérifiant [13]
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i) 0,0.94,(z,w) = im(u(z) — &,) ol &, est la distribution de Dirac en w,

ii) / gar(z,w)u(z) = 0 pour tout w.
c(©

2) On considere sur 0, /c la métrique hermitienne qui fait de I’isomorphisme résidu
pour tout point P € C(C)
Resp : Q¢c(P)lp — C

une isométrie quand O¢(P) est muni de sa métrique du 1) et C de sa métrique canonique.
La métrique ainsi définie sur ¢ est permise.
On note (w.w) I'auto-intersection du faisceau w ainsi métrisé.

THEOREME 5.2 .— On suppose que C est lisse sur Ok. Alors

1 1
3 (ww)+(1 - g_i)h(d(D — Dy))

h(¢p(C)) = R

ot Do est un diviseur sur la courbe C' dont le multiple (29 — 2) Dy est un diviseur cano-

nique.

PREUVE.— Les deux membres de cette égalité sont invariants par extension du corps
de base. C’est évident pour les deux hauteurs. Soient L une extension finie de K et
Op son anneau d’entiers. Le schéma C xo, Oy est lisse sur Op. C’est donc le modéle

régulier minimal de C' xg L sur Op. Le dualisant relatif de C xo, O sur O, est le
w .
pull-back de w. L’invariance de [—yt]—(;?] s’ensuit. On peut donc supposer que D et Dy
K :
sont K-rationnels. On choisit deux diviseurs sur C qui prolongent D et D,. On les note
aussi D et Do. A tout point P € C(K), on associe la section Ep de 7 : C — Spec(Ok)
qui le prolonge. Le faisceau O¢(Ep) est muni de ses métriques permises du 1). Pour ce

choix, la formule d’adjonction suivante vaut :
(EP.EP) = (Oc(Ep)Oc(Ep)) = —(w.0c(Ep)) = —(w.E'p).

La lissité de C sur Ok intervient dans les trois points suivants :

a) Le foncteur de Picard relatif Pic,(C/Ok), paramétrisant les classes d’isomorphismes
de faisceaux inversibles sur C de degré n sur les fibres, est représentable par un schéma
J» propre et lisse sur Ok [26]. En particulier, le schéma abélien J = J, fournit un
modele de J. Soit © le diviseur théta canonique sur [J,_; ; posons

0? = 91,04,_,(0)

ou®p : J — J,_1 est 'isomorphisme translation par O¢((g—1)D). Le faisceau inversible
symétrique £ = 0() @ [-1]*@(P) induit sur la fibre générique J de J le double du
diviseur théta. Par suite, la hauteur A coincide avec la moitié de la hauteur k. définie
par L (voir début de la section 3). .

b) Soit F un faisceau inversible sur C dont le degré sur la fibre générique est nul.
On munit F de métriques permises et on lui associe l'intersection (F.F). Ce nombre
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ne dépend pas des métriques permises choisies & cause du degré nul de F. Faltings et
Hriljac [16, 22] ont établi la relation

(F.F) = =2[K : Qh(cl(Fk))

ou cl(Fk) est la classe de Fx dans la jacobienne J.

c) Le morphisme ¢p : C — J se prolonge par propriété universelle des modeles de
Néron en un unique morphisme ¢p : C = J.

Il est possible de munir O¢(D) de métriques permises & infini de telle sorte que
(D.D) = 0 car le degré de D sur la fibre générique est non nul. On a alors pour tout

point P € C(K) :

—2[K : QJh(cl(P — D))

(Ep— D.Ep— D)
(4) = —(Epw+2D)

Considérons le faisceau inversible métrisé sur C
& =¢p(L") ®w® Oc(2D)

ot L* est le dual de £. Le pull-back d’une métrique du cube par op est une métrique
permise [26]. Les métriques de € sont par suite permises.
Un faisceau inversible £ sur C muni & I'infini de métriques permises est dit numériquement

équivalent a zéro si pour tout faisceau inversible F sur C muni a ’infini de métriques
permises, on a (£.F) = 0.

LEMME 5.3 .— Le faisceau £ est numériquement équivalent @ zéro.

PREUVE.— On suppose, quitte a élargir le corps de base, que le faisceau F est associé &
un diviseur de la forme ), a; Ep, ou les P; sont des points K-rationnels. Comme le degré
de & sur la fibre générique est nul, on peut supposer que F est équipé de la métrique
permise induite par le diviseur Y, a;Ep,. Dans ce cas, (€.F) = Y, he(P) = 0 par la
relation (4). O
On peut maintenant terminer la preuve du théoréeme 5.2. On tire du lemme 5.3 les deux
relations (£.£) =0 et (¢p(L£).€) = 0. On en déduit :

(#p(£)¢p(£) = w’+4(w.D)

= g’%l 2+4(1—g)(D-—2gw-2)2'
Dot
1 SR
= SponE. e T kD = Do)
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COROLLAIRE 5.4 .— Si C est lisse sur Ok alors (w.w) > 0.

PREUVE.— Il suffit de prendre dans le théoreme 5.2 D = Dy et d’appliquer la proposi-
tion 5.1. m]

REMARQUE.— Comment changent ces résultats si C n’est pas lisse sur Og?

Quand C a réduction semi-stable sur O (i.e. les fibres fermées de C sur O sont réduites
avec au plus des points doubles ordinaires comme points singuliers), Zhang [45] introduit
un accouplement, dit accouplement admissible, qui raffine l'intersection d’Arakelov. Il
differe de cette derniere seulement en les mauvaises places. Le théoreme 5.2 est alors
valable si on remplace (w,w) par I'intersection admissible (w,,w,) du dualisant relatif
w, défini dans cette théorie. Il découle alors de la proposition 5.1 que (w,,w,) > 0. Par
ailleurs, Zhang [45] prouve que w? > w? et que 1’égalité s’établit si et seulement si C
est elliptique ou a bonne réduction partout. Ceci implique la stricte positivité de (w,w)
dans le cas de mauvaise réduction.

REMARQUE.— La positivité de w? a été établie par Faltings [16]. L’équivalence en-
tre la stricte positivité de w? et la conjecture de Bogomolov dans le cas lisse a été établie
par Szpiro ([36] et [39] théoréme 3) et ceci modulo une question de parties fixes dans les
puissances du dualisant relatif. Cette derniere a été indépendamment résolue par Kim
[23] et Zhang [46]. Ainsi, pour démontrer la conjecture de Bogomolov pour les courbes,
la stratégie a été pour longtemps la démonstration de la stricte positivité de w?. Cet
objectif a été réalisé par Burnol [10] pour les courbes lisses dont la jacobienne est 2
multiplication complexe et par Zhang [45] pour d’autres cas.

Une borne supérieure de w? est liée au probleme de Mordell effectif [27, 29]. Il est
connu que de telles bornes conjecturales sont équivalentes & une variante de la conjecture
des petits points de Szpiro énoncée dans [40] (voir [39] et [27] corollaire 3.5). Des liens
avec d’autres conjectures arithmétiques (conjecture de Szpiro sur le discriminant des
courbes elliptiques, conjecture abc...) sont établis dans [27]. Soulé [35] a prouvé un
théoreme d’annulation pour les surfaces arithmétiques conjecturé par Szpiro, dont une
conséquence est une borne supérieure de w? en fonction de la norme d’une certaine section
dans un groupe de cohomologie ([35] théoreme 3). Ces résultats ouvrent des perspectives
dans la direction des conjectures citées plus haut, analogues & ceux développés dans le
cadre géométrique [41].

A NOMBRES D’INTERSECTION

Soient X une variété arithmétique, X sa fibre générique et £, et £, deux faisceaux
inversibles métrisés sur X. Bost, Gillet et Soulé définissent dans [9] un accouplement
qui permet d’associer a tout cycle Z de dimension d + 1 de X et tout entier 1 compris
entre 0 et d + 1 le nombre d’intersection (&;(L£1)'é;(L2)*'~*|Z). Leur proposition 2.3.1
donne trois fagons équivalentes de définir ces nombres, dont celle que nous avons choisie.
Soient Y une sous-variété de X de dimension d et ) sa fermeture schématique dans
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X. Le nombre (&(£1)'¢1(£2)**'7'|Y), introduit dans la proposition 2.1, coincide dans
les notations de [9] avec (&,(£1)'¢;(L2)*+'~¥|)). La proposition suivante donne quelques
propriétés de cet accouplement qui sont utilisées dans cet exposé.

PROPOSITION A.1 ([9] PROPOSITION 2.3.1) .—

i)Soient f : X' — X un morphisme de variétés arithmétiques sur Ok et £ un faisceau
inversible métrisé sur X. Pour tout cycle Z de dimension d + 1 de X', on a

(@(fL)™12) = (@0 |£.[2)).

ii) Sotent Ly et Ly deuz faisceaur inversibles métrisés sur X et Z une sous—variété
de dimension d +1 de X. Soient n un entier et s une section non nulle de LE" sur Z.
Alors, pour tout entier 1 <1< d+1, ona :

n(& (L) M (L)2) = (a(Ly)* e (L2) 7 div(s))
- Zea/ log [Isllocr(L1,05 Il l11.0)H " e1(Lao, || J|20) "
2,(0)

‘0ES

Avec les notations de cet exposé, on tire :

COROLLAIRE A.2 .— On reprend les hypothéses de la proposition A.1-ii) et on suppose
de plus que L, et Lo sont amples. Soient Y une sous-variété de X de dimension d et Y
sa fermeture schématique dans X. Soient s une section non nulle de LE" sur Y et sk
sa restriction a la fibre générique Y. Alors, pour tout entier 1 <1 < d+1,

n(&(L) ML) Y) 2 (G(Ln) e (Lo) 7 div(sk))
- ZEU~/Y(C) log |slloc1(L1,0s |l |ll,a)d+l_i01(£2,a,|} 1|2,a)i_1~

c€S

PREUVE.— Le corollaire découle de la proposition A.1-ii) en remarquant que les com-

posantes verticales de div(s) donnent des contributionipositives car Ly et £, sont amples.
(]

LEMME A.3 ([9] PROPOSITION 3.2.2) .— Soient X; et X, deuz modéles propres et
plats sur Og de X et Ly et L, deuz faisceauzr inversibles amples sur respectivement
X1 et X, qui sont isomorphes sur la fibre génériqgue X. On munit L, et L, a Uinfini de
métriques hermitiennes d courbures positives. Alors, il existe une constante C > 0 telle
que, pour toute sous-variété Y de X, on ait

lhe,(Y) = he, (V)| < C .

B THEOREME DE HILBERT-SAMUEL ARITHMETIQUE

Soient X une variété arithmétique, X sa fibre générique et £ un faisceau inversible
ample sur X muni en chaque place 0 € S d’une métrique hermitienne || ||, & cour-
bure ¢;(L,, || ||o) positive. Soient Y une sous-variété de X de dimension d et ) sa
fermeture schématique dans X. Le plongement canonique de I, = H%(Y, £®"|y) dans
Vo = H°(Y, L®"|y) ®z R fait du premier un réseau dans le second. On désigne par B,
la boule unité de V;, pour sa norme sup.
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THEOREME B.1 .— Avec les hypothéses et notations précédentes, on a

(&(L)"1Y)
d+1)

En utilisant le théoréeme de Minkowski, on obtient le corollaire suivant :

Xsup([n) = — log(vol(V,/T,)) + log(vol(B,)) = n*+! + o(n®*1y .

COROLLAIRE B.2 .— Pour tout € > 0, il existe ng tel que pour tout n > ng, il existe
une section non nulle | € H°(Y, L®"]y) avec

(@L)™y)
(d+ 1) deg,(Y)

Le théoreme B.1 a été d’abord considéré pour la variété tout entiere Y = X. On dispose

Hllsup < exp(ne —n

)

dans ce cas de deux démonstrations. La premiere est due a Gillet et Soulé [17] (voir aussi
’exposé de Bost dans ce séminaire [8]). Le théoreme B.1 est un corollaire & une forme
faible de leur théoréeme de Riemann-Roch arithmétique [20] et d’un résultat d’analyse
de Bismut—Vasserot [4] sur le développement de la torsion analytique d’une puissance
d’un faisceau inversible. Nous avons ensuite donné avec T. Bouche [1] une preuve di-
recte du théoréeme de Hilbert—Samuel arithmétique qui ne passe pas par le théoreme de
Riemann-Roch arithmétique. Le théoreme de Hilbert-Samuel arithmétique pour toute
sous-variété Y de X est démontré par Zhang ([48] théoreme 1.4). Il considére pour
cela une désingularisation générique de la sous-variété et se rameéne au cas précédent.
Enfin, deux autres résultats établissent I’existence d’un développement asymptotique de
Xsup(I'n) sous la forme de en®*! + o(n®*!) mais sans donner de lien entre c et la hauteur
de Y relativement & £. Le premier est celui de Lau, Rumely et Varley [25] qui est valable
sous des conditions plus faibles que celles du théoreme B.1. Le second est prouvé par
Laurent [24] mais pour d’autres métriques.
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MESURES SEMI-CLASSIQUES ET MESURES DE DEFAUT
par Nicolas BURQ

Soient Q un ouvert de R et (uy), une suite bornée dans L2(f2). On peut tou-
jours, quitte & extraire une sous-suite, supposer que cette suite converge au sens des
distributions vers une limite w € L?(2), ce qu'on note (uz) — u. Les mesures de
défaut micro-locales ont été introduites dans la littérature afin de décrire la perte de
compacité forte dans ce passage & la limite. L’objet a priori le plus simple associé 4 la
suite (uk), qui est & la base de I’étude par P.L. Lions [29, 30] de problémes variation-
nels elliptiques avec perte de compacité, est la mesure de Radon, v, définie comme la
limite vague au sens des mesures de la suite bornée dans L! :

v = uk(z) — u(z)|?
qu’on appelle mesure de défaut de la suite (ux). Deux exemples permettent d’illustrer
cette notion :
1. Concentration : uk(z) = k%2p (k(z — zo)) avec ¢ € CF(RY), [ |o|2 = 1, alors

(uk) — 0 et v = 8, la mesure de Dirac au point z.

2. Oscillation : u = p(z)e**¢€ alors (ux) — 0 et v = |p(x)|2dz, ou dz est la mesure

de Lebesgue sur R?.

Le deuxiéme exemple montre que ces mesures de défaut ne permettent pas de
distinguer entre les différentes directions d’oscillation, ¢ € R¢, qui interviennent deés
qu’on n’étudie plus seulement des problémes elliptiques.

La définition des mesures de défaut micro-locales semble étre due 3 Wigner [43]
dans le contexte de la mécanique semi-classique. Plus récemment A. Shnirelman [40],
Y. Colin de Verdiére [10], B. Helffer-A. Martinez-D. Robert [24] développerent cette
notion pour étudier la répartition asymptotique des fonctions propres du Laplacien
sur une variété Riemanienne & bord. Enfin, 4 la fin des années 80, P. Gérard [15]
et L. Tartar [41] dégagerent indépendamment une notion générale, les H-mesures
ou mesures de défaut micro-locales, tandis que les versions semi-classiques connais-
saient un regain d’intérét avec les travaux de P. Gérard [16], P.L. Lions-T. Paul [31],
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P. Markowitch-N. Mauser-F. Poupaud [32] ... Dans la premiére partie de cet exposé
on présentera le cadre mathématique et on exposera la construction et les principales
propriétés de ces mesures. Dans les parties suivantes on présentera quelques exem-
ples récents d’applications de ces notions dans les domaines de I’homogénisation, du
controle des équations aux dérivées partielles et de 'optique géométrique non linéaire.
Ces exemples ne prétendent pas étre exhaustifs, nous les avons choisis car ils nous
semblent bien illustrer & la fois la variété des applications possibles et I'intérét de cette
approche.

Je remercie vivement P. Gérard pour ’aide qu’il m’a apportée dans la préparation
de cet exposé.

1. MESURES MICRO-LOCALES ET SEMI-CLASSIQUES

1.1. Notations. Soient 2 un ouvert de R? et H un espace de Hilbert séparable dont
on note (-, ), le produit scalaire.

1) On note L2(2;H) I'espace des fonctions & valeurs dans H, de classe L? sur  muni
de son produit scalaire naturel noté (-,-), (H) (respectivement £!(H)) P'espace des
opérateurs compacts sur H (respectivement & trace). On note aussi S*(2 le fibré cotan-
gent en spheres de Q (S*Q = T*Q \ {0}/RY%) et M (T*Q; L (H)) (respectivement
M (5*Q; L1(H))) Vespace des mesures de Radon positives sur T*§ (respectivement
sur S*Q), & valeurs opérateurs & trace sur H.

2) On note H*(;H) 'espace de Sobolev des distributions de classe H® & valeurs
dans H, Hgomp (€% H) le sous espace formé des distributions & support compact et
Hg . (9 H) Pespace des distributions u telles que pour tout ¢ € C§°(Q2), pu €
H*® (O H).

3) On note ¥e, (2; L(H)) (respectivement U7t (Q; K(H))) I'espace des opérateurs
pseudo-différentiels polyhomogenes d’ordre m sur Q & valeurs £L(H) (respectivement
K(H)), dont le noyau distribution est & support compact dans © x . Ce sont des
opérateurs du type
Au(z) = (e, DoJu(@) = g [ €D eala, uly)dyde,
(2m)¢ Jaxrs

ol a(z,§) € Sgomp(€2 L(H)) est un symbole polyhomogeéne d’ordre m (voir [25],
chap. 18.1). On rappelle que si x est un difféomorphisme C* de Q alors, pour
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tout a € 5%, (2 L(H)), on a la formule de changement de variables
(1) a(z, Dz)u(x(z)) = x*(a(z, D2)u) = x"(a)(z, Dz)(x*u) + R(x*u)
ou x*(a)(2,€) = a(x(2), txX'7'€) et R € UMZL(Q; L(H)).
4) On note o (A) € C5°(S*; L(H)), le symbole principal d’ordre m de I’opérateur
A dont on rappelle les principales propriétés :
-1) L’application oy, : A € U7, (Q; L(H)) — om(A) € C(S*Q; L(H)) est surjec-
tive et il en est de méme si on remplace £(H) par K(H).
ii) Pour tout A € ¥, om(4) =0 A€ ¥R

iii) Pour tout A € Y%, 0m(A*) = om(A)* o la premitre étoile désigne ’adjoint
au sens des opérateurs et la deuxiéme ’adjoint au sens des éléments de H.

iv) Pour tous Q € Viompr P € YEop, 'opérateur PoQ appartient & I’espace \Ilg;,‘;gp et
0p(P)oqe(Q) = Op+q(P o Q).
v) SiH = C alors pour tous Q € %, P € P omp: l'opérateur [P, Q] = PoQ—QoP

appartient & l'espace WEte-1 et

) Opra-1([P,QD) = 3 {0p(P), 74(Q)},

ou {f,g9} = > 1<i<d 06 f0r,9 — 35, fO¢, g désigne le crochet de Poisson des fonc-
tions f et g.
5) On rappelle que si P-€ Y omp alors 'opérateur P est continu de 'espace de Sobolev
H{ (S H) dans HZ o (S%H). En particulier, pour m < 0, P € ¥ eomp €St compact
sur L2(Q; H).
6) On note pour h €]0, ko[, ho > 0 et a € S(R?%; L(H)) (la classe de Schwartz des
fonctions & décroissance rapide, & valeurs opérateurs bornés), a(z,hD;) l'opérateur
h-pseudo-différentiel défini par
1
N W RéxR4
On rappelle les propriétés suivantes vérifiées par ces opérateurs :
i) Pour tout a € S(R*% L(H)), I'opérateur a(z,hD,) est continu sur L2(R%; H)
uniformément par rapport au paramétre h €]0, ho|.
ii) Pour tout a € S(R?¢; L(H)), on a
a(z,hD;)* = a*(z,hD;) + hRy(h),
ou Ry(h) est uniformément borné sur L2(R¢%; H).
iii) Pour tous a,b € S(R??; L(H)), on a

a(z,hD;) o b(x,hD;) = ab(z, hD;) + hRy(h),

a(z, hDg)u(z) e ®=¥)%q(z, hé)u(y)dyde.
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avec Ry(h) uniformément borné sur L2(R%; H).
iv) Pour tous a,b € S(R?*%;C)), on a

) (a(@, hD2), bz, D)) = % {a, b}z, hD2) + W2 Ry(h),

avec R3(h) uniformément borné sur L?(R¢; C).

v) Si x est un difféomorphisme C* de R¢ on a la formule de changement de va-
riables :

(4) a2, hDz)u(x(z)) = x*(a(z, hD2)u) = x*(a)(z, hDz)(x"u) + hR4(h)(x*u),

avec R4(h) uniformément borné sur L2(R%; H).

1.2. Définition des mesures. On considere (ux) € L? (€;H) une suite localement

bornée dans L. On suppose que (ug) — u au sens des distributions, c’est-a-dire que
pour toute fonction ¢ € C§°(2;H), on a

Jm (o) = Im [ (o), (@) de = [ (o), ple) b

Les principaux résultats d’existence des mesures peuvent étre résumés par les deux
énoncés suivants :

THEOREME 1 (P. Gérard et L. Tartar).— Il eziste une sous-suite (uk,,) de la suite
(uk) et une mesure p € M4 (S*Q, L1 (H)) telles que pour tout A € VO (Q,K(H)),

comp

(5) (A, 0,0, — ) = [ tr(a(e, uldod),

n—-+o00

ot a = og(A) est le symbole principal de Uopérateur A. On dit que p est une mesure
de défaut micro-locale (ou une H-mesure) associée d la suite (ug). S’il y a unicité de
la “mesure limite”, on dit que la suite (uy) est pure et on note p = My, (ug).
THEOREME 2 (P. Gérard, P.L. Lions-T. Paul).—  Pour toute suite (hy) de réels
strictement positifs tendant vers 0 (qu’on appelle une suite d’échelles), il existe une
sous-suite (ug,) de la suite (ux) et une mesure v € M, (T*Q, L (H)) telles que pour
tout a € C§(T*Q, K(H)),

(6) nETm(a(x, hi,Dz)(uk, ), uk,) = /

tr(a(z, &)v(dzdf)).
*Q
On dit que v est une mesure de défaut semi-classique (ou une mesure de Wigner)
associée a la suite (ug). S’il y a unicité de la “mesure limite”, on dit que la suite
(uk) est pure et on note v= M (uk).
Remarques :

1. La mesure limite, v, dépend évidemment du choix de la suite d’échelles (hg).

L’introduction d’une telle suite peut sembler artificielle, néanmoins dans la plu-
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part des applications et en particulier pour tous les problemes liés & la limite
semi-classique de la mécanique quantique, cette suite (hi) est donnée naturelle-
ment par I’énoncé du probléme étudié.

2. Bien que nécessitant I’existence d’une suite (hy) adaptée au probléme, les mesures
semi-classiques sont d’une certaine maniére plus précises que les mesures micro-
locales qui vivent sur le quotient, S*Q2, de I’espace T*2.

3. Si l'espace H est de dimension finie, alors la nullité de la mesure de défaut
microlocale associée & une suite (ug) convergeant faiblement vers u est équivalente
a la convergence forte sur tout compact de §2 de la suite (ug). Sil'espace H est de
dimension infinie, alors cette nullité est équivalente & la convergence forte pour
tout v € H de (ux,v);, sur tout compact de 2, ce qui correspond par exemple
si H = LZ(Rg') a des résultats de compacité pour des moyennes en y d’une
suite de fonctions ux € L*(RE x RY). On pourra consulter P. Gérard [17] et
P. Gérard-F. Golse-B. Wennberg [20] pour des applications de cette remarque.

Démontrons le théoréeme 1 dans le cas le plus simple ot H = C. La démonstration
dans le cas général, ainsi que celle du théoréme 2, est essentiellement la méme. Le
point crucial est le résultat suivant :

LEMME 3 (Inégalité de Garding).— Pour tout opérateur A € W2, () de symbole
principal, a = 0o(A) positif, et toute fonction ¢ € C§°(Q) telle que p (z)p (y) = 1
sur le support du noyau distribution de A il existe C > 0 tel que pour tout u € L2(f2)

(7) [t (A(w), 0)| < Cllpuly /a0

®) Re (A(w),w) 2 ~Cllpully 120y

D’apres le calcul symbolique (3.iii), puisque a est réel, A — A* € ¥ 1 (Q), ce qui
implique la relation (7). Nous allons démontrer une version affaiblie de (8) suffisante

pour notre propos : si la suite (ux) converge faiblement vers 0 dans L?(Q2) alors
(8" lkim_‘i—nf Re (A(uk),ur) > 0.

Soit ¢ € C§°(Q2) comme dans I’énoncé. On fixe ¢ > 0 et on note b = py/e +a =
wet/2 + b avec b’ € Seomp(€2). Le calcul symbolique montre que b(z, D, )b(z, D;)* —
lpl?(eld + A) € ¥, () ce qui implique (si ¥ € C§°(R), Ty = )

(9) ellpukllzz + Re (A(ur), uk) 2 —Cl[%ur|l}y-1/2(q)-

Le terme de droite converge vers 0, donc par passage & la limite on obtient

Ve > 0, liminf Re (A(ux),ux) > —elimsup ||pu |2,
k—+o00 k—+o00

d’ot la relation (8").
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On peut donc pour tout a € C$°(S*Q) extraire une sous-suite ug, telle que, si
A € W), () vérifie g9(A) = a, la suite (Auk,uk) a une limite quand k — 400 (qui
ne dépend que de a). Par extraction diagonale on peut, puisque I'espace C§°(S*(2)
est séparable, supposer que la sous-suite est la méme pour tout a dans un ensemble
dense dénombrable dans C§°(S5*(2). Les relations (7) et (8’) montrent que cette limite
est une fonctionnelle positive définie sur un sous espace dense de C$°(S*Q) bornée
pour la topologie de Co(S*Q2), donc se prolonge de maniére unique en une mesure sur
S*Q qui vérifie (5).

Calculons les mesures de défaut micro-locales obtenues pour les deux exemples de
I’introduction :

1. Concentration : ux(z) = k%p (—k(z — x)), alors p = 620® [50 |<,'0\(/\§)|2)\d_12—"£3‘;.
2. Oscillation : ux = p(z)e**= ¢ avec p € CP(RY), p = |p(z)|2dz ® 6€=1%37'

1.3. Quelques propriétés des mesures. Le résultat suivant donne un lien entre
les mesures micro-locales et semi-classiques :

PROPOSITION 4.—  On suppose que la suite (ui) bornée sur L*(R?) est pure
de mesure semi-classique v et vérifie les estimations suivantes :

(10) limsup/ luk(z)|*dz = C(R) — 0 ((ux) est compacte & Pinfini)
k—+oo Jiz|>R R—oo

(11) limsup/ [uk(€)?dz = D(R) — 0 ((us) est (hy)-oscillante)
k—+oo JI¢|2R/hi et

(la premiére estimation dit que ’énergie de la suite ne part pas & l’infini et la deuziéme

que les fréquences caractéristiques de chaque terme de la suite (ux) sont d’ordre au

plus h;t.)

On a alors |lug|®> — v(T*R?) et si v{€ = 0} = 0 (c’est-d-dire si la suite (h)
ne tend pas trop vite vers 0) alors la suite (ur) converge faiblement vers 0 et a pour
mesure de défaut microlocale la mesure p donnée par

) = [ afe, v a.c).
Remarque : Ce résultat semble indiquer que les mesures semi-classiques sont plus
précises que les mesures micro-locales, néanmoins comme le montre P. Gérard [19],
il n’existe pas toujours une suite d’échelles (hj) telle qu’on ait (11) et Myc(ug){¢ =
0} = 0. 1l suffit en effet de prendre la suite (ux) donnée par ug(£) = W(l +

|€]2)~4/49(€ /k) avec ¢ € C§°(R?) vérifiant [ = 1. On peut alors montrer que

Iillz = )i [ of
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etV0<a<b<+4oo
-~ C / dg c’
2
d¢ < — < log(b/a).
/ashksb IEPE < o a<he<h (1+]6[2)%/2 ~ logk (tf

Toute mesure semi-classique associée & la suite (ux) est donc supportée par I’ensemble
{¢ = 0} alors que la mesure de défaut de (ux) est pg = | [ 9|>6;=0 ® do(£) (do(€) est
la mesure de Lebesgue sur la sphére S¢~1). On pourrait plus généralement montrer

qu’on peut obtenir ainsi comme mesure de défaut microlocale une mesure arbitraire.
Le comportement des mesures par changement de variables est décrit par le

résultat suivant :

PROPOSITION 5. — Soient 8 un difféomorphisme C* de Q dans lui-méme et

© = (0, *6'"") la transformation canonique associée sur T*Q. Si la suite u; bornée

dans L., est pure de mesure de défaut microlocale p (respectivement de mesure semi-

classique v) alors il en est de méme de la suite vi, = ug 00 et

M(vg) = |detd’| 7O~ (M (uy)).
Remarque : Ce résultat est trés simple & démontrer si 6 est de classe C™ (c’est
alors une conséquence de (1) ou (4)) ou dans le cas des mesures semi-classiques; il est
beaucoup plus difficile & obtenir pour les mesures micro-locales (voir Tartar [41]). Il
permet de définir des mesures micro-locales ou semi-classiques sur une variété.

Les théoremes de régularité elliptique micro-locale se traduisent aussi en termes
de mesures : on considére P =}’ .., 4a(2)05; aa € C(Q) un opérateur différentiel
et p= Zlal=m aq(z)(i€)® son symbole principal.

PROPOSITION 6 (régularité elliptique). — Soient (hy) une suite d’échelles et
(uk) une suite bornée dans L}, (Q), pure, de mesure de défaut microlocale u (respec-

tivement de mesure semi-classique v). Si P(uy) est compacte dans H;™(Q2) (respec-

2

tivement si hy P(uk) converge fortement vers 0 dans LE

) alors on a
pu =0 (respectivement pv = 0).

Enfin on a un résultat d’orthogonalité :
PROPOSITION 7 (orthogonalité). —  Soient (uk) et (vk) deux suites bornées
dans L?(Q; C), pures, convergeant faiblement vers u et v respectivement, de mesures
micro-locales py et pa. Siles mesures 1 et py sont mutuellement singuliéres (n1lus)
alors (uk,vk)c converge vers (u,v)g dans D'(Q).

Soient (hi) une suite d’échelles, (ux) et (vi) deux suites bornées dans L2(; C),
pures, de mesures semi-classiques vy et vy. Si les mesures v, et v, sont mutuellement

singuliéres (v, Lvy) alors la suite (ug + vi) est pure, de mesure semi-classique

Mo (ug + vg) = vy + vy,
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2. MESURES ET HOMOGENEISATION

Les H-mesures ont été définies a I'origine par L.Tartar [41,42] pour étudier des
problémes d’homogénéisation délicats. Nous allons ici présenter d’autres résultats
d’homogénéisation ot les mesures semi-classiques permettent de décrire 'évolution
d’un systéme gouverné par une équation aux dérivées partielles.

2.1. On s’intéresse dans cette partie au comportement quand ¢ — 0 des solutions
d’équations du type

o £? x
e _ & d € = d
(1) ( o 2A+ V (6))\11 (t,z) =0, dans R; x RZ,

(2) Vet =0,2) = ¥4(x),

ott V est un potentiel réel, 2rZ¢ périodique. Ce systéme modélise le comportement
d’électrons se déplacant dans un réseau cristallin.

L’éclatement (z, £) — (z,y) transforme 'opérateur (—%A +V (%)) en

1
§(€Dz + Dy)2 + V(y) = A(gDz3 Dyay);

avec A(£) = $(£+ Dy)>+V (y). On suppose V € C® (d’aprés [32], L> est suffisant).
L’opérateur A(§) est pour tout & elliptique autoadjoint sur T et il existe donc une
base Hilbertienne de L*(T%), ¢;(y,£) (les fonctions de Bloch) formée de vecteurs
propres de A(£) associés aux valeurs propres :

M) S () < <) < -
LEMME 8 (Wilcox [44], voir aussi C. Gérard [13]).— Les fonctions \;(€) sont Lip-

schitziennes et analytiques en dehors d’un fermé de mesure nulle, Fj, et les fonctions
©j(y,€) sont mesurables, analytiques pour £ ¢ F;.

On suppose que la donnée initiale ¥¢ est e-oscillante, pure de mesure semi-classique,
Mo, ne chargeant pas 1’ensemble RY x U, F; (qui est de mesure de Lebesgue nulle).
On travaille avec la suite d’échelles (¢). On définit, comme dans V. Buslaev [9] et
C. Gérard-A. Martinez-J. Sjostrand [14], u¢(t, z,y) solution de

(3) (eDt + %(EDI + Dy)? + V(y)) u® =0 dans Ry x RZ x T¢

(4) ue(tzoaxvy) Zu(s)(f'?:y%

ol on a construit une donnée initiale u§(x,y) de telle fagon que d’une part
x
¥5(@) = ui(z, 5)

et que d’autre part il existe B une zone de Brillouin, c’est-a-dire une cellule fon-
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damentale du réseau Z¢ (le dual de 27Z?) telle que pour tout k € Z¢ la mesure

semi-classique de

1 iy
(e, K) = g [ €M o)y

est supportée dans RZ x Be et ne charge pas son bord, R¢ x 0B¢. On retrouve alors
§(0) = 3 o5z, ).
kezd
Les mesures semi-classiques des termes de droite sont donc de la forme
Mio(e%°/°a5 (-, k)) (2, €) = Mic (@5 (-, k) (x, & — k)
et sont donc deux & deux orthogonales puisque de support disjoints. Pour calculer la
mesure semi-classique de ¥g, il suffit donc d’apres la proposition 7 de calculer celle de
chacun des termes de droite. On note Mo(z,€) la mesure semi-classique de la suite
u§(z,y) € L2(R%; H) avec H = L?(T9).
THEOREME 9 (P. Gérard (16]) .— La solution ¥¢(t,.) de l’équation (1) admet
une mesure semi-classique, p(t) continue en temps vérifiant

(5)  mt) = w(t)

1<y

(6)  Buj + Xj(8) - Vapty = 0

[estmeet s

2

{(Mo(z, & — k)p;(£), 05(8))

(M =0,z =)

keZd

et la mesure semi-classique de ¥ est

(8) u= Z B ()t ® 6= _x,(e)-
1<5

Remarques :

1) Un résultat analogue a été démontré par une méthode trés proche par P. Mar-
kowich-N. Mauser-F. Poupaud [32] qui s’inspirent pour ce faire de ’approche de
P.L. Lions-T. Paul [31] pour la définition des mesures semi-classiques (les mesures
de Wigner) et développent en particulier une théorie des mesures semi-classiq