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DOSSIERS

SCIENCE ET DEFENSE

Nous entamons un dossier/débal sur le théme des rapporis enire
les scientifigues (et particuliéremeni les mathématiciens bien sir) el les
applications mililaires de leur science. Le débat entre M. Carayol el R.
Godemeni sera notamment suivi dans le prochain numére d’un fezle de K.
Godemeni développant son point de vue el les informations esquissées lors du
débat.

intéressant de faire le point sur ce sujet. (’est pourquoi PIS.M.

(Institut des Sciences de la Matiére) de IUniversité Claude Bernard
(Lyon 1) organisait un diner débat en novembre 1991 sur ce théme, Les invités
étaient

S prés la guerre du Golfe, et Péclatement de PURSS, il semblait

M. Michel Carayol
ingénieur général de I'armement
Chef des services des Recherches de la DRET

et
M. Roger Godement
Professeur honoraire de Mathématiques
Université Paris 7

Madame M. P. Pileni, Professeur & I'Université Pierre et Marie Curie (Paris VI)

représentait le groupe “Science et Défense” & ce débat, qui était dirigé par B.
Jacquier, professeur de physique & I’'Université Claude Bernard.

Les notes qui suivent ont ét¢ rédigdes par B. Jacquier et J. L. Nicolas & partir
de Penregistrement du débat.

Monsieur Godement, pouvez-vous nous faire un historique des relations entre
les scientifiques et les militaires ?

R.G. : La collaboration entre scientifiques et militaires remonte a la plus
haute antiquité. Tout le monde connait Archiméde, qui fut 'un des rarissimes
scientifiques & y laisser sa peau. A la renaissance, la découverte des armes 3
feu et de Dartillerie bouleverse 'armement, mais les scientifiques n’y prennent
pas part, car la chimie n’existe pas. Léonard de Vincl dessine des tanks
et des sous-marins. Le baton écossais Neper, 1550-1617, Plinventeur des
logarithmes, invente aussi une pompe pour extraire I’eau de ses mines de
charbon. Théologien antipapiste, pour lutter contre armada des papistes
espagnols, il congoit une machine “capable de débarrasser un champ de 4



miles de tour de toute créature dépassant un pied de hauteur”. Sur son lit de
mort il devait déclarer a ceux qui lul demandaient les plans de sa machine :
“On a tellement donné d’armes aux hommes pour s’entretuer, que si ¢a ne
dépendait que de mol, je ferais tout pour en réduire le nombre. Mais voyant
que la méchanceté enracinée au coeur des hommes ne le permetira jamais, Je
veux du moins éviter de contribuer a en accroitre le nombre”.

Tartaglia, & qui P'on doit la solution de Péquation du 4°7° degré, construit

des tables de tir, et Galilée applique ses théories mécaniques & la trajectoire
des obus.

Au 1797¢ et 18°7° siecle, c’est une période calme. Le probleme de détermner
la latitude, et surtout la longitude des bateaux occupe les scientifiques.
En 1792 la création de U'Ecole Polytechnique systématise la laison entre
les scientifiques, les industriels et les militaires. Au 19°7¢ sigcle, a lieu le
développement des explosifs & des fins civiles el militaires. Pendant la grande
guerre, la découverte de la synthése de Pammoniac par le chimiste Fritz
Haber permet aux allemands de se passer des nitrates du Chili pour fabriquer
les engrais et les explosifs. Rappelons également les gaz de combat. Ce sont
déja les scientifiques qui prennent DPinitiative d’aller trouver les militaires
pour qu’on utilise leur capacité. J. Perrin écrit a Langevin “Si vous étiez
mobilisé dans la recherche militaire, vous seriez autant utile qu’un millier de
sergents major”. Lorsque le physicien anglais Moseley se fait tuer en 1915
dans les Dardanelles, Rutherford s’écrie que c’est idiot d’exposer un type
aussi valable au hasard d’une balle turque.

En France, un des arguments présenté pour obtenir la création du CNRS
sera que la guerre de 14-18 a mis en évidence 'importance de la recherche
scientifique pour la défense.

La période charniére, “the great divide”, comme disent les amnéricains, pour
les relations entre scientifiques et militaires se situe bien évidemment au
début de la seconde guerre mondiale. Avant 1940, la recherche se faisait aux
U.S.A. uniquement dans les universités et les industries (par exemple les
Bell Labs). La mise en place du Manhattan project pour la fabrication de
la bombe atomique (2 milliards de dollars en 1940 soit 1% du P.N.B.) les
recherches sur le radar et les télécommunications, sur le guidage des avions a
Patterrissage, sur le développement de ’aéronautique, font que le budget de
la Recherche Développement aux U.S.A. augmente considérablement, et que
son financement est essentiellement militaire.

Monsieur Carayol, pensez-vous qu’id étail nécessaire pour la France de
posséder 'arme nucléaire, et cela a-1-1l pénalisé I’économie nationale ?

M.C. : Nous n’étions pas les premiers, et il y avait 13 un mystére qui
demandait a étre éclairci, quelles que soient les utilisations ultérieures
envisageables. Il me semble que la France, par une motivation de curiosité
scientifique, ne pouvait pas se passer de la compréhension du principe de cet
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DOSSIER SCIENCE ET DEFENSE )

engin. Je suis d’un naturel assez confiant et j’estime que le pays ol je vis
est un des plus raisonnables et les moins aventuriers de la terre. A partir du
moment ot d’autres puissances possédaient I’arme atomique, pourquoi ferions
nous courir un risque particulier en la possédant aussi? . On pouvait penser
que tous les pays chercheralent & s’en munir, et donc le plus tot serait le
mieux. La fin ultime de tout pays responsable est 'instauration de la paix et
le désarmement, et mon pays est capable d’aller dans cette direction. Le fait
de posséder la bombe atomique lul donne plus de poids dans les conférences
sur le désarmement.

Cela a-t-il pénalisé notre économie? Il est certain que le Japon et
PAllemagne qui ne sont pas des puissances nucléaires connaissent une
certaine réussite économique. Mais d’une part, il a été demandé aux
Allemands un effort plus important de la part de POTAN (puisqu’ils
n’avaient pas d’armes nucléaires & financer) d’autre part la réussite Japonaise
peut aussi s’expliquer par des qualités particuliéres de la société de ce pays.
En résumé, les avantages de la bombe atomique me paraissent compenser la
18gere probabilité du phénoméne que vous exprimez.

M. Godement qu’en pensez-vous ?

R.G. : Je vais répondre par 3 citations. D’abord le mathématicien Ulam qui
a contribué & la bombe H en 1951 : “Contrairement aux gens qui étaient
contre la bombe pour des raisons politiques morales ou sociologiques, je n’ai
jamals eu aucun probléme en ce qui concerne le travail purement théorique.
Je ne sentais pas qu’il était immoral d’essayer de calculer des phénomenes
physiques. La question de savoir si c’était utile stratégiquement était un
aspect totalement différent du probléme, en fait une question historique,
politique ou sociologique de l’espéce la plus grave, et qui avait trés peu de
choses & voir avec le phénoméne physique ou technologique lui-méme. Méme
le calcul le plus simple dans les mathématiques les plus pures peut avoir de
terribles conséquences. Sans I'invention du caleul infinitésimal, la plus grande
partie de notre technologie aurait été impossible. Devons nous en conclure
que le “Calculus” est mauvais? ” Ensuite Oppenheim : “Ce n’est pas un
probléme académique de savolr si vous pouvez faire une bombe a hydrogene,
c’est une question de vie ou de mort.” Enfin Churchill déclarait en 1945 :
“ Notre politique devrait étre de garder le secret en des mains américaines
et britanniques dans la mesure olt nous pouvons le controler et de laisser les
francais et les russes faire ce qu’ils peuvent. Vous pouvez étre tout a fait
siir que toute puissance qui mettra la main sur le secret tentera de fabriquer
Particle, et cela touche a Pexistence de la société humaine. Ce sujet est hors
de proportions avec quoi que ce soit d’autre existant dans le monde”.

Abordons maintenant le probleme économique. Il n’y a pas seulement I'arme
atomique qui est en cause, mais toute la recherche et I'industrie militaire. Les
techniques militaires sont devenues trop sophistiquées pour étre applicables
au domaine civil : Si le développement des bombardiers B47 et B52 dans les
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années 50 a pu profiter aux 707 et 747, Vétude du Bl invisible & MACS ne
peut pas étre utile au domaine civil.

M.C. : Je voudrais intervenir sur ce point. On a d’abord cherché & défendre
et ce de fagon parfois ridicule, 'idée que la recherche militaire servait au
progres civil. On a cité la prothése de la hanche, les freins de formule 1.
On a ensuite parlé des technologies duales : Les militaires intervenalent
efficacement dans 'informatique, la résolution de I’équation de Navier-Stokes
en meécanique des fluides, etc... Mals ce discours est apparu comme assez
maladroit, comme si on n’avait pas trés bonne conscience, et ou s’exposait
a se faire rétorquer que 'argent serait mieux placé dans une agence civile
centralisant P'action générale de la nation sur ces technologies. Maintenant
on justifie les recherches de défense par la défense. Cela dit, on fait tout ce
qu’on peut pour favoriser les retombées civiles : Les militaires sont plutét
nationalistes, et la prospérité économique est une cause importante. Si les
chomeurs peuvent profiter de la recherche de défense, on essaie de favoriser ce
transfert.

Les Scientifigues se plaignent de ce que des domaines de recherche soient
frappés du secret défense. Qu'en pensez-vous ?

M.C. : La confidentialité défense s’applique aux dispositifs assez évolués des
systémes militaires (par exemple systéme auto-directeur de missile) ou aux
embryons d’idée dans ce domaine. On peut cependant noter que moins de
10% des contrats de la DRET sont secret défense. Il y a également un
dispositif de secret imposé par les industriels, qui souhaitent obtenir, ou
conserver le marché de fabrication de ces systémes militaires.

Nous sommes rentrés mainlenant dans une ére de paiz relative. Est-il
nécessaire de maintenir des crédits de défense aussi importants 9

M.C. : Certes, la menace d’une invasion directe du territoire national s’est
éloignée, mais le monde reste agité, et une certaine vigilance est justifiée :
La contagion est toujours possible, et je ne suis pas satisfait de laisser
les gens s’étriper autour de nous. Il y a nécessité d’une force armée pour
étre crédible. Le probleme d’une défense antimissiles balistiques, tirés par
des gouvernements irresponsables, une sorte de bouclier 1.D.S., est posé.
Faut-il prévoir d’intervenir pour maintenir des intéréts vitaux, par exemple,
Papprovisionnement en pétrole ? Dans la guerre du Golfe, certains pays non
belligérants ont du payer un écot & d’autres pays, comme 3 des parrains au
sens de la Mafia, pour veiller sur leurs intéréts. Je n’aimerais pas que mon
pays adopte cette attitude. A cause de la modification brutale du paysage,
1l y ald un nouveau débat ou tous les citoyens sont impliqués et ou la
communauté scientifique a un réle A jouer.
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DOSSIER SCIENCE ET DEFENSE 7

Comment estimez vous la capaciié de dissuation frangaise conlre lo Russie au
temps de la guerre froide ?

M.C. : Je me rappelle d’une anecdote qui s’était passée pendant Pune des
premieres réunions de Science ef Défense en 1983 et on A. Kastler avait
affirmé anx militaires qu’il ne croyait pas du tout en leurs forces car, disait-il,
je n'imagine pas un seul instant qu’un président de la république appuyera
sur le bouton rouge sachant que dans les minutes qui suivent la France serait
vitrifiée. Je constatais & cette occasion qu’Alfred Kastler partageait 'opinion
que jai affichée tout 3 Iheure, il avait une immense confiance dans 'usage
raisonnable que ce pays ferait de la bombe atomique.

R.G. : L’argument s’applique tout aussi bien aux dirigeants américains
et sovidtiques. Ils se sont munis d’une quantité rmassive d’armes mais ils
n'ont jamais envisagé un seul instant de s’en servir. Le danger fantastique
des armes nucléaires est la possibilité d’etre engagé dans un conflit; par
exemple : S Mr Saddam Hussein au lieu de faire la guerre en 1990, lavait
faite en 1980, peut &tre que les russes n’auralent pas été a ce moment 1a du
méme coté que les américains.

Eta Cuba ?

R.G. : A Cuba ce n’était rien du tout car la supériorité américaine était
absolument écrasante et il n’était pas question que les russes interviennent
mais tout le monde a eu une frousse terrible, y compris Mr Mac Namara.
Si vous demandez au Général qui commandait la Stratégic Air Command,
lui n’a pas perdu une seconde de sommeil. Il savait qu’il pouvait écraser les
russes sans probleme & époque de Cuba.

Quelles sont les armes actuellement éludiées ?

M.C. : En ce qui concerne les armes chimiques et bactériologiques, il n’y a
pas en France de systéme offensif, simplement une défense pour prévoir ce
que pourrait faire un éventuel adversaire. Il y a des activités de recherche
de nature défensive, de protection dans ce domaine, c’est tout. La bombe &
adrosol a été montée en épingles par les journalistes a 'époque de la guerre
du Golfe et présentée comme la bombe du pauvre. Elle a un effet de souffle
et présente un certain avantage pour la guerre de tranchées mais n’est pas
du tout comparable & arme atomique. En fait, il n’y a pas de grands sauts
technologiques en vue. Ce n’est pas demain gu’on mettra de 'antimatiére
en bouteille. L’arme atomique a atteint une telle mise au point que, pour
Pinstant 1l n’y a pas d’autre alternative.

Ce que tout le monde poursuit actuellement ce sont des armes intelligentes
et de précision qui font appel 4 de la haute technologie, en particulier la
microélectronique, Pintelligence artificielle et surtout des logiciels. C’est au
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niveau des systémes qu’intervient application militaire et non au niveau de
principes de base, comme ¢’étail le cas pour la bombe atomique. Dans ce cas,
¢’était la physique de base qui était directement liée au probléme militaire.
La bombe a rayonunement renforcée fait partie de la panoplie des armes
nucléaires mais ne fail pas appel 4 des connaissances vraiment nouvelles par
rapport & Pensemble de ces armes.

Pensez-vous que les malieuz scieniifiques soni suffisamment informés des
projets militaires ¢

M.C. : Je veux bien plaider coupable, mais 4 condition que vous reconnaissiez
que de votre cGté vous n’avez pas le niveau d’imtervention, en matitre
de défense, qu’on trouve aux Etats Unis. On a fait des progres, il
existe maintenant tout un ensemble de manifestations comme les journées
thematiques de la DRET ol on expose les résultats de contrat. On pourrait
faire mieux en généralisant les appels d’offre 4 toute la communauté
scientifique. Ce sont des choses qui vont évoluer. L’appel d’expert pourrait
aussi se généraliser et, c’est en projet 4 la DRET. Il faudrait que vous
soyez d’accord, en échange, d’une plus grande participation. C6té américain,
un symposium réunit un grand nombre de tétes pensantes pour réflechir
au probléemes militaire, ce qui n’existe pas en France. On trouve aussi une
capacité du milien scientifique & prendre en charge les programmes militaires
3 un assez haut niveau de synthése alors gu’en France cet effort est assez
ponctuel, le responsable reste toujours a la DRET. Je vais étre utopique en
imaginant qu’un chercheur CNRS soit responsable du programme RAFALE
avec une participation plus grande des chercheurs. Ce serait peut étre plus
efficace que des relations ponctuelles, comme c’est le cas actuellement, sur un
ensemble de mesures militaires au niveau de la synthese.

Certaines publications scientifigues sont ulilisées ullérieurement & des fins
melitaires ...

R.G. : Clest le drame fondamental. Méme si vous faites la recherche civile,
vous ne pouvez pas prévoir que vos résultats pourront étre utilisés vingt
ans plus tard & des fins militaires. Il ne peut pas y avoir de législation,
le scientifique qui a écrit un papier n’en est pas propriétaire. Il y a une
dynamique du progrés scientifique et technique qui est soutenue par des
centaines de milliers de scientifiques, ingénieurs et industriels avec beaucoup
d’argent et une trés grande inertie. Les applications militaires ne s’arréteront
jamais. St vous ne voulez pas tomber dans ce type de probleme faites de la
littérature ou de la musique mais ne faites pas de recherche scientifique.

M.C. : Cette intervention montre qu’il y a encore beaucoup a faire pour les
militaires a se faire accepter. La seule vole possible pour les scientifiques est
d’accepter de rentrer dans le systéme militaire pour se faire entendre dans
Putilisation des connaissances qu’ils découvrent.
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LACRECATION

Nous publions dans ce numéro la seconde partie du dossier “Agrégation”,

Dans une premidre partie, nous donnons un extrait de la solution au
probleme de Uagrégation de 1895 paru dans le numéro précédent. Cet extrait
reproduit les pages 12 3 et 7 3 8 de la copic de René Baire comprenant & pages.
Nous diffusons aussi I'énoncé d’une autre épreuve de cette méme agrégation, ainsi
gu’un extrait de la solution proposée par Henri Dulac. L'exmrait correspond aux
pages 12 3 et 11 2 13 de la copie composée de 13 pages.

Dans un seconde partie, nous présentons une bréve description de
I'évolution des épreuves des agrégations de mathématiques masculine et féminine.
Nous publions également les textes de deux épreuves typiques de la période 1885-
1959, 'une comrespondant 2 "épreuve de géoméirie descriptive (1959), Vautre a
I'épreuve de calcul numérique (1954).

Et, nous concluons avec un extrait d'une réflexion d’Henri Lebesgue sur
Pagrégation féminine de mathématiques datant de 1928.

Remarque : Ce dossier a éié élaboré grace au concours de P. Bérard (Inspecteur
général), Dominique Cerveau (Unwversité de Rennes), André Chervel (chercheur
au service d’hisioire de Uéducalion 4 UINRP), A. Magnier (Inspecteur
général), Jean Yves Mérindol (Université de Strasbourg) et Robert Moussu
(Université de Dijon).

Michele ARTIGUE — Jacques CAMUS
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Concours de 1895

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES.

CONCOURS DE 1895.

MATHEMATIQUES SPECIALES.

On donne un ellipsoide E qui, rapporté & ses plans principaux, a pour
équation
! g 2
aTnta—1=0
et une sphére de rayon r et de centre A (i, y,, z)-

On considére les quadriques S qui sont tangentes 4 tous les plans tan-
gents communs 4 la sphére et i Peliipsoide E; du point A on abaisse une
normale AP sur T'une des quadriques S et au pied P de cette normale on
méne le plan tangent 11 4 cette quadrique.

1° Prouver que le plan IT est le plan polaire du point A par rapport a
une surface H,, homofocale 2 Tellipsoide E, représentée par i'e'quation
H, = ~

o

2 T
I A e ] wm
[y S -+ dp 1 o
2° Prouver que le plan II est le plan polaire du point A par rapport 2
{une des quadriques S; prouver quil est aussl un plan principal pour
une autre de ces quadriques. Les réciproques de ces proposilions sont-
cllos vraies?

3° Par tout point M de Tespace il passe trois plans I polaires du
point A par vapport A trois quadriques Hy, Hy, H, du systeme homofocal.
Exprimer les coordonnées du point M en fonctions des parameélres A, @, v.

Déduire des expressions ainsi obtenues le lieu des poinis M pour les-
quels lestrois plans 1] sont rectangulaires.

4° Trouver ce que deviennent les expressions des coordonnées du
point M, soit quand ce point est sur la développable enveloppée par le
plan I, soit quand il se trouve sur I'aréte de rebroussement de cette déve-
loppable. Ln conclure le degré de la développable et la nature de son
aréte de rebroussement.

5° Tout plan I coupe la développable suivant la génératrice de contact
et suivant une conique. De quelle espéce est cette conique? En connait-on
des tangentes remarquables?

6° Trouver le Lieu des foyers de ces diverses coniques.
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WINISTERE AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES.

DE
LINSTRUCTION
PUBLIQUE,
DES BEAUX-ARTS CONCOURS DE 1895.
ET
DES CULTES.

Ry

COMPOSITION
SUR I’ANALYSE ET SES APPLICATIONS GEOMETRIQUES.

On considére la courbe C représentée par Véquation
(' +y") (@ +2azy+7") + 2y =0
ot a désigne un parameétre arbitraire.
Le paramétre a ayant une valeur quelconque,

1o Déterminer le genre de la courbe C;

2° Former les intégrales abéliennes de premiére espéce relatives & cette
courbe;

3° Former une intégrale de troisitme espéce devenant infinie au point
double de la courbe C;

4e Ecrire & laide de ces intégrales, par Tapplication du théoréme
d'Abel, les conditions nécessaires et suffisantes pour que quatre points de
la courbe C soient en ligne droite, ainsi que les conditions nécessares
et suffisantes pour que huit points de cette courbe C soient sur la méme
conique.

Examiner le cas particulier ot fa droite et la conique passent par fe
pomnt double dela courbe C;

5° Trouver combien il y a desystémes de coniques touchant la courbe C
en quatre points M,, M,, M;, M,;

6° Déterminer les valeurs du paramétre a pour lesquelles le genre de
la courhe C s'ehaisse.

On étudiera en particulier Fhypothése a=o, et Pon résoudra les pro-
blemes suivants pour la courbe particuliere D qui correspond & cette
hypotheése.

I. Que deviennent, pour la courbe D, lesintégrales de premiére espece
relatives & la courbe générale C?

IL. Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que quatre points
dela courbe D soient en ligne droite et les conditions nécessaires et suffi-
santes pour que huit points de cette courbe D soient sur une conique.

HL Trouver combien il ya de systémes de coniques touchant1a courbe D
en quatre points : M;, My, M;, M,.

IV. Déterminer les points d'inflexion et les tangentes doubles dé la
courbe D.

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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HENRI DULAC 1870 - 1955
Robert MOUSSU

beaucoup & la notice nécrologique présentée par Gaston Julia a la
séance de 'académie des Sciences du 26 septembre 1995. Ses extraits
sont en italiques.

“Il était né le 8 oclobre 1870. A sa sortie de I’Ecole polytechnique, en 1892,
il s’ortenie vers Denscignement des Mathémaiiques. Agrégé en 1895, il fait
un court voyage & Uélranger, puis, en méme lemps gqu'tl s’acquille en toule
conscience de ses lourdes fonctions de professeur aux lycées de Chdleaurouz,
de Nantes el de Poitiers, il compose sur Dun des sujels gqui vont fizer
Ugitention de toules sa wie, un premier itravail gu’il présenle comme thése
en 1903. Toule sa carriére dans 'enseignement supérieur va se dérouler a
Grenoble, ¢ Alger, enfin ¢ Lyon, ot il demeurera 28 ans, dans la chaire de
Mathématiques pures, jusqu’a sa retraite”.

C es quelques lignes sur la vie et Poeuvre de Dulac empruntent

“Lorsque Henrt Dulac s’oriente vers la recherche, ’étude des poinis singuliers
des intégrales des équations différenticlles vient de marquer d’éclatants succés.
Les noms de Briol et Bougquet, d’Henri Poincaré, d’Emile Picard, de Paul
Painlevé, marquent les principales lendances qui se sont révélées dans celle
Stude.

Il nous reste d& faire une élude approfondie de ces singularités, car les
possibilités déja révélées ne sont que les premiéres élapes d’une classification
qut resle a faire et qui est indispensable pour élablir une théorie bien
ordonnée et cohérente; elle va faire 'objet d’efforts soutenus, on ltnveniion,
la pénéilration el aussi la persévérance d’Henri Dulac porteront de beauz
Jruits”.

Dans “ses premiers {ravauz, vapprochani les vues de Briot el Bouguel et de
Poincaré”, il étudie les points singuliers d’équations différentielles ordinaires
holomorphes en dimension deux. Il obtient des résultats fondamentaux et
trés originaux sur lexistence de solutions singuliéres et sur Dexistence
d’intégrales générales. Son approche de ces problémes représente un
travail de pionnier. Ce n’est qu'un bon demi-siecle plus tard, que
'on a vraiment compris son importance. Il avait en effet déjd résolu
partiellement un bon nombre de questions modernes : existence de
séparatrices, existence d’intégrales premieres holomorphes ou multiformes,
classification des singularités dicritiques, existence et convergence de formes
normales. Ses démonstrations reposent sur des arguments trés géométriques
dont on a redécouvert Defficacité au début des années 70 : polygone de
Newton, éclatements, monodromie des séparatrices...

Aprés la grande guerre, 1l applique ses résultats, ses méthodes & Iétude de
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Papplication retour d’un polycycle d’un champs analytique réel en dimension
2. 1l s’agit essentiellement de prouver gu’une telle application a un nombre
fini de points fixes; c’est-a~dire qu’il n'y a pas accumulation de cycles limites
sur le polycycle “On sast U'imporiance des cycles limites, mais on sait fort peu
de chose, hors leur existence possible, sur leur détermination précise el méme
sur la limitation de leur nombre. Or Poincaré avail énoncé un théoréme irés
remarguable © “Les cycles limites sont en nombre fini, pourvu gqu’aucun d’eux ne
passe par un col”, el Ivan Bendizson, dont on connail les beauz travauz sur les
points singuliers des équations différentielles, a longlemps cherché sans succes
4 monirer que la derniére resiriclion esl inutile en particulier que : “Toute
équation Xdx + Ydy = 0, oit X et Y sont des polynémes, ne peut avoir qu’un nombre
fini de cycles limites”. Avec une profondeur, une ténacilé, une ingéniosité de
moyens qui’il faul admirer, Henrt Dulac, aprés une longue recherche, ¢ réussi
& démoniere ce théoréme”. Malheureusement, cette démonstration considérée
comme correcte pendant plus d’un siécle est incompléte. Clest en précisant
la méthode de Dulac avec les fonctions multisomumables, la résurgence, les
cocycles de quasi-fonctions que J. Ecalle et J. II"Yashenko ont finalement
prouvé le théoreme de finitude a la fin des années 80.

“Dans un domaine de vecherches qui paraissait inextricable, et d’une
complication sans issue, Henri Dulac a apporié des principes de classification
d’une grande netleté, ... Celle élude lui a révélé beaucoup de fails
insoupgonnés. Sattaquant & des questions d’une grande difficulté,..., il a
réussi 4 y fatre oeuwvre originale el féconde. Ce savant de grand mérite, a
moniré au cours d’une carriére bien remplie les plus belles qualités morales...
professionnelles : dévoueemni tolal, bienveillance jamais lassée, compélence
wmdisculée”. I “va dun air simple & la vérité qu’il aime : la vérité lui sourit et
quitte volontiers sa retraite pour se laisser produire au grand jour par un homme aussi
modeste”.
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EVOLUTION DES EPREUVES
DE L’AGRECATION DE MATHEMATIQUES

" arrété du 2 Octobre 1840 établit le “concours spécial d’agrégation
pour les sciences mathématiques”, ainsi que pour les sclences
physiques. Celui—i était composé de trois épreuves distinctes :
®» la premiere épreuve consistall en deux composibions ecrites, 'une sur le
caleul différentiel et intégral, Pautre sur la mécanique;
e la seconde épreuve, celle de Pargumentation, portait sur les matiéres qui
faisaient objet de Vexamen de la licence és—sciences de mathématiques ;

#» la troisiéme épreuve consistait en une legon sur une maticre choisie parmi
celles enseignées dans les classes de mathématiques des colleges royaux.

Ces dispositions sont restées valables jusqu’en 1853 pour faire place & une
agrégation unique pour les sclences. Les épreuves correspondantes étalent
composées de deux types d’épreuves, les épreuves préparatoires et les
épreuves défimtives :

e les épreuves préparatoires consistaient en trois compositions, d’une durée

de quatre heures, une sur sur les sciences mathématiques, une sur les sciences
physiques et une sur les sciences naturelles;

e les épreuves définitives se décomposaient en épreuves pratiques et en
épreuves orales, ces derniéres étant publiques.

Les épreuves pratiques, d’une durée de quatre heures, consistaient en trois
épreuves, une sur les mathématiques appliquées, une sur la physique ou la
chimie, et une sur les sciences naturelles, chaque candidat subissant deux de
ces épreuves a son choix et les sujets étant tirés au sort.

La premiere épreuve orale était composée de deux lecons d’une heure
portant sur un sujet de mathématique, ou de physique, ou d’histoire
naturelle, les sujets correspondants embrassant nécessairement la partie des
sciences sur laquelle le candidat n’avait pas fait porter son choix lors des
épreuves pratiques. En outre, la premiére legon portait sur les programmes
du baccalauréat es-sciences, et la seconde lecon sur les programmes de
mathématiques spéciales, ou sur les sciences physiques, ou sur les sciences
naturelles. Le sujet de la premiére legon était indiqué 24 heures i Pavance et
la deuxiéme le¢on donnait lieu & une préparation de trois heures.

La seconde épreuve orale consistail, pour chaque candidat, & présenter,
pendant un quart d’heure, une appréciation de chacune de ses deux legons.

Ce type d’agrégation unique pour les sciences sera remplacé en 1859
par une agrégation pour les sciences mathématiques et une agrégation

pour les sciences physiques et naturelles, L’organisation de P'agrégation de
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mathématiques reprend cependani les meémes groupes d’épreuves avec les
modifications suivantes :

o les épreuves préparatoires, d’une durée de six heures, comportaient deux
compositions sur le programme de Penseignement secondaire, 'une sur les
mathématiques et autre, sur la physique et la mécanique;

s les épreuves définitives consistaient en deux épreuves orales et une
épreuve pratique. La lecon de la premiére épreuve orale portait sur les
mathématiques élémentaires ou la physique élémentaire, et la seconde legon,
sur les mathématiques ou la mécanique.

1 épreuve pratique, quant a elle, consistait en une opération sur les
mathématiques appliquées.

L’existence d’une agrégation de mathématiques autonome ne sera ensuite
plus remise en cause. En revanche, entre 1966 et 1894, deux types
d’agrégation coexisteront, Pagrégation de mathématiques et Pagrégation
pour enseignement secondaire spécial, section des sciences appliquées. Nous
précisons ci-apres 'organisation de chacunes d’elles.

- L’ agrégation pour enseignement secondaire spécial, section des sciences
appliquées :

o les épreuves préparatoires étalent composées de trois compositions de
quatre heures consistant en une composition frangaise, une composition
d’arithmétique ou de géométrie et une composition de physique ou de
mécanique élémentaire;

e les épreuves définitives étaient composées des épreuves orales et des
épreuves pratiques.

Les épreuves orales consistaient en deux legons, chacune de trois quarts
d’heures, et donnant lieu & une préparation a huis clos de trois heures. La
premiere legon portait sur algébre, la trigonométrie et leurs applications; la
seconde lecon sur la géométrie descriptive et ses applications.

Les épreuves pratiques, d’une durée fixée par le jury, comprenaient une épure
de géoméirie descriptive appliquée, un levé de plan d’aprés des mesures prises
sur le terrain et donnant lieu & Pemploi des formules de trigonométrie, et un
dessin de machine d’apres les croquis pris dans une usine.

-~ L’agrégation de mathématiques , proprement dite n’est, elle, modifiée
qu'en 1869. Les épreuves préparatoires comportent trois compositions
portant respectivement sur les mathématiques spéciales, les mathématiques
élémentaires et la mécanique, et sur une question de méthode et d’histoire
des mathématiques; les épreuves définitives comportent deux lecons d’une
heure sur les mathématiques élémentaires et les mathématiques spéciales
(préparation de trois et quatre heures), et une composition sur un sujet
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emprunté a la licence és—sciences mathématiques, et une épreuve pratique du
méme type que précédemment.

Cependant, cette organisation du concours d’agrégation de mathématiques
sera de nouveau modifiée en 1885, avec un ajustement en 1904 et une iégere
retouche des épreuves orales en 1942, puis restera en vigueur jusqu’en 1959.

Ainsi, Pagrégation de mathématiques comprenaient en 1885 :

e pour les épreuves préparatoires, quatre compositions :

- de mathématiques élémentaires;

- de mathématiques spéciales;

- sur Vanalyse et ses applications géométriques;

- de mécanique rationnelle.

® pour les épreuves définitives, deux le¢ons et deux compositions :

— une legon de mathématiques élémentaires, aprés trois heures de préparation
a huis clos et sans document ;

— une le¢on de mathématiques spéciales, apres quatre heures de préparation a
huis clos et sans document;

- une composition de géométrie descriptive;

— une composition de calcul numérique.

L’arrété du 18 juin 1904 redéfinira les épreuves préparatoires en quatre
compositions de sept heures :

— de mathématiques élémentaires ;
- de mathématiques spéciales;
— de calcul différentiel et intégral;

- de mécanique rationnelle; et conservera la structure des épreuves
définitives, en accordant toutefois la méme durée de préparation aux deux
legons, soit quatre heures.

Une légere retouche aura lieu en 1942. Elle portera uniquement sur intitulé
des deux lecons des épreuves orales et sur la durée de la préparation de la
premiere legon, laquelle sera ramenée a trois heures.

En outre, 1884 verra la création d’une agrégation pour lenseignement
secondaire des jeunes filles (arrété du 31 janvier 1883). Cette agrégation
comportera deux ordres, celui des lettres et celui des sciences. Cette
agrégation, ordre des sciences, se divisera en 1895 en deux sections, l'une
de mathématiques et Pautre de sciences physiques et naturelles.

En 1959, Pagrégation de mathématiques (masculine) sera profondément
modifiée. Les épreuves préparatoires deviennent :

® une composition de mathématiques élémentaires et spéciales de six heures;
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e une composition d’analyse de six heures;
e une composition de mécanique générale de six heures;

e une composition de mathématiques appliquées de quatre heures.

Les épreuves pratiques d’épure et de calcul numérique sont supprimées, et les
épreuves définitives comprennent uniquement deux legons

s de mathématiques élémentaires;

e de mathématiques spéciales; la durée et le programme de ces épreuves
étant fixés chaque année sur proposition du jury.

L’année 1968 profilera I'agrégation de mathématiques actuellement en
vigueur. Les épreuves préparatoires comportent trois compositions :

e une composition de mathématiques générales de six heures;
e une composition d’analyse de six heures;

e une composition de mathématiques appliquées de quatre heures, a options :

Analyse nuwnérique ;

I

Mécanique générale;
~ Probabilités et statistiques. Les épreuves définitives comportent deux

épreuves orales, de trois quarts d’heures, avec un temps de préparation
de trois heures :

# une épreuve d’arithmétique, algébre, géométrie et géomeétrie analytique;
e une épreuve d’analyse, trigonométrie et mécanique.
La seule modification substantielle apportée depuis 1968 est 'ouverture, en

1985, d’une option supplémentaire “Mathématiques pour P'informatique” a la
composition de mathématiques appliquées.

Epreuvc d’Agrégation 1954

Comrosition pE CALCUL NUMERIQUE : Swujet. — On considére I'équation diffé-
rentielle :
(1) 22 (1 ~2)y 4 y—20=0,

1° Sans chercher & intégrer, montrer qu’il existe une solution, et une seule, Y(x),
qui soit holomorphe pour # = 0. On posera :
(2) Y#x)=ax +aex® 4 ... a4 .,
et I'on déterminera les coefficients, ainsi que le rayon de convergence R de la série (2).
Cemment se comporte la solution générale de (1) au voisinage de x =0 ?

2° Montrer qu'il existe une valeur réelle =, et une seule, comprise entre — R et
-+ R, pour laquelle Y(x) est égal & — o,2. Calculer cette valeur a & 10—3 prés,

3* Dans le plan de la variable complexe x, il existe un cercle de centre a et de
rayon ¢ & l'intérieur duquel Y(x) ne prend qu'une fois la valeur — 0,2. Sans chercher
a déterminer exactement g, proposer une quantité o’ positive telle que p est certaine-
ment supérieur 4 ¢’
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—— DE L’AGRECATION DE MATHEMATIQUES “FEMININE ——

a notion d’agrégation ”féminine” remonte & l'année 1883 pendant
laquelle fut créée Pagrégation pour lenseignement secondaire des
jeunes filles. Cette agrégation comportait deux ordres, celu1 des

lettres et celui des sciences et trois types d’épreuves portant chacune sur
les mathématiques, la physique et la chimie, et Phistoire naturelle :

e les épreuves écrites préparatoires composées de trois compositions de cing
heures;

e les épreuves orales composées de trois legons d’un quart d’heure, précédées
d’une préparation de quatre heures sans documents;

s les épreuves écrites finales composées de trois compositions de cing heures.

Deés P'année suivante (arrété du 5 janvier 1884}, cette organisation et
simplifiée pour ne conserver que deux épreuves :

o les épreuves écrites composées de quaire compositions de quatre heures :
— une composition de mathématiques;

— une composition de physique et chimie;

— une composition d’histoire naturelle;

— une composition littéraire.

e les épreuves orales composées de trois lecons de trois quarts d’heures, d’une
interrogation d’une demi-heure précédées de trois heures de préparation sans
documents :

- une legon de mathématiques;
— une lecon de physique ou chimie (avec expériences);
— une le¢on d’histoire naturelle (avec démonstration);

— une interrogation sur les langues vivantes (allemand ou anglais), avec
theme au tableau.

Suivant une évolution analogue & celle de 'agrégation unique pour les
sciences créée en 1853, lagrégation pour lenseignement secondaire des
jeunes filles, ordre des sciences, se divisera en deux sections en 1894, une
section pour les sciences mathématiques et une section pour les sciences
physiques et naturelles. Le concours est alors modifié et comprend trois
groupes d’épreuves :

® une épreuve commune consistant en une composition sur un sujet de
morale ou d’éducation (remplagant la composition littéraire);

® des épreuves spéciales comprenant deux compositions :
~ composition sur un sujet d’arithmétique et d’algebre;
— composition de géométrie et de cosmographie;

® des épreuves orales comprenant deux legons :
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- lecon d’arithmétique et d’algebre;

— lecon de géométrie et de cosmographie.

En 1922, le nombre de compositions des épreuves spéciales passera de deux &
trois :

- composttion sur un sujet d’arithmétique, d’algébre et de géométrie;

— composition d’algébre, de trigonométrie et d’analyse;

- composition de géométrie, géométrie analytique et mécanique; et Pintitulé
des lecons des épreuves orales est modifié :

~ lecon d’arithmétique, d’algébre et d’analyse;

- legon de géométrie, de mécanique et de cosmographie.

Durant les années 1035-38, le concours subira, par étapes, plusieurs
modifications substantielles rapprochant inévitablement le concours de celui
de Dagrégation masculine de mathématiques : - en 1935, la durée des
épreuves spéciales passe & cing heures; — en 1937, Pépreuve commune de
composition sur un sujet de morale et d’éducation est supprimée; le concours
porte désormais le nom d’agrégation féminine de mathématiques; et les
épreuves spéciales, prenant alors le nom d’épreuves écrites, comprennent irois
compositions de six heures :

—- composition de mathématiques élémentaires ;

— compostition de calcul différentiel et intégral;

- composition de géométrie analytique et de mécanique;

- en 1938, le concours est redéfini et prend la forme du modele masculin :

e des épreuves préparatoires constituées de quatre compositions de six
heures :

— composition de mathématiques élémentaires;
- composition de mathématiques spéciales;

- composition de calcul différentiel et intégral;

i

composition de mécanique;

e des épreuves définitives constituées de deux compositions et de deux
legons :

- composition de géométrie descriptive;

~ composition de calcul numérique;

- lecon de mathématiques élémentaires;

- lecon de mathématiques spéciales.

Aprés une légére retouche sur la définition des deux legons des éprenves
orales en 1942, les nouvelles dispositions mises en place en 1959 pour

Pagrégation masculine de mathématiques s’appliqueront aussi en 1960 pour
Pagrégation féminine de mathématiques.
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Le rapprochement des deux concours s’opere progressivement au cours des
années 70, et la fusion effective aura lieu en 1976.

Epure. — Deux segments Ol et O] sont perpendiculaires ; leurs longueurs
sont : Ol ==a, OJ==2a, a étant une longueur donnée gu'on prendra égale & un
centimetre pour faire Vépure. On considére les deux paraboloides P, (, de révolution
de meme foyer O et de sommets respectifs 1 et ], et le solide T formé des points
intérieurs a la fois aux deux paraboloides.

Etudier Vépure de T, les plans de projection étant choisis comme. on voudra ; il
sera pourtant commode que, Pépure de O étant 00, le segment 00’ ait son milieu au
centre Je la partie utile de la feuille et que la distance 00’ soit égale 4 16 centimétres.

Sont OK un segment d'origine O, perpendiculaire 3 la fois aux segments OI
et O] vt de longueur OK == 4a ; le paraboloide de révolution R, de foyer O et de
scmmet K partage T en deux solides ; soit B; celui formé des points fntérienurs A R.

Lo candidates ont e rlioir entre

ar Faire Vésure du solide = et, son volume étant de la forme hw?, calculer le
nembre .

La notice précisera le choix des plans de projection, les constructions faites pour
Vépure et le calcul de .

b) Faire 'épure du solide 1. La notice précisera le choix des plans de projec-
tion ¢t les constructions de 'épure.
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- CONTRE LA FUSION DES ACREGATIONS DE MATHEMATIQUES -

MASCULINE ET FEMININE
Henri LEBESGUE

élémentaires pouvait traiter & peu prés tous les problémes proposés

a Pagrégation féminine; aujourd’hui, on entend déclarer qu’il faut, et
au plus tot, imposer aux jeunes filles le programme de Pagrégation masculine.
C’est tomber d’un extréme dans un autre.

I 1y a quelque trente ans, un trés bon éléve de mathématiques

Peut-étre peut-on le dire maintenant que Dunification des traitements
masculin et féminin est acquise? Hier, on aurait été accusé de retarder cette
unification légitime, désirable, indispensable; va-t-on prétendre, aujourd’hui,
qu’égalité de traitement implique identité des programmes de concours? -
Non; I’Etat a besoin de bons professeurs femmes comme de bons professeurs
hommes, il a autant de peine a recruter les uns et les autres et ¢’est pourquoi
il a été amené a les payer également.

Mais la Justice, I'Egalité n’exigent-elles pas qu’il soit aussi difficile d’étre
agrégée qu'agrégé? - La difficulté d’un concours ne provient qu’en partie
de son programme; en 1 ... | sans changement de programme, ’agrégation
de physique était devenue trés facile, elle n’attirait que peu de candidats
et la plupart médiocres, en méme temps, par un phénomeéne inverse,
Pagrégation de philosophie devenait trés difficile. Convenait-il de payer les
agrégés physiciens moins que les philosophes au nom de la Justice, ou plus
au nom de la loi de loffre et de la demande? - X, trés bien doué, passe
Pagrégation en se jouant, Y ne réussit qu’aprés de longs et persévérants
efforts; doivent-ils étre rétribués de la méme fagon?

La diversité des agrégations, inévitable puisqu’il faut diverses catégories
de professeurs, ne doit pas étre prétexte a classification hiérarchique des
agrégations. Certains établissent cependant cette classification et des agrégées
souffrent du ton dont on parle de leur titre. Qu’elles veuillent bien réfléchir :
rien ne peut modifier le programme du concours qu’elles ont subi jadis; au
lieu de s’offenser, ne vaut-il pas mieux sourire et s’émerveiller qu’il y ait tant
d’orfevres 7 Et dans I’ “Elite” !

S1, pourtant, certaines femmes pensaient que le programme masculin doit
étre imposé désormais aux candidates, elles auraient plus d’autorité pour
soutenir leur opinion, si elles commengaient par conquérir 'agrégation
masculine. Aucune limite d’age ne les en empéche. Mais, me dira-t-on,
nous ne demandons pas que, pour apaiser notre vanité blessée, on soumette
les futures agrégées a des brimades que nous n’avons pas connues; nous
reconnaissons que certains des griefs articulés contre 'agrégation féminine ne
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sont pas sans fondement et nous désirerions voir nos jeunes collegues mieux
préparées & leur métier que nous ne avons éié.

Voict la question éclaircie et bien posée @ il n’y a & s’occuper que du meilleur
recrutement, de la meilleure préparation des futurs professeurs. Admettre que
ce but sera atteint en identifiant les programmmes des concours masculin el
féminin, c’est s’arréter & une solution simpliste et paresseuse; c’est oubler
qu'agrégés et agrégées n'ont pas & rendre des services identiques; clest
surtout négliger les différences entre mentalités masculine et féminine; c¢’est
supposer bien imprudemment que les programmes masculins sont excellents.
Examinons mieux la question.

Un bon professeur doit avoir des qualités morales, des qualités pédagogiques,
des connalssances, une culture.

Le concours ne peut déceler les qualités morales, il permet de reconnaitre
si les candidats ont guelques qualités pédagogiques qui pourront, par la
suite, se développer au contact des éleves. Le concours donneralt sans
doute, & cet égard, des indications plus précises, s'il n’était permis de
s’y présenter qu’aprés deux années d’emseignement. Pour les agrégations
masculines ce serait revenir a4 une régle ancienne; mais, pour elles, ce
retour est impossible, il écarterait trop de bons éléments de I'Université.
Cette réglementation pourrait étre, au contraire, adoptée pour les agrégations
féminines. Certes, avant de le faire il faudrait en peser longuement avaniages
et inconvénients; je ne la propose pas; je veux seulement faire observer
que 'Etat pourrait avoir bénéfice & organiser différemment les agrégations
masculines et féminines.

Peu de connaissances sont indispensables; on a vu des professeurs excellents
et qui ne savalent rien de plus que ce qu’ils avalent & enseigner; on en a
vu d’autres qui, trés instruits, mais dépourvus de sens pédagogique ou de
conscience professionnelle, ne se servaient de leur science que pour faire un
enseignement plus critiquable. Il convient pourtant d’exiger le plus possible,
car on ne se cultive qu’en s’efforcant d’acquérir des connaissances. “Le
programme des connaissances exigées pour 'agrégation” est & fixer, non
parce que ces connaissances sont indispensables, mais eu égard au degré
de culture auquel on désire voir parvenir les candidats. Or, pour obtenir
les mémes efforts de travail intellectuel d’un jeune homme et d’une jeune
fille, il ne convient pas, chacun le sait, de leur assigner la méme tache. Un
programme vaste, trop vaste, flatte 'amour propre du jeune homme : dans
le domaine qu’on offre & son activité, il s’¢lance en conquérant, parfois &
Paveuglette, souvent en faisant preuve de belles qualités d'initiative et, s’il
est bon, il acquiert des vues synthétiques, des idées directrices qui le guident
méme lorsqu’il est entrainé dans quelques-unes des régions qu’il n’a pas
explorées, dans les parties de son programime qu'il a laissées “tomber”.

La jeune fille a besoin d’etre mise en confiance; il lui faut savoir des ’abord
qu’elle pourra, elle qui ne plaint pas sa peine, étudier dans le détail tout
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son programme, le connaitre comme elle aime & connaitre. Aprés cette étude,
mals apres seulement, elle pourra avoir de Vinitiative: elle se {rouvera en
pays ami, en famille, elle comprendra, on plutot elle sentira, ce qu’il faut
{aire en chaque circonstance. A sa maniére, elle aura acquis une connaissance
compléte des méthodes de la science étudide.

“En somime, en chaque future agrégée, vous ne découvrez guére que les
qualités de la mere de famille et celles de la brodeuse: conscience, intuition,
souci de la perfection du détail, par exemple, et vous n’ambitionnez pas de
hui faire acquérir mieux que ces qualités inférieures? ” Inférieures? Si nous
parlons en hommes, certes, inférieures! Puisqu’il s’agit de qualités que nous
possédons & un degré moindre que nos compagnes. Mais s’il ne s’agit plus
seulement d’affirmer une fois de plus notre prééminence, c’est & voir.

A Phomme, & Pierre Curie, il suffisait d’avoir compris que le minerai qu’il
manliait contenait un élément nouveau, radioactif; ce n’était qu’un étre de
raison, mais ¢'était assez pour le dénommer ef raisonner sur lui. Cela ne
pouvait suffire & une femme : ce radium deviné, il fallait le connaitre et
Mme Curie voulut isoler le radium. - Qui ne se féliciterait que Phomme et la
fernme aient une fois associé leurs qualités!

Je me souviens de discussions épiques entre deux jeunes physiciens. “La
physique, c’est les atomes”, déclarait 'un. “La physique, c’est la cire molle”,
répliquait 'autre. Le premier appréciait surtout cette forme de connaissance
qui se laisse enfermer dans une théorie, Vautre goiitait cette connaissance
plus intime, cette sorte de communion avec la matiére A laquelle on parvient
par le “bricolage” des expériences; bricolage ot la cire molle joue souvent un
grand réle. L’un et Pautre ont fait depuis des découvertes remarquables en
physique.

Toutes les qualités sont précieuses - méme pour la découverte; cultivons
donc les qualités naturelles de chacun et, nous appuyant sur elles, effor¢ons-
nous d’en développer d’autres; nous reconnaitrons alors que, pour bien des
besognes, hommes et femmes se valent ; encore faut-il, pour aboutir au méme
but & partir de points de départ différents, suivre des chemins appropriés.

Imposer aux femmes le vaste programme des hommes, c’est ne tenir
aucun compte de leurs qualités naturelles; ce n’est pas leur donner de
multiples occasions de mieux comprendre, c’est uniquement les perdre dans
la multitude des détails. Et c’est, pour un résultat nul ou mauvais, exiger
d’elies, qui en sont physiologiquement incapables, un effort plus grand que
celul demandé aux jeunes gens.

En mathématiques, en particulier, ce serait leur demander un effort trop
considérable. Les mathématiques ne s’apprennent pas, elles se reconstruisent :
leur étude exige une initiative, une décision intellectuelle continuelle et c’est
ce qui coiite le plus aux femnmes. Avec le programme des hommes — si on
exigeait réellement ! — on ne pourrait recruter que trés peu d’agrégées parmi
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les trés rares femmes qui ont naturellement les qualités masculines. Celles-ci
n’y gagneraient d’allleurs rien; des deux agrégations masculine et féminine
qui leur sont largement ouveries, une seule leur resterait et 'on écarterait
quantité de femmes qui, U'expérience est faite, sont d’excellents professeurs a
tous égards.

Aurions-nous, du moins, de meilleures agrégées? Il est permis d’en douter.
Avec le programme des hommes les candidats voient plus de choses; mais,
de certaines d’entre elles, que reste-t-117 Presque rien dans beaucoup de
cas et c’est peut-étre encore trop dire; dans le rapport sur le concours
de Vagrégation masculine de 1927, au sujet de la composition d’analyse,
on trouvera des observations sévéres du correcteur, se terminant ainsi @ “Il
faut donc constater, comme les années précédentes, que les candidats a
Pagrégation ... n’ont pas, pour la plupart, la culture mathématique qui,
d’aprés les programmes, devrait étre exigée d’eux.” Bt le Président du jury
ajoute : “Quelques chiffres, & Vappul des observations du correcteur : sept
notes de 10 4 14, cing de 5,5 4 9, quarante-cing de 3 & 5, vingt-deux de 0
a 2,5, soit une moyenne générale de 4, indiquent que les connaissances d’un
grand nombre de candidats en analyse sont bien superficielles.”

Je n’ajouteral aucun commentaire, un renseignement seulement : au concours
de 1927, dix-neuf candidats ont été requs agrégés; la liste des 36 admissibles
a été arrétée a la note 4 sur 20.

Dix ans aprés Pagrégation, la plupart des agrégés ont tout oublié sauf ce
qui n’est pas au-deld des programmes de mathématiques spéciales et de
mathématiques générales; encore ceci est-1l vral surtout pour ceux qui ont &
enseigner ces programmes. Certes, rien de ce qu’ils ont étudié ne leur a été
inutile, tout a été P'occasion d’une gymmnastique intellectuelle qu’on n’aurait
sans doute pas obtenu de jeunes hommes avec un programme plus restreint;
mals est-ce une raison pour imposer ce programime aux femmes?

D’autant que, si beaucoup des agrégés auront a enseigner les mathématiques
spéciales & quelque moment de leur carriére, il sera tout a fait exceptionnel
d’avoir & demander & une femme un tel enseignement. Cette différence
essentielle entre les services & demander aux hommes et aux femmes
oblige péremptoirement A organiser deux agrégations différentes, masculine et
féminine. On ne comprendrait pas, par exemple, qu’a Pagrégation féminine,
une des deux legons d’oral portat sur les mathématiques spéciales!

Les hommes réussissent & enseigner les mathématiques spéciales qui sont
souvent & la limite de leurs propres connaissances; pourquoi les femmes
ne réussiraient-elles pas & enseigner les mathématiques élémentaires aprés
avoir étudié aufdelda comme le prévoit le programme actuel qui contient
précisément tout ce qui, aprés plusieurs années, reste encore su de la plupart
des agrégés? 1l serait, certes, désirable qu’elles sachent mieux et comprennent
plus profondément ce programme; mais cela on lobtiendra d’ici quelques
années, pourvu toutefols qu’aprés avoir appris & ne savoir ni le grec, ni le
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latin, les éléves de Denseignement secondaire disposent encore de quelques
heures.

I n’y a donc pas lieu d’augmenter le programme actuel de Pagrégation
féminine; d’ailleurs, si on devait le faire, il ne conviendrait pas d’adopter
pour cela le programme de P'agrégation masculine, car celui-¢ci n’a pas été
établi en vue du meilleur recrutement des professeurs; il a été imposé par des
contingences.

Les mathématiques ont le malheur de servir & quelque chose, ou du moins
elles ont cette facheuse réputation; elles tiennent une place importante dans
les concours d’entrée et dans l'enseignement des Ecoles d’Ingénieurs. Le
nombre des jeunes gens qu’attirent ces écoles est tel que tous nos pro-
grammes de mathématiques sont indirectement déterminés par elles. De plus,
le programme de I'agrégation masculine est aussi influencé par 'enseignement
des Facultés, c’est-a-dire par certaines recherches mathématiques modernes,
mais pas du tout nécessairement par celles qui ont le plus de rapports avec
les éléments des mathématiques.

Bref, le programme de Vagrégation masculine n’est pas libre; si bien que
Pévolution de I'enseignement des Ecoles d’Ingénieurs et des Facultés a
entrainé celle duo programme d’agrégation. Des questions directement lides
aux programmes de enseignement secondaire et qui aidaient & les mieux
dominer ont été peu & peu éliminées et remplacées par d’autres qui, je Vai
dit, ne sont pour les candidats que des occasions d’exercices. Chose étrange,
sauf pour le calcul différentiel et intégral, le programme actuel semble
éviter tout ce qui prolonge directement les programmes de l'enseignement
secondaire. Un agrégé sait, & cause de la géométrie analytique, plus de faits
géométriques qu’il n’en a & enseigner pour le baccalauréat, mais rien, sauf
peut-étre un goiit personnel heureusement assez répandu, ne 1'a obligé a
prolonger ses études de géométrie élémentaire : il ne faudrait pas chercher
beaucoup pour découvrir un agrégé ignorant, par exemple, ces polyddres
réguliers qui faisaient déjd l'admiration de Platon! Les connaissances de
presque tous les jeunes agrégés actuels en algtbre se bornent a peu prés a
ce qu’ils ont a enseigner et, pour Varithmétique, le manuel élémentaire en
est le dernier mot. Si quelque jour il y avait lien de corser le programme
actuel de I'agrégation féminine, ce serall en puisant dans les prolongements
des mathématiques élémentaires qu’il conviendrait de le faire.

Le programme des hommes, qui touche 4 plus de sujets, n’a-t-il pas du moins
Pavantage d’ouvrir plus de voies & Pactivité intellectuelle des agrégés? Qui,
il a cet avantage; mais dans la plupart des cas c’est un avantage purement
fictif, car il y a fort peu d’agrégés s’occupant de mathématiques en dehors de
leurs heures d’enseignement.

Que cette constatation ne fasse pas sursauter; le fait n’a rien d’étonnant,
ni de scandaleux; il est dit aux difficaltés que comporte Pétude des
mathématiques et aussi quelque peu au programme d’agrégation. Un
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professeur d’histoire, de géographie peut lire une thése de sa spécialité; si
ceci est parfois difficile & un physicien, celui-ci peut du moins se tenir au
courant des progrés de la physique par la lecture des articles généraux, des
conférences-rapports, etc ... Aucune possibilité analogue n’existe pour les
mathématiques; pour comprendre 'énoncé d’une question et son intérét, une
initiation est nécessaire et, je Pal déja dit, les mathématiques ne se lisent
pas, elles se reconstruisent. Lire des mathématiques est encore faire oeuvre
de découverte; el comment espérer que beaucoup de professeurs auront la
vigueur d’esprit nécessaire, alors que les sujets vers lesquels on les entraine
sont extrémement éloignés de ceux que leur enseignement journalier leur a
fait pénétrer 7

Si Pon s’était proposé - ce dont on ne s’est gueére préoccupé — d’entrainer
les agrégés A se cultiver en travaillant dans les directions indiquées par
le programme d’agrégation, on n’y aurait guére réussi. Voyez a quoi
s'Intéressent les professeurs de mathématiques que vous connaissez : a la
physique, & lhistoire, a la musique, a la littérature, a tout sauf aux
mathématiques & de rares exceptions prés. Et parmi ceux qui s’obstinent
a chercher dans les mathématiques un aliment pour leur esprit, beaucoup se
bornent & ressasser les mémes questions élémentaires; a faire, sous le nom
de mathématiques, de la pédagogie parfois terre A terre; a construire des
énoncés de problémes, ce qu'on arrive 4 considérer comme une oeuvre! On
ne leur a pas appris qu’en liaison avec ces questions élémentaires, auxquelles
ils pensent tout naturellement, il y a d’importants travaux faits et des
recherches a faire.

On utilise ainsi aussi mal que possible cette habileté de bon ouvrier en
mathématiques qu’exigent les épreuves écrites de l'agrégation et qui est
méme la seule qualité que ces épreuves exigent. On sait, en effet, que les
compositions écrites, qui sont éliminatoires, consistent en problémes tellement
longs que les membres du jury, eux-mémes, seraient incapables de les traiter
et d’en rédiger la solution dans le temps voulu; de sorte qu’il ne saurait étre
question de juger des talents d’exposition des candidats d’aprés leurs copies.
Certes, demander & un futur professeur de mathématiques quelque habileté
mathématique est aussi naturel et nécessaire que d’exiger du futur professeur
de littérature qu’il sache écrire en frangais; mais on ne demande pas a celui-ci
d’eétre poéte, pourquoi choisir les professeurs de mathématiques comme s’ils
devaient étre des mathématiciens créateurs, alors qu’on les aiguille si mal vers
la recherche que presque aucun d’entre eux ne s’y livre malgré son golit et ses
talents?

C’est que tout Penseignement des mathématiques a consisté jusqu’ici a
mettre les jeunes en présence des théorémes, ce qui permet a chacun d’eux de
reconnaitre jusqu’ou il peut suivre cette construction de vérités échafaudées,
jusqu’a quel point “la bosse des mathématiques” est développée en lui.
L’enseignement est fait pour de futurs mathématiciens et on demande tout
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naivement anx agrégés de prouver une certaine grosseur de bosse. Rien de
mieux, aprés tout, si on leur avaii appris & analyser de quoi sont faites leurs
bosses, & rechercher pourquoi certains sont arretés par ce qui leur parait,
a eux, wnmédiat; cela leur servirait & étre de meilleurs professeurs, alors
que trop d’entre eux s’autorisent de leurs bosses pour mépriser et déclarer
stupides les éléves qui n’ont pas un don inné pour les mathématiques.
Comme si cette prédisposition était indispensable pour comprendre les
rudiments des mathématiques et pouvoir tirer parti de leur étude pour la
formation logique de Pesprit !

Les femmes tombent moins souvent dans ce travers; beaucoup se rappellent
les difficultés qu’elles ont eu elles-mémes dans les débuts de leurs études
mathématiques, ou les difficultés qu’avaient presque toutes leurs compagnes,
et elles sentent qu’il ne suffit pas d’exposer les mathématiques, que, lorsqu’on
s'adresse & des enfants, il faudrait aussi les enseigner. Je suis persuadé que
si, quelque jour, nous avons pour les mathématiques élémentaires la méthode
d’enseignement qui nous manque encore, et que les hommes commencent 3
peine & instituer, nous la devrons en grande partie aux qualités féminines que
Pon méconnait quand on se propose d’unifier les agrégations masculines et
féminines.

Mais il est temps de me résumer : le programme actuel des femmes
est suffisamment vaste pour donner aux candidates une idée claire de
la science mathématique et de ses méthodes, il leur fournit bien assez
d’occasions d’acquérir 'habileté mathématique désirable. Si, par la suite, ce
programme peut etre étendu, il conviendra de choisir, pour le faire, parmi les
prolongements directs des mathématiques élémentaires. De telles extensions
sont souhaitables; elles auraient en particulier Pavantage d’indiquer aux
agrégées des directions dans lesquelles elles pourraient, sans trop de peine,
continuer a s’instruire et A se cultiver tout en se préparant toujours mieux 2
leur métier de professeur.

Si le programme de Pagrégabtion masculine était libre, il y aurait certes lieu
de le modifier dans le méme sens; mais on ne doit pas oublier que, par
suite de 'existence des classes de préparation aux grandes Ecoles dans les
Lycées de gargons, les services 4 demander aux professeurs sont différents
pour les hommes et pour les femmmes et que, par suite, la préparation de ces
professeurs doit étre différente.

Références pour les articles de Henri LEBESGUE.
“Contre la fusion des agrégations de mathématiques masculine et féminine”, Rev.
Ens. Secondaire de jeunes Filles (1928) pp.49-55.

“A propos de l'agrégation féminine de mathématiques”, Rev. Ens. Secondaire de
Jjeunes Filles (1928) pp.257-260.

Ces articles peuvent aussi étre trouvés dans le tome 5 des oeuvres complétes de

H. Lebesgue.
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L’ENSEIGNEMENT DE I’ALGEBRE LINEAIRE
EN PREMIERE ANNEE DE DEUG A
Marc ROGALSKI

Université de Lille 1

premiére année scientifique des universités francaises marche mal,

c’est & dire se traduit chez les étudiants par un apprentissage
médiocre des concepts et des méthodes de Palgébre linéaire (cependant les
résultats aux examens peuvent trés bien masquer cet état de fait, car les
étudiants ne sont souvent interrogés que sur des techniques, et n’ont ainsi pas
3 mettre en oeuvre les concepts eux-mémes).

N ous partons de la thése que enseignement de lalgébre lLinéaire en

Une telle affirmation demande évidemment & étre argumentée : en
matiére d’enseignement et d’apprentissage, les impressions individuelles, voire
collectives, sont parfois trompeuses. Pour justifier notre diagnostic, nous
nous appuierons sur deux analyses effectuées par des didacticiens qui ont
étudié en détail enseignement et Papprentissage de 'algébre linéaire. Dans
un second temps, nous essalerons de voir les avantages et inconvénients de
I'enseignement traditionnel, c’est A dire qui part de 'axiomatique des espaces
vectoriels. Puis nous essaierons de dégager quelques raisons générales des
dysfonctionnements constatés, et nous terminerons par quelques suggestions
de changements susceptibles d’améliorer, peut-étre, la situation.

I. Un état de fait préoccupant

En octobre-novembre 1987, une enquéte a été faite auprés de 379
étudiants sortant de la premiére année du DEUG A : 146 & Puniversité Paris
VII, 50 & université Paris VI et 183 a 'université de Lille I. Le questionnaire
élaboré par les auteurs de cetie enquéte, Aline Robert et Jacqueline Robinet
[1], comportait, & coté d’exercices proprement dits d’algébre linéaire, des
questions plus générales, destinées & cerner le mieux possible P'idée que se
font les étudiants de ce domaine mathématique. Nous citons les conclusions
des auteurs de P'enquéte :

“Nous constatons que moins du quart des étudiants sait manipuler les
notions d’image et de noyau d’applications linéaires et que moins de la
moitié des étudiants sait résoudre un systeme d’équations linéaires 4x4 ou le
calcul numérique est simple [...] Environ le tiers des étudiants ne sait pas
calculer la matrice d’une application linéaire, lorsque P’espace vectoriel n’est
pas donné sous la forme de R? ou R[...]
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Moins du tiers des étudiants cite R™ comme exemple d’espace
vectoriel]. .. ]

Pour une majorité d’étudiants, enfin, Palgébre linéaire n’est qu'un
catalogue de notions trés abstraites qu’ils n’arrivent pas a se représenter; de
plus, ils sont submergés sous une avalanche de mots nouveaux, de symboles
nouveaux, de définitions nouvelles et de théorémes nouveaux”.

Parmi les phénomenes constatés, celui de “la perte de sens” est
sans doute le plus frappant et le plus significatif. Donnons en deux
exemples représentatifs. Premier exemple : si on demande la matrice dans
la base naturelle des polynomes de degré au plus 2 de Papplication
P — (2r+ 1)P — (22 — 1)P’, il est fréquent de trouver une matrice o, soit
figurent les coefficients des polyndmes, soit figure la variable z ('ensemble
de ces deux cas recouvre 21% des étudiants). Deuxiéme exemple : Si on
demande de mettre en tapport la propriété vowu = 0 avec des relations
entre Im{u) et Ker(v) [u et v € L(E)], on obtient beaucoup de réponses
qui dénotent des pertes complétes de sens (dans 30% des cas); on obtient
de plus 27% de non-réponses; enfin, 24% des étudiants, sur cette question,
confondent inclusion d’ensembles et égalité d’ensembles.

C’est déja la un constat d’autant plus inquiétant qu’il porte sur des
étudiants requs 4 la premiére année du DEUG A, et... qu’il date de six ans!

Le deuxiéme travail sur lequel nous appuyons notre diagnostic est la thése
soutenue & I'Université de Grenoble I en 1990 par Jean-Luc Dorier [2]. On y
trouve Panalyse détaillée des productions écrites des étudiants d’une section
de DEUG A premiére année (de I'université Paris VI) tout au long de année
scolaire (devoirs surveillés, tests, examens partiels et terminaux), en ce qui
concerne 'algébre linéaire. De plus, 'auteur a pu metire en rapport, d'une
part les résultats des étudiants & un “prétest” situé au début de Iannée,
portant sur leurs acquis dans le domaine du raisonnement mathématique
et sur leurs connaissances algébriques, et d’autre part les performances des
étudiants dans leurs diverses productions. Dégageons quelques conclusions de
ce travail.

L’é¢tude des productions des étudiants tout le long d’une année fournit
plusieurs résultats. D’abord, il apparait qu’un seuil minimal de connaissances
de logique est nécessaire au succes en algébre linéaire. Ensuite, lauteur
constate que certaines difficultés en algébre lindaire trés lides & la logique
ne sont pas surmontées par des étudiants ayant pourtant un bon score
au prétest logique. Il semble ainsi que les questions les plus lides au
formalisme de Palgebre linéaire vont demander de continuer, 3 leur propos,
un apprentissage de certains aspects de la logique. L’auteur constate aussi
que la corrélation avec les acquis antérieurs algébriques est moins grande
qu’on ne pouvait le penser, mals quelle existe en particulier en ce qui
concerne les “techniques algébriques” (résolution d’équations lindaires, par
exemple). De plus, certaines des conclusions de Jean-Luc Dorier concernent
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les deux types de taches souvent données dans les problemes d’algébre
linéaire : taches qui semblent étre de “modéliser” dans ['algébre linéaire
des problémes venant d’autres domaines mathématiques, mais sans qu’on
dise en fait que c’est cela que 'on fait (et c’est énoncé qui le fait, non
q )
Pétudiant); et problémes purement internes & l'algébre linéaire formelle.
Dans les deux cas, les possibilités de perte de sens sont souvent grandes
, I )
et peuvent étre dues & des questions de contrat ou a 'incompréhension du
“Sen auquel on joue” : ou bien on demande aux étudiants d’appliquer de
Palgébre linéaire 12 oli spontanément ils ne Pauraient pas fait, sans évoquer
la moindre justification & ce type de travail, ou bien on leur fait faire des
J ¥p )
exercices formels apparemment “gratuits”, purement internes & la théorie.
L’analyse de J. L. Dorier est que ces pratiques pédagogiques ne favorisent
pas l'accds au sens de l'algébre linéaire. En particulier, on ne voit jamais
dans les problémes posés aux étudiants les “vraies” raisons qui ont amenés
p
les mathématiciens, d’abord, 3 inventer algébre linéaire, puis & lui donner
)
le statut de langue universelle dans laquelle on “parle” dans une trés grande
g q I
partie des mathématiques.

Chaque lecteur ayant enseigné algebre linéaire a sans doute plus
ou moins confusément ressentl unm jour une certaine inquiétude devant
Pincapacité de certains étudiants & mettre du sens dans les notions d’algébre
lindaire qu’on leur enseigne. Mais on se rassure souvent en se disant qu’il y
a toujours des étudiants qui ne sont pas a leur place. L’avantage de travaux
détaillés comme ceux évoqués ci-dessus est, en Poccurence, de monirer qu’il
ne s’agit pas d’exceptions, mais qu’il ¥ a 13 un probléme qui concerne, en
fait, la majorité des étudiants du DEUG A premiére année. Peut étre n’en
a-t-il pas été toujours ainsi, et il se peut que Pévolution du lycée y soit
pour quelque chose. Nous reviendrons plus loin sur cette question, car il
nous semble effectivement que les rapports entre I'évolution de la population
étudiante et la nature méme de Penseignement de lalgebre linéaire qui leur
est donné sont a étudier de prés.

I1. Comment enseigne-t-on classiquement
I’algébre linéaire?

Le plan des enseignements de I'algébre linéaire donnés dans nos
universités est assez standard, au deld de quelques variantes qu'on peut
rencontrer

® les axiomes des espaces vectoriels (assez souvent sur B ou C) et leurs
premiéres conséquences;

@ indépendance linéaire, familles génératrices, dimension et bases;
® sous-espaces vectoriels;
» applications linéaires, noyau et image, théoréme de la dimension;

e maltrices, anneau des matrices carrées, changements de bases;
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e déterminants;

e équations linéaires;

e inversion des matrices;

e vecteurs et valeurs propres.

Les variantes les plus fréquentes concernent les quatre derniers points
dans certaines université (ou certaines sections de DEUG), les équations
linéaires ne sont pas failtes faute de temps; ou bien les délerminanis et/ou
les vecteurs propres sont reportés en deuxiéme année; ordre peut aussi étre
différent entre déterminants, équations linéaires et inversion des matrices. ..
De plus le degré d’étude de Palgébre linéaire dans R”™ est loin d’8tre toujours
le méme : par exemple, il ne semble pas qu’on enseigne partout le fait qu’un
sous-espace vectoriel de R” peut étre défini par &k équations indépendantes
ou par n — k parametres linéaires indépendants (cest 4 dire est de dimension
n—k).

Les avantages de ce type d’enseignement

Il est clair qu'il s’agit d’une maniére rapide et économique d’enseigner
Palgebre lindaire, qui va du général au particulier. Les résultats fondamen-
taux sont établis assez tot. De plus cet enseignement ne demande formel-
lement aucun prérequis, il peut, sur le papier, démarrer en début d’année.
On peut ainsi penser qu'on pourra disposer des résultats de Palgebre linéaire
pour les parties du cours de DEUG ol il peut servir : suites récurrentes
hnéaires, équations différenticlles linéaires, polynomes et fractions ration-
nelles.

En fait, il ne s’agit d’avantages que pour lenseignant et organisation
de son cours, du moins & supposer que ce type d’enseignement puisse
passer ainsi auprés des étudiants. L’expérience montre, nous ’avons v,
qu’il n’en est rien. Et on se retrouve alors dans une situation qui
ressemble étrangement & celle que nous avons connue lors de la réforme
des mathématiques de 1970 dans les établissements du second degré
un enseignement congu pour étre moderne, pour donner accés rapidement
a des connaissances puissantes, débouche en fait sur une incompréhension
importante de beaucoup de ceux a qui il est destiné.

Mais cela ne marche pas!

Pourtant, les étudiants, au début, aiment algébre linéaire générale. Ils y
trouvent en effet quelque chose de radicalement neuf par rapport au second
degré, et c’est toujours valorisant d’apprendre des choses nouvelles. Ils ont de
plus Pimpression qu’on peut avoir tout oublié du programme du baccalauréat
et pouvoir quand méme apprendre l'algébre linéaire. Mais les déceptions
viennent assez vite.

GAZETTE DES MATHEMATICIENS



ENSEIGNEMENT DE IALGEBRE LINEAIRE EN PREMIERE ANNEE DE DEUG A 43

D’abord, les premiers exercices sont par la force des choses trés formels,
semblent un jeu de langage, trés éloigné de la pratique mathématique
antérieure. Puis des “pertes de sens” importantes {ce terme classique est
impropre, il s’agit plutot de “non acquisition de sens”! ) apparaissent, du
fait de Vimpossibilité de se représenter les notions nouvelles. Les é&tudiants
n'ont en effet pas 3 leur disposition les multiples exemples élaborés qui
viennent donner son sens au processus de généralisation en ceuvre dans
Valgébre lindaire : géomstrie vectorielle dans l'espace usuel, situations el
équations linéaires de Panalyse, sous-espaces et applications linéaires dans
les polyndmes, transformations linéaires en algtbre. Ils sont alors débordés
par des raisonnements “abstraits” qui leur semblent inaccessibles... mais qui
sont évidents pour les enseignants! Et les difficultés de la logique en usage en
mathématiques, et dont les étudiants n’ont jamais entendu parler auparavant,
les font souvent échouer. De plus, les raisonnements de type “ensembliste”
y jouent un grand role, alors qu’il s’agit de notions foutes neuves pour
eux. Quand enfin il s’agit d’appliquer Palgébre linéaire pour résoudre des
problémes d’autres domaines mathématiques, il y a trés souvent, au niveau
du DEUG, des solutions moins “abstraites”, méme sil faut parfois calculer.

En bref, et c’est une opinion gu’on recueille souvent quand on interroge
les étudiants, 'algébre linéaire leur semble un domaine purement gratuit, trés
“abstrait”, dont ils ne voient pas P'utilité, méme au sein des mathématiques.

II1. Des causes épistémologiques et didactigues
a ces difficultés

Nous allons essayer de dégager quelles sont les causes, selon nous, de
ces dysfonctionnement de enseignement et de lapprentissage de 'algébre
lindaire. Nous en dégagerons de plusieurs types : les causes relevant de
Iépistémologie de Dalgeébre linéaire et de la place des étudiants et des
enseignants vis & vis de cette épistémologie; les difficultés didactiques a
organiser des “situations-problémes” susceptibles de donner du sens aux
divers concepts de Ualgebre linéaire; les problemes de prérequis exigés par
I'algebre linéaire dans divers domaines; la modification de I’état d’esprit des
bacheliers due & I’évolution de Penseignement secondaire.

La place respective des enseignants et des étudiants
vis a vis de I’épistémologie de P’algébre linéaire

Les enseignants et les étudiants n’ont évidemment pas les mémes rapports
avec Palgébre linéaire. Pour les premiers, ils sont d’abord utilisateurs d’une
discipline qui s’est imposée comme une sorte de langue naturelle dans
laquelle les mathématiciens expriment spontanément une grande part des
problémes qu’ils ont 3 étudier. La multiplicité des utilisations des concepts de
Palgébre linéaire leur donne, pour lenseignant, tout leurs sens, mais lui fait
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en meme temps oublier que ces concepts ont eu une histoire, qu’lls n’ont pas
toujours été “naturels”, et qu’ils n’ont donc aucune raison de I'2tre pour les
étudiants. Ceux-ci ont en effet & construire leur rapport a Palgebre linéaire,
a en élaborer des sens variés & travers un certain nombre de situations de
référence on il leur faut découvrir le role spécifique de 'algébre linéaire. De ce
point de vue, les étudiants sont dans une situation beaucoup plus proche de
celle des mathématiciens qui ont contribué & construire différents aspecis de
Palgebre linéaire que de celle d’utilisateurs familiers que sont les enseignanis.
Ils ont en particulier &4 justifier pour eux-mémes le prix de la construction
de cetie théorie somme toute assez abstraite et aride quand on sort juste du
lycée.

11 apparait ainsi que, méme si le probléme n’est pas nécessairement
d’enseigner selon le déroulement historique de 'algébre linéaire, la prise de
conscience des impulsions et des difficultés intervenues dans cette histoire,
peut nous aider & saisir le hiatus entre la place des enseignants et celle des
étudiants par rapport & ce domaine.

Il se trouve que, dans sa these, Jean-Luc Dorier a fait une étude de
Vhistoire et de "épistémologie de Palgébre lindaire, et qu’il y mesure le type
des activités qu’on fait faire aux étudiants et des taches qu’on leur donne
dans un enseignement “classique” de 'algébre lindaire 4 Paune des spécificités
épistémologiques de cette discipline, analysées en particulier & travers son
histoire.

On trouve d’abord dans ce travail [3] un panorama détaillé de Pévolution
des problémes et des courants gquil ont contribué a la création progressive de
I'algebre linéaire. Ce panorama montre clairement & quel point des échecs
d’étudiants que les enseignants jugent irritants et incompréhensibles ont
été aussi le fait de mathématiciens prestigieux, et cela pendant longtemps.
L’anteur fait en particulier ressortir le fait que émergence de [algébre
linéaire a été un processus long et complexe, une convergence de multiples
problémes, ot les changements de points de vue et les apports “extérienrs”
ont été déterminants. Quatre aspects principaux, se situant a des niveaux
différents, se dégagent de ce processus. La composante du “linéaire”, dont
I'étude des équations linéaires a été le nerf, mais qui a fait intervenir de
nombreux autres domaines : courbes algébriques, théorie des déterminants,
formes quadratiques, transformations lindaires, matrices. La composante
formée par la géométrie analytique, transition vers le calcul vectoriel et
Pabord des espaces R™ . Le calcul vectoriel, issu de la géométrie et effort
pour s’en dégager en la formalisant. L’étape, enfin, de lalgébre linéaire
proprement dite, d’abord dans le cadre des espaces R” | le langage algébrique
permettant dans un premier temps de se débarasser des déterminants, puis
dans le cadre axiomatique, qui ne se diffusera au-dela des précurseurs,
surtout influencés par P'algébrisation de la fin du 19¢me siécle, que lorsque la
problématique de la dimension infinie 'imposera en analyse.

Cette étude met clairement en évidence a quel point certains concepts
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centraux ont eu du mal 3 se dégager : notion de vecteur en géométrie, notion
de rang, d’abord de systémes d’équations avant de 1’2tre pour des vecteurs.
Elle montre aussi & quel point la “formalisation” en ceuvre dans algebre
linéaire a eu des causes varifes, internes et externes au niveaun des problémes,
mais aussi des causes tenant & de nouvelles préoccupations : structures
algébriques, soucis d’exposition, de généralisation, de simplification. Enfin,
il est intéressant de noter que Paxiomatisation de [Palgébre linéaire n'a été
vraiment acceptée que cinguante ans aprés son introduction, lorsque le 1ole
intensif des espaces de dimension infinie en analyse fonctionnelle I'a rendue
indispensable.

Ensuite, J. L. Dorier constate qu’aucune des multiples problématiques qui
ont fortement influencé le développement de Palgebre linéaire ne se retrouve
dans Venseignement classique de celle-ci. L’organisation générale {des axiomes
aux applications ... si on a le temps! ) est & I'encontre de la problématique
originelle de Dalgébre linéaire, dont les concepts ont été formalisés apres
que de nombreux problémes particuliers pouvant en relever aient été résolus
par des méthodes particuliéres, et ont ainsi un role d’unification et de
généralisation. Il se trouve de plus que les problemes et exercices qu’on
donne aux étudiants, soit sont ressentis comme formels ou gratuits, soit
sont des problemes d’application ol la modélisation n’est pas laissée a
la charge de D’étudiant, et qui peuvent souvent relever de méthodes de
résolution particuliéres, familieres aux étudiants, ne nécessitant pas 'emplol
des nouveaux concepts. Ainsi ceux-ci ne voient méme pas toujours I'avantage
de changer de point de vue et d’adopter le point de vue de agebre, si ce
n'est pour des raisons tenant au contrat d’enseignement.

En résumé, dans la maniére standard d’enseigner 'algébre linéaire, rien
n’est vraiment organisé pour que les étudiants se créent une ou des
problématiques de cette discipline, car on ne leur donne Paccés qu’ad la
phase finale du processus historique. Et au fond cela se comprend bien :
Penseignant, trop famillier avec elle, n’a plus besoin de problématique
pour utiliser 'algébre linéaire; comme de plus il a probablement été
dans sa jeunesse un bon étudiant capable de se construire tout seul les
sens des concepts mathématiques qu’on lui a enseignés (sans doute sans
problématique! ), il a du mal & imaginer ou se situent les problémes des
étudiants.

Les difficultés a introduire
I’algébre linéaire par de “bons” problemes

Nous adoptons, pour discuter de DPenseignement de [algébre lindaire,
une optique constructiviste de Vapprentissage : étudiant doit construire
ses connaissances, établir certains rapports aux savoirs qu’il doit apprendre,
leurs donner des significations par rapport 4 ses représentations du monde,
des mathématiques, etc...; on ne peut le considérer comme un vase plus
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ou moins vide dans lequel on déverserait des connaissances. Dans cette
optique, les didacticiens ont dégagé importance, pour introduire certaines
notions mathématiques, de disposer de problémes qui alent un sens pour
les étudiants, dont ils peuvent imaginer ce qu’en serait une solution, qu’ils
puissent partiellement aborder de plusienrs fagons, mais qu’ils ne puissent
résoudre complétement avec leurs connaissances antérieures, les connaissances
nouvelles qu’on veut leur faire apprendre étant indispensables & la solution.
Elles apparaissent ainsi comme un “outil” nécessaire, et plus ou moins
constructible, au moins en partie, par 'étudiant lui-méme. L’enseignant a
alors & décontextualiser 'outil ainsi introduit, & en faire une théorie générale,
un “objet” mathématique, qui pourra étre réinvesti comme bon “outil” dans
la solution d’autres problémes. Cette “dialectique outil/objet”, bien analysée
par Régine Douady [4], paralt ainsi un moyen de donner du sens aux
connaissances enseignées et de faciliter leur apprentissage par les étudiants.

Il se trouve que, & cause des problemes épistémologiques dégagés plus
haut, il semble difficile sinon impossible de construire ces bons problemes
dans le cas des concepts de 'algébre linéaire. Car les problemes du niveau
du DEUG qui peuvent utiliser des concepts d’algebre linéaire pour leur
résolution peuvent presque toujours étre résolus “a la main”, par exemple
en se ramenant & des calculs sur des équations linéaires. Les seuls problemes
relevant, sans autre choix possible, des concepts & enseigner sont souvent irop
difficiles pour les étudiants au début de Penseignement (correspondant & des
espaces de dimension infinie, ou bien concernant des problémes difficiles de
géométrie algébrique, tels le “paradoxe de Cramer”). Autrement dit, pour
les étudiants, les concepts d’algébre linéaire sont d’abord des objets avant
de pouvoir jouer le role d’outils; les étudiants sont ainsi privés de tout le
cheminement qui a, petit & petit, amené des mathématiciens a 'expression
de ces concepts. Ils ont donc beaucoup de mal & les “construire” et a leur
donner du sens.

Il faut remarquer que cela marche beaucoup mieux avec des concepts de
Panalyse élémentaire tels que la dérivée ou l'intégrale : on peut construire de
“bons” problémes permettant de faire jouer la dialectique outil/objet pour
avoir accés a ces concepts. Pour Vintégrale, on pourra consulter par exemple
Penseignement mis au point par Denise Grenier, Marc Legrand et Frangoise

Richard & Grenoble [5].

Il semble, comme !’a signalé Aline Robert dans [6], que les difficultés
rencontrées pour faire jouer la dialectique outil/objet en algébre linéaire
solent souvent constitutives de ’épistémologie des connaissances qui ont un
caractere volontairement unificateur, généralisateur, simplificateur qu’il est
difficile de faire surgir plus ou moins spontanément a travers des problémes.
C’est le cas pour certains concepts de 'analyse (par exemple la convergence
des suites), mais surtout de nombreux concepts de l'algébre. Par contre,
nous pensons que utilisation d’une “problématique” explicitée avec les
étudiants peut permettre de donner du sens a ce type de concepts; nous
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v reviendrons plus loin quand nous ferons quelques propositions concernant
Palgébre hinéaire.

Quelles connaissances sont prérequises
pour ’enseignement de Palgébre linéaire?

Il se dégage des travaux que nous avons cités, mais ausst de certains
autres [7] la nécessité, pour apprendre Valgébre linéaire, de certains préh-
minaires ou de certaines connaissances éventuellement utiles & enseigner en
méme temps que lalgebre linéaire, mais certainement plus particuliérement
dés le début. Ces prérequis ne se placent d’ailleurs pas sur le méme plan.

1/ Une compréhension des enjeux de vérité en mathématiques et une ceriaine
pratique de la logigque é&lémentaire et du langage ensembliste sembient des
préliminaires neécessaires

il faut comprendre de quoi on parle, garder le controle du sens pour
des assertions qui ne vont pas étre immédiatement “concrétes”, et étre
capable de faire des raisonnements assez délicats. On constate par exemple
que Uimplication et Péquivalence soulevent des difficultés, particulierement en
algeébre, si on ne les distingue pas; ainsi, une démonstration d’indépendance
se conclut assez souvent par “si les @; sont nuls, on a montré que
aiuy + ...+ apu, = 0, donc les wu; sont indépendants”! D’autre part,
de gros problémes apparaissent avec les quantificateurs; par exemple, s
on demande 3 quelles conditions sur le paramétre ¢ V'espace lin{e;, eq,e3}
contient espace lin{u(t),v(t)}, la question peut étre traduite en : chercher ¢
pour que z,ya,b, ¢ vérifiant zu(t) + yv(t) = aer + beg + ces. Il est clair qu’il
faut alors dominer les quantificateurs pour s’en sortir!

Parmi les activités fréquentes en algébre linéaire on trouve : l'identifi-
cation de sous-espaces, la preuve d’inclusions, P'utilisation d’intersections. Il
faut ausi savoir interpréter en termes d’injection, de surjection, la résolubilité
ou le nombre de solutions d’équations f(z) = y. On utilise en permanence
une notion générale d’application, déconnectée de tout support numérique ou
graphique. Tout ceci demande une certaine familiarité avec les idées et les
méthodes de la théorie ensembliste élémentaire. Il ¥ a un passage obligé par
le formalisme, qui intervient d’ailleurs aussi dans 'aspect suivant.

2/ Une acceptation {au moins) de la ‘'démarche” algébrique et axiomatique

Accepter de raisonner avec des symboles sans support unmédiat,
considérer comme des “étres” individuels des objets mathématiques riches,
manier des lois de composition simples, accepter qu’un détour formel puisse
amener & une simplification ultérieure et augmente les champs d’application,
que généraliser n’est pas un exercice gratuit... Tout ceci releve de ce qu'on
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peut appeler la démarche algébrique et axiomatique, et semble déterminant
en algebre linéaire, ne serait-ce que pour en accepter la régle du jeu.
Reste que le probléme reléve sans doute autant, sinon plus, d'une approche
“métamathématique” de Venjeu des mathématiques que de connaissances
précises en algébre.

3/ Une pratique de la géomélrie dans i'espace et de la gédométrie cariésienne

Il n’y a pas sur ce point, contrairement aux précédents, d’études précises.
Mais il y a2 un fort consensus des personnes qui ont réfléchi 3 la question, et
nous Padoptons comme hypothése (voir [6]).

Ces connalssances géométriques vont étre un support important pour
le langage et le sens en algébre lindaire. Elles peuvent en effet donner
des “images” de certains concepts vectoriels : sous-espaces, combinaisons
linéaires, somme directe, ensemble des solutions de systemes d’équations
linéaires, paramétrages linéaires, bases,... Il semble d’ailleurs gu’on puisse
les enseigner en meéme temps que les débuts de lalgébre linéaire. On
peut rajouter & cet aspect des choses le fait qu’une pratique du “dessin
symbolique” dans Despace pour représenter des situations générales de
Valgebre linéaire semble utile, et demande sans doute un apprentissage
particulier parallele a celui de 'algébre linéaire.

Sur ces trois points, il faut bien constater que les bacheliers arrivent dans
Penseignement supérieur sans pratiquement de formation. Logique et théorie
des ensembles, méme élémentaires, ont & peu pres disparu du lycée; le retour
en arriére apreés les déboires de la réforme de 1970 est manifestement, sur
ce plan, allé bien trop loin. Si la géométrie est de nouveau présente, 'outil
vectoriel est manifestement sous-estimé dans la pratique des enseignements,
et la géométrie cartésienne est peu développée. Par exemple, beaucoup de
bacheliers pensent qu’une droite dans l'espace est définie, comme dans le
plan, par une seule équation. Enfin, il suffit de demander & des étudiants de
“faire des dessing” pour les voir immédiatement paniquer!

1’état d’esprit des nouveaux bacheliers
face aux exigences de P’algebre linéaire

Les étudiants de premiere année de DEUG A, ont souvent eu la moyenne
aux épreuves sclentifiques du baccalauréat, mais rarement une mention. On
trouve parmi eux environ 70% de bacheliers C et 30% de bacheliers D
{assez différents, en particulier ils ont vu peu de géométrie, voir [7]), et
entre 30 et 40% de redoublants. 1l s’agit en général d’un public plutoi
scolaire, dont I’épistémologie spontanée se résume assez bien dans la formule
“telle notion est importante parce qu’elle peut servir pour les problemes
d’examen”, et qui a tendance & prendre les mathématiques pour un ensemble
de recettes permettant de résoudre des problemes bien calibrés, en gros les
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problémes de baccalanréat, prévus pour fonctionner dans un seul cadre. Ces
étudiants s’attendent & un prolongement dans le supérieur de ce type de
mathématiques, et vivent trés mal la rupture de contrat, méme annoncée, qui
a leu sur ce point. Insistons sur deux aspects de 'enseignement secondaire
qui risquent d’étre des obstacles sérieux & Pabord de P’algébre linéaire.

# Depuis quelques temps, la mode semble étre a la prédominance des
“activités”. Il s’agit 13 d’une réaction a priorl assez saine aux excés de
la réforme de 1970. Mais il semble que le “tout activités” ait maintenant
des effets pervers, dans la mesure ou il apparait que les mathématiques se
résument pour les étudiants & des résolutions ponctuelles d’exercices isolés
sans que des bilans globaux soient tirés. Les connaissances mathématiques
sont d’abord des connaissances générales : ce qui a marché dans tel exercice
ot probléme, c’est telle méthode réinvestissable, tel concept théorique adapté
& telle catégorie de problemes, telle propriété générale. Or les programmes
du second degré, et plus encore les commentaires qui les accompagnent
mettent sans cesse en garde les enseignants contre “trop de général”.
Mais du coup, s’agit-il encore de mathématiques? Un exemple significatif
de ce phénomeéne est la pratique des “suites de références” remplagant
le concept de convergence. Certes celui-ci est difficile, et il ne serait pas
raisonnable de le supposer acquis a Iissue du second degré; est-ce une raison
pour le supprimer totalement, et d’aboutir ainsi, par absence de toutes
considérations théoriques sur la convergence, & rendre impossible 1’énoncé “la
somme de deux suites convergentes est encore”, et d’obliger les éléves
a des gymnastiques effroyables pour, dans chaque cas concret, montrer
que la somme de deux suites données convergentes l'est aussi? Certes, les
mathématiques c’est aussi une pratique du “bricolage”, mais & condition de
tirer des bilans théoriques (c’est a dire mathématiques) du bricolage. La
prise de conscience qu’en mathématiques (et souvent dans les sciences) on
a a faire des “détours théoriques” semble ainsi totalement absentes chez
les nouveaux bacheliers. Or algebre linéaire est par excellence Pun de ces
détours théoriques qui unifient de nombreuses situations et permettent de
résoudre de nouveaux problémes inaccessibles sans eux.

e L’une des maniéres de rentabiliser ces détours théoriques est la pratique
de la “modélisation intramathématique”, c’est & dire Dactivité qui consiste
a traduire un probléme du cadre naturel ofi il est donné dans un autre
cadre théorique, dans lequel on pourra utiliser des résultats puissants mis au
point dans ce dernier cadre. Par exemple, si on cherche les polynomes P de
degré au plus n qui vérifient I'identité Pz + 1) — 3P(z) = Q(z), on @ est
un polynome donné de degré au plus n, on a tout intérét a D’écrire sous la
forme de P’équation linéaire générale T(P) = @, ou T est une application
linéaire dans un espace vectoriel bien choisi. De meme la solution de bien
des problemes linéaires consiste a choisir une “bonne” base dans un espace
ad hoc. Or cette activité de traduction intramathématique semble absente
des pratiques du second degré. De fagon analogue, il ne semble pas non
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plus qu’on habitue les éléves A effectuer des “changements de cadre”, cest
a dire & exprimer un probléme posé dans un cadre, par exemple dans le
cadre numérique, dans un autre, par exemple géométrique, ou symbolique.
La encore, il s’agit d’une pratique pourtant essentielle en mathématiques,
et elie est centrale dans l'utilisation de l'algébre linéaire pour résoudre des
problémes.

1V. Une proposition pour enseigner autrement
Palgebre linéaire

Le constat des difficultés de Denseignement de Palgébre linéaire et
I'analyse de ces difficultés nous a amenés A essayer depuis quelques années
une autre pratique de cet enseignement a université de Lille 1, dans une
section “expérimentale” (ce terme signifiant simplement que nous avons
disposé d’une grande liberté dans Porganisation de Denseignement et des
controles). Ce n’est que depuis 1991 environ que lexpérience commence a
ctre & peu prés “stabilisée” | c’est & dire fondée sur des bases assez claires et
avec peu de modifications d’une année & Pautre. M. C. Ayats, G. Chen, M.
J. Delval, M. C. Gaultier de Kermoal, M. Rogalski, N. Roussignol ont été les
principaux acteurs de cette phase de 'enseignement.

Nous allons, aprés avoir précisé ’hypothése générale sur laquelle nous
nous appuyons, décrire briévement les principes qui ont guidé nos choix
d’enseignement, puis Porganisation de celui-ci (pour plus de détails, voir
[12]). Bien entendu, bien d’autres maniéres d’enseigner Palgébre linéaire sont
possibles (voir par exemple [13] ou [14]). Nous ne présentons cet exemple
que pour montrer que d’autres choix que ceux de Venseignement “classique”
sont viables, respectant nettement plus les contraintes épistémologiques et
didactigues que nous avons dégagées.

L’hypothése générale

Compte tenu des analyses précédentes, nous faisons ’hypothése qu’il y
a lieu de mettre en ceuvre dans Penseignement plusieurs stratégies, longues
et imbriquées, jouant sur le levier “méta” et les changements de cadres
(v compris intramathématiques) et de points de vue, pour obtenir une
modification efficace pour suffisamment d’étudiants.

Par stratégie longue [9], nous entendons un type d’enseignement qu’on ne
peut fractionner, le temps long en étant un élément constitutif, notamment
a cause de toute la préparation mathématique, des changements de contrat
didactique qui doivent faire leur preuve auprés des étudiants, en particulier
& travers I’évaluation, enfin & cause du déroulement non linéaire du cours
imposé par 'usage des reprises et changements de points de vue.

Par levier “méta” [10] nous entendons Putilisation de discours de
Venseignant et d’informations données par lui portant sur : la conmaissance
P
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des étudiants sur leurs connaissances en mathématiques ou sur leur
maniére de les apprendre; ou sur les mathématiques (fonctionnement,
utilisation, distinction entre domaines particulier ou généraux, role des
détours théoriques...}; ou sur les mathématiques enseignées, par exemple
création de problématiques, introduction de méthodes ou d’éléments amenant
une réflexion sur des concepts particuliers, des questionnements, etc. Ces
informations doivent évidemment étre accompagnées d’activités des étudiants
qui nécessitent de les utiliser.

Par changement de cadres ou de points de vue [4], nous entendons
Porganisation du cours et la mise en place d’activités de résolution de
problémes qui utilisent des traductions d’un concept ou d’une question
d’un cadre dans un autre {du forme! au numérique, du numérique au
géométrique...) ou qui aménent a changer de point de vue sur une notion
{par exemple identifier une équation lindaire a2y + ar2zs + ... + a2, = 0
avec le vecteur {(ay1,d12,...,01,), et passer de la pratique des combinaisons
linéaires d’équations & la notion de rang d’une famille de vecteurs...).

Les choix stratégiques

(a) Une maniere de tenir compte de la nature particuliere des concepts
de Dalgébre linéaire est d’avoir recours dans lenseignement, 4 des moments
propices et bien déterminés, & des réflexions ou des activités d’ordre méta :
d’une part pour éclaircir la nature particuliére de ces concepts (qu’est-ce
qu’une équation linéaire générale? rapport entre rang de vecteurs et rang
d’équations...); d’autre part pour faire vivre aux étudiants une activité
de réflexion sur certains concepts mathématiques (role des axiomes des
espaces vectoriels, double point de vue des équations et du paraméirage
pour représenter un sous-espace de R™ ...); enfin pour leur donner des
points de repéres, ou des méthodes les aidant & aborder les problémes
(quelles méthodes pour montrer que deux sous-espaces sont identiques 7 pour
déterminer Dintersection de deux sous-espaces? pour déterminer noyau et
image d™une application linéaire 7 etc).

{b) De maniére complémentaire, il est souhaitable de concevoir une phase
préparatoire assez longue précédant Penseignement des premiers concepts
d’algébre linéaire, qui mette les étudiants en condition d’apprécier le
caractére unificateur de ces concepts, moyennant les interventions “méta”
correspondantes. Il s’agit donc d’organiser une “convergence” de certaines
connaissances que, justement, ['algébre linéaire unifiera et interprétera
dans un cadre plus général. C’est pendant cette phase que les prérequis
indispensables sont complétés, voire construits.

(¢) Tout au long de Ienseignement, les changements de cadres et de points
de vue sont favorisés, méme s'il n’y a pas d’organisation du type dialectique
outil/objet, notamment avec la géoméirie au début de I’enseignement, avec
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extension au double point de vue équations/paramétrage pour les sous-
espaces de R™ | puis, lors de Pintroduction de Palgébre lindaire “générale”,
entre algébre et autres domaines mathématiques, en mettant en valeur “la
modélisation intramathématique”.

(d) Enfin, un choix plus particulier a été fait d’organiser I'enseignement
pour arriver & dégager, de maniére centrale, la notion de rang, dont les
travaux historiques et épistémologiques ont montré a la fois quelle est
effectivement centrale en algébre linéaire et particulierement difficile pour
les étudiants. Cela ameéne & privilégier Uentrée dans I'algébre linéaire par la
théorie des équations linéaires, pour lesquelles la notion de rang se présente
naturellement. Cela améne aussi insister sur le rang d’un systéme de vecteurs
plus que sur P'indépendance seule.

1l importe de voir que notre problématigue n’est pas de mettre en place
une “progression douce” : R? - R3 - R" - algeébre linéaire générale, dans la
mesure oii, méme s’il existe sans-doute des difficultés didactiques croissantes
avec la dimension et le caractére de plus en plus abstrait, la difficulté
principale nous semble étre plus qualitative que quantitative. L’organisation
choisie de l'enseignement vise donc & dégager des problématiques, & mettre
en évidence des phénoménes de rapprochement et de changement de cadres
ou de points de vue, & susciter des réflexions sur les enjeux, & faire accéder
les étudiants & une démarche méthodologique qui permette une meilleure
compréhension des concepts. De ce point de vue, il peut sembler y avoir
un paradoxe apparent : pour améliorer les acquisitions, nous développons
une stratégie plus exigeantes envers les étudiants, avec le risque, au moins
provisoire, d’une baisse dans les réussites apparentes aux controles.

L’organisation globale de Penseignement

{(a) Premitre étape. Développer des préliminaires en méme temps que
le début de l'algébre linéaire, et organiser problématiques, changements de
cadres et convergence de points de vue différents.

Nous développons an début du cours Pactivité “circuit électrique” (telle
que Marc Legrand I’a élaborée [11]) susceptible de favoriser la compréhension
par les étudiants du raisonnement mathématique, les éléments de langage de
théorie des ensembles, et des compléments de géométrie dans ’espace.

En ce qui concerne Palgébre linéaire, nous introduisons dés le premier
cours la méthode de Gauss pour un systéme de m équations 4 n inconnues,
en utilisant R et sa structure lindaire simplement comme le référentiel
ot Pon cherche les solutions. Cela donne tout de suite un moyen puissant
de résolution de problémes tant en algébre qu’en géométrie du plan et
de lespace. De plus, cela permet de situer ce qui va étre pour nous la
problématique de base de l'algebre linéaire : la résolution des systémes
d’équations linéaires, dont nous voulons tirer les concepts de sous-espaces
vectoriels de R"” , de rang, de double représentation par équations et par
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paramétrage. Les questions de base, dont nous tentons qu’elles deviennent
des questions pour les étudiants, et qui vont justifier lintroduction des
concepts de V'algébre linéaire, sont :

e ai-je trop d’équations, pas assez, juste ce qu’il faut ?

e combien de paramétres me faut-il pour décrire 'ensemble des solutions
d’un systeme d’équations? et les seconds membres permettant de le
résoudre 7

B - - - - P g

Nous continuons par un enseignement de géométrie cartésienne dans 3

centré sur le double aspect équations/paramétrage.

(b) Deuxieme étape. Cette étape débute par une présentation explicite aux
étudiants de toutes les interrogations communes qu’on peut tirer de ce qui
a été fait dans la premiére étape, et met en place le changement de point
de vue consistant A considérer une équation linéaire homogéne comme un
vecteur de R” . On définit alors indépendance linéaire et rang, et on met en
évidence la propriété d’invariance de ce dernier par des combinaisons linéaires
réversibles (au moyen du lemme de Péchange). Suivent alors la description
paramétrique des sous-espaces de R™ définis par des équations, puis le
passage inverse, les notions de dimension et bases d’un sous-espace. Du
meéme coup, sont établis les résultats sur les systémes d’équations linéaires
conjecturés dans la premiére partie, ainsi que le théoréme sur le rang des
lignes et celui des colonnes d’un tableau de nombres.

Pour la démonstration des résultats fondamentaux, nous utilisons une
formulation abstraite, en évitant 'usage des coordonnées; nous le justifions
par le recours a la démarche algébrique (& laquelle nous faisons réfléchir les
étudiants lors d’activités sur des éléments de théorie des groupes a propos de
groupes concrets), et pour favoriser la transition vers la théorie abstraite des
espaces vectoriels.

Enfin, nous donnons des éléments de méthodologie sur la résolution des
probléemes concernant les sous-espaces vectoriels de R™ : inclusion égalité,
intersection, paramétrages et équations de sous-espaces de R™ .

Parallelement & [algebre linéaire, dans cette étape, nous utilisons
systématiquement des méthodes linéaires dans d’autres domaines mathéma-
tiques : polynomes, suites récurrentes linéaires, équations différentielles
linéaires.

(c) Troisitme étape. Nous traitons dans cette étape Dalgébre linéaire
abstraite (axiomatique des espaces vectoriels, espaces de dimensions finis, ap-
plications linéaires...) et son utilisation comme cadre de modélisation interne
aux mathématiques, en méme temps que nous dégageons explicitement un
certain nombre de méthodes pour les types de problémes de Palgébre linéaire
et pour son utilisation. Nous mettons a4 ce propos en évidence des situations
types de référence, déjd vues antérieurement, mais relues dans le cadre de
Palgébre linéaire : suites récurrentes lindaires, polynomes, équations différen-
tielles linéaires, une équation fonctionnelle....Cela se fait en donnant aux
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étudiants des problémes riches o le contrat soit de modéliser dans Palgebre
linéaire la situation proposée. L'un des types de problemes privilégiés est de
rechercher une modélisation par I'équation linéaire “générale” T(u) = v. La
coordination avec d’autres domaines mathématiques du programme est done,
dans cetie étape, essentielle, et c’est 'une des contraintes qui ménent & un
“projet long”.

{4) Quatribme étape. Cette étape est plus technique et plus bréve. Elle
comporte P'étude des matrices, les technigues de changement de bases, et
Pinversion des matrices carrées. Bien sir, Uoutil “matrices”, introduit comme
tel & propos des applications linéaires, est réinvesti dans divers problémes, en
particulier d’autres domaines des mathématiques. Mais nous ne cherchons
absolument pas a faire des étudiants des virtuoses du calcul matriciel,
puisque notre but est la compréhension des concepts : un peu de calecul
y aide, trop de calculs en détourne les étudiants, toujours adeptes spontanés
du “plutdt calculer que raisonner” !

Quelques points plus particuliers

{a) Nous avons choisi d’enseigner des méthodes en algébre linéaire (et
sur d’antres mathématiques de Ja premiere année aussi, d’ailleurs), de fagon
4 donner la possibilité aux étudiants d’aborder des probléemes assez riches
et difficiles, les seuls aptes & metire en valeur ’épistémologie des savoirs
en algeébre linéaire et & leur donner ainsi du sens. Rappelons que des
méthodes ne sont pas des recettes qui donnent des réponses, mais un
moyen rationnel de se poser, devant un ou des problémes, des questions
pertinentes et de piloter ainsi P'exploration nécessaire 4 la résolution. Quand
des méthodes générales paraissent peu disponibles, nous avons choisi de
donner des situations de référence qui pourront servir de modéles pour
“faire pareil” (en particulier pour la modélisation de problemes d’autres
domaines mathématiques dans l'algébre linéaire). Pour plus de détails sur
Ienseignement de méthodes, on peut voir [15], et, pour celles concernant
Palgébre linéaire, [12].

{b) Nous utilisons un logiciel pour visualiser la méthode de Gauss et faire
acquérir aux étudiants une intuition géométrique de la combinaison linéaire
d’¢quations et de Iélimination d’une variable. Ce logiciel, élaboré par Carlos
Sacré, de P'université de Lille I, semble une bonne introduction & la notion de
faisceaux de plans, qui est ensuite généralisée & R™ .

{¢) Nous faisons travailler les étudiants en petits groupes de 4, & Poccasion
de ce que nous avons appelé des “ateliers”, sur des problémes riches et
cruclaux pour certains aspects de lalgébre linéaire. Ce type d’activités
permet de mieux respecter le temps propre de recherche des étudiants,
favorise les échanges et discussions entre eux, et c’est le moment le plus
propice pour essayer de mettre en ceuvre les démarches méthodiques dont
nous avons parlé plus haut. Les thémes sur lesquels ont lieu ces ateliers,
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en algebre linéaire, sont variés. Citons : bases et carrés magiques, dualité
équations/paramétrage ; initiation & la démarche algébrique sur des éléments
de théorie des groupes; utilisation de dessins symboliques en algébre linéaire;
introduction a la problématique de Vaxiomatisation de 'algébre hnéaire. ..

{d) Nous avons mis au point certaines situations olt 'activité demandée
aux étudiants mele volontairement travaill mathématiques classique et
réflexion “méta” sur les enjeux des concepts mathématiques utilisés, leurs
avantages ou inconvénients, le role du détour théorique... Autrement dit,
nous demandons a certains moment aux étudiants de faire, non seulement
des mathématiques techniques, mais aussi un peu d’épistémologie. Pour plus
de détails, voir [12]; pour une étude approfondie d’une de ces situations (“la
formule de Gregory”), voir [16].

Cela marche-t-i1?

Les points a valider sont de deux sortes : D'évaluation globale des
performances, et savoir si Phypothese générale que nous avons faite est
confirmée ou non, ce dernier point intéressant plus particuliérement les
didacticiens. J. L. Dorier, A. Robert, J. Robinet et M. Rogalski ont, depuis
trois ans dépouillé les productions des étudiants pour essayer de répondre &
ces questions.

En ce qui concerne Pévaluation globale des performances, il s’agit
essentiellement de savoir si le projet est viable, c’est a dire si le fait d’étre en
un certain sens plus exigeant n’entraine pas un taux d’échec insupportable.

Pour ce qui est de notre hypothése générale, plusieurs choses sont & tester.

{a) Le réle du *“méta” : 1l s’agit de rechercher les traces de l'utilisation
du “méta” par les étudiants : Quelle compréhension ont les étudiants de la
nature particuliere des concepts introduits? Quels questionnements peuvent-
ils produire sur une situation mathématique donnée? A quels moyens de
controle peuvent-ils penser 7 Notarnment, font-ils appel aux petits dessins, ou
a la cohérence entre le nombre de parameétres et le nombre d’équations, entre
la dimension et le nombre maximum de vecteurs libres... Cela nous a amenés
a proposer des situations ot 'objectif est d’abord un questionnement, ou un
controle.

{b) Les changements de cadres et de points de vue : Il s’agit de savoir
si la notion méme de jeux de cadres a été pergue, dans quelle mesure elle
est disponible ou seulement mobilisable? Est-elle mise en ceuvre dans des
problémes de modélisation par du linéaire, et comment ? Les changements de
points de vue sont-ils une aide pour la compréhension? N’entrainent-ils pas
des confusions, au moins pendant un certain temps?

() Denseignement de méthodes : Il s’agit d’évaluer son impact,
notamment en proposant la résolution d’exercices nécessitant une réflexion
préalable sur les méthodes utilisables, puis en détectant des indices de cette
réflexion (par exemple en faisant rédiger la démarche utilisée.
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Les problémes rencontrés pour ce type d’évaluation, des résultats
provisoires

Pour 'examen détaillé de ces difficultés méthodologiques, nous renvoyons
& [17], nous bornant ici & évoquer sommairement quelques points.

1) Dans une ingénierie jouant sur le temps long, il est difficile de
choisir le moment de I'évaluation, car beaucoup d’interférences ont lieu avec
Porganisation de leur temps de travail par les étudiants eux-mémes, de fagon
non controlée par les enseignants. Ainsi, les phénomeénes de mirissement des
connaissances, fonctions de l'investissemnent (variable tout le long de Pannée)
des étudiants, sont difficilement accessibles aux bons moments.

2) Il est tres difficile de trouver des traces écrites de réflexions “méta” de
la part des étudiants : dans le contrat usuel des productions écrites, on ne
fait figurer que la solution, jamais comment on ’a trouvée.

3) Un certain nombres de “perturbations” ou “bruits de fond” cachent
souvent les phénoménes que nous voulons observer. 1l s’agit principalement
des phénomenes suivants :

e le fait que les étudiants aient ou non déja rencontré un probléme du
type de celui utilisé pour Pévaluation;

e la variabilité de 'enseignement au niveau des sous-groupes d’exercices ;

e les rapides évolutions du public étudiant en France, sous la pression de
I'élargissement de accés a Puniversité et des modifications de I'enseignement
des lycées; ces deux phénomenes font que certains des constats que nous
pouvons faire relevent éventuellement autant d’une analyse sociclogique que
de la didactique.

Nous nous proposons donc de chercher de nouveaux moyens d’accés aux
variables didactiques que nous souhaitons étudier, car il nous est difficile,
dans P'état actuel, d’aboutir & des conclusions assez fiables.

Donnons quand méme quelques résultats partiels, sous les réserves faites
ci-dessus.

e Les résultats d’ensemble sont raisonnables : ingénierie n’entraine pas
d’échec massif & Pexamen; mais ce résultat, s’il nous rassure, a peu de
signification didactique (il implique toutes les mathématiques de la premiére
année, ainsi que les antres matiéres scientifiques);

e il semble que 'appropriation par les étudiants du double point de vue
équations/paramétrage sur les sous espaces vectoriels de R ait lieu pour une
majorité des étudiants;

@ la notion de rang d’une famille de vecteurs et les méthodes pour le
déterminer semblent aussi acquises;

® pour [instant, les possibilités de questionnement autonome des
étudiants semblent assez f{aibles;
3

@ de méme la capacité & modéliser spontanément un probléme dans le
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cadre de ’algébre linéaire ne semble acquise que par une petite minorité des
étudiants ;

e il se confirme que des confusions entre équations et vecteurs s’installent
pendant une certaine période chez environ la moitié des étudiants;

e enfin, il semble se confirmer qu’il est possible de faire fonctionner
avec les étudiants des situations “méta”, ou lenjeu est de nature autant
épistémologique que directement mathématique; voir [16].

La clef des améliorations de lingénierie en vue d’une meilleure efficacité
réside peut-étre dans la multiplications de ce type de situations.
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Annexes 1

Un exemple de devoir permettant de faire réfiéchir
les étudiants sur P’enjeu du détour théorique
que représente ’algebre linéaire générale

i s’agit d’un devoir sur la formule de Gregory-Newton.

On demande d’abord aux étudiants de déterminer tous les polynomes
de degré au plus 3 vérifiant P(0) = 1, P(1) = =2, P(2) = 3, P(3) = —1.
Spontanément, is écrivent P avec des coefficients indéterminés, puis
résolvent un systeme de 4 équations 4 4 inconnues. On lenr demande ensuite
de dire quel systéme d’équations ils auralent & résoudre pour déterminer un
polynome de degré au plus 13 prenant en 0,1,...,12 des valeurs qu’on donne
explicitement. On leur annonce alors que devant le peu de chance d’y arriver
sans erreurs on va exprimer le probleme dans une base plus commoede de
Pespace vectoriel P,(X).

On introduit alors 'opérateur A de différence finie défini par AP(x) =
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Plz + 1) — Plz}, et les polynomes Uy = 1, Uy = f(x'1ﬂ$~if”'<x’k+13 , pour

k < n. On fait démontrer que les Uy forment une base de P,{X), et identifier
les polynomes APUy. On demande ensuite de montrer la formule cherchée :
tout polynome P s’écrit, de facon unique : P(z) = Y Z; APP(0)Ux(2).)
Pour cela, on suggére d’imiter la démonstration de la formule de MacLaurin,
sans autre indication.

On demande alors de résoudre le probléme du polynoéme de degré 13
gu'on n'avait pas osé attaguer par un systéme d’équations, en écrivant les
différences successives de P aux points donnés pour trouver les A% P)(0).

On termine énoncé en demandant aux étudiants de donmer leur avis
sur les avantages et inconvénients des deux méthodes : systéme d’équations
linéaires ou détour par [’établissernent d’une formule théorique générale en
utilisant Palgébre linéaire (dimension, bases, applications linéaires).

L’analyse détaillée de ce probleme et des copies rendues par les étudiants
{voir [16]) montre, outre un bon succés dams la résolution proprement
mathématique, gue les trois quarts des étudianis sont capables de faire
une discussion intéressante sur Pavantage du détour théorique.

Annexes 2

Un exemple d’atelier portant sur
Pépistémologie de "axiomatique
de Palgebre linéaire

Les “ateliers” sont une forme d’activité ot les étudiants travaillent sur un
probléme par petits groupes de 4, seuls, en ne faisant appel & Denseignant
que s’ils croient avoir une solution, ou s’ils sont en échec depuis un quart
d’heure. L’atelier sur les axiomes est une modification d’un “débat en amphi”
organisé a Grenoble 1 par J. L. Dorier. On fait d’abord réfiéchir les étudiants
sur Péventuelle propriété d’associativité de deux lois de composition
zAy = y* dans les nombres positifs (touche figurant sur les calculatrices), et
fog dans les fonctions sur R. Cette premiére activité a pour but de leur faire
prendre conscience que les régles de calcul usuelles sur les nombres, qu’ils
pratiquent naturellement sans en avoir conscience, ne sont pas universelles,
et que pour d’autres régles de calcul ou d’autres objets il faut se poser la
question de savoir ce qui est valide et ce qui ne Pest pas. On donne ensuite
aux étudiants trois exemples d’équations “linéaires” {mais elles ne sont pas
présentées ainsi) a résoudre dans trois domaines différents : des fonctions
réelles sur un intervalle, des vecteurs de R?, et des polynomes & coefficients
rationnels; mais cette derniére équation a un coefficient /3, ce qui fait
qu’elle n’a pas de sclution dans ce domaine. On demande aux étudiants de
bien expliciter les régles de calcul qu’ils utilisent, ainsi que la nature des
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nombres qui y interviennent et des objets sur lesquels portent les calculs.
Hls sont alnst amenés a dégager tout un ensemble de régles des “calculs
linéaires”, en général surabondantes, mais qul sont les mémes dans les trois
exemples proposés. Cela établit ainsi une problématique pour le cours qui
va sulvre sur laxiomatique des espaces vectoriels : l'aspect unificateur et
généralisateur peut ainsi étre mis en valeur et compris par les étudiants.

Voici le texte des équations 4 résoudre :

1/ Trouver, si c’est possible, une fonction réelle [ sur 12,5] vérifiant, pour
tout z de cet intervalle : 3f(z)— f(z) = f(z)+7[2f(z)— 2 fo(2)]+f(z)+2fo(x)

,ou fy est la fonetion @sina sur Uintervalle }2,5[.

2/ Trouver, si c’est possible, un vecteur u de R® vérifiant 2y — u =
u+ 3[2u — ug] + u + 4ug , ol ug est le vecteur {1,-2,6).

3/ Trouver, si c’est possible, un polynome P a coefficients rationnels,
vérifiant 2P — P = P 4 4[2P — Pyl + 5Py, ot Po(w) = 32 — Sa 44 |

4/ Méme énonceé que 3/, en remplagant —\Z; par 2.

Annexes 3

Des exemples de ce que nous entendons
par “méthodes’ en algébre linéaire

Nous donnons essentiellement des points de repeére concernant : les types
de problemes; les questions & se poser; les différentes méthodes, souvent
lides a différents points de vue, utilisables pour aborder des problémes. Ces
points de repére sont exposés explicitement dans le cours, sont repris 4
Poccasion des exercices en travaux dirigés, et figurent dans le polycopié de
résumé de cours distribué aux étudiants. Cet enseignement de méthodes
peut fournir des moyens aux étudiants pour ne pas rester “secs” devant un
probléme, donc pouvoir en amorcer la résolution (bien str cela ne résout pas
tout, par exemple cela n’exclut pas les erreurs de calcul; mais les réponses
aux questions a se poser qui figurent dans la méthode donnent souvent
des moyens de controler ses résultats). Le fait d’avoir & sa disposition des
méthodes permet de poser des probléemes plus difficiles dans les ateliers
(travail en petits groupes de 4), ol les concepts de I'algébre linéaire soient
vralment mis en ceuvre, et pas seulement les techniques. En méme temps,
ces problemes sont choisis pour que les méthodes fournies solent performantes
pour les résoudre.

Donnons quelques exemples.
1)

e Type de probléme : problémes d’inclusion ou d’égalité de 2 sous-espaces
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vectoriels E et F' (de R™).

e Questions a se poser : quelles sont les dimensions de F et F' 7 combien
d’équations servent & les définir 7 Quels rapports y a-t-il entre les équations
de Tun et celles de 'autre? ai-je commodément des générateurs de P'un ou
Pautre sous-espace?

e Méthodes et points de vue : il y a en gros trois points de vue pour
aborder ce type de probléme :

{a) Un point de vue global , utilisant des arguments d’équations : si £
est défim par une partie des équations qui défimissent F', alors F C E; si
F C FE et ¢ils sont définis par le méme nombre d’équations indépendantes,
alors £ = F; ou bien des arguments de dimension : si F C E, et si
dim{F) = dim(F), alors F = F.

(b) Un point de vue semi-global, utilisant des générateurs : si tous les
vecteurs d’une famille engendrant F' appartiennent & F, alors F C £.

(¢) Un point de vue ponctuel , utilisant les vecteurs pris individuelle-
ment : si tout vecteur de F' est combinaison de vecteurs de E| ou vérifie les
équations de F, alors F C F.

Le choix du point de vue dépend des réponses données aux questions qui
précédent.

2)

e Type de probléeme : déterminer noyau et image d’une application
linéaire T : F — F.

e Questions a se poser : comment est déterminée V'application ? peut-on
choisir des bases dans lesquelles sa matrice sera simple? le contexte nécessite-

t-il de déterminer Ker(T) etf/ou Im(T) par des équations ou au moyen de
vecteurs les engendrant 7

e Méthodes et points de vue : il ¥y a deux points de vue, donnant chacun
une méthode de résolution du probléme :

{(a) La méthode paramétrique - ou vectorielle : “Gauss sur les colonnes” .
On consideére les colonnes de la matrice comme des vecteurs générateurs de
Im(T"), et on en cherche un sous-ensemble linéairement indépendant maximal
en faisant la méthode de Gauss sur les colonnes T(ey),...,T{e,), c'est &
dire par combinaisons linéaires de celles-ci, et en notant les combinaisons
de vecteurs qui deviennent 0. On obtient ainsi facilement Imn(7) et Ker(T)
paramétriquerment.

(b) La méthode des équations : “Gauss sur les lignes” . On résoud
les systemes T(z} = 0 et T(x) = y, par la méthode de Gauss sur ces
équations, c’est a dire sur les lignes de la matrice. On obtient d’une part
un systeme minimal d’équations pour Ker(7T'), systeme qui est “triangulaire”,
done permet immédiatement de paraméirer cet espace. On obtient d’auire
part les conditions de résolution sur les seconds membres y; , c’est & dire un
systeme, lul aussi en “triangle”, d’équations pour Im{T"), avec paramétrage
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immédiat si on le désire.

3) Parmi les éléments de méthodes, il est important de dégager les
différents cadres dans lesquels fonctionnent les “objets” de Palgebre linéaire,
et les différents points de vue sous lesquels on peut les regarder. Nous
abordons expliciternent la question avec les étudiants, et nous leur en
donnons la présentation suivante :

Les différents cadres et points de vue en algébre linéaire Pour les
vecteurs :

s le cadre vectoriel “pur” (vecteurs notés z,y,u,... avec des calculs sur
ces symboles);

e le cadre “numérique” {avec des coordonnées z;, 24, ..., 2,};

e le cadre géométrique, en dimension 3. Pour les applications linéaires :

&

le cadre formel (on les note 7', u, ... et on calcule sur ces symboles);

e le cadre numérique-matriciel © {ai;);

s le cadre géométrique pour des applications géométriques en dimension
3. Pour les sous-espaces :

s le point de vue du paramétrage;

e le point de vue des équations. Pour les matrices, pour la recherche du
rang de vecteurs, pour étudier une application linéaire :

¢ le point de vue des lignes;

» le point de vue des colonnes. Pour comparer des sous-espaces :

e le point de vue global {équations, dimension);

s le point de vue serni-global (avec des géuérateurs);

# le point de vue ponctuel.

GAZETTE DES MATHEMATICIENS



FONCTIONS, PROGRAMMES ET DEMONSTRATION ———

Journée "Les fonctions en mathématiques : sous ie concept, Babel? ”
LH.P 23 Mars 1994

Jean-Louis KRIVINE

Université de Paris VII, C.N.R.5.

ans son exposé, C. Houzel nous a montré 'évolution du concept de

fonction. Je voudrais wvous faire voir ici comment cette évolution

a accompagné, jusqu’a aujourd’hui, celle de Paxiomatisation des
mathématiques; et comment le tout dernier avatar de ce concept de fonction,
qui est la notion moderne de programme, est devenu un outil fondamental
de la théorie de la démonstration. En fait, le programme est devenu (et cela
en relativement peu de temps) un outil théorique essentiel dans bien d’autres
sciences, comme la biologie, les neurosciences, les sciences cognitives, etc. Et,
avec la diffusion massive de linformatique, il a aussi envahi notre vie de
tous les jours. Mais je me contenterai de parler ici de son impact sur les
mathématiques et la logique.

Revenons tout d’abord brievement sur histoire de la notion de fonction,
que nous a décrite C. Houzel, et ce qu'on pourrait appeler (de facon
trés schématique) les fonctions au sens d’Euler et les fonctions an sens de
Riemann.

Pour Euler, une fonction est donnée par une “formule”, que celle-ci permetie,
ou non, le calcul de la fonction. Par exemple, e, 1 + 2 + -+ + 2™ -+
e fooo 1 le~idt, ... sont considérées comme des fonctions d’une variable z.
Le domaine n’est pas précisé a priori, et la formule représente une “tentative”
de calcul de la fonction, qui peut ne pas aboutir. Par exemple, Pexpression
142+ 42"+ - représente la fonction 1/{1—=2) méme si |z| > 1, alors que
cette série ne converge pas. De méme fooo 1°~le~'dt représente la fonction T
meéme pour des valeurs négatives de z, pour lesquelles cette intégrale n’existe
pas. Bien entendu, on peut donner un sens & ces expressions, au moyen
d’outils mathématiques créés bien aprés Buler (séries formelles, prolongement
analytique, distributions, opérateurs non bornés, etc.). Mais on est obligé de
procéder au cas par cas, d’employer une méthode particuliere pour chaque
fonction. Il a toujours paru impossible d’obtenir une définition précise de la
notion de fonction “a la Euler”. Du coup, cette notion a été abandonnée
pendant fort longtemps, au profit de celle introduite par Riemann. Mais,
comme nous le verrons, la notion eulérienne de fonction a, depuis peu, fait un
retour en force.

Avec Riemann, la perspective change du tout au tout, et on en vient a
une approche qu’on appellerait mamtenant “axiomatique” ; comme on le sait,
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cette tendance ne va faire que croitre et embellir, et nous verrons 2 quoi tout
cela va aboutir.

Toute idée de calcul, ou de formule, a disparu : une fonction de B dans R
est une “boite noire”, c’est-a-dire un objet indéterminé, dont on ne connait
qu’une seule propriété : quand on lul donne un réel, elle rend un réel. On ne
s’autorise & raisonner qu’a Vaide de cette seule propriété. Quels avantages y
a-t-il donc & brider ainsi le raisonnement 7

En fait, cela signifie que on va pouvoir maintenant démontrer des propriétés
sur des classes de fonctions, et non plus, comme BEuler, sur des fonctions
particuliéres. Ou encore démontrer des propriétés négatives : telle fonction est
continue sur R, et nulle part dénivable.

Le but de ce changement radical de point de vue est ce qu’on appelle la
“rigueur” : il s’agit d’avoir des définitions précises des notions de fonction
continue, dérivable, analytique, etc. La rigueur, en mathématiques, n’est pas
le but en sol, mais le moyen de permetire au raisonnement mathématique
de s’épanouir. Les raisonnements et les calculs d’Euler n’étaient pas toujours
rigoureux au sens o nous lentendons aujourd’hui, mais c’était bien des
mathématiques, comme chacun sait.

Cette axiomatisation a eu des effets bénéfiques tout & fait évidents : elle a
permis Papparition d’un domaine privilégié, celui des fonctions analytiques
(holomorphes) ou les les deux conceptions des fonctions se marient
exceptionnellement bien. Mais elle a aussi permis toutes les extensions de la
notion de fonction, qui deviennent alors indispensables en analyse : mesures
{“fonctions” de Dirac), distributions (ol Popération de dérivation est libre),
espace de Hilbert, puis espaces fonctionnels divers et variés, ...

On peut donc retenir que c’est a propos de la notion de fonction qu’est
apparu le besoin de rigueur, d’oll est sortie la méthode axiomatique et,
finalement, la théorie des ensembles : on veut savoir précisément ce qu’est
une fonciion, c¢’est-a-dire expliciter complétement les propriéiés qu’on utilise
quand on raisonne avec les fonctions. Puis, on se posera le méme probleme
pour la notion de nombre réel, puis celle de nombre entier, et finalement la
notion d’ensemble. Toutes ces questions, qui peuvent paraitre de prime abord
insolubles, car elles s’attaquent & des notions de plus en plus élémentaires,
de plus en plus fondamentales, seront pourtant successivement résolues
{Dedekind, Peano, Cantor, Zermelo), et 'aboutissement de ce travail sera
la théorie axiomatique des ensembles de Zermelo-Fraenkel, ol tous les objets
mathématiques trouvent leur place, ot se prétent, sans rechigner, a la rigueur
du raisonnement mathématique.

Est-on arrivé alors au bout de cette quete? Pas du tout, et la notion de
fonction, dont on s’était bien éloigné, va refaire surface de plus belle.

Fn effet, ce qul est maintenant dans le collimateur, c’est le sacro-saint
raisonnement mathématique lui-méme! La question est dorénavant : qu’est-ce
que ¢a veut dire de raisonner correctement? et, qui plus est, pourquoi faut-il
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done, & tout prix, raisonner correctement ?

Problemes difficiles s’il en est, et sans aucun rapport, semble-t-il, avec la
notion de fonction. Et pourtant, inconscient des mathématiciens avait déja,
depuis fort longtemps, fait le rapprochement entre raisonnement et fonction :
en effet, on emploie le méme symbole — pour Uimplication (et on sait que
Pimplication symbolise le raisonnement mathématique) et pour Uapplication,
c’est-a-dire pour désigner une fonction {on écrit f: A — B pour dire que [
est une fonction de domaine A et d'image B, c’est-a-dire une application de
A dans B).

Ce qui semble n’étre qu'une coincidence de notation est, en fait, un indice
qui a permis la découverte d’un outil extraordinairement puissant pour
analyser le ralsonnement mathématique : il s’agit de ce qu'on a appelé la
correspondance de Curry-Howard.

Mais ne brilons pas les étapes, et reprenons Phistoire dans Pordre. Les
premiers systémes axiomatiques (Frege, Russell) sont plutot des descriptions
du raisonnement mathématique. Ce qui est remarquable, ¢’est qu’ils sont déja
exhaustifs, ¢’est-a-dire qu’ils prétendent, a juste titre, mais sans en apporter
la preuve, le représenter dans son intégralité. La justification viendra, avec le
théoréme de complétude de Godel-Herbrand, qui est sans doute le théoréme
le plus important et le plus central de la logique. II montre, en effet, que
I'on peut décrire les preuves mathématiques de facon purement formelle, au
moyen d’un systéme de régles de déduction, comme les régles d’un jeu : une
démonstration n’est alors pas autre chose qu’une partie jouée & ce jeu, en
observant correctement les régles.

Ce théoreme est remarquable, d’une part & cause de ce quil démontre,
mals aussi, et surtout parce qu'il réussit & énoncer que certains systemes
axiomatiques rteprésentent Dintégralité du raisonnement mathématique. En
effet, il est bien loin d’étre évident que l'on puisse seulement énoncer
rigoureusement une chose pareille.

On sait donc maintenant que le raisonnement mathématique est compléte-
ment mécanisable, et on connail diverses facons de le mécaniser. Tout le
monde comprend qu’il s’agit 14 d’une découverte trés belle et trés impor-
tante : on peut construire, théoriquement, des machines a faire des mathéma-
tiques. Bien sir, dés que cela devient possible, on s’empresse d’en construire
effectivement, et ce sont toutes les recherches sur ce qu’on appelle la démons-
tration automatique.

Maintenant que le raisonnement est complétement analysé et mécanisé, y
a-t-il encore quelque chose & chercher? Que pourrait-on dire de plus?

En fait, cette analyse a fait apparaitre la notion de machine, et des calculs
qu’on peut, ou qu’on ne peut pas, faire sur machine. Une nouvelle sorte de
fonction a fait son entrée : ce sont les fonctions récursives, ou fonctions
calculables sur machine. Beaucoup de définitions vont en étre données
(Godel, Turing, Church, ...) qui se révelent toutes équivalentes. Mais il faut
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noter qu'on ne pourra pas démontrer de “théoréme de complétude” disant
que les fonctions récursives sont toutes les fonctions calculables sur machne :
cet énoncé, qu'on appelle la thése de Church n'est, en fait, qu'une définition
mathématique de la notion de fonction calculable.

Comme par hasard, {mais, bien sur, ce n’en est pas un}, les véritables ma-
chines, c’est-d-dire les ordinateurs, font, au méme moment, leur apparition.
Or, pour un ordinateur, il ne suffit pas, mais pas du tout, qu'une fonction
soit calculable pour qu’il la calcule. 1l faut, en plus, qu’on lul donme un
moyen (un algorithme) pour la calculer, c’est-a-dire un programme. Et nous
voila revenus & la notion de fonction a la Euler, ot la fonction est donnée par
une formule mathématique, qui représente le calcul de la fonction (caleul qui
peut aboutir ou non).

Bien entendu, cetie notion s’est quelque peu modifiée en cours de route
la formule a été remplacée par un programme {(mais, la aussi, le calcul pent
aboutir ou non, on en verra plus loin des exemples), =t il ne s’agit plus de
fonctions de variable réelle ou complexe, mais de fonctions d’entiers (plus
généralement, de fonctions définies sur des structures de données finitaires,
comme les entiers, les mots, les formules, les arbres, ...).

La notion centrale va étre, dorénavant, celle de programme, c¢’est elle qui va
jouer le role essentiel. En effet, elle a un role naturel de référence ultime,
¢’est-a-dire de notion qui peut servir 4 définir toutes les autres. La raison en
est la suivante : une notion peut étre considérée comme expliquée, ¢’est-a-dire
compléetement analysée, s’il est possible de 'expliquer a une parfaite brute
(ou, st Pon préfére, a4 un parfait Candide), c’est-a-dire & un ordinateur.

Il faut donc, pour cela, pouvoir traduire cette notion en termes de
programmes, puisque ¢’est la seule chose que comprend un ordinateur.

(est cette méthode qu’on va maintenant employer pour poursuivre 'analyse
du raisonnement mathématique : on va analyser la notion de preuve a
Iaide de celle de programme. L’idée nouvelle, ¢’est de tenter d’identifier les
preuves & des programmes. Elle trouve son origine dans ce qu’on appelle la
sémantique de Heyting pour la logique intuitionniste.

Voici un exemple simple qui montre bien de quoi il s’agit 1 qu’est-ce qu’une
preuve de la proposition A — B, si ¢’est un programme. La réponse donnée
par Heyting est simple et intuitive : c’est un programme qui, & chaque
fols qu’on lui donne une preuve de A (& l'aide d'un systéme d’axiomes
quelconque), fournit une preuve de B (& l'aide de ces mémes axiomes).

Et nous voild bien en train d’identifier la fleche de 'implication A — B avec
celle d’une fonction : Pr(A) — Pr(B), Pr(A) étant I’ensemble des preuves de
A.

Par ailleurs, comme on veut identifier les preuves et les programmes, on voit
que la proposition A correspond & Pensemble des preuves de A, donc & un
ensemble de programmes, qu’on appellera programmes de type A. Autrement
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dit, un théoréme A correspond & ce qu’on appelle un type en informatique.

Nous avons ainsi établi les premiers éléments d’une correspondance trés
féconde et trés profonde entre les notions de théorie de la démonstration, et
celles de programmation : ¢’est ce qu’on appelle la corvespondance de Curry-
Howard. Cest cette correspondance qui va nous permetire de poursuivre
I’analyse de la notion de preuve mathématique.

Ecrivons les premiers termes de cette correspondance, que nous venons
d’obtenir (nous verrons plus loin comment cette liste se prolonge) :

Théorie de la démonsiration Programmation

Preuve <> Programme

Théoréme & Type, spécification

Preuve de A — B < Programme qui prend une preuve

de A et rend une preuve de B

Par exemple, A — A est un théoreme, quelle que soit la proposition A, et une
preuve de A — A correspond & un programme qui prend une preuve de A et
rend une preuve de A. Il existe bien un tel programme, a savoir celui pour la
fonction identité (le programme qui rend exactement ce qu’on lui donne).

Un autre exemple, un peu plus compliqué, mais qui montre bien le role des
fonctions, est le théoréme (A — B) — ((B —+ C) — (A — (). Une preuve
de ce théoréme est un programme (s’il en existe) qui prend une fonction
(programme) de A dans B, une fonction de B dans C, et rend une fonction
de A dans C. 1l existe bien un tel programme, qui consiste & composer les
deux fonctions (programmes) données.

On voit, sur ces exemples triviaux, que les programmes ont une propriété
curieuse : si on les considére comme des fonctions, leurs arguments et leur
valeur sont aussi des programmes. Autrement dit, ils forment un monde
fermé de fonctions dont on ne sort jamais. Et c’est blen ce qui se passe
dans une machine : un programme est alors une partie de la mémoire de
Pordinateur, ses données, c’est-d-dire ses arguments, sont aussi des zones
de la mémoire, et son résultat est également inscrit dans une zone de la
mémoire. On a donc affaire & des segments de la mémoire de la machine, qui
agissent les uns sur les autres (le moteur de cette action étant le processeur
de 'ordinateur).

Pour décrire mathématiquement cette situation, il nous faut construire un
univers dans lequel les objets représentent des fonctions dont les arguments
et les valeurs sont aussi ces fonctions; autrement dit, un univers de fonctions
agissant sur elles-mémes.

Une telle structure a été inventée par A. Church dans les années 1930,
¢’est-a-dire bien avant Pavénement des ordinateurs. Le A-calcul, comme il
I’a appelée, est resté longtemps une théorie tout a fait confidentielle et
plutot ésotérique. On comprend facilement, d’aprés tout ce qui vient d’étre
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dit, gqu'elle occupe maintenant une place centrale & la fois en théorie des
programmes (c’est-a-dire en informatique) et en logique {en théorie de la
démonstration).

Je vais essayer d’en donner une bréve description. Clest une structure munie
de deux opérations, I'une trés simple, autre plus subtile. Le A-calcul sera
alors la structure la plus simple possible (la structure libre, si 'on veut) ol
ces deux opérations sont définies.

La premiére opération est appelée Vapplication, et son sens intuitif est trés
simple : si J’al une fonction f et un argument g (qui, comme on l'a vu est
aussi une fonction), alors je peux appliquer f & g et j'obtiens f(g) (qui est
aussl une fonction).

On se donne done, sur la structure considérée, une opération binaire, qu'on
appelle application, et sur laguelle aucun axiome n'est postulé!

Maintenant, il y a une autre opération, un peu plus difficile a saisir
intoitivement, comme son nom lindique d’ailleurs, car elle est appelée
abstraction. On peut indiquer approximativement son sens intuitif en disant
que c’est la transformation d’une formule de calcul (comme celle des
fonctions & la Euler) en objet mathématique. C’est ce qu’on fait, tout a
fait couramment, en mathématiques, quand on dit : “Considérons la fonction
définie par la formule %% ou 1/(1 + mg), .75 ou encore : “Considérons la
fonction z +— e*t® 7 A Church a introduit la notation Aze®t* pour désigner
cette fonction.

Plus précisément, le sens intuitif de cette opération d’abstraction est le
suivant : elle consiste & remplacer la fonction considérée par son nom, ou
encore sa référence. Par exemple arctan est le nom de la fonction définie
par z — [ 12;. Cela veut donc dire que Az Iy I_—‘:t;g est “arctan”. Si une
fonction ¢(z) est définie dans un texte mathématique sous la référence
Définition 25, cela veut dire que Azg(z) est “Définition 257,

Cette opération n’est, évidemment, pas toujours possible pour les fonctions
mathématiques, car elles n’ont pas toutes un nom, ou une référence ot elles
ont été définies. Par contre, elle est absolument indispensable si on veut
pouvoir considérer les fonctions comme des programmes, c’est-a-dire si on se
limite & ne considérer que des fonctions qui sont des programmes. En fait,
Popération d’abstraction correspond & des notions tout a fait élémentaires et
fondamentales de programmation, de celles qu’'on apprend dans les premiers
cours d’informatique : ce sont les notions d’adresse et de pointeur.

Rappelons brievement de quoi il s’agit : la mémoire d’'un ordinateur est
divisée en petites cases, qui contiennent chacune un mot, et qui ont chacune
un numéro, qu'on appelle leur adresse. Chaque case a donc une adresse fixe,
et un contenu variable. Or, le contenu d’une case a peut tout a fait étre
Padresse d’une case b. La case mémoire a est alors appelée pointeur sur b.

Considérons alors un programme, que je désigne par P(z), pour dire qu’il
opeére sur une variable z, qui n’est pas autre chose qu'une case mémoire.
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Ce programme occupe une zone mémoire, en général trés grande, c’est-a-dire
une longue suite de cases. S’ doit servir d’argument & un autre programme
Q(y), 1l faut pouvoir le désigner par une quantité qui tienne dans une seule
case mémoire, ¢’est-a-dire par une adresse {qui est, par exemple, mais pas
toujours, 'adresse du début de la zone mémoire occupée par le programme
P(z)). Cette adresse sera notée AzP(x) qui se peut alors se lire “adresse
du programme P dépendant de la variable z 7. On peut alors mettre
cette adresse dans la case mémoire y qui devient ainsi un pointeur sur le
programme P(z). Il ne reste plus alors qu’a lancer le programme Q(y).

Revenons au A-calcul comme structure mathématique, qui est donc défini
par ces deux opérations d’application et d’abstraction. Clest donc un objet
mathématique trés simple et trés élémentaire & définir, mals, par contre, tres
difficile & étudier, et qui pose de redoutables probléemes aux mathématiciens
qui s’en occupent. Il ressemble beaucoup, en cela, & 'ensemble N des entiers
naturels, et 1l est d’ailleurs tout aussi passionnant.

Les éléments de cette structure sont appelés les termes du A-calcul, ou encore
A-termes. Par exemple, Az z (Papplication identique), ou Az z(z) (P'opération
d’appliquer un programme a lui-méme) sont des A-termes.

Puisque les termes du A-calcul représentent des programmes, il doit y avoir
une opération qui représente l'exécution d’un programme, autrement dit
le calcul de la fonction pour une valeur donnée de l'argument. Clest ce
qu’on appelle la G-réduction. Elle consiste, par exemple, & transformer
(Az(z + 2))(2) en 2+ 2. En général, elle fait passer de (Az P(z))(A) a
P(A). Cela parait tout & fait trivial, mais cela correspond, dans lordinateur,
4 Dopération que j’ai expliquée il y a quelques instants : pour appliquer
le programme d’adresse AzP(z) a celul d’adresse A, on met dans la case
mémoire z U'adresse A (on transforme z en un pointeur sur A) et on exécute
le programme P.

L’exécution dun A-terme consistera donc a effectuer des f-réductions,
jusqu’a quil 0’y en ait plus aucune de possible. On dit alors que le terme
est normal. Par exemple, (Az zz)(Az ) donne (Azz)(Azxx) puis Az z et on
s’arréte 1a.

Or, en programmation, on écrit souvent des programmes qul ne s’arrétent
pas, par exemple des boucles infinies. Cette situation se retrouve dans
le A-calcul, ot P'exemple le plus simple de boucle infinie est donné par
(Azzz)(Azzz). On voit aussi que l'on retrouve ici une expression qui
ressemble fort aux séries ou intégrales divergentes que manipulait Euler.

Pour pouvoir, dans cette structure, calculer sur les entiers, il faut les
représenter par des A-termes. A. Church, Pinventeur du A-calcul, a trouvé
une fagon naturelle de le faire. L’idée de Church pour cela est simple : si
I'entier 3 doit étre un A-terme, c’est-a-dire un programme, ce doit étre le
programme qui prend une fonction et Pitere trois fois, ¢’est-a-dire la compose
trois fois avec elle-méme. Autrement dit, on doit écrire 3 = Afdz f(f(f(z))).
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Méme chose, bien str, pour n’importe quel entier. On a ainsi défini ce qu’on
appelle les entiers de Church.

Remarque. On voit particulitrement bien ici, comment la notion de
programme peut éire utilisée comme concept primitif servant a définir tous
les autres : un entier est défini comme un programme qui se comporte de
telle et telle fagon vis-a-vis des autres programimes.

Grace & cette représentation, on peut programmer, dans le A-calcul,
certaines fonctions d’entiers dans les entiers. Par exemple, 'addition, qui
est AmAnAfiz m(f)(n(f)(z)), ou la multiplication AmAnAf m(n(f)). Et Pun
des premiers résultats établis par Church et Kleene, est que les fonctions
d’entiers que Pon peut programmer dans ce langage sont toutes les fonctions
récursives, c’est-a-dire toutes les fonctions d’entiers programmables sur
machine. Autrement dit, le A-calcul est, malgré sa simplicité, un langage
de programmation universel. On est d’ailleurs treés vite passé de la théorie
2 la pratique, et Pun des premiers langages de programmation, LISP, est
directement inspiré du A-calcul.

Mais revenons a la correspondance de Curry-Howard entre preuves et
programmes. Nous allons pouvoir I'expliciter un peu mieux, maintenant que
nous avons, avec le A-calcul, une représentation mathématique des fonctions
comme programmes. A chaque démonstration mathématique, effectuée dans
un systéme formel convenable, on va faire correspondre un programme, sous
la forme d’un terme du A-calcul.

Pour cela, & chaque pas de la démonstration, on assemble des pieces
détachées, qui, & la fin, constituent le programme cherché. Par exemple,
supposons qu’a un moment donné dans la démonstration, on applique la regle
du modus ponens : de A et de A — B, déduire B. Cela veut dire qu’on a déja
démontré A, donc obtenu un programme (A-terme) {4, et aussi démontré
A — B, donc obtenu un autre programme u4., . Alors le terme vp que 'on
construit & ce stade de la démonstration est u(t). On voit ainsi que la regle
de déduction essentielle de la logique, qui est le modus ponens, est associée &
Popération d’appliquer une fonction a son argument.

Toutes les autres regles de démonstration sont traitées d’une fagon analogue,
mais je ne le ferai pas, faute de temps, et pour éviter de trop entrer dans la
technique.

Quand on a un théoréme T, les programmes qui correspondent aux diverses
démonstrations de T' sont appelés programmes de type T. Il y a donc une
infinité de programmes d’un type donné, ce type étant une formule qui est un
théoréme.

Intuitivement, le type d’un programme est, en quelque sorte, sa spécification
c’est-a-dire ce qu’il fait, son but, ce pour quoi il a été écrit. On comprend
qu’il y ait beaucoup de programmes différents pour réaliser le méme but.

Ce qui est, en fait, tout a fait remarquable, c’est qu’on ait trouvé ainsi
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une approche mathématique de cette notion de spécification, qui semble
pourtant particulitrement difficile & cerner avec précision (puisqu’il s’agit de
définir ce qu’est Pintention du programmeur). Ajoutons qu’on est la dans un
champ immense pour les applications pratiques, puisque la question de la
conformité d’un programme & ses spécifications est un des problémes clés de
Vindustrie informatique. Les déboires du systéme SOCRATE de réservation
de la S.N.C.F. sont un bon exemple de ce qui se passe quand ce probieme
n’est pas résolu correctement.

Si nous reprenons les deux exemples simples que nous avons examinés
précédemment, & savoir les deux “théorémes” A — A et (A — B) —
(B — C) — (A — ()), nous voyons que Adzxz ou (Azxz)(Azz) sont
des exemples de programmes de type A — A; AfAgizg(f(z)), qui est
Popérateur de composition des fonctions, est un exemple de programme de

type (A— B) — (B — C) — (4 = ().

Pour donner un auntre exemple, moins trivial, considérons un théoréme
d’arithmétigue comme : “Il existe une infinité de nombres premiers”. A
chaque preuve de ce théoréme va correspondre un programme, et tous ces
programmes ont le méme type, qui est ce théoréme lui-méme. II est facile
de deviner ce que font tous ces programmes : ce sont des fonctions qui,
pour chaque entier n, fournissent un nombre premier p > n. Voila donc la
spécification associée & ce théoréme de théorie des nombres.

Nous voyons donc que, maintenant, chaque théoréme de mathématiques a
pris une nouvelle signification : outre son sens habituel, celui que lui donnent
tous les mathématiciens qui s’en servent, il a un sens comme type, ou
spécification de programmes. Pour certains théorémes, en gros ceux que l'on
appelle constructifs, cette nouvelle signification est claire, et trés proche
du sens habituel. C’est le cas des exemples que nous avons donnés. Or,
ce sont des théoremes que Von peut prouver dans une logique plus faible
que la logique classique, qu’on appelle logique intuitionniste (introduite par
Brouwer), dans laquelle on interdit le raisonnement par I'absurde, ou le tiers
exclu (A ou non A). Elle a, en gros, la propriété suivante : si on démontre,
dans cette logique, qu’il existe un objet ayant une certaine propriété, on
donne, en méme temps, un moyen de construire un tel objet.

(C’est pourquoi on a cru pendant longtemps que seules les démonstrations
constructives pouvaient donner lieu 4 des programmes, c’est-a-dire que la
correspondance de Curry-Howard était limitée & la logique intuitionniste.
Mais, depuis quelques années, on s’est apercu que ce n’était pas le
cas, et que le raisonnement par l'absurde correspondait a des méthodes
de programmation utilisées depuis fort longtemps. C’est une remarquable
découverte qui a été faite par Felleisen et Griffin, qui sont, il faut le noter,
deux informaticiens.

Toutefois, lorsquil s’agit de théorémes non constructifs, on ne comprend pas,
en général, quel est le type qui leur est associé, et il y a 13 un probléme
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extrémernent intéressant, parce qu'encore tout a fait mystérieux : la recherche
du sens caché des théorémes!

Cependant, on avance dans cette direction, et la découverte meme de
Felleisen et Griffin en est un exemple : ce qu’ils ont trouvé, en effet, ce
n’est pas autre chose que la signification informatique des théorémes non
constructifs les plus simples, & savoir le tiers exclu : A ou non A, et le
raisonnement par ’absurde : (non non A) — A. Leur idée est tout a fait
étonnante, et il faut un certain temps de réflexion pour se convaincre qu’elle
est correcte : les instructions qu’ils associent & ces deux théorémes sont
ce qu’on appelle, en informatique, les instructions d’échappement, qui ont
été inventées par les programmeurs pour le traitement des exceptions et
des erreurs. Vous les voyez en action, chaque fois que lordinateur émet
une protestation, c’est-a-dire qu’il affiche un message d’erreur, généralement
accompagné d’un bip, par exemple, parce que vous lui demandez de lire
une disquette que vous n’avez pas mise dans le lecteur. Avouez qu’il n’était
pas évident, a priori, que cette situation avait quelque chose a voir avec le
raisonnement par absurde!

La recherche sur la correspondance de Curry-Howard entre preuves et
programmes, est donc trés active (et ce d’autant plus qu’elle n’est pas
seulement motivée par ses implications philosophiques, mais aussi, et peut-
étre surtout, par les applications industrielles dont j’ai parlé tout & I'heure).
On est en train, petit & petit, de construire un véritable “dictionnaire” dans
lequel chaque notion de programmation a une traduction en théorie de la
démonstration, et vice-versa. C’est une situation tout & fait remarquable,
dont on a déja eu un exemple dans Phistoire des mathématiques : lors de la
découverte, par Kolmogoroff, de Paxiomatique des probabilités a l'aide de la
théorie de la mesure. Chaque notion probabiliste a trouvé alors sa traduction
en une notion de théorie de la mesure. On obtient, par exemple :

Probabailité =4 Mesure
Evénement & Ensemble mesurable
Variable aléatoire = Fonction mesurable
Espérance ou valeur moyenne &> Intégrale
Indépendance & Produit d’espaces mesurés
Espérance conditionnelle & Théoréeme de Radon-Nikodym

Donnons un apergu de I’état actuel du “dictionnaire” pour la correspondance
de Curry-Howard. Comme je viens de le dire, certaines de ces équivalences
n’ont été obtenues que trés récemment. Elles sont toutes assez surprenantes,
et inattendues a priori :

Théorie de la démonstration Programmation
Régle logique = Instruction
(régle de déduction)

Preuve = Programme
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Axiome, hypothése <> Déclaration de variable
{Preuve d’un) lemme & Procédure, fonction

Théoréme < Type, spécification
(conclusion d'une preuve)
(d’un programme)

Raisonnement par récurrence & Boucle “for”
Réduction d’une preuve =4 Exécution d’un programme
(élimination des coupures)

Négation = Continuation
Raisonnement par 'absurde & Instruction d’échappement

{ou de controle) par exemple
pour le traitement des erreurs
1 (Faux) & Type des programmes exécutables
ou encore du “top-level”

En conclusion, on peut dire qu'on assiste actuellement & Pémergence d'un
domaine tout 3 fait fascinant, ol les concepts de fonction et de programme
jouent un role clé. Il est clair qu’on tient 1 un fil conducteur extrémement
solide, qui est en train de nous mener & une compréhension en profondeur des
mécanismes et de la nature méme du raisonnement mathématique. Un autre
trait étonnant de ce domaine est que, malgré son caractére extrémement
abstrait (quand méme, il ne s’agit de rien de moins que l'analyse du
raisonnement! ), il soit en prise directe avec les applications. Il faut d’ailleurs
remarquer que certaines des idées et des intuitions essentielles qui permettent
cette analyse, nous viennent, non pas des mathématiques ou de la logique,
mais directement de la programmation et de I'informatique.

Livres sur le sujet.
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Gottingen 1931
Emmy Noether, Mme Dubreil-Jacobin, Paul Dubreil
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PAUL DUBREIL (1004-1994)

Léonce LESIEUR

ous avons & déplorer le déces de Paul Dubreil, survenu le 9 mars
1994 dans la résidence des Réaux, & Soisy sur Ecole, ol il s’était
retiré depuis une quinzaine d’années.

Paul Dubreil a été un témoin et un acteur important du développement
de ’Algebre a partir des années 30.

Un iémoin, car il a participé comme boursier Rockefeller au fameux
séminaire de Hambourg dirigé par Emil Ariin, ol se cotoyalent de jeunes et
éminents mathématiciens venus écouter ses cours et sa parole, et o Emmy
Noether passa comme Professeur visiteur en février 1931; il rencontra la
méme année van der Waerden 4 Groningen, aux Pays Bas, alors que celui-
¢i achevait la rédaction de son “Moderne Algebra”; enfin il séourna prés
d’Emmy Noether & Francfort, et, aprés un passage & Rome, la retrouva a
Gottingen on fut prise la photo ci-contre : E. Noether, Mme Dubreil-Jacotin,
P. Dubreil.

Un acteur, car il fut précisément I'un des premiers & utiliser la théorie
des idéaux dans I’étude des variété algébriques, de la multiplicité de Noether,
de la notion de variétés arithmétiquement normale, de variété de premiére
espece, des systémes de points, des intersections totales mixtes et non mixtes
de surfaces et de variétés, toutes notions qui se poursuivent et se développent
encore aujourd’hui avec des apports nouveaux. La deuxiéme direction de
ses recherches se rattache surtout A certaines généralisations de la théorie
des groupes. Il remarque que “la démonstration de certains théoremes
fondamentaux, par exemple celle des deux théorémes d’isomorphisme, fait
intervenir des raisonnements trés généraux qui appartiennent en réalité &
la théorie des ensembles”. C’est ainsi qu’il a poussé le plus loin possible,
souvent en collaboration avec Mme Dubreil-Jacotin, les propriétés algébriques
des relations d’équivalence, celles des équivalences associables, régulieres, etc.,
et apporté une contribution essentielle & la théorie des demi-groupes. Cette
derniére a peut-étre eu plus d’écho & I'étranger qu’en France, mais on doit
noter pour sa défense que certaines des idées qu’elle renferme se trouvent
appliquées dans la théorie des automates en informatique.

Enfin, de par son enseignement si clair & de nombreux éléves, soit pendant
leurs études universitaires, soit au cours de leurs recherches, Paul Dubreil a
exercé une grande influence pour la diffusion de I’Algébre. Je lui dois en tous
cas, et je ne suis pas le seul, mon initiation & I’Algébre et I'orientation de ma
carriére et de mes travaux personnels.
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COURS D’ANALYSE MATHEMATIQUE DE ’AGREGATION
J. VAUTHIER, Université Pierre ot Marie Curie
J.-]. PRAT, Université de La Rochelle
Série Agrégation
« Cet exceflent ouvrage présente une synthése du cours d'analyse mathématique de
‘agrégation. L'exposé comporte des démonstrations complétes »,
Zentralblatt fir Mathematik

und thre Grenzgebite Mathematics Abstrats
La presse spécialiste comme les agrégatifs en mathématiques ont en effet bien accueill
ce couss. Fort de son stcces, if connalt déja une nouvelle édition corrigée et augmentée
d'un nouveau chapitre sur les variables complexes et d'une bibliotheque thématique.

EXERCICES DE MATHEMATIQUES POUR L’AGREGATION
Algébre 2

P. TAUVEL, Université de Poitiers

Série Agrégation

Ce recueil de 292 exercices corrigés d' Algebre Lindaire correspond au 2e recueil dexer-
cices de Iouvrage de cours de P. Tauvel, préparant 3 I'épreuve écrite de V'agrégation de
mathématiques.

CONTENU - Espaces vectoricls - Rang - Applications findaires - Trace. Nilpotence - Algéhre
LiE). Groupe GLIE) - Vecteurs et valeurs propres - Polyndmes annulateurs - Déterminants -
Algébre linéaire et analyse - Matrices & coefiicients entiers - Matrices hermitiennes. Matrices
unitaires - Espaces hermitiens - Matrices symétriques. Matrice orthogonales - Espaces eucli-
diens - Formes quachatiques réelles - Formes quadiatiques : cas général.

Dans la méme série
Mathématiques générales pour Fagrégation

P. Tauvel, 1993, 416 pages, 250 F*

Exercices de mathématiques pour Vagrégation - Algebre 1
S. Francinou, H. Gianella, 1994, 272 pages, 250 F*

EXERCICES MATHEMATIQUES POUR L’AGREGATION
Algebre 1

5. FRANCINOU et H. GIANELLA, éléves de I'tcole Normale
Supérieure, Agrégés de Mathématiques

Dans la série “Agrégation de mathématiques”, ce quatrieme ouvrage est le premier re-
cuell d'exercices d'algebre. Trois types d'exercices sont présentés : des exercices géné-
raux visant @ une bonne assimilation des connaissances ; des études dexemples précis
d'objets mathématiques présentant des propriétés remarquables ; des exercices plus
théoriques impliquant des démonstrations de théoremes fondamentaux. Des rappels
théoriques et historiques figurent au début de chaque chapitre. Certaines notions 3 la I
mite du programme sont développées en annexe.

CONTENU - Groupes - Anneaux - Arithmétique - Théorie des coms - Polyndmes
et fractions rationnelles - Les corps R, C et H - Annexes : Produits semi-directs -
Théorie de Galois - Corps de nombres.
RAPPELS
Mathématiques générales pour I'agrégation

P. Tauvel - 1993, 2* tirage, 390 pages, 250 F*
Cours d'analyse mathématique de I'agrégation
J. Vauthier, |.-f. Prat - 1993, 2¢ tirage, 390, 151 F*
Lalecon de géométrie  Voral de Vagrégation

A. Avez, 1993, 2¢ tirage, 180 pages, 166 F*

Ouvrages en vente en librairie ou 3 laM.L.S — BFP 36 — 41354 Vineil Cordos
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INFORMATIONS

CNRS et Mathématiques

Compte-rendu du débat du 20-11-93

établi par Francois Blanchard

Le débat est introduit par H. Faure :

La recherche firaverse une période de remises em cause; de nombreuses
réorganisations ont déja commencé au ministére de Uenseignement supérieur
et de la recherche ; le ministre organise des discussions sur le role du Cnrs.
Il est donc important que la SMF sache sur quels poinls un consensus exisie
dans lo communauté mathémaligue, afin gqu’elle puisse défendre ses vues
auprés des pouvoirs publics. C’est pourquoi D. Barlet, F. Blanchard et moi-
méme avons invilé J.-L. Loday (directeur de recherche au Cnrs, direcleur de
PURA 1 du Cnrs & Strasbourg) et B. Prum (professeur & Paris 5, ancien
président de la commission de math aw Cnrs) @ en disculer avec nous.

COMPLEMENTARITES ENTRE
UNIVERSITES ET CNRS

Jean-Louis Loday

Rappelons que, pour Uesseniiel, la recherche mathémalique en France esl
organisée sous la forme de laboratoires universitaires (ou de grandes écoles)
qui sont souvent, lotalement ou en partie, associés au Cunrs. La coniribulion
du Cnrs se fait & la fois sous forme d’affectation de personnel (chercheurs
et ITA) et de finances. Par ezemple & Strasbourg UIRMA {ura 01)
comprend 61 enseignani-chercheurs et 17 chercheurs Cnrs, 20% du budget
recherche provient du Cnrs. C’est & peu prés la moyenne nationale, mas
proportionnellement il y a plus de chercheurs Cnrs dans la région Ile-
de-France qu’en province. Comparé auz aulres disciplines (la physique par
ezemple) ce pourcentage est irés faible.

Sur le plan de la gestion quotidienne celte diversité de sources de financement
est un avanlage car les régles el les habitudes de fonciionnement ne sont pas
ezactement les mémes & I’Université el au Cnrs. Cette dichotomie crée une
souplesse appréciée des directeurs de labos.

Par définition les enseignani-chercheurs ont un mi-temps d’enseignement
el un mi-temps de recherche (auzquels s’ajoute parfois un mi-lemps
d’administration! ). Ces derniéres années ont vu quelques améhorations :
primes d’encadrement doctoral, années sabbaliques, postes IUF (Institul
Universitaire de France), possibilités de détachement au Cnrs (sans perte
de salaire). Les chercheurs peuvent, a priori, consacrer tout leur temps a la
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recherche, bien que nombre d’entre euz acceptent de faire de Uadministration
(par ezemple & Strasbourg, le DEA, la bibliothéque el le labo soni dirigés
par des chercheurs). Ceilte liberté potentielle des chercheurs a un priz
une carriére bloque plus rapidement el est moins rapide que celle de leurs
collegues universitaires. Ces deux filiéres correspondent donc & deux types de
Jonctions différentes et deux types de carriére. Ce choix est un avanlage pour
la communauié.

La présence d’un groupe de chercheurs & plein temps dans un laboratoire
dynamise irés fortement activité scientifigue. Par exzemple @ Strasboury
la modtié des séminaires n'existe que grdce & la présence du Cnrs. Mais
cetle siluation est assez alypigue el une augmentation notable du nombre de
direcieurs de recherche est nécessaire pour obtenir une situation salisfaisante
dans tous les labos associés. Ce serait un premier pas pour se rapprocher de la
sttualion existant dans les auires disciplines.

La démographie du recrulemeni est un aulre avaniage & Dexistence de
deuz filicres. En effet le nombre de postes mis auzr concours dans les
Universités dépend (entre auires) du fluz d’étudianis et est sujei & de larges
fluctuations. Par contre le Cnrs a su conserver un flot minimum dans le
recrutement des jeunes, ce qui a permis d’atténuer notablement le phénomene
de "généralion sacrifiée”. Ce lissage dans le recrutement des Jjeunes docteurs
6 €€ particuliérement sensible & Strasboury.

Ulitme avantage : le type de recrutement. A ["Université les commissions
de spécialistes sont “locales” et donc presque fatalement sensibles ¢ d’autres
arguments que la valeur scieniifigue. Au Cars la commission est nationale,
d’ou une philosophie différente du recrutement, plus orienté wvers la qualité
scientifique. Cetie complémentarité dans les criléres de choiz est mmportante
pour la bonne marche du sysiéme.

Parmi les autres poinis de complémeniarité citons brievement les possthilités
d'invitations de chercheurs éirangers (irés variables & UUniversité, durée
d’un mois ou plus; posles roses el rouges au Cnrs, 3 mois minimum),
les relations publiques de la science (locales & UUniversiié, nationales ou
mternationales au Cnrs, exemple : "Images des Mathématiques” édité par
le Cnrs). Il faut remarquer que, contrairement a UEnseignement Supérieur
qui est dwisé en deuz filiéres élanches (universités el grandes écoles), il n'y
a que ladministration de la recherche qui est divisée. En effet, enseignant-
chercheurs et chercheurs Cnrs travaillent dans les mémes institutions de base.

Méme si parfois la division des pouvoirs, MESR d’un c¢61é et Cnrs de Uautre,
améne & des situations de conflit entre ces deuz directions, elle reste, pour
Uensemble des mathématiciens, un garant de liberté.

GAZETTE DES MATHEMATICIENS
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Discussion

D. Barlet : Une annde sabbatique ne représente qu’un avanlege mineur
quand on reste sur place; on garde les idches habituelles, hormis l'enseigne-
ment.

H. Faure : Le droil auz congés sabbaliques n’est pas clairement défini = y
a-t-on droit tous les 7 ans, ou bien une fois dans la vie ?

R. Langevin : Les texles sonl effectivement peu expliciles sur ce point, el
Padminisiration en donne des interprétations coniradicioires.

F. Blanchard : Il faul veiller @ ce que les labos propres (el mizles
ou associés) jouent leur réle wis-d- vis des enseignants, qu’tl n'y ail pas
élimination malthusienne d’enseignants actifs qui pourraient y éire rattachés.

D. Barlet : Le labo de Strasbourg n’est pas représentalif de la recherche
universitaire : il a bien plus de chercheurs que la moyenne et plus de crédits.
Le Cnrs ne tienl pas & intervenir en partenaire mineur, surtoul dans ses
formations propres, el aimerail peut-éire concenirer ses moyens en personnel
sur un pelil nombre de formations. Il n'est pas clair que ce soit Iidéal pour les
mathématiques.

M. Reversat : La différence de carriéres observée actuellement enire
universitaires el chercheurs est conjoncturelle; dans les années 70 par
ezemple, on avancait plutol plus vite au Cnrs qu’a I’Université.

R. Langevin : Un seul moment dans une carriére ou on peul choisir entre
enseignement supérieur el recherche, c’esl pernicieur : tout est joué pour la
vie. Cest dommage qu’il n’y ail pas plus de ponts entre les deuz professions.

J.-L. Loday : Je doute qu’il y ail awjourd’hui autant de demandes de
détachement ou d’échange en provenance des universitaires qu'il y a quelques
années. Cela entraine gqu’on perd la prime de recherche, qui est devenue
rés substantielle, et j’ai vu plusieurs professeurs renoncer d demander un
détachement pour celle raison.

G. Dloussky : On ne passe pas facilemenl en cours de carriére de
UUniversité au Cars; lUobstacle principal est la croyance répandue gqu’on
ne peut plus élre créatif aprés un certain dge. En fait la baisse de créativité,
pour autant qu’elle existe, est liée au fait d’avoir des enfanis, el auz aulres
obligations extérieures qui se multiplient & partir d’un certain moment de la
vie.

J.-L. Loday : Il y a des obstacles administratifs auz flux du Cnrs wvers
Puniversité : les dates d'inscription sur les listes, par ezemple ; il semblerail
aussi qu’il va devenir nécessaire d’avoir été ATER pour pouvoir postuler
comme mailre de conférences. La SMF serail dans son réle en demandant une
plus grande perméabilité.

n® 60 — AVRIL 1994



80 INFORMATIONS

POLITIQUE SCIENTIFIQUE
ET CNES EN MATHS

Bernard Prum

La section de mathémaiiqgues du Cnrs compie aujourd’hui 308 chercheurs
(76 CR2, 142 CRI, 60 DR2, 21 DRI et 9 DRO), soit environ dix fois
mowns qul v’y a de mathématiciens universilaives. Néanmoins, nombre
d’universitaires étant rattachés auz wnitds Onrs, on peut estimer que le Curs
“couvre” directemnent quelqgue 40 % des mathématiciens francais, el bien sir
les conséquences de ses orientalions voni bien au deld. D’un autre coté, ce
chiffre de 308 chercheurs iraduil un accroissemeni depuis sept ans d’environ
4 % par an, netlemeni supérieur au rythme d’accroissement de Uensemble
de Uinstitul : aprés le Collogue “Maths A Venir” de Palaiseau, lo direciion
du Cnrs a annoncé une politique de soutien spécifigue aux maths, qui s’esi
traduite par un fort lauz de recruiemenis (une vingtame par an, ces derniéres
années — alors que U'on enregisirail en moyenne une dizaine de déparis par
an), et un accroissement significatif des budgets (hors personnel, ils ont plus
que doublé durant les quatre ans de la précédente Commission).

La gestion de la communauté mathématique

Cette communaulé est gérée de fagon dyarchique - et parfois conflictuelle

par la Direction Scientifigue et la commission du Comité National
Cette derniére allie deur rvéles : d’une part un réle décisionnel ou
consullalef : recrutements (quand la Commission se mue en jury), promotions,
associations d’équipes, délachements, avis divers (budgets, revues, collogues,
etc ...). D'autre part, elle est chargée d’une mission de prospective. Chagque
sesston comprend au moins une demi-journée de “discussion de politique
générale”, et aborde des problémes de polilique scientifiqgue d ['occasion des
divers dossiers qu’elle traite. En outre elle, ou son burcau, ou son président -
sa présidente, pour Uheure ~, participe de fagcon plus ou moins institutionnelle
@ la rédaction de divers documents : Rapport de Conjoncture, Plan d’Action,
Schéma Stratégique, elc ... On peut aussi croire que souvent la politique
scientifique se définit en Uappliquant, et qu’un travail sérievz d’évaluation des
dossiers et d’attribution de moyens oriente davantage la recherche que des
textes théoriques de portée plus ou moins générale.

Politique scientifique

Notons d’abord que le Comité National est qualifié, dans les texles, de Comilé
National de la Recherche Scientifique, el qu’en théorie son champ de réflezion
déborde largement le seul Cnrs. De fait, lorsque la Dred existait, son directeur
pour les mathématiques assistail aur deuz sessions annuelles, afin d’uliliser
imformations et jugements portés pour orienter ses choiz. Une politique
scienltfique au Cnrs peul élre mise en application par bien des moyens : au
nwveau des équipes, choiz des associations, répartition des crédils, au niveau
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des personnes, recrulemenis, mais aussi promolions, comme ce ful le cas
cetie annde, ou sur 8 “passages” DR2, 4 étaient fléchés “en mobiité”, afin
de donner une prime auzr chercheurs préts 4 implanter dans une université
nouvelle pour eur une équipe naissanie. Celle poliligue peul revélir deus
aspects (pas touwjours disjoinis) : un aspecl disons adminisiralif, comme la
volonié de développer quelques péles provinciauz (ceuz du CIAT, les péles
européens) plutol que la région parisienne ou la “petile province”, ou comme,
avjourd’hui, la wvolonié de restructurer une pariie des mathémaliciens de
Jussieu, un aspect puremeni scientifigue. La premiére question est alors
d’opter soit pour une “wveille technologique”, laissant les thémes surgir d’euz
mémes, et sur la base d’une confiance en les individus tmpliqués, souienir ce
qut parail le plus prometieur, soil pour une politigue voloniariste, décidant
qu’il est nécessaire de développer tel théme irop peuw - veire pas du toui -
représenié. Ce ful un lemps la polilique de développemeni voloniarisie des
“maths appliguées”, qui souffraient de Uorientalion iradilionnelle des maths
en France; ce peut étre aujourd’hui lu volonté d’aider (de fagon certes limitée)
les inleractions des mathématiques, ou ce peul éire le fléchage de postes sur
des profils EFDP-modélisation ou caleul formel, comme on Ua vu an dernier.
La Commission réverail sans doule de choirx purement scientifiques, quand
la D.S. lui rappelle les conirainles imposées & un niveauw ou & un aulre,
comme celles nécessaires dans les négociations avec les disciplines voisines, la
physique par ezemple, ou celles pouvant provoquer des arbilrages favorables au
niveau du Directeur Général.

Qui définit la politique scientifique 7

Jlar dit plus haut que je croyais qu’une bonne part de celle politique se
prouvail "en marchant”, el résullail des choix conecrels successifs. Cect
n'empéche bien sdr pas une véflezion a priori et Uaffirmation d’orienialions
a wenir. Cette réflezion est difficile au niveau local, méme si cerlaines
Comimissions de Spécialistes ont des débals de politigue scienlifique : les
mntéréts de la recherche frangaise ne coincideni pas towjours avec ceux
ressentis 4 un moment donné par une université - voire ses mathématiciens
ou un groupe de ceuz-ci. Flle est naturellemenl menée par les Direclions
Scientifiques, du Cnrs, de Uex-Dred, etc... Mais, les groupes d’experts Dred
n'élant pas appelés a ce iravail de prospective, le Comité National est un
organe obligé de U'¢laboration des orientalions scientifiques. La Commission
doit ausst €tre en premiére ligne dans la définition de la politique parce qu’elle
émane de la communauté mathémaiique et se seni responsable devani elle. Sa
défection laisserait libre cours 4 une politique de groupes de pression. Il est
clarr ausst qu’elle n’en a pas pour autant le monopole, et il est souhaitable
gu’elle s’appuie explicitement sur le miliew. C’est ce qui s’est fait gquand la
Commussion actuelle a réuni en janvier dernier directeurs d’UA el présidents
de CSE. C’est ce que peuvent faire les sociétés savanies (SMF, SMAIL pour
les maths), en suscitant une réflezion el en transmettani ses analyses tant a
la Commission qu’aux responsables du Cnrs ou des ministéres concernés.
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Cnrs et Université

A la conception de carriéres se déroulant de bout en boul au Cnrs, du grade
de CR2 & celui de DR exceptionnel, on oppose parfois la wision d’un Cnrs
accueillant des jeunes jusqu’d leur thése (HDR, aujourd’hui), puis les laissant
partir sur un posie de professeur, quilte 4 les accueillir en délachement
pour 4 ans, quand ils auroni fait leurs preuves ef se monireront désireus
d’animer une opération de recherche, soil personnelle (aboutissement d’'un
long travail), soil collective (mise sur pied d’une équipe performante). Une
vision un peu intermédiaire prone des passages faciles {dans les deux sens)
enire Cnrs el Universilé, non seulement lors de promotions (CR1 nommés
PR), mais aussi ¢ niveau égal. Plusieurs incilations vont aujourd’hui dans
le sens de fluz, en particulier il esi question que chaque EPST, comme le
Cnrs, ail 4 détacher 10 % de ses chercheurs pour qu’ils enseignent dans
les Universités. Par ailleurs, depuis peu s’est mise en place la procédure
d’accueil au Cnrs de professeurs en délachement pour 4 ans, et certains
souhastent voir s’accroilre sensiblement le nombre de postes concernés (ce qui
impliquerait nécessairement une diminulzon du nombre d’entrants, chercheurs
d temps plein). La Direction Scientifique exprimail il y a quelques années le
souhait que 30 % des effectifs de chercheurs soient, ¢ long terme, occupés
par des personnes détachées. Cetie année, des "délégations croisées” ont élé
réalisées, par lesquelles un chercheur du Cnrs el un universitaire échangent
leurs services; une condition nécessaire pour qu'un iel échange soil sain
est qu’il concerne deuz personnes de grades équivalents, ce qui n'a pas
toujours €té le cas cetie année. Si ces échanges devaient se mulliplier, il
serait impératif de les codifier (dépét de candidatures, consullation des CSE
et du Comité National). Peut-élre représentent-ils une protection contre le
détachement impératif de chercheurs sur des postes d’enseignement, peul-
éire sont-ils 'assurance qu’un fluz d’eniranis conséquent sera maintenu. Le
Cnrs a joué un réle esseniiel pour les maths frangaises — ne serait-ce qu’en
maintenant un flur d’enirants durant les années on U'Université a failli d
cette tiche - i continue & le joue, il n'est que de wvoir le pourcentage
des publications ou ezposés de séminaires impliqguant ses chercheurs pour
s’en convaincre. Sa place dans le dispositif mathématique est compleze, son
“leadership” et la disponibilté de ses membres pour la recherche suscitant
quelques jalousies universitaires. A Uheure ot les budgels ne suivent pas les
besoins universilaires, les tensions risquent de s’aviver. D’autres formes de
collaboration sont peui-élre @ trouver, mais il est essentiel que le Cnrs puisse
sereenement continuer & jouer son réle dans les mathématiques frangaises.

Discussion

M. Dechamps remargue, & propos de Uintervention de Loday , que lenvie
d’enseigner est aussi une raison de choisir I'Université plutét que le Cnrs.

C. Roger : Atiention aur cumuls! On commence 4 voir des professeurs,
détachés au Cnrs, qui partent siz mois par an faire leurs cours... auz E.-U.
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Par ailleurs, il y a de grandes disparités dans les souliens que regotvent
les équipes de mathématiques. Ceriaines universités cumulent les difficullés,
d’autres sont trés d laise. La nolion méme d’aménagement du lerritoive passe
par une réduction de ces déséquilibres.

Enfin, il semble que le réle de Kourisky dans les choiz siratégigues du Cnrs,
son poids dans les décisions essenticlles, soienl sans précédent.

D. Barlet : Je ne sens pas bien les échanges de services; quelle esi la
motwalion du chercheur qui €change ? Beaucoup de chercheurs CNRS ont
Uoccasion d’enseigner.

Parlons maintenant des délachements. Il faut bien voir que Uannée ou le
semesire sabbalique se véduisent en fait 4 8 ou | mois effectifs, ce qui est
dérisorre. A lauire extréme, quaire ans de délachement c’est bien long et
le retour & lenseignement est parfois difficile. La durée oplimale serait 2
ans. Quant au niveau, pourquoi offre-t-on st peu de délachemenis auzr mailres
de conférences ? Ceci, par conire coup, créeraii un minimum de pression au
niwveau du passage CRZ2-CRI el inciterail les chercheurs les moins “adapiés”
auw CNRS a se tourner plus vile vers I’Université.

F. Blanchard : Il y a des motivalions pour qu’un chercheur échange!
Un peu d’enseignement de troisiéme cycle ne signifie rien. Par conire, un
véritable échange est trés instructif et formateur, méme s%l n’est pas toujours
confortable.

E. Bayer : La vedle technologigue dont a pavlé Prum me semble plus
Judicieuse qu’une politique volontarisie d’”occupation de créneauz”, parce que
plus réaliste.

C. Roger : Il faul s’inlerroger aussi sur la taidle des labos. Les plus
gros dissimulent parfois une production faible; par “effet boite noire”, leur
fonctionnement devient opaque, on ne voil plus o passe 'argent qu’on leur a
donné.

B. Prum : Le Cnrs a tendance a négliger la dimension humaine. Cela se

manifeste au niwecu des promotions DR, comme parfois dans sa volonié de se
défaire d’équipes associées qui pourlant {ournent bien.

J. Camus : Les petites équipes locales se cassent, faute de soutien. Le Cnrs
doit le prendre en compte.

Pour les détachements, pourquot ne pas envisager deuz ans renouvelables ?

B. Prum : L’audit interne qui est en cours au Cnrs préconise déjd que le
comilé national soil appuyé dans sa réflexion par un collége élargi. La SMF
peut jouer un réle tmportant dans ce cadre.

D. Barlet appuie.

G. Dloussky : Les grands péles ne soni pas indispensables en mathéma-
tiques. Les mndividualités y jouent un plus grand role, les moyens nécessaires
sont moindres, nous avons moins Uhabitude du pilotage et du programme. Si
le Cnrs se concentre sur quelques gros labos, cela sera mal ressenti par les
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équipes concernées el rendra la vie parficuliérement difficile en province.

R. Langevin approuve.

B. Prum : Aftention! Ferrier (directeur scieniifigue adjownt au Cnrs pour
les mathématiqgues, NDLR) dit souvent qu’on ne peut & la fois proclamer la
spécificité des maths et réclamer les moyens des disciplines expérimentales.

D. Barlet : Les mathématiciens ne peuvent pas refuser compléiement
d’élaborer des programmes.

e

¥. Blanchard inireduit alors formellement la discussion - déja entamée d
plusieurs reprises — sur les carriéres.

Un malaise est perceplible av moins depuis 1980 enlre chercheurs et
enseignanis. Il a d’abord des causes relativement localisées, comme la
concurrence enire chargés de recherche el mailres de conférences auz posies de
professeur, dans laquelle les premiers sont mantfestement favorisés par leurs
condilions de iravail, permellant une meilleure productivité. Mais ¢ mon avis,
la raison principale est que les enseignanis ont Uimpression de plus en plus
forte d’éire submergés par les ldches enseignantes et adminisiratives, d coté
de chercheurs qui n’y sonl pas assujeltis; quant & ces derniers, ils lorgnent
avec envie les promolions plus rapides des enseignanis 4 Uiniérieur de leur
coTps.

Le débordemeni par Uenseignemeni s’explique par le mangue d’effectifs face
a larrivée massive d’étudiants. D’ou vieni Uenflure toul aussi massive des
tiches administratives ¢ Je mne le sais pas. De toule fagon, il ne faul
considérer ni l'une ni Uautre comme des fatahtés, mais au coniraire les
dénoncer el tacher d’inverser la tendance. Plus d’échanges et de détachements
soulageratent & coup sir les enseignanis; réclamons-les, sans croire qu’ds
assainiront la situation de fonds.

D. Barlet : Le foisonnemeni des tdches administratives s’explique par le fait
gu’il y a de moins en moins de personnels ATOS; 'admanisiration, au niveau
pédagogique, relombe donc sur les enseignanis.

J.-L. Loday : Rien n'empéche les chercheurs de prendre des responsabililés
dans les départements universilaires; & Sirasbourg, ils le foni, el tout le
monde esl content.

E. Bayer Méme chose a Besangon. Je reviens sur la spécificité de la
recherche en math : les équipes peuvent élre actives sans éire grosses el sans
disposer d’énormes moyens,; la notion de programme est moins imporiante
qu’ailleurs, st bien que des délachements de 2 ans sont suffisamment longs.

J.-L. Loday : La direction du Cnrs a tendance d oublier d quel point le label
“unité de recherche associée” est esseniiel pour une équipe universitaire, en
premier lieu vis-d-vis de son université — et méme st a la limile le Cnrs ne lu
donne pas un sou.
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Remarques sur les postes de
mathématiques parus en mars 1994
t bilan sur quelques années

Claude Basdevant - DSPT 1

Quelques mots sur le processus menant 4 la publication des emplois auz
BO ou JO. En septembre les élablissements fonl parvenir au Minisiére leurs
demandes de publications d’emplois qui comprennent d'une part les emplois
vacants ou susceplibles de ['étre et d’autre pari les demandes de créalions
classées par ordre de priorilé iloufes disciplines confondues. Ces lisies
mdiquent pour chagque poste la nature de emploi (PR/MCF/PRAG/PRCE),
la ou les sections et le profil s’ y en a un. La DGA du Minisiére
et le Cabinel calculent de leur cété le nombre de créations aliribuées @
U’établissement (norme SANREMO en pariiculier) pour respecter le nombre
de créations décidé par la loi de finance voiée par le Parlement. La
discussion entre Uélablissement c¢i le minisiére s’engage alors avec pour
doctrine depuis plusteurs années au Minisiére de n'infervenir qu’d la marge
dans le classement des universités. Néanmoins des contrainies globales comme
le pyramidage des emplois peuvent mener ¢ des modifications de la nature de
certains emplois, les critéres recherche sont actuellemeni peu pris en comple
sinon pour €viter les profils irop pointus et les posies “moustachus”.

Le nombre de postes publiés en mathémaiiques dépend donc d’une
part du nombre de postes vacanis (départs en retraile, mulations, promotions
ete...) et des éveniuels redéplotements dans les établissements, d’autre part
des possibilités de créations (toutes maliéres confondues) ouverles par la loi
de finance, mais il dépend surioul des demandes des ¢tablissements. Par
exemple, alors qu’en 1993 111 postes de professeurs aveient été publiés, en
septembre 199 les ctablissements n'en demandaieni que 95 (47 vacanis et 18
demandes de création); comple tenu des demandes classées trop loin, i n'en
est paru que 70.

Il faut donc souligner Uimporiance des classements des demandes de
postes établis dans les élablissements.

Créations — lois de finance

anndée 1990 1991 1992 1993 1994
PR 199 451 261 243 380
MCF 700 1424 1163 1979 645
sous-total 899 1875 1424 2222 1025
PRAG/PRCE 200 1003 800 850 400
PAST (eq t.p) 400 500 200
Anutres (lect.) 122 50 50

total 1099 2000 2674 3622 1625
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Postes parus/crées en mathématiques

année 1990 1991 1992 1993 1994
PR 70/7 93/82 105/62 111/62 70/29

MCF 102/7 123/77 131/50 166/93 163/58
sous-total 172/7  216/159  236/112  277/155 233/87
PRAG 34/7 81,7 123/7 151/117 103/51
PRCE 12/7 20,7 60,7 18/0 30/8

total 218/7 317/7 419/7 446/272  366/146

Répartition par sections — postes 1993 & 1994

MCF[1993 MCF/1994 MCFJ]1993 MCF]1994

25 43 35 26 15
25°-26° 49 49 33 27
26 72 75 50 27
Autres 2 4 2 1
total 166 163 111 70

Postes PRAG et PRCE 1994 — Répartition

PRAG PRCE

Universités 48 8
IUFM 15 18
iuT 30 2
Ecoles 10 2
Total 103 30

Postes IUT 1994 — répartition
PR 2 — MCF12 — PRAG 30 — PRCE 2

Postes TUT 1994 - répartition
PR 7 — MCF13 — PRAG 8

GAZETTE DES MATHEMATICIENS



INFORMATIONS 87

CNU 25éme section
bilan de la session de qualification

tenus par la commission n° 1
les 16,17 et 18 mars 1994

Francois Digne
1. Modifications dans Ia composition de la Commission

Sylvie Guerre-Delabriére el Pierre Bérard ayani démissionné, ils soni rem-
placés respectivement par Sylvie Paycha (Maiire de Conférences & I'Université
de Strasbourg) el Jean-Christophe Yoccoz (Professeur & I'Université de Paris-
Sud).

" Le Collége 2 de la Commission a élu Jean Magloire comme Assesseur, en
remplacement de Sylvie Guerre-Delabriére.

2. Inscriptions sur la liste de qualification
aux fonctions de Maitres de Conférences

2.1.Résuliats

Nombre de candidals : 333

Dossiers non parvenus : 63

Diplomes absents : 6

Candidatures ne relevant pas de la section 25 : 55
- Nombre de candidatures réelles : 209

Nombre d'inscrits sur la liste de qualification : 165

Pourcentage des inscrils © 78,9%

(*) Le pourcentage des inscrits a é1€ calculé sur le nombre des candidatures
 réelles.

Récapitulatif des qualifications en 92, 93 et 94
année 1992 1993 1994

Nombres de qualifiés 210 144 165
Pourcentage des qualifiés 77,2 77 78,9

2.2. Complément sur les diplomes étrangers et les diplomes frangais

Sur les 209 candidats “réels”, 150 sont tilulaives d’un diplome frangais, qu’on
 désignera dans la suite par “candidats DF” (134 nouvelles théses, 11 theses
de trowsiéme cycle, { Doctorats d’Etal, 1 Ingénieur) et 59 sont titulaires d’un
diplome étranger (“candidats DE”). Les 165 qualifiés se répartissent en 119

n® 60 — AVRIL 1994



88 INFORMATIONS

DF et 46 DE. Le pourcenlage des qualifiés calculé pour les candidats DF
(resp. DE) est done 79,3% (resp. 77,9%).

Récapitulatif
nombre de nombre de pourcentage de age
candidais gqualifiés qualifiés moyen
candidats DF 150 119 79,3 31,5
candidals DE 59 46 77,9 34
tous diplomes 209 165 78,9 32,75

On nolera que parmi les qualifiés DF, 71 ont 30 ans ou moins et 82 ow
31 ans ou moins; ainsi, plus des 2/9 (68%) des qualifiés issus du systéme
francais de formaiion doctorale oni au plus 31 ans. Parmi les qualifiés DE, 12
(27%) ont 31 ans ou moins.

2.3.Complément sur les diplomes francais récents

Sur les 150 candidais DF, 124 avaient obtenu leur thése en 1993 ou 1994,
108 sur ces 124 ont éié qualifiés, soil un pourcentage d’inscrils de 87%.

Dans les auires cas (16 au total), la Commission a estimé qu’il y avait liex
d’attendre que les dossiers soient complétés ou améliorés.

3. Inscription sur la liste de qualification
aux fonctions de Professeur

3.1. Résuitats

Nombre de candidats : 124

Dossiers non parvenus : 13

Diplomes absents : 2

Candidatures ne relevant pas de la section 25 : 9
Nombre de candidatures réelles : 100

Nombre d’inscrits sur la liste de qualification : 64
Pourcentage des inscrits : 64%

Récapitulatif des qualifications en 92, 93 et 94

année 1992 1993 1994
Nombres de qualifiés 163 93 64
Pourcentage des qualifiés 70,8 71 74

3.2. Complément sur les diplomes éirangers et les diplémes francais

Sur les 100 candidais “réels”, 40 sont titulaires d’un dipléme frangais (2!
habilitations, 18 Doctorats d’Etat), et 60 sont titulaires d’un dipléme élranger.
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Les 64 qualifiés se répartissent en 27 DF el 37 DE. Le pourcentage des
gualifiés caleulé pour les candidats DF (resp. DE) esi donc 67,5% (resp.
61,6%).

Reécapitulatif
nombre de nombre de pourcentage de age
candidats qualifiés qualifics moyen
candidats DF 40 27 67,5 38,5
candidals DF 60 37 61,6 40,2
tous diplémes 100 64 64 39,4

3.3. Complément sur les dipldmes francais récents

Sur les 40 candidats DF, 22 avaient oblenu leur diplome en 1993 ou 1994 {20
habilitations, 2 Doctorats d’Etat}; 20 sur ces 22 ont é1€ inscrils sur la liste de
gualification.

Annonce du Wilkinson
Software Prize 1995

Ce Priz honore les contributions éminenies de James Hardy Wilkinson dans
le domaine du logiciel numérique.

Les sponsors de ce Priz sonl Argonne Nalional Leboratory, National Physical
Laboratory et Numérical Algorithms Group.

Le montant du Priz est de 1000 dollars US.

Le premier Priz a €1é décerné a Linda Pelzold d la conférence internationale
de Uindustrie et des applications mathémaliques en 1991 ¢ Washington. Le
second priz sera décerné @ la conférence internalionale de lindusirie el des
applications mathématiques au mois de juillet 1995 ¢ Hambouryg.
Pour tous renseignements :
J.J. MORE
e-mail : more@mecs.anl.gov

Prix Ferran Sunyer
I Balaguer 1994

LiInstilut d’Estudis Catalans o décerné le second Priz Ferran Sunyer 1
Balaguer a Klaus Schmidi pour sa monographie, Dynamical Systems on
Algebraic Origin.
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Le moniant du Priz est de 12 000 ECU. La monographic sera publié dans la
série “Progress in Mathemaiics” de Birkhguser.

Tous les ans, ce Priz sera décerné & lauieur d’une monographic originale
présentani les derniers développements d'un domaine de recherche active
augquel Uauteur a apporié des coniributions importanies.
Les manuscrits, de préférence en TpX, dotvent arrviver & {’adresse suivanie :
Institut d’Estudis Catalans
Carme, 47
08001 Barcelona
ESPAGNE

e-mail : ictm0@ec.nab.es

— lLe Prix Du Roi Faisal 1994

Le Priz du roi Faisal en Science (spécialité mathématigues) a été décerné
¢ Dennis P. Sullivan pour son ocewvre en géométric et topologie algébrique
(et spécialement ses travauz sur les fondations de la théorie des systémes
dynamiques complezes el sa contribution 4 la théorie de Uitération el auz
phénoménes de renormalisation.

Le Priz du roi Faisal (Arabie Saoudite) attribue chaque année depuis 1979
cing récompenses en Science, Médecine, Liltérature arabe, Flude Islomique el
Service de Ulslam.

La premiére récompense en maihématique a été décernée 4 M. Alliyah en
1987, le Priz Science élaitl réservé aux mathématiques en 1991 mais n’a pas
i€ atiribué. Le prochain Priz pour les mathématiques sera décerné en 1888.
Le Priz comporie un certifical, une médaille et environ 90 000 dollars US.

Décés

LInstitut Henri Poincaré nous prie d’annoncer le décés de son direcieur
Monsieur Pierre Grisvard survenue brusquement le vendredi 22 avril 199/,
Admainisirateur prowvisoire puis divecteur, il a mené & bien la restructuration
de VLLH.P. et a redonné ¢ ses activités scientifiques toul leur essort.
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COMPTES RENDUS

An Elementary Probability

David Stirzaker
Cambridge University Press.

Le calcul des probabilités et la statis-
tigue sont enseignés a I'Université, dés
la premiére année de D.EU.G., en op-
tion ou en module obligatoire. Dés lors,
Pexposé doit s'adapter aux outils dont
disposent réellement les étudiants. La
difficuité ne réside pas tant dans le
choix des themes susceptibles d’étre
exposés, a priori fort nombreux que
dans les moyens de parvenir a [utili-
sation effective de ces outils par les
étudiants, quels que soient leur orien-
tation et choix futurs. Cet objectif ap-
parait d'autant plus essentiel que le
calcul des probabilités méme “élémen-
taires ” doit pouvoir étre réutilisé en
informatique, physique, biologie, géolo-
gle, sciences de lingénieur, sciences
sociales ou économiques. Aussi com-
biner la maitrise des concepts fon-
damentaux du calcul des probabilités
avec l'apprentissage de ces techniques
dans un ouvrage directement utilisable
par P'étudiant seul, constitue une qua-
lité remarquable, dont se trouve doté le
fivre de David STIRZAKER.

Le livre est divisé en neuf cha-
pitres, eux-mémes subdivisés en sec-
tions comprenant I'énoncé de proposi-
tion et/ou de théoréme(s) et la résolu-
tion compléte et exhaustive d’exercices
(ezamples ). De plus, chaque chapitre
se termine par environ une dizaine
d'exercices completement rédigés et
enfin par I'énoncé dune quantité as-
sez abondante (en moyenne, 40 )

d'exercices de difficuité et longueur va-
riables, pour lesquels l'auteur a ras-
semblé en fin d'ouvrage indications
succinctes et réponses plus ou moins
détaillées. De fagon plutdt classigue,
l'ouvrage traite, dans lordre, de la no-
tion de probabilité (1), de probabi-
Lié conditionnelle et indépendance
(2), combinaloire (3), variables aléa-
toires numériques discrétes (4), vec-
teurs aléatoires discrets (5), fonc-
tions générairices et applications (6),
varigbles aléatoires numériques con-
tinues  (7), vecteurs aléatoires 4
composantes continues (8), et en-
fin chaines de Markov (9). Sans en-
trer dans le détail du contenu de
chague section, nous voulons souli-
gner le choix judicieux et la variété
des situations étudiées (les marches
aléatoires, par exemple, sont constam-
ment sollicitées), ainsi que I'impression
gratifiante que retire le lecteur de ne
pas étre entrainé sans raison dans les
contrées que l'auteur nous fait visiter.

Laspect le plus original et le plus
réussi de [louvrage est [linteraction
constante entre [I'énoncé des pro-
priétés et propositions et la résolution
d'exemples directement inspirés par la
matiére de celles—ci : ces exemples
servent autant d'applications directes
de ce qui vient d’étre énoncé que de
prétextes pour progresser. Ce procédé
s'avere d'autant moins pesant que le
style des exercices formant variation
autour du théme principal frappe l'ima-
gination par la diversité des situations
modélisées, la clarté de I'expression
{ I'énoncé est volontairement peu ou
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pas du toul mathémalisé }, ef la
cohérence qui préside & leur choix
tout le long du livre. Ainsi, les curio-
sités les plus classiques — ruine du
jousur, protocole d'expérience, fiabilité,
simulation, paradoxe de Berirand, ai-
guille de Buffon, processus génétiques
et de branchement, el bien d'autres
ernicore — sonl-efles abordées mezza
voce avec a-propos et discernement.
Ce style vivant et alerte s’accompagne
aussi d’une touche d’English humour,
qui n'exclut pas des commentaires tout
& fait éclairants sur le sens des si-
tuations et des objets mathématiques
utilisés.

Lune des qualités potentielles de ce
livre de cours—exercices est surtout Ja
faculté d'étre utilisé par I'étudiant pour
travailler seul ou de pouvoir servir &
un usage paralléle en travaux dirigés
et pour un travail personnel autonome.
Pour des étudiants frangais ou franco-
phones, il leur faudrait accepter de lire
et travalller en langue anglaise mais,
méme s'ils encourent les foudres des
gardiens de notre langue, lexercice
vaut d'étre couru...

Marc BRUNAUD
Université Denis Diderot— Paris VII

The Arithmetic and Spectral Ana-
lysis of Poincaré Séries

James W. Cogdell et llya Piatetskii-
Shapiro

Perspectives in Mathematics, vol. 13
Les séries de Poincaré dont il s’agit
ont été introduites par A. Selberg
en 1965 ([8]). Elles concernent un
sous-groupe discret (G du groupe
PSLy(R) des automorphismes du
demi-plan supérieur Im(z) > 0, pour

lequel 'espace quotient correspondant
G\PSL+(R) n'est pas compact, mais
son volume - pour une mesure in-
varianie sous Je groupe - est fini :
on dit gquil s'agit d'un groupe fuch-
sien de premiére espéce. lLa plus
simple des séries de Poincaré re-
lative au groupe PS5L,(7) est Ia
somme sur [orbite par PSLo(Z) de
la fonction pariie imaginaire de Ia
fonction (Imz)*e (P 71™(2) On obtient
une fonction périodique en la par-
tie réelle, de période 1. On calcule
ses coefficients de Fourier en décom-
posant cette orbite en réunion dor-
bites du sous-groupe des translations
entiéres du demi-plan; ceci fait ap-
parailre une somme de fonctions de
Bessel pondérées par des sommes de
Kloosterman, la pius classique étant
Y em@+n/n) g somme  portant
sur hyperbole xy = 1 de (Z/nZ)>.
D'autre part, on dispose - au moins
théoriguement - de la décomposition
spectrale de la représentation réguligre
du groupe PSL+(R) dans Pespace
L3(PSLy(Z)\PSL(R)). Ceci donne
un cas de la formule de Kutzenov
(1877, veir [7]) trouvée indépendam-
ment par Bruggemann (1978, voir [1]),
reliant l'expression géomélrique a l'ex-
pression spectrale de séries de Poin-
caré attachées a des groupes fuch-
siens de premiére espéce.

En fait, on veut une formule valable
pour assez de fonctions-tests, pour
pouvoir l'appliquer a des questions de
théorie analytigue des nombres (par
exemple en direction de Ja conjec-
iure de Linnik sur le comportement
de sommes de sommes de Kloos-
terman, ce qu'ont obtenu notamment
Deshouillers-lwaniec [2]) et a [l'étude
du comportement du spectre du Lapla-
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cien.

La partie essentielle de cet ouvrage
donne une démonstration, élégante
et conceptuelle, de la formule de
Kutzenov-Bruggemann, reposant sur
lanalyse harmonique du groupe
PGLy(R). Les auteurs interprétent
toutes les notions en termes de con-
cepts naturels de fa théorie des
représentation (fonctionnelles de Whit-
taker, modéles de Kirillov, facteurs
L des représentations et équations
fonctionnelles} introduits par Gelfand-
Graev-Piatetskii-Shapiro-Kirillov ([4]), et
Jacquet-Langlands {[6]). Les ques-
tions de convergence ne soni pas
éludées, et la moitié de cette par-
tie concerne [l'application aux fonctions
zeta que Selberg a attachses aux
sommes de Kloosterman. La formule
des traces relatives de Jacquet con-
duit aussi a cefte formule de Kutzenov-
Bruggemann : voir ses travaux avec
Lai [5].

La seconde partie, due a Piatetskii-
Shapiro, étudie les questions ana-
logues pour un corps de fonctions
d'une variable sur un corps fini. Le
groupe PG Lo(R) est remplacé par le
groupe PGL(2) pris sur les adéles
de ce corps et le sous-groupe G par
fe groupe PGL(2) pris sur Je corps.
Les travaux de Jacquet-Langlands per-
mettent de retrouver les concepls ci-
dessus, et Drinfeld([3]) ayant démontré
la conjecture de Petersson-Ramanujan
dans ce cas, lanalogue de la conjec-
ture de Linnik est prouvé dans celte
seconde partie.

Cet ouvrage montre encore l'élégance
de la formulation, et de leur démons-
tration, de questions de théorie analy-
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lique des nombres en termes d'ana-
lyse harmonigue; il permet de vérifier
aussi la nécessité d'une solide con-
naissance d’analyse classigue.
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Promotion
revue
Astérisque

La Société Mathématique de
France offre 40% de réduction
aux bibliothéques et départements
de Mathématiques qui
souhaiteraient compléter leur
collection

cette offre est valable sur tous les volumes
disponibles jusqu'au numeéro 179-180

adressez-vous :

a la Maison de la SMF
case 916, Luminy, F-13288 Marseille cedex 09

les frais de port seront déterminés par la Maison de la SMF
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