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Introduction

Analysant les travaux de C.L. Siegel sur les formes quadratiques, A. Weil
montre en 1964, le rôle capital que joue dans la théorie des fonctions thêta,
une représentation unitaire (projective) du groupe dit pseudosymplectique
[15].

Poursuivant dans cette voie, R. Howe propose une théorie générale [6]
qui explique la dualité entre certains groupes classiques, dualité mise en
évidence par de nombreux auteurs. R.. Howe introduit la notion de paires
duales réductives (c'est-à-dire de paires (G,G') de sous-groupes réductifs,
duales au sens où G et G' sont les commutants l'un de l'autre) et définit
une correspondance entre certaines représentations projectives irréductibles
de ces sous-groupes à l'aide de la représentation de Weil.

Cette théorie, développée sur les corps de caractéristique nulle ou impaire,
peut-elle être élargie à des corps de caractéristique 2 ?

R.épondre à cette question nécessite de revenir à l'article d'A. Weil [15].
Il apparaît alors que le groupe pseudosymplectique n'est plus isomorphe au
groupe symplectique mais est une extension d'un groupe orthogonal.

Plus précisément, considérons un corps F de caractéristique 2, fini ou
local, et W un espace vectoriel sur F muni d'une forme quadratique Q non
dégénérée et non détective, d'indice quelconque (1.1.1) (A. Weil s'intéresse au
cas d'indice maximal). Notons 0(Q) le groupe des isométries de (TV.Q). Le
groupe pseudosymplectique est alors une extension de 0{Q) par le module
Qa(W) des formes quadratiques additives définies sur W. Cette extension
est, en général, non triviale (1.1.3).

Nous remarquons que l'existence de formes Ciuadratiques additives non
nulles est propre à la caractéristique 2. Elle est source de nouveaux
problèmes pour la recherche des paires duales et pour l'étude de l'extension
métaplectique.

Cette étude fait l'objet du paragraphe 1.2. Le groupe pseudosymplectique
au-dessus de 0(Q), défini précédemment, est formé d'automorphismes d'un
groupe de Heisenberg (1.1.2) triviaux sur le centre. Par le théorème de
Stone-Von Neumann, encore valable sous nos hypothèses, nous construisons
l'extension métaplectique (1.2.1). Celle-ci présente deux particularités (que
nous mettons en évidence sur sa restriction au sous-groupe Qa(^) (I-2-2)) :
être d'ordre exactement 2 que F soit fini ou local; avoir des éléments qui ne
commutent pas quand bien même leurs projections commuteraient dans le
groupe pseudosymplectique.
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Dans l'étape suivante nous classifions les paires duales réductives du
groupe pseudosymplectique (11.1 et 2). Elles sont de la forme : deux groupes
linéaires ou un groupe symplectique et un groupe orthogonal ou deux groupes
unitaires ou encore, une des deux paires duales triviales. Nous reconnaissons
là les différentes "familles" obtenues pour les autres caractéristiques. Par
ailleurs, quand cela doit être précisé, nous décrivons les sous-groupes du
groupe pseudosymplectique qui interviennent (11.2.2).

Mais revenons à la démonstration établissant la classification. Dans un
premier temps nous avons recherché les paires duales réductives de 0(Q) par
des méthodes communes aux autres caractéristiques [8] (11.1). Nous abandon-
nons ensuite ces méthodes pour décrire à partir de la classification obtenue un
procédé qui nous permet de construire des paires duales réductives du groupe
pseudosymplectique (11.2.2). Nous en dressons la liste (11.2.1 proposition b).
Est-elle complète?

Le vérifier exige la connaissance de certaines propriétés des paires duales
réductives du groupe pseudosymplectique (II. 2.1 théorème c). De ces pro-
priétés et du lemme 2.4, nous déduisons, pour chaque paire duale réductive
non triviale (G, G7) du groupe pseudosymplectique, l'existence d'une paire
duale réductive ( K ^ K ' ) déjà répertoriée telle que les projections de K et
K ' sur 0(Q) contiennent celles de G et G' respectivement : de là, via le
corollaire 2.1.d, l'exhaustivité de la liste établie (11.2.1 théorème e).

Le dernier paragraphe traite de la restriction de l'extension métaplectique
aux paires duales réductives. Cette restriction est toujours scindée (sauf au-
dessus des paires duales triviales).

Il apparaît en outre que les images réciproques des composantes d'une
paire duale non triviale commutent dans l'extension métaplectique. Ainsi
donc, nous pouvons étendre la correspondance locale de Howe au cas de
caractéristique 2 et retrouver des situations connues.

Nous pouvons également étudier les propriétés de cette correspondance.
En particulier, elle s'avère être ''compatible" avec l'induction parabolique.
Pour le démontrer, il suffit de suivre, mutatis mutandis, le raisonnement de
S. Kudia [7] et ses variantes [8, Ch.3 §§IV et V]. Ce dernier point n'est pas
développé dans le présent article.

L'ensemble de ces résultats est issu d'une nouvelle thèse préparée à
l'université de Paris-Sud (Orsay) sous la direction de Guy Henniart. Qu'il
trouve ici l'expression de ma profonde gratitude.



I. EXTENSION MÉTAPLECTIQUE

§1. Groupes pseudosymplectiques 7

1.1. Formes quadratiques en caractéristique 2
1.2. Groupes de Heisenberg
1.3. Groupe pseudosymplectique

§2. Groupes métaplectîques : cas fini ou local 17

2.1. Définition
2.2. Modèles de la représentation métaplectique
2.3. Lemmes
2.4. Démonstration de la proposition 2.1. a
2.5. Démonstration de la proposition 2.1.b

§ 3. Groupes métaplectiques : cas global 32

3.1. Construction des groupes pseudosymplectique et.
métaplectique adéliques

3.2. Restriction de l'extension métaplectique au groupe
pseudosymplectique

II. PAIRES DUALES REDUCTIVES DU GROUPE PSEUDO-
SYMPLECTIQUE

§1. Paires duales réductives de 0(Q) 35

1.1. Généralités et classification
1.2. Lemme
1.3. Lemme "géométrique51

1.4. Paires duales relativement réductives et irréductibles
de type hermitien (type I)

1.5. Paires duales relativement réductives et irréductibles
de type linéaire (type II)

§ 2. Paires duales réductives du groupe pseudosymplectique 51

2.1. Réduction du problème
2.2. Construction de paires duales du groupe pseudosym-

plectique
2.3. Démonstration du théorème 2.1.c et de son corollaire
2.4. Démonstration du théorème 2.1.e



6 L. BLASCO

§3. Restriction de l'extension métaplectique aux
paires duales réductives 64

3.1. Réduction du problème
3.2. Scindage au-dessus des composantes des paires duales

Bibliographie 72

NOTATIONS : On fixe un corps commutatif F de caractéristique 2, fini ou local
dans le chapitre II. On note F2 le sous-corps de F formé des carrés de F ; si
F est local, Op désigne l'anneau des entiers de F et. ^ î p son idéal maximal.

Soit. îb un caractère additif non trivial de F.
On considère un espace vectoriel W sur F , de dimension finie et muni

d'une forme quadratique Q dont la forme alternée associée est. notée <, >.
6ij désigne le symbole de Kronecker.



I. EXTENSION METAPLECTIQUE

§1. Groupes pseudosymplectiques

1*1. Formes quadratiques en caractéristique 2 [3,Ch.I,§16]

Soit V un espace vectoriel de dimension finie SUT F.
Une forme quadratique q sur V est une application de V dans F définie à

l'aide d'une forme bilinéaire b par : q(v) = b(v. u), v ç. V. Une forme bilinéaire
alternée, notée (, ), lui est associée de la façon suivante :

pour tout (z\ r') G V2, (v, y') = q(v + ^ /) + q(v) + ç(V) = &(^ v ' ) + ̂ /, ̂ ).

Ces trois objets ne se déterminent pas l'un l'autre. D'une part, deux formes
quadratiques q et q' ont la même forme alternée associée si et seulement si
q + q' est additive; d'autre part, deux formes bilinéaires b et bf définissent
la même forme quadratique si et seulement si la forme bilinéaire b + b' est
alternée.

On note Q(V) l'ensemble des formes quadratiques sur V, Qa(V) le sous-
ensemble des formes quadraticlues additives sur V et Q^(V') le sous-ensemble
de Qa(V) formé des formes quadraticlues additives dont les valeurs sont des
carrés de -F.

Soit q ç. Q(V) et ( , ) la forme alternée associée. Un sous-espace vectoriel
X de V est isotrope si l'intersection de X et son orthogonal X1 n'est pas
nulle. Si en outre X est contenu dans A'1. X est dit totalement isotrope. Un
sous-espace vectoriel A', totalement isotrope et sur lequel q est nulle, est dit
singulier.

Un sous-espace vectoriel de V est hyperbolique s'il admet une base hyper-
bolique (ei, • • • , Cp, e-i, • • • , e-p) c'est-à-dire telle que

(e,, ej) = ôi^j pour tout, i.j ç {-p. • • • , -1,1, • • •.?}

et q{ei) = 0 pour tout z € {—p, • ' • , — 1 , 1 , • • • ,p}.

Une base ne vérifiant que la première condition est dite sympîectique.
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On suppose que q est non dégénérée et non défective (i.e. la forme (, ) est
non dégénérée).

Alors si X est un sous-espace vectoriel de V totalement isotrope, il existe,
pour toute base (e f ) fç j de X, des vecteurs (e-f)^/ de V tels que

(e^e-^) = 6,j pour tout i,j ç. I .

Si de plus X est singulier, on peut choisir les vecteurs (e-,)^/ singuliers [3
p. 34]. Ainsi, si X est un sous-espace vectoriel singulier de V de dimension
maximale, il existe un sous-espace vectoriel Y de Y, de même dimension que
X, tel que .Y © Y soit hyperbolique. Alors (X © Y)1 est un sous-espace
vectoriel sans éléments singuliers et V se décompose en somme orthogonale

v=(xœy)©(x©y)- 1 - .
La dimension de X s'appelle l'indice de q et est notée ^(ç).

1.2. Le groupe de Heisenberg
Soit Q une forme quadratique sur TV, non dégénérée et non détective.

Alors W est de dimension paire notée 2n. On note <, > la forme alternée de
Q.

Pour toute forme bilinéaire B définissant Q, on définit un groupe de
Heisenberg H(B) par [15 §31] :

H(B) = W x F

muni de la loi

(w, ̂ ), (w', t') ç Jf(B), (w, t)(w', <') = (î  + w', ̂  + f' + ̂ (, w')).

Si B' est une autre forme bilinéaire définissant Q, on définit de même le
groupe de Heisenberg H [ B ' ) . Soit q une forme quadratique dont la forme
alternée est B+B'. Posons Gq{iu,t) = (z^+ç(u')), (w. f ) € H(B). Alors Qç
est un isomorphisme entre H(B) et H Ç B ' ) .

THÉORÈME DE STONE-VON NEUMANN. — Supposons que F est fini ou local.
A isomorphisme près, il existe une et une seule représentation (p,V) de
H(B), lisse et irréductible, telle que, pour tout t ç. F,

p((^t))=^(t)idv.

La démonstration est celle exposée dans [8,Ch.2] à quelques modifications
près que nous allons préciser.
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Preuve : La démonstration de l'existence d'une telle représentation est en
tout point semblable à celle de [8, Ch. 2, 1.3] (il suffit de remarquer que
6(-a) = 6{a)~1 : en caractéristique 2, cela donne 6(a) • (0,Q(a))).

Exemples.

1. Soient W = X@Y une polarisation complète de T7 (i.e. A" et Y sont des
sous-espaces vectoriels totalement isotropes, de dimension maximale)
et ^x un caractère du sous-groupe X x F de H(B) prolongeant ^'.
On définit le C-espace vectoriel 7ï(X^\\) (ou 1-t{X^x,B) s'il y a
ambiguïté) par :

- si F est fini, 'H{X^x) est formé des fonctions 4> sur H(B) à
valeurs dans C telles que :
(1)

Va; G X, Vt e F, V/î G Jî(B), ^((.r, t)/i) = ̂ x({x, t^h)

- si F est local, Tï(X^x) es^ formé des fonctions 4> sur H(B)
à valeurs dans C localement constantes, à support compact
modulo X x F et vérifiant (1).

Le groupe H(B) agit sur 1-(.{X^x) par translations à droite. La
représentation (p^/H(X,^x)) de H(B) ainsi obtenue vérifie les con-
ditions du théorème.
De plus, 'H(X^x) est isomorphe au C-espace vectoriel S(Y) des
fonctions de Y dans C si F est fini, et au C-espace vectoriel S(Y)
des fonctions de Y dans C, localement constantes à support compact
si F est local.
On a alors, pour tout x € -V, y € Y, t € F et ^ € ^(Y^),

p^x+y.t))^) = ^(14- < y\x > +B(x-{-y\yWx((x,0))y(y-{-y/},
y^Y.

2. On suppose que F est local.
Soit L un réseau de TV. On définit le réseau £* par

L* = [w e w\\/t e z, < ^. w >e ̂ }

où < ,̂ est le plus grand sous Or-module contenu dans Ker u ' . On sup-
pose L == L*. En remplaçant X x F par L x F dans l'exemple précédent,
on obtient une ''autre'' représentation répondant au problème.

R.emarquons que si (p.V) est une représentation de H(B) satisfaisant les
conditions du théorème alors sa contragrédiente (p^.V^} vérifie les mêmes
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conditions (puisque (0,f)2 = 1 pour tout t ç F). Les représentations ( p , V )
et (p^ ,V^) joueront des rôles symétriques dans la suite de la démonstration.

On déduit l'unicité des deux lemmes suivants.
Notons S(H(B),zp) le C-espace vectoriel des fonctions / : H(B) —^ C

localement constantes, à support compact modulo F, et telles que pour tout
h € H(B), tout t e F, on ait

fWt)) = ̂ (t)fw.
Notons pd (resp. p g ) la représentation de H(B) dans SÇH(B),îp) par

translations à droite (resp. à gauche).

LEMME a. — Si (/?,V) est une représentation vérifiant les conditions du
théorème, alors p s'identifie à une sous-représentation de pd.

Soit (p,<S(Y)) le modèle décrit dans le premier exemple.

LEMME b. — La représentation (pd,<S(H(B), ̂ )) est isotypique de com-
posante irréductible (p,S(Y)).

Démonstration du lemme a : Soit ( p , V) une représentation vérifiant les
conditions du théorème et (p^.V^) sa contragrédiente. Pour v ç V et
v^ 6 V^ notons f^ v le coefficient défini par : f^ ^(h) == v^(p{h)v) pour
h e H(B).

Montrons que f^,v ^ S(H,ï!;). Il suffit de voir que f^,v est à support
compact module F.

Soit w C W tel que /^,v^,((w,0)) ̂  0 et L un sous-groupe ouvert compact
de W tel que v et v^ soient invariants sous L x {0}. Alors L contient un
sous-groupe L' tel que ^ o Q^' soit trivial. Pour tout C E L ' , on a

/^,.((w,0)) = ̂ ((w.O))!-) = ̂ ^((w.OH^O)))
=f(< u<.^>)A,v^((u',0)).

Donc ^'(< z<.\ C >) == 1 i.e. w G Z'* qui est compact puisque la forme alternée
< , > est non dégénérée.

Ainsi, on définit une application linéaire de ^v 3 V dans <S(H(B), w} qui
entrelace les représentations /^ ^ p et pg x p d . Si ^v / 0, cette application
identifie (/), V) à une sous-représentation irréductible de ( p d . S ( H ( B ) , t')). []

Démonstration du lemme b : II existe une dualité entre ^S(X) et S (Y)
définie par :

c
< v'. v >== / ^(T}r(y)^(< .r. y >)(!xdy

J\xY
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pour v ' ç. <S(X). v e ^(Y) et où l'on a fixé des mesures de Haar dx
et dy sur X et Y respectivement. Ainsi, ^(Y^ s'identifie à <S{X) : la
représentation (p^,<S(Y)^) s'identifie à une représentation p ' dans <S(X).
Comme précédemment, il existe une application T : (V,z') '—> fv'.v ^e

<S(X) 0 <S(Y) dans S(H(B), w) qui entrelace les représentations p ' ^ p et
pg x pd. Or, pour tout .z-o 6 A' et tout yo € Y, on a

fv',v({xo + î/o, 0)) = ^(B(z/o^o) 4- Q(2/o))0x((^o, 0)) . A où

A == / ^(^^^^(î/.î/oH < ^?/ >N'(< ^ + î/,-ro + yo >)dxdy.
JXXY

Après identification de S(X) 0 ^(V) et S(H, ̂ ) avec ^(TV), ^ devient
essentiellement une transformée de Fourier : T est donc inversible. Donc
p ' 0 p est isomorphe à pg x pd. Comme p est irréductible, pd est isomorphe
à une somme directe de représentations isomorphes à (p,S(Y)). []

1.3. Groupe pseudosymplectique au-dessus de 0(Q)
Pour toute forme bilinéaire B définissant Q, on définit le groupe pseu-

dosymplectique, PsB par [15 §31]

PsB = {(cr, /) e 0(Q) x Q(W)\f(ic + w') + /(w) + A^)
= B(aw, aw') + B(w, w')}

avec la loi : (a, /K^, / /) = (W. / • a' + //)

où / • a ' désigne la forme ç[uadraticiue w i—> f{a'w).

Le groupe PsB agit sur H(B) par

(a, /) • (w, t) = (cru-,-t + /(w)), (cr. /) e PsB, (w. t) C H ( B ) .

Il apparaît donc comme un sous-groupe (en général propre) du groupe des
automorphismes du groupe de Heisenberg H ( B ) qm agissent trivialement
sur le centre.

PROPOSITION a. — Tous les groupes pseudosymplectique s au-dessus de
0{Q) sont isomorphes.

En effet, soient B et Bf deux formes bilinéaires définissant Q. Alors B-\-B'
est alternée. Soit q une forme quadratique dont la forme alternée associée est
B + Bf et. notons ;3ç l'application définie par : 3q((7. f) = (cr. f 4- q • o 4- q) :
alors /3ç est un isomorphisme de PsB dans P s B ' .

On note I ( B , B ' ) l'ensemble des isomorphisrnes 3 de PsB dans P s B ' pour
lesquels il existe une forme quadratique q telle cpe 3 = ,3q (nécessairement
la forme bilinéaire associée à q est B 4- B ' ) .
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PROPOSITION b. — Soit B une forme biîinéaire définissant Q. La suite

(*) 1 —. Qa(W) —^ PsB —^ 0(Q) -^ 1

est exacte; elle est scindée si et seulement si n = 1 ou n = 2 et F = F^.
Dans les cas où la suite (*) est scindée, toutes les sections sont conjuguées

sous Qa(W).

La fin du paragraphe est consacrée à la démonstration de cette proposition.

La projection de PsB sur 0(Q) est. surjective de noyau {(ici, f) ç. PsB} =
{(^/)./ € Qa^V)} d'où l'exactitude de la suite (*).

Supposons la suite (*) scindée. Soit s une section.
Si a ç. W est non singulier, on note ta ^a transvection orthogonale de

vecteur a
, -, < w.a >^'^^-^(ar'0'

Soit (ta^Qa) = sÇta). Alors, la forme alternée associée à Qa est

(w, w ' ) —— B(^(u0, Uw1)) + B(w. i^)

ce qui devient après calculs,

(^ (w w1} h—^ JB(W• a)B(a^ w/) -h Jg(Q• ^•)Jg(u•/> Q)
Q(^)

Comme ta est d'ordre 2, s(ta) également, d'où

Oa • ta 4- Ça = 0

ce qui équivaut à
.-̂

^-^-^-{QaW + Q(û)) = 0 pour tout w e T7.
Q(a)-

d'où

(3) Ça(^)=Q(«) .

De plus, si a et & sont non singuliers, non cohnéaires et orthogonaux, ta et
tb commutent d'où

S(ta)^tb) = S(t!,)s(ta)

ce qui équivaut à
Qa • tb + % = Qb ' ta + Qa.
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ou encore

/ . <iu,a>2 <w,b>2(4) -o^r^= -o^r^
pour tout w € W.

1er cas : Si n ^ 2 et F 7^ Fs, il existe a,b deux vecteurs non singuliers,
non colinéaires et orthogonaux entre eux. Il existe donc un vecteur u'o de W
orthogonal à a et non à b. Par (4) appliqué à w == z^ o^ a :

(5) Ça(&)=0.

Puisque F ^ Fa, on peut supposer que Q(a) ^ Q{b). Le raisonnement
précédent avec a et a 4- b au lieu de a et & montre q\ie : Ça(o+ b) = 0.

Or
ça(a + b) = qaÇa) + Ça(&) = Q(o) ^ 0

d'après (3) et (5).
La suite (*) n'est donc pas scindée dans ce cas.

2ème cas : Si n > 3 et F = Fs, il existe trois vecteurs indépendants a, 5, c,
deux à deux orthogonaux et tels que

Q ( a ) = Q ( & ) = Q ( c ) = l .

Par (3), qa(a) = 1. ^
Par (4) appliqué successivement à a et 6, a et c. a et a 4- b + c. on obtient

qa(b)=qa(c)=qa(a+b+c)=0.

Or, Ça(a + & + c) = ^(a) = 1.
La suite (*) n'est pas scindée dans ce cas.

Dans les autres cas, on montre que la suite (*) est scindée en déterminant
une section 5 de 0(Q) dans un groupe pseudosymplecticlue PsB de notre
choix grâce à la proposition a.

Soit B = {ei, • • • , en, e-i, • • • ,e-n} une base svmplectique de W (cf. § 1.1).

A chaque élément a de 0(Q), de matrice ( a î j ) " ? ' ) dans la base 23,
\ ^ i j ) Wj ) )

on associe un entier D(a) appelé invariant de Dickson et défini par :

^M = Y^W^i^ij + Q(e-,)ci,di, -h bi,Ci,).
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L'application D : a- i—^ D(cr) est un homomorphisme de groupes de 0(Q)
sur Z/2Z. On note O^ÇQ) son noyau et 0~(Q) l'ensemble des éléments de
0(Q) pour lesquels P prend la valeur 1. Le groupe 0(Q) est réunion disjointe
deO-^Ç) etû-(Q).

à61"6 cas : Si TÎ = 1, l'indice i/ de Ç est 0 ou 1.
Si z/ == 0 (resp. ^ = 1), soit (ei,e-i) une base de W telle que

<ei,e-i >= 1
(respectivement, (ei,e-i) est une base hyperbolique de TV).

On choisit B ainsi :
B(xe^ 4-2/e-l,;r/el + 2/e-i) = ^^(ei) + -r^ + yy'QÇe-^).

Alors, l'application 5 : 0(Q) —> P^B dénnie par
5-(or)=(a,0), <7€0+(Q)

et 5(cr)= (cr,Q), açO-(Q)
est une section.

4ème cas : Si n = 2, /y = 2 et F = F2, on identifie W à l'espace
vectoriel ^M(2, Fs) des matrices 2 x 2 à coefficients dans Fs et Q est la forme
quadratique Q(in) = dét777, ?7î ç W.

On choisit la forme bilinéaire B suivante :

si m = ( , j et m' = ( , ,, ] alors BÇm.m') = ad' + bc'.

Le groupe O'^ÇQ) s'identifie au groupe SL(2. Fs) x 5Z(2, Fs) agissant sur W
par :

(91,92) -in = 9img^1

On considère les éléments de PsB suivants : soit m = ( , ) ,
V e d/

5i = (o-i = [( ^ . ) .^), çi(^) = cdj

^ • i = ( ^ = ( ( i ^) ,^) .ç / l (^)=^)
^=(^=(^.0 ^), ̂ (m)^2^2)

^ = (̂  = (̂ , ('} ^ ) . ̂ (^J = b2 + rf2)

et t = (T,q(m) = &c4- a2 4- ^2 + c2 + d2) où 7- ( /7? ) = ^7?.
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LEMME. —
1) L 'homomorphisme i : O^ÇQ) —^ PsB défini par :

i ( a - j ) = s ^ z(a;.)=^, j= 1 ,2

est un relèvement de 0^(0) dans PsB.
2) i se prolonge en un relèvement de 0(Q) dans PsB en posant

z(r) = t.

Démonstration : Pour la première affirmation, il suffit de vérifier que les
conditions suivantes sont satisfaites :

ÇA s ' î = s ^ = s [ 2 =s^=(id^)

C.2 s iS^Si = s^SiS'^ pour i = 1 ,2

C.3 gig'2 = g'29i pour g, = Si ou .s^, / = 1, 2.
En effet, 51(2, Fs) est isomorphe à ©3.

Pour la deuxième affirmation, il suffit de vérifier que :
ÇA t2 = (?6/,0)

C.5 ts^t = s^ et ts'^t == 6-2.

Ces vérifications sont laissées au lecteur.

S6"'6 et dernier cas : Si n = 2, v = 1 et -F = Fs.
Soient ^ un générateur de ^4 sur F^ et ~ l'élément non trivial de

Gal(F4|F2). Tout élément a de F4 s'écrit :
a:= z +çt, z.t e F-2.

On identifie W à {-m = ( x a ) , -r,.?/ € Fs et a ç F4}. Alors Q(/7î) = détm,
\ •J y

m G W et O'4'^) s'identifie à SL^ÇP^) agissant sur W par :
g ç 5L^(F4). ?7î ç IF. ̂  • 772 == giiiTj^.

On prend la forme bilinéaire B égale à :
/ j: TT^t\ , ( .r' z' + E,t1 \

sl "'l̂ ^ , J - "l̂  ./ ^
B(m.m') = .r;/ + ;;' + zt' + tt'.

On considère les éléments de FsjB sui'\'ants :
pour À == Ai + çÀ-j € F^.

SA - (<TA = Q Àl +la2) • ÎA('") = (Ai+A-jîyî+Ai.^+.r+Ai^'^As^)

P"^F^=(^(;; ;-.)•") et «•=((; ;).Q).
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LEMME. — L 'homomorphisme i : 0'^{Q) —> PsB défini par

î(cTA) = sx, A G F^

W = d^ p. € F^

Y/0 1\\
^1 0})=^'

e5t lin relèvement de O'^'ÇQ) dans PsB.
De plus. i se prolonge en un relèvement de 0(Q) dans PsB en posant

i(r) = (r, qr(rn) = z^ + x2 + z2 + t2 + î/2) où T' • ̂  == t1n'

Les éléments a;\ et 6^ sont des générateurs de SL^ÇP^) soumis à certaines
relations [2]. La démonstration consiste à vérifier que i les conserve.

Pour compléter la preuve de la proposition, il reste à montrer l'unicité (à
conjugaison près par un élément de QaO^)) de la section dans les cas 3, 4 et 5,
c'est-à-dire la nullité de H^OÇQ), Qa(W)) ou encore, celle de H^OÇQ), W)
puisque celui-là est isomorphe à un produit de [F : F2} copies de celui-ci (cf.
IL2.2).

Dans le cas 4, c'est un résultat de H. Pollatsek [10, théorème 4.5].
Dans les autres cas, il suffit que II^ÇO'^^Q^W) soit nul d'après la suite

de Hochschild-Serre [13]. Or, O'^'ÇQ) est isomorphe à J^ quand n = v == 1,
à U(1^E) où E est une extension quadratique de F muni de l'involution
canonique quand n = 1 et v •= 0 (cf. § 2.5 cas 2), et à SL(2, ¥ 4 ' ) quand n = 2,
v = 1 et F = F2. Alors, il est bien connu que H^^O^^Q)^') est nul.

La proposition est maintenant entièrement établie.
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§2. Groupes métaplectiques : cas fini ou local

2.1. Soit (/)^,V) la représentation métaplectique de H(B).
A tout s de PsB, on associe la représentation (p^,,V) de H(B) définie

par :
pW=P^sh\ h e H ( B ) .

C'est une représentation lisse, irréductible et, pour tout t ç F,

/4((0,t))=^)zdv.

Par le théorème de Stone-Von Neumann, p^ et p^ sont isomorphes. On
construit ainsi une représentation projective ̂  de PsB.

Il existe alors une extension de PsB par C^ notée Ps^B, et une
représentation (c^,,V) de Ps^B telles que le diagramme suivant commute :

1 ———^ C^ ———> Ps^B ———> PsB ———^ 1

GLV ———> PGLV

On note p la projection de Ps^B sur PsB.
Ps-^B est l'extension métaplectique relative à ^ de PsB et L^, sa

représentation métaplectique.

Soit î/'' un autre caractère additif non trivial de F. On peut alors construire
l'extension métaplectique P s ^ ' B de PsB relativement à ç ' .

PROPOSITION a. — Soit a G Fx tel que ^'(x) = w{ax), x ç. F.
Les extensions métaplectiques Ps^B et Ps^'B sont isomorphes si et

seulement si a ç. F^2.
En particulier, si F est fini, l'extension métaplectique ne dépend pas du

choix de i^.

B.emarque :
S'il existe deux isomorphismes a : H ( B ) -^ H ( B f ) et 3 : PsB ̂  P s D '

tels que :

(6) V/i G H ( B ) , V.s- ç PsB. a(sh) = (3s)(o(h))

alors 3 se relève en un isomorphisme de Ps^B dans P s ^ . B 1 ' .
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En particulier, si B et B' définissent la même forme quadratique, les
isomorphismes ûq et /3q définis respect ivement aux paragraphes 1.2 et 1.3
vérifient (6) : PsB et P s B ' sont isomorphes.

De même, si B' = AJ3, A ç F x , alors PsB1. défini relativement au
caractère ip\ : x —^ ^(Xx) est isomorphe à PsB.

PROPOSITION b. —
i L'extension métapîectique n'est pas triviale et contient un sous-

groupe Ps^B tel que la restriction de p à ce sous-groupe soit surjecti've de
noyau {^:1}.

u Dans les cas où PsB contient un sous-groupe isomorphe à 0(Q).
la restriction de l'extension métapîectique à ce sous-groupe est scindée si et
seulement si

( n == 1

^ ou. n = v = 2 et F = F-^.

Pour établir ce résultat, on décrit différents modèles de la représentation
métapîectique en 2.2 et, en 2.3, on examine une situation produit. La
proposition a. est prouvée en 2.4. et la proposition b. en 2.5.

2.2. Modèles de la représentation métapîectique
On reprend les notations du § 1.2.

a. Modèle de Schrôdinger
Soit s = (a, /) un élément de PsB. On suppose que, dans une polarisation

complète de (T7, <, >). W = .Y 9 Y, o- s'écrit ( a . ) .

Sur X n aX, l'application x i—> u'x(^ • s ~ l x ) ^ / f ( Q ( x ) ) est un caractère. Il
existe un élément if s de W tel cpe

(7) ^xW^x(s~lx)w(Q(x)) == €(< x.tCs >) pour x C X H aX.

On définit un automorphisme M(s) de 'H[X,v\) par

lol1/2^^"'1^'^)) si a stabilise X

. !x/xnaX ̂ W^xWs-^w.xh^^^dx sinon
M(s)^(h)

où 7' : A'/Ker7 —^ (A'/^Ker^)* est l'isomorphisine induit par ^ . d x est.
une mesure de Haar sur X/ X D aX. et n's un ^'ecteur de W satisfaisant (7).

Un choix différent de n's peut changer M ( s ) en —M (s ) .

On vérifie que (s. M ( s ) ) appartient à PsB. par une méthode analogue à
[9.§1].
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On note A(TV) l'ensemble des couples (X^\\) où .Y est un lagrangien de
W et z^x nn caractère sur X x F prolongeant zp.

Le groupe P^B agit sur A(W) par : s = (<7, /) e PsB, (X, ̂ y) e A(î^),

(<7, /) . (.Y, ̂ x) = (<7A, ̂ v 0 5-1).

On fixe (A'o,^'o) € A(T^) et on désigne par A°(TV) l'orbite sous PsB de
(A'o,-0o).

Pour deux lagrangiens X et Y, on note Ayx risomorphisme de X / X H Y
sur (Y/A n Y)* induit par celui de W sur T-7*.

Soient dx et c?î/ des mesures de Haar sur X et Y, c^ une mesure de Haar
sur X D Y. On note dx et dî/ les mesures de Haar quotients sur .Y/A' n Y et
Y / X n Y, et, [AyA-1 le module de Ayx par rapport à dx et la mesure duale
de dy [9, 1.1].

Pour deux éléments (X.îpx) et (Y, ̂ y) de A°(îy), on définit l'opérateur
^Y^Y\x^x ^ ̂  façon suivante :

l'application rc i—> ̂ xW^^y^x) définit un caractère sur .YnV. Il existe
donc w ç. W (défini modulo X + Y) tel que

^'x(^)~1 ̂ 'y(^) = î/-'(< w, .r >) pour tout x G A" n Y.

Alors, pour (f> ç. 'H{X, ̂ x),

^Y^x^^h) == /> ^y1^)^^ • y • /OlAy^l172^.
*/y/xny

Soient Ai un supplémentaire de A'nY dans A' et Vi un supplémentaire de
A H Y dans Y. Alors A'i © Yi est non isotrope et son orthogonal (A'i 8 Yi)-1-
contient A n Y. On note V un supplémentaire de A H Y dans (Ai © Yi)1-.
Ainsi,

TV = Ai 9 A H Y 9 Yi 9 l<

Y/A n Y ̂  Yi et

H ( B ) I X x F ^ Yi e v.
Pour çî> ç TY(A',^Y), 0|y-iev appartient à 5(Yi © Y) et un calcul simple

donne pour h = (^i + ^ 4- î/i + r, f) où ^1 € Ai, u G A n Y, 2/1 ç Yi, v € V
et f ç F,

^',fy;x,^x^(71) = ^(^+^(^/l.^l+^^+l t)+B(a:l+^/,^;)+ < w.^i+u >)^}'(?/i)

^ ^(<^l.^>)^ç l(2/)^(B(^^;))•^(î/+^;))|Ayx| l /2^.l/ î i
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L'opérateur .^y,^y;.Y,vx ^st donc essentiellement un opérateur de transfor-
mation de Fourier : il est continu de 1~i(X, zpx) dans 7i(Y, ̂ y) et inversible.

Soit s = Ço-.f) ç. PsB. Il définit une application de 7i.(X,ipx) dans
H{(jX,^x o 5-1) par : ç> i—> 05 où <^(/2.) == 0(5-l/^).

Alors, pour <?> € '^(A'o, i^'o), on a :

M(5)^ = .^Yo^o^A'o^oo^-i^ = (^a-iAo^oo^AW-o^)5-

L'opérateur M(s) est donc un automorphisme de 7^(Xo,^'o)-
II reste à vérifier que M (s) entrelace les représentations p et p8 : pour tout

h € lî'(B),

M(s)p{h) == SO ^-iXo,^oos;A-o^-o ° /)(/^) = s ° PW ° ̂ r-lAWoo^Voo^o

= p(sh) 0 5 0 ^-IA-O,^OO.S;A'O.^O = ^(•S7i) • ^^(^î

D
Examinons la restriction de l'extension métaplectique à certains sous-

groupes de PsB.
1. Cas où Q est déployée [15]. On choisit X et Y singuliers et B définie

par : B(x + y , x ' + y ' ) =< x, y ' >, x, x ' € X, y , y ' € Y.

Si 5 = ( ( Q ^_i V /) où a e GZ(A-) et /,,v = 0,

^MÎ/) = [^^[^^(/(û^) + B(«û^ î/))^(a*2/). ^ e Y. y e ^(V).

ao ^~l\ \Si 5 = / ) , Q ) où 7 : X —> Y est un isomorphisme,
7 u 7 / /

^N?/)= /t ^(< 2/^ >)^(7~^)|7|1/2^•
JA

L'extension métaplectique restreinte au sous-groupe de PsB formé des
éléments du premier type est scindée.

2. Cas du sous-groupe <3a(HQ de PôB
Soit 5 = (?'d, /) un élément de PsB. Il existe un unique ?/o € Y tel que

Vj-çX, ^o / ( . r )=^(< . r . ^>) .

Alors, si ç; € S{Y), on a. pour tout y ç 1'.

^^(.s-)^(^) = ^ { f ( y - } - y o ) + B ( i j o . y ) ) ^ ( y + i j o ) .
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On en déduit que si s ' == (cr',/') et que y'o est défini comme précédemment,
alors

^(s^s^y) = ̂ (B(yo, y) + /(î/ 4- yoW{B(y^ y + î/o)
+ f'{y + î/o + 2/o)M2/ + î/o + î/o)

=^(B(^,2/o)+/(î/o))^(^/)^).
Si l'extension métaplectique est scindée au-dessus de QaO^)? alors pour tout
5==( îd , / ) , s' = (zd,/') de PsB,

^(5)^(5') = ̂ (^QLJ^)

2.e. ^of(y'Q) =^o/'(2/o).

Or, ?/o (resp. y'o) ne détermine / (resp. /') que sur .Y. On peut trouver deux
éléments s et 5' de Qa(W) pour lesquels cette égalité n'est pas satisfaite.

L'extension méta.pîectique restreinte à Qa(^V) n'est pas scindée.
b. Modèles îatticieîs

Soit F un corps local et ̂  le conducteur de ^ : 8^ = p^, r e Z. On
suppose qu'il existe un réseau L dans TV, autodual relativement à îp et
<,> . En remplaçant .Y par L dans a, on obtient un nouveau modèle de
la représentation de Weil, dit modèle latticiel.

En général, si L' est un réseau, le stabilisateur K de L' est le sous-groupe
de PsB formé des éléments (cr, /) tels que :

i) aV = V
ii) pour tout t e L', f{t) G p2^/2! où [ ] est la partie entière.

3. Cas du stabilisateur K d'un réseau L autodual
Dans ce cas, r est nécessairement pair.
On suppose, en outre, ciue la restriction de B à Lx L est à valeurs dans

<f-0 et on prolonge trivialement ^ sur L x F. On note IRL le caractère àe L x F
ainsi obtenu.

Pour tout s = (cr. /) ç A", le caractère t \—> ^'L^)"1^^"'1^) est trivial.
D'où si (j) ç 7-^(1, ^L),

M(s)à(h) = 0(.s-1/?), h e H(B).

Par conséquent, PsB est scindée au-dessus de K.

c. Supposons que F soit fini. Soit (p, V) un modèle de la représenta-
tion métaplectique de H(B).

Il est alors facile d'exprimer la représentation de Weil de PsB en fonction
de (p,V), pour certains éléments de PsB.
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LEMME. — Soit s = (cr,/) G PsB. On suppose que f est nulle sur
Ker(l -h cr). Soit M (s) l'opérateur de V dans lui-même défini par : pour
tout v ç. V,

M{s)v = ̂  p^w-1)?^-1!^.
WÇ.W

Alors (s,M(5)) est un élément de PsB.

Démonstration : Soit ,9 G PsB. L'opérateur M(s) est une somme finie
d'éléments de V donc il est bien défini, à valeurs dans V.

Pour montrer que A'IÇs) est inversible, on calcule le produit MÇs"1)^!^) :
soit v 6 V,

MÇs-^M^v = Y^ p^-^pÇsw^pÇw-1)?^-1^^
w,w'ç.\V

= ^ , p(^0f~l)p(swf)p(su)p(u~l)v OÙ U = (T"1^.

u,iu'çW

Or,

^(^w^^^^^ZA-1) = p(((7î^ + cru, /(w') + /(i/,) + B{(JU, aw^p^u-1)

= p((0, B(z< u))(a(zz + z^). /(z^ + u)))p(u-1)

= 0(B(w', u)+ < u, a(u + w') ̂ ^-^«u + t^'))

d'où
A^^-1)^^^)^

= ^ ^(B(w/,^)4- < z^,a(^+ w') >)p(w/-l)p(u-l)p(5(^t+ ^'))t'
u^'eiv

= y î/'(< n, u'7 > + < «, cr(^ + î-c') >)p((u + ̂ '^""^^(^(u 4- w7))!'
u.^'eu''

car

^w'-1)^^-1) = p^i^Q^miLQW))

= p((u + ̂ /, Q(^ + w'))(0,5(zf, w'))).

M^-^M^^ ̂  (^ c•(<».l/+a^/»)p(^/- l)/)(5u /)^<

^/çn/- ^çw

avec î(' = u + u''.
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L'homomorphisme u i—> ^(< u, v! •^•au' >) est un caractère de TV, trivial
si et seulement si u' € Ker(l 4- cr). Donc

MÇs-^M^v == \W\. E ^-^(^/(u')^
u'eKerCl+cr)

-m- E ^A^))^
u'eKel^l+cr)

Puisque / est supposée nulle sur Ker(l + a), on a

A.^s'^MO)^ ==c'v avec c e Cx

et A.f(5) est inversible.
Il ne reste plus qu'à prouver que M(s) entrelace les représentations (/?, V)

et (p^V). Soit (wo^o) C ^(B), L' € V.

M(5)/)(u-o,fo)y='^o) E ̂ "^^(^-^^^(wo)^
wGW

= E ^(fo)p(5•w)~ lp(w+•^0,^(^^^o))

= E ^(^o)/?(5(w + ^l•o))~ lp(^^0, •^(^' + Wo, Z^o))
w€VV

= ïp{to) E ̂ (^^^(^w)"1)^^^)^ = p(.s-(wo^o))Af(5)r.
it-eiy

2.3. Supposons que (V,&) soit la somme orthogonale de (V'i,^i) et
O?' ^2) c'est-à-dire V = Vi Œ) T^ et

&(u'i + W2< ̂ 'i. + U^) = ̂ l(^'l, W'i) 4- &2(^'2- W2)• ^'î- ^Ï e ̂

et que la forme quadratique ç, définie par ^^ soit non dégénérée et non
détective. Alors

( H { b , ) x H { b ^ —^ H(b)

' H(u ' i ,^) , (u-2,f2)) •——^ (^1 + ^2^1 +Ï l 2)

est surjective de noyau {((0. t). (0. t)). t ç F}
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Soit (pi^.Vi) un modèle de la représentation métaplectique de H(bi) et
pi/, la représentation métaplectique de H(b) dans V = Vi (^c ^2- Alors, /?^, o^'
est équivalente à pi^ 0 y02,i/?-

L'application

( (P î x GL(Vi)) x (P5&2 x ^(^2)) —> Psb x GL(y\ ̂ c ^2)

(((^1, /l), 5i), ((0-2, /2), ̂ 2)) '——> ((<7i © (72, /l © /2), 5l 0 ^2)

définit un homomorphisme j : Psb\ x Psb^, —> Psb, de noyau

{ (((^, 0), zl\ ((zd, 0), z-1!)) ̂  ç Cx }

et c<;̂ , o j est équivalente à cji^ 0 û<;2,i/--

On en déduit les résultats suivants :

LEMME 2.3a. — Si G est un sous-groupe de Psb isomorphe à G\ x G^
dans Psb-^ x Psb-z et si l'image réciproque de Gi dans Psb{ est scindée pour
i = 1,2, alors l'image réciproque de G dans Psb est scindée.

LEMME 2.3b. — Soit H\ un sous-groupe de Psb-^. Il s'identifie au sous-
groupe H = {(a © id\^,f © 0),(a,/) ç H} de Psb. Si l'image réciproque
de H dans Psb est scindée, alors l'image réciproque de H\ dans Psb-^ est
scindée.

LEMME 2.3c. — Soit G (resp. 01,02) le cocycîe de l'extension métaplectique
Psb (resp. Psb-^.Psb-^). Pour Si, s^ ç. Psbi, i = 1,2, on a :

C(5i ^ S-z,s[ ©6-2) == C^(S^,S[) • C ^ ( s ' z , S ^ ) .

2.4. Démonstration de la proposition 2.1.a.

Supposons d'abord que a ç F2 : a = b2, b ç. F x .
Soit ' H ( X . ^ ' x ) un modèle de Schrôdinger de ^'^. On prolonge il^ en un

caractère ̂  de A' x F par :

^(x^)=Cx(bx^t).

et on considère le modèle de Schrôdinger 7Y(A, L ' y ) de ^^i. L'isomorphisme
de 7Y(A', ̂ \) dans 'H(X, ̂ ) qui à <^, associe ^/ définie par :

^(îv,x) = ̂ (bw.b2!). (w.t) e H(B).



EXTENSION MÉTAPLECTIQUE 25

entrelace les représentations u^, et c^/.Par conséquent, Ps^B et Ps^iB sont
isomorphes.

Réciproquement, supposons que P5-i;.£? et Ps^iB soient isomorphes et
identifions-les. Soient c^ un cocycle de Ps^B et c^/,/ le cocycle de Ps^iB^
image de c^ . Alors,

(8) V5i,52 G Pô\B,C^(5i,52) = Cy(52,5i) <==^ C.0/ (5l, S^) =C^(52,5i).

En particulier, prenons 5i et 52 dans Qa(^) : s! = (2<^ A) e^ ^2 = OA /2)-
Soit yi (ïesp.y^) l'unique élément de Y tel que :

Va: € .Y, ^ o fi(x) = ̂ (< .r, y, >) (resp. ̂  o fi(x) = ̂ '(< .r, ̂  >)).

D'après les résultats du paragraphe 2.2.2., (8) s'écrit alors :
(8')

VAJ2 e Sa(W), ^(AO/2)) = ̂ -(/2(î/l)) ̂ ^ ^(a/l(?/2)) = ̂ W20/l)).

Il existe /i € ôa(^) telle que /i|y = 0 et /i(A') (Z: Ker^ U Ker^' (donc
î/i et y[ sont non nuls). Choisissons un tel /i.

Si 2/1 et î/^ ne sont pas colinéaires, il existe f^ ç. Qa(^) t^lle que
f2(yi) Ç. Ker^' et /2(^) ^ Ker^''. Nécessairement 2/1 et î/'i sont liés.

Il existe A G F^ tel que ̂  == Aî/i. Par (9), on obtient pour tout x G X,

^(fi{x)) - ^(aA(.ï))

= ^'(< .r,^ >) = ̂ (< a\x,y, » = ̂ (a^2/!^))

d'où
^((a+a^2)/!^)):^.

Posons u = (a + a2A2)/l(2 lo) et v = aÀ2^^ où A'o est un élément de A' fixé,
tel que fi(xo) ̂  0. Ce sont deux éléments de Ker^' (pour v, il suffit d'utiliser
(8') avec /2 € Qa^V) telle que Myi) = u). D'où

F^+F^CKer^ÇzP

ce qui équivaut à
IA et v sont F2-liés

ou encore à
a € F2.

Ceci démontre la proposition.
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2.5. Démonstration de la proposition 2.1.b.

La première assertion de i. est une conséquence immédiate de 2.2.2. Pour
la deuxième, considérons l'espace (Y, b) somme orthogonale de deux copies de
(W,B) et identifions PsB au sous-groupe {{s, s), s ç. PsB} de PsB x PsB.

Soit XQ = {(w, w), w e TV} un sous-espace vectoriel de V. Il est singulier
de dimension celle de W. Il existe donc un sous-espace vectoriel Vo de V,
singulier et de même dimension que -Yo, tel que V = Xo © YQ soit une
polarisation complète de V. On se trouve donc dans le cas décrit en 2.2.1.

De plus, si (<7, /) est un élément de PsB^ son image dans Psb stabilise Xo
et (/®/)|Xo est ^lle. Par le premier résultat de 2.2.1, l'image réciproque de
PsB dans Psb est scindée et la restriction du cocycle C de l'extension Psb
à PsB est égale a i . _

Soit c le cocycle de PsB. Par le lemme 2.3.c, pour tout 5, s ' de PsB

C2^, 5') = C(S 9 5, 57 © 5') = 1.

D'où c est à valeurs dans {=hl}.
On a donc établi le i de la proposition. Pour le ii, on étudie successivement

les différents cas. On reprend les notations du § 1.3.

Cas 1 : n = y = 1.
Pour tout élément a de 0(Q), on définit l'opérateur c^(cr) de iSÇY) par :

sïae0+{^=(^ ^.aeF^,

^^(y) == H1/2^^), ^ e 5(Y);

si(7eO-(Ç^=[^ ^YaeF^

^(a)^(z/) == lal1/2^-1?/). ^ € 5(Y),

où ^* désigne la transformée de Fourier de ^ par rapport à la mesure
autoduale.

LEMME. — {(<7,^(a)), a C 0(Q)} est un sous-groupe de PsB.

La démonstration est immédiate.

La restriction de PsB à 0(Q) est triviale.

Cas 2 : 7 ? , = 1, v = 0.
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Soit (e,/) une base de W telle que < e,/ >= Ç(e) et <^ une racine de
l'équation

—^-".
La racine ç n'est pas un élément de F sinon le vecteur ^e + / serait singulier.
On note E = F(ç) l'extension quadratique séparable de F engendrée par
ç. Alors, W s'identifie à E (en tant que F-espace vectoriel) par l'unique
application linéaire <^ : W —> E telle que ^(e) = 1 et y(f) = ç.

Soit Q' la forme quadratique sur E définie par :

Q'C^Q^-1^)), x ç E .

On a :
Q\x) == Q(e) • NE\F^. x ç E.

D'où
0(Q) c^ O(Q') = 0(A^|^) ^ ̂ x Gal(£;|F)

où
jE;1 = {x ç ^|A^[^.r = 1} et Gol(E\F) = {%d, r}.

En particulier, O-^ÇQ) ̂  £^1.
On peut donc supposer que W = E et Q = A^j^. On note <$ la norme de

ç. On choisit la forme bilinéaire B donnée par :

B{x + à/, x ' + ̂ /) = x x ' + ̂ / + W. x, x ' , y , y ' ç. F.

i) Si F est fini, O^ÇQ) s'identifie au groupe unitaire U de la forme
hermitienne (, ) définie sur E. espace vectoriel sur (E.r)^ par :

( x . y ) = r(x)y, x,y ç. E.

Par le théorème 3.3 de [5], PsB est scindée au-dessus de O^ÇQ). Soit
s i—^ ( s , r ( s ) ) une section.

De plus, il existe un élément de PsB au-dessus de t = (r, Q), noté (t, r(r)) ,
tel que r(r)2 = I .

Pour que PsB soit scindée, il faut et il suffit que :

Va € O^Q), r(T)r((7)r(r) = /-(rar).

Or, ces deux opérateurs ne diffèrent que d'un scalaire multiplicatif. Ceci
équivaut donc à :

Vo- ç O-^Q), t r ( r { r ) r ( c r ) r (T ) ) = tr(r(rar))

i.e. (10) Va G ̂ (Ç), \(a) = \(rar)
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où \ désigne le caractère de la représentation de Weil de U. Le calcul de \,
pour les éléments semi-simples de U, a été effectué par P. Gérardin [5, Cor.
4.8.2] et donne, dans notre cas :

\(a) = -1 pour tout a ç U \ {ici}.

L'assertion (10) est alors claire, et PsB est scindée au-dessus de 0(Q).

On suppose maintenant que F est local. On note pp l'idéal maximal de
OF et TTF une uniformisante. Le conducteur de ^ est p7^ où r = 25 ou 2s + 1,
s e Z.

On choisit $ tel que OE = OF + ^Op. Alors, 0(Q) est contenu dans le
stabilisateur K du réseau L == p^ + Çp^. Deux cas se présentent :

ii) L est autodual (i.e. r est pair). On vérifie ç[ue ip o B est trivial sur
L x I. D'après §2.3.3, PsB est scindée au-dessus de K donc de 0(Q).

iii) L n'est pas autodual (i.e. r est impair). On construit un nouveau
modèle de la représentation de Weil de PsB permettant d'utiliser les résultats
de i) [14].

Construction du modèle. '.
On remarque ciue Z* = pZ C I. On considère V = L / L * . C'est un espace

vectoriel sur le corps résiduel kp de F. On munit V d'une forme bilinéaire b
définie par :

b(l,1f)=B(7^~s^7^~s£f) modpp

où 1 est l'image de L ç. L par la projection L —> L/L*.
Soit H(b) le groupe de Heisenberg "associé'' et (f\,S) un modèle de la

représentation métaplectique de H(b) pour le caractère ^ de kp :

\['x) = ^(7^2sx), x ç. OF et 'x son image dans k p .

(\ n'est pas trivial).
Soit V l'espace vectoriel des fonctions o : H ( B ) —^ S telles q\\e :

i) à est localement constante à support compact modulo -F
ii) ô((it)h) = ç(t)p^(C)o(h) pour t C L, t ç F et. h ç H[b).

Le groupe H(B) agit sur V par translations à droite.

LEMME. — La représentation (p.V) ainsi obtenue est la représentation
métaplectique de H(B).
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Démonstration : (p, V) est lisse et vérifie la condition sur l'action du centre.
Pour que (p, V) soit un modèle de la représentation métaplectique de

H(B), il faut et il suffit qu'elle soit irréductible.
Considérons l'application de V dans <S qui à à ç. V associe <^(0). C'est un

homomorphisme de L x .F-modules. Si V' est un 2î(B)-sous-module de V, il
est également un L x F sous-module. L'image S ' de V dans S est donc un
sous-module de <S. Comme S est irréductible. S ' est {0} ou S.

Or toute fonction (j) de V est entièrement déterminée par <^(0) sous l'action
de H{B). Ainsi, V ' est {0} ou V. La représentation (/), V) est bien irréductible.

D
Soit s = (<7, /) un élément de K. Il induit un automorphisme (^,/) de

Iî(&) par : _
(a{£+L^ =a£

{j(£+L^ = /(TT-^)

L'automorphisme ((7, /) est un élément du groupe pseudosymplectique Psb.
Soit (o;^,tS) la représentation métaplectique de Psb.
Si 5 G 0{Q) C K, alors s" appartient au groupe orthogonal 0(q) de la

forme quadratique q définie par b. L'analyse dans i) du cas où -F est fini
assure l'existence d'une section ?\ de Psb au-dessus de 0(q} :

r^:jç0(q)——(^00).

L'homomorphisme s i—> (s,r(s)) de 0(Q) dans PsB défini par :

r(s)à(h) = r^)^-1^), ô ç V,

est une section de PsB au-dessus de 0{Q).
cas 3 : n = v = 2 et F = Fs _
On construit une section de P^B au-dessus de 0(Q).
Pour ce faire on reprend la description de la situation faite au §1.3. On

introduit alors les notations suivantes :
- X est le sous-espace vectoriel de W défini par : X = ^ ( , j G W > .

- Y est le sous-espace vectoriel de W défini par : Y = < ( „ n ) 6 ̂ ' \
Alors X 9 Y est une polarisation complète de W en espaces singuliers ;
- (p . S(Y)) un modèle de la représentation métaplectique de H ( B ) .

Pour tout y G ^(V),

p f l ° &0 ) , fo) ̂ (a. b) = ̂ {to + ado + ?)Co )^(rt + ao^ + bo ).
\ \ ^o "o / /
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En choisissant une base de S(Y), on exprime p à l'aide de matri-
ces. Soit (?Q [resp. ̂ 1,^2,^3] la fonction de S(Y) prenant la valeur 1 en
(0,0)[resp.(l,0), (0,1), (1,1)] et s'annulant partout ailleurs.

Le système (^o? ̂ 1^2 ̂ 3) est une base de S(Y) dans laquelle la matrice
de p(h), h ç H(B\ est :

(1 0 0 0 \
//,. 0 ^-(d) 0 0 \ . , / / O 0\ \
^(t) 0 0 ^) 0 sl ^((c d)^

0 0 0 îZ-(c+d)/

/ 0 1 0 0 \
/ , . | ̂ '(d) 0 0 0 | . . ( ( \ 0\ \
^) 0 0 0 ^(c) sl ^([c d)^

0 0 ^(c+d) 0

0 0 1 0
^m f ° o o ^{d) \ / / o i\ \
^{^c) 0 0 0 sl ^^c d ) ^ )

\ 0 ?MC+^) 0 0 /

( 0 0 0 1\
/^ ° o u-(d) o 1 . , / / i n \
m 0 . ^(c) 0 0 sl ^([c d ) ^ )

^(c+d) 0 0 O/
Pour chaque élément g == 5-1, 5'i, 52, •s-2 ou t, on détermine les matrices Mg

de ^M(4,C) telles que

Mgp(h) = p(gh)Mg, pour tout /î ç -?î(B).

On obtient :

( 0 0 -1 0\
,. 0 +1 0 0 \si ?=.„ M,=a _^ ^ ^ 1 , a e C -

0 0 O l /

( 0 -1 0 0\
, ,. , -1 0 0 0 1 , ^

si p = ^ . ^;=a' ^ 0 1 0 - û € c

0 0 0 l /

/ 1 1 1̂ - IX

si g =.2, M^/3/2J } ^ ^ } ) , ^ç Cx

. - 1 1 1 1
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(1 0 0 0 \

Si ,=^ A^=^ ^ ; ; ^ , / 3 / e c x

0 0 0 -l7
/ 0 1 0 -1\

, „ 2:7 f -1 0 1 0 1 _ - x
si g = t ^ M,=^\ ^ - 1 0 - 1 - 7 e c

V i o i o /
Les conditions C.l et ÇA déterminent a, a', f3, fï' et 7 au signe près.

Les conditions C.2 donnent le signe de û/ et Q' en fonction de celui de a
et /? respectivement, tandis que les conditions (7.5 donnent le signe de f3 en
fonction de celui de a. On obtient :

rû^a^/^/^^i
\ 7 = ± 1

On vérifie que les conditions C.3 sont satisfaites.
Ainsi, PsB est scindée au-dessus de 0(Q).
Cas 4 : n == 2, v = 1 et F = Fs
On reprend les notations de 1.3̂
Supposons que la restriction de PsB à 0(Q) soit scindée. Soit r une section

de PsB au-dessus de 0(Q).

Considérons le sous-groupe H de 0(Q) formé des éléments id, ( „ . j ,

O O - G D -
Soit (ei, 0) = ( ( ° ° ) , O} £ H{B). Alors, pour tout a ç. H \ {id},

<7(ei ,0)=(e i , l ) .

Conuïie (<7,r(cr)) est un élément de PsB, on a :

r(<7)p((ei,0)) =p((ei , l ))r((7) = ^(l)p((ei,0))r(<7).

De plus, a = c ' a " avec {o-, <7', o-"} = .ff \ {id} d'où

',.(0) = r(a')r(a"}

et

r(<7)/?((ei,0)) = r((7/)r(<7"^((el,0)) == f(l)r((7')/î((ei,0))r(CT')

=p((ei.O))r(<7')r((7")=p((ei.O))r(<T).



32 L. BLASCO

Comme ^ est le caractère non trivial de Fs, on obtient une contradiction.
La restriction de PsB à 0{Q) n'est pas triviale.

Ceci termine la démonstration de la proposition.

§ 3. Groupes métaplectiques : cas global

Dans ce paragraphe, F désigne un corps global de caractéristique 2 c'est-
à-dire que F est isomorphe à un corps Fç(T) où q est une puissance de 2 [16,
Ch III].

Soit v une place de F. On note F-y la complétion de F en v et Ov l'anneau
des entiers de Fv.

Soient A l'anneau des adèles de F et ^ un caractère non trivial de A,
trivial sur F. En toute place v, ^ induit un caractère non trivial -^v de Fv
et, en presque toute place, ̂  est trivial sur Oy. On a

^ = n ^ -
v

3.1. Construction des groupes pseudosymplectique et méta-
plectique adéliques [15, §29 et 37].

a. Groupe de Heisenherg adélique H^ÇB).
Soit L un réseau de W. Pour toute place v de F, on considère le F\j- espace

vectoriel Wv = W^pFv muni de la forme bilinéaire Bu, prolongement naturel
de B à W^xWv. Alors Lv = L^o^v est un réseau de Wv et la restriction de
Bv à LyXLy est à valeurs dans Ou pour presque toute place v. Par définition,

Hf^(B) = {(/iv)u € TT.H'(jE^) | /îz, 6 LyXFv pour presque toute place v}.
v

On définit la représentation métaplectique (/),5) de J^A à l'aide des
représentations métaplecticlues des groupes locaux. Soit 17 == X 9 Y une
polarisation complète de TV, Xf^ l'ensemble des [Xv)v dans Y[^X(^pFv tels
que Xy € Zv pour presque toute place v. Soit ^y un caractère de A'/^xA
prolongeant ^. En toute place u, ̂ y induit un caractère wx,v de X^pFv xFv
qui prolonge ^\,.

A toute place v, on considère la représentation métaplectique de H(B^)
relative au caractère z^x^v que l'on note (p^^(^^F-^u)) •

Soit S le sous-espace de ^v^(Y ^F Fy) engendré par les éléments de la
forme (^v^v où àv € 5(V 0p Fv) pour toute place v et <^ est la fonction
caractéristique <% de -Lu pour presque toute place v. Alors :

/>((^)z-)fô^) === ^r(^(Mç>r) OÙ (^,)u ç ̂ (J?) et ^. ô, ç ̂ .
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_ b. Groupe pseudosymplectique adélique Ps/^B et groupe métapîecti-
que Psp^B.

Pour toute place v de F, soit Kv le stabilisateur de Lv dans PsBv (Cf.
§2.2.b). Alors

Ps^B = {(cr^,/i,)^ 6 j^JP^Bv 1 (a-v^fv) € A\, pour presque toute place v}.
v

Remarques :
1. Pour presque toute place v, Ky est formé des éléments (o-y, fv) de

PsBv où o-v stabilise Lv et fv induit sur ce réseau une fonction à valeurs
entières. La définition précédente coïncide donc avec celle d'A. Weil [15,§37].

2. Soient B et B ' deux formes bilinéaires définissant Q. Les isomor-
phismes locaux entre les groupes pseudosymplectiques relatifs à B et B'
induisent un isomorphisme entre Ps^B et P s p ^ B ' .

Le groupe PS{^B agit sur Hf^(B). Pour s 6 Psp^B, la représentation
(p6,^) de H/^ÇB) est isomorphe à (p,*S). On définit ainsi une représentation
projective de Ps/^B et on construit l'extension métaplectique Ps^B comme
dans le cas fini ou local.

Pour presque toute place v, Lv est autodual et la restriction de ip o By
à Lv x Lv est triviale. D'agrès les résultats obtenus au paragraphe 2.2.b,
l'extension métaplectique PsBy est scindée au-dessus de Ky. On note Sv la
section définie au § 2.2.b. En identifiant Sv(Ky) et A'v, on définit le produit
restreint des PsBy relativement aux Ky noté ]"J^ PsBy.

L'homomorphisme p : ÏÏA' Ps^v —¥ Ps^B est surjectif, de noyau
{{^v)v ^ riu ^x 1 ̂  = 1 P0111' P1^^116 toute place v et Y[^ a^ = 1}.

LEMME. — Soient B et B' deux formées bi.linéarres telles que B + B' soit
alternée. Les extensions métaplectiques Psp^B et Ps^B' sont isomorphes.

C'est une conséquence de l'étude locale (§2.1).

3.2. Restriction de l'extension métaplectique à PsB.
THÉORÈME. — II existe un homomorphisme /3 : PsB —> Psp^B tel que le

diagramme suivant commute :

Ps^B
S/ l

PsB ^ Ps^B
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Remarque : En caractéristique 2, le groupe PsB possède des caractères
non triviaux (ils sont tous de la forme \ opr où ^ est un caractère de 0(Q)
et pr la projection de PsB sur OÇQ)). L'homomorphisme /3 n'est donc pas
unique.

Démonstration : Quand Q est déployée, l'existence de f3 a été établie par
A.Weil[15,§40].

Quand Q n'est plus nécessairement déployée, on considère W la somme
orthogonale de deux copies de W que l'on munit de la forme bilinéaire B '
définie par :

B'((wi, W2), (w'i, z^)) = B(iu^ iu[) + B(u'2, ^2)-

La forme quadratique Q' définie par B' est déployée et PsB s'identifie à un
sous-groupe de P s B ' . Il existe donc une section S de PsB dans P s ^ B ' ' . Soit
5 ç P^B et 57 = S(5). Soit (S^ G ̂  PsB^ un relèvement de S ' dans
n^ P5B^ D'après l'étude locale (§2.3), pour toute place v, S^ définit un
unique élément Sy de PsBv. Alors, ["[v ̂  appartient à ]~[A', -P5^- Notons
/3(5) sa projection sur PS{^B. Elle ne dépend pas du choix de (5^)u.

On définit donc une application f3 de PsB dans PS{^B par 5 h-^ /3(5-). En
fait, /3 est un homomorphisme satisfaisant les conditions du théorème. []



II. PAIRES DUALES BEDUCTIVES DU GROUPE
PSEUDOSYMPLECTIQUE

Désormais F désigne un corps fini ou local.

§1. Paires duales réductives de 0(Q)

1.1. Généralités et classification
Soit (H, H ' ) une paire duale de 0(Q).

DÉFINITIONS
1. La paire ÇH, H ' ) est réductive si W est H H ' F absolument semi-simple.

Si W n'est que .ffjr-F-semi-simple, la paire (ff, H1) est dite relative-
ment réductive.

2. La paire (Jf, H ' ) est irréductible si l'action de H H ' sur TV ne laisse
stable aucune décomposition en somme orthogonale de W.

3. La paire (H, H1) est produit des paires duales (Jfi,^), i = 1,2 si Jî
(resp. ff') s'identifie à .Hi x JÏ2 (resp. Jî^ x iï"^) et qu'il existe une
décomposition en somme orthogonale de TV, W = TVi (B W^ telle que,
pour î = 1,2, (Hi^H'i) soit une paire duale de O(Q|H^).

Remarque : Comme W est de dimension finie sur -F, W est H H ' F
absolument semi-simple si et seulement si le centre du corps commutant
de tout sous-module simple de W est une extension séparable de F [1, §7
n° 5 prop. 7 et 6].

PROPRIÉTÉ. — Toute paire duale réductive [resp. relativement réductive]
est produit de paires duales réductives [resp. relativement réductives] et
irréductibles.

Démonstration [cf. 8, Ch. 1] :
Soit ( H ^ H ' ) une paire duale. Si elle n'est pas irréductible, il existe une

décomposition en somme orthogonale de TV, W = TVi^TV^ stable sous H H ' .
i) Le groupe H (resp. H ' ) s'identifie à un produit H\ x H^ (resp. H[ x H Î ) )

où Hi (resp. H^) est un sous-groupe de 0(<Q\\y^).
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En effet, posons H, = {cr|^,a e H}, i = 1,2 et considérons l'homomor-
phisme î de H dans Jïi x iï'2 défini par : i(a) = (^iw^crj^), cr ç -H". Il est
injectif. De plus, si (<7i,(T2) E lîi x ffs? l'élément a de 0(Q) défini par

0-(wi 4- W2) = <7l(wi) 4- 02(^2), ^ = ^1 + W2 € T ,̂ Wi ç T^-,

commute avec H1', donc il appartient au bicommutant de H c'est-à-dire à H
lui-même. Ainsi, i est un isomorphisme de H sur jH'i x H^.

De même, H ' ^ H[ x H^.
ii) LEMME. — Soit G un groupe, Gi et G^ deux sous-groupes tels que

GI x G'2 C G. Soient K = A'i x K^ et K' = K[ x K^ deux sous-groupes de
G, Ki, K[ C Gi. Si (A", A'7) est une paire duaîe de G alors {Ki^K^ est une
paire duaîe de G{ pour i = 1,2.

Si, de plus, {K^K') est relativement réductive (resp. réductive), (A'^A^)
l'est aussi.

Calculons le commutant de Jli dans Gi. Soit k' un élément de ce
commutant. On prolonge trivialement k' à G\ x G^. Alors k' commute avec
K dans G, i.e. k' ç. K ' . Donc k' appartient à K[. Le commutant de A'i dans
Gi, qui contient K[, est donc contenu dans K[. Il est donc égal à K[.

On montre de même que le commutant de K[ (resp. K^, Ko) est A'i (resp.
K^K<z). La paire (A,,^) est une paire duaîe de Gi.

La deuxième assertion du lemme est claire.
On déduit du lemme la propriété.

Ainsi, il suffit de déterminer les paires duales réductives et irréductibles.

Exemples de paires duaîes relativement réductives et irréductibles
1. Soit TVi (resp. W^) un F-espace vectoriel de dimension finie muni

d'une forme alternée < ,> i (resp. <,>2) non dégénérée. Prenons W =
Wi (^F Wi avec la forme quadratique Q1 définie par :

Q\w^ ^ W2) = 0,

et le fait que la forme alternée associée soit

< Wi 0 W2, w[ 0 W^ >=< Wi, w[ >i< U'2, W2 >2, ^^ ̂  ^ wi'

Nécessairement, n = dl^^H/ est pair et v = n.
La paire (SpW-^.SpW^) est duaîe, réductive et irréductible dans 0{Q').

2. Soit D une extension quadratique séparable de F ou un corps de
quaternions sur -F, muni de Finvolution canonique.



PAIRES DUALES RÉDUCTIVES DU GROUPE PSEUDOSYMPLECTIQUE 37

Soit TVi (resp. W^) un P-espace vectoriel à droite (resp. à gauche), de
dimension finie, muni d'une forme hermitienne < ,>i (resp. <,>2) non
dégénérée telle que : < Wi,u?i >i€ F pour Wi € W^ (resp. < ^2,^2 >2€ F
pour u»2 € W^).

Prenons W" = TVi (^ TVa avec la forme quadratique Q" définie par :

Q^WI (^) ^2) =< Wi, Wi >i • < W2, W2 >2 POUr U»i ç Wi

et la forme alternée associée à Q" est :

< Wi (^U'2,W'i (^^2 >= trD^(< ̂ 1,^1 >i< Z^,^2 >2).

Alors, (UÇW^^UÇW^)) est une paire duaîe réductive, irréductible de
W).

3. Soit D un corps de centre -F. Soit W" un jF-espace vectoriel muni
d'une forme alternée <, >. Soit W" = X 9 Y une polarisation complète de
W". On définit la forme quadratique Q ' " dont la forme alternée associée est
<, > par :

Q^Çx) = Q"\y) = 0 pour tout x € X, y 6 Y.

Pour toute décomposition de X en produit tensoriel, X c^. A'i (^D X'z, de D-
espaces vectoriels A'i et A"2, les sous-groupes GLX^ et GLX^ dé/missent une
paire duaîe relativement réductive, irréductible de 0{Q'"), sauf si F = F^,
et dimF Xi <^ 2 pour i = 1 ou 2. Cette paire est réductive.

4. Soit E une extension séparable (resp. séparable ou inséparable)
de F et t : E —> F un F-homomorphisme tel que la forme bilinéaire
( x ^ y ) i—> t(xy) soit non dégénérée. On suppose que W est aussi un E-
espace vectoriel. Soit q une forme quadratique sur le ^-espace vectoriel W
telle que

toq= Q.
Les paires duaîes réductives (ïesp. relativement réductives) précédentes dans
0(q) sont des paires duaîes réductives (ïesp. relativement réductives) de
0(Q).

5. La paire duaîe triviale ({id},0(Q)).

PROPOSITION. — Soit (Jf.ff') une paire duaîe réductive (resp. relative-
ment réductive} et irréductible de 0(Q). Alors, {H, H') est l'une des paires
suivantes :

1. Avec les notations de l'exemple 1, si W est identifié à W et que
Q est égale à Q ' , la paire (SpW^.SpW^).
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2. Avec les notations de l'exemple 2, si W est identifié à W" et que
Q est égale à Q " , la paire (U{W^), U(W^)).

3. Avec les notations de l'exemple 3, si W est identifié à W 1 " et que
Q est égale à Q ' " , la paire (GL X\,GL X^} sauf si F = Fs et dïmp Xi < 2,
i=l ou 2.

4. Les paires obtenues par restriction des scalaires comme dans
l'exemple 4.

5. La paire duaîe triviale (0{Q\{id\).

Dans la suite du paragraphe, nous établissons cette proposition. Ceci nous
conduira à vérifier l'exactitude des exemples donnés précédemment.

La démonstration se déroule ainsi. Dans un premier temps, on détermine
les paires duales irréductibles et relativement réductives. Pour ce faire, on
montre d'abord deux lemmes (§1.2 et §1.3) puis on différencie deux types
de paires duales (Jï, Jî') :

1. celles dont l'action de H H ' F est irréductible (§ 1.4), dites de type
hermitien (ou de type I).

2. celles dont l'action de H H ' F est réductible (§1.5), dites de type
linéaire (ou de type II).

Dans un deuxième temps, on extrait de la liste obtenue les paires duales
réductives.

On note Zc(H) le commutant de H dans G.

1.2 LEMME. — Soit V un espace vectoriel sur F muni d'une forme
bilinéaire (, ) ou d'une forme quadratique q et U(V) son groupe d'isométries.

1. Si (H, H') est une paire duale de U(V) et si V est HH'F simple,
alors il existe une décomposition de V en produit tensoriel

V ^ V\ ^D V2

où V\ (resp. T'2) est un espace vectoriel à droite (ïesp. à gauche) sur un
corps D contenant F dans son centre, telle que H = End )̂ V\ H U(V) et
H' =EndDV^nU(V).

2. Si, en outre, la forme bilinéaire (,) est non dégénérée, D est muni
d'une involution T et les espaces vectoriels \\ et V^ possèdent une structure
hermitienne déterminée à similitude près par celle de V.
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Démonstration [8, Ch. 1] :
Par hypothèse, V est HH^-sïmple. Comme H et H ' commutent, V est

ff'F-semi-simple et isotypique : V = mV où V est iî'F-simple.
Par conséquent, la sous-algèbre B = ETIÔH'F V de Endj7 V est simple.
Par le théorème du bicommutant [12,Ch.8, cor.4.8], B est égale au com-

mutant de B' = End^^y. D'où B = End^p^ = End^^Y. De même,
B' = Endap V = EndiiF Y.

Les algèbres B et B7 agissent semi-simplement sur V donc (B,B') est
une paire duale réductive de Endp V [8, ch. 1 § 18]. Elle est irréductible car
B et B' contiennent respectivement H et H ' et (Jï, Jï') est nécessairement
irréductible.

Ainsi, la paire duale (B,B') correspond à une décomposition en produit
tensoriel de V : V ^ \\ 0^ V^ où D = End^/^ V est un corps contenant F
dans son centre. De plus, B = End^> Vi et B ' = End^ T^-

Montrons que H = End^ V'i n U(V). Le groupe ff est contenu dans B et
U(V) donc

Jï C Endû Vi H L'O7).

De plus, B n Î7(V) est un sous-groupe de U(V) qui commute avec H ' . Donc

B n U(V) C Zu^H1 = ̂

d'où l'égalité voulue. On montre de même que H ' = Endjo 1/2 1̂ ^'O7)- La
première partie du lemme est donc démontrée.

On suppose désormais que (,) est non dégénérée. Alors (,) définit une
involution i sur EndjrV qui laisse stable H et H ' . Comme B et B ' sont
les commutants de H ' et H respectivement dans Endj? Y, B = End^) V\
et B' = Endû V^ sont stables sous i. Il s'en suit que D est muni d'une
involution r [12, Ch. 8, cor. 8.3] et que les espaces Vi possèdent une structure
hermitienne, définie à similitude près par celle de V [12, Ch. 8 §7]. Ceci
termine la démonstration du lemme.

1.3. Un lemme géométrique
Soit D un corps contenant F dans son centre et muni d'une involution r.

On suppose, en outre, que D est de dimension finie sur son centre. Soit V
un espace vectoriel à droite sur D muni d'une forme hermitienne tracique
(i.e. ses valeurs sur les couples (v, r), v parcourant Y, appartiennent à
{d+ï(cf), d ç. D}) ou d'une forme alternée ou encore d'une forme quadratique
q non dégénérée et non détective. Dans les deux derniers cas, r est triviale.

On note U(V) son groupe d'isométries.
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LEMME. — Le commutant de U{V) dans End^ V est isomorphe à
P^[X]/X2 si V est orthogonal hyperbolique de dimension 2 sur F 2 et est
isomorphe à D sinon.

Démonstration :
1° On rappelle [3,Ch.I,§ 12] qu'une quasi-symétrie de vecteur a, non

isotrope, est une isométrie de V qui laisse invariant point par point
l'orthogonal de a et laisse globalement invariante la droite engendrée par
a. Le rapport a d'une quasi-symétrie vérifie : a • r(o;) = 1.

Une transvection est une isométrie de V de la forme :

pour tout v 6 V, v i—> v 4- a • a< a, v >, a ç. D tel que ï(û) = o:

(a nécessairement isotrope. Dans le cas orthogonal, a est non singulier et
a=ç(a)-1).

Un élément a de Z^ndp vÇUÇV)) commute avec toutes les quasi-symétries
et toutes les transvections de U(V).

2° Supposons V non orthogonal; alors a laisse stables toutes les
droites de V.

Par conséquent, si dim^» V ^ 2, il existe a € D tel que

av = va pour tout v ç. V.

Donc, a est une homothétie, et ZEnd^v^OO) ^ ^ '
Si din-i^ V = 1, alors V s'identifie à D et la forme (,) est donnée par :

Vd i , c?2€D, (^1,^2) = r(di)ad2 où a G {d+ 7-(d),d e D}.

Comme J9 est de dimension finie sur son centre F ' ' , D est commutatif
ou un corps de quaternions : a est un élément de F ' et U(V) s'identifie à
D1 ={dçD\r(d)d=l}.

Soit E le sous-corps engendré par D1 et F. Pour ciue D soit le commutant
de U(V) dans End^ V, il faut et il suffit ciue E = D [8, p. 20].

Le corps D est un J^-espace vectoriel.
Si D est commutatif, montrons que dim^ jD = 1 [14]. Pour tout d ç. D,

d~lT(d) est un élément de D1 donc de E. Il existe donc k ç E tel que
T-(^) = ̂ . Si dini£;J9 ^ 2, alors À* est indépendant de d. En prenant, d = 1,
on trouve k = 1 d'où r = zcf ce ç[ui est exclu. Par conséquent, dim^ D = 1
i.e. D = E.

Si .D est un corps de quaternions et si (1,^1,^2-Ça) est une base standard
de D sur F' [12, p. 314], on considère les sous-corps commutatifs A', = F'(^).
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i = 1,2,3. Alors E contient les sous-corps Ei de D engendrés respectivement
par {d G Ki\r(d)d = 1} et F. Comme A\- est commutatif, Ki = Ei et
E DU J^-. D'où E D D et, par suite, E = D.

Dans ce cas, Z^pw(U{W)) ̂  D.

3° Supposons V orthogonal; alors D est commutatif. On note i/(q)
l'indice de q.

Un élément a de ZEndpvC^ç)) commute avec toutes les transvections
orthogonales et laisse donc invariantes toutes les droites régulières. Si V\ est
un -D-espace vectoriel sans éléments singuliers non nuls, alors a\y^ est une
homothétie : a\y^ == aid\\, a G D.

• Donc si i/(ç) == 0, a ç Did et ZEndp v{0(q)) ̂  D.
• Supposons 0 < i/(ç) < n et décomposons Y en V = H © IT1 où Jï

est hyperbolique de dimension maximale 2z/(ç).
Comme H1 est alors sans éléments singuliers, ( J \ H ± . est une homothétie.

Soit z C H-L\ {0}. Pour tout h ç. H singulier, q(z + /î) = q(z) ̂  0. Il existe
donc \h G -C^ tel que a(^ 4- /î) = (^ + ^)A/z et par le théorème de Witt
[3,p.36], il existe u ç 0(q) tel que u{z + h) = z.

Les endomorphismes a et u commutent donc : pour tout h G H singulier,

ua(z + h) = <7u(-2 + h) = a^

= u(z + /î)A/i = z\h.

Donc, A/i = À ne dépend pas de h et cr(/î) = /?A pour tout h ç: H singulier.
Comme tout élément de H est somme d'éléments singuliers, a^n est Xidji et
a^ji. = \idfj±. Ainsi, cr est une homothétie.

Z^^y{0{q))^D.

Supposons désormais ^(ç) = n.
• Si n > 1 et D ^ Fs, soit {e^e-, ;? = l , . . . ,7 i} une base

hyperbolique. Le vecteur e\ -h e-i est non singulier donc : o(e\ + e-i) ==
(ei + e-i)A, X ç. D. Soit z un vecteur non singulier dans l'orthogonal H de
e\ et e_i tel que q(z) ̂  1.

Alors ci + e_i + 2; est non singulier : il existe X^ ç. D tel que

a(ei + e-i 4- ^) = (ei + e-i)A^ + -^A^

ce qui équivaut à

(ei + e-i)A 4- oz = (ci + e-i)A,. + z\,
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d'où
A = \z et <7.z = z\.

Si z ç H est singulier, 2: s'écrit comme somme de deux éléments de H non
singuliers : z = ̂  + ̂  tels que ç(^) ^ 1, î = 1,2.

D'après, ce qui précède, az = zA.
Ainsi, o- restreint à l'orthogonal de Ci et e_i est une homothétie. Par le

même raisonnement à partir de 62 et e_2? on conclut que a ç. Did.
• Si n > 1 et D == Fs, il suffit de montrer qu'il existe À ç P^ tel que

pour tout 2, aei = e^A.
Pour 2 > 1, on considère les vecteurs non singuliers ei + e-i, ei + e_i 4- e,

et ei 4- e_i 4- e-i. Il existe A, A, et A_, tels que

a(ei+e_i) = (ei+e-i)A

a(ei + e-i + e,) == (ei + e-i)A, + e,A,

o-(ei + e-i + e_,) = (ei + e-i)A_, + e-,A-i

d'où (7(6, + e-î) = (ei + e-,)(A, + A-,) + e,A, + e-,A_,.
Or <7(e, 4- e-i) est colinéaire à Ci + e-^- donc A^- = A-,.
De plus, il existe u € 0(q) tel que i/,(e, + e-,) = Ci 4- e-i. D'où A^ = A.

En faisant de même avec 63 et e-2, on obtient : a ç. Did.

Il reste le cas où n = 1 == ^(ç).

• Si -D == Fs, un simple calcul montre que

ZEnd.v(0(ç))={o,zd/^ ^,0 })}

et cet anneau est isomorphe à F^[X]/X2.

Si D ^ Fs. Soit (e, /) une base hyperbolique de V.
Soient z^ et z^ tels que ç(^i) = 9(^2) = Q ^ 0. Comme ^i et z^ sont

réguliers, il existe /^i, ^2 6 2^, tels que cr^i = ^1^1, oz^ == ^2^2. Par le
théorème de Witt, il existe u € 0(q) tel que uz^ = ^2- D'où

^^^ = ̂ 2 = ^o'-^i = ^2^1

et par suite
//2 = /^i.

Pour tout Q, il existe f^a ç D tel que, pour tout z ç. V, tel que q(z) = Q,
az = 2:^^.
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• Si D = F4 et que a i ¥1, qÇea + f{l 4- a)) = 1. D'où

a(ea 4- /(l 4- a)) = (ea + /(l + a))^i

ce qui équivaut à

cr(e + f)a + a(/) == (e 4- f)^a + f^

d'où a(f) = f/.ii et, par suite, cr(e) = e^i. D'où a = ^lîd.

• Sinon, soit a G jD^ II existe ai, 03 6 -C^ tel que

( G! ^ 0 et 1( ai ̂  0 et 1

^ QI 4- 02 -h 1 7^ 0

I ûi(a2 + 1) = a

Alors

a(e + /) == cr(eai + /(l + 02)) 4- cr(e(ai + 1) 4- /Q2)

^===> (e 4- /)^i = (eai 4- (1 4- û2))/-/a + (e(ûi 4- 1) 4- /o.2)^(û,+i)a2

<===^ ^1 = /-^aûl 4- ^(ûi+l)o2(û;i 4- 1) = ^a(l 4- 02) + ^(ai+l)^0^

d'où /zi = ^Q.

Donc, pour tout élément z régulier, az = ^i-z. On en déduit que a est /.i^id.

Ainsi s'achève la démonstration du lemme.

Remarque : L'hypothèse .sur la dimension de D sur jF' n'intervient que
dans le calcul du commutant du groupe unitaire sur un espace vectoriel de
dimension 1.

1.4. Paires duales relativement réductives irréductibles de
type hermitien.

Dans ce paragraphe, W est H H ' F- simple.
D'après le lemme 1.2, il existe une décomposition en produit tensoriel de

W,
W ^ }\\ ç^D W^

où D est un corps muni d'une involution r, W{ est un -D-espace vectoriel
muni d'une forme hermitienne < , > ? , telle que H = EndjD Wi H 0(Q) et
H ' = End^TVs 0 0(Q). Grâce à la classification des involutions [8, Ch. 1].
on identifie (D.r). Cela peut être :
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a F et rinvolution triviale,
b une extension quadratique séparable jF' de F et rinvolution définie

par l'élément non trivial de Gal(F'/F),
Q un corps de quaternions sur F et une involution,
d un des trois cas précédents où F est remplacée par une extension finie

E d e F .

Dans les cas a, &, c, la trace réduite tr^p de D sur F définit une forme
bilinéaire non dégénérée par : ( d ^ d ' ) i—> tr^^Çdd').

Dans le cas d, on considère t ç. HompCF, F) \ {0} et la trace réduite tr^
de D sur E. Alors to t r^ j^ définit une forme bilinéaire non dégénérée comme
précédemment.

On note I[)\F rhomomorphisme tr^p ou ^ o tr^^ selon les cas.
i) On définit alors une forme bilinéaire <C, ̂  sur T7i 0)^ W^ par :

< Wi (^ W2, W'i 0 ̂ 2 ^= ^IF^ ^'l^'l >1< ̂  ̂ '2 >2), ^n l^ ê î^.

Les formes bilinéaires <, > et <, > définissent des involutions sur Endr W'.
Par le théorème de Skolem-Nœther [12, Ch. 8, th. 4.2], ces dernières diffèrent
d'un automorphisme intérieur. De plus, elles coïncident sur End^ T^i et
EndpW'2. Nécessairement cet automorphisme intérieur est défini par un
élément du centre de D. Quitte à modifier les formes <, >, par un élément du
centre de Z), on peut supposer que la forme alternée <, > est égale à <^, ^>.
Les formes hermitiennes <: ,>z sont nécessairement non dégénérées comme
<, >. Déplus, H = End^ \}'\nO(Q) == UÇW^r.OÇQ) et H ' = U(W^O(Q).

ii) Identification de <,>i et <,>2
On étudie chaque cas séparément :

• Cas a_. Comme <, > est alternée, il en va de même d'une des formes
<,>,- . Par exemple, <, >i est alternée. Alors, <, >2 est symétrique.

Soit V = {v ç W-2, < v, v >2= 0}. Le sous-espace vectoriel TVi (^p ^' est
un sous-espace vectoriel de TV H H'F-stable. Donc, W]_ (^!F ^' est 0 ou W.

Si T7i 0^ V = 0 i.e. V = 0, alors U(W^) est réduit à {id} (car
u(w'z) 4- ^'2 ^ ^ pour tout u'2 G W^ et tout u ç. U(W^)) d'où H ' = {id}. On
n'obtient pas de paire duale non triviale.

Si TVi 0F V = W i.e. V = Tl'2, <, >2 est alternée.
Dans ce cas, les formes <, >i sont alternées.

• Cas b. Toute forme hermitienne <, >?• définie sur Wi est tracique.
La forme (u'i 0 w^^w[ 0 w^) i—> Ï ^ F ' / F ^ ^l'^i >i< u '2îw2 >2) est donc
alternée. Aucune hypothèse supplémentaire n'est nécessaire.

• Cas ç_. Ramenons-nous au cas où r est l'involution canoniciue TO de
D. Par le théorème de Skolem-Nœther. il existe un élément d de D tel que,
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pour tout x dans jD, r{x) = dro(x)d~1. Alors

< Wi 0 W2, W[ 0 W2 >= ̂ |F((^"1 < Wi,w[ >i< W2, U'2 >2 ûQ, U',, U^ 6 TV,.

Or d"1 < ,> i (resp. < ,>2 d) est une forme hermitienne (relativement à
l'involution canonique) sur TVi (resp. W^) et son groupe d'isométries est
toujours î/(TVi) (resp. U{W^}.

On peut donc supposer que r est l'involution canonique.
Considérons le sous-espace vectoriel \\ de T7i formé des vecteurs u'i de

TVi tels que < ^'1,^1 >i soit une trace de D (i.e. < z^i.wi >iC F). Alors
V\ 0F W2 est ffJî'F-stable : Vi 0p 172 est donc {0} ou W.

Dans le premier cas, U(W\) est réduit à l'identité [4.§3] : on n'obtient pas
de paire duale non triviale.

On s'intéresse donc au deuxième cas c'est-à-dire le cas où < ,> i est
tracique. Pour des raisons analogues, seul le cas où < , > 2 est tracique peut
fournir une paire duale non triviale.

Quand < ,> i et < ,>2 sont traciques, on vérifie comme précédemment,
que la forme <, > est bien alternée.

Les formes hermitiennes <, >i sont donc traciques.

• Cas d. On a alors

< U?i 0 U'2, w[ 0 U'2 >= t 0 tr^)|^(< •«.'I, 1L'[ >i< U-2, W'ï >2).

Prouvons qu'elle est alternée si et seulement si

(, ) : (îl'i 0 U'2, ZU[ 0 W^) 1——> ^'D|E(< w!- w/! >1< ^'2. ̂ '2 >2)

est alternée.
Il suffit de montrer c{ue si (, ) est une forme bilinéaire JîTî'-mvariante sur

le E-espace vectoriel W telle que t o (, ) soit alternée, alors (, ) est alternée.
La forme (, ) est symétrique sinon il existerait deux vecteurs w et w'

de TVi 0£> W^ tels que {w, w ' ) - ( w ' . w) C Kert \ {0} et E = {(Xw.w') -
(zr', Xw), X ç. E} serait contenu dans Kert i.e. t serait nul. Soit V le sous-17-
espace vectoriel de W formé des vecteurs v tels que (r, v) ,= 0. Ce sous-espace
est stable sous H H 1 ' . L'hypothèse sur l'action de H H ' F sur W implique que
V est {0} ou W.

Si V == {0}, le groupe des isométries de (, ) est réduit à l'identité car, pour
tout élément a de ce groupe et tout vecteur w de TV, aw + w appartient à
V. Par conséquent, H = H ' = {id} : ceci ne convient pas.

Donc V = W c'est-à-dire cpe (, ) est alternée.
On obtient les mêmes résultats que précédemment.
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iii) Identification de H et H'.

LEMME. — II existe une unique forme quadratique q dont la forme alternée
est <, > et telle que U{Wi) C 0{q) pour i = 1 ou 2.

Démonstration : - Existence de q.
On détermine une forme quadratique q vérifiant les hypothèses voulues

dans les cas a, 6, c, d. Comme q est "associée" à <, >, il suffit de la déterminer
sur les u»i 0 W2, wi 0 w^ € W^ 0jr) W^.

Cas a : g(u?i 0 ̂ 2) = 0 pour tout zi'i 0 u'2 € W
Cas & et c : g(wi 0 w^) =< wi,wi >i< u'2,u'2 >2

Cas d : g(wi 0 W2) = ^ o g'(wi 0 wz) où g' est l'une des formes
quadratiques précédentes sur E.

Vérifions que U(Wi) C 0(g). Il est clair que U{Wi) est formé d'isométries
de <, >. Il suffit donc de montrer ciue, pour tout u ç U{Wi), u'i 0 IL^ ç W,

ç(u(î^i 0 z^)) = ç(^i 0 î^2).

Les trois premiers cas sont clairs. Le dernier est une conséc[uence des
précédents.

La forme quadratique q existe donc.
— Unicité de q.

Soit g' une autre forme quadratique sur TV ayant les mêmes propriétés
que q. Alors U(Wi) est contenu dans 0(q) n 0(q'\ donc dans OÇq + q ' ) . Or,
q 4- q1 est additive et définit une forme semi-linéaire de V dans F. Si g+g7 est
non nulle, son noyau Ker(g+g') est un sous-espace vectoriel de V stable sous
0{q-\-q') donc sous H H ' . Puisque {H, H ' ) est de type hermitien, Ker^+g7)
est nul. Alors 0{q + g') est {id} (car, pour tout a € 0(g + g'), pour tout
v ç Y, av 4- v G Ker(g + g')). D'où H = H ' = {id} ce qui est impossible. La
forme quadratique g + g' est donc nulle.

La forme g est donc unique et le lemme est démontré.

On en déduit :

LEMME. — Si (H, H') est une paire duaîe de type hermitien de 0(Q), alors
Q est la forme quadratique du lemme précédent. Par conséquent, H = U(}\\)
et H' =U(W^).

La démonstration est analogue à la précédente où Q remplace g' : en effet,
H et H ' sont contenus dans 0(Q) et 0(q) donc dans 0(Q + g).

La deuxième assertion est immédiate d'après i).

Ainsi, les paires duales relativement réductives de type hermitien sont
parmi les paires :
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a (SpWi^SpW^) où Wi est un F-espace vectoriel muni d'une forme
alternée < ,> i non dégénérée;

b (U{W-i),U{W'z)} où Wi est un F'-espace vectoriel muni d'une
forme hermitienne < ,> i non dégénérée et F ' une extension quadratique
séparable de F muni de l'involution r € GîA{F1'/F) \ {id} ;

ç. (^O^i), ̂ (^2)) où T7, est un jD-espace vectoriel muni d'une forme
hermitienne tracique <, >i non dégénérée, et D est un corps de quaternions
sur F muni de l'involution canonique ;

d l'une des trois précédentes où F est remplacé par F, extension
finie de F, à condition que TVi Ço W^ ^ W et la forme quadratique associée
aux formes <, >i soit Q.

Il reste à s'assurer que ce sont bien des paires duales relativement
réductives. On considère la sous-algèbre A de End^ W engendrée par L^W^).
Dans les trois premiers cas, A est contenue dans End^ TVi et son commutant
dans End F W\ est D par le lemme 1.3.

Dans le dernier cas, A est contenue dans Endf TVi et son commutant dans
End je; H7! est encore D par le lemme 1.3.

Par le théorème du bicommutant, A = Endp IVi. D'où

ZEndFU'-(A)=End^T72

et Zo(ç)(^(T7i)) = EiKb W^ n 0(Q) = L'O^).

De même, le commutant de U(W^) est U{W^). On obtient bien des paires
duales relativement réductives.

1.5* Paires duales relativement réductives de type linéaire.

On suppose maintenant que W n'est pas HH'F-simple.
Par hypothèse, il existe un sous-espace vectoriel propre V de W H H ' F -

stable. Comme (H, H ' ) est une paire irréductible, V est nécessairement
isotrope. Posons X = VnV^. Alors .Y est stable sous H H ' et est totalement
isotrope. De même, X± est stable sous H H ' . Soit Y un supplémentaire de
A'1 dans W stable sous H H ' . Alors X 9 Y est stable sous H H ' , et est non
isotrope. L'espace vectoriel W se décompose en (.Y © Y) © (.Y © Y)1, qui est
stable sous H H t ' . Comme (H, H ' ) est irréductible, (.Y © Y)1' est nul. D'où
W = X-ôY et dim.Y = dimY = n. Montrons ciue Y est totalement isotrope.

Le sous-espace Y est nécessairement isotrope sinon W = Y^Y1' et Y.Y1

sont ^fJfF-stables et [ H , H ' ) ne serait pas irréductible.
Alors Y n Y1- est un sous-espace vectoriel non nul, totalement isotrope

et invariant sous H H ' . En remplaçant X par Y n Y1 dans le raisonnement
précédent, on montre que dimV n Y1 = n = dimY d^où Y == Y1.
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II existe donc une polarisation complète de (TV, <, >) stable sous H H ' . Les
groupes H et H ' s'identifient à des sous-groupes de GLX. L'irréductibilité
de (H, H ' ) exige que X ne possède pas de sous-espace vectoriel propre stable
sous H H ' . En particulier, X' == {x ç X,Q(x) == 0} étant un sous-espace
vectoriel stable sous HH\ est {0} ou X.

Si X' = {0}, un élément u de H H ' est trivial sur -Y (car u(x) — x ç. X est
singulier) donc aussi sur Y : H = H ' = {id}. Ce n'est pas une paire duale.

Si X' = A', Q est déployée et ( H ^ H ' ) s'identifie à une paire duale
irréductible de GLX. D'après le lemme 1.2, il existe une décomposition de
X en produit tensoriel

X ̂  A'i ^)D A'2
où Xi est un P-espace vectoriel et D un corps contenant F dans son centre,
telle que

H = Endû A'i H GLoX = GL^X^ et H ' = End^ X^ H GLX = GL^X^

Réciproquement, nous supposons que Q est déployée et que H == GLr)X\^
Hf = GLr)X'î pour une décomposition en produit tensoriel d'un sous-espace
vectoriel singulier X. de dimension maximale.

Déterminons le commutant ZO{Q)(H) de H dans 0{Q).

LEMME. — Avec les notations précédentes, le commutant de H est :

0(Q) si F = FS et dimF.Yi = 1

SpD(X2 -r A'2*) si F == FS et dimp A'i = 2

GL^^X'-î) sinon.

Démonstration : L'action de H sur W définit une représentation semi-
simple de H dans TV. On a

TV c^ in^X-^ 9 in^X^

où A'i est la représentation naturelle de GLr)X\ dans A'i, A'j^ sa con-
tragrédiente et 7722 = dim^A'2.

Un élément g de Z O ( Q ) ( H ) est un isomorphisme de cette représentation
dans elle-même.

Si .YI et X^ ne sont pas isomorphes, g laisse stable les composantes ^A'i
et m^X^. L'élément g est donc un élément de GLX C 0(Q). D'où

ZO^W^ZGLXW^H'.
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Si X\ et X^ sont isomorphes et si r est un isomorphisme entre X\ et X^
alors, pour tout A G -Fx, on a

T o A?'d = \^lido r.

Donc tout élément de F^ est de carré 1. Le corps F est nécessairement F^.
On suppose donc F = F 2 et on pose

7721 = dimz; A'i, d = [D : F^} et K = F^,.

Le groupe K s'injecte dans GL[)X\ c^. GL(m^,¥^d). Les restrictions de X\
et X^ à K sont encore isomorphes. Soit P^ une clôture algébrique de F2.

Comme A'i est isomorphe à A'j", A'i 0^2 F 2 ̂  isomorphe à A'f (^'p^ Fs.
Maintenant, Xi (^p^ F 2 est une somme de caractères a de 7l" et X^_ est
nécessairement la somme des cr~1. Il existe donc un entier r, 0 < r < m-^d
tel que, pour tout x ç. K, x^^ = 1, c'est-à-dire que 2m:ld - 1 divise 'f 4-1.
On en déduit que m\d = 1 ou 2, i.e. D = Fs et dimp^ '̂i == 1 ou 2 ou bien
D = F4 et dimp, A'i = 2.

Etudions donc ces trois cas :

• Quand D == F^ et dim^ A'i = 1, H est {îd} d'où iî' = 0(Q).
• Quand -D = Fs et dim^ A'i = 2, A'i et Xf sont isomorphes et W

s'identifie, comme Jf-module à

T7^Xi0F, (X^-BX^)

L'espace vectoriel X^^X^ est muni d'une forme alternée et H = GL(2. F^) =
5p(2,F2). Le commutant de H dans 0(Q) est donc Sp(X^ 0 A'.|) d'après
l'étude du paragraphe précédent.

• Quand D = F4 et dimp^ A'i = 2, on considère un espace vectoriel
V sur F4 de dimension 2, muni de la forme q[uadratique ç, non dégénérée.
non détective d'indice 1. En choisissant une base hyperbolique (e,/) de Y,

on identifie H au sous-groupe de 0(q) formé des ( „ _i ) , a 6 F^. Or

û(î)est{(^ ^).(^ ^yaeF^donc^O^).

Le commutant de H contient donc Sp^^{X-2 ̂  Xî).
Réciproquement, soit (e i , . . . .e,^) une base de X'^ sur F4 et

(e-i , . . . , e-n^) la base duale dans Xî.
On considère la base hyperbolique (e, ,çe, : ,çe_^e_^) de Î7 sur F-j.

Soit û == ( j . On note A^ (resp. .4^-1 = A^1 ) la matrice 2m2 x 2/7M,

diagonale par blocs dont les m^ blocs sont égaux à a (resp. a~1) .
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En tant que sous-groupe de 0(Q), F^ s'identifie à

ïid (Aa ° ^ ( A û - 1 0 ^11
I'HO A^H 0 A^j}-

Soit ̂  ^ j un élément de 0(Q) qui commute avec F^. Alors

(11) a^+cb^id
et

fA^=.A. U^c=cA.

[A^=6^1 ^A^^A^

En décomposant a,b, cet d en blocs 2 x 2 : a == (a^), b = (^-), c = (c^-),
c? = (rffj) , (12) équivaut à : pour tout (i,j)

1) dij et d^- appartiennent à {0, id,a,a~1},

2) 6,, et c^ appartiennent à {o, ̂  ^ ,Q ^,Q ^}.

Ainsi, pour tout (z , j ) , Œ^- est une application Fs-linéaire de P^ej dans
P^ei telle que a^(e^) = 0 ou e^- ou çe^- ou <^- et ciij{çej) = 0 ou çei ou ce,
ou Ci respectivement. Donc a,ij est la multiplication par un élément de F4.

De même, &^-, cij et d{j sont des multiplications par un élément de F4.
Ainsi a, &, c et d sont à coefficients dans F4 et (11) implique que

(^ S)^PF.(A'2©A^).

Les résultats du lemme sont. donc démontrés.

On en déduit que (GI^A'i.GZ^A^) est une paire duale relativement
réductive de 0(Q) sauf si F = Fs et dirn^ A', <, 2, i = 1 ou 2.

On connaît désormais toutes les paires duales relativement réductives et
irréductibles de 0(Ç). On reconnait celles qui sont réductives grâce à la
remarque 1.1.

Ceci termine la démonstration de la proposition 1.1.
Remarque : II est clair que, si (H, H ' ) est une paire duale réductive de

0(Ç), les groupes H et H ' sont réductifs.
Si (H, H ' ) est une paire duale de 0(Ç), telle que H et H1 soient réductifs,

alors (H, H ' ) est relativement réductive.
En effet, l'hypothèse "W ff^'F-semi-simple" n'intervient, dans la dé-

monstration précédente, que pour déterminer les paires duales de type
linéaire. Dans ce cas, un argument analogue à celui de [8, Ch. I, 19] utilisant
l'hypothèse '-H et H ' réductifs" fournit le même résultat.
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§ 2. Paires duales réductives du groupe pseudosymplectique
Afin de développer une théorie analogue à celle de R. Howe en ca-

ractéristique différente de 2, il nous faut déterminer les paires duales
réductives d'un groupe pseudosymplectique (cf. I).

Ce paragraphe est consacré à la résolution de ce problème.
2.1. Réduction du problème

Les notations sont celles du §1.1.
Soit (G, G') une paire duale de PsB. On note G (resp. G') la projection

de G (resp. G') sur 0(Q).
DÉFINITIONS :
La paire duale (G, G') est réductive si W est GG ' F absolument semi-

simple.
La paire (G, G') est irréductible s'il n'existe pas de décomposition de W

en somme orthogonale stable sous GG'.
PROPRIÉTÉS. —

a. Toute paire duaîe (resp. paire duale réductive) est produit de paires
duales (resp. réductives et) irréductibles de PsB.

b. Restriction des scalaires : Soit E une extension séparable de F.
Soit t : E —> F un homomorphisme F-linéaire tel que la forme biîinéaire
(x^y) i—> t(xy) soit non dégénérée. Supposons W muni d'une structure de
E-espace vectoriel et soient Q' une E-forme quadratique sur W et B' une
forme biîinéaire définissant Q1 telles que

t o Q ' = Q et t o B ' = B .

Si (G, G") est une paire duaîe réductive et irréductible, non triviale de PsB'
alors (G, G') est une paire duale réductive et irréductible de PsB.

Démonstration de a. : Soit (G.G') une paire duale de PsB. Si elle n'est
pas irréductible, on considère une décomposition de W en somme orthogonale
stable sous GG' : W = TVi 9 W^.

Pour i = 1,2, on note B{ la restriction de B à W, x TV,, Qi celle de Q à
Wi et PsBi le groupe pseudosymplectique au-dessus de 0(Qi) relatif à Bi.

Soit G, = {(aiH.,,/|^),(a,/) e G} et G\ = {(a^f\w^. (cr.f) e G'},
i = 1,2. Alors G (resp. G') s'identifie à Gi x Gs (resp. G[ x G^).

Par le lemme 1.1, (G,, G;.) est une paire duale de PsBi et (G, G') est
produit de (Gi, G[) et (Gs, G^).

De plus, si (G, G') est réductive alors TV,- est G, ~G\ F absolument semi-
simple : (G,-,G9 est une paire duale réductive de PsBi.

En itérant, on montre la propriété a.
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Démonstration de b. : Comme E est séparable, l'application F-linéaire de
QaO^E) dans Qa{Wp) définie par :

fCQa{WE)——tofCQaÇWF)

est un isomorphisme. Le groupe P s B ' s'identifie à un sous-groupe de PsB
par : (a,/) i—> Ço-.tof).

Soit (G, G') une paire duale réductive de P s B ' . Montrons que le commu-
tant de G dans PsB est encore G ' .

En effet, si (a', //) est un élément du commutant de G dans PsB, a ' est E-
linéaire (prop. 1.1). Soit (o^/o) un relèvement de a1 à P s B 1 ' . Alors tQ Î'Q-\- f
est additive, et d'après ce qui précède, il existe fa € ôaO^E) telle que

t o / o + / / = t o / , i.e. / ' = = t o ( / o + / a )

L'élément (<7',/o + /a) appartient donc au commutant de G dans P s B '
c'est-à-dire G ' . Q

Sous certaines hypothèses, on construit des paires duales réductives et
irréductibles de PsB à partir de celles de 0{Q). En effet, on prouvera en 2.2i

LEMME 2.la. — Si (G, G') est une paire duale réductive et irréductible de
PsB,il existe une paire duale, relativement réductive et irréductible de 0{Q),
notée (Jï.Jï'), telle que :

G C H et G' C H ' .

En imposant que G soit isomorphe à un sous-groupe de 0(Q) (i.e. G) et
ciue G soit exactement jEf, on identifie des sous-groupes G possibles. Puis
en calculant les commutant et bicommutant de chacun de ces sous-groupes
(§2.3), on démontre :

PROPOSITION 2.1b. — Les paires suivantes sont duales, réductives, irréduc-
tibles et non triviales dans PsB :

1. Avec les notations de l'exemple 1 § 1 . 1 , si W est identifié à W et
que Q = Q',

a. la paire (SpW^.SpW^) si Wi est un P^-espace vectoriel de di-
mension 2, i = 1 ou 2.

b. Sinon, la paire (Sp\V\^0(q^)^) où q-^ est une forme quadratique
sur W^ dont la forme alternée est <, >^.
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2. Avec les notations de l'exemple 2 § 1.1, si W est identifié à W" et
que Q = Q", la paire (L\W^), U(W^)).

3. Avec les notations de l'exemple 3 §1 .1 , si W est identifié à W " ,
que le centre de D est une extension séparabîe de F et que Q = Q ' " , la paire
{GLoX-i, GLoX^) sauf si F = F2 et dimp Xi <, 2 pour i = 1 ou 2.

4. Les paires précédentes dans un groupe pseudosympîectique Psb,
défini sur une extension finie séparabîe E de F.

La démonstration décrit précisément les groupes qui interviennent dans
chaque paire duale (Cf.§2.2).

D'autre part,

THÉORÈME 2.1c. — Soit (G,G') une paire duale réductive et irréductible
de PsB.

i) Ou bien, (G,G') est triviale c'est-à-dire de la forme ({(zd,0)},PsI?)
ou, quand W est un plan , (Qa(^V), Qa(^V)) ;

ou bien, G et G' sont isomorphes à des sous-groupes de 0(Q).
iï) On suppose que (G^G') n'est pas triviale. Alors, H1(GG , Qa(^V))

est nul.

COROLLAIRE 2.1d. — -5'% (JC, K1) est une paire duale, réductive et irréducti-
ble de PsB alors toute paire duaîe réductive et irréductible, non triviale,
(G, G') telle que

G C ~K et 'G' C ~K1

est de la forme : G = sKs~1, G' = sJC^"1 pour un s € QaO^)-

Par conséquent,

THÉORÈME 2.1e. — Si {G, G') est une paire duale, réductive et irréductible
de PsB alors {G, G') est triviale ou apparaît dans la liste précédente.

2.2. Construction de paires duales réductives et irréductibles
de PsB

Montrons tout d'abord le lemme 2.la. __,
On différencie deux cas selon que W est ou n'est pas G G F-simple.

Premier cas : W est G G F- simple : (ZO(Q)ZO(Q)(G), ZQ^Q)(G)) est une
paire duale de 0(Q) telle ciue

G C ZO{Q)ZO(Q}{G} et G' C ZO(Q)(G).
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Elle est donc irréductible, de type hermitien donc relativement réductive (cf.
§ 1.5). Cette paire duale convient.

Deuxième cas : W n'est pas G G -F-simple. Il existe un sous-espace vectoriel
X qui soit G G -F-stable et non nul. Quitte à considérer XnX1' au lieu de A",
on peut supposer que X est totalement isotrope. Par le même raisonnement
qu'en 1.5, on prouve que G et G s'identifient à des sous-groupes de GLX^ qui
commutent entre eux et que X est de dimension maximale. Comme (G, G')
est irréductible, X est G G F-simple. Donc X est sing-ulier ou de dimension
1 et non singulier.

Dans le premier cas, il existe une décomposition de X en produit tensoriel,
X c^ A'i <^)D X^, D contenant F dans son centre, telle que

GcGLoX^ G' cGLoX^.

Si (GLr)X^^GLr)X^} est une paire duale, elle convient. Sinon, on prend
H = 5p(2, F2) et H ' = 5p(n, Fs) (cf. § 1.5).

Dans le deuxième cas, G G est réduit à {id}. La paire duale réductive
triviale convient.

Le lemme est donc établi.

Revenons maintenant à la construction de paires du aies réductives. On
distingue trois cas selon la nature de H : unitaire, symplectique ou linéaire.

Les notations sont empruntées au paragraphe 1. On note Gf le commutant
de G dans PsB.

Remarque : Soit B' une autre forme bilinéaire définissant Q. Si l'on
détermine une paire duale réductive et irréductible (G, G ' ) dans PsB1^ on
obtient une paire duale réductive et irréductible de PsB en prenant les images
respectives de G et G1 par un élément de IÇB^B) (Cf.I.1.3).

Cas unitaire : Dans ce cas, -B est, à une forme alternée près, la forme bilinéaire
B" définie par

B"(lL\ 0 1^2, w[ (^ W'^) = tr^\F(£, < w!- wf! >1< w^ ^2 >2)

où ç est un générateur d'une extension quadratique séparable de F contenue
dans D.

On peut supposer B == B7'. Le groupe G = {(a- (5)^ K^,O),O- ç UÇW^)}
est un sous-groupe de P s B " . Calculons G ' ' .

Soit (cr',/') ç G". Comme G C U(W^), f est nécessairement additive et
invariante sous G.
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Soient {e^, 1 ̂  i< n} une base orthogonale de W\ et Si une quasi-symétrie
de vecteur C{ différente de l'identité. Puisque (a',/') commute avec S{ pour
tout i G {1, • • • , n}, on obtient :

f'((si 4- ^)Cî ^) w) = 0 pour tout w G W^ et tout z e {1, • • • , n}

4^ /'(e, 0 w) == 0 pour tout w ç. W^ et tout i ç. {1, • • • , n} car {s{ + id)ei
est colinéaire à Ci , non nul (5i 7^ zd)

^ /' = 0 sur 17.

Ainsi G1 = {(a, 0), a € ^(T^)}.
Par symétrie des rôles de G et G', le bicommutant de G' est G : (G, G1)

est une paire duale de PsB.
Cas sympîectique :Alors, B est, à une forme alternée près, la forme bilinéaire
B' définie par :

B\W\ ̂  U'2, Zv[ 0 W^) == &l(wi, w[) < W2, U'2 >2, Wi, W\ ç. Wi,

où &i est une forme bilinéaire définissant <, > i.
Notons ci la forme quadratique définie par &i. On choisit &i pour que

0(çi) contienne un élément <7 tel que (a + ?^) soit inversible.
Considérons la forme bilinéaire b définie par :

6(t^l 0 Z^2, ̂  (H) ^2) =< î^l, î̂ 'i >l &2(^2/^2)

où &2 es^ une forme bilinéaire définissant < , >2- Alors b + B' est alternée.
Comme H se relève à Psb par cr i—^ (c^O), il se relève à PsB' par
a i—> /?((7,0) où /5 6 Z(&,B'). Les sous-groupes de PsB' obtenus sont :

Gq, = {(a ^F idw.Ja) € PsB'\(7 ç. SpW^

et jfcr(^l ^ ^2) = (&l(^^l,CT^l) + ^l(^l, ^l))ç2(^2)}

où 92 parcourt l'ensemble des formes quadratiques sur 1̂ 2 dont la forme
alternée est < , >2.

Calculons maintenant le commutant G' de G = Gq^. Nécessairement, G
est contenu dans SpW^. Soit (a',/') e G ' . Alors
(13) /' est additive car G' C PsB,

(14) /' + ïa ' o 1 = f<r + // • (7 pour tout (a, /<,) E G

i.e. /'((a + 1)^1 0 W2) = (^i(<7îi'i,au'i) + ^1(^1, wi))^^'^) + 92(^2))-
u', e Wi, a ç 5pT7i.

En particulier, si a ç: 0(çi) C 5'pTVi,

/'((a + id)u^ 0 îi^) = 0.
Donc. grâce au choix de &i, /' = 0.
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• Si F 7^ F2 ou dimpTVi > 2, il existe un élément a ç. SpW\,
n'appartenant pas à 0(çi). On déduit alors de (14) que a ' ç 0(92).

Ainsi G' C {(a'.O),^ € 0(ço)} C G" d'où régalité G" = {(a'.O),^ ç
Û(Ç2)}.

• Si F = F2, et dimpTyi = 2, G' C {(cr'.O),^ e ^pT^} C G', donc

^^{(cr'.O^G.SpWj.

Calculons G", le commutant de G'.
• Si F 7^ F2 ou dim^TVi > 2, G est contenu dans Zo(Ç)(0(ç2))-

On déduit du lemme 1.3 que Zo(ç)(0(ç2)) est SpW\ si (W^ç^) n'est pas
un plan hyperbolique sur F2 et qu'il contient SpW\ et 0(92) dans le cas
contraire.

Dans le premier cas, on déduit que G = SpW-^. Soit (cr, /) € G " ' . Alors

f^fa+fa, faÇQa(W,)

et fa ' ^ = fa pour tout cr' 6 0(ç2) i-e. /a = 0.

Donc G" = {(a, fa\ cr € ^TVi} == G.
La paire (G, G') est duale.
Dans le deuxième cas, G" contient G et 0(q-^). De plus, 0(92) permute

les deux copies de W-^ : il n'est donc pas contenu dans G. Ainsi

G" ^ G

et on n'obtient pas de paire duale.

• Si F = F2 et dimTVi =2 , G' == 5pî72 a pour commutant 0(çi)
et 0(çi) = SpW-i d'où (5pH''i,5pTV2) est une paire duale.

On a donc les paires duales :

(Spq^W^.OÇq^)) où \V\ n'est pas un F2—espace vectoriel de dimension 2
et (W^Ç2) n'est pas un plan hyperbolique sur F2

(^Sp^Wi, SpW^) où TYi est un F2—espace vectoriel de dimension 2.

(7a5 linéaire : Alors, notons Y un sous-espace vectoriel singulier de dimension
^, supplémentaire à .Y et B ' " la forme bilinéaire définie par :

^''(.r+î/.^+^^.r.^, ^,^€.Y, y^' ç Y.
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La forme B 4- B " ' est alternée. On peut la supposer nulle.
Soit G = {(cr,0),<7 € GLoX-i}. C'est un sous-groupe de P s B ' " . Alors G'

est contenu dans GL^X^. Donc (cr, /) € G si et seulement si

f a e G'IpA'2

[ / est additive et invariante sous G.

Or G agit transitivement sur .Yi et X{. La forme quadratique / est donc
nulle sur chaque copie de A'i © X{ donc / est nulle sur W. D'où

^=={((7,0) , açGLDX^}.

Par symétrie, le commutant de G' est G. On obtient donc une paire duale
de PsB sous les hypothèses de la proposition 1.1.

La proposition 2.1& est la synthèse des résultats obtenus au §2.2.

2.3. Démonstration du théorème 2.1c et de son corollaire

i) On démontre tout d'abord le

LEMME. —
1. Si K est un sous-groupe de PsB, K H Qa<JV) est un sous-groupe

distingué de K et un s ous-K-module de <3a0^)-
2. Si un sous-groupe K' de PsB commute avec K, alors K est

contenu dans Ç) 0(fa) et K H Qa(W) est un sous KK' -module de
fa(=Kr\Qa(W)

Qa{W). Si, en outre, (K.K1) est une paire duale, KïïQaÇW), K'F\ Qa^V)
et KK' n Qa{W) sont des KK' F-module s.

En effet, K n Qa{W) est un sous-groupe distingué de K car Qa(W) est
distingué dans PsB.

De plus, le conjugué de (id, fa) € AU Qa(W) par (cr,_/) € K est (id, fa •cr)
qui est encore dans Kr\Qa(W) : K'HQaÇW) est un sous A'-module de Qa^V)'

Soit (o-',/') € K ' . Si (id,fa) € K, (cr^f) commute avec (id.fa) i.e.

fa'^= fa

donc 'K1 C n0(/û), où fa parcourt Q^W) H A'. __
Par conséquent, KnQa(W) est stable sous l'action de KK i.e. A'nQa(TV)

est un KK -module.
On suppose que (A', A'') est une paire duale. Si À € F et / e A' n Qa(^ ),

(id,\f) commute encore avec A'' : (id, \f) est un élément de Qa(W) H K.
Donc K H Qa(W) est un ~K A'F-module. De même, K ' H Qa{W) et KK1 n
Qa(W) possèdent une structure de A A' F-modules. Q
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Soit {G,G') une paire duale réductive et irréductible de PsB. On re-
marque que les sous-G G'F^modules de Qa(W) sont en bijection avec les
sous-G G'F-modules de W ou W © W suivant que F est fini ou local. Cette
correspondance est donnée par :

(15)
si F est fini,
fQa(W) —— W

\ f i—> v tel que /(w) =< w, v >2 pour lu ç. W

si F est local,
Qa{W) —> Tvew

/ i—> vi 4- v'2 tel que f(iu) =< w, L'i >2 +TTF < zi», 1:2 >2

pour w ç TV et TT? une uniformisante de -F.

D'après le lemme précédent, GG' n Qa(^V) est un sous GG'F-module de
QaO^)- S'il est nul, G et G7 sont isomorphes à des sous-groupes de 0{Q).

Sinon G H Qa(W) ou G'n Qa(TV) n'est pas nul : supposons, par exemple,
que G H Qa{W) soit non nul. Alors G n Qa(T7) contient un sous-GG'F2-
module simple de SaO^)? formé de formes quadratiques additives invariantes
sous G . Par (16), ce sous-module correspond à un sous-G G'F-module simple
N, de W ou W 9 W, selon que F est fini ou local, formé d'éléments invariants
sous G .

Si W est G G F-simple alors N est isomorphe à W et G' est trivial. Si
G' H QaÇW) est nul, (G, G') esUa paire {PsB, {{id, 0)}). Sinon, par le même
raisonnement, on montre que G est {id}. La paire (G, G') est donc une paire
duale du groupe abélien Qa(W) donc G = G' = Qa(W)' Elle est irréductible
si et seulement si W est un plan (sinon W est somme orthogonale de plans
stables sous G G = {id}.).

Si TV n'est pas G G F-simple, il existe un sous-espace vectoriel X de W,
totalement isotrope de dimension maximale, G G F-stable et G G'F-simple
(Cf. §2.2,démonstration du lemme 2.1.a). Par conséquent, W est somme de
composants simples X ou .Y*.

Ceci entraîne que tout élément de G' est trivial sur .Y ou .Y*. Donc, G'
est réduit à {id}. On conclut comme au cas précédent.

ii) On note (H, H ' ) une paire duale relativement réductive et irréduc-
tible de 0{Q) telle que

GCH et G ' C H ' .
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LEMME a. — Si le centre de ~G 'G1 n'est pas trivial, alors H^ÇG G', Qa(W))
est nul.

Démonstration : Montrons que, quel que soit l'élément g du centre Z de
G G distinct de id, (g + id) est inversible.

Soient g un tel élément et V = Ker(^+ id). Le sous-espace vectoriel V est
stable sous G G" et strictement contenu dans W. D'après ce qui précède, V
peut être {0} ou un sous-espace vectoriel totalement isotrope de dimension
n. Dans ce cas-ci, g serait trivial, donc V est nécessairement nul : (g + id)
est bien inversible.

Par un argument standard, on obtient : H^{Z, Qa(W)) = 0. On en déduit
le lemme en appliquant la suite de Hochschild-Serre [13].

On suppose désormais que le centre de G G (qui contient ceux de G et
de G ) est trivial.

LEMME b. — En tant que groupes, H1 (G G , (3a(TV)) est isomorphe à
(H^G^W)0')^^.

Démonstration : On applique la suite de Hochschild-Serre au groupe G G
et à son sous-groupe distingué G :

0 —^ H\G\ Qa^vf) -^ H\GG\ Qa(W)) -^

H\G, Qa{W)f' -^ H\G'. Qaiwf)

où l'action de G sur H1 (G, Qa(W)) est donnée par :
si <j' e G et d ç, Der (G, Qa(^Q)î alors a ' ' d est l'image de la dérivation

a ̂  (d(a)) • a ' dans H1 (G, Qa(W)) ;
et où r est l'homomorphisme induit par la restriction :

a ç Der(GG\ Qa{W)) —— c^ e Der(G. Qa(W)).

Or, pour toute forme quadratique / de Qa^)0' (K^/) commute avec G
donc appartient à G' : par z) , QaO^)0 ^st nul. D'où

H\GG'. Qa(W)) ̂  H^G. Q^W))0'.

De plus, Qa{^V) c± W ou W © W selon que F est parfait ou non, et
G G respecte cette décomposition, donc :

H^G.QaÇW))0' ^ (H^G.W.f')^''^.

D
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Montrons donc que H^-ÇG.W)01 est nul. On distingue deux cas suivant le
type de (^JT).

1. {H, H ' ) est de type hemûtien : il existe une décomposition de W
en produit tensoriel hermitien : W c^ TVi Ç^D ^2 telle que

GCH ==^(TVi),

G' C H ' = U{W^}.

D'où,

H^G.W)0' ^ ^(G.lVi ^D W^' ^ H\GW ^D ̂ f.

On conclut par :

LEMME c. — W?1 = {0}.

Démonstration : II suffit de remarquer que :
- l'irréductibilité de (G, G') implique que G' ne laisse stable aucune

décomposition en somme orthogonale de W^.
- l'action de G sur W^ est semi-simple.

Si Wf' est non nul, un raisonnement analogue à celui du § 1.5 démontre
l'existence d'une polarisation complète de W^ stable sous G : W'^ == ̂ œ^.
où A'2 C Wf'. En outre, tout élément a1 de G' agit trivialement sur A'2,
donc sur W^. Par conséquent G' est {(îd,0)}, ce qui est exclu. Q

2. (^^/) est de type linéaire : soit X©V une polarisation complète
de W stable sous ~G~G1. Alors, ^(GJV)^ s'identifie à deux copies de
^(G.X)01. Comme précédemment, il existe une décomposition en produit
tensoriel de X : X c^ .Yi 0o X^ telle que G C GZ^Xi, G C GLoX^.

Donc _ _^
Iî1 (G, A' )^ ^ 7ï1 (G, Xi ) 0D A^.

L'irréductibilité de (G, G7) implique ciue Xf est nul ou A'2.

Si Xf = A'2, G' = {(^,0)}. Ce cas est exclu.
Si Xf = 0 alors H^G.X)^' = {0}.

Ceci termine la démonstration du théorème.
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Démonstration du corollaire '.
S'il existe s G Qa(W) tel que G C sKs~1 et G' C 5A''5~1 alors

G = sKs~1 et G' = ^A'^"1 (car (G*, G') est une paire duale).
Par hypothèse, tout élément g de G G s'écrit : g = k - (î'd, 6 (g)), k ç. K K ' ^

6(g) € Qa(^V)' Alors 6 définit une dérivation sur G G à valeurs dans Qa(W).
Par le théorème précédent (iii), 6 est nécessairement intérieure : il existe
/ 6 Qa(W) telle que :

VaeGG' , 6 (a )=/ . (a4- l ) .

Alors 5 = (z'd, /) convient. []

2.4. Démonstration du théorème 2.1e
On peut supposer que (G, G") est une paire réductive et irréductible non

triviale de PsB.
Soit (H, H ' ) une paire duale réductive de 0(Q) telle que :

G C H et ~G' C H ' ( lemme 2.la.).

Si (H, H ' ) n'est pas {SpW^.SpW^) alors par le corollaire 2.1d, (G, G7) est un
des relèvements de {H, H ' ) à PsB décrits dans la proposition 2.1&.

On suppose donc que H == SpW\ et Jï7 = iSpïys. Grâce au corollaire 2.1d,
il suffit d'établir le

LEMME. — Si G C H et ~G' C H', alors G C û(çi) ou G' C O(q^) pour
une certaine forme quadratique qi sur Wi, dont la forme alternée associée
est<,>i.

Démonstration : Montrons d'abord que SpW^ ==U 0(ç) où q parcourt
Q

l'ensemble S des formes quadratiques sur W^ dont la forme alternée est <, >2.
Soit a ç. SpW^. On choisit une base (e i . . . ,e^) de W^ telle que

(er+iî • • • ,em) soit une base de Ker(l 4- cr). La matrice de (a - id) dans
cette base est de la forme

m = ( S [ 0 ) où S est une matrice m x r de rang r.
r rn—r

On note Ss la matrice obtenue à partir de S en élevant chaque coefficient
au carré. Alors, ^2 est de même rang r que S puisque, pour toute matrice
carrée M^ on a

dét M2 = (dét M)2.
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Si q ç. E^ q est invariante sous a si et seulement si

Vz e {!,..., m}, ç(cre,) = ç(e,)

( ç(ei)\ /ûi\
i.e. ^2 • ; = ( \ j où les ai ne dépendent que de a.

ç(enz)/ Va,/

Or le système
^i \ /û i '

^

< 3;̂  / \ Qr

possède au moins une solution : il existe donc q 6 £ telle que a 6 0(q).
D'où, 5pTV2 C U 0(q). L'inclusion inverse étant claire, on a l'égalité.

qç.£

Ainsi G' = U G^ avec Gç = G' H 0(ç).

Quitte à transporter la situation par un isomorphisme convenable, on peut
supposer B = b\ <, >^ où &i est une forme bilinéaire définissant <, >i.

Soit ç ç <?. Le groupe ĵ̂ IVi • 0(q) se relève à PsB par :

f (a,0) si a€0(ç)
ah-^ l^/ç.a) si aCSpW^

OÙ fq,a(wi ^> ^2) == (^l(<7^1,CT^l) + ^l(^'l,^l)) • ç(^'2).

On a alors deux relèvements de G G à PsB puisque G G est un
sous-groupe de G G (qui s'identifie à GG') et de SpW^ - 0(q). Ces deux
relèvements diffèrent d'une dérivation de G Gq à coefficients dans Qa(^V)
que l'on note dq. De plus, par la suite d'Hochschild-Serre appliquée à G Gq
et son sous-groupe Gç, nous obtenons :
(16)

0 -^ H\G^ Qa{W)Gt.) —. H\GG^ Qa(W)) —. H\G'\ QaÇW^ = 0

Première étape : Supposons que QaÇ^V)0'1 = 0. Alors, dq est intérieure et,
quitte à conjuguer G G' par un élément de Qa{^V), on peut supposer dq = 0.

Si G' = ~G'q alors G' C 0(ç) et le résultat est établi.
Sinon considérons un élément a ' de G \ Gq et la forme quadratique

q' = q . o-7. Soit (a', //) l'élément de G' au-dessus de a'. Il commute avec
G, d'où

VaGG, /^ .a+/ /=/ / •a+/^
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ce qui équivaut à

Va ç G, Vw, ç TV,, &i((7Wi,awi)(ç(or'u-2) + 9(^2)) + f\crw^ ^ w^)
= &l(wi,Wi)(ç((7'U-2) + Ç(î^)) + /^'l ^ ^2).

En choisissant u?2 G H^ tel que qÇa'w^} + ç(u-2) 7^ 0, on définit une forme
quadratique ci sur W^ par

îl(u!l) = g^Kg^/^'10 W2) + &l(îr1'wl)-
Sa forme alternée est < , >i et son groupe orthogonal contient G. Sous notre
hypothèse, le lëmme est donc établi.

Il reste à prouver l'existence d'une forme quadratique q de E telle que
QaÇW)0'! = 0. Pour cela, il suffit de construire un élément a ' de ~G1 tel que
id + o ' soit inversible.

En effet, si G contient un tel élément a', on choisit q ç. S invariante sous
<j'. Alors

QaÇW)0. C QaÇWy1 = {/ G Qa(W) [ / = 0 sur TVi 0.1m(^+ cr')} = {0}.

La forme quadratique q répond donc au problème.

Deuxième étape : Construction de a ' .
Nous ne considérons désormais que les formes quadratiques q ç. E telles

que Gq -^ {id}. Nous notons Wq le sous-espace de W^ engendré par les
ïm(id+ cr) quand a parcourt Gq (Wq est donc non nul).

Remarquons que si Wq est ç-singulier ("totalement isotrope" suffit), Wq
est contenu dans Wq- = FicreG' Ker(î'd + o-) car Gç C SpW^. Ainsi, tout
élément de Gq est d'ordre 2.

Par conséquent, si pour toute forme quadratique q ç E, Wq est singulier.
G ne contient que des éléments d'ordre deux : il est donc commutatif. Tous
ses éléments non triviaux conviennent car Ker(?'d + a') est un sous-espace
vectoriel propre de W'2 stable sous G : il est donc nul.

Supposons qu'il existe une forme quadratique q 6 E pour laciuelle Wq n'est
pas singulier. Soit u ç. Wq tel que q(u) ̂  0 et r la transvection ç-orthogonale
de vecteur u. Montrons que r appartient à, G c'est-à-dire qu'il existe un
élément (r,/) de PsB ciui commute avec G.

D'après (16), G = {(a, fq^ + <5g(a^+ fq • (cr + id)), a ç G} où 6q est une
dérivation à coefficients dans Qa^W)0^ et fq ç Qa(W). Quitte à conjuguer
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GG', on peut supposer fq nulle. Alors, r se relève à P^B en (r,0). Montrons
que (r, 0) commute avec G.

En effet, puisque QaÇW)01. = {/ € SaOV) | / = 0 sur T7i ^ TVç}, r agit
trivialement sur SaO^)^. Donc

V(<7, /ç,a + (5ç((7)) € G, (T, 0)((7, /ç^ 4- <W) = (ï(7, /ç^ . T + ̂ (â) . ï)

= (^T, A,a + W) = ((7, /ç,^ 4- W) . (T, 0).

Ainsi r ç G .

Puisque G ne laisse stable aucun sous-espace vectoriel non trivial de W^, il
existe (m-1) éléments (71,0-2, ...,cr^_i de G7 tels que (u.cr^u^a^u, ...,(7^-1^)
soit une base de W^. Pour î = 1,..., m-1, notons r, = cr^rcr^1 la transvection
de vecteur aiu (ri ç. G ) et posons cr' = Tm-i7m-2...nT. C'est un élément de
G1. De plus, O-' + îd = (ï,n_i 4- 2'd)(Tnz-2...TlT) + (ïm-2 4- zd)(T^-3...TlT) +

•••+(Ti+îc?)T4-(r+^), chaque application linéaire Ti-\-id ayant pour image
la droite engendrée par 0'iU. Donc

Ker((7' + id) = ?) Ker(ïi 4- id) n Ker(r 4- id) = 0.

§3. Restriction de Pextension métaplectique aux paires duales
réductives
_Si G est un sous-groupe de PsB, on note G son image réciproque dans
PsB.

3.1. Réductions du problème

i) D'après l'étude faite au paragraphe 1 § 2, l'extension métaplectique
n'est pas scindée au-dessus des paires duales triviales.

h) Supposons que (G, G') soit une paire duale réductive, obtenue par
restriction des scalaires. Il existe donc-une extension convenable E de F, un
homomorphisme tr : E —> F tels que :

- la forme bilinéaire ( x , y ) i—> tr(xy) soit non dégénérée.
- W est muni d'une structure de jE^-espace vectoriel et d'une forme

bilinéaire BE telle que ^r o BE = B.
Soit -^E le caractère de E défini par C'E = '̂ o tr. Alors

^E o BE = '0 o B
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et en utilisant le modèle décrit en 1 §2.2, nous allons montrer que :

r^ = r^\psBE

où r^ (resp. r^) est la représentation métaplectique de PSËE (resp. PsB)
relativement au caractère ̂  (resp. ^).

Démonstration : On définit le caractère ^x E du sous-groupe X x E de
^(B£) par :

^Y,£((^,0)) == ^((^O)) pour tout x G X

^ ^Y,E((0,f))=^(f) pour tout t G j ^ .

Alors

(PïÇX^x) ^S(Y)-^ ^{X^x,E)

\ ^ 1—> Ç1 telle que ^ ( x - ^ y . t ) = ̂ (x+îj.trt)'

On note i cet isomorphisme. Il entrelace les représentations r^p^^ et r^.
En effet, soit s = (a,/) ç Pé-B^. On note 5' = ((7,trf) son image dans

P5-B. On a :

{w, e TV/Va: e xnax, ^x,£(^)^,£(^-l^)^(^(^^)) = ̂ E(< x.iu, >)}
= {w,/ ç W/\/x G A'ncrA-, ^Y(.ï)^Y(5•/-l.r)^v(^(^^^)) = ̂ (< ^,î^/ >)}.

D'où si a C StabX, pour tout (j) ç. 7i(X, ̂ y), tout h € H(BE),
r^(s)i(à){h) = ^•((^-l(w,/l)) = p(5/-l(w,(u•.^))) = ^^(^^^(/z).

Si cr ^ StabX, pour tout ^ € 7^(X,^), pour tout ^ ç H(BE), un calcul
analogue montre que : r^^(s)(i((f)))(h) = î(r^(5')o)(/?,).

Ainsi
^f; ° î= ^^IP^BJE:-

Par conséquent sijjimage réciproque de GG' dans PSËE est scindée, elle
l'est encore dans PsB.

Il suffit de considérer les cas où E = F, c'est-à-dire les paires duales
réductives et irréductibles, non triviales et non obtenues par restriction des
scalaires. On les regarde dans un groupe pseudos^-mplectique PsB de notre
choix, le résultat étant indépendant de ce choix. On prend, dans chaque cas,
la forme bilinéaire B définie au paragraphe 2.2.

iïi) La dernière réduction se fait grâce au
LEMME. — Soient K et K/ deux sons-groupes de PsB. On suppose que
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1) K et K1 commutent,
2) pour tout élément (cr,/) € K, la restriction de ̂  Q f à Ker(id+a)

est triviale. ^
Alors K et K' commutent dans PsB.

Si (G, G') est une paire duale réductive, irréductible, non triviale, alors G
et G' vérifient les hypothèses du lemme. En effet, par le choix de B, l'un au
moins des deux groupes, par exemple G, est de la forme G = {(<7,0), a 6 G}.
La condition 2 est satisfaite ainsi que^la première.

Ainsi G et G' commutent dans PsB. Si l'extension métaplectique est
scindée au-dessus de G et de G\ alors elle l'est au-dessus de G G ' .

Il suffit donc d'étudier la restriction de l'extension métaplectiq[ue au-dessus
de chaque composante.

Auparavant, démontrons le lemme ci-dessus. La démonstration est sem-
blable à celle des autres caractéristiques [8, Ch. II].

Dans un premier temps, on définit pour chaque élément s de^ PsB
satisfaisant la deuxième hypothèse, un élément M tel que {s^M) £ PsB.

Dans un deuxième temps, on montre _gue si s ' est un élément de PsB
qui commute avec s alors un élément de PsB au-dessus de s ' commute avec
(<5,M). D'où, le lemme précédent.

Soit s == (o-, /) ç. PsB tel que ^ o / = 1 sur Ker(id 4- cr).
Alors, la fonction w i—> ^(Q(zu) + /(w) + B{aw, w)) est constante sur les

classes modulo Ker(z'd + cr). On définit M comme suit.
Soit dw une mesure de Haar sur l'espace vectoriel T7/Ker(?'d+ a).

- Si F est fini

M - v = / ^(Ç(u')+ < crw.w >)p^{(s -h id)iu) ' vdw, v € V
Jw/KerÇl+cr}

où (s + id)w désigne l'élément 5(w,0) • (w,0) de H(B).
- Si F est local, pour un réseau L de W/Kei(id 4- or), on définit

MLV = / ^'(Q(w)-h < o-w, w >)p^((s + id)w) - vdw, v 6 V
JL

Pour tout v, il existe un réseau Ly de W/Keï(id 4- cr) tel que pour tout
réseau L contenant £y, MLV est indépendant de L. Soit -Y cet élément.

Tout le reste de la démonstration se déroule comme dans [8 Ch II].
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3.2. Scindage au-dessus des composantes des paires duales

Cas de GLX^ et GLX^.
On est alors dans la situation décrite jen 1 §2.2.1. Les groupes GLX^ et

GLX'2 sont des sous-groupes de GLX et PsB est scindée au-dessus de GLX
donc également au-dessus de ces sous-groupes.

Cas de SpW^ et 0(92).
Comme précédemment, OÇq^) est un sous-groupe de GLX. L'extension

métaplectique est scindée sur O(q^). Le même argument est valable pour
montrer que la restriction de PsB à SpW-^ est scindée quand ^2 ^t déployée.

En effet, il suffit de considérer le groupe pseudosymplectique P s B ' où

B'(u'l 0 W2, w[ 0 W'^) =< U'i, w[ >i< X-2, ?/2 >2

avec X^ Œ) Y^ == T^ ^n^ polarisation complète en espaces singuliers,

2 == 3*2 + 2/2- ^2. ̂  e ̂  î/2î ^2 € y2•u?2 = 3*2 + V2 et u?2 == 3*2 + ̂

Alors, -Y' == W\ 0F X'z est singulier et il existe un isomorphisme entre
PsB et PsB1 tel que l'image de SpW\ soit contenue dans G L X ' ' .

Si Ç2 n^est pas déployée, on considère l'espace vectoriel quadratique W^,
somme orthogonale de deux copies de W^, muni de la forme quadratique
déployée q^ telle que, pour tout (u',î</) 6 W^ q'^(w, «/) = Ç2(^0 + Ç2(^?/) =
^(a'*^7) + b^w' ,w ' ) . Le groupe ^pTYi se plonge dans ?5(<, >i 0(^2 © ^2))
en prolongeant chaq[ue élément par (zc?,0) sur le deuxième facteur. D'après
ce qui précède, l'image réciproque de SpW\ dans P6-(<,>i 0(^2 © ^2)) ^st
scindée et par le lemme 1 2.3b, l'extension métaplectique PsB au-dessus de
SpW-i est encore scindée.

Dans tous les cas, la restriction de l'extension métaplectique à Sp\\\.
0(q^) et SpW^ est scindée.
Cas de U(W^) et U(W^

Quand F est fini. cette question a été étudiée par P. Gérardin [5] :
l'extension métaplectique restreinte à U(Wi) est scindée.

On suppose donc que -F est un corps local et on se ramène au cas où TT'i
est un plan hermitien hyperboliq[ue sur une extension quadratique F ' de F
et 1^2 est de dimension 1.

i) W^ est un jD-espace vectoriel muni d'une forme hermitiemie non
dégénérée. L'existence d'une base orthogonale et le lemme I.2.3a permettent
de supposer que dim^) W^ = 1.
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ii) Supposons que D soit un corps de quaternions sur F. Alors W^
s'identifie à D muni de la forme hermitienne : < d,d1 >2= cW où a € F.

Le corps D s'écrit :
^=F(^i)+F(^2

où ^i engendre une extension quadratique séparable de F notée F', et ^
engendre une extension inséparable, quadratique de F.

( . j) __). F '
Soit p : <. . L'espace vectoriel (Wi,p(<,>T, a)) est un

I, X ~r Î/Ç2 1——^ ^
espace vectoriel hermitien sur F' noté W. On a

<>=frj^p(<,>i a)

et Î7(l7i) C ^(TV) C PsB.

S'il existe une section de U{W) dans Î7(W), alors sa restriction à U(W^)
définit une section de U(Wi) dans U(W^) : il sufilt donc de montrer que
U(W1) est scindée au-dessus de U(W).

On suppose désormais que D = F' est une extension quadratique
séparable de F.

iii) En considérant l'espace vectoriel \\\ © IVi muni de la forme
hermitienne

< (w,u^),(v,u') >==< w,v >i + < w'\,v1 >i, w.w'.v.v' € TV'i

et à l'aide du lemme I.2.3b, on se restreint au cas où T7i est hermitien
hyperbolique.

Si W\ est de dimension supérieure ou égale à 4. Alors SU(W-^) est le groupe
des commutateurs de U(W^) [3, p 47-48] et ^(SU^V^), C^ est donc trivial.
On applique alors la suite de Hochschild-Serre à U(Wi) et son sous-groupe
distingué SU(W-^) :

0 _ Iï\F'\^) —— ^(L^UC^) —. H\SL\W^^).

L'homomorphisme d'inflation est : \ i—> \;°(dét, dét). Or, par le théorème 9.5
de [11], SUÇW^) n'a pas d'extension d'ordre 2. Il existe donc un élément
\ de ^(F'1,^) tel que le cocycle c de L'(T7i) s'écrive : c(c7,a') =
/V(dét <7, dét cr'), pour tout a , a ' de U(W-i). Considérons V un plan hyper-
bolique contenu dans W\. Le groupe U(V) s'identifie à un sous-groi^pe de
U(Wi) en prolongeant trivialement chaque élément et la restriction de U(W^)
à U(V) est isomorphe à U(V).
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Si l'extension U(V) de U{V) est triviale alors, pour tout a, a' de ^(V),

c(or, cr') = 1 i.e. ^(dét cr, dét a') = 1

d'où, \ est trivial. Par suke, c est trivial.
Il reste à prouver que U(W^) est scindée quand T7i est un plan hermitien

hyperbolique.

iv) On est donc dans le cas où

W ^ T7i ( ^ F ' F1 ^ TYi

et B(wi.z^) = trF'\F^ < w^w[ > ai), ai ç F et (1,0 est une base de F'
sur F.

Quitte à transformer $ en ^ai et ^ en ̂ -i (prop. 2.la), on peut supposer
ai == 1. 1

Le groupe U(W\) s'identifie au sous-groupe de (71(2, F') engendré par

5.L(2,F)etM={(^ ^i^^F'*}.

Pour que U{W^] soit scindée, il suffit que le cocycle métaplectique c soit
trivial sur 51(2, F) x 5Z(2, F), M x M, 5Z.(2, F) x M et A4- x <SZ.(2, F).

Soit (e, /) une base hyperbolique de TVi sur F'. On note 6 la norme de ç.
Dans la base (e,<^e,<ç/, /), B s'écrit

^((^0. (^)) = •î'1^4 + ^4^1 + (5(^2^3 4- .2^3).) + 4^4 + x[xs

OÙ
(a:î) représente (j:i + Çx^e + (^4 + ̂ s)/,

(a;^) représente (.r'i + Çx^)e + (<î:^ + Ç-î^)/.

On considère B' définie par : B\{xi}, (^)) = .r'i.z'3 + x^x^ et la forme
quadratique q : q((xi)) = x^x^ 4- ^2^3- La forme quadratique g, étant
associée à B + -B', définit un isomorphisme entre PsB et P^B'.

L'image de U(W^) dans P^B' est {(a, g • cr + ç), o- € ^(^i)}.
En particulier si (T € M, a a pour matrice

( a b o
I &<5 a+&
1 „ a + ̂ /n (55/n
\ b/n a/n

où n = a2 + a& 4- <562 et q ' a + q est nulle.
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Donc, M est contenu dans GLX où X est l'espace vectoriel singulier
engendré par e et $e. On sait alors que c est trivial sur M x M (I. §2.2.1).

Par [11 th. 9.4], 51(2, F) n'a pas d'extension d'ordre 2 : SL(2,F) est
nécessairement triviale.

Calculons c($,s-') et c(s\s) pour s ç. M et s ' ç SL^{F) à partir des
formules de r^ données en (I §2.2). Pour ce faire, on choisit ipx trivial sur
X. Soit S l'ensemble

{.,.',̂ ',̂ | s=(a=(^ ^.O^aer*

(a 0 0 b\
i ( i ° a b ° i t \\

et ^(^ 0 c d 0 '^)}-
c 0 0 d/

Pour tout 5" = (a",/") de <f, Xna^Y est {0} ou X, on définit Ws" par :

f Ws" =0 si X H a^Y = {0}

\ w,// € Y si A' H <7"A' == .Y '

Soit àç7ï(X,^x),

r^s^WW =r^(s) f ̂ (6•/-l(^^.r/^))|c|&
Jx

=|û|1/2 / ç>(5/-l(^^^)•(5•5/)-l/î)|c|&
J-Y

=|û|1/2 / (!){(ssf)-l(sws"crx'h))\c\dx
Jx

= Jx ̂ (^T1^/ • .r • /^)|Q|-l/2|c|^ = r^ssW)

d'où ^^.s') = 1.
De même,

r^r^sWz) = H1/2^)^-1^)

= J^^-^'-K^.T/î))!^ lal1/2^

=r(5'5)(^(/i)

d'où c($',5) = 1.
Donc, U{\V\) est scindée.
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On a donc montré :

PROPOSITION. — La restriction de l'extension métaplectique à toute paire
duale réductive, irréductible, non triviale, est scindée.



BIBLIOGRAPHIE

[1] N. BOURBAKI. — Algèbre, Ch. 8, Modules et anneaux semi-simples, Her-
mann, Paris, (1958).

[2] E. DICKSON. — Thé abstract form of thé spécial linear homogeneous group
m an arbitrary field, m Thé collected mathematical papers, Vol. 6, 127-131,
Chelsea Publishing Company, New York, (1983).

[3] J. DIEUDONNÉ. — La géométrie des groupes classiques, Springer Ergebnisse
5, (1971).

[4] J. DIEUDONNÉ. — On thé structure of unitary groups II, Amer. J. of Math.
75, (1973), 665-678.

[5] P. GÉRARDIN. — Weil représentations associated to finite fieids, J. of Algebra
46, (1977), 54-101.

[6] R,. HOWE. — 0-series and invariant theory, m Automorphic forms, repré-
sentations and L-functions, Proc. Sym. in Pure Math. XXXIII, AMS 1979,
275-286.

[7] S. KUDLA. — On thé local thêta correspondence, Inv. Math. 83, (1986), 229-
255.

[8] C. MŒGLIN, M.-F. VIGNÉRAS et J.-L. WALDSPURGER. — Correspondances
de Howe sur un corps p-adique, Springer LN 1291, (1987).

[9] P. PERRIN. — Représentation de Schrôdinger, indice de Masiov et groupe
métaplectique m Noncommutative harmonie analysis and Lie groups,
Springer LN 880, (1981), 370-407 .

[10] H. POLLATSEK. — First cohomology groups of some linear groups over fieids
of characteristic two, Illinois J. of Math. 15, (1971), 393-417.

[11] G. PRASAD et M.S. RAGHUNATHAN. — Topological central extensions of semi-
simple groups over local fieids, Ami. of Math. 119, (1984), 143-201.



BIBLIOGRAPHIE 73

[12] W. SCHARLAU. — Quadratic and hermitian fornis, Springer Grundiehren 270,
(1985).

[13] J.-P. SERRE. — Cohomoîogie des extensions de groupes, C.R.A.S. Paris 231,
(1950), 643-646.

[14] J.-L. WALDSPURGER. — Notes manuscrites d'un cours à FUniversité de Paris
VII en 1989.

[15] A. WEIL. — Sur certains groupes d'opérateurs unitaires^ Acta Math. 111 ,
(1964), 143-211.

[16] A. WEIL. — Basic number éheory, Springer Grundiehren 144, (1974).



MÉMOIRES DE LA S. M. F.

PAUL J.JUN. SALLY

MARKO TADIC
Induced representations and classification for
GSp(2,F) and Sp(2,F)

Mémoires de la S. M. F. 2e série, tome 52 (1993), p. 75-133
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1993_2_52__75_0>

© Mémoires de la S. M. F., 1993, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1993_2_52__75_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Societe Mathematique de France
Memoire 52
Supplement au Bulletin de la S.M.F.
Tome 121, 1993, fascicule 1, pp. 75-133

Induced representations and
classifications for GSp{2,F) and 5p(2,F)

Paul J. Sally, Jr.,

Marko Tadic

Resume. Soil F un corps p-adique de characteristique differente de 2. On
caracterise la reducibilite des representations de GSp{2, F) et 5p(2, F) qui
sont induites paraboliquement par des representations irreductibles. On
donne aussi une classification (modulo les representations cuspidales) de
differentes classes de representations irreductibles de ces groupes. Un cas
special est la classification des representations irreductibles unitaires.

Abstract. Let F1 be a p-adic field whose characteristic is different -from 2.
The reducibilities of the representations of G5p(2,F) and 5p(2, F) which
are parabolically induced by the irreducible representations are described.
We obtain also classifications (modulo cuspidal representations) of various
classes of irreducible representations of these groups. In particular, the
classification of the irreducible unitary representations is obtained.

AMS subjects classification: 22E50

Texte recu Ie 14 novembre 1991, revise Ie 17juillet 1992.
P.S.: Department of Mathematics, University of Chicago, Chicago, IL 60637, USA

M.T.: Department of Mathematics, University of Zagreb, Bijenicka 30, 41000, Zagreb, Croatia

Current address: Mathematisches Ins t i tu t , Bunsenstr . 3-5, D-3400 Gottingen, Germany



s



Introduction

Let F be a p-adic field. We shall assume that the characteristic of F is
different from two. Denote by R the direct sum of the Grothendieck groups
of the categories of all smooth representations of finite length of the groups
GL{n^ Fys. The functor of the parabolic induction defines a multiplication
x on R. In this way R becomes a ring ([Zl]). Obviously, one can define an
additive mapping

m :R®R-^ R

which satisfies m(r*i 0 r ' z ) = r-i x 7-2. A comultiplication

m* : R -> R ® R.

is defined in [Zl]. The definition of the comultiplication involves the Jacquet
modules for the maximal parabolic subgroups. In this way R becomes a
Hopf algebra ([Zl]). This structure can be very helpful in the representation
theory of the groups GL{n, F). Some examples of the use of this structure
can be found in [Z2] and [T2]. The crucial property of this structure is that
the mapping m* : R —> R^R is multiplicative. In the other words, we have
a simple formula for the composition

772 0 772.

Let R(S) (resp. R{G)) be the sum of the Grothendieck groups of
the categories of the smooth representations of finite length of the groups
5p(n, F)^ (resp. G5p(n, Fys). Using the functor of the parabolic induction
one can define a structure of R- modules on R(S) and R{G) (see the first
section). These multiplications are denoted by X. They induce biadditive
mappings

^ : R ^ R ( S ) - ^ R(S)

and

/^:R0R(G)-^ R(G).
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Using the Jacquet modules for the maximal parabolic subgroups, one can
define a comodule structures

^ : R{S) ̂  R 0 R(S)

and
^:R(G)-^R0R(G)

(see the first section). The first question may be what is the formula for

/2*0^ .

Formulas for these compositions were obtained in [T6]. A usefulness of such
formulas could be seen from the paper [To] where some results about the
square integrable representations and the irreducibility of the parabolically
induced representations were announced. An essentially new situations was
treated there. We have obtained that results using the formulas for ^ o /^ .
Examples of the use of such formulas, and outlines of proofs of some of
the results announced in [To] can be found in [T7]. A complete proofs will
appear in the forthcoming papers.

In this paper we apply this type of approach to the representation the-
ory of the groups GSp(2,F) and 5p(2,F). We study first the questions
of the reducibility of the representations parabolically induced by the ir-
reducible representations. Then we get the classification of various classes
of irreducible representations, in particular, the classification of the irre-
ducible unitary representations. Such questions were settled for the unram-
ified representations by F. Rodier in [R2]. Because of that, our attention
in this paper is directed more to the remaining irreducible representations
and this paper completes F. Rodier's investigation. For the representations
supported in the two intermediate parabolic subgroups, such questions were
solved by F. Shahidi and J.-L. Waldspurger. We do not use in this paper
arguments specific for the spherical representations. Also, we give very of-
ten alternative proofs to the Rodiers proofs. The main part of the paper
is the analysis of the parabolically induced representations. The case cor-
responding to the regular characters is relatively easy. It was settled in a
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general setting by F. Rodier in [Rl]. In the analysis of the irregular case,
F. Rodier uses the explicit knowledge of the spherical functions and the
connection between the matrix coefficients and the Jacquet modules. Our
method uses only analysis of the composition series of the Jacquet modules.
This method is able to cover all characters except one spherical case which
was settled by F. Rodier (see Lemma 3.9).

The methods used in this papers were developed essentially for higher
GSp(TiYs and Sp(n)'s. This is an introduction to the use of them in a rel-
atively simpler setting. It seems that they are even more powerful for the
higher ranks. The reason is simple, we have there more parabolic subgroups
and we have more possibilities to compare informations coming from the
Jacquet modules of various parabolic subgroups. The following example is
suggestive. Let SI.G and IG denotes the Steinberg and the trivial represen-
tation of some reductive group G. Look at G S p ( l ^ F ) . Then the question
of the reducibility of \ X Stcsp(o,F) ( or X >^ IG^(O,F)) ^or a character ^
of ^x, is the question of the reducibility of the non-unitary principal series
representations of GSp(l,F) == GL(2,F). As it is well known, the compo-
sition series of the Jacquet modules for the minimal parabolic subgroups
imply that the reducibilities can appear only for y == | |^,a G H (| \F
denotes the modulus character of F). No further information on a can be
obtained by these considerations (we have reducibility for a == ±1 for the
obvious reasons). Thus, a whole line still remains to be analyzed. The
following case is the case of GSp{2, F). We have. already noted that we can
describe the reducibilities of y X] Stcs(i,F) (or X >^ ^.SpO.F)) by the above
methods, excluding one point. Clearly, we use the knowledge of GSp(l,F)
case. Now, using the knowledge of \ Xl StG5;i(i), one can describe com-
pletely the reducibilities of \' XlSt.G-.<7p(n) for ^ >. 2 (see [To]).

This paper follows the ideas of [T4] and notation is the same as there.
We give now a more detailed account of this paper.

In tlie first section we recall of the main notation which was introduced
in [T4]. One should consult [T4] for more details concerning the notation.
In the second section we present formulas for /z* o // in the case of the group
GSp(2, F). These formulas are a special case of the formula obtained for
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^ o /z for any GSp(n,F) in [T6]. In the third section we consider the
representations of GSp(2, F) parabolically induced by the irreducible rep-
resentations of the Levi factors of proper parabolic subgroups, which are
supported by the minimal parabolic subgroups. Note that such representa-
tions for GSp(2^F) are either generalized principal series representations,
or non-unitary principal series representations, or non-unitary degenerate
principal series representations. We have determined in this section when
these representations are irreducible. If they reduce, we find the Langlands^
parameters of all irreducible subquotients. That irreducible subquotients
are always of multiplicity one. A part of these results is either explicit or
implicit in F. Rodier^s paper [R2] where he considered the unramified case.
R. Gustafson has determined the reducibility points and the length of re-
ducible representations of the unramified non-unitary degenerate principal
series of Sp(JZ,F) for the maximal parabolic subgroup of GL-type ([Gu]).
He has used a Hecke algebra method. C. Jantzen studied in [J] reducibility
points of the non-unitary degenerate principal series of 5p(n, F) and he has
determined them for 5p(2,F) and 5p(3,-F). He has used both the Hecke
algebra and our method.

In the fourth section we apply the calculations which were done in the
preceding section. We write classifications of square integrable, of tempered
and of unitarizable irreducible representations of G5p(2, F) which are sup-
ported in the minimal parabolic subgroups. We give Langlands5 parameters
of unitarizable representations. Such classifications were done by F. Rodier
in the unramified case in [R2]. The ideas used in the classification in the
unramified case are sufficient also for the treatment of the general case.
One needs to have only the results of the proceeding section. For the sake
of completeness, we include here also an analysis of representations sup-
ported in other two parabolic subgroups. These cases were settled by J.-L.
Waldspurger and F. Shahidi. F. Shahidi's methods are sufficient for both
cases. We want to thank F. Shahidi for computing explicitly for us in a
letter the reducibility points in one of these two cases. Let us mention that
A. May classified irreducible representations of GSp{2^ F) using the Hecke
algebra isomorphisms ([Mo]). Analogous results for 5p(2, F) are considered
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in the fifth section. We also consider the problems of the third section for
5p(2, F). Note that in this case there appear representations except gener-
alized principal series, non-unitary principal series and degenerate principal
series representations.

Let us mention the following interesting situation. Take a square inte-
grable representation of Sp(2, F) supported in the minimal parabolic sub-
groups which is different from the Steinberg representation. Such repre-
sentation always exists. Then it is a subquotient of a non-unitary princi-
pal series representation which corresponds to an irregular character. This
non-unitary principal series representation has five different irreducible sub-
quotients. Two of them are square integrable. One irreducible subquotient
has multiplicity two and it is not square integrable. Other multiplicities are
one. All irreducible subquotients are unitarizable. At the end, this non-
unitary principal series representation is at the end of a very interesting
complementary series.

The second author is thankful to the Mathematical Department of the
University of Utah where this paper has got almost the final form, and
where it has been typed. This paper is based on an earlier preprint "On
representations of p-adic G5p(2)". The former preprint was profoundly
revised. The case of 5p(2) got a complete treatment in this new paper.
Some impreciseness concerning Sp(2) existing in the previous preprint, were
removed in this paper. Also, the misprints that we noticed in the earlier
preprint have been deleted in this paper.
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1. Notation
We shall first recall of some of the notation related to the general linear

groups, which was introduced in [BZ] and [Zl]. For more details about this
notation, one should consult that papers.

A local non-archimedean field will be denoted by F. The topological
modulus of F will be denoted by | [p. As a homomorphism of F^, this
character will be denoted by

„ : px _, R X .

For a two smooth representations 71-1 of GL(n\^ F) and TT^ of GL{n^^F\

we denote by

TTi X 7T2

the smooth representation of GL^n^+n'z, F) parabolically induced by 71-1^2
from the standard parabolic subgroup (with respect to the upper triangular
matrices)

-P(m,n2) == ̂ ni^^n^ns)

whose Levi factor ^(m,n2) ls naturally isomorphic to GL(n^^ F)xGL(n'2^ F)
(see [BZ]). The induction that we consider is normalized.

The Grothendieck group of the category of all smooth representations
of finite length of G^(n,F), will be denoted by Rn. Their sum will be
denoted by

R= 0 Rn.
n>0

Then x lifts to a multiplication in R which will be denoted by x again.
For a smooth representation TT of GL{n^ -4- n-^,F) of finite length, we

denote by

^(n^ns^ni+n^^71')

the Jacquet module with respect to ^(m^s)' The action of M(^^) that we
consider is the quotient action twisted by the modular character of P(m^m^
to -1/2.
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Let TT be a smooth representation of GL(n,F) of finite length. Denote
by

m*(7r)

the sum of all semi simplifications of r^p^n-p)^^)^ 0 <: P <: n' One may
consider m*(7r) G R 0 R. One lifts 771* to an additive mapping of R into
R 0 7?. In this way J? becomes a Hopf algebra ([Zl]).

Let Jn be the following n x n matrix

Jn

ro o • • • o i
o o — i o

i o o o
The group of all (2?i) x (2?2) matrices over F which satisfy

0
-Jn

Jn

0
ts= S = 0(5) 0

-Jn

Jn

0

for some ^{S) C -^1><, is denoted by GSp(n^F) (^S denotes the transposed
matrix of S). We define formally GSp(0,F) to be Fx. The symplectic
group is defined by

Sp(n,F) = {S € GSp(n,F); ^(S) = 1} .

We take formally 5'p(0, F) to be a trivial group.
A more detailed introduction into the notation which we shall introduce

now, can be found in [T4].
We fix in Sp(n^F) (resp. GSp(n^F)) the minimal parabolic sub-

group P3 (resp. P?) which consists of all upper triangular matrices in
the group. Let M^resp.M^) be the subgroup of all diagonal matrices in
Sp(n, F) (resp.G5p(n, F)). Then M^resp.M^) is a Levi factor of the stan-
dard minimal parabolic subgroup. It is also a maximal torus in Sp(n^F)
(resp.G5p(n,jF)). We call them standard maximal tori.

Denote by diag(a:i,... ,a:m) ^-he diagonal matrix which has on the di-
agonal entries .TI , . . . , x^. For x\,..., Xn € Fx set

a ( x ^ , . . . , X n ) = dmg(x^,...,x i • • • ^lx/ n ? "" n i ' " ' ) 1.-i .-i'



CLASSIFICATIONS FOR GSp(2, F ) AND S p ( 2 , F ) 87

This is a parametrization of the standard maximal torus in Sp(n,F). For
x ^ , . . . , X n , x C Fx set

a(xi,...,Xn,x) = ( x • i , X ' 2 , . . . , X n , X X ^ l , X X ^ , . . . , X X ^ l ) .

This is a parametrization of the standard maximal torus in GSp{n^F\
Let ^i , . . . ,\n->X be characters of F^. We define the character ^i ®

... ® ^n ® 1 of A^ by

(Xl ® • • • ® Xn ® 1)K^1, . . . , Xn)) = Xl(^l) . . . Xn(.Tn).

The character Xi ® • • • ® Xn ® ,Y of M^ is defined by

(,Yl, 0 . . . ® ̂  0 X)(<3(^1, . . . , Xn, X)) = ̂ i(:ri )\2{X^} . . . XnOn)x(^)-

Note that in the case of GSp{l,F) == GL(2,F) this parametrization of
characters of the standard maximal torus differs from the usual one.

For a smooth representation TT of GL(n^F) and a of 5p(m,jF) we de-
note by

TT X](T

the parabolically induced representation of Sp(n + m, I7') by TT ® cr from the
parabolic subgroup

f ' < / * * ' )
Pfn) = { 0 h * € 5p(n + m, F); ̂  C GL(n, F), /z e 5p(m, F)} .

[ _ 0 0 r^-1 J

Here r^ denotes the transposed matrix of g with respect to the second
diagonal. The representation TT 0 a maps

g * *
0 h *
0 0 r(7-l

to 7r(g)^a(h).
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For a representation p of Sp{n + m, J71) of finite length, we denote by

W^)

the Jacquet module of p with respect to the parabolic subgroup Pp^\- The
action of the Levi factor

<7 0 0 • }
O h 0 ; g C GL(n, F), h (= 5p(m, F) ^
0 0 Y-\ }

is again the quotient action twisted by the modular character to -1/2. Note
that the Levi factor is naturally isomorphic to

GL{n,F)xSp{m,FY

We denote the Grothendieck group of the category of all smooth rep-
resentations of Sp{n^F) (resp. GSp(n,F)) of finite length by Rn(S) (resp.
Rn(G)). Set

R(S)= © Rn(S),
n>0

R(G)= C Rn(G).
n^O

One lifts Xl to a mapping

>o : R x R(S) -^ R(S).

For a smooth representation a of S p ( n ^ F ) of finite length, we denote
by

f^(a)

the sum of semi simplifications of .s^)^)? 0 <: k <: n. Then we can consider
^*(cr) G -R 0 R(S). We lift [i* to an additive mapping form R{S) into
R ® R(S).

For an integer 0 <: k ^ n set

pG
^(fc) =

^ *
0 A
0 0 ^(hYgr/,-!

C GSp{n, F); ̂  € GL(A-, F), A € G5p(72 - k, F)
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Then P^\-> 1 <^ k <^ n^ are all the standard maximal proper parabolic
subgroups. Note that P° = GSp{n^F). The image of the homomorphism

' g 0 0
{g,h)^ Q h 0

0 0 W<T1

of G(k,F) x G^n - A-,F) will be denote by M0 The Levi factor M°
of P0 C GSp(n^ F) is naturally isomorphic to

GL(k,F)xGSp(n-k,F).

Therefore, one can define in the same way the multiplication ><l of repre-
sentations of GL(n^F) with representations of G5p(m,-F). One lifts it to
a biadditive mapping

X : R x R(G) -^ R(G).

The symbols x and Xl will denote in further operations among rep-
resentations, except if it is stated that they are considered as operations
between Grothendieck groups. For more informations about the operation
Xl one should consult [T4] (see also [T6] and [T7]).

One defines analogously

^ : R(G) -^ R ® -R(G).

There are the obvious cones of positive elements in R^R(S) and -R(G).
Therefore, we have partial orders on these groups.

Let TT be a representation of GL(n^F) (resp. G5p(n, F)), and let \ be
a character of i^. Then \TT denotes the representation g »—> \(g)^(g)' One
remark is necessary in the above definition, regarding the characters. The
characters of I^ are considered also as characters of GL(?7-, F) in a standard
way, using the determinant homomorphism. We consider characters of J^^
as characters of GSp(n^F\ using the composition with ^.
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For a representation TT of GL(n^ F\ TT denotes the smooth contragre-
dient of TT, while r7^~l denotes the representation g ^ 7^(r^'~l). If TT is an
irreducible smooth representation of GL(n^ F) and if a is a similar repre-
sentation of G5p(m, F) (resp. 5p(m, F1)), then the following equality

(1.1) TT Xa = TT Xa;^<7 (resp. TT X cr = TT Xa)

holds in -R(G) (resp. -R(S)). Here o^ denotes the central character of TT,
which is considered as a character of F^ (the center of GL{n, F) is identified
with -F^ in a standard way). If \ is a character of Fx, then we have

(1.2) ^7r>^a)^7rx(^)

when a is a representation of GSp{m^ F).
We denote by D the set of all equivalence classes of the irreducible

essentially square integrable representations of GL(n^FYs when n >, 1.
The essentially square integrable representations are representations which
become square integrable representations modulo center, after a twist with
a suitable character of the group. For 8 G -D, there exists a unique real
number e(6) and there exists a unique ^u C D which is unitarizable, such
that

^Idetl^^.

Set
D+ =={6eD',e{6)>0}

Denote by T(S) the set of all equivalence classes of the irreducible tempered
smooth representations of 5p(n, Fys for all n >_ 0.

Take t == ( (^i , . . . ^n),r) € M(D+) x T(S) where M(jD+) denotes
the set of all finite multisets in D+. Choose a permutation p of the set
{ l , 2 , . . . , n} such that

e(^( i))^e(^(2))^.- .^e(^(n))-

Then the representation

<^(1) X6p(2) X ... X (^)X7
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has a unique irreducible quotient which will be dented by L(t). This is the
Langlands5 classification for the symplectic groups. The mapping

t h-> L(t)

is a one-to-one parameterization of all irreducible representations by M(D^.)
xT(S).

Denote by T(G) the set of all equivalence classes of the irreducible
essentially tempered smooth representations of GSp{n^ jP)^, n >_ 0. Then
one defines in the same way L{t) for t 6 M(£4) x r(G'). This is the
Langlands5 classification for GSp-groups.

For a reductive group G over F, G will denote the set of all equivalence
classes of the irreducible smooth representations of G. The subset of all
unitarizable classes will be denoted by G. The set of all cuspidal classes in
G is denoted by C{G). Let (^(G) be the set of all unitarizable classes in
C(G). The trivial representation of G on a one dimensional vector space
will be denoted by IG-



s



2. Jacquet modules of induced representations of GSp(2)

In this section we shall present the formulas for /^*(7r) where TT is a
parabolically induced representation of <?5p(2, F).

We shall first recall of the case of G5p(l,F) == GL(2,F). Take an
admissible representations TT of GL(1,F) = Fx and a of C?5'p(0,F) = F^
which are of finite length. They must be finite dimensional in this case.
Suppose that TT has a central character, say u}jr. Then

m*(7r) ==l07r4-7r0l

and
^*(cr) = 1 0or.

Now we have the following formula

(2.1) ^*(7T ><3Cr)==l07r><]Cr-h [7r0<74-7T0 ^7r<7].

Note that 7r0<7 is a quotient and Tr^ujjrO- is a subrepresentation of .S(i)(7r >o cr).
In the above formulas on the right hand side, we are actually taking the
semi simplifications of that representations.

We pass now to the case of (55p(2, F). The following formulas follow
from Theorem 5.2. of [T6], or they can be obtained, after some explicit
calculations, from the Geometric Lemma from [BZ], or from [C].

We fix an admissible representations TT of GL(2, -F) and a similar rep-
resentation a of (75p(0,.F). We suppose that the both representations are
of finite length. We shall assume also that TT has a central character. It will
be denoted by uj^. Write

jn*(7T) == 1 ® 7T 4- V 7T^ 0 7T,2 + 7T 0 1

i

and
^(a) = 1 0 a

where y 7r] 0 TT^ is a decomposition into a sum of irreducible representa-
2

lions. Now we have

(2.2) /^(TrXicr) = 1 07rX(74-
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^ 7I4 ® 7T2 XI 0- + ̂  7T2 0 7I-J Xl^2(7 +

i z -I

7 r 0 a + 7T (g)^7r<7+ ^ 7T,1 X 7T,2 0CJ^2(7 .

Fix admissible representations TT of GL(\, F) and a of G5p(l, jF), which
are of finite length. Suppose that TT has a central character, say L?^.. Write

77^!(c(7^) = l07 r4 -7T® l ,

^*(<7)=10(7+^ (7,1 0<7,2

!'

We have

(2.3) ^*(7TXa) =1®7T>3(7+

TT ® (7 4- TT 0 0.̂ (7 4- y^ <7,1 ® 7T XI (72 4-

1^ TT X CT,1 ® (72 4- ̂  (7^ X 7T ® a;7r(72 .

- i i J

Analogous formulas can be written easily for 5p(2, F)^ using [T6]. Such
formulas can be obtained also directly, by "restriction" of the above formu-
las for G5p(2, F).



3. Induced representations of GSp(2)

Let P = MN be a proper parabolic subgroup of G5p(2, F) and let a be
an irreducible smooth representation of M. If a is a cuspidal representation
and if P is not a minimal parabolic subgroup, then J.-L. Waldspurger and
F. Shahidi have determined when Ind^(a) reduces (see the fourth section).
If this is not the case, then cr is an irreducible subquotient of a principal
series representations of M. In this section we shall see when Ind^(a) re-
duces in this case, what are the Langlands5 parameters of the irreducible
subquotients and what are the multiplicities. The analysis of the induced
representations which we make in this section, was done in the unrami-
fied case by F. Rodier ([R2]). Therefore, these calculations complete the
Rodier's investigations in [R2]. We shall get the answer by a detailed study
of the principal series representations of GSp{2^ F) and their Jacquet mod-
ules for intermediate parabolic subgroups.

First we have a direct consequence of Theorem 7.5. of [T4].

Lemma 3.1. If Xi^X2 C (FXY and a G (^x)^ then ^i x ^2X10' "
irreducible. In particular ^ the unitary principal series representations of
GSp(2^ F) are irreducible. Q

For a proof, one may consult [T4]. The proof in [T4] uses the Key^
result in [Ke] which applies to 5p(n,F). Then one gets the information
about the irreducibility using the Clifford theory for the reductive j9-adic
groups, which was developed in [GeKn].

We have now a special case of Theorem 7.9. of [T4] which describes
a necessary and sufficient conditions for the reducibility of the non-unitary
principal series representations.

Lemma 3.2. Let ^1,^2^ € (F^^Y- The representation \^ x \2>^<y is
irreducible if and only if \^ ^ i/^, ^2 7^ l/±l an(^ Xi 7^ ^ ^ X i z - D

Let us say a few words about the proof in [T4]. If ^i = ̂ ±1 or ^2 == y±l

or ^i = ̂ x^ i ^en the induction in the stages and the reducibilities for
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G£(2, F) or OSp(l, F) == GL(2, F), imply the reducibilities of xi x Xi X <7.
In the case when ^i ^ ^±l,^2 + ̂ ±1 and ^i ^ i^1^ it is enough to
consider the case when ^i or ^2 .is not unitary. Then the properties of the
Langlands' classification imply the irreducibility.

Suppose that ^i x ^3 X cr is irreducible. Then using the fact that
R(G) is .R-module, and the relation (1.1), one gets that ^i x ^Xio- is
equivalent to a non-unitary principal series representation \[ x x^Xo'
where e(:\^) ^ e^) ^ 0. Take

f O if e(^)=0
z = < 1 if e ( ^ ) > 0 a n d e ( ^ ) = 0

[2 if e(^)>0.

Let T be the product of \'^j > i , and of a. Then

\'l X . V ^ > < 3 < 7 = = ^(( \ ' i , . . . , . \^7 ' ) ) .

In the rest of this section we shall study the non-unitary principal
series representations \i x \'^ Xia when they reduce. The cases when this
situation occurs are known from Lemma 3.2.

We shall consider first the case when ^i ^^2 0°' is a regular character.
This case will be treated in the following four lemmas. One can prove
directly that ^i ® ^2 0 a is regular if and only if ^i 7^ Ipx, ^2 7^ Ipx and
Xi 7" X^ ([T4], Proposition 8.1., (b)).

F. Rodier attached to any regular character y of a maximal split torus
in a split reductive group over F^ a non-negative integer s(y) (for the defi-
nition of the function 5, one can consult [Rl] or [T4]). The number .s(^) is
less than or equal to the semi-simple rank of the group. The length of the
non-unitary principal series representation determined by y is 2^^.

Let ^i 0 ^2 ® ̂  be a regular character of M0 Since we consider the
case when ^i x ^2 Xcr is reducible, we assume that s(^ ® \^ 0 a) ^ 1
(if 6(^1 ® ^2 ® 0') = 0, then obviously ^i and ^2 satisfy the conditions of
Lemma 3.2.). If ^(^i ® ^2 ® a) = 1, then ^i ® ̂ 2 ® 0' is associate either to
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a character of the form z/1/2^ ® v~^^\ 0 c^ where ^ ^ {^, i/^/2^ z^3/2}
for any $ C (F^" such that ^ = l^x, or it is associate to a character of
the form ^ 0 i/ 0 ̂  where ,y ^ {l^x , ̂ ±1 ̂ ±2} (see [T4]). In the following
two lemmas we deal with these two cases, when 5(^1 0 ̂  0 cr) == 1. They
are F. Rodier^s results.

For a connected reductive group G{F) over F, the Steinberg represen-
tation of G will be denoted by Stc. In the rest of this paper we shall often
write G instead of (?(F).

Lemma 3.3. Let ̂ ^a C (FX)^. Suppose that ^ ^ {^^±l/2^^±3/2}

for any ^ such that ^2 = l^x. Then xStcL(2) X<7 and \\GL{2} X^o- are
irreducible representations. We have

V^\ X V-112^ X ̂  = X^GL(2) X ̂  + XStGL(2) X ̂

?7i R(G). For the Langlands9 parameters we have

^SIG^XIO- ==^((xStGL(2),<7)) if e(x) > 0,

XStGL(2) XI 0- ̂  ^((xStGL(2) X Cr)) if e(,Y) == 0,

XlGL(2) X ̂  == L((v^2^ ^~1/2X, cr)) if e(^) > 1/2,

XlG^)^^^^172^"172^^^)) it e(^)=l/2

fln^

XlGL(2)X^=^((^ l / 2 .Y^ l / 2X~ l^~ l / 2^)) it l / 2 > e ( x - ) ^ 0 .

A/^o

a?ij

XStGL(2) XO" ̂  ̂  ^tc^) X^2^

X/lGL(2) X(7 ̂  X~llG^2)>^X2Cr'
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Proof. Suppose that \ satisfies the assumption of the lemma. Assume that
e(^) >. 0. First, z/1/2^!/"1/2^^ is regular and ^(i/1/2^®^-1/2^^^) = 1
by Proposition 8.2 of [T4]. The length of i/1/2^ x i/-1/2^ Xa is two ([Rl]).
We have

^1/2^ X Z/-172^ X(T = xStcL(2) X(7 + X^GL(2) Xl 0-

in R(G). Thus, both constituents are irreducible. The Langlands^ parame-
ter of ^StGL(2) X <r is evident. Note that we have an epimorphism of

v^\ x y-^\ Xl a ̂  ̂ '\ x ^/\-1 ̂  v-^\a

onto ^:lGL(2) X1^- From this we can read easily the Langlands5 parameter
°^ X^-GL(2) X^cr. This proves the lemma. Q

Lemma 3.4. Let \,a ^ {F^. Suppose that ̂  ̂  {1^ ̂ ±l^±2}. Then

X >^crStGSp(i) a71^ X ><<7lGS'J^(l) are irreducible representations. We have

\ X v Xl z/-1/2^ = ̂  X aStG5p(l) 4- X X cric^^l)

m -R(C?). ^or ^e Langlands9 parameters we have

^X<7StGSp(i) =^((x^Stc5p(i))) it e(x) > 0,

XXaStG^i) ==^((^XcrStG5p(i))) if e(^) == 0,

XX(7lG5p(l)=^((^^^~l/2<7)) if e(^)>0

and

XXcrlG5p(i) =^((^XX^"•1/2(7)) if e(^)=0.

1^6 fc<zve a/^o

XXaStG5p(i) ^ X~1 X^aSt,G5p(i),

,VXcrlG5p(i) ^X~ 1 X^lG5-p(i).



CLASSIFICATIONS FOR GSp(2, F ) AND S p ( 2 , F ) 99

Proof. We prove the lemma in the same way as we proved Lemma 3.3.,
because \ 0 v 0 i/"1/2^ is regular and s(\ 0 i/ 0 i/"1/2^') = 1 when ^
satisfies the assumptions of the lemma. Q

We are going now to study regular \i0\2^o' with .s(^i 0^2 0^) = 2.
Recall that by the eight section of [T4], ^i 0^2 00- is associated to ̂ ^i/^cr1

or i/<^ 0 <^o 0 cr' where (o G (^x)'1 is of order two and a1 e (I^)"". This
situation is the subject of the following two lemmas.

First we have a very well known situation in the following lemma ([C]).

Lemma 3.5. For a 6 {FX)^ the following equalities hold in R(G)

v2 x v X i/""172 a = z^Stci^) X t/"172^ + ̂ IGZ^) >l ̂ ~l/2<7 =

i/2 ><]crStG5p(i) 4- ^2 X(7lGSp(i)

and

I/2 XaStG5p(l) = ̂ StG5^(2) + ̂ ((^^Stc^l))),

^Xl(7lG5p(l) = ̂ lG^(2) +^((^3/2StGL(2)^~l/2^)),

^^StG^) X^"172^ = ̂ StG5p(2) 4-^((^3/2StGL(2)^~l/2^)),

^3/2lGL(2)X'^~ l/2C^ = ̂ lG.S'p(2) ^-^((^^StGS^l)))-

AZ^o
^^O-IG^) = ^((^2^^-l/2a)).

Proo/. Note that v2 x I/XICT ^ (r(i/2 x i/Xl^x) and the structure of the

representation •u1 x v x i/~~3^2 is well known. The length of the representation
v 1 x v >31/""1/2^ is four and it is a multiplicity one representation.

Representations

^StG5p(2), ^lGSp(2)^ U^^Stcspd))) and ^((^Stc^)^"172^))
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are clearly subquotients of v1 x z/Xiz/-1/2^. Note that L^.aStcsp^)))
is a quotient of v1 X^Stc^i) and ^((^Stci^)^"172^)) is a quotient of
i^Stci^) Xl ̂ "^cr. Also wStGSp(2) is not a subquotient of z/2 X] alcsp^i),
and it is also not a subquotient of ^^IGZ^) Xi^"1/2^. Also we have an
epimorphism from v2 X v X i/"1/2^ onto

ÎGÎ ) X^"172^ and ^2 XlcrlG^(i).

Therefore, both representations contain L((z/2, i/, i/"1/2^)) = ^^'lG5p(2) as
quotients.

We can conclude now that in R(G) we have

^Stcsp(2) +^(02^StG^(l))) ^ ^2 Xo-StGSp(i),

^lc5p(2) < ^2 XI^IG^I),

^StG^(2) +^((^/2StGL(2)^~l/2<T)) ^ ̂ Stc^) X^-172^

and
^^lGSp(2) ^ ^3/2lGL(2) X^"172^

If we know that the second and the fourth inequalities are strict, we have
the complete proof. We conclude it from the fact that the Jacquet modules
for a minimal parabolic subgroup of the left hand sides are irreducible, while
the Jacquet modules of the right hand sides are of lengths four (one can
obtain it from (2.1), (2.2) and (2.3)). Q

Lemma 3.6. Let ̂  C (FXY be of order two and let a- C (F^)". Then the

representation v(,o x <Co X^ contains a unique essentially square integrable
subquotient. This subquotient will be denoted by c([^o^^o]iCr)' We have in
R(G)

r^o X ^oXl<7 = ̂ ^oStGI^^^+I/^^olGI^^ff =

^^oStG^z) XI ̂ 0- + Î ÎG )̂ X^
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and

^oStGL(2) X ̂  = ̂ , ̂ ], a) + ̂ ((^oSt^)^)),

^olG^) >^ = ̂ ((^oSt^),^)) + 2.((^, ̂  >3 (7)).

Proof. Note that the length of ^o x ^ Xi a is four and that ̂  x ,̂ X cr
has a unique essentially square integrable subquotient by [Rl]. Also

S([^^CT\ L{^l/2^StGL(2)^)\ L^^^GLW^)

and L({^a^o X' o-)) are subquotients of ̂  x^o Xi (T and ̂ ((^^oSfci^), o-))
is a quotient of ^^oStGm) ><]^'•

Note that we have an epimorphism from i/^o x^o X a- onto ^1^2^o^-GL(2} X <7-
Thus L((^o,^ Xi^)) is a quotient of ^^olc/^) X'^'-

We also see that we have an epimorphism

^ x ^o X^o<7 -^ ^((^^oSfci^)^)).

Thus we have

^((^^StG^)^"1^)) ̂  ^0 x z/-1^ X^or ^ ̂  x ̂  Xi^-1^.

First, we see from the Frobenius reciprocity that the Jacquet module of
the representation ^((^^oSfci^)^)) for the standard minimal parabolic
subgroup contains ^ 0 ̂ ~1^ © ̂  and < ,̂ ® i/^o ® ^ocr as subquotients.

In the same way one concludes that the other three irreducible subquo-
tients of ^o x ^o Xi a have at least two different subquotients in the Jacquet
module. Note that the length of the Jacquet module of v^o x <^o X cr is eight.
Therefore, all Jacquet modules of irreducible constituents have the lengths
two.

At the end we compute the Jacquet module of ^^olci^) Xi^ using
(2.2). We obtain that the semi simplification is

^o 0 (o 0 0- + <?o ® ^"^o ® V(T + l/^o ̂  ^o 0 ^o<7 + ̂  ® ^o ® ^(7.



102 P.J. SALLY JR., M. TADIC

This implies that L^^^^oStcL^)^)) is asubquotient of i/1/2 $olGL(2) X^
since i/^o 0 $o 0 <7 is regular.

From the above facts one completes directly the proof. Q

F. Rodier considered representations ^([^o,^o]»cr) in [Rl].

Up to now we have analyzed the situation when ^i 0 ^2 0 cr is reg-
ular. Suppose that \\ 0 ̂  0 a is not regular and that \\ x \^ Xa is
not irreducible. Then ^i 0 )C2 ̂  °' ls associate to a character of the form
^<g)lpx 0(7^ or z/0i/0 a', or i/1/2^^"1/2^^ where ^cr' G (F^)" and
$2 == l^x (see the beginning of this section or the seventh section of [T4]).
In the rest of this section we shall analyze these irregular cases.

Lemma 3.7. Suppose that ^ e (FXY satisfies ^2 = l^x. Let a G (F^)".

Then we have

^1/2^ X ^~ l / 2^X!<7=^StGL(2)X'0 ^+^GL(2)X'C^

in H(G). Both representations on the right hand side are irreducible and

we have

^StGL(2) X^ = L(^SiGW) Xcr)),

^lGL(2) X o = L((^2^ ̂ /2^ ̂ 1/2^)).

Proof. It is enough to prove that the above two representations are irre-
ducible. From (2.2) we obtain

^StGL(2) X! CT) = 1 0 ̂ StGL(2) X ̂ +

p/^ 0 v-^^ X a + ̂ 2^ 0 ̂  X ̂ 1/2^] +

[<?StGL(2) ® <^ + ^StGL(2) ® ̂  4- ^l/2<? X ^/2^ 0 ̂ -1/2^] .



CLASSIFICATIONS FOR GSp(2, F ) AND Sp(2, F ) 103

We see that the semi simplification of the Jacquet module for the standard
minimal parabolic subgroup is

2(^l/2 0 ̂ 1/2 0 a + i^ 0 ̂ 1/2^ 0 ̂ 1/2^).

Let TT be an irreducible subquotient of (^StGL(2)X(T which has i/1/2^ 0
i/1/2^ 0 i/""1/2^ for a subquotient of the Jacquet module. Since v1!2^ x
i/1/2^^"1/2^ is irreducible, we obtain that ^l/2^0l/l/2$0^'"'l/2^c^ appears
with the multiplicity at least two in the Jacquet module of TT. Note that
the Jacquet modules of i/1/2^ 0 z^^Xo- and i/1/2^ 0 ̂ /^Xz/-1/2^
are the same and they are

^ 0 ̂ -1/2^ 0 (7 + ̂  0 ̂  0 ̂ -1/2^.

(more precisely, these are semi simplifications). Since i/1/2^ 0 ̂ "^^Xia
and i/1/2^ 0 ^ l/2$X^~ l/2^c^ are irreducible, we obtain that the Jacquet
module of TT has the length at least three, while for any other subquo-
tient, the length is at lest two. Since the length of the Jacquet module of
^StcL(2) Xcr is four, we see that (iStcL(2) Xl<7 is irreducible.

In the same way we prove that <^lGL(2) >^cr is irreducible. Q

The following lemma was proved by F. Rodier.

Lemma 3.8. For a- € {FX)" we have in R(G)

v x Ipx Xi ̂ -l/2a = ^^StcLW X ^~l/2o^ + ̂ IGZ^) X ̂ 1/2^ =

I p x X ^X^"1^2^ = I p x X(7StG5^(l) + lFX X(7lG•5'^(l)•

The representations Ipx X(rStG5p(i) a71^ ^^Stci^) X^"1/2^ ^re.sp.
i/1/2!^^/^) x^"1^2^^ Aave exactly one irreducible subquotient in common.
Thai subquotient is essentially tempered and it will be denoted by r(5', i/"1/2^))
(resp. T^r,^"1/2^)). r/ie^e <wo essentially tempered representations are
not equivalent. We have in R(G)

v^iGW) X v~"^ = r(S, v-^a) + L^StaLW, i/-172^)),
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^^GLW X ^~l/2c^ = r(T, i.-1/2^ + I.((^ Ipx XI ̂ -l/2a)),

Ipx X(7StG5p(l) = T^^/^+TCZ^-1/2^)

an^

l^x Xl<7lG5p(l) =^((^ l /2StGL(2)^~ l /20^))4-^((^lFX X Z/-1/2^)).

Proof. Denote the above four representations on the left hand sides by
7r((2),5),7r((2),T), 7r((l),5) and 7r((l),T) respectively.

Observe that -^((^^Sici^h ^-1^2^")) is a subquotient of z^^Sfci^)
Xli/"1/2^ and that 7r((l),5) and 7r((l),T) are completely reducible repre-
sentations (they are essentially unitary). Using formulas (2.2) and (2.3) we
obtain

^K(2),5))=l®7r((2),5)+

v ® Ipx XI v^^a + Ijrx ® crSt.csp(i) + Ipx ® o"lGSp(i) +

|2 • (i^Stc^) ® i/-1/2^) + v-^^taLW ® ̂ l^a + ̂ '^lospd) ® i/-172^ ,

^(7r((2),r))==l®^((2),T)+

Ipx ® 0-StG5p(l) + IFX ® <7lGSp(l) + V~1 ® Ipx XI I/172!?- +

P^IG^) ® l/-172^ + 2 • (l/^^lGLO) ® t/172^) + ̂ -^Stc^) ® l/172^] ,

^((1),5))=1®7T((1),5)+

2 - (l^x ®<7StGsp( i ) )+y®lFx Xi i/"1^^ +
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2 • p^St^) ® ^-l/2<7 + l̂ 2!̂ ) ® ̂ ^al

and

^(7r((l),r))=l®7r((l),T)+

2 • (ipx ® ^lG5p(l)) 4- ^"1 ® Ipx XI I/172 a] +

2 • \^I^GLW ® ̂ cr + ̂ ^IGLW ® ^1/2<T] .

From the Frobenius reciprocity and the last two formulas one obtains
that the intertwining algebras of 7r((l), 5), and of 7r((l), T) are at most two
dimensional. Since 7r((l),5') and 7r((l),T) are completely reducible, the
lengths of 7r((l),5') and 7r((l),r) are at most two. These representations
are of multiplicity one.

The above formulas imply the following relations in the Grothendieck
groups

W^((2),5))4^(2)(7r((l),5)) ^ s^ x Ipx ̂ -^a),

6(2)(7r((2),r))4-6(2)(7r((l),5)) ̂  s^ x Ipx Xz/-1/2^).

Also

•S(2)(7Tl) ^ -S(2)(7r2)

for TTI,^ € H(2),5), 7r((2),r), 7r((l),5), 7r((l),r))}, when ^ ^ ̂
Thus, representations 7r((2),5') and 7r((l),5') have exactly one irreducible
subquotient in common. Both representations are of length two. The same
conclusion holds for 7r((2),T) and 7r((l),5). Since £((i/,lpx Xiz/-1/2^)) is
a quotient of v x Ipx X z/'"1/2^, it is easy to conclude that the lemma holds.
D

The following unramified situation was settled by F. Rodier in [R2].

Lemma 3.9. Let a € (^?><)". Then we have

v X z/ X ̂ "^cr = v X o-StG5^(l) + ̂  X crlG^(l).
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in R(G). Both representations on the right hand side are irreducible and
we have

z/XlcrStG5p(l) =^((^o'StG5'p(l))),

^Xl<7lG5p(l) = ̂ ((^^^"1/2^)).

Proof. First note that ^((i/)^,!/'"1/2^')) is a unique irreducible quotient of
v x i/X^"'1/2^ and thus a unique irreducible quotient of ̂ Xalc^i). ̂
has multiplicity one in v x v X z/"'1/2^. Also -L((z/, o"StG5p(i))) is a quotient
of ^XcrStG5n(i)? and it has multiplicity one in z/X<7StG5p(l)- Since the
length of y x v ><] i/'"1/2^ is two by 6.3. of [R2], the lemma follows directly
(actually, it is enough to prove that ^ XIO'IG.SP(I) or ^>^^StcSp(i) ls an

irreducible representation). Q

From the preceding lemmas one concludes

Corollary 3.10. Let ^a,^ e (F^.
(i) r^e representation ^StGL(2) X0' ̂  irreducible if and only ifx^-GL(2)

Xi <7 2^ irreducible and this is the case if and only if\ ̂  {v±l ^ i/-3/2}
for any ^ such that $2 = l^x . J/we have a reducibilityy then we have
a multiplicity one representation of length two.

(ii) The representation XXcrStG5;»(i) is irreducible if and only if
^XcrlGSn(i) ^ irreducible and this is the case if and only i f x ^ -

{^FX-^l/±2}' ff we ^alve a reducibilityf then we have a multiplicity
one representation of length two. Q



4. Classifications for GSp(2)

The classifications formulated in this section were obtained in the un-
ramified case already by F. Rodier in [R2].

For a reductive group G over P, the relation among parabolic sub-
groups of being associate in an equivalence relation. If TT e G, then we
shall say that it is supported in a class P^ if there exists P 6 V such that
TT is a composition factor of a parabolically induced representation from P
by an irreducible cuspidal representation of a Levi factor of P. This is the
notion that W. Casselman called the type of a representation ([C]). Each
TT is supported-exactly in one class. In G5p(2, F) (resp. 5p(2, -F)) there
are exactly four classes. They are represented by P^P^^P0 and P°
(resp. P0S,PS,P5 and P(^)). Therefore, we shall say that TT is supported
for example in P(I). For representations supported in P^ we shall say that
they are supported in the minimal parabolic subgroups.

Now we can summarize from the last section the following

Theorem 4.1.
(i) The representation v 1 X i/X^"3/2^, a € (I^)^, has a unique irre-

ducible subrepresentation, which will be denoted by crSiQgp^. This

subrepresentation is square integrable. For different a^s we get sub-

representations which are not equivalent.
(ii) For each character (o G (FXY of order two and each a G (F^Y,

the representation r^o x ^o X^"'1^2^ has a unique irreducible sub-

representation. Denote it by S([^o^iio}^~1^2^)' This representation
is square integrable. The only non-trivial equivalences among such

representations are

6([^ ̂  ̂ "1/2^ ̂  ̂  ̂ o], ̂ -1/2^).

The square integrable representations defined in (i) and in (it) are

disjoint groups a/representations. They exhaust all square integrable repre-

sentations ofGSp(2^F) which are supported in the minimal parabolic sub-

groups. Q
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Theorem 4.2.
(i) Representations \\ x ^2 X<7, Xi»^'2)<7 C (-F^)", are irreducible and

Xi XX2 Xl cr ̂  ̂ i X X 2 ̂ ^ ?/ana on/?/ ifxi^X2^o- and •)([0\^0a1

are associate.

(h) Representations \ Xlo-Stc^i), X»(7 ^ (^><)^ X 7^ ^-px, are t'rre-
ducible and the only non-trivial equivalences among them are

^XaStcs^i) = X~1 X X^tcsp^) •

(hi) Ze< <7 G (jF^)^. r^e representation lj7x XlcrSt^5p(i) %5 a multiplicity
one representation of length two. One irreducible constituent may be

characterized as the common composition factor with ̂ ^StcL^) X

i/"1/2^ (resp. ^^IGL^) X ^~1^2)- r^^s representation is denoted
by
T(S',^~l/2a) (resp. r(T, z/"1/2^)^. Among these representations there

are no non-trivial equivalences.

(iv) For ^,cr 6 (F^ ^e representation \StcL{2) ><la' ^ irreducible. The
only non-trivial equivalences are

XStGL(2) X^ ^ X - lStGL(2) X1 X2^

rAe irreducible representations considered in (i)-(iv) are tempered

and they are not square integrable. They form four disjoint groups of repre-
sentations. Each irreducible tempered representation supported in the min-
imal parabolic subgroups either belongs to one of the groups in (i)-(iv), or

it is square integrable. Q

By "Tf we denote the complex conjugate representation to a repre-
sentation TT. An irreducible smooth representation TT is called Hermitian if
TT ^ TT. The formula for the contragredient representation in the Langlands^
classification is

£(((?!, ...,<()n,T)^=£((^l,...,^,^...^T)),
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6i 6 D+, r G r(G) (0:5. denotes the central character of ^). Now we have
directly the following

Lemma 4.3. Let \,a^ G (F^)' such that (2 == l^x. 2/e< ^fti,^ >
0. r^e following seven groups of representations are Hermitian and they
exhaust all irreducible Hermitian representations of GSp(2,F) which are
supported in the minimal parabolic subgroups:

(i) irreducible tempered representations supported in the minimal parabo-
lic subgroups,

(ii) ^((^X,^-1,!/-^)), x2 + IF. (for x2 = Ipx see (iv)),
(hi) £((!/f,.^ Xi/-^)), ̂  ̂  Ipx (for ^ = Ipx see (v)),
(iv) £((^^, ̂ ,^/-^+^V2<7)),
(v) L((^,^X^-^o)),

(vi) ^(^^-^aStcspd))),
(vii) ^(^St^),^-^)).

r^e above groups of representations are disjoint, n

In a similar way as F. Rodier classified the unitarizable unramified
representations in [R2], we get the following theorem. Clearly, the unrami-
fied part of the theorem was proved by him.

Theorem 4.4. Denote by ^,<^cr unitary characters of F^ such that (2 =
Ipx. Let /^/?i,/92 > 0. The following groups of representations are unita-
nzable and they exhaust all the irreducible unitarizable representations of
G5p(2, F) supported in the minimal parabolic subgroups:

(i) irreducible tempered representations ofGSp(2^ F) which are supported
in the minimal parabolic subgroups,

(ii) La^z^-3/^))^!^^),

(iii) L((^^v^-\y-^a)), /3 ^ 1/2, ^ ^ l^x (for ^ = l^x see

(v)).
(iv) ^((z^vX^-^)),- Q <, 1,,Y ^ Ipx (for \2 = l^x see (vi)),

(v) L((^^,^^,^.-^+^)/•2a)), A + ^ ^ l , A ^ / ? 2 ,
(vi) Z((^,^xz.-^^)), ^ ^ l ,
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(Vii) I.((^StGL(2),^^)), /?^1 /2 .

The above seven groups a/representations are disjoint

Remarks ^.5. With the notation as in the above theorem we have
(i) L^x^X"\^X^} = [X(^ x ^)]X(7, /3 < 1/2,
(ii) L((^, x X z^^)) = x x K(^ X ̂ /2)] , /? < 1,
(iii) L((^+l/2^-^+l/2^-l/2a)) = ̂ lcL(2) X^<r, 0 ̂  <

1/2,
(iv) 2.((^StGL(2), ̂ ^) = ̂ StGL(2) X ̂ -^ , ^ < 1/2.

Proof. We shall now repeat essentially the Rodier^s proof from [R2].
The representations in the groups (i) and (ii) are obviously unitariz-

able.
We have the complementary series representations v^\ x v~^\^ 0 <

/3 < 1/2, of GL(2,F). Thus v^\ x ^"^^Xcr is unitarizable. The last
representation is irreducible by Lemma 3.2. Thus

v^\ x v~^\'X(j ^ Vs5 \ x v13^1 Xii/'^^cr.

This implies ^\ x z/ '^^Xcr == L({y^\, ̂ X~1, ̂ ~^X^))- Also z/1/2^ x
^1/2^-1 -^^1/2^ ^ ^1/2^ x ^""^^Xlcr and ^lGL(2) Xlo' is a quotient of
the former representation. Since \\GL{2} Xicr is irreducible by Corollary
3.10., we have ^((i/172^, ̂ l/2;<-l) ^~1/2X«7)) = X1GL(2) X1^ Obviously this
representation is unitarizable. Thus (iii) provides the unitarizable repre-
sentations. Note that the other subquotient of v^^\ x ^"^^Xicr is the
tempered representation ^StGL(2) >^cr-

Now we repeat the similar construction starting from the comple-
mentary series of C?5p(l,F) = GL(2, F) which are ̂  X^-^or, f3 < 1.
Therefore \x i/^ Xi^^cr is unitarizable. Since ^ x i/^ Xiz/"^/2^ is irre-
ducible for /3 < 1 by Lemma 3.2., we have

X x ^ >a ̂ -^a ^ ̂  x x X ̂ ^/2.

Therefore 2.((^,X x z/"^/2^)) is unitarizable for /3 < 1. If /? = 1, then we
have in R{G)

^ x i/Xi/^^o = \ x aStcsp(l) +X x ^GSpW'
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All subquotients are unitarizable. In particular, L((i/^^\ ̂ ^""^^cr)) is
unitarizable. So, we have seen that (iv) provides also the unitarizable rep-
resentations.

We shall show now that the representations in the group (v) are
unitarizable. This is a standard way how one constructs complementary
series representations and we shall only outline the construction. Let us
recall of some well-known intertwining operators. Define an operator

[(^0^0^i^2^3))(/)](<7)= / f{J^ng)dn
JNf

on
Ind6^2^^!^ ®?/2^0^3^) ="i<? x u^Xu^a.

' 0

The operator takes values in Ind pc (J4(^i^ ® u^ ® u^o-)) =
' < < >

Ind0^2'^^1^®^1^®^!^^^) = u^'1^ x u^^X^u^u-iU^cr.
4'

Here u 1 ,^2 ,'^3 denotes the unramined characters of -F^. The unramined
characters carry a structure of a complex algebraic variety in a natural

way. The above integral is defined initially only on an non-empty open

subset of unramined characters of M° where the above integral converges.
In that region, it defines a non-trivial intertwining. Since by Lemma 3.2.
the representation u\(^ x u^ Xzi^cr is irreducible when u^ ® u-z 0 u^ is out

of a proper subvariety, the operators A(ii ® <^ 0 cr.^i ® u^ <g) ^3} extends
meromorphically to all unramined characters (actually, one can prove that

it is a rational function by a method of J. Bernstein).
We consider now the unramified characters V011 ® iv^2 ® ^-(^^^s)/^

where ai,a2 C R such that |ai| 4- 1 ^ 2 1 < 1- Note that in that case

^ x i/^X^-^1-^2^

is irreducible by Lemma 3.2. Therefore, one can twist A((, ® ^ 0 cr, ui 0
U2 0 u^ with a rational function such that for z/01 ® v^ (g) ^-(^-^Vz ^g
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above, the intertwining operators depend algebraically, and that they do
not vanish at any above point.

Recall that we have

(i/01^ x ^^Xii/-^14-02)/2^)- == z^-01^ x ̂ -^X^14'02^

A non-degenerate GSp(2^ F)-invariant Hermitian form on the pair of rep-
resentations i/^ x v^^ X v-^^^^a and v~011 $ x v"^^ Xl i/^+^/^o-
is given by the formula

(/lj2)= / flWJ^dk
J K .

where Ko is a good maximal compact subgroup of GSp(2^F) (for example,
GSp{2, F) H GL{2, Op) where Op is the ring of the integers {x e F^\X\F <:
1} of F). Now the formula

</lJ2>=(/l^(^^0^^1^^20^-(al+Q2/2))/2)

defines a non-degenerate G 5p( 2, -F) -invariant Hermitian form on ^Q'1^ x
i/0'2^ Xi/'"^0'14'02)/2. This form depends continuously on a'i and a^. For
Q^ = Q^ === 0 this form is proportional to the G5'p(2, i^)-invariant in-
ner product which exists on ^ x ^ X cr. Thus, it is positive definite at
this point. Therefore, it is positive definite everywhere on the considered
set. From this one gets that v01^ x z/°'2^ X ^-(al+a2V2c^ is unitarizable
(ai,^ e H.lo'i! 4- 1^21 < 1)- In particular, this proves the unitarizability
of the representations in the group (v) for /^i, /?2 > 0 ancl 0\ + /?2 < 1- For
/3i -h/?2 = 1 one gets the unitarizability by a D. Mili^s result from [Mi] since
the corresponding representations are in the limits of the complementary
series (see also Theorem 2.7. and Lemma 2.8. of [Tl]). Similarly, the rep-
resentations in (vi) are in the ends of the complementary series from (v).
Therefore, they are unitarizable. Note that we have in R{G)

^StGL(2) Xz^a ^ ̂ /^x^/^x^a = z^-^x^/2-^ X^172^.
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Since each irreducible subquotient of the representation is in the limit of
the complementary series from (v) must be unitarizable, the group (vii)
provides the unitarizable representations.

One can check directly using the preceding section that all irreducible
composition factors of i/^ x v^^ Xii/-^1-1-^/2^, |/9i| 4- \^\ < 1, are of
the types listed in (i)-(vii).

Let TT be a non-tempered unitarizable representation of C75p(2, F) in
the sequel. Suppose that it is supported in the minimal parabolic subgroups.
First of all, TT is Hermitian. Therefore, TT belongs to (ii)-(vii) of Lemma 4.3.

Suppose that TT belongs to the group (ii) of Lemma 4.3.. Then

7T=L((^^-1^-^))

with \,a € (^x)', /3 > 0 and x2 ^ l^x. Now for /3 > 1/2

L{(^X, ̂ X~1 ̂ t/-/3cr)) = ̂ X x ^Y"1 X1 ̂ "^ = ̂ X x ^~^X ̂  X^

forms a continuous family of irreducible Hermitian representations (behind
this fact are intertwining operators again). Thus, either all elements of the
family are unitarizable, or no one element is unitarizable. Since the matrix
coefficients of the representations in the family are not bounded for ft large
enough, we see that all representations in the family are not unitarizable.
This proves that TT belongs to the group (iii) of the theorem.

Suppose that TT = L((^, ,y Xlz/'^a)), ft > 0, ^,cr e (^T. For
/? > 1 we have

L((^, x X v~^2^) = ̂  x x X v-^12^

This is a continuous family of Hermitian representations. We see that they
are not unitarizable in the same way as it was obtained in the previous case.
In particular, if TT belongs to the group (iii) of Lemma 4.3., then TT belongs
to the group (iv) of the theorem.

Suppose that TT is not one of the two previously considered types.
Then by Lemma 4.3, TT is a subquotient of ^l^ x i/^xii/"'^1'^2)/2^,
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<^a 6 (^x)^ with ^2 == l^x and /^i^ € R. We may suppose also Pi >. ^2 >.
0. Denote

7r(/9i,/?2) = ̂  x ̂ Xi.-^+^/Y

Suppose that ^ ^ Ij^x. We look at the following families of repre-
sentations

I = {7r(/3i,/?2); 1 > A - '^ > -l^i + 02 > 1},

IIta^^'^i - /?2 > l^i 4- 02 > 1},

A == {7T(/?i^2); 1 = A - 02^2 > 0}.

The following drawing illustrates the situation:

Figure 1.
Representations 7r(/?i, ^2) which belong to I form a continuous family

of irreducible Hermitian representations. They cannot be unitarizable by
the argument which we have already used. Similarly, the region I I corre-
sponds to the non unitarizable representations. Now look at A. For /3 > 0
we have

TT(I 4- /3,/3) = ^-^IGW) X^-17^ + z^^St^) X^-172.

in R{G). Both representations on the right hand side are irreducible by
Corollary 3.10. They are Hermitian representations. In this way we ob-
tain two continuous families. Both of them consist of the non-unitarizable
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representations by the already used arguments. Thus TT is a subquotient of
^(/^i»/^^h /?i +/?2 ^ 1- We have already noted that all such subquotients
are listed in the theorem.

In the end we should consider the case of ^ = l^x .This case is already
settled in [R2], so we omit the analysis of this case. The analysis is similar
to the previous case expect that one need to use a Casselman^s result that
if a subquotient of z/2 x z/ X z/~3/2 is unitarizable, then it is either the trivial
or the Steinberg representation (see for example [HMr]). Here one has the
following drawing:

7t(0.1)

K(0.0) "(l.°)

Figure 2.

a

We shall describe now the representations which are supported in the
other parabolic subgroups. These representations were classified completely
by F. Shahidi in [Sl] (Proposition 8.4.) and [S2] (Theorem 6.1.). One case
may be concluded easily from the earlier J.-L. Waldspurger's Proposition
5.1. of [Wd]. For the sake of completeness, we include these descriptions.

We shall consider first the case of the representations which are sup-
ported in P^y Let p € C™(GL(2,F)) and a G (F^T. The formula (2.2)
gives that p X] a is irreducible if p ̂  P or ujp ^=- l^x . Let j3 G H^. If z/^/9 ><] a
is reducible for Q ̂  0, then it is a multiplicity one representation of length
two. One factor is essentially square integrable (see the seventh section of
[C]). This implies p ^ p and i j j p = Ipx.
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Let /3 C R, p € (^(G^F)) and a G C^T). By F. Shahidi

(Proposition 6.1 of [S2]), the representation i/^p^cr is reducible if and

only if

/3 = ±1/2, p ̂  p and a;p = l^x .

We have now the following two propositions belonging F. Shahidi. Note that

they are a direct consequences of the above description of the reducibilities.

Proposition 4.6.
(i) Representations pXia^ p C CU(GL(2,F)), a G (FXYf o-re irreducible

tempered representations. The only non-trivial equivalences among

them are

^Xcr ^ p><iujp(7.

These representations exhaust all irreducible tempered representa-

tions of the group GSp(2^F) supported in P^x which are not square

integrable.

(ii) Let p G ^(CSp^l^F)) and a- € (^T. Suppose that p == p and
Up == I px . Then v1^2? X ̂ ~l/2o• has a unique irreducible subrepre-
sentation. That subrepresentation is square integrable. For different

pairs (p^ a) we obtain subrepresentations which are not equivalent.

These subrepresentations exhaust all irreducible square integrable rep-

resentations ofGSp{2^F) which are supported in P^y n

Proposition 4.7. An irreducible unitarizable representation ofGSp(2^F)

supported in P^"7 is either tempered, or it is one from the following series

of unitarizable representations

L((^,a)),

where p e ^(GL^^F)) such that p = /9,a;p = l^x and Q < /3 ^ 1/2, a- e

(^r- a
We shall consider now the case of the representation supported in

P°. Let \ e (F><)~ and p e C{GSp(l,F)). Then xX^p is reducible in

the following two cases
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(1) ^ == l j7X,

(h) ^ = z^^o where ^o G (^71><)^ is a character of order two such that
^oP ̂  P.

These are the only points of the reducibility. This was proved by J.-
L. Waldspurger in [Wd] and F. Shahidi proved that also in [Sl] by different
methods. We have now the following two propositions belonging to them.
Note that they follows easily from the above description of the reducibilities.

Proposition 4.8.
(i) The representation Ipx Xlyo, p € C'^GSj^l, F)), splits into a sum of

two tempered irreducible subrepresentations which are not equivalent.
For different p's^ these subrepresentations are not equivalent

(h) Representations \ Xi (E {F^}\ \ ̂  l^x, p € CU(GSp(l,F)), are
irreducible tempered. The only non-trivial equivalences among them

are

X>^P^ X'1 >^XP'

(iii) The irreducible representations listed in (i) and (ii) are disjoint groups

of representations and they exhaust all irreducible tempered repre-
sentations of GSp(2^F) supported in P0 which are not square inte-

grable.

(iv) Let p G CU(GSp{l,F)) and suppose that ̂  € (FXY is a character of

order two which satisfies ^op = P- Then r/^o X^"1^2/? has a unique
irreducible subrepresentation. This subrepresentation is square inte-

grable. For different pairs (^0',?) we obtain subrepresentaiions which
aruivalent. These subrepresentations exhaust all irreducible square

integrable representations of GSp{2^F) which are supported in P^y

D

Proposition 4.9. The following two disjoint groups of representation ex-

haust all irreducible unitarizable representations ofGSp{2^F) which are

supported in P^y'
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(i) irreducible tempered representations ofGSp(2, F) which are supported
in P^

(ii) Z((^^-^2/9)) where 0 < f3 ^ 1, ̂  e (F")', /? € ̂ (G^l,^))

which satisfy ^ == l^x, ̂  ̂  l^x an<f ^/? ̂  /?. D



5. Consequences for Sp(2)

Analyzing the restriction of irreducible representations of G5p(2, F)
to «?p(2, F), we shall derive in this section various results for 5'p(2, F) from
the previous investigations of the case of C75p(2,F). The properties of this
restricting process that we need, can be find in [GeKn] and [T3]. The case
of the symplectic groups was studied in [T4].

We shall recall briefly of the main properties of the restricting process.
Let TT G GSp(ii^Fy. Then for the restriction 7r|5p(n,F) we have

7r|5p(77,F)^(7i © — © a j b

for some o~i G S p ( n ^ F ) " . If TT is unitary (resp. tempered, square integrable,
cuspidal), then each a{ is also unitary (resp. tempered, square integrable,
cuspidal). Further

(5.1) dime End^(n,F) (7r|5p(n,F)) = card {x € (F^^TT ̂  7r}.

Take L ( ( < ? i , . . . , ̂ ,, r)) e G5p(77, F)', where ^ C ^4-, and T G T(G)
is a representation of GSp{rn^F). Then for ^ 6 (FXY

^( (^ , . . . , ^ ,T) )=L((^ , . . . , ^ ,^T) ) .

Write further
r|5'p(777,,F)=rie...e^

where T, are irreducible representations. Then

(5.2) L((^,...,^,r))|5p(77,F)^e Z.((^,...,^,TO).
1=1

Let a G Sp(n^ FY. Then a is isomorphic to a subrepresentation of
7r|5'p(77,F) for some TT G GSp(n^ F)". Moreover, if cr is unitary (resp. tem-
pered, square integrable, cuspidal), then one may choose TT to be unitary
(resp. tempered, square integrable, cuspidal).
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Let ^ G (F^r ^d Ef=i ̂ W G ^n(G) where TT, <E GSp(n,FY and
rii € Z. Define

^ ^
^(^ni7Ti)=^n,(^7r,).

i=l i'=i

For a € Rn(G) set

^^(^(^^{xeCF^r;^^^}.

Theorern 5.1.

(i) For each (o € (Fxy of order two, the representation vi^o x ^o Xl 1 has

exactly two irreducible subrepresentations. They are square integrable

and thquivalent. If we denote them by o'(^o) a^d ^"(^o^ then we have

6, ̂  ̂ -l/2a)|5p(2, F) = 61^) C ̂ (^o).

(h) If 8 is an irreducible square integrable representation of 5p(2, F)
which is supported in the minimal parabolic subgroups, then 6 is ei-
ther the Steinberg representation or it is a representation considered
in (i). We have

^StG^(2)|5p(2,F)^St^(2).

Proof.

(i) Consider ^o x ^o X^"1^2^" € R(G). Suppose that

X^Xsp(2)W[^^}^~l/2^

Then V^Q x ^o Xi^"1/2^ and

X(^o x <fo X^"172^) = ^o X (o Xi/"372^
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are equal in R(G). Thus, \ 6 Xsp^^^o x <Co X l/~1^2c^). Conversely, if
X ^ ^(2)(^o x ^o X^"172^), then

xex^)^^,^]^-17^))

since ^([^o? ̂ oL ^"~1^2o^) is a unique square integrable subquotient of i/^o x
(o Xiz/-1/2^. Let ^ € ^(2)(^o x ^o X^172^). Then z/$o ® ^o 0 ̂ "'^cr
and ^o 0 ^ o 0 ^~ l/2^<7 are associate (i.e., in the same orbit of the ac-
tion of the Weyl group). This implies \ 6 {Ipx.^o}- Since 1̂ 0 X^"1/2^ =
^o X i/"1/2^)^ in the Grothendieck group, we have Xsp^) (S( [^o, ̂ o]? ^/-1^2(T))
= { I p x , ̂ o}- This implies that ^([$05 ^$o]» z/-1^2<7)|5'p(2,J7) splits into a sum
of two non-equivalent irreducible square integrable representations. The
(normalized) Jacquet module for the standard minimal parabolic subgroup
of each of these representations is i/^o 0 ^o ® 1. The Frobenius reciprocity
implies that these two irreducible representations are the only irreducible
subrepresentation of i^^o x ^Q Xl 1.

(ii) In the same way as above one gets Xsp^(aStGsp(2)) = { Ipx} -
Theorem 4.1. implies the statement that the above representations exhaust
all the irreducible square integrable representations supported in the mini-
mal parabolic subgroups. Q

Theorem 5.2. Lei x s X i ^ X - 2 ^ {FXY, ̂  ^et ^<Ci^2 be characters of F^
of order two.

(0 Xl x X2 X 1 ls irreducible if neither \\, nor \^ is of order two. We

have ^i x ^2 X11 ^ X'i x X'2 X 1 if and only if ̂ i 0 ^2 ® 1 and

X'l 0 X^ 0 1 are associate.
(ii) Write f, X 1 = T1 + T2 as a sum of irreducible representations. Sup-

pose cither \ = $ or \ is not of order two. Then \ X T1 and \ X T2

are irreducible representations which are not equivalent. The only

non-trivial equivalences among them are

^xr^^xT^ and X Xlf^ ;<~1 XT^2.



122 PJ. SALLY JR., M. TADIC

(hi) J/^i ^ ̂  then ^e representation ̂  x ̂  Xl 1 ^ a multiplicity one

representation of length four. The irreducible constituents may be

characterized as common subrepreseniations of^ X T1 and ̂  XT^ ,
zje{l ,2}.

(iv) Suppose that \ is not of order two and suppose that also \ ̂  Ipx

(i.e., \2 ̂  Ipx/ Then ^XSt^i) is irreducible. The only non-

trivial equivalences among these representations are

X X Stsp(i) = X"1 X St.sp(i).

(v) Suppose that \2 = Ipx. Then XXSt^i) is a sum of twie subrep-

resentations which are not equivalent. If \ •^ I p x , then one repre-

sentation is a common factor with i/>^T1 and the other one with

z/xT2 If \ = Ipx^ then one representation is a common factor

with ̂ ^St^^) X 1 and the other one with t/^lGJ^) Xl.
(vi) Representations ^St^(2) X 1 are irreducible. The only non-trivial

equivalences among such representations are

XStcL(2) X 1 ^ X^Stoi^) X 1-

The groups of representations ( i ) - (v i ) are disjoint. They consist of

the irreducible tempered representations of Sp(2^F) which are supported in
the minimal parabolic subgroups. Each irreducible tem.pered representation

of 5p(2, F) which is supported in the m-inimol parabolic subgroups, either

belongs to one of the groups (i)-(vi), or it is square integrable.

Proof.
(i) We know that ^i x ^2 Xipx is an irreducible representation of

C?5p(2, F) by Lemma 3.1. A direct computation gives that

Xsp(2)(\l X X2 X Ipx) = {ipx}

if neither ^i, nor ^2 ls °t order two. This implies (i).
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(ii) We know that ^ x ^ X l^x is irreducible. A simple analysis gives

^Sp(2){X X ^Xl^x) = {IFX,$}.

This gives the first part of (ii). We know also ^XT1 ^ \~1 XT1 for
z = 1,2. Suppose further that ^XT^' ^ ^X7^ where ^ and ^ satisfy
the assumptions of (ii). Since \ 0 <^ ® 1 and ^/ 0 ̂  0 1 are associate, we get
first <^ = <f and then ^ == ^/ or ^-1 = ^ /. Suppose that ^ == ^'. Then i = j
since \ x ^ Xi 1 is a multiplicity one representation. Suppose now \~1 = ̂ ' .
Then x x T^ ^-1 x T^ ^ ^ x T^ what implies i = j.

(hi) One gets directly A^(2)(^x ^2 >^ 1 FX ) = {1^1,6^1^2}. Recall
that ^i x ^2 X Ipx is irreducible. By [Ke], ̂  x ̂  Xl 1 is a multiplicity one
representation. Looking at the Jacquet modules of ^ X T' and ^ Xi T3

^or ^i)^ one S6^ ̂ ^ ^ese representations are of length less then or equal
to two. This implies that both representations are of length two. Look-
ing at the Jacquet modules for P 3 , one gets that ^ XT' and ^ X^T3

have a non-trivial intersection, and that there is no inclusions among these
representations.

(iv) Since \2 -^ I p x , X X3 Stc?.s>(i) is irreducible by (ii) of Corollary
3.10., as well as \ X ^ c s p ( i ) ' The first representation is tempered, while the
other is not tempered. Thus Xsp(2)(x XStG5p(i)) = Xsp(2)(x^^ X ̂ -1/2).
A simple computation gives Xsp(2)(x x ^X^"172) = {l^x}. This implies
that

/YXSt^(i)^xX(Stc^(i)|5p(l))^(x-xStG^(i))|G5p(2)

is irreducible. The relation ;YXSt^(i) = \/-l XSt.sp(i) is clear. That this
is the only non-trivial equivalence among such representations follows in
the same way as in the proof of (ii).

(v) Suppose that \ is of order two. Then ;Y X Stc^i) is irreducible
(Corollary 3.10) Then the some calculation as in the proof of (iv) gives
^Sp{2){\ XSt,G5p(i)) = { I p x ^ } - Therefore :\:XSt^(i) is a sum of two
non-equivalent irreducible representations. From the Jacquet modules one
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concludes that XX'St5'p(i) and v ><lT^(resp. i/xT^) have a non-trivial
subquotient in common. The reducibility of Ijrx XSt5,,(i) follows from the
reducibility of I p x XStG5p(i). Let a be an irreducible subrepresentation of
I p x XiStG5p(i). As before, we can conclude that Xsp{2}{^) c ^5p(2)(lpx x
^X^"1/2). Since Xsp(2){^F^ x ^Xi^'"1^2) = { Ipx} , we have Xsp(2){^) =
{ipx}. Thus I p x XlStG5ji(i) is of length two. From the Jacquet modules
one can see that it is a multiplicity one representation. Characterization of
irreducible subrepre.sentations one concludes in the same way as in the first
part of proof of (v).

(vi) By Corollary 3.10., X^GL(2) Xipx is irreducible. Further

^(2)(xSt,GL(2) X IPX ) C Xsp^^^X X ^"1/2 X IPX ).

Since

Xsp^^X x ^^x^lpx) = { l^x} ,

have the irreducibility. The statement about equivalences follows in the
ndard way. Q

we
standard way. Q

Theorem 4.4. and (5.2) imply the following theorem.

Theorem 5.3. Lei\^ (E {Fxy. Suppose that ^2 = I p x , and let/3,^,^ >
0. The following groups of irreducible representations are unitarizable and

they are supported in the minim.al parabolic subgroups. They exhaust all the

irreducible unitarizable representations of Sp{'2,F) which are supported in

the minimal parabolic subgroups.
(i) Irreducible tempered representations described in Theorem 5.2.

(ii) £((^,i/,l))=lsp(2).
(iii) ^(i/^,^-1,!)), /3 ̂  1/2, ^ ¥- IPX (for y2 = Ipx see (vi)).
(iv) L((i/'3, \ >y 1)), jS <_ 1, \ is not of order two.

(v) £((^,2?), ^Ipx, ^^1 , ^ € { 1 , 2 } .
(vi) £((^,^,1)), /3i +/?z ^ 1, A ^ A.
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(vii) L((^,7?), /3^1, ^l^x, z G { l , 2 } .
(viii) L((^StGL(2),l)), /^l/2.a

Proposition 5.4. Ze< ̂  e {FX)^.
(i) ^StGL(2) X'l u reducible if and only if \lcL(2) X11- ls reducible. It

happens if and only if\ 6 {^±1/2^, ̂ ±3/2} for some ^ such that ^2 =

Ipx. For \ C {^ ' , z / /2}, ^e above representations are of length
two. For \ = v^f2^ with ^ of order two, the above representations

are of length three. All above representations are of multiplicity one.

(ii) The representation \X^Stsp(i} if and only ifx^^Sp^) %s reducible.
It happens if and only if \ G {^ l/±2} for some ^ which satisfies

^2 = I p x . If we have reducibility, then we always have a multiplicity

one representation of length two.

(iii) Let ^ be of order two. Now \ xr1 is irreducible if and only if\ XT2

is irreducible and it happens if and only if \ ̂  [1/±1-> ̂ y±l-, ̂ '} for
any character ^f of order two which is different from ^. If y is a

character of order two different from ^ or if \ == z^^1, then the
above representations are of length two while for y = v^^y the above
representations are of length three.

Proof.
(i) Let TT 6 GSp(2^FY be an irreducible subquotient of ^St^^^) Xl

l^x or x l G L ( 2 ) X l F x . Then Xsp(2){^) C Xsp^^^X x t/"172^ X Ipx).
A direct computation tells that X^pcz}^1 X x ̂ ~1 X X I p x ) is non-trivial
when \ = zy^1/2^' where ^ is a character of order two. Then the above group
of characters is equal to { I p x , <^}. In all other cases we have the trivial above
group. Therefore, if \ ^ {^±1^2^ ^±3^2} for any $ which satisfies $2 = I p x ,
then YlGL(2) X11 ana X /StGL(2) X 1 are irreducible. If \ 6 {^±3//2}, then
both ,"\:lGL(2) X 1 and X'StGL(2)Xl reduce. We have representations of
length two. From Lemma 3.5. and (5.2) we see that in the case of \ == i/^3/2

the above representations are of multiplicity one. Lemma 3.6. and (5.2)
imply that for \ = v^f2 we have again multiplicity one representations.
The same arguments give that in the case of \ = ^±ly/2^ where ^ is a
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character of order two, we have multiplicity one representations of length
three.

(ii) Let TT C GSp(2, F)" be a subquotient of \ X] Stcsp^i) or ^ Xi lcsp(i)'
Then

XspwW c ̂ ^(xx^x^"172).
If ^ is a character of order two, then Xsp(2)(x><lz/ X^"~1^2) = {l?x}-
In all the other cases, the above group is trivial. Therefore, XXSt^i)
and ^X 15^(1) are irreducible if \ ^ ^±2 and if \2 -^ I p x . If X = l/±2

we have representations of length two. By Lemma 3.5. and (5.2) one
obtains that they are multiplicity one representations. For \ = l^x we
have a representations of length two. From Lemma 3.5. and (5.2) we
see that I p x Xl^i) is a multiplicity one representation. The Jacquet
module of I p x XSt^(i) for P^ tells that I p x XiSt^(i) is a multiplicity
one representation. Suppose that \ is a character of order two. Then
\ XlStGSp(i) and \ X lc5p(i) are irreducible. Since the first representation
is tempered, while the other one is not, we have

^S^^XXStG.S'^l)) = ^^(2)(XX'lG\S;)(l))

= Xsp(2)(X X ^X^"172) = { IFX,X}.

This -finishes the proof of (ii).
(iii) Let <f be a character of order two. Then ( , ' X T^ is a multiplic-

ity one representation of length two by (iii) of Theorem 5.2. We know
that X^(2)($XStG^(i)) = ^(2)(^lGSp(i)) = { I F X , ^ } . Therefore
^X]St5p(i) and <^><]l5p(i) are multiplicity one representations of length
two. NotethatinJ?(G)wehave^x$X]z/~1 /2 = ^xi/Xl^"^2 = CxSto^i)
4-L(^,^Xiz/"~1/2). Therefore we have in R(S) the equality v x ^ X 1 =
^XStG5j,(i) + L(^T^) + L(i^T^). Thus z/ x $X3l is a multiplicity one
representation of length four. Looking at Jacquet modules it is now easy to
get that v^ Xl T1 are multiplicity one representations of length two. We
have in R{G) the equality vf, x ^ Xcr =

<^ ̂ L ̂ )+^ ((^ /2eStGL(2)^)) +^ ((^Stcw), ̂ )) +^ ((^ ( X ̂ )) •
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Therefore in R(S) holds ̂  x <^ >o 1 ==

^(0 + ̂ (0 + 2L ((^StGL(2), 1)) + L (K, 7^)) + L (K, ̂ 2)) .

Consider ^xT^'. From the Jacquet modules one sees that 8'{^) or 8'\^)

is a subquotient of ̂  X T '̂. Further, L [(z/^, T^')) is a quotient of ̂  Xi T1

From the Jacquet module of v^ X T1 for P5 one cdes that v^ X] TJ is a
multiplicity one representation. From this one can conclude that \ X T1

are multiplicity one representations of length three. Suppose that \ ^
{^±1,^±1^1} for any <f of order two, different from (. Then \ X ^ X Ipx
is irreducible by Lemma 3.2. Now Xsp(2)(x X1^ X I p x ) = { I F X , < ^ } . This
implies the irreducibility of \ xT,j. Q

Remark 5.5. Note that ^o x ̂  X 1, ̂  = l^x, (o ^ I p x , has five different
irreducible subquotients, ^((^^oStc^^l)) is of multiplicity two while
all other factors are of multiplicity one. Recall that for GSp(2, F), all non-
unitary principal series were of multiplicity one.

One can write down easily similar classifications for various classes
of the irreducible representations which are supported in other parabolic
subgroups (see [S2] and [S3]). One can get these classifications also by the
"restriction" of the corresponding classifications for G^ST^, F). For the sake
of completeness, we shall write these classifications now.

Let p be an irreducible unitarizable cuspidal representation of GL(2, F)
and /3 C H. Then v^ p X 1 is reducible in the following two cases

(i) p = p, ^ ̂  I p x and /? = 0,
(ii) p = p, ^p == 1^ and /3 = ±1/2.

These are the only points of the reducibility of ^/9Xl. This is the
ShahidFs result.

We shall sketch here how the above reducibilities for 5p(2, F) follow
from the corresponding reducibilities for GSp(2, F). Since {y^ p X Ipx )|5'p(2, F)
^/?Xl, we have reducibility of ^/9Xl, which is a representation of
5p(2, F), when p == p , ^ p == I p x and /3 = ±1/2. In the other cases, the rep-
resentation v ^ p X I p x of G5p(2, F) is irreducible. If we have a reducibility
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of ̂ p Xi 1, then p = p. Further Xsp{2}{^P Xi Ipx) ̂  {l^x } implies /3 = 0

and ci;p ̂  Ij^x. Then -^^^^Xl^x) = {Ipx^p}. Therefore, cases (i)
and (ii) above, describe the reducibilities of i/^ p ><] 1.

The following two propositions hold now. Clearly, they belong to F.
Shahidi.

Proposition 5.6.
(i) Let p G ^(GL^F)) satisfies p ^ p and Up ^ Ipx. Then pX^l

decomposes into a sum of two irreducible tempered representations.

They are not equivalent For different representation p as above, the
irreducible tempered representations are not isomorphic.

(ii) Let? C G^G^.F)). If p ^ p or if^p is not a character of the order

two, then p^xilp-x. is irreducible. The only non trivial equivalences
among such representations are

y9Xll^x ^ p X ^ l p x .

These representations are tempered
(hi) If a- is an irreducible tempered representation of G5p(2, F) which is

not square integrable and which is supported in Pf^\, then a- belong

two one of the. disjoint groups of representation described (i) and (ii).

(iv) Let p G 6^(0^(2, jF)). Suppose that p ^ p and ujp == l^x. Then

z/1/2 p x Ipx contains a unique irreducible subrepresentation. This
subrepresentation is square integrable. For different p as above^ we

get square inresentations which are not isomorphic. Each irreducible

square integrable representation which is supported in -P/5-? is iso-
morphic to a square integrable representation as above. Q

Proposition 5.7. An irreducible unitarizable representation of Sp(2^F)
which is supported in P5 is either tempered, or it belongs the following set

of the unitarizable representations

£.((^,1))

where p <E C"(G£(2, F)) such that p S p.ujp = 1^-x and 0 < ft <, 1/2. Q
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From the Waldspurger^s and the Shahidi^s result for G5p(2, .F), we
can write the reducibilities for P3 in the following way. Let \ be a uni-
tary character of Fx^ let a be an irreducible cuspidal representation of
5p(l, F) = SL(2, F) and let f3 C R. For a C F^ denote by TT^ the represen-
tation

(\a 01 fa-1 Ol\
^——Uo iMo ij j -

Put
^{aeF^^}.

For each y G (FX / F ^ ) " we have (y^2 = I p x . Now in the following cases we
have reducibilities:

(i) ^ =- Ipx an(^ /^ == 0 (i.e. l^x Xl a is reducible),
(ii) \ is of order two, \ ^ (F^/F^)' and j3 = 0,

(iii) ^ is of order two, \ C { F X / F ^ y and f3 = ±1.
These are the only cases of the reducibility of v^\ Xa.
For more information about the groups (jF^/jF^)" see [T3]. That

group is denoted there by (GI^, F)/GZ(2, F)o.)" and it corresponds to
the group which is denoted by X§j^^ F)(^) in [T3], for TT an irreducible
cuspidal representation of (5L(2,F), such that 7r|5'L(2,F) contains a sub-
representation isomorphic to a.

We shall outline now how corresponding reducibilities in the case
of G5p(2, F) imply the above reducibilities. Take a cuspidal representa-
tion < J ' G GSp(l^FY such that a is isomorphic to a subrepre.sentation of
o^l.Sj^l, F). We have a decomposition into a sum of irreducible represen-
tations c r ' \ S p ( l L , F ) = (TI (B • • • (B crjk. Representations cr, are cuspidal and
o-i ^ aj if z 7^ j. From the Jacquet modules one gets that

(^^xa^l^^^.^^^x-x^l^i.F))^ e ^xx^
z=l

is a multiplicity one representation. Therefore, if TT is an irreducible subquo-
tient of v^\ >^<j1\ then Xsp^{7r) = ^Sp(2)(zy'3X/ Xlc^^). Reducibility implies
\2 = l^x. We shall assume that in the further analysis.
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Suppose that ft ^ 0. Then Xsp^^X^^'} = Xsp(i){cr1). There-
fore, in this case if y^\><\a' is irreducible, since the length of
(z/^XKT^I^^F) is equal to the length of (^[^(I.F), we have that all
i/^-^Xa-i are irreducible. If f^\>^a1 is reducible, then it is of length 2.
Now the representation (v^\ Xl a')\Sp{2, F) is of length 2k. Since a1 |5p(l, F)
is of length k and v^\ Xlcri splits into no more then two irreducible repre-
sentations, we have that if v^\ ><\cr' reduces, then all v^\ Xia, reduce.

Suppose now that f3 = 0. Then Xsp(2)(x X^) = ^Sp(i)^1) U {77 G
(F^)';^ ^ </}. Note that {77 € (F^)';^ ^ c/} C Xsp^(a1) if and
only if \ G X5p(l)(<7/). If ^ € X5p(l)(c^/), then \ X^cr1 reduces if and only
if \ X <T reduces. The reasons is same as had above. Thus, l^x Xa,
reduces and this is the only reducibility if '\' G Xsp(i){^')- Suppose now
that \ ^ Xsp^(a1). The same arguments as above give that all ^Xo-i
reduces.

Description of Xsp^(cr') in terms of a one may found in [T3].
We can conclude the following two propositions now. They belong

to J.-L. Waldspnrger and F. Shahidi.

Proposition 5.8.
(i) Let a G (^(^J^9,!^)). Then Ipx Xia reduces into a sum of two irre-

ducible tempered representations. They are not isomorphic. For dif-

ferent representations cr one gets irreducible subrepresentations which

are not isomorphic.

(ii) Let a € C'̂ .S'J^F)) and let ^ € (F")" be a character of order
two such that \ ̂  (FX/F^y. Then \>^o~ decomposes into a di-

rect sum of two irreducible tempered representations. They are not
isomorphic. For different pairs (cr, ̂ ) as above, one gets irreducible

subrepresentations which are not isomorphic.

(iii) If a is an irreducible tempered representation of 5p(2,F) which is

supported in P/^p and which is not square integrate, then a belongs

to one of the two disjoint groups of the representations described in

( i ) and (ii).

(iv) Let <72,F)) and let \ he a character of Fx of order two which belongs
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to (FX/F^Y. Then ^Xcr contains a unique irreducible subrepre-

sentation. This subrepresentaiion is irreducible. For different pairs
(<T,^) as above, one gets square integrable subrepresentations which
are not isomorphic. Each irreducible square integrable representation
of 5p(2, F) supported in P3 is isomorphic to some square integrable
representation as above.^

Proposition 5.9. Let TT be an irreducible unitarizable representation of

5p(2,jF) which is supported in -P/^\. Then TT is either tempered or it belongs
to the following series of the unitarizable representations

I<(zA^))

where a- G (^(5^(2^)), 0 < f3 <: 1, and \ is a character of Fx of order

two which belongs to (F^ /F^Y. Q
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