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Résumé. Sur un corps local de caractéristique 2, A.Weil a défini le groupe
métaplectique comme extension d’un groupe dit pseudosymplectique. Cepen-
dant, les paires de sous-groupes réductifs (G, G') de ce groupe, duales au sens
ol G et G' sont les commutants 'un de 'autre, n’avaient pas été classifiées.
Une classification compleéte est ici établie, ainsi que la trivialité de I'extension
métaplectique restreinte a ces sous-groupes.

Abstract. Over a local field of characteristic 2, A.Weil has defiried the
metaplectic group as an extension of a group called “pseudosymplectique”.
However, the pairs of reductive subgroups (G, G') of this group, dual in the
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metaplectic extension restricted to these subgroups.
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Introduction

Analysant les travaux de C.L. Siegel sur les formes quadratiques, A. Weil
montre en 1964, le role capital que joue dans la théorie des fonctions théta,
une représentation unitaire (projective) du groupe dit pseudosymplecticue
[15].

Poursuivant dans cette voie, R. Howe propose une théorie générale [6]
qui explique la dualité entre certains groupes classiques, dualité mise en
évidence par de nombreux auteurs. R. Howe introduit la notion de paires
duales réductives (c’est-a-dire de paires (G,G’) de sous-groupes réductifs,
duales au sens ot G et G’ sont les commutants I'un de 'autre) et définit
une correspondance entre certaines représentations projectives irréductibles
de ces sous-groupes a l'aide de la représentation de Weil.

Cette théorie, développée sur les corps de caractéristique nulle ou impaire,
peut-elle étre élargie a des corps de caractéristique 27

Répondre & cette question nécessite de revenir & l'article d’A. Weil [13].
Il apparait alors que le groupe pseudosymplectique n’est plus isomorphe au
groupe symplectique mais est une extension d'un groupe orthogonal.

Plus précisément, considérons un corps F de caractéristique 2, fini ou
local, et W un espace vectoriel sur F' muni d’une forme quadratique () non
dégénérée et non défective, d’indice quelconque (I.1.1) (A. Weil s’intéresse au
cas d’indice maximal). Notons O(Q) le groupe des isométries de (1, Q). Le
groupe pseudosymplectique est alors une extension de O(Q) par le module
Q. (W) des formes quadratiques additives définies sur 1. Cette extension
est, en général, non triviale (I1.1.3).

Nous remarquons que 'existence de formes quadratiques additives non
nulles est propre & la caractéristique 2. Elle est source de nouveaux
problémes pour la recherche des paires duales et pour 1'étude de ’extension
métaplectique.

Cette étude fait 'objet du paragraphe 1.2. Le groupe pseudosymplectique
au-dessus de O(Q), défini précédemment, est formé d’automorphismes d'un
groupe de Heisenberg (I.1.2) triviaux sur le centre. Par le théoréeme de
Stone-Von Newmann, encore valable sous nos hypotheses, nous construisons
Pextension métaplectique (1.2.1). Celle-ci présente deux particularités (que
nous mettons en évidence sur sa restriction au sous-groupe Q,(W) (1.2.2)) :
étre d’ordre exactement 2 que F soit fini ou local; avoir des éléments qui ne
commutent pas quand bien méme leurs projections commuteraient dans le
groupe pseudosymplectique.
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Dans I’étape suivante nous classifions les paires duales réductives du
groupe pseudosymplectique (II.1 et 2). Elles sont de la forme : deux groupes
linéaires ou un groupe symplectique et un groupe orthogonal ou deux groupes
unitaires ou encore, une des deux paires duales triviales. Nous reconnaissons
1a les différentes “familles” obtenues pour les autres caractéristiques. Par
ailleurs, quand cela doit étre précisé, nous décrivons les sous-groupes du
groupe pseudosymplectique qui interviennent (I11.2.2).

Mais revenons & la démonstration établissant la classification. Dans un
premier temps nous avons recherché les paires duales réductives de O(Q) par
des méthodes communes aux autres caractéristiques [8] (II.1). Nous abandon-
nons ensuite ces méthodes pour décrire a partir de la classification obtenue un
procédé qui nous permet de construire des paires duales réductives du groupe
pseudosymplectique (11.2.2). Nous en dressons la liste (II.2.1 proposition b).
Est-elle complete ?

Le vérifier exige la connaissance de certaines propriétés des paires duales
réductives du groupe pseudosymplectique (II. 2.1 théoréme c). De ces pro-
priétés et du lemme 2.4, nous déduisons, pour chaque paire duale réductive
non triviale (G,G’) du groupe pseudosymplectique, 'existence d’une paire
duale réductive (I, K') déja répertoriée telle que les projections de I et
K’ sur O(Q)) contiennent celles de G et G’ respectivement : de 1a, via le
corollaire 2.1.d, 'exhaustivité de la liste établie (II.2.1 théoreme e).

Le dernier paragraphe traite de la restriction de I’extension métaplectique
aux paires duales réductives. Cette restriction est toujours scindée (sauf au-
dessus des paires duales triviales).

Il apparait en outre que les images réciproques des composantes d’une
paire duale non triviale commutent dans ’extension métaplectique. Ainsi
donc, nous pouvons étendre la correspondance locale de Howe au cas de
caractéristique 2 et retrouver des situations connues.

Nous pouvons également étudier les propriétés de cette correspondance.
En particulier, elle s’avere étre “compatible” avec l'induction parabolique.
Pour le démontrer, il suffit de suivre, mutatis mutandis, le raisonnement de
S. Kudla [7] et ses variantes [8, Ch.3 §§IV et V]. Ce dernier point n’est pas
développé dans le présent article.

L’ensemble de ces résultats est issu d'une nouvelle these préparée a
l'université de Paris-Sud (Orsay) sous la direction de Guy Henniart. Qu'il
trouve ici 'expression de ma profonde gratitude.
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NoTaTIONS : On fixe un corps commutatif F' de caractéristique 2, fini ou local
dans le chapitre II. On note F? le sous-corps de F formé des carrés de F'; si
F est local, O désigne ’anneau des entiers de F' et pp son idéal maximal.
Soit ¢ un caractére additif non trivial de F'.
On considére un espace vectoriel W sur F', de dimension finie et muni
d’une forme quadratique @ dont la forme alternée associée est notée <, >.
6; ; désigne le symbole de Kronecker.



I. EXTENSION METAPLECTIQUE

§1. Groupes pseudosymplectiques
1.1. Formes quadratiques en caractéristique 2 [3,Ch.1,§16]

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur F'.

Une forme quadratique g sur V' est une application de V' dans F' définie &
I’aide d’une forme bilinéaire b par : g(v) = b(v,v), v € V. Une forme bilinéaire
alternée, notée (, ), lui est associée de la fagon suivante :

pour tout (v,v') € V2, (v,v") = q(v+v') +q(v) +q(v') = b(v,v") +b(v', v).

Ces trois objets ne se déterminent pas 'un l'autre. D’une part, deux formes
quadratiques g et ¢’ ont la méme forme alternée associée si et seulement si
q + ¢’ est additive; d’autre part, deux formes bilinéaires b et b’ définissent
la méme forme quadratique si et seulement si la forme bilinéaire b + b’ est
alternée.

On note Q(V') l'ensemble des formes quadratiques sur V., Q,(V) le sous-
ensemble des formes quadratiques additives sur V et Q2(V") le sous-ensemble
de Q4(V) formé des formes quadratiques additives dont les valeurs sont des
carrés de F.

Soit g € Q(V) et (,) la forme alternée associée. Un sous-espace vectoriel
X de V est isotrope si I'intersection de X et son orthogonal X+ n’est pas
nulle. Si en outre X est contenu dans X+, X est dit totalement isotrope. Un
sous-espace vectoriel X', totalement isotrope et sur lequel g est nulle, est dit
singulier.

Un sous-espace vectoriel de V' est hyperbolique s'il admet une base hyper-

bolique (e1,---.ep,e_1, -+, e_p) cest-a-dire telle que
(ei,ej) =6;—; pourtout i.je{-p.---,—1,1,---.p}
et q(e;) =0 pour tout ¢ € {-p,---,—1,1,---,p}.

Une base ne vérifiant que la premiere condition est dite symplectique.
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On suppose que q est non dégénérée et non défective (i.e. la forme (, ) est
non dégénérée).

Alors si X est un sous-espace vectoriel de V totalement isotrope, il existe,
pour toute base (e;)ier de X, des vecteurs (e—;);er de V tels que

(e;ye—j) =6;; pour tout 4,5 € I.

Si de plus X est singulier, on peut choisir les vecteurs (e—;);es singuliers [3
p- 34]. Ainsi, si X est un sous-espace vectoriel singulier de V' de dimension
maximale, il existe un sous-espace vectoriel Y de V', de méme dimension que
X, tel que X @Y soit hyperbolique. Alors (X @ Y)t est un sous-espace
vectoriel sans éléments singuliers et V' se décompose en somme orthogonale

V=(XaoY)e X aY)h
La dimension de X s’appelle !'indice de g et est notée v(q).

1.2. Le groupe de Heisenberg
Soit @ une forme quadratique sur W, non dégénérée et non défective.
Alors W est de dimension paire notée 2n. On note <, > la forme alternée de

Q.

Pour toute forme bilinéaire B définissant (), on définit un groupe de
Heisenberg H(B) par {15 §31] :

H(B)=W x F
muni de la loi
(w,t), (w',t') € H(B), (w,t)(w',t") = (w4 w',t +t + B(w,w)).

Si B’ est une autre forme bilinéaire définissant @@, on définit de méme le
groupe de Heisenberg H(B'). Soit ¢ une forme quadratique dont la forme
alternée est B+ B’'. Posons aq(w,t) = (w,t+g(w)), (w,t) € H(B). Alors a4
est un isomorphisme entre H(B) et H(B’).

THEOREME DE STONE-VON NEUMANN. — Supposons que F est fini ou local.
A isomorphisme prés, il existe une et une seule représentation (p,V) de
H(B), lisse et irréductible, telle que, pour tout t € F,

p((0,1)) = ¢(t)idy.

La démonstration est celle exposée dans [8,Ch.2] & quelques modifications
pres que nous allons préciser.
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Preuve : La démonstration de 'existence d’une telle représentation est en
tout point semblable & celle de 8, Ch. 2, L.3] (il suffit de remarquer que
8(—a) = 6(a)~! : en caractéristique 2, cela donne &(a) - (0, Q(a))).

Exemples.

1. Soient W = X @Y une polarisation compléte de IV (i.e. X et Y sont des
sous-espaces vectoriels totalement isotropes, de dimension maximale)
et 1 x un caractére du sous-groupe X X F' de H(B) prolongeant .
On définit le C-espace vectoriel H(X,¢'x) (ou H(X,¢x,B) sil y a
ambiguité) par :
- si F est fini, H(X,¢¥x) est formé des fonctions ¢ sur H(B) a
valeurs dans C telles que :
(1)
Vz e X, Vt e F, YVhe H(B), ¢((z,t)h) = ¢¥x((z,t))¢(h)

—si F est local, H(X, ¢x) est formé des fonctions ¢ sur H(B)
a valeurs dans C localement constantes, & support compact
modulo X x F et vérifiant (1).
Le groupe H(B) agit sur H(X,¢x) par translations & droite. La
représentation (py, H(X,v¢x)) de H(B) ainsi obtenue vérifie les con-
ditions du théoréme.
De plus, H(X,¢'x) est isomorphe au C-espace vectoriel S(Y) des
fonctions de Y dans C si F est fini, et au C-espace vectoriel S(Y)
des fonctions de Y dans C, localement constantes & support compact
si F est local.

On a alors, pourtout s € X, y€ Y, t € F et ¢ € S(Y),

pe((z+y, 1)) = ¢(t+ < v,z > +B(z+y,y)vx((x,0)e(y+y'),
,
y evl.

2. On suppose que F est local.
Soit L un réseau de W. On définit le réseau L* par

L*={weWNeL<liw>€&:}

ou &y est le plus grand sous O p-module contenu dans Ker ¢'. On sup-
pose L = L*. Enremplacant X X F' par L x F' dans l’exemple précédent,
on obtient une “autre” représentation répondant au probleme.

Remarquons que si (p,V) est une représentation de H(B) satisfaisant les
conditions du théoréme alors sa contragrédiente (pV.VVY) vérifie les mémes
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conditions (puisque (0,¢)?> = 1 pour tout t € F). Les représentations (p, V)
et (p¥,VV) joueront des réles symétriques dans la suite de la démonstration.

On déduit I'unicité des deux lemmes suivants.

Notons S(H(B),¢) le C-espace vectoriel des fonctions f : H(B) — C
localement constantes, & support compact modulo F, et telles que pour tout
h € H(B), tout t € F, on ait

F(R(0, 1)) = ¢(t) f(h).

Notons pq (resp. pg) la représentation de H(B) dans S(H(B),1) par
translations a droite (resp. & gauche).

LEMME a. — Si (p, V) est une représentation vérifiant les conditions du
théoréme, alors p s’identifie & une sous-représentation de py.

Soit (p,S(Y)) le modeéle décrit dans le premier exemple.

LEMME b. — La représentation (ps, S(H(B),v)) est isotypique de com-
posante irréductible (p, S(Y)).

Démonstration du lemme a : Soit (p,V) une représentation vérifiant les
conditions du théoréme et (p¥,VV) sa contragrédiente. Pour v € V et
vY € VY, notons f,v,, le coefficient défini par : fuv ,(h) = vV(p(h)v) pour
h € H(B).

Montrons que f,v, € S(H,¢). Il suffit de voir que f,v , est a support
compact modulo F.

Soit w € W tel que fuv ((w,0)) # 0 et L un sous-groupe ouvert compact
de W tel que v et v soient invariants sous L x {0}. Alors L contient un
sous-groupe L’ tel que 1 o Q1 soit trivial. Pour tout £ € L, on a

fov (0, 0)) = v¥(p((w.0))r) = vV (p((w,0)((,0)))
=v(<w, (>)fuv o((w.0)).

Donc ¢(< w.( >) = 1ie w € L'* qui est compact puisque la forme alternée
<, > est non dégénérée.

Ainsi, on définit une application linéaire de VV  V dans S(H(B).v) qui
entrelace les représentations p¥ = p et py X pg. Si v¥ # 0, cette application
identifie (p, V) & une sous-représentation irréductible de (pg. S(H(B), ¢')). [

Démonstration du lemme b : Il existe une dualité entre S(.X') et S(17)
définie par :

<v.v>= / V()e(y)v(< oy >)dady
JXxY



EXTENSION METAPLECTIQUE 11

pour v € S(X), v € S(Y) et o l'on a fixé des mesures de Haar dz
et dy sur X et Y respectivement. Ainsi, S(Y)V s'identifie & S(X) : la
représentation (p¥,S(Y)V) s’identifie & une représentation p’ dans S(X).
Comme précédemment, il existe une application F : (v',v) — fyr, de
S(X) @ S(Y) dans S(H(B),¥) qui entrelace les représentations p' ® p et
Pg X pa. Or, pour tout xo € .X et tout yo €Y, on a

for (%0 + ¥0,0)) = ¢(B(yo, 2o) + Q(¥0))¥x((20,0)) - 4 ot
A= /\ y V(@) v(y)¢(B(y, o)+ < a,y >)U(< 2+ y, 20 + Yo >)dady.

Apres identification de S(X') ®@ S(Y) et S(H, ) avec S(IW), F devient
essentiellement une transformée de Fourier : F est donc inversible. Donc
£ & p est isomorphe & p, X pg. Comme p est irréductible, pg est isomorphe
a une somme directe de représentations isomorphes a (p, S(Y)). U

1.3. Groupe pseudosymplectique au-dessus de O(Q)

Pour toute forme bilinéaire B définissant (), on définit le groupe pseu-
dosymplectique, PsB par [15 §31]

PsB = {(0. 1) € 0(Q) x QUV)|f(w + ') + f(w) + f(u)
= B(ow,ow’) + B(w,w’)}

avec laloi : (o, f)(o', f') = (co'.f- 0"+ f')
ol f - o désigne la forme quadratique w — f(o'w).
Le groupe PsB agit sur H(B) par
(0. f) - (w,t) = (ocw,t+ f(w)), (0.f) € PsB, (w.t) € H(B).

Il apparait donc comme un sous-groupe (en général propre) du groupe des
automorphismes du groupe de Heisenberg H(B) qui agissent trivialement
sur le centre.

ProprosiTiOoN a. — Tous les groupes pseudosymplectiques au-dessus de
0(Q) sont isomorphes.

En effet. soient B et B’ deux formes bilinéaires définissant ). Alors B+ B’
est alternée. Soit ¢ une forme quadratique dont la forme alternée associée est
B + B’ et notons 3, I'application définie par : 3¢(o. f) = (0. f+q -0+ q):
alors 3, est un isomorphisme de PsB dans PsB'.

On note Z(B, B’) I'ensemble des isomorphisines .3 de PsB dans PsB’ pour
lesquels il existe une forme quadratique ¢ telle que 3 = 3; (nécessairement
la forme hilinéaire associée a g est B + B').
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PROPOSITION b. — Soit B une forme bilinéaire définissant Q. La suite
(%) 1 — Qu(W) — PsB — 0(Q) — 1

est ezacte ; elle est scindée si et seulement sin=1oun=2 et F =F,.

Dans les cas ot la suite (x) est scindée, toutes les sections sont conjuguées
sous Qu(W).

La fin du paragraphe est consacrée & la démonstration de cette proposition.

La projection de PsB sur O(Q) est surjective de noyau {(id, f) € PsB} =
{(id, f), f € Qa(W)} d’out l'exactitude de la suite (x).

Supposons la suite (x) scindée. Soit s une section.
Si a € W est non singulier, on note t, la transvection orthogonale de

vecteur a
<w,a>

Q(a)

Soit (ta,qq) = s(tg). Alors, la forme alternée associée a g, est

to(w) =w+ ca, wel.

(w, w") — B(ty(w), to(w")) + B(w,w")

ce qui devient apres calculs,

B(w,a)B(a,w") + B(a,w)B(w' )
' Q(a) '

Comme t, est d’ordre 2, s(t,) également, d’out

(2) (w,w") —

Gatatqa=0
ce qui équivaut a
<%(;I);z(qa(a) + Q(a)) =0 pour tout w € TV,
d’ou
(3) ga(a) = Q(a).

De plus, si a et b sont non singuliers, non colinéaires et orthogonaux. t, ct
t, commutent d’ou
s(ta)s(ty) = s(ts)s(tq)
ce qui équivaut a
Qa-to+q=qy ta+ ¢a.
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ou encore

<w,a>? < w,b>?

4) "W“Qb(a) = —a(E)TQa(b)
pour tout w € W.

1 cas: Sin > 2 et F # Fs, il existe a,b deux vecteurs non singuliers,
non colinéaires et orthogonaux entre eux. Il existe donc un vecteur wo de IV
orthogonal & a et non & b. Par (4) appliqué & w = wp, on a :

(5) ga(b) = 0.

Puisque F # F3, on peut supposer que Q(a) # Q(b). Le raisonnement
précédent avec a et a + b au lieu de a et b montre que : g,(a +b) = 0.
Or

ga(a+0) = ¢a(a) + ga(b) = Q(a) #0
d’apres (3) et (5).
La suite (*) n’est donc pas scindée dans ce cas.

287 cas : Sin > 3 et F = Fs, il existe trois vecteurs indépendants a, b, ¢,

deux a deux orthogonaux et tels que

Qa) =Q(b) =Q(c) = 1.

Par (3), ga(a) = 1.
Par (4) appliqué successivement & a et b, a et ¢, a et a + b+ ¢, on obtient

2a(b) = ga(c) = ga(a+b+c) = 0.

Or, go(a+b+c¢) =gua) = 1.
La suite (x) n’est pas scindée dans ce cas.

Dans les autres cas, on montre que la suite (%) est scindée en déterminant
une section s de O(Q) dans un groupe pseudosy mplecthue PsB de notre
choix grace a la proposmon a.

Soit B = {e1, - +,€n,€—1,"++,€—n} une base symplectique de IV (cf. §1.1).
(aij)  (bij)
(cij) (dij)

on associe un entier D(o) appelé invariant de Dickson et défini par :

A chaque élément o de O(Q), de matrice ( ) dans la base B,

D(O’) = Z(Q(ej)(l,'jb,'j + Q(e_,-)c,'jd,-j + b,’jC,‘j).

i.j
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L’application D : 0 — D(c) est un homomorphisme de groupes de O(Q)
sur Z/2Z. On note O*(Q) son noyau et O~ () 'ensemble des éléments de
0(Q) pour lesquels D prend la valeur 1. Le groupe O(Q) est réunion disjointe
de 0F(Q) et 0~(Q).
3%™€ cas : Si n = 1, I'indice v de Q est 0 ou 1.
Siv =0 (resp. v = 1), soit (e;,e—1) une base de W telle que
<e,e_1>=1

(vespectivement, (e1,e~;) est une base hyperbolique de ).
On choisit B ainsi :

B(zey +ye_1,2'e1 + y'e-1) = 22'Q(e1) + 2y’ + yy'Q(e-1).
Alors, I'application s : O(Q) — PsB définie par
s(o) = (0,0), oce€0*(Q)
et s(o)=(0,Q), c€0(Q)
est une section.
4™ cas 1 Sin =2, v = 2et F = Fy, on identifie W & l'espace
vectoriel M(2,F2) des matrices 2 X 2 & coefficients dans Fq et () est la forme

quadratique Q(m) = détm, m € W.
On choisit la forme bilinéaire B suivante :

. a b . a U : .
si m= (c d) et m' = <c’ d’) alors B(m.m') = ad’ + bc'.

Le groupe O (Q) s’identifie au groupe SL(2,F») x SL(2,F») agissant sur TV
par :
(91.92) - m = gymg5™*

s i1 . . a b
On consideére les éléments de PsB suivants : soit m = (c d)'

s1 = (01 = (((1) i) ,i(l), g1(m) =cd)
si= (oi = ((i ?) ,id), qi(m) :ab)
S0 = (O’f_) = (id. <(1) i)) ga(m) =a2+cz)

. 1 0
s = (o= (i (1 1))"5(”” =P +)
ett=(r.g(m)=bc+a®>+b*++d?) ou r(m)="m.
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LEMME. —
1) L homomorphisme i : O (Q) — PsB défini par :
i(o;) =sj, ioj) =5} j=1,2
est un relévement de 01 (Q) dans PsB.
2) i se prolonge en un relévement de O(Q)) dans PsB en posant
i(r) =t.

Démonstration : Pour la premiére affirmation, il suffit de vérifier que les
conditions suivantes sont satisfaites :
Cl s}=s3=5s12=s,%=(id.0)
C.2 s;sts; = sisis; pour i=1,2
C.3 g192 = gog1 pour g; =s;ous: =12
En effet, SL(2,F3) est isomorphe a Gj.
Pour la deuxiéme affirmation, il suffit de vérifier que :

C4 t?=(id,0)
C.5 tsit=sh et tsit=so.
Ces vérifications sont laissées au lecteur.

58M¢ ot dernier cas: Sin=2,v=1et F =F,.
Soient & un générateur de Fy sur Fo et ~ l'élément non trivial de
Gal(F4|F2). Tout élément o de Fy s’écrit :

a=z:+¢&t z.telF.
On identifie TV & {m = <cL1 Cl_jl) L2,y €EFset a €Fy}. Alors Q(m) = détm,
m € W et OF(Q) s'identifie é; SL,(F4) agissant sur 1V par :
g€ SLy(Fy). meTW.g-m=gmy'.

On prend la forme bilinéaire B égale a :

siom = * s+t m' = 2! et
M= AL et y ) T+ Y ’

Bm.m') = ay' + 22" + ' + ¢t
On considere les éléments de PsDB suivants :
pour A =X + &\ €FJ.

0 1

. X _ _ it 0 . . () 1
pour ueFy. d, = (6‘, = <0 /1‘1)‘0> et w = (<1 0> .Q).

sy = (g,\ = (1 A 5)\2> L(m) = (M +)\3)y:+,\1g/f+1/2+,\1:2+)\312>
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LEMME. — L’homomorphisme i : 07 (Q) — PsB défini par

i(ox) = sa, )\GF;
l(éll) = du’ H € IF—;(

(0 3)--

est un relévement de OF(Q) dans PsB.
De plus, i se prolonge en un relévement de O(Q) dans PsB en posant

i(1) = (1,q-(m) = 2t + 22 + 2> + 2 + y3) ouT-m="1!m.

Les éléments o et 6, sont des générateurs de SL,(F4) soumis & certaines
relations [2]. La démonstration consiste & vérifier que i les conserve.

Pour compléter la preuve de la proposition, il reste a montrer 'unicité (a
conjugaison pres par un élément de Q, (1)) de la section dans les cas 3, 4 et 3,
c'est-a-dire la nullité de H1(0O(Q), Q. (1V)) ou encore, celle de H(O(Q), W)
puisque celui-14 est isomorphe & un produit de [F : F?] copies de celui-ci (cf.
11.2.2).

Dans le cas 4, c’est un résultat de H. Pollatsek [10, théoréme 4.5].

Dans les autres cas, il suffit que H(O*(Q).1V) soit nul d’aprés la suite
de Hochschild-Serre [13]. Or, O*(Q) est isomorphe & F* quand n = v = 1,
a U(1,E) ou E est une extension quadratique de F muni de l'involution
canonique quand n =1 et v = 0 (cf. §2.5 cas 2), et 4 SL(2,F4) quand n = 2,
v=1et F = F,. Alors, il est bien connu que H(OT(Q),1V) est nul.

La proposition est maintenant entierement établie.
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§2. Groupes métaplectiques : cas fini ou local

2.1. Soit (py, V) la représentation métaplectique de H(B).
A tout s de PsB, on associe la représentation (p;,,V) de H(B) définie
par :
py(h) = py(sh), h e H(B).

C’est une représentation lisse, irréductible et, pour tout t € F,

P3((0,0)) = ¢()idy.

Par le théoreme de Stone-Von Newmann, py et p;, sont isomorphes. On
construit ainsi une représentation projective @, de PsB.

Il existe alors une extension de PsB par C*, notée ID\;,;.B, et une
représentation (wy, V) de 13;¢,B telles que le diagramme suivant commute :

1 —— € —— PsyB —— PsB —— 1
p

- -

GLY —— PGLVY

On note p la projection de Psy B sur PsB.
PsyB est lextension métaplectique relative a Y de PsB et wy sa
représentation métaplectique.

Soit ¥’ un autre caractere additif non trivial de F. On peut alors construire
I’extension métaplectique PsyrB de PsB relativement & /.

ProPoOSITION a. — Soit a € F* tel que v'(z) = y(ax), x € F.

Les extensions métaplectiques 13;1'.]3 et %L./B sont isomorphes si et
seulement sia € F*2,

En particulier, si F est fini, l'extension métaplectique ne dépend pas du
choiz de .

Remarque :
S'il existe deux isomorphismes a : H(B) — H(B') et 3: PsB — PsDB’
tels que :

(6) Vh e H(B), Vse€ PsB. a(sh)={(3s)(a(h))

alors ;3 se reléeve en un isomorphisme de Ps,.B dans Ps,.B’.
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En particulier, si B et B’ définissent la méme forme quadratique, les
isomorphismes a4 et 3, définis respectivement aux paragraphes 1.2 et 1.3
vérifient (6) : PsB et PsB’ sont isomorphes.

De méme, si B’ = AB, A € FX*, alors_PsB’, défini relativement au
caracteére ¢ : * — ¥(Az) est isomorphe & PsB.

ProprosITION b. —

it L’extension métaplectique n’est pas triviale et contient un sous-
groupe PsyB tel que la restriction de p a ce sous-groupe soit surjective de
noyau {+1}.

it Dans les cas ot PsB contient un sous-groupe isomorphe a O(Q),
la restriction de l'extension métaplectique & ce sous-groupe est scindée st et
seulement si

n=1
ou n=v=2 et F=F,.

Pour établir ce résultat, on décrit différents modeles de la représentation
métaplectique en 2.2 et, en 2.3, on examine une situation produit. La
proposition a. est prouvée en 2.4. et la proposition b. en 2.5.

2.2. Modéles de la représentation métaplectique
On reprend les notations du §1.2.

a. Modéle de Schrédinger
Soit s = (0. f) un élément de PsB. On suppose que, dans une polarisation

6
Sur X NoX, l'application z — v'x (- s ) (Q(x)) est un caractére. Il
existe un élément w, de TV tel que

compléte de (W, <,>). W =X 47, o s’écrit <f 3)

/

(1) vx(d)ix(s™la)v(Q(2)) = v(< raws >)  pour v € X NoX.
On définit un automorphisme M (s) de H(.Y,vy) par

la]}2o(s™ (wsh)) si o stabilise X

f‘\./xna_\, C(Q(x))ux (2)o(s™Hwsh))|y|/?di sinon

M(s)o(h) = {

ot ¥+ X/Kery — ((X/6LXerq)* est I'isomorphisme induit par ~. di est

une mesure de Haar sur Y/ X NoX, et w, un vecteur de 1V satisfaisant (7).
Un choix différent de ws peut changer M (s) en —M(s).

On vérifie que (s, M (s)) appartient a PsB. par une méthode analogue a

0. §1).
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On note A(W) l’ensemble des couples (X, ¢'y) ot X est un lagrangien de
W et ¥ x un caractére sur X X F prolongeant .
Le groupe PsB agit sur A(W) par : s = (0, f) € PsB, (X,¢x) € A(W),

(07 f) : (X, ¢'\’) = (O'A’, Yy o 3_1),

On fixe (Xo,%0) € A(W) et on désigne par A°(W) l'orbite sous PsB de
(Xo,%0)-

Pour deux lagrangiens X et Y, on note Ay y 'isomorphisme de X/X NY
sur (Y/X NY)* induit par celui de W sur W*.

Soient dx et dy des mesures de Haar sur X et Y, dt une mesure de Haar
sur X NY. On note di et dy les mesures de Haar quotients sur X/X NY et
Y/XNY, et, |Ayx| le module de Ay x par rapport & di et la mesure duale
de dy [9, 1.1].

Pour deux éléments (X, ¢¥'x) et (Y,¢y) de A°(W), on définit I'opérateur
Fypy: X5 de la fagon suivante :

I’application z — ¥ x(z) !¢y (z) définit un caractére sur X NY. Il existe
donc w € W (défini modulo X +7Y) tel que

Yx(z) My (z) = ¢(< w,r >) pour tout x € X NY.

Alors, pour ¢ € H(X,¥x),
FyapyiXux o) = / Ur W)e(w -y - )| Ay x[/2dy.
Y/XnY

Soient X7 un supplémentaire de X NY dans X et Y7 un supplémentaire de
XNY dans Y. Alors X; @Y} est non isotrope et son orthogonal (X Y1)+
contient X N'Y. On note V un supplémentaire de X NY dans (X7 & Y7)*L.
Ainsi,

W=X9XNYaY;aV,
Y/XNY ~Y; et
HB)/X x F~Y, & V.

Pour ¢ € H(X,¢x), ¢|y,av appartient & S(Y; & V) et un calcul simple
donne pour h=(z;+u+y; +v.t)outr; EXj,ue XNY, y1 €Y, veV
etteF,

FyvyiXx $(R) = ¢(t4+B(y1. 21+utv)+B(zr1+u, v)+ < w,x1+u > )y (y1)

< 010 WP @B - oty + ey 2y,

1
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L’opérateur Fy,y;x,0y €St donc essentiellement un opérateur de transfor-
mation de Fourier : il est continu de H(.Y, ¢'x) dans H(Y,¢y) et inversible.
Soit s = (o,f) € PsB. Il définit une application de H(X,¢x) dans
H(oX,¢x 0s71) par : ¢ — ¢° ot ¢°(h) = ¢(s™1h).
Alors, pour ¢ € H(Xo,%0), on a :

]\{(s)é = }t\'o,wowxovﬂo"s'l(ff = ('7:0'1Xo,‘tbou;-\'odl‘oqb)s'
L’opérateur M (s) est donc un automorphisme de H(Xp, ¢).
Il reste a vérifier que M(s) entrelace les représentations p et p° : pour tout
h € H(B),
A;’[(S)p(h) =50 fa-‘_\’o.woos;_\'o,ﬂ*o ° /)(h) =S50 /)(h) ° -Fo"_\’o,zboos:‘\'ooz&o
= p(sh) 080 Fo-1x, 108 Xo.00 = P(sh) - M (s)
0

Examinons la restriction de l'extension métaplectique a certains sous-
groupes de PsB.

1. Cas ou () est déployée [15]. On choisit .X et Y singuliers et B définie
par: B(z+y, 2’ +¢) =<z, >, 2,2’ € X, y,y €Y.

Sis= ((‘5‘ aj‘_1> ,f) ot a € GL(X) et fix =0,

we(8)e(y) = [a]?e(f(e*y) + B(ua*y, y))¢(a*y). y €Y, ¢ € S(Y).

=1
Sis= ((? 7 0 > ,Q) ol v: X — Y est un isomorphisme,
i

wu(s)e(y) = /\ V(< g2 >)p(v )y P da

L’extension métaplectique restreinte au sous-groupe de PsB formé des
éléments du premier type est scindée.

2. Cas du sous-groupe Q,(1V) de PsB
Soit s = (id, f) un élément de PsB. Il existe un unique yo € Y tel que

Ve eX, vof(x)=y(< 2.y >)
Alors. si ¢ € S(Y), on a, pour tout y € Y.

wels)ely) = (f(y + yo) + Blyo- y))(y + vo)-
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On en déduit que si ' = (0, f') et que yg est défini comme précédemment,
alors

wy(8)wy(s)e(y) = ¢(B(yo,y) + f(¥+ v0))¢(B(yo v + yo)
+ (v + yo + v0))e(y + vo + p)
= %(B(¥0, %) + f(¥0))wu(s8)e(y).

Si 'extension métaplectique est scindée au-dessus de Q, (W), alors pour tout
s=(id, f), s’ = (id, f') de PsB,

wy(8wy(s) = wy(swy(s)
ie.  Yof(y) =1vof(y)

Or, yo (resp. y4) ne détermine f (resp. f') que sur X. On peut trouver deux
éléments s et s’ de Q,(1V) pour lesquels cette égalité n’est pas satisfaite.

L’extension métaplectique restreinte 4 Q,(WW) n'est pas scindée.

b. Modéles latticiels
Soit F' un corps local et £y le conducteur de ¢ : &y = pf, r € Z. On
suppose qu’il existe un réseau L dans W, autodual relativement a ¢ et
<,>. En remplacant X par L dans a, on obtient un nouveau modele de
la représentation de Weil, dit modele latticiel.
En général, si L' est un réseau, le stabilisateur I{ de L’ est le sous-groupe
de PsB formé des éléments (o, f) tels que :

i) o' =L’
ii) pour tout £ € L', f(£) € p?r/? olt [] est la partie entiére.

3. Cas du stabilisateur K d’un réseau L autodual

Dans ce cas, r est nécessairement pair.

On suppose, en outre, que la restriction de B a L x L est a valeurs dans
&y et on prolonge trivialement ¢ sur L x F'. On note 1 le caractere de L x F
ainsi obtenu.

Pour tout s = (0. f) € I, le caractére { — v (£) 7 ¢ L (s71() est trivial.
D'ousi ¢ € H(L,¥L).

M(s)o(h) = ¢(sth), h € H(B).

Par conséquent, PsB est scindée au-dessus de I\.

c. Supposons que F soit fini. Soit (p, V) un modele de la représenta-
tion métaplectique de H ().
11 est alors facile d’exprimer la représentation de Weil de PsB en fonction
de (p, V), pour certains éléments de PsB.
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LEMME. — Soit s = (o0,f) € PsB. On suppose que f est nulle sur
Ker(1 + o). Soit M(s) lopérateur de V dans lui-méme défini par : pour
toutv eV,

M(s)v = Z p(w™Hp(s 1 w)v.

weW
Alors (s, M(s)) est un élément de PsB.
Démonstration : Soit s € PsB. L'opérateur M(s) est une somme finie
d’éléments de V donc il est bien défini, & valeurs dans V.

Pour montrer que M (s) est inversible, on calcule le produit M (s™1)M(s) :
soit v € V,

M(sTHM(s)v = Z p(" M p(sw)p(w ) p(s ™ w)v

w,w €W
= Z p(w' "N p(sw)p(su)p(u™ v ot u=oc"tw.
u,w' €W

Or,

s plsu)p(u=t) = p((ow! +ou, f(u') + () + Blow,ow))o(u=)
= p((0, B(w', w))(o(u+ '), f(w' +u)))p(u)
= (B, u)+ < u,o(u+w") >)p(u=1)p(s(u+ w'))
d’on

M(s™HM(s)v

= Z Y(Bw',u)+ < u,o(u+ w') >)p(w " Hp(u)p(s(u+ w'))v

u,w' eW

Z (< uw' >+ < u,o(u+w') >)p((u+ w) Hpls(u+w))
u,w' €W

car

plw' ™ H)p(u™) = p((w'. Q(u'))(w. Q(u)))
= p((u+ ', Q(u+ u"))(0, B(u,w))).

M(sTHM(s)v = Z (Z U< wu +ou >))p( ' ") p(su’ )

u'eW ueW

avec U =u+ .
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L’homomorphisme u — ¥(< u, v’ + 0w’ >) est un caractére de ¥, trivial
si et seulement si u’ € Ker(1 + o). Donc

M(s™HM(s)y=[W]- > pu' e, ()

u’€Ker(1+0)

=l ST () v

' €Ker(1+0)
Puisque f est supposée nulle sur Ker(1 + o), on a
M(s~H)M(s)u=c-v avec c€ CX
et M(s) est inversible.

11 ne reste plus qu’a prouver que M(s) entrelace les représentations (p, V)
et (p*, V). Soit (wo,tp) € H(B), v € V.

M(s)p(wo, to)v=v¥(to) Z plw™Hp(s™1w) p(wo)v

weW

Z Y (to)p(sw) ™ p(w 4 wo, B(w, wo))

weWw

S @(to)p(s(w + wo)) ™ p(wo, Blw + wo, wo))
welW

¥(to) Z p(swo(sw)™Hp(w)v = p(s(wo, o)) M (s)u.

weW

Il

I

0

2.3. Supposons que (V,b) soit la somme orthogonale de (V7,01) et
(V2.b9) Clest-a-dire V=V & 15 et

b(wy + wa, 1) + wh) = by (wy,w)) + ba(wa, wh). wi,wi € W;

et que la forme quadratique ¢; définie par b; soit non dégénérée et non
défective. Alors

) {H(bl)XH(b‘Z) — H(b)
L ((ert)s (wasta)) (g +wa, g + 12)

est surjective de noyau {((0.1).(0.1)), t € F}
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Soit (pi,y, Vi) un modéle de la représentation métaplectique de H(b;) et
py la représentation métaplectique de H(b) dans V = V3 ®¢ Va. Alors, pyoj
est équivalente & p1 y ® p2.,.

L’application

(Psby x GL(Vy)) x (Psby x GL(V;)) — Psbx GL(V; G¢ Vs)
(01, £1).81), (0, £2),52)) — (01905, 1 £2),5© 5)

définit un homomorphisme 3 Iﬁ":ebl X Igisbg — ﬁsb, de noyau
{((@d,0),21),((i4,0),27'D)),z e €}

et wy 0 j est équivalente a wy,y @ wa y.
On en déduit les résultats suivants :

LEMME 2.3a. — Si G est un sous-groupe de Psb isomorphe a G1 X Ga
dans Psb; x Psby et si I’image réciproque de G; dans Psb; est scindée pour
t = 1,2, alors l’image réciproque de G dans Psb est scindée.

LEMME 2.3b. — Soit H; un sous-groupe de Psby. Il s’identifie au sous-
groupe H = {(c ® idv,, f © 0),(0, f) € H} de Psb. Si l'image réciprogue
de H dans Psb est scindée, alors l'tmage réciproque de Hy dans Psby est
scindée.

LEMME 2.3c. — Soit C (resp. c1,c2) le cocycle de Uextension métaplectique
Psb (resp. Psby, Psby). Pour s;, s; € Psb;, i=1,2, ona:

C(s1 8 s2,8] @ s5) = c1(s1,57) - c2(82, 85).

2.4. Démonstration de la proposition 2.1.a.

Supposons d’abord que a € F? : a =b*, be FX.
Soit H(X,v'x) un modele de Schrédinger de wy.. On prolonge ¢ en un
caractére ¢y de X' x F par :

Yy (z,t) = vy (bz, b*t).

et on consideére le modele de Schrédinger H (X, ¢y ) de w,s. L'isomorphisme
de H(X,v'yx) dans H(.Y, ¢\) qui & ¢, associe o' définie par :

' (w, z) = ¢(bw,b’t). (w.t) € H(B).
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entrelace les représentations wy, et wys.Par conséquent, PsyB et Psy B sont
isomorphes.
Réciproquement, supposons que PsyB et Ps,/ B soient isomorphes et

identifions-les. Soient ¢y un cocycle de PsyB et ¢y le cocycle de Psy B,
image de ¢y . Alors,

(8) VSl,SQ € PSB,C¢(81,52) = c¢(32,81) < CW(SI, 82) = CUI(SQ,SI).

En particulier, prenons s; et s dans Q,(W) : 51 = (id, f1) et 52 = (¢d, fa).
Soit y; (resp.y;) I'unique élément de Y tel que :

V€ X, Yo fi(z) = ¢ (< x,y; >) (resp. ¥ o fi(x) = ¢'(< z,y} >)).

D’aprés les résultats du paragraphe 2.2.2., (8) s’écrit alors :
&)

Vi1, fa € Qu(W), ¥(fi(ye)) = ¢(f2(11)) = ¢(afi(y2)) = ¥(afa(y1)).

Il existe fi € Qq(1V) telle que fi)y = 0 et f1(X) ¢ Ker¢ UKervy' (donc
y1 et y{ sont non nuls). Choisissons un tel f;.

Si y; et y; ne sont pas colinéaires, il existe fo € Q (W) telle que
fo(y1) € Ker v et fa(y}) & Kerv’. Nécessairement y; et yj sont liés.

11 existe X € F'* tel que y; = Ay;. Par (9), on obtient pour tout € X,

v(fi(z) = ¥(afi(z))
= (< z,y1 >) = ¥(< ada,yr >) = v(@®Nfi(x))
d'ou
¢((a+a*N)fi(2)) =1,
Posons u = (a+ a®A\?) fi(20) et v = a)’u ol 29 est un élément de .\ fixé,

tel que fi(wg) # 0. Ce sont deux éléments de Ker v (pour v, il suffit d'utiliser
(8") avec fo € Qu(TV) telle que fo(y1) = u). D'ont

F?u+ F*v C KeryCF
ce qui équivaut a

D 92
u et v sont F~-liés

ou encore a
¥
a€F-.

Ceci démontre la proposition.
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2.5. Démonstration de la proposition 2.1.b.

La premiere assertion de i. est une conséquence immédiate de 2.2.2. Pour
la deuxiéme, considérons I’espace (V, b) somme orthogonale de deux copies de
(W, B) et identifions PsB au sous-groupe {(s,s),s € PsB} de PsB x PsB.

Soit Xo = {(w,w), w € W} un sous-espace vectoriel de V. 1l est singulier
de dimension celle de W. Il existe donc un sous-espace vectoriel Yy de V,
singulier et de méme dimension que Xy, tel que V' = Xy & ¥ soit une
polarisation compléte de V. On se trouve donc dans le cas décrit en 2.2.1.

De plus, si (o, f) est un élément de PsB, son image dans Psb stabilise X
et (f® f)|x, est nulle. Par le premier résultat de 2.2.1, I'image réciproque de
PsB dans Psb est scindée et la restriction du cocycle C' de l'extension Psb
a PsBest égalea 1.

Soit ¢ le cocycle de PsB. Par le lemme 2.3.c, pour tout s, s’ de PsB

02(3,3,) = C(S\:ﬁ s, s/@sl‘) =1

D’oll ¢ est & valeurs dans {£1}.
On a donc établi le ¢ de la proposition. Pour le ii, on étudie successivement
les différents cas. On reprend les notations du §1.3.

Casl:n=v=1
Pour tout élément o de O(Q), on définit I'opérateur wy (o) de S(Y') par :

sic € 0T (Qha = <8 a(L),aeF",

we(0)e(y) = la]?¢(ay), ¢ € S(Y);

-1

sic € 07 (Qle = (2 QO

) ,a € FX,
we(0)e(y) = 257 (a™ty). ¢ € S(Y),

oll ¢* désigne la transformée de Fowrier de o par rapport a la mesure
autoduale.

LEMME. — {(0.wy(0)), 0 € O(Q)} est un sous-groupe de PsB.

La démonstration est immédiate.

La restriction de PsB & 0(Q) est triviale.

Cas2:n=1,v=0.
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Soit (e, f) une base de W telle que < e, f >= Q(e) et £ une racine de
I’équation
Q(f) _

2
z+r+—=—%=0
Qe)

La racine & n’est pas un élément de F sinon le vecteur e+ f serait singulier.
On note E = F(§) l'extension quadratique séparable de F engendrée par
& Alors, W s’identifie & E (en tant que F-espace vectoriel) par I'unique
application linéaire ¢ : W — E telle que ¢(e) =1 et ¢(f) =&.

Soit @' la forme quadratique sur E définie par :

Q'(2) = Q(+"'(x)), z€E.
Ona:
Q'(x) =Q(e)- Ngjpz, z€E.
D’ou
0(Q) ~ 0(Q") = O(Ngyr) =~ E'x Gal(E|F)
ol
E'={z € E|Ngrz =1} et Gal(E|F)={id,7}.
En particulier, O+ (Q) ~ E*.
On peut donc supposer que IV = E et () = Ngjp. On note 6 la norme de

£. On choisit la forme bilinéaire B donnée par :

Bz + &y, 2’ +&y) = a2’ + 2y’ + byy’, x,2",y,y' €F.

i) Si F est fini, OF(Q) s'identifie au groupe unitaire U de la forme
hermitienne (,) définie sur E, espace vectoriel sur (E, 7), par :
(x.y)=7(2)y, z,y€E.

Par le théoréeme 3.3 de [3], PsB est scindée au-dessus de OF(Q). Soit
s +— (s,7(s)) une section.

De plus, il existe un élément de PsB au-dessus de t = (1,Q), noté (¢,r(7)),
tel que r(7)? = I.
Pour que PsB soit scindée, il faut et il suffit que :
Yo € 07(Q), r(r)r(o)r(r) =r(ro7).

Or, ces deux opérateurs ne different que d'un scalaire multiplicatif. Ceci
équivaut donc a :

Vo € 0H(Q), tr(r(t)r(o)r(7)) = tr(r(roT))
ie. (10) Yo e 0¥t (Q), \(o)=\(707)
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ou x désigne le caractere de la représentation de Weil de U. Le calcul de v,
pour les éléments semi-simples de U, a été effectué par P. Gérardin [5, Cor.
4.8.2] et donne, dans notre cas :

x(o) = —1 pour tout o € U \ {id}.

L’assertion (10) est alors claire, et PsB est scindée au-dessus de 0(@Q).

On suppose maintenant que F est local. On note pr 1'idéal maximal de
OF et mp une uniformisante. Le conducteur de ¢ est p ot r = 2s ou 25+ 1,
sel.

On choisit £ tel que O = Op + £Op. Alors, O(Q) est contenu dans le
stabilisateur I du réseau L = p% 4+ {p%. Deux cas se présentent :

ii) L est autodual (i.e. r est pair). On vérifie que 1 0 B est trivial sur
L x L. D’apres §2.3.3, PsB est scindée au-dessus de K donc de O(Q).

iil) L n’est pas autodual (i.e. r est impair). On construit un nouveau
modele de lareprésentation de Weil de PsB permettant d’utiliser les résultats
de i) [14].

Construction du modéle. :

On remarque que L* = pL C L. On cousidére V' = L/L*. C’est un espace
vectoriel sur le corps résiduel kp de F. On munit V" d’une forme bilinéaire b
définie par :

b(¢, 7= B(r=%¢,77°¢') modpF
ot1 £ est I'image de { € L par la projection L — L/L*.

Soit H(b) le groupe de Heisenberg “associé” et (py,S) un modele de la
représentation métaplectique de H(b) pour le caractére y de kr :

\(T) = ¥(7**z), = € Of et T son image dans kr.

(\ n'est pas trivial).
Soit V T'espace vectoriel des fonctions o : H(B) — S telles que :
i) © est localement constante a support compact modulo F
il) o((L,t)h) = 'gf(t)p\(7)ci(/z) pour L € L.t € F et h € H(D).
Le groupe H(B) agit sur V par translations a droite.

LEMME. — La représentation (p.V) ainsi obtenue est la représentation
métaplectique de H(B).
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Démonstration : (p, V) est lisse et vérifie la condition sur I’action du centre.

Pour que (p,V) soit un modéle de la représentation métaplectique de
H(B), il faut et il suffit qu’elle soit irréductible.

Considérons 'application de V dans S qui & ¢ € V associe ¢(0). C’est un
homomorphisme de L x F-modules. Si V' est un H(B)-sous-module de V, il
est également un L X F sous-module. L'image S’ de V' dans S est donc un
sous-module de S. Comme S est irréductible, &’ est {0} ou S.

Or toute fonction ¢ de V est entiérement déterminée par ¢(0) sous 'action
de H(B). Ainsi, V' est {0} ou V. Lareprésentation (p, V) est bien irréductible.

0

Soit s = (o, f) un élément de K. Il induit un automorphisme (7, f) de
H(D) par : o
{ T+ L*) =0t

Fe+r =7@D

L’automorphisme (&, 7) est un élément du groupe pseudosymplectique Psb.
Soit (wy,S) la représentation métaplectique de Psb.
Si s € O(Q) C I, alors § appartient au groupe orthogonal O(q) de la
forme quadratique ¢ définie par b. L’analyse dans i) du cas o F est fini
assure l'existence d'une section r, de Psb au-dessus de O(q) :

re 15 €0(q) — (3,7(3)).
L’homomorphisme s — (s,7(s)) de O(Q) dans PsB défini par :
1(s)6(h) = r\(S)6(s71h), o€V,
est une section de PsB au-dessus de 0Q).

cas3:n=v=2et F=Fy _

On construit une section de PsB au-dessus de O(Q).

Pour ce faire on reprend la description de la situation faite au §1.3. On
introduit alors les notations suivantes :

— X est le sous-espace vectoriel de TV défini par : X = { (2 0) € IV}.

d
— Y est le sous-espace vectoriel de 1V défini par : ¥ = { (8 g) € H/'}.

Alors X &Y est une polarisation complete de 11" en espaces singuliers:
- (p.S(Y)) un modele de la représentation métaplectique de H(B).

Pour tout ¢ € S(Y),

p(“ “)Joqaw=um+mww@ww+ww+%»
Co d 0
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En choisissant une base de S(Y), on exprime p & laide de matri-
ces. Soit g [resp.¢1,¢2,¢3) la fonction de S(Y) prenant la valeur 1 en
(0,0)[resp.(1,0),(0,1),(1,1)] et s’annulant partout ailleurs.

Le systéeme (o, ¢1,¢2,3) est une base de S(Y") dans laquelle la matrice
de p(h), h € H(B), est :

1 0 0 0
o w@ o 0 . /(00
YWlo 0 we o s h”((c d)’t)
0 0 0 Yletd
0 1 0 0
oolw@ o o 0 (10
YO0 0 0 we | o ”"(<c d)’t)
0 0 v(c+d 0
0 0 1 0
. 0 0 0 wd)| . . (01
YWlype o o o | © h“(<c d)'t>
0 lc+d) 0 0
0 o 0 1
. 0 0 ¥ 0 .o (1 1
v(t) 0. e o o ¥ h—(<c d)’t)
le+d) 0O 0 0

Pour chaque élément g = s1, 51, $2, s5 ou t, on détermine les matrices 1/
de M(4,C) telles que

Myp(h) = p(gh)My, pour tout h € H(B).

On obtient :

0 0 -1 0
. ; +1 0 0
si g=sy, A, =a 1 0 0 ol a €eC*
0] 0 0 1
0 -1 0 0
. -1 0 00 ,
si g=s). My =a' 0 0 10 o' € C*
0 0 01
1 1 1 -1
. _ Ar 3/ 1 1 1 1 ) %
si g=s2, M,=73/2 1 1 1 3ecC
1
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100 0

siog=sp, My=p|0 0 ) 0| pec
000 -1
0 1 0 -1

si g=t, M= \72. —01 _(-)1 (1) _01 , Y€EC*
1 0 1 0

Les conditions C.1 et C.4 déterminent «, o', 3, 3 et v au signe prés.
Les conditions C.2 donnent le signe de o’ et 3’ en fonction de celui de a
et 3 respectivement, tandis que les conditions C.5 donnent le signe de /3 en
fonction de celui de a.. On obtient :

a=a' =8=08 =+1
v ==l

On vérifie que les conditions C.3 sont satisfaites.
Ainsi, PsB est scindée au-dessus de O(Q).

Cas4:n=2,v=1et F=F,
On reprend les notations de 1.3._
Supposons que la restriction de PsBa 0(Q) soit scindée. Soit r une section

de PsB au-dessus de 0(Q).
Considérons le sous-groupe H de O(Q) formé des éléments id, (1 ! ),

0 1
1 ¢ 1 €
(o 1) (o i)

Soit (e1,0) = ((g (1]) ,0) € H(B). Alors, pour tout o € H \ {id},

o(e1,0) = (e1, 1).

Comme (o,r(0)) est un élément de PsB,ona:

r(o)p((e1,0)) = p((e1,1))r(o) = v(1)p((e1,0))r(o).

De plus, 0 = ¢’c" avec {0,0',0"} = H \ {id} d'on
(o) =r(a")r(c"

et

r(o)p((e1,0)) = r(0")r(0")p((€1,0)) = v(1)r(a')p((e1,0))r(o")
= p((e1.0))r(a")r(c") = p((e1.0))r(a).
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Comme 1 est le caractere non trivial de F2, on obtient une contradiction.
La restriction de PsB a O(Q)) n’est pas triviale.

Ceci termine la démonstration de la proposition.

§3. Groupes métaplectiques : cas global

Dans ce paragraphe, F' désigne un corps global de caractéristique 2 c’est-
a-dire que F est isomorphe & un corps F(T") oti ¢ est une puissance de 2 [16,
Ch 111].

Soit v une place de F'. On note F,, la complétion de F en v et O, 'anneau
des entiers de Fy,. .

Soient A I'anneau des adeles de F' et ¥ un caractére non trivial de A,
trivial sur F. En toute place v, ¥ induit un caractere non trivial ¢, de F
et, en presque toute place, 1, est trivial sur O,. On a

U=]]¢..

3.1. Construction des groupes pseudosymplectique et méta-
plectique adéliques [15, §29 et 37].

a. Groupe de Heisenberg adélique Hp(B).

Soit L un réseau de V. Pour toute place v de F', on considére le F),- espace
vectoriel W, = W® pF, muni de la forme bilinéaire B,, prolongement naturel
de B & W,xW,. Alors L, = L®n O, est un réseau de W, et la restriction de
B, & L,x L, est a valeurs dans O, pour presque toute place v. Par définition,

Ha(B) = {(hy)v € HH(B,,) | hy € Ly,xF, pour presque toute place v}.

On définit la représentation métaplectique (p,S) de Ha & l'aide des
représentations métaplectiques des groupes locaux. Soit IV = X &Y une
polarisation compléte de W, Xp l'ensemble des (1), dans [, X@ZfF, tels
que z, € L, pour presque toute place v. Soit Uy un caractére de .YaxA
prolongeant ¥. En toute place v, ¥y induit un caractére ¢'x , de X@rpFyx F,
qui prolonge .

A toute place v, on considére la représentation métaplectique de H(B,)
relative au caractere y'x, que 'on note (p,, SY @ pFy)) .

Soit S le sous-espace de ©,S(Y & F,) engendré par les éléments de la
forme ®,¢, ol ¢, € S(Y @ F,) pour toute place v et @, est la fonction
caractéristique ¢ de L, pour presque toute place v. Alors :

P(he) o N (Qu0y) = Du(pe(he)Or) o1 (hy)y € Ha(B) et 2, 0, € S.
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__ b. Groupe pseudosymplectique adélique PsaB et groupe métaplecti-
que PspB.
Pour toute place v de F), soit K, le stabilisateur de L, dans PsB, (Cf.
§2.2.b). Alors

PsaB = {(ov, fv)v € HPSBU | (o4, fv) € I, pour presque toute place v}.
v

Remarques :

1. Pour presque toute place v, I{, est formé des éléments (o, f,) de
PsB, ou o, stabilise L, et f, induit sur ce réseau une fonction a valeurs
entiéres. La définition précédente coincide donc avec celle d’A. Weil [15,§37].

2. Soient B et B’ deux formes bilinéaires définissant Q. Les isomor-
phismes locaux entre les groupes pseudosymplectiques relatifs & B et B’
induisent un isomorphisme entre PsayB et PsaB’.

Le groupe PspB agit sur Ha(B). Pour s € PsaB, la représentation
(p*,S) de Ha(B) est isomorphe a (p,S). On définit ainsi une représentation
projective de Psa B et on construit I’extension métaplectique Psa B comme
dans le cas fini ou local.

Pour presque toute place v, L, est autodual et la restriction de 3 o B,
a Ly X Ly est triviale. D’apreés les résultats obtenus au paragraphe 2.2.b,
I’extension métaplectique PsB, est scindée au-dessus de K,. On note s, la
section définie e au §2.2.b. En identifiant s,(K,) et I, on définit le produit

restreint des PsB,, relativement aux K, noté 1T X, PsB,,.
L’homomorphisme p : H K. PsB — PsAB est surjectif, de noyau
{(ay)y €I, C* | @y = 1 pour presque toute place v et [], o, = 1}.
LEMME. — Soient B et B’ deux formes bilinéaires telles que B + B’ soit
alternée. Les extensions métaplectiques PspB et PsaB’ sont isomorphes.

C’est une conséquence de 'étude locale (§2.1).

3.2. Restriction de I’extension métaplectique a PsB.

THEOREME. — Il existe un homomorphisme 3 : PsB — Psp B tel que le
diagramme suivant commaute :

PsaB
VA
PsB — PspB
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Remargue : En caractéristique 2, le groupe PsB posséde des caractéres
non triviaux (ils sont tous de la forme x o pr ou x est un caractére de O(Q)

et pr la projection de PsB sur O(Q)). L’homomorphisme 3 n’est donc pas
unique.

Démonstration : Quand Q) est déployée, 'existence de 3 a été établie par
A. Weil [15,§40].
Quand @ n’est plus nécessairement déployée, on considére W’ la somme

orthogonale de deux copies de W que 'on munit de la forme bilinéaire B’
définie par :

B'((wy,ws), (w},wh)) = B(wy,wy) + B(wa,wh).

La forme quadratique Q' définie par B’ est déployée et PsB s’identifie a un
sous-groupe de PsB’. Il existe donc une section & de PsB dans PsaB’. Soit
s € PsB et S' = 5(s). Soit (S,)y € [1): PsB, un relévement de S’ dans
HIK'» 1’5;'B{, D’apres I'étude locale (§2.3), pour toute place v, S, définit un
unique élément S, de PsB,. Alors, [], S, appartient a I'['Kv PsB,. Notons
B(s) sa projection sur PsaB. Elle ne dépend pas du 1 choix de (S),).

On définit donc une application 3 de PsB dans PsaB par s — 3(s). En
fait, 3 est un homomorphisme satisfaisant les conditions du théoreme. [J



II. PAIRES DUALES REDUCTIVES DU GROUPE
PSEUDOSYMPLECTIQUE

Désormais F désigne un corps fini ou local.
§1. Paires duales réductives de O(Q)

1.1. Généralités et classification
Soit (H, H') une paire duale de O(Q).

DEFINITIONS

1. La paire (H, H') est réductive si W est HH'F absolument semi-simple.
Si W n’est que HH'F-semi-simple, la paire (H, H') est dite relative-
ment réductive.

2. La paire (H, H') est irréductible si 'action de HH' sur W ne laisse
stable aucune décomposition en somme orthogonale de W.

3. La paire (H, H') est produit des paires duales (H;, H}), i = 1,2 si H
(resp. H') s’identifie & Hy X H» (resp. Hi.x Hj) et qu'il existe une
décomposition en somme orthogonale de W, W = W; & W5 telle que,
pour ¢ = 1,2, (H;, H}) soit une paire duale de O(Qw,).

Remarque : Comme W est de dimension finie sur F, W est HH'F
absolument semi-simple si et seulement si le centre du corps commutant
de tout sous-module simple de W est une extension séparable de F [1, §7
n° 5 prop. 7 et 6).

PROPRIETE. — Toute paire duale réductive [resp. relativement réductive]

est produit de paires duales réductives [resp. relativement réductives] et
irréductibles.

Démonstration [cf. 8, Ch. 1] :

Soit (H, H') une paire duale. Si elle n’est pas irréductible, il existe une
décomposition en somme orthogonale de W, W = W@ W5, stable sous HH'.

i) Le groupe H (resp. H') s’identifie & un produit H; x Hy (resp. H{ X Hj)
ol H; (resp. H}) est un sous-groupe de O(Qy,).
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En effet, posons H; = {oyw,,0 € H}, i = 1,2 et considérons I'homomor-
phisme i de H dans H; x Hj défini par : i(0) = (oyw,,01w,), 0 € H. Il est
injectif. De plus, si (01,02) € Hy X Ha, I'élément o de O(Q) défini par

o(wy + we) = o1(w1) + o2(ws), w=w;+ws €W, w; € W;,

commute avec H', donc il appartient au bicommutant de H c’est-a-dire & H
lui-méme. Ainsi, 7 est un isomorphisme de H sur H; x Hs.
De méme, H' ~ Hj X Hj.

it1) LEMME. — Soit G un groupe, Gy et G2 deuz sous-groupes tels que
G1 X Gy C G. Soient K = K x Iy et K' = K| x K} deuz sous-groupes de
G, K;, K} C G;. Si (K, K'") est une paire duale de G alors (K;, K}) est une
paire duale de G; pour i =1,2.

Si, de plus, (K, (') est relativement réductive (resp. réductive), (I(;, K})
lest ausst.

Calculons le commutant de K; dans G;. Soit k' un élément de ce
commutant. On prolonge trivialement &’ & G1 x G2. Alors k¥’ commute avec
K dans G, i.e. k' € K’'. Donc k' appartient & I{]. Le commutant de K dans
G1, qui contient K, est donc contenu dans K. Il est donc égal & (7.

On montre de méme que le commutant de K] (resp. Ko, I(5) est I{; (resp.
K}, I(;). La paire (K, I}) est une paire duale de G;.

La deuxiéme assertion du lemme est claire.

On déduit du lemme la propriété.

Ainsi, il suffit de déterminer les paires duales réductives et irréductibles.

Ezemples de paires duales relativement réductives et irréductibles

1. Soit W (resp. Wa) un F-espace vectoriel de dimension finie muni
d’une forme alternée <,>; (resp. <,>2) non dégénérée. Prenons W' =
W1 ®@F Wa avec la forme quadratique ' définie par :

Q'(w; ®wa) =0,
et le fait que la forme alternée associée soit

< wy @ wo, wy @ why >=< wy,wy >1< Wo, wh So, Wy, wi € Wi

. i ! .
Nécessairement, n = 4mW est pair et v = n.

La paire (SpW1, SpiWy) est duale, réductive et irréductible dans O(Q’).

2. Soit D une extension quadratique séparable de F' ou un corps de
quaternions sur F', muni de I'involution canonique.
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Soit Wy (resp. W2) un D-espace vectoriel & droite (resp. & gauche), de
dimension finie, muni d’une forme hermitienne <,>; (resp. <,>2) non
dégénérée telle que : < wy,wy >1€ F pour wy € Wi (resp. < wo,wp >2€ F
pour we € W3).

Prenons W' = W; ® p W avec la forme quadratique Q" définie par :

Q" (w1 ® ws) =< wy,wy >1 - < W, wy >9 pour w; € W;
et la forme alternée associée & Q" est :
< wy @ wy, wy @ wy >=trp (< wy,w; >1< wh, wa >a).

Alors, (U(W1),U(W3)) est une paire duale réductive, irréductible de
0@").

3. Soit D un corps de centre F. Soit W'’ un F-espace vectoriel muni

d’une forme alternée <, >. Soit W' = X @ Y une polarisation compléte de

W*" . On définit la forme quadratique Q"' dont la forme alternée associée est
<,> par:

Q"(z)=Q"(y)=0 pourtoutz€ X, y €Y.

Pour toute décomposition de X en produit tensoriel, X ~ X; ®p X2, de D-
espaces vectoriels X et Xo, les sous-groupes GLX, et GLX, définissent une
paire duale relativement réductive, irréductible de O(Q""), sauf si F = Fo,
et dimp X; < 2 pour i =1 ou 2. Cette paire est réductive.

4. Soit E une extension séparable (resp. séparable ou inséparable)
de Fett: E — F un F-homomorphisme tel que la forme bilinéaire
(z,y) — t(xy) soit non dégénérée. On suppose que W est aussi un E-
espace vectoriel. Soit ¢ une forme quadratique sur le E-espace vectoriel W
telle que

tog=Q.
Les paires duales réductives (resp. relativement réductives) précédentes dans
0(q) sont des paires duales réductives (resp. relativement réductives) de

0(Q).
5. La paire duale triviale ({id},0(Q)).

ProPOSITION. — Soit (H,H') une paire duale réductive (resp. relative-
ment réductive) et irréductible de O(Q). Alors, (H,H') est I'une des paires
sutvantes :

1. Avec les notations de l'exemple 1, si W est identifié a W' et que
Q) est égale a Q', la paire (SpWq, Spi¥s).
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2. Avec les notations de Uexemple 2, si W est identifié a W' et que
Q est égale a Q", la paire (U(W7),U(W)).

3. Avec les notations de Uexemple 3, si W est identifié¢ 4 W' et que
Q est égale ¢ Q" la paire (GL X;,GL X5) sauf si F = Fy et dimp X; < 2,
i=1ou?2.

4. Les paires obtenues par restriction des scalaires comme dans
l'exemple 4.

5. La paire duale triviale (0(Q), {id}).

Dans la suite du paragraphe, nous établissons cette proposition. Ceci nous
conduira a vérifier ’exactitude des exemples donnés précédemment.

La démonstration se déroule ainsi. Dans un premier temps, on détermine
les paires duales irréductibles et relativement réductives. Pour ce faire, on
montre d’abord deux lemmes (§1.2 et §1.3) puis on différencie deux types
de paires duales (H, H') :

1. celles dont 'action de HH'F est irréductible (§1.4), dites de type
hermitien (ou de type I).

2. celles dont I'action de HH'F est réductible (§1.5), dites de type
linéaire (ou de type II).
Dans un deuxiéme temps, on extrait de la liste obtenue les paires duales
réductives.

On note Zg(H) le commutant de H dans G.

1.2 LEMME. — Soit V un espace vectoriel sur F muni d’une forme
bilinéaire (,) ou d’une forme quadratique g et U(V") son groupe d’isométries.
1. Si (H,H') est une paire duale de U(V') et si V est HH'F simple,

alors il existe une décomposition de V' en produit tensoriel

VeViepVs

ou V (resp.Va) est un espace vectoriel a droite (resp. 4 gauche) sur un
corps D contenant F dans son centre, telle que H = Endp V1 NU(V) et
H' = Endp VaNU(V).

2. Si, en outre, la forme bilinéaire (,) est non dégénérée, D est muni
d’une involution 7 et les espaces vectoriels V| et Vo possédent une structure
hermitienne déterminée a similitude prés par celle de V.



PAIRES DUALES REDUCTIVES DU GROUPE PSEUDOSYMPLECTIQUE 39

Démonstration [8, Ch. 1] :

Par hypothése, V est HH'F-simple. Comme H et H' commutent, V est
H'F-semi-simple et isotypique : V = mV’ ou V' est H' F-simple.

Par conséquent, la sous-algébre B = Endy'p V' de Endp V est simple.

Par le théoréme du bicommutant [12,Ch.8, cor.4.8], B est égale au com-
mutant de B’ = EndgrpV. Dot B = Endg/rV = Endg/pV. De méme,
B'=EndgrV =EndgrV.

Les algebres B et B’ agissent semi-simplement sur V' donc (B, B’) est
une paire duale réductive de Endp V [8, ch. 1 §18]. Elle est irréductible car
B et B’ contiennent respectivement H et H' et (H, H') est nécessairement
irréductible.

Ainsi, la paire duale (B, B’) correspond & une décomposition en produit
tensoriel de V' : V >~ V] ®p V3 ot D = Endgr V' est un corps contenant F
dans son centre. De plus, B = Endp V; et B’ = Endp V5.

Montrons que H = Endp V3 NU(V). Le groupe H est contenu dans B et
U(V) donc

H C Endp Vi NU(V).

De plus, BNU(V) est un sous-groupe de U(V') qui commute avec H'. Donc
Bn U(V) C ZU(V)H, =H

d’ou 'égalité voulue. On montre de méme que H' = Endp Vo NU(V). La
premiére partie du lemme est donc démontrée.

On suppose désormais que (,) est non dégénérée. Alors (,) définit une
involution ¢ sur EndgV qui laisse stable H et H’. Comme B et B’ sont
les commutants de H’ et H respectivement dans EndpV, B = Endp V]
et B’ = Endp V> sont stables sous ¢. Il s’en suit que D est muni d’une
involution 7 [12, Ch. 8, cor. 8.3] et que les espaces V; possédent une structure
hermitienne, définie & similitude prés par celle de V' [12, Ch. 8 §7]. Ceci
termine la démonstration du lemme.

1.3. Un lemme géométrique

Soit D un corps contenant F dans son centre et muni d'une involution 7.
On suppose, en outre, que D est de dimension finie sur son centre. Soit V'
un espace vectoriel & droite sur D muni d’une forme hermitienne tracique
(i.e. ses valeurs sur les couples (v,v), v parcourant V', appartiennent a
{d+7(d),d € D}) ou d’une forme alternée ou encore d’une forme quadratique
g non dégénérée et non défective. Dans les deux derniers cas, 7 est triviale.

On note U(V') son groupe d’isométries.
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LEMME. — Le commutant de U(V) dans EndpV est isomorphe d
Fo[X]/X? si V est orthogonal hyperbolique de dimension 2 sur Fy et est
isomorphe & D sinon.

Démonstration :

1° On rappelle [3,Ch.1,§12] qu'une quasi-symétrie de vecteur a, non
isotrope, est une isométrie de V qui laisse invariant point par point
l'orthogonal de a et laisse globalement invariante la droite engendrée par
a. Le rapport a d’une quasi-symétrie vérifie : a - 7(a) = 1.
Une transvection est une isométrie de V' de la forme :

pourtowt v €V, v—v+a-a<a,v>, a€Dtel que 7(a) =«

(a nécessairement isotrope. Dans le cas orthogonal, a est non singulier et
a = g(a)™).

Un élément o de Zgndar v(U(V)) commute avec toutes les quasi-symétries
et toutes les transvections de U(V).

2° Supposons V' non orthogonal; alors o laisse stables toutes les
droites de V.
Par conséquent, si dimp V' > 2, il existe o € D tel que

ov =va pour tout v € V.

Donc, o est une homothétie, et Zgna, v(U(V)) ~ D.
SidimpV =1, alors V s’identifie & D et la forme (,) est donnée par :

Vdy,ds € D, (d1,ds) = 7(d1)ads ot a € {d+ 7(d),d € D}.

Comme D est de dimension finie sur son centre F’', D est commutatif
ou un corps de quaternions : a est un élément de F’ et U(V') s’identifie a
D! = {d € D|r(d)d = 1}.

Soit E le sous-corps engendré par D! et F. Pour que D soit le commutant
de U(V) dans Endr V, il faut et il suffit que E = D [8, p. 20].

Le corps D est un E-espace vectoriel.

Si D est commutatif, montrons que dimg D = 1 [14]. Pour tout d € D,
d~'7(d) est un élément de D' donc de E. Il existe donc k € E tel que
7(d) = dk. Si dimg D > 2, alors k est indépendant de d. En prenant, d = 1,
on trouve k = 1 d’ott 7 = id ce qui est exclu. Par conséquent, dimg D =1
ie. D=F.

Si D est un corps de quaternions et si (1,£1,&».&3) est une base standard
de D sur F' [12, p. 314], on considere les sous-corps commutatifs Iv; = F'(&;).
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1=1,2,3. Alors E contient les sous-corps E; de D engendrés respectivement
par {d € K;|7(d)d = 1} et F. Comme K; est commutatif, I{; = E; et
E DU K;. D’ou E D D et, par suite, E = D.

1

Dans ce cas, Zgnd, w(U(W)) ~ D.

3° Supposons V' orthogonal; alors D est commutatif. On note v(g)
I'indice de gq.

Un élément o de Zgna, v(0(g)) commute avec toutes les transvections
orthogonales et laisse donc invariantes toutes les droites régulieres. Si Vj est
un D-espace vectoriel sans éléments singuliers non nuls, alors o}y, est une
homothétie : oy, = aidy,, a € D.

e Donc si v(g) =0, 0 € Did et Zgna, v(0(q)) ~ D.
o Supposons 0 < v(q) < n et décomposons Ven V =H & HL ot H
est hyperbolique de dimension maximale 2v(q).

Comme H* est alors sans éléments singuliers, og+ est une homothétie.
Soit z € H* \ {0}. Pour tout h € H singulier, ¢(z + h) = g(z) # 0. Il existe
donc A, € D* tel que o(z + h) = (z + h)Ap et par le théoréme de Witt
[3.p.36), il existe u € O(q) tel que u(z + h) = 2.

Les endomorphismes o et u commutent donc : pour tout h € H singulier,

uo(z2+h) =ou(z+h) =oz
=u(z+h)\, =z,
Donc, Ay, = A ne dépend pas de h et o(h) = h) pour tout h € H singulier.

Comme tout élément de H est somme d’éléments singuliers, oy est Aidy et
o+ = Aidp.. Ainsi, o est une homothétie.

Zendarv(0(g)) ~ D.

Supposons désormais v(q) = n.
eSin > 1et D # Fo, soit {e;,e_;;¢ = 1,...,n} une base

hyperbolique. Le vecteur e; + e_; est non singulier donc : o(e; + e—y) =
(e1 +e—1)A, A € D. Soit z un vecteur non singulier dans 'orthogonal H de
e; et e_p tel que g(z) # 1.

Alors e; + e_1 + z est non singulier : il existe A, € D tel que
0'(61 +e-1+ Z) = (el + e—l))‘z + 2,
ce qui équivaut a

(e1te_)A+oz=(e1+e_1)A: + 2,
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d’ou
A=), et 0z =z
Si z € H est singulier, z s’écrit comme somme de deux éléments de H non
singuliers : z = 27 + 23 tels que ¢(2;) # 1,1 =1,2.
D’apres, ce qui précede, oz = z .
Ainsi, o restreint a I'orthogonal de e; et e_; est une homothétie. Par le
meéme raisonnement a partir de e, et e_o, on conclut que o € Did.
e Sin > 1et D=F,,il suffit de montrer qu'il existe A € F5 tel que
pour tout ¢, ge; = e; .
Pour ¢ > 1, on considere les vecteurs non singuliers e; +e_1, e; +e_1 +€;
et e; +e_; +e_;. Il existe A, A; et A_; tels que

ole; +e_q) =(e;+e-1)A
oler+e_1+e;) =(e1+e-1)+eN
oleg+e_;+e_;) =(e1+e_1)A;i+e_ir;
d’ou 0’(61’ + e_,') = (ei + e_,')(/\,' + )\—i) + e A +e_;A_;.
Or o(e; + e—;) est colinéaire a e; + e_; donc A; = A_;.

De plus, il existe u € O(q) tel que u(e; + e—;) = e; +e_1. D'ou \; = A
En faisant de méme avec ez et e_o, on obtient : o € Did.

Il reste le cas ol n = 1 = v(q).

e Si D =[5, un simple calcul montre que

ZEndFV(O(q))Z{O’id’<[1) 2))(1 })}

et cet anneau est isomorphe & Fo[X]/X2.

Si D # Fs. Soit (e, f) une base hyperbolique de V.

Solent z; et zo tels que ¢(z1) = ¢(z2) = a # 0. Comme z; et 2o sont
réguliers, il existe pi, po € D, tels que oz1 = 21141, 022 = zops. Par le
théoréme de Witt, il existe u € O(q) tel que uz; = z5. D’oll

T =022 = UO2Z = 22/

et par suite
H2 = [.
Pour tout a, il existe o € D tel que, pour tout z € V, tel que ¢g(z) = a,

0z = Zfl,.



PAIRES DUALES REDUCTIVES DU GROUPE PSEUDOSYMPLECTIQUE 43

o SiD=F4etquea¢lFa, glea+ f(1+a))=1. Dol
o(ea+ f(1+a)) =(ea+ f(1+a))m

ce qui équivaut a

ole+ fla+o(f) =(e+ Hlima+ fu

d’ott o(f) = fu et, par suite, o(e) = eyy. D’olt 0 = pyid.

e Sinon, soit a € DX, Il existe a1, as € D* tel que

a; #0 et 1
ai+as+1#0
a1(az +1) =«
Alors
o(e+ f) =o(ear + f(1+a2)) +o(e(ar + 1) + faz)
<> (e+ flum = (ear + (1 + a2))ua + (e(ar + 1) + fa2)it(as+1)as
= 1 = a0l F oy +1)as (01 + 1) = ta(1 4 Q2) + H(a;+1)as 02
d’olt yy = Uq.
Donc, pour tout élément z régulier, oz = p;z. On en déduit que o est p;id.
Ainsi s’acheve la démonstration du lemme.
Remargue : L'hypothése sur la dimension de D sur F' n'intervient que

dans le calcul du commutant du groupe unitaire sur un espace vectoriel de
dimension 1.

1.4. Paires duales relativement réductives irréductibles de
type hermitien.

Dans ce paragraphe, 1V est HH'F-simple.
D’aprés le lemme 1.2, il existe une décomposition en produit tensoriel de
W,
W oW, 0p W,

ol D est un corps muni d'une involution 7, TW; est un D-espace vectoriel
muni d'une forme hermitienne <.>;, telle que H = Endp 117 N O(Q) et
H' = Endp W5 N O(Q). Grace a la classification des involutions [8, Ch. 1].
on identifie (D, 7). Cela peut étre :
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a F et 'involution triviale,

b une extension quadratique séparable F’' de F et l'involution définie
par ’élément non trivial de Gal(F’'/F),

¢ un corps de quaternions sur F' et une involution,

d un des trois cas précédents ou F est remplacée par une extension finie

E de F.

Dans les cas g, b, ¢, la trace réduite trp r de D sur F définit une forme
bilinéaire non dégénérée par : (d,d’') — trp|p(dd’).

Dans le cas d, on considére t € Homp(FE, F)\ {0} et la trace réduite trpg
de D sur E. Alors totrp|g définit une forme bilinéaire non dégénérée comme
précédemment.

On note tp|p 'homomorphisme trpjp ou t o trp g selon les cas.

i) On définit alors une forme bilinéaire <, > sur W, ®p 1V, par :
< wy ® wo, wi @ why >=tpp(< wy,w) >1< wh, we >9), wi,wi € Wi

Les formes bilinéaires <, > et <, > définissent des involutions sur Endp 1V.
Par le théoréme de Skolem-Neether [12, Ch. 8, th. 4.2], ces derniéres different
d’un automorphisme intérieur. De plus, elles coincident sur Endp V) et
Endp W,. Nécessairement cet automorphisme intérieur est défini par un
élément du centre de D. Quitte & modifier les formes <, >; par un élément du
centre de D, on peut supposer que la forme alternée <, > est égale a <, >.
Les formes hermitiennes <, >; sont nécessairement non dégénérées comme
<,>.Deplus, H = Endp W1n0O(Q) = U(W1)rO(Q) et H = U(W2)NO(Q).

i) Identification de <,>; et <,>a
On étudie chaque cas séparément :

e Casa. Comme <, > est alternée, il en va de méme d’une des formes

<,>;. Par exemple, <, > est alternée. Alors, <, >, est symétrique.

Soit V' = {v € Wy, < v,v >2= 0}. Le sous-espace vectoriel W; @ V" est
un sous-espace vectoriel de W HH'F-stable. Donc, 1V @p V' est 0 ou V.

Si Wy ®p V = 0 ie. V = 0, alors U(1¥,) est réduit & {id} (car
u(wa) + wa € V pour tout wo € W et tout u € U(W2)) d’ott H' = {id}. On
n’obtient pas de paire duale non triviale.

SiW1 @V =W ie V =1, <,>; est alternée.

Dans ce cas, les formes <, >; sont alternées.

e Cas b. Toute forme hermitienne <, >; définie sur 1¥; est tracique.
La forme (uwq @ we,w] @ wh) — trpp(< wy,wy >1< wy, wa >2) est donc
alternée. Aucune hypothese supplémentaire n’est nécessaire.

e Casc. Ramenons-nous au cas ou 7 est l'involution canonique 7y de
D. Par le théoreme de Skolem-Ncether. il existe un élément d de D tel que,
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pour tout z dans D, 7(z) = dro(x)d~!. Alors
< Wy ® we, wi Quh D= tD“:(d_1 < wy,wy >1< whywy >o d), wyi,wh € Wi

Or d7! <,>; (resp. <,>2 d) est une forme hermitienne (relativement &
I'involution canonique) sur W (resp. Ws) et son groupe d’isométries est
toujours U(W7) (resp. U(W2)).

On peut donc supposer que 7 est I'involution canonique.

Considérons le sous-espace vectoriel V; de W; formé des vecteurs w; de
W1 tels que < wy,w; >; soit une trace de D (i.e. < wy,wy >1€ F). Alors
Vi @r Wy est HH' F-stable : Vi @ p W5 est donc {0} ou .

Dauns le premier cas, U(WW;) est réduit & I'identité [4,§3] : on n’obtient pas
de paire duale non triviale.

On s’intéresse donc au deuxiéme cas c’est-a-dire le cas ou <,>; est
tracique. Pour des raisons analogues, seul le cas ol <,>» est tracique peut
fournir une paire duale non triviale.

Quand <,>; et <,>9 sont traciques, on vérifie comme précédemment,
que la forme <, > est bien alternée.

Les formes hermitiennes <, >; sont donc traciques.

e Casd. On a alors

< wy @ wa,w @ why >=totrpp(< wy,w >1< wh, wy >a).
Prouvons qu’elle est alternée si et seulement si

(,) & (w1 ® wa, Wi @ wh) — trp|p(< wy,w) >1< wh,wy >a)

est alternée.

11 suffit de montrer que si (,) est une forme bilinéaire H H'-invariante sur
le E-espace vectoriel 1V telle que t o (,) soit alternée, alors (,) est alternée.

La forme (,) est symétrique sinon il existerait deux vecteurs w et w’
de W1 @p Wy tels que (w,w’) — (w'.w) € Kert\ {0} et E = {(Aw,w’) —
(w', \w), A € E} serait contenu dans Kert i.e. t serait nul. Soit V' le sous-E-
espace vectoriel de W formé des vecteurs v tels que (v, v) = 0. Ce sous-espace
est stable sous HH'. L'hypothese sur l'action de HH'F sur W implique que
V est {0} ou W.

Si V' = {0}, le groupe des isométries de (, ) est réduit a I'identité car, pour
tout élément o de ce groupe et tout vecteur w de W, cw + w appartient a
V. Par conséquent, H = H' = {id} : ceci ne convient pas.

Donc V' = TV c’est-a-dire que (,) est alternée.

On obtient les mémes résultats que précédemment.
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iil) Identification de H et H'.

LEMME. — Il existe une unique forme quadratique q dont la forme alternée
est <,> et telle que U(W;) C O(q) pouri=1 ou 2.

Démonstration : — Existence de gq.

On détermine une forme quadratique g vérifiant les hypotheses voulues
dans les cas a, b, ¢, d. Comme g est “associée” a <, >, il suffit de la déterminer
sur les w; @ we, wy ® wy € W7 ®p Wo.

Casg : g(w; ® we) =0 pour tout wy @ ug € W
Casbetc : glwy @ ws) =< wy,wy >1< Wa, Wy >o

Casd : g(w; ® wp) = tog(w @ wy) o ¢’ est l'une des formes
quadratiques précédentes sur E.

Vérifions que U(W;) C O(g). I est clair que U(1¥;) est formé d’isométries
de <,>. Il suffit donc de montrer que, pour tout u € U(W;), w1 @ we € TV,

g(u(wr ®@ wa2)) = qw1 & wa).

Les trois premiers cas sont clairs. Le dernier est une conséquence des
précédents.

La forme quadratique ¢ existe donc.

— Unicité de q.

Soit ¢’ une autre forme quadratique sur ¥ ayant les mémes propriétés
que q. Alors U(W;) est contenu dans O(g) N O(q'), donc dans O(g+ ¢'). Or,
g+¢' est additive et définit une forme semi-linéaire de V' dans F. Si g+ ¢ est
non nulle, son noyau Ker(g+¢') est un sous-espace vectoriel de V" stable sous
0O(g+¢') donc sous HH'. Puisque (H, H') est de type hermitien, Ker(g+¢')
est nul. Alors O(q + ¢') est {id} (car, pour tout ¢ € O(g + ¢'), pour tout
veV,ov+v€Ker(g+¢')). Doi H = H' = {id} ce qui est impossible. La
forme quadratique g + ¢’ est donc nulle.

La forme g est donc unique et le lemme est démontré.

On en déduit :

LEMME. — Si (H, H') est une paire duale de type hermitien de O(Q), alors
Q est la forme quadratique du lemme précédent. Par conséquent, H = U(117)
et H = U(W,).

La démonstration est analogue & la précédente ot () remplace ¢’ : en effet,
H et H' sont contenus dans O(Q) et O(g) donc dans O(Q + ¢q).
La deuxiéme assertion est immédiate d’apres 1).

Ainsi, les paires duales relativement réductives de type hermitien sont
parmi les paires :
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a (SpWy, SpWs) ot W; est un F-espace vectoriel muni d’'une forme
alternée <, >; non dégénérée;

b (U(W1),U(W2)) ot W; est un F’-espace vectoriel muni d’une
forme hermitienne <,>; non dégénérée et F' une extension quadratique
séparable de F muni de l'involution 7 € Gal(F'/F) \ {id};

c (U(Wy),U(TV2)) ot W; est un D-espace vectoriel muni d’une forme
hermitienne tracique <, >; non dégénérée, et D est un corps de quaternions
sur F muni de U'involution canonique;

d l'une des trois précédentes ot F' est remplacé par F, extension
finie de F', a condition que W7 ® Wy ~ TV et la forme quadratique associée
aux formes <, >; soit ).

Il reste a s’assurer que ce sont bien des paires duales relativement
réductives. On consideére la sous-algebre 4 de Endp TV engendrée par U(117).
Dans les trois premiers cas, A est contenue dans End g W7 et son commutant
dans Endr W7 est D par le lemme 1.3.

Dans le dernier cas, A est contenue dans End g V; et son commutant dans
Endg W est encore D par le lemme 1.3.

Par le théoréme du bicommutant, A = Endp V;. D’ou

Zendpw(4) = Endp Vs
et Zo)(U(W1)) =Endp W2 NO(Q) = U(TV2).

De méme, le commutant de U(Ws) est U(W7). On obtient bien des paires
duales relativement réductives.

1.5. Paires duales relativement réductives de type linéaire.

On suppose maintenant que W n’est pas HH'F-simple.

Par hypothese, il existe un sous-espace vectoriel propre V' de W HH'F-
stable. Comume (H,H’) est une paire irréductible, V' est nécessairement
isotrope. Posons X = VNV+, Alors X est stable sous HH' et est totalement
isotrope. De méme, X+ est stable sous HH’. Soit ¥ un supplémentaire de
X+ dans W stable sous HH'. Alors X' Y est stable sous HH’. et est non
isotrope. L’espace vectoriel TV se décompose en (X & Y) 4 (X ©Y)L, qui est
stable sous HH'. Comme (H, H') est irréductible, (.Y & Y)L est nul. D'olt
W =Xa8Y etdimX = dimY = n. Montrons que Y est totalement isotrope.

Le sous-espace Y est nécessairement isotrope sinon W =Y @Y L et Y. Y+
sont HH'F-stables et (H, H') ne serait pas irréductible.

Alors Y N Y+ est un sous-espace vectoriel non nul, totalement isotrope
et invariant sous HH’. En remplagant X' par Y N'Y'+ dans le raisonnement
précédent, on montre que dimY NY+ =n =dimY don Y =¥+,
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11 existe donc une polarisation compléte de (W, <, >) stable sous HH'. Les
groupes H et H' s’identifient & des sous-groupes de GLX. L’irréductibilité
de (H, H') exige que .Y ne posséde pas de sous-espace vectoriel propre stable
sous HH'. En particulier, X’ = {z € X,Q(2) = 0} étant un sous-espace
vectoriel stable sous HH’, est {0} ou X.

Si X' = {0}, un élément u de HH' est trivial sur X (car u(z)—z € X est
singulier) donc aussi sur Y : H = H' = {id}. Ce n’est pas une paire duale.

Si X' = X, @ est déployée et (H,H') s’'identifie & une paire duale
irréductible de GLX. D’apres le lemune 1.2, il existe une décomposition de
X en produit tensoriel

XN ~X;&pXo
ou X; est un D-espace vectoriel et D un corps contenant F' dans son centre,
telle que

H=EndpX{NGLpX =GLpX; et H =Endp Xo NGLX = GLpX>.

Réciproquement, nous supposons que Q est déployée et que H = GLp.JX;,
H' = GLpX, pour une décomposition en produit tensoriel d'un sous-espace
vectoriel singulier X, de dimension maximale.

Déterminons le commutant Zo(gy(H) de H dans O(Q).

LEMME. — Avec les notations précédentes, le commutant de H est :

0oQ) st F=Fy, e dimpX;=1
Spp(Xa2 + X3) st F=F; et dimpX;=2
GLp(X,) sinon.

Démonstration : L'action de H sur TV définit une représentation semi-
simple de H dans ¥. On a

W~ me X A me X7

ot X7 est la représentation naturelle de GLp.X; dans Xj, X sa con-
tragrédiente et mo = dimp Y.

Un élément g de Zo(@)(H) est un isomorphisme de cette représentation
dans elle-méme.

Si X et X7 ne sont pas isomorphes, g laisse stable les composantes 1m,.X;
et moX7. L'élément g est donc un élément de GLX C O(Q). D'on

Zog)H)=Zgrx(H)=H'.
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Si X7 et X sont isomorphes et si 7 est un isomorphisme entre X7 et X7
alors, pour tout A € F*, on a

ToMd=\"tYidor

Donc tout élément de F* est de carré 1. Le corps F est nécessairement Fo.
On suppose donc F = F3 et on pose
my =dimp X3, d=[D:Fq] et K =F}

2dmy *

Le groupe K s’injecte dans GLpX; ~ GL(mq,F44). Les restrictions de X
et X{ & I sont encore isomorphes. Soit Fy une cléture algébrique de Fo.

Comme X est isomorphe & X7, X @, Fa est isomorphe & X} ®f, Fs.
Maintenant, .X; ®F, Fo est une somme de caractéres o de I et X7 est
nécessairement la somme des o~1. Il existe donc un entier r, 0 < r < m;d
tel que, pour tout z € I, 22+ = 1, c’est-a-dire que 2% — 1 divise 2" + 1.
On en déduit que mid =1 ou 2, i.e. D = F3 et dimp, X7 = 1 ou 2 ou bien
D =F4 et dimg, X7 = 2.

Etudions donc ces trois cas :

e Quand D = Fj et dimg, X7 =1, H est {id} dott H' = 0(Q).

e Quand D =F; et dimp, X7 = 2, X et X{ sont isomorphes et TV
s’identifie, comme H-module &

W~ ‘\’1 AF, (_‘\r-z o) ‘Yf;)

L’espace vectoriel Xo@ X3 est muni d'une forme alternée et H = GL(2.F2) =
Sp(2,F3). Le commutant de H dans O(Q) est donc Sp(Xe & X5) d'aprés
I"étude du paragraphe précédent.

e Quand D = Fy4 et dimg, X1 = 2, on considére un espace vectoriel
V' sur F4 de dimension 2, muni de la forme quadratique g, non dégénérée.
non défective d’indice 1. En choisissant une base hyperbolicue (e, f) de V',

((; 0(11), a€F;. Or

n 0 0 ot
O(q)est{(% a‘1>’<a OO >,a€Ff}doncH'z_/O+(q).

Le commutant de H contient donc Spg, (Y2 & X3).

Réciproquement, soit (eq,....em,,) une base de Xo sur Fy ct
(e-1,...,e—m,) la base duale dans .Y;.

On consideére la base hyperbolique (e;,€e;,fe_;,e_;) de TV sur Fo.

. 0 .
Soit a = ( 1 i) On note A4, (resp. A,-1 = A1) la matrice 2ma x 2mo,

on identifie H au sous-groupe de O(g) formé des

diagonale par blocs dont les m» blocs sont égaux a o (resp. a™!).
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En tant que sous-groupe de O(Q), FJ s’identifie &
(A O Ay-r 0
{‘d’< 0 .4;1) ( 0 A;i,)}'

Soit (Z Z) un élément de O(Q) qui commute avec F. Alors
(11) ad* + cb* =1id
et

Aqa =ad, t4-lc=cA4
(12) { ® “

Aob=0tA71 1AZMd = dtAZY

En décomposant a, b, c et d en blocs 2 X 2 : @ = (ai;), b = (bij), ¢ = (¢ij),
d = (d;;), (12) équivaut a : pour tout (7, j)

1) ajj; et d;; appartiennent & {0,id,a,a™'},

2)  b;; et ¢i; appartiennent a {0, ((1) (1)> , (i ?) s <(1) 1)}

Ainsi, pour tout (4, ), a;; est une application Fy-linéaire de Fye; dans
Fae; telle que a;j(e;) = 0 ou e; ou e; ou e; et a;;(Eej) = 0 ou £e; ou e;
ou ¢; respectivement. Donc a;; est la multiplication par un élément de F4.

De méme, b;;, c;j et d;; sont des multiplications par un élément de F4.

Ainsi a, b, ¢ et d sont & coefficients dans Fy4 et (11) implique que

b R,
<Z d) € Spr, (X2 5 X7).

Les résultats du lemme sont donc démontrés.

On en déduit que (GLpX;,GLpX,) est une paire duale relativement
réductive de O(Q) sauf si F =F4 et dimp, X; < 2,i=1ou 2.

On connait désormais toutes les paires duales relativement réductives et
irréductibles de O(Q). On reconnait celles qui sont réductives grace a la
remarque 1.1.

Ceci termine la démonstration de la proposition 1.1.

Remarque : 11 est clair que, si (H,H’) est une paire duale réductive de
0(Q), les groupes H et H' sont réductifs.

Si (H, H') est une paire duale de O(Q), telle que H et H' soient réductifs,
alors (H, H') est relativement réductive.

En effet, I'hypotheése “W HH'F-semi-simple” n’intervient, dans la dé-
monstration précédente, que pour déterminer les paires duales de type
linéaire. Dans ce cas, un argument analogue a celui de [8. Ch. I, 19] utilisant
I'hypothése “H et H' réductifs” fournit le méme résultat.
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§2. Paires duales réductives du groupe pseudosymplectique

Afin de développer une théorie analogue & celle de R. Howe en ca-
ractéristique différente de 2, il nous faut déterminer les paires duales
réductives d’un groupe pseudosymplectique (cf. I).

Ce paragraphe est consacré a la résolution de ce probléme.

2.1. Réduction du probleme
Les notations sont celles du §1I.1.
Soit (G,G') une paire duale de PsB. On note G (resp. 5/) la projection
de G (resp. G’) sur O(Q).

DEFINITIONS :

La paire duale (G,G’) est réductive si W est GG F absolument semi-
simple.

La paire (G, G’) est irréductible s’il n’existe pas de décomposition de W
en somme orthogonale stable sous GG .

PROPRIETES. —

a. Toute paire duale (resp. paire duale réductive) est produit de paires
duales (resp. réductives et) irréductibles de PsB.

b. Restriction des scalaires : Soit E une extension séparable de F.
Soitt : E — F un homomorphisme F-linéaire tel que la forme bilinéaire
(z,y) — t(ay) soit non dégénérée. Supposons W muni d’une structure de
E-espace vectoriel et soient Q' une E-forme quadratique sur W et B’ une
forme bilinéaire définissant Q' telles que

to@Q'=Q et toB' =B.

Si (G,G') est une paire duale réductive et irréductible, non triviale de PsB'
alors (G,G") est une paire duale réductive et irréductible de PsB.

Démonstration de a. : Soit (G,G") une paire duale de PsB. Si elle n’est
pas irréductible, on considére une décomposition de IV en somme orthogonale
stable sous GG : W = Wi & Ws.

Pour ¢ = 1,2, on note B; la restriction de B a W; x W;, Q; cellede Q a
W; et PsB; le groupe pseudosymplecticue au-dessus de O(Q;) relatif a B;.

Soit G; = {(oyw, fyw,): (0, f) € G} et G = {(opw,, fijw.). (0, f) € G'},
i=1,2. Alors G (resp. G’') s'identifie & G; X G (resp. G} x G5).

Par le lemme 1.1, (G;,G}) est une paire duale de PsB; et (G,G’) est
produit de (G1,GY) et (G2, G%).

De plus, si (G,G’) est réductive alors TW; est @i—G—';F absolument semi-
simple : (G4, G}) est une paire duale réductive de PsB;.

En itérant, on montre la propriété a.
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Démonstration de b. : Comme E est séparable, 'application F-linéaire de
Q.(WEg) dans Q,(Wr) définie par :

f€Qu(Wg)r—tofe Qu(lWr)

est un isomorphisme. Le groupe PsB’ s’identifie & un sous-groupe de PsB
par: (o, f) — (o,to f).

Soit (G, G’) une paire duale réductive de PsB’. Montrons que le commu-
tant de G dans PsB est encore G'.

En effet, si (o7, f') est un élément du commutant de G dans PsB, ¢’ est E-
linéaire (prop. 1.1). Soit (¢’, f§) un relevement de ¢’ & PsB’. Alors to fi+ f'
est additive, et d’apres ce qui précede, il existe f, € Q,(Wg) telle que

tofo+f =tofs ie f=to(fo+fa)

L’élément (o', f§ + f.) appartient donc au commutant de G dans PsB’
c’est-a-dire G'. 0

Sous certaines hypotheses, on construit des paires duales réductives et
irréductibles de PsB & partir de celles de O(Q). En effet, on prouvera en 2.2i

LEMME 2.1a. — St (G, G') est une paire duale réductive et irréductible de
PsB,il existe une paire duale, relativement réductive et irréductible de O(Q),
notée (H, H'), telle que :

GCH e G CH.

En imposant que G soit isomorphe & un sous-groupe de O(Q) (i.e. G) et
que G soit exactement H, on identifie des sous-groupes G possibles. Puis
en calculant les commutant et bicommutant de chacun de ces sous-groupes
(§2.3), on démontre :

PRroPosITION 2.1b. — Les paires suivantes sont duales, réductives, irréduc-
tibles et non triviales dans PsB :
1. Awec les notations de l'exemple 1 §1.1, si W est identifié a W' et
que Q =Q’,
a. la paire (SpWy, SptWVa) st W, est un Fq-espace vectoriel de di-

mension 2, i =1 ou 2.

b. Sinon, la paire (SpWWi,0(q2)) ot g2 est une forme quadratique
sur Wa dont la forme alternée est <,>,.
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2. Awvec les notations de 'exemple 2 §1.1, si W est identifié a 1" et
que Q = Q", la paire (U(Wy),U(W>)).

3. Awvec les notations de Uexemple 3 §1.1, si W est identifié ¢ W',
que le centre de D est une extension séparable de F et que Q = Q'", la paire
(GLpX1,GLpX3) sauf st F =Fy et dimp X; <2 pouri =1 ou 2.

4. Les paires précédentes dans un groupe pseudosymplectique Psb,
défini sur une extension finie séparable E de F.

La démonstration décrit précisément les groupes qui interviennent dans
chaque paire duale (C£.§2.2).
D’autre part,

THEOREME 2.1c. — Soit (G,G") une paire duale réductive et irréductible
de PsB.
i) Ou bien, (G,G’) est triviale c’est-a-dire de la forme ({(id,0)}, PsB)
ou, quand W est un plan , (Qq(W), Qo (1)) ;
ou bien, G et G' sont isomorphes ¢ des sous-groupes de O(Q).
it) On suppose que (G,G") n'est pas triviale. Alors, Hl(—(—?—a/, Q.(W))
est nul.

COROLLAIRE 2.1d. — Si (I{, ') est une paire duale, réductive et irréducti-
ble de PsB alors toute paire duale réductive et irréductible, non triviale,

(G,G") telle que
GCEK e GCK
est de la forme : G = sKs™1, G' = sK’'s™! pour un s € Q,(W).
Par conséquent,

THEOREME 2.1le. — Si (G.G') est une paire duale, réductive et irréductible
de PsB alors (G,G') est triviale ou apparait dans la liste précédente.

2.2. Construction de paires duales réductives et irréductibles
de PsB

Montrons tout d’abord le lemme 2.1a. .,
On différencie deux cas selon que 11" est ou n'est pas G G F-simple.

Premier cas : 1V est aﬁlF—simple : (ZO(Q)ZO(Q)(E).ZO(Q)(a)) est une
paire duale de O(Q) telle que

G C ZO(Q)ZO(Q)(C?) et 6’ C ZO(Q,(é).
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Elle est donc irréductible, de type hermitien donc relativement réductive (cf.
§1.5). Cette paire duale convient.

Deuziéme cas : W n’est pas G —GlF—simple. 11 existe un sous-espace vectoriel
X qui soit G G F-stable et non nul. Quitte & considérer XNX+ au lieu de X,
on peut supposer que X est totalement isotrope. Par le méme raisonnement
qu’en 1.5, on prouve que G et G s'identifient & des sous-groupes de GLX, qui
commutent entre eux et que .X est de dimension maximale. Comme (G, G’)
est irréductible, X est G GF -simple. Donc X est singulier ou de dimension
1 et non singulier.

Dans le premier cas, il existe une décomposition de X en produit tensoriel,

X ~ X; ®p Xo, D contenant F dans son centre, telle que

GCGLpX,, G CGLpX,.

Si (GLpX;,GLpX,) est une paire duale, elle convient. Sinon, on prend
H = Sp(2,F3) et H = Sp(n,F;) (cf. §1.5).

Dans le deuxiéme cas, G G est réduit & {id}. La paire duale réductive
triviale convient.

Le lemme est donc établi.

Revenons maintenant & la construction de paires duales réductives. On
distingue trois cas selon la nature de H : unitaire, symplectique ou linéaire.

Les notations sont empruntées au paragraphe 1. On note G’ le commutant
de G dans PsB.

Remarque : Soit B’ une autre forme bilinéaire définissant ). Si l'on
détermine une paire duale réductive et irréductible (G, G’) dans PsB’, on
obtient une paire duale réductive et irréductible de PsB en prenant les images
respectives de G et G' par un élément de Z(B’. B) (Cf.1.1.3).

Cas unitaire : Dans ce cas, B est, a une forme alternée pres, la forme bilinéaire
B’ définie par

B"(wy @ wa,w) @ wh) = trpp(€ < wy, w) >1< wh,wa >9)

ou £ est un générateur d’une extension quadratique séparable de F contenue
dans D.

On peut supposer B = B”. Le groupe G = {(¢ @p idw,,0),0 € U(IV1)}
est un sous-groupe de PsB”. Calculons G'.

Soit (o/, f') € G'. Comme Gcu (1), f' est nécessairement additive et
invariante sous G.
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Soient {e;,1 < i < n} une base orthogonale de W] et s; une quasi-symétrie
de vecteur e; différente de l'identité. Puisque (o', f') commute avec s; pour
tout ¢ € {1,---,n}, on obtient :

f'((si +id)e; ® w) = 0 pour tout w € W, et tout ¢ € {1,---,n}
& f'(ei ®w) =0 pour tout w € Wy et tout ¢ € {1,---,n} car (s; + id)e;
est colinéaire a e; , non nul (s; # id)
& f'=0sur W.
Ainsi G' = {(0,0),0 € U(W>)}.

Par symétrie des réles de G et G', le bicommutant de G’ est G : (G,G’)
est une paire duale de PsB.

Cas symplectique :Alors, B est, & une forme alternée pres, la forme bilinéaire
B’ définie par :
B'(w1 ® wa, w] @ wh) = by(wy,wy) < wo,wh >a, w;, wi € Wi,

ol by est une forme bilinéaire définissant <, >;.

Notons g; la forme quadratique définie par b;. On choisit b; pour que
O(gq1) contienne un élément o tel que (o + id) soit inversible.

Considérons la forme bilinéaire b définie par :

b(wy ® wo, wy @ wh) =< wi,w) >1 ba(wa,w))

ol by est une forme bilinéaire définissant <, >5. Alors b+ B’ est alternée.
Comme H se releve & Psb par 0 +— (0,0), il se releve & PsB’ par
o +— 3(0,0) ou 8 € Z(b, B"). Les sous-groupes de PsB’ obtenus sont :

Gg, = {(0 ®F idw,, f,) € PsB'|o € SpiV;
et fo(wr ® we) = (b1(owr,owr) + by (wy, w1))gz(we)}

ou go parcourt 'ensemble des formes quadratiques sur W, dont la forme
alternée est <, >s.

Calculons maintenant le commutant G’ de G = G,. Nécessairement, G
est contenu dans SpWs. Soit (o', f') € G'. Alors

(13) f' est additive car G’ C PsB,

(14) f'+fo-0' =fo+ f -0 pourtout (o,f,) €G

Le. f'((0 4+ Dwy @ wa) = (b1(owy,owy) + by(wy,wy))(gz(0'ws) + ga(w2)).
w; € W;, 0 € Spiy.
En particulier, si ¢ € O(q;) C SpW,
(o +id)w; ® ws) =0.

Donc. grice au choix de by, f/ = 0.
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o Si F # F2 ou dimpW; > 2, il existe un élément o € SpWy,
n’appartenant pas & O(g;). On déduit alors de (14) que o’ € O(go).
Ainsi G' C {(¢/,0),0" € O(g2)} C G’ d’ou I'égalité G’ = {(¢’,0),0' €
0(g2)}-
¢ Si F=Fs, et dimpWi =2,G C {(¢',0),0' € SpW>} C G’, donc

G’ = {(d',0),0' € SpW,}.

Calculons G”, le commutant de G'.

e Si F # Fq ou dimpW; > 2, G est contenu dans Zo(@)(0(g2)).
On déduit du lemme 1.3 que Zp(g)(O(g2)) est SpWi si (Wa,q2) n'est pas
un plan hyperbolique sur F» et qu’il contient SpW¥W; et O(gs) dans le cas
contraire.
Daus le premier cas, on déduit que G = SpiVi. Soit (o, f) € G”. Alors

f=fc+fa, fa€ Qa("VI)
et f,-0' = f, pour tout o’ € O(¢g) ie. fo=0.
Donc G" = {(o, f5),0 € SpW1} =G.
La paire (G, G") est duale.

Dauns le deuxiéme cas, G” contient G et O(g2). De plus, O(g2) permute
les deux copies de W : il n’est donc pas contenu dans G. Ainsi

G”_?_G

et on n’obtient pas de paire duale.

e Si F=F; et dimW; =2, G' = SplV, a pour commutant O(g;)
et O(gq1) = SpW; d’ou (SpW7y, SpTVs) est une paire duale.
On a donc les paires duales :

(Spg; W1,0(g2)) ou W n'est pas un Fy—espace vectoriel de dimension 2
et (W, ga) n'est pas un plan hyperbolique sur Fs

(Spg, W1, SpWa) ol W7 est un Fo—espace vectoriel de dimension 2.

Cas linéaire : Alors, notons Y un sous-espace vectoriel singulier de dimension
v, supplémentaire & .X' et B’ la forme bilinéaire définie par :

B"z+y, ' +y)=<z.yy > z2.2€X, y,yeY.



PAIRES DUALES REDUCTIVES DU GROUPE PSEUDOSYMPLECTIQUE 57

La forme B + B’ est alternée. On peut la supposer nulle.
Soit G = {(0,0),0 € GLpX;}. C’est un sous-groupe de PsB"’. Alors G
est contenu dans GLpX,. Donc (o, f) € G’ si et seulement si

o € GLpX,
f est additive et invariante sous G.

Or G agit transitivement sur X; et X;. La forme quadratique f est donc
nulle sur chaque copie de X; & X{ donc f est nulle sur . D’olt

G' ={(0,0), 0 € GLpX,}.

Par symétrie, le commutant de G’ est G. On obtient donc une paire duale
de PsB sous les hypothéses de la proposition 1.1.

La proposition 2.1b est la synthése des résultats obtenus au §2.2.

2.3. Démonstration du théoréme 2.1c et de son corollaire
i) On démontre tout d’abord le

LEMME. —
1. Si I est un sous-groupe de PsB, I{ N Q,(W) est un sous-groupe
distingué de K et un sous-I -module de Q,(1V).
2. Si un sous-groupe K' de PsB commute avec I, alors K est

contenu dans N O(fa) et X N Qq(TV) est un sous KK -module de
fa€KNQ, (W)

Qu.(W). Si, en outre, (I{, ') est une paire duale, K N Q. (W), I{' N Q4(1V)
et II{' N Qu(W) sont des KK F-modules.

En effet, K N Q,(W) est un sous-groupe distingué de I{' car Q,(1V) est
distingué dans PsB.

De plus, le conjugué de (id, fo) € KN Qa(W) par (o, f) € K est (id, fo-0)
qui est encore dans KNQ, (W) : KNQ,(1V) est un sous [-module de @, (1).

Soit (o, f') € K'. Si (id, f.) € K, (o', f') commute avec (id, f,) i.e.

fa- o' = fq
donc K C NO(f,), olt f, parcourt Qu(W)N K.

Par conséquent, N Q,(1V) est stable sous l'action de KK ie KN Q. (V)
est un KK -module.

On suppose que (I, K') est une paire duale. Si A € F et f € K NQq(1V),
(¢dd, \f) commute encore avec I’ : (id, \f) est un élément de Q,(1V) N K.
Donc K N Qu (W) est un K K F-module. De méme, K’/ N Q.(W)et KK'N
Q,(W) possedent une structure de Iy ' F-modules. 0
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Soit (G,G’) une paire duale réductive et irréductible de PsB. On re-
marque que les sous-G G F2-modules de Q.(W) sont en bijection avec les

sous-G G F-modules de W ou W @ W suivant que F est fini ou local. Cette
correspondance est donnée par :

(15)

si F est fini,
QW) — W
f — v tel que f(w) =< w,v >% pour w € W

si F est local,
Q. (W) — WoWw

f v+ vg tel que f(w) =< w,v; > +7p < w, vy >
pour w € W et mp une uniformisante de F.

D’apres le lemme précédent, GG’ N Q,(1V) est un sous G G F-module de
Q. (W). S’il est nul, G et G’ sont isomorphes a des sous-groupes de O(Q).

Sinon GN Q,(W) ou G' N Q,(W) n’est pas nul : supposons, par exemple,
que G N Qq(W) soit non nul. Alors G N Q,(TV) contient un sous-G G F2-
module simple de Q,(1¥), formé de formes quadratiques additives invariantes
sous G . Par (16), ce sous-module correspond & un sous-G G F-module simple
N,de W ou W& W, selon que F est fini ou local, formé d’éléments invariants
sous G .

SiWest GG F -simple alors NV est isomorphe a W et G est trivial. Si
G'NQy(W) est nul, (G,G’) est la paire (PsB, {(id,0)}). Sinon, par le méme
raisonnement, on montre que G est {id}. La paire (G, G’) est donc une paire
duale du groupe abélien Q,(W) donc G = G’ = Q.(W). Elle est irréductible
si et seulement si W est un plan (sinon W est somme orthogonale de plans
stables sous G G = {id}.).

Si W n’est pas GGF -simple, il existe un sous-espace vectoriel X de W,
totalement isotrope de dimension maximale, G G F-stable et GG F -simple
(Cf. §2.2,démonstration du lemme 2.1.a). Par conséquent, 1V est somme de
composants simples X ou X'*.

Ceci entraine que tout élément de G est trivial sur X ou X*. Donc, G
est réduit a {7d}. On conclut comme au cas précédent.

ii) On note (H, H') une paire duale relativement réductive et irréduc-
tible de O(Q)) telle que

GCH e G CH.
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LEMME a. — Si le centre de G G n'est pas trivial, alors HY (G G, Q,(W))
est nul.

Démonstration : Montrons que, quel que soit 1'élément g du centre Z de
— =t . . . . . .
G G distinct de id, (g + id) est inversible.

Soient g un tel élément et V' = Ker(g + id). Le sous-espace vectoriel V' est

stable sous G G et strictement contenu dans V. D’apres ce qui précede, V
peut étre {0} ou un sous-espace vectoriel totalement isotrope de dimension
n. Dans ce cas-ci, g serait trivial, donc V' est nécessairement nul : (g + id)
est bien inversible.

Par un argument standard, on obtient : H!(Z, Q,(W)) = 0. On en déduit
le lemme en appliquant la suite de Hochschild-Serre [13].

On suppose désormais que le centre de G G (qui contient ceux de G et
de EI) est trivial.

LEMME b. — En tant que groupes, H'(G G, Qq(W)) est isomorphe 4
(HI(@, W) FF),

Démonstration : On applique la suite de Hochschild-Serre au groupe G G
et & son sous-groupe distingué G :

0 — HY(@, Q.(W)%) — HYG G, Q. (V)) -
H'\(G, Qu(W)) — H2(G', Q.(1V)%)

ot 'action de G sur H Y(G, Q,(T)) est donnée par :

sic’€G etde Der(G, Q,(W)), alors o’ - d est I'image de la dérivation
o+ (d(0)) - o' dans HY(G, Q,(W));
et ol r est 'homomorphisme induit par la restriction :

0 € Der(G G, Qu(W)) +— &5 € Der(G. Qu(1V)).

Or, pour toute forme quadratique f de Qa(YI/')E, (id, f) commute avec G

donc appartient & G : par i), Qq(W)< est nul. Dot
H\GT. Qu(IV)) = H'(G, (1)) .

De plus, Q,(1V) ~ W ou W & W selon que F est parfait ou non, et

GG respecte cette décomposition, donc :

H! (E’ QQ(IV))EI ~ (HI(ET ”,7)6,)[1::1:2]‘
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Montrons donc que H!(G,W )6' est nul. On distingue deux cas suivant le
type de (H, H').

1. (H,H’) est de type hermitien : il existe une décomposition de TV
en produit tensoriel hermitien : W ~ W; ® p W telle que
GCH =U(W),
G CH =UGW).
D’o,
HYG,W)% ~ HY(G, W, 9p Wa)® ~ HYG, W) &p WE .

On conclut par :

LEMME ¢. — W:_,EI = {0}.

Démonstration : 11 suffit de remarquer que :

— Dirréductibilité de (G, G’) implique que G’ ne laisse stable aucune
décomposition en somme orthogonale de 5.
~ Yaction de G sur Wy est semi-simple.

Si W';_él est non nul, un raisonnement analogue a celui du §1.5 démontre
I’existence d’une polarisation compléte de W5 stable sous G Wo = Xoa8Ys,
ou Xy C T/Vf_,al. En outre, tout élément o’ de G agit trivialement sur X,
donc sur Ws. Par conséquent G’ est {(id,0)}, ce qui est exclu. []

2. (H,H') est de type linéaire : soit X @Y une polarisation complete

— e — -1 .
de W stable sous G G . Alors, HY(G, W)Y s'identifie & deux copies de
HY(G,X)% . Comme précédemment, il existe une décomposition en produit

tensoriel de X : X ~ X; @p X, telle que G C GLpX;, G c GLpXo.
Donc

H'\(G,X)® ~ H\(G,X,) ©p XZ .
L’irréductibilité de (G, G') implique que X,?I est nul ou Xo.

Si X§ = Xo, G' = {(id,0)}. Ce cas est exclu.
Si X§ =0alors HY(G,X)“ = {0}.

Ceci termine la démonstration du théoréme.
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Démonstration du corollaire :

S’il existe s € Qqu(W) tel que G C sKs™! et G' C sK’s™! alors
G =sKs!etG =sK's™! (car (G,G’) est une paire duale).

Par hypothese, tout élément g de G G s’écrit : g = k- (id, 6(g)), k € K K",
8(g) € Qq(W). Alors 6 définit une dérivation sur G G’ avaleurs dans Q. (V).
Par le théoréme précédent (iii), 6 est nécessairement intérieure : il existe
f € Qu(W) telle que :

Vo eGG, 60)=f (c+1).

Alors s = (id, f) convient. 0

2.4. Démonstration du théoréme 2.1e
On peut supposer que (G,G’) est une paire réductive et irréductible non
triviale de PsB.
Soit (H, H') une paire duale réductive de O(Q) telle que :

GCH e G CH (lemme 2.1la.).

Si (H, H') n’est pas (SpWh, SpW2) alors par le corollaire 2.1d, (G, G’) est un
des relévements de (H, H') & PsB décrits dans la proposition 2.1b.

On suppose donc que H = SpW; et H' = Spi¥,. Gréce au corollaire 2.1d,
il suffit d’établir le

LEMME. — SiG C H et G C H', alors G C O(q1) ou G c 0(g2) pour
une certaine forme quadratique g; sur W;, dont la forme alternée associée
est <,>;.

Démonstration : Montrons d’abord que SpiVs =U O(g) ou ¢ parcourt
q

I’ensemble £ des formes quadratiques sur W5 dont la forme alternée est <, >s.

Soit ¢ € SpW,. On choisit une base (e;...,en) de Wy telle que
(ért1,---,€m) soit une base de Ker(l 4+ o). La matrice de (¢ — id) dans
cette base est de la forme

m= (X | 0 ) ouX estunematrice m xr de rang r.
|

T m-—=r

On note X5 la matrice obtenue a partir de ¥ en élevant chaque coefficient
au carré. Alors, 29 est de méme rang r que X puisque, pour toute matrice
carrée M, on a

dét Mo = (dét M)>.
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Si g € &, g est invariante sous o si et seulement si

Vie{l,...,m}, q(oe;) =q(e;)

g(e1) (031
ie 'Ty- : = ol les a; ne dépendent que de o.
g(em) Qr
Or le systéme
X1 Qi
tEQ —
Tm Qp

posséde au moins une solution : il existe donc g € £ telle que o € O(q).
D’ou, SpW, C LéJg 0(g). L’inclusion inverse étant claire, on a 1’égalité.
q

. 1 — 14 —
Ainsi G =qL€J€ G, avec G, =G ﬂO(q).
Quitte a transporter la situation par un isomorphisme convenable, on peut

supposer B = b; <, >5 ol b; est une forme bilinéaire définissant <, >;.
Soit g € £. Le groupe SpWj - O(q) se reléeve & PsB par :

(0,0) si 0€0(q)
O
(0,fq.0) si o€ SpiWy

ol fqo(w1 ® we) = (by(owy,owy) + by (w, wr)) - g(ws).

On a alors deux relevements de G _G—; A PsB puisque G 5; est un
sous-groupe de GG (qui s'identifie & GG') et de SpW; - O(g). Ces deux
relevements different d'une dérivation de @5; a ceefficients dans Q. (V)
que l'on note dq. De plus, par la suite d'Hochschild-Serre appliquée a G 5:1
et son sous-groupe 5;, nous obtenons :

(16)
0 — HY(G, Qq(1V)%) — H'Y(G G, Qu(1V)) — H'(G'. Qu(W))¢ =0

Premiére €tape : Supposons que QG(W’)EL = 0. Alors, dq est intérieure et,
quitte & conjuguer G G’ par un élément de Q,(1V), on peut supposer dg = 0.

SiG = —é; alors G C 0(q) et le résultat est établi.

Sinon considérons un élément o’ de G \ 5; et la forme quadratique
¢ = q-o'. Soit (¢, f') I'élément de G’ au-dessus de o’. Il commute avec
G, d’ou

VO—EG» fq,a'a+f,:f/'a+fq~a
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ce qui équivaut a

Vo € G, Yw; € W;, by(owy,ow;)(q(0’ws) + q(ws)) + f/(owy & wsy)
= by (w1, w1)(g(0'w2) + g(w2)) + (w1 @ w).

En choisissant we € W5 tel que g(o’ws) + g(w2) # 0, on définit une forme
quadratique g; sur W) par

1

— } by (w ,‘ ‘
) + qluy)? (W1 O F Il

Q1(w1) =

Sa forme alternée'est <, >; et son groupe orthogonal contient G. Sous notre
hypothese, le lemme est donc établi.

Il reste a prouver l'existence d’une forme quadratique ¢ de & telle que
Q.(W)% = 0. Pour cela, il suffit de construire un élément o’ de G tel que
id + o’ soit inversible.

En effet, si G contient un tel élément o’ , on choisit ¢ € £ invariante sous
o’. Alors

Qa(‘V)G; C Qa(I'V)‘” ={fe@.(W)| f=0su Wi @Im(id+ ')} = {0}.

La forme quadratique ¢ répond donc au probleme.
Deuziéme étape : Construction de o,
Nous ne considérons désormais que les formes quadratiques ¢ € £ telles
—= ) - .
que G, # {id}. Nous notons W, le sous-espace de W, engendré par les
Im(id + o) quand o parcourt E; (W4 est donc non nul).

Remarquons que si 1, est g-singulier (“totalement isotrope” suffit), 1V,
- — e
est contenu dans W}l = maeG; Ker(id 4+ o) car G, C SplVz. Ainsi, tout
élément de _C-v'-; est d’ordre 2.
Par conséquent, si pour toute forme quadratique g € £, 1V, est singulier,

—=! . Ve B4 . .
G ne contient que des éléments d’ordre deux : il est donc commutatif. Tous
ses éléments non triviaux conviennent car KNer(id + o’) est un sous-espace

vectoriel propre de 11, stable sous G : il est donc nul.

Supposons qu'il existe une forme quadratique g € £ pour laquelle TV, n'est
pas singulier. Soit u € 1V, tel que g(u) # 0 et 7 la transvection g-orthogonale
de vecteur u. Montrons que 7 appartient a G clest-a-dire qu’il existe un
élément (7, f) de PsB qui commute avec G.

D’apres (16), G = {(0, fg.0 + 6q(a)_’+ fq- (o0 +1id)), o € G} ou §, est une
dérivation & ceeficients dans Qq(11)% et fq € Qa(IV). Quitte a conjuguer
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GG’, on peut supposer f, nulle. Alors, 7 se releve & PsB en (7,0). Montrons
que (7,0) commute avec G.

En effet, puisque Qa(W)alo ={f € QW) | f=0sur W) ® Wy}, 7 agit
trivialement sur Q,(W)%. Donc

V(o fo,0 +64(0)) € G, (1,0)(0, fo,0 +8¢(0)) = (70, fg,0 - T+ 8¢(0) - 7)
= (07, fo0 + 64(0)) = (0. fg,0 + 84(0)) - (7,0).

AinsiT€G.

Puisque G’ ne laisse stable aucun sous-espace vectoriel non trivial de Vs, il

. 2 —_—/
existe (m—1) éléments 01,09, ...,0m—1 de G tels que (u,01u, 02, ..., 0 —1U)
soit une base de W5. Pour ¢ = 1,...,m—1, notons 7; = 0;70; 1 1a transvection
de vecteur o;u (1; € 51) et posons o' = Ty —1Tm—2...717. C’est un élément de
b4 . . .
G . De plus, ¢/ +id = (Tm-1 + i1d)(Tm-2...T17) + (Tm—2 + id)(Tn—3...717) +

wee + (1 +1d) T+ (T +1id), chaque application linéaire 7; + id ayant pour image
la droite engendrée par o;u. Donc

Ker(o' +id) = ﬂKer(Ti + id) N Ker(r + id) = 0.
i

{

§3. Restriction de D’extension métaplectique aux paires duales
réductives

__Si G est un sous-groupe de PsB, on note G son image réciproque dans
PsB.
3.1. Réductions du probleme

i) D’apres 'étude faite au paragraphe I § 2, 'extension métaplectique
n’est pas scindée au-dessus des paires duales triviales.

ii) Supposons que (G, G’) soit une paire duale réductive, obtenue par
restriction des scalaires. Il existe doncune extension convenable E de F, un
homomorphisme tr : E — F tels que :

- la forme bilinéaire (x,y) — tr(zy) soit non dégénérée.

— W est muni d'une structure de E-espace vectoriel et d'une forme
bilinéaire B telle que tr o Bg = B.
Soit g le caractére de E défini par v'g = ¢ o tr. Alors

YpoBp=vyoB
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et en utilisant le modele décrit en I §2.2, nous allons montrer que :
Typ = Ty|PsBg

ol Ty (resp. ry) est la représentation métaplectique de PsBg (resp. PsB)
relativement au caractére ¢'g (resp. ).

Démonstration : On définit le caractére ¥y g du sous-groupe X x E de
H(BE) par :

¥x,e((2,0)) = ¥x((2.0)) pourtout zeX

et ¥x,e((0,1) = ¢e(t) pour tout t € E.

Alors
{’H(X, Yy) —SY) S H(X,¢yE)
10) — ¢ telle que ¢/(x+y,t) =@z +y,trt) '

On note ¢ cet isomorphisme. Il entrelace les représentations ry|ps gy €t ryg.

En effet, soit s = (o, f) € PsBg. On note s’ = (o,trf) son image dans
PsB.On a:

{ws € IV/V:Z? € XnoX, L’L‘X’E(I)IQ'Y’E(.S_lI)l/}E(BE(.T,.7:)) = ¢'E(< T, Ws >)}
={wy €W/Vz € XNoX, ¢x(2)yx(s ta)y(B(x, ) = ¢ (< x,we >)}

D’ol si o € StabX, pour tout ¢ € H(X,¢x), tout h € H(BEg),

rys(8)i(0)(h) = i(8)(s ™ (wsh)) = o(s' "  (ws(w. trt))) = i(ry(s")8)(h).
Si o ¢ StabX, pour tout ¢ € H(X,¢x), pour tout h € H(BE), un calcul
analogue montre que : 75 (s)(i(¢))(h) = i(ry(s")0)(h).

Ainsi

TYe oi=10 Tw|PsBg:

Par conséquent si l'image réciproque de GG’ dans PsBg est scindée, elle
I’est encore dans PsB.

11 suffit de considérer les cas ot E = F, c’est-a-dire les paires duales
réductives et irréductibles, non triviales et non obtenues par restriction des
scalaires. On les regarde dans un groupe pseudosymplectique PsB de notre

choix, le résultat étant indépendant de ce choix. On prend, dans chaque cas,
la forme bilinéaire B définie au paragraphe 2.2.

iii) La derniere réduction se fait grace au

LEMME. — Soient R et K’ deuz sous-groupes de PsB. On suppose que
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1) K et ' commutent,
2) pour tout élément (o, f) € K, la restriction de ¢ o f a Ker(id+ o)
est triviale.
Alors K et Ii' commutent dans PsB.

Si (G, G') est une paire duale réductive, irréductible, non triviale, alors G
et G’ vérifient les hypothéses du lemme. En effet, par le choix de B, I'un au
moins des deux groupes, par exemple G, est de la forme G = {(c,0),0 € G}.
La condition 2 est satisfaite ainsi que Ja premiére. ‘

Ainsi G et G’ commutent dans PsB. Si D’extension métaplectique est
scindée au-dessus de G et de G, alors elle I’est au-dessus de GG'.

11 suffit donc d’étudier la restriction de ’extension métaplectique au-dessus
de chaque composante.

Auparavant, démontrons le lemme ci-dessus. La démonstration est sem-
blable & celle des autres caractéristiques (8, Ch. IIJ.

Dans un premier temps, on définit pour chaque élément s de PsB
satisfaisant la deuxiéme hjpothese, un élément M tel que (s, M) € PsB.

Dans un deuxiéme temps, on montre que si s’ est un élément de PsB
qui commute avec s alors un élément de PsB au-dessus de s’ commute avec
(s,M). D’oti, le lemme précédent.

Soit s = (o, f) € PsB tel que ¥ o f =1 sur Ker(id + o).

Alors, la fonction w — ¢¥(Q(w) + f(w) + B(ow, w)) est constante sur les
classes modulo Ker(id + ¢). On définit A comme suit.

Soit dw une mesure de Haar sur I'espace vectoriel W/ Ker(id + o).

— Si F est fini
M-v= / P(Q(w)+ < ow,w >)py((s + id)w) - vdw, v €V
W/ Ker(1+0)

ol (s + id)w désigne I'élément s(w,0) - (w,0) de H(B).
— Si F est local, pour un réseau L de W/ Ker(id + o), on définit

Miv= / Y(Q(w)+ < ow,w >)py((s +id)w) - vdw,v €V
L

Pour tout v, il existe un réseau L, de ¥/ IKer(id + o) tel que pour tout
réseau L contenant L, Mrv est indépendant de L. Soit A cet élément.
Tout le reste de la démonstration se déroule comme dans [8 Ch II].
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3.2. Scindage au-dessus des composantes des paires duales

Cas de GLX, et GLXs.
On est alors dans la situation décrite en I §2.2.1. Les groupes GLX et

GLX> sont des sous-groupes de GLX et PsB est scindée au-dessus de GLX
donc également au-dessus de ces sous-groupes.

Cas de SpW; et O(gz).

Comme précédemment, O(g2) est un sous-groupe de GLX. L’extension
métaplectique est scindée sur O(g:). Le méme argument est valable pour
montrer que la restriction de PsBa 37)‘{/ 1 est scindée quand go est déployée.

En effet, il suffit de considérer le groupe pseudosymplectique PsB’ out

B'(w1 ® wo, wi @ wh) =< wy, wy >1< Ta,Ys >2
avec Xo & Yo = W5 une polarisation complete en espaces singuliers,
Wy =To+ Yo et wh =%+ Y5, 22,25 € Xo, y2,y5 € Ya.

Alors, X' = W) ®@Ff X2 est singulier et il existe un isomorphisme entre
PsB et PsB’ tel que I'image de SpW¥; soit contenue dans GLX'.

Si g2 n’est pas déployée, on consideére 'espace vectoriel quadratique 13,
somme orthogonale de deux copies de V5, muni de la forme quadratique
déployée ¢4 telle que, pour tout (w,w’) € Wi, ¢gh(w,w’) = g2(w) + g2(w’') =
ba(w,w) + bo(w',w'). Le groupe Sp¥V; se plonge dans Ps(<, >1 &(bs & b2))
en prolongeant chaque élément par (id,0) sur le deuxiéme facteur. D’apres
ce qui préceéde, I'image réciproque de Sp¥V; dans va(<, >1 @&(by B b)) est
scindée et par le lemme I 2.3b, 'extension métaplectique PsB au-dessus de
SpW; est encore scindée.

Dans tous les cas, la restriction de 'extension métaplectique a Spi¥y,
0(g2) et SpWs est scindée.

Cas de U(TV1) et U(TV>)

Quand F est fini. cette question a été étudiée par P. Gérardin [5] :
I’extension métaplectique restreinte a U(1V;) est scindée.

On suppose donc que F' est un corps local et on se ramene au cas ou 11
est un plan hermitien hyperbolique sur une extension quadratique F’ de F
et W5 est de dimension 1.

i) W5 est un D-espace vectoriel muni d'une forme hermitienne non
dégénérée. L'existence d'une base orthogonale et le lemme 1.2.3a permettent
de supposer que dimp W = 1.
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ii) Supposons que D soit un corps de quaternions sur F. Alors ¥,
s’identifie & D muni de la forme hermitienne : < d,d’ >= dad’ ot a € F.
Le corps D s’écrit :

D = F(&1)+ F(&1)é2

ou &; engendre une extension quadratique séparable de F notée F’, et &
engendre une extension inséparable, quadratique de F'.
. - D — F'
Soit p :
T4y +— I
espace vectoriel hermitien sur F’ noté W’. On a

. L’espace vectoriel (1Wy,p(<,>; a)) est un

>= fT‘F/[Fp(<, > a)
et U(Wy)cUW')C PsB.

S'il existe une section de U(W’) dans U(W"'), alors sa restriction & U(TV7)
définit une section de U(W7) dans U(W7) : il suffit donc de montrer que
U(W’) est scindée au-dessus de U(TV’).

On suppose désormais que D = F’ est une extension quadratique
séparable de F.

iii) En considérant l'espace vectoriel W; & W; muni de la forme
hermitienne

< (w,w'), (v,v") S>=< w,v > + < ',V >, w,w,v,v €

et a I'aide du lemme 1.2.3b, on se restreint au cas ou W; est hermitien
hyperbolique.

Si T, est de dimension supérieure ou égale & 4. Alors SU (W) est le groupe
des commutateurs de U (1) [3, p 47-48] et H(SU(1V}), CX) est donc trivial.

On applique alors la suite de Hochschild-Serre & U(1¥1) et son sous-groupe
distingué SU(W1) :

0 —s H2(F'',C*) — H*(U(W,),C*) — H*(SU(Wy),C%).

L’homomorphisme d’inflation est : x — xo(dét, dét). Or, par le théoréme 9.5
de [11], SU(W;) n’a pas d’extension d’ordre 2. Il existe donc un élément
x de H2(F'',CX) tel que le coc3cle ¢ de U(TWV;) sécrive : c(o,0') =
x(dét o,dét o), pour tout o,0’ de U(W1). Considérons V' un plan hyper-
bolique contenu dans ;. Le groupe U(V') s’identifie a un sous-groupe de
U (W) en prolongeant trivialement chaque élément et la restriction de L 1)
a U(V) est isomorphe & U (V).
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Si 'extension U(V') de U(V') est triviale alors, pour tout o, 0’ de Uv),
c(o,0')=1 ie. x(dét o,dét o') =1

d’ot, x est trivial. Par suite, c est trivial.
Il reste a prouver que U (W) est scindée quand W, est un plan hermitien
hyperbolique.

iv) On est donc dans le cas ol
WoeW,@p F' ~ W,

et B(wy,wy) = trpp(€ < wy,wi > ay), a3 € F et (1,€) est une base de F'
sur F.

Quitte a transformer £ en £a; et ¥ en wal-l (prop. 2.1a), on peut supposer
ay = 1.

Le groupe U(W;) s’identifie au sous-groupe de GL(2, F') engendré par

SL(2,F) et M = {(g 391)  de F'*}.

Pour que U (W) soit scindée, il suffit que le cocycle métaplectique c¢ soit
trivial sur SL(2,F) x SL(2,F), M x M, SL(2,F) x M et M x SL(2,F).

Soit (e, f) une base hyperbolique de W; sur F’. On note 6 la norme de &.
Dans la base (e, &e,&f, f), B s’écrit

B((x:),(2})) = 2124 + T4 + 6(z22h + xhx3)) + xhas + )23

ou
(z;) représente (x7+&xa)e+ (T4 + Ex3)f,
(z%) représente (a] +Exh)e+ (af + E25)f.
On considere B’ définie par : B'((z:),(z})) = zizs + xhz4 et la forme

quadratique ¢ : ¢((z;)) = 7124 + bz2x3. La forme quadratique g, étant
associée & B + B’, définit un isomorphisme entre PsB et PsB’.

L’image de U(W;) dans PsB’ est {(0,¢-0 +q),0 € U(WW1)}.

En particulier si 0 € M, o a pour matrice

a b
b6 a+d

0

0

a+b/n 6&b/n
b/n  a/n

ol n = a? + ab+ 6b% et g+ o + q est nulle.
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Donc, M est contenu dans GLX ou X est l'espace vectoriel singulier
engendré par e et {e. On sait alors que c est trivial sur M x M (I. §2.2.1).

Par [11 th. 9.4], SL(2, F) n’a pas d’extension d’ordre 2 : SfﬂQ,F) est
nécessairement triviale.

Calculons c(s,s’) et ¢(s’,s) pour s € M et s € SLy(F) a partir des
formules de ry données en (I §2.2). Pour ce faire, on choisit ¢ x trivial sur
X. Soit £ I’ensemble

« 0
{s,s’,ss’,s'sl s:(a:(o -1 , a € F'*

for) }-

Pour tout s” = (6", f"") de £, X No"” X est {0} ou X, on définit we par :

et s’ = (a' =

o o0 ~—r
=}
N——

D0 8 O
/LODO O

wer =0 si XNo’"X = {0}
wer €Y si XNo'"X =X ‘

Soit ¢ € H(X,¢x),
ro(ere(&e) = rofs) [ (s (wph)led
= |a|1/2/ (s Hwgz) - (s8) 7 h)|c|dx
R

= |a|1/2/ é((ss") " Hswsr - o - h))|c|dx
X

= [y ¢((ss") " H(swy - - n)|a|=Y2|c|ldz = ry(ss’)G(R)
d’out ¢(s,s’) = 1.
De méme,
ro(8)re(8)8(h) = lal2r(s)o(sHh)
= [y o(s71s' " H(wazh))lc] la|Y/?dx
= 1(s/s)6(h)

d'olt ¢(s,5) = 1.
Donc, U(W7) est scindée.
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On a donc montré :

PROPOSITION. — La restriction de lextension métaplectique a toute paire
duale réductive, irréductible, non triviale, est scindée.
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Introduction

Let F be a p-adic field. We shall assume that the characteristic of F' is
different from two. Denote by R the direct sum of the Grothendieck groups
of the categories of all smooth representations of finite length of the groups
GL(n, F)’s. The functor of the parabolic induction defines a multiplication
x on R. In this way R becomes a ring ([Z1]). Obviously, one can define an
additive mapping

m:RQR—- R

which satisfies m(ry @ r3) = r1 X ro. A comultiplication
m*:R— R®R.

is defined in [Z1]. The definition of the comultiplication involves the Jacquet
modules for the maximal parabolic subgroups. In this way R becomes a
Hopf algebra ([Z1]). This structure can be very helpful in the representation
theory of the groups GL(n, F'). Some examples of the use of this structure
can be found in [Z2] and [T2]. The crucial property of this structure is that
the mapping m* : R — R® R is multiplicative. In the other words, we have
a simple formula for the composition

m* om.

Let R(S) (resp. R(G)) be the sum of the Grothendieck groups of
the categories of the smooth representations of finite length of the groups
Sp(n, FY’s (resp. GSp(n, F)’s). Using the functor of the parabolic induction
one can define a structure of R-modules on R(S) and R(G) (see the first
section). These multiplications are denoted by >a. They induce biadditive
mappings

p:R®R(S)— R(S)

and

u:R® R(G) - R(G).
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Using the Jacquet modules for the maximal parabolic subgroups, one can
define a comodule structures

u*: R(S) = R® R(S)

and

u*: R(G) - R® R(G)

(see the first section). The first question may be what is the formula for
u*op.

Formulas for these compositions were obtained in [T6]. A usefulness of such
formulas could be seen from the paper [T5] where some results about the
square integrable representations and the irreducibility of the parabolically
induced representations were announced. An essentially new situations was
treated there. We have obtained that results using the formulas for p* o pu.
Examples of the use of such formulas, and outlines of proofs of some of
the results announced in [T3] can be found in [T7]. A complete proofs will
appear in the forthcoming papers. .

In this paper we apply this type of approach to the representation the-
ory of the groups GSp(?, F) and Sp(2, F). We study first the questions
of the reducibility of the representations parabolically induced by the ir-
reducible representations. Then we get the classification of various classes
of irreducible representations, in particular, the classification of the irre-
ducible unitary representations. Such questions were settled for the unram-
ified representations by F. Rodier in [R2]). Because of that, our attention
in this paper is directed more to the remaining irreducible representations
and this paper completes F. Rodier’s investigation. For the representations
supported in the two intermediate parabolic subgroups, such questions were
solved by F. Shahidi and J.-L. Waldspurger. We do not use in this paper
arguments specific for the spherical representations. Also, we give very of-
ten alternative proofs to the Rodier’s proofs. The main part of the paper
is the analysis of the parabolically induced representations. The case cor-
responding to the regular characters is relatively easy. It was settled in a
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general setting by F. Rodier in [R1]. In the analysis of the irregular case,
F. Rodier uses the explicit knowledge of the spherical functions and the
connection between the matrix coefficients and the Jacquet modules. Qur
method uses only analysis of the composition series of the Jacquet modules.
This method is able to cover all characters except one spherical case which
was settled by F. Rodier (see Lemma 3.9).

The methods used in this papers were developed essentially for higher
GSp(n)'s and Sp(n)'s. This is an introduction to the use of them in a rel-
atively simpler setting. It seems that they are even more powerful for the
higher ranks. The reason is simple, we have there more parabolic subgroups
and we have more possibilities to compare informations coming from the
Jacquet modules of various parabolic subgroups. The following example is
suggestive. Let Stg and 1g denotes the Steinberg and the trivial represen-
tation of some reductive group G. Look at GSp(1, F'). Then the question
of the reducibility of x >1Stgsp,7) ( or X >31gspo,r)) for a character y
of F*, is the question of the reducibility of the non-unitary principal series
representations of GSp(1, F) = GL(2, F). As it is well known, the compo-
sition series of the Jacquet modules for the minimal parabolic subgroups
imply that the reducibilities can appear only for y = | [F,a € R (] |r
denotes the modulus character of F). No further information on a can be
obtained by these considerations (we have reducibility for « = £1 for the
obvious reasons). Thus, a whole line still remains to be analyzed. The
following case is the case of GSp(2, F'). We have already noted that we can
describe the reducibilities of y >1Stgs(1,r) (or X >11Gs,(1,r)) by the above
methods, excluding one point. Clearly, we use the knowledge of GSp(1, F')
case. Now, using the knowledge of \ >aStss,(1), one can describe com-
pletely the reducibilities of \ >aStgg,(n) for n 2 2 (see [T3]).

This paper follows the ideas of [T4] and notation is the same as there.
We give now a more detailed account of this paper.

In the first section we recall of the main notation which was introduced
in [T4]. One should consult [T4] for more details concerning the notation.
In the second section we present formulas for p* o i in the case of the group

GSp(2,F). These formulas are a special case of the formula obtained for
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pu* o p for any GSp(n, F') in [T6]. In the third section we consider the
representations of GSp(2, F') parabolically induced by the irreducible rep-
resentations of the Levi factors of proper parabolic subgroups, which are
supported by the minimal parabolic subgroups. Note that such representa-
tions for GSp(2, F) are either generalized principal series representations,
or non-unitary principal series representations, or non-unitary degenerate
principal series representations. We have determined in this section when
these representations are irreducible. If they reduce, we find the Langlands’
parameters of all irreducible subquotients. That irreducible subquotients
are always of multiplicity one. A part of these results is either explicit or
implicit in F. Rodier’s paper [R2] where he considered the unramified case.
R. Gustafson has determined the reducibility points and the length of re-
ducible representations of the unramified non-unitary degenerate principal
series of Sp(n, F) for the maximal parabolic subgroup of GL-type ([Gu]).
He has used a Hecke algebra method. C. Jantzen studied in [J] reducibility
points of the non-unitary degenerate principal series of Sp(n, F') and he has
determined them for Sp(2, F') and Sp(3, F). He has used both the Hecke
algebra and our method.

In the fourth section we apply the calculations which were done in the
preceding section. We write classifications of square integrable, of tempered
and of unitarizable irreducible representations of GSp(2, F) which are sup-
ported in the minimal parabolic subgroups. We give Langlands’ parameters
of unitarizable representations. Such classifications were done by F. Rodier
in the unramified case in [R2]. The ideas used in the classification in the
unramified case are sufficient also for the treatment of the general case.
One needs to have only the results of the proceeding section. For the sake
of completeness, we include here also an analysis of representations sup-
ported in other two parabolic subgroups. These cases were settled by J.-L.
Waldspurger and F. Shahidi. F. Shahidi’s methods are sufficient for both
cases. We want to thank F. Shahidi for computing explicitly for us in a
letter the reducibility points in one of these two cases. Let us mention that
A. May classified irreducible representations of GSp(2, F') using the Hecke
algebra isomorphisms ([Mo]). Analogous results for Sp(2, F') are considered
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in the fifth section. We also consider the problems of the third section for
Sp(2, F). Note that in this case there appear representations except gener-
alized principal series, non-unitary principal series and degenerate principal
series representations.

Let us mention the following interesting situation. Take a square inte-
grable representation of Sp(2, F) supported in the minimal parabolic sub-
groups which is different from the Steinberg representation. Such repre-
sentation always exists. Then it is a subquotient of a non-unitary princi-
pal series representation which corresponds to an irregular character. This
non-unitary principal series representation has five different irreducible sub-
quotients. Two of them are square integrable. One irreducible subquotient
has multiplicity two and it is not square integrable. Other multiplicities are
one. All irreducible subquotients are unitarizable. At the end, this non-
unitary principal series representation is at the end of a very interesting
complementary series.

The second author is thankful to the Mathematical Department of the
University of Utah where this paper has got almost the final form, and
where it has been typed. This paper is based on an earlier preprint *On
representations of p-adic GSp(2)”. The former preprint was profoundly
revised. The case of Sp(2) got a complete treatment in this new paper.
Some impreciseness concerning Sp(2) existing in the previous preprint, were
removed in this paper. Also, the misprints that we noticed in the carlier
preprint have been deleted in this paper.
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1. Notation

We shall first recall of some of the notation related to the general linear
groups, which was introduced in [BZ] and [Z1]. For more details about this
notation, one should consult that papers.

A local non-archimedean field will be denoted by F. The topological
modulus of F will be denoted by | |r. As a homomorphism of F*, this
character will be denoted by

v : FX — RX.

For a two smooth representations 7y of GL(nq, F') and 7, of GL(n., F),
we denote by

My X Mo

the smooth representation of GL(n;+ns, F') parabolically induced by m1 @2
from the standard parabolic subgroup (with respect to the upper triangular
matrices)

P(ﬂt,nz) = A"{(nt,nz)N(nhnz)

whose Levi factor My, »,) is naturally isomorphic to GL(n;, F)xGL(n,, F)
(see [BZ]). The induction that we consider is normalized.

The Grothendieck group of the category of all smooth representations
of finite length of GL(n,F'), will be denoted by R,. Their sum will be
denoted by

Then x lifts to a multiplication in R which will be denoted by x again.
For a smooth representation 7 of GL(n; + na, F') of finite length, we
denote by

T(ny >n9),n1+n2(7‘-)
the Jacquet module with respect to Ny, ,,). The action of M(,, n,) that we

consider is the quotient action twisted by the modular character of P, m,)
to -1/2.
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Let 7 be a smooth representation of GL(n, F)) of finite length. Denote
by

m*(x)
the sum of all semi simplifications of (; ,—p),n(7), 0 < p < n. One may
consider m*(w) € R ® R. One lifts m* to an additive mapping of R into
R ® R. In this way R becomes a Hopf algebra ([Z1]).
Let J, be the following n X n matrix
00 0
00 1
=1 . :
10 --- 00
The group of all (2n) x (2n) matrices over F which satisfy

0 Ja a0 Jn
ts = [—J,,_ 0 ] 5 =¥(5) [—Jn 0 ]
for some ¥(S) € F*, is denoted by GSp(n, F) (1S denotes the transposed

matrix of S). We define formally GSp(0, F') to be F*. The symplectic
group is defined by

Sp(n, F) ={S € GSp(n, F); (S) =1}.
We take formally Sp(0, F') to be a trivial group.

A more detailed introduction into the notation which we shall introduce
now, can be found in [T4].

We fix in Sp(n, F) (resp. GSp(n, F)) the minimal parabolic sub-
group Pés (resp. Pf ) which consists of all upper triangular matrices in
the group. Let J\'Iég(resp.]\ff ) be the subgroup of all diagonal matrices in
Sp(n, F)(resp.GSp(n, F)). Then My (resp.M{) is a Levi factor of the stan-
dard minimal parabolic subgroup. It is also a maximal torus in Sp(n, F)
(resp.GSp(n, F)). We call them standard maximal tori.

Denote by diag(zi,...,zm) the diagonal matrix which has on the di-
agonal entries x1,...,%n. For z1,...,2, € F* set

a(zyy. .. 2n) = diag(z1,.. .y Tn ey 2 )
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This is a parametrization of the standard maximal torus in Sp(n, F). For
Zyy...,ZTn,T € F* set

a(z1,. .. TnyT) = (T1,Z2,...,Tn,z2; 22t 2] Y).

This is a parametrization of the standard maximal torus in GSp(n, F).
Let x1,...,Xn, X be characters of F*. We define the character y; ®
X ®1 ofltfas by

(19...®xn @ 1)(a(21,...,2,)) = x1(21) ... Xn(Tn).

The character x1 ® ... ® xn ® x of ]\IGG is defined by

(X1,®- O xXn ® X)(a(xla s 7171113:)) = Xl(xl)XZ(zZ) .. -Xn(-rn)X(x)-

Note that in the case of GSp(1,F) = GL(2,F) this parametrization of
characters of the standard maximal torus differs from the usual one.
For a smooth representation 7 of GL(n, F') and o of Sp(m, F) we de-
note by
70

the parabolically induced representation of Sp(n+m, F') by # @ o from the

parabolic subgroup

g *  *
P(‘i) = 0 h & € Sp(n+m, F);g € GL(n,F),h € Sp(m, F)
0 0 rg—l

Here g denotes the transposed matrix of g with respect to the second
diagonal. The representation # ® o maps

g * *
0 h *
0 0 rg—l

to w(g) ® o(h).
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For a representation p of Sp(n + m, F') of finite length, we denote by

s(n)(p)

the Jacquet module of p with respect to the parabolic subgroup Pi)- The
action of the Levi factor

g 0 0
0 h 0 |;9€GL(n,F),heSp(m,F)
0 0 g1

is again the quotient action twisted by the modular character to -1/2. Note
that the Levi factor is naturally isomorphic to

GL(n,F) x Sp(m, F).

We denote the Grothendieck group of the category of all smooth rep-
resentations of Sp(n, F) (resp. GSp(n, F')) of finite length by R,(S) (resp.
R,(G)). Set

R(S) = n?ﬂ RA(S),

R(G) = R.(G).
(©)= 8, R:(6)
One lifts > to a mapping
>1: Rx R(S) — R(S).
For a smooth representation o of Sp(n, F') of finite length, we denote
by
(o)
the sum of semi simplifications of s(x)(o), 0 < k < n. Then we can consider
p*(o) € R ® R(S). We lift p* to an additive mapping form R(S) into

R ® R(S).
For an integer 0 < k < n set

g * *
PGy=<10 h * € GSp(n, F);g € GL(k,F),h € GSp(n — k, F)
0 0 w¢(h)g™?
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Then P(%, 1 £ k £ n, are all the standard maximal proper parabolic
subgroups. Note that P((O;) = GSp(n, F). The image of the homomorphism

g 0 0
(g,R)— {0 R 0
0 0 %(h)g™!

of G(k,F) x GSp(n — k, F) will be denote by ]\[(CL('), The Levi factor J\{(C,’:)
of P(% C GSp(n, F) is naturally isomorphic to

GL(k,F) x GSp(n — k, F).

Therefore, one can define in the same way the multiplication > of repre-
sentations of GL(n, F') with representations of GSp(m, F'). One lifts it to
a biadditive mapping

>a: R x R(G) — R(G).

The symbols x and > will denote in further operations among rep-
resentations, except if it is stated that they are considered as operations
between Grothendieck groups. For more informations about the operation
> one should consult [T4] (see also [T6] and [T7]).

One defines analogously

pu*: R(G) = R® R(G).

There are the obvious cones of positive elements in R, R(S) and R(G).
Therefore, we have partial orders on these groups.

Let 7 be a representation of GL(n, F) (resp. GSp(n, F)), and let x be
a character of F'*. Then y denotes the representation g — x(g)7(g). One
remark is necessary in the above definition, regarding the characters. The
characters of F'’* are considered also as characters of GL(n, F') in a standard
way, using the determinant homomorphism. We consider characters of F'*

as characters of GSp(n, F'), using the composition with .



90 P.J. SALLY JR., M. TADIC

For a representation = of GL(n, F), # denotes the smooth contragre-
dient of 7, while "7~ denotes the representation g +— 7(T¢g~!). If 7 is an
irreducible smooth representation of GL(n, F') and if o is a similar repre-
sentation of GSp(m, F) (resp. Sp(m, F)), then the following equality

(1.1) T>X0 =% Xweo (resp. >0 =7%>0)

holds in R(G) (resp. R(S)). Here w, denotes the central character of =,
which is considered as a character of F* (the center of GL(n, F') is identified
with F'* in a standard way). If x is a character of F'*, then we have

(1.2) x(m>10) = 7 >i(xo)

when o is a representation of GSp(m, F).

We denote by D the set of all equivalence classes of the irreducible
essentially square integrable representations of GL(n,F)’s when n > 1.
The essentially square integrable representations are representations which
become square integrable representations modulo center, after a twist with
a suitable character of the group. For § € D, there exists a unique real
number e(8) and there exists a unique §* € D which is unitarizable, such
that

§ = |det|5'?) 5v.
Set
Dy = {é € D;e(6) > 0}

Denote by T(S) the set of all equivalence classes of the irreducible tempered
smooth representations of Sp(n, F')’s for all n > 0.

Take t = ((81,...,6n),7) € M(D4) x T(S) where M(Dy) denotes
the set of all finite multisets in D,. Choose a permutation p of the set
{1,2,...,n} such that

e(8p(1)) 2 e(bp(2) 2 -+ 2 €lbp(n))-
Then the representation

5,,(1) X 5],(2) X ..o X 5p(,,)‘>GT
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has a unique irreducible quotient which will be dented by L(t). This is the
Langlands’ classification for the symplectic groups. The mapping

t— L(t)

is a one-to-one parameterization of all irreducible representations by M (D)
xT(S).

Denote by T(G) the set of all equivalence classes of the irreducible
essentially tempered smooth representations of GSp(n, F)’s, n > 0. Then
one defines in the same way L(t) for t € M(D4) x T(G). This is the
Langlands’ classification for GSp-groups.

For a reductive group G over F, G will denote the set of all equivalence
classes of the irreducible smooth representations of G. The subset of all
unitarizable classes will be denoted by G. The set of all cuspidal classes in
G is denoted by C(G). Let C*(G) be the set of all unitarizable classes in
C(G). The trivial representation of G on a one dimensional vector space
will be denoted by 1¢.






2. Jacquet modules of induced representations of GSp(2)

In this section we shall present the formulas for p*(7) where 7 is a
parabolically induced representation of GSp(2, F).

We shall first recall of the case of GSp(1,F) = GL(2,F). Take an
admissible representations = of GL(1, F) = F* and o of GSp(0, F) = F*,
which are of finite length. They must be finite dimensional in this case.
Suppose that 7 has a central character, say w,. Then

m*(r)=1@r+7®1
and
p(o)=100.
Now we have the following formula
(2.1) pr(r>=o)=1Qnr>x0o+ 7@ 0+ 7 Quwra].

Note that 7®o is a quotient and #®w,o is a subrepresentation of s(;)(7 > ).
In the above formulas on the right hand side, we are actually taking the
semi simplifications of that representations.

We pass now to the case of GSp(2, F'). The following formulas follow
from Theorem 5.2. of [T6], or they can be obtained, after some explicit
calculations, from the Geometric Lemma from [BZ], or from [C].

We fix an admissible representations = of GL(2, F) and a similar rep-
resentation o of GSp(0, F'). We suppose that the both representations are
of finite length. We shall assume also that 7 has a central character. It will
be denoted by w,. Write

m*(Tr)=1®7r+Z merli+rel
i
and
po)=1Q0c
where Z 7} ® 77 is a decomposition into a sum of irreducible representa-
i
tions. Now we have

(2.2) pr(r>0o)=1@7>0+
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[Z @m0+ Z 72 @) ><1w,,_za]+

[w@a—l—fr@w,o—l- Z T} x%?@w"go‘].

Fix admissible representations = of GL(1, F') and o of GSp(1, F'), which
are of finite length. Suppose that 7 has a central character, say w,. Write

m(t)=1@7r+7®1,
;1*(0):1@0-{—2 ol @o?
We have

(2.3) pr(r>0)=1Q 7 >0+
[w®0+7~r®w,,a+z o} ®7r><la;~"]+

[E wxa}®0?+ E 01-1 x%@wwa?].
i i

Analogous formulas can be written easily for Sp(2, F'), using [T6]. Such
formulas can be obtained also directly, by “restriction” of the above formu-

las for GSp(2, F).



3. Induced representations of GSp(2)

Let P = M N be a proper parabolic subgroup of GSp(2, F') and let ¢ be
an irreducible smooth representation of M. If ¢ is a cuspidal representation
and if P is not a minimal parabolic subgroup, then J.-L. Waldspurger and
F. Shahidi have determined when Ind$ (o) reduces (see the fourth section).
If this is not the case, then ¢ is an irreducible subquotient of a principal
series representations of M. In this section we shall see when Ind$(o) re-
duces in this case, what are the Langlands’ parameters of the irreducible
subquotients and what are the multiplicities. The analysis of the induced
representations which we make in this section, was done in the unrami-
fied case by F. Rodier ([R2]). Therefore, these calculations complete the
Rodier’s investigations in [R2). We shall get the answer by a detailed study
of the principal series representations of GSp(2, F') and their Jacquet mod-
ules for intermediate parabolic subgroups.

First we have a direct consequence of Theorem 7.5. of [T4].

Lemma 3.1. If x1,x2 € (F*) and o € (F*), then x1 X x2><o 13
irreducible. In particular, the unitary principal series representations of

GSp(2, F) are irreducible. g

For a proof, one may consult [T4]. The proof in [T4] uses the Key’s
result in [Ke] which applies to Sp(n, F). Then one gets the information
about the irreducibility using the Clifford theory for the reductive p-adic
groups, which was developed in [GeKn].

We have now a special case of Theorem 7.9. of [T4] which describes
a necessary and sufficient conditions for the reducibility of the non-unitary
principal series representations.

Lemma 3.2. Let x1,X2,0 € (F*)". The representation X1 X Xz >0 8
irreducible if and only if x1 # vE!, x2 # vE and 1 # Vilx.i,tl. a

Let us say a few words about the proof in [T4]. If x; = v*! or xz = v*!
or x1 = v¥x3', then the induction in the stages and the reducibilities for
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GL(2,F) or GSp(1, F) = GL(2, F), imply the reducibilities of x; X x2 > 0.
In the case when x; # v, x; # v*! and x; # v¥xF, it is enough to
consider the case when x; or x2 is not unitary. Then the properties of the
Langlands’ classification imply the irreducibility.

Suppose that x; X x2 >o is irreducible. Then using the fact that
R(G) is R-module, and the relation (1.1), one gets that x; x x2 >0 is
cquivalent to a non-unitary principal series representation x) X x5 >0’
where e(x}) = e(x3) = 0. Take

0 if e(x}) = 0
i=4q1 if e(x;)>0ande(x;)=0
2 if e(x3) > 0.

Let 7 be the product of x},7 > ¢, and of . Then

X1 X x2>30 = L((X],. X5 7))

In the rest of this section we shall study the non-unitary principal
series representations yp X x2 >3 when they reduce. The cases when this
situation occurs are known from Lemma 3.2.

We shall consider first the case when x; ® x2 ® ¢ is a regular character.
This case will be treated in the following four lemmas. One can prove
directly that x; ® x2 ® o is regular if and only if x; # 1px, X2 # lpx and
x1 # x&* ([T4], Proposition 8.1., (b)).

F. Rodier attached to any regular character ¢ of a maximal split torus
in a split reductive group over F', a non-negative integer s(¢) (for the defi-
nition of the function s, one can consult [R1] or [T4]). The number s(¢) is
less than or equal to the semi-simple rank of the group. The length of the
non-unitary principal series representation determined by ¢ is 24(¥).

Let x; ® x2 @ o be a regular character of J\/IaG . Since we consider the
case when x; X x2 >0 is reducible, we assume that s(x; @ x2®0) =2 1
(if s(x1 ® x2 ® o) = 0, then obviously x; and x2 satisfy the conditions of
Lemma 3.2.). If s(x1 ® x2 @) = 1, then x1 ® x2 ® 0 is associate either to
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a character of the form v'/2x @ v™1/%x ® o' where x ¢ {£,v¥1/2¢,,33/2}
for any £ € (F*)" such that £ = 1px, or it is associate to a character of
the form x ® v ® o' where x ¢ {1rx,v%!,v%?} (see [T4]). In the following
two lemmas we deal with these two cases, when s(x1 ® x2 ® ¢) = 1. They
are F. Rodier’s results.

For a connected reductive group G(F') over F, the Steinberg represen-

tation of G will be denoted by Stg. In the rest of this paper we shall often
write G instead of G(F).

Lemma 3.3. Let x,£,0 € (FX)™~. Suppose that x ¢ {&, vV /3¢ 3312}
for any & such that £* = lpx. Then xStgr(z) >0 and XlgL(2) >0 are
irreducible representations. We have

U1/2X X 1/—1/2)( >0 = xlgre) >0+ XStGL(Z) o
in R(G). For the Langlands’ parameters we have
XStGL(2) X = L((XStGL(Q),O')) if 6()() > 0,

xSterz) >0 = L((xStgrz) ><0)) if e(x)=0,
xlGL(z) >0 = L((ul/zx, 1/_1/2,\/,0)) if e(x)>1/2,
Xlor(z) >0 = L(0*x, vy >a0)) if e(x)=1/2

and
xlar) >0 = L((Vl/z}(,111/2)("1,1/_1/2,\0)) if 1/2>e(x)20.

Also
XStGr(z) >0 2 X Ster2) > x’0

and

XloL(e) >0 2y gLz > X’o.
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Proof. Suppose that y satisfies the assumption of the lemma. Assume that
e(x) > 0. First, v'/2x@v~1/2x Q@0 is regular and s x@v1?x®0) =1
by Proposition 8.2 of [T4]. The length of »1/2x x v=/2x >0 is two ([R1]).
We have

2y x vy >0 = xSter(2) >0 + xlgr(2) >0

in R(G). Thus, both constituents are irreducible. The Langlands’ parame-
ter of xStgr(2) >0 is evident. Note that we have an epimorphism of

-1/2

ullzxxu x><la§1/1/2xxVl/zx—1><1u—1/2xa

onto xlgr(2) > 0. From this we can read easily the Langlands’ parameter
of x1gr(2) > 0. This proves the lemma. g

Lemma 3.4. Let x,0 € (F*)~. Suppose that x ¢ {1px,vE!,vE2}. Then
X >0Stgsp1) and x > 0olggyay are irreducible representations. We have

X XV v Ve = X anthP(l) +x >0lgspa)
in R(G). For the Langlands’ parameters we have
X XUStGSp(l) = L((XaGStGSI)(l))) if 6’(,\’) > 0,

X ><|0’St(;5p(]) = L((X XGStGSp(I))) if 6(X) =0,
X >0lgsp1) = L((x, v, u'l/za)) if e(x)>0

and
X > 0lgspa) = L((v,x > u_l/za)) if e(x)=0.

We have also
X ><ldst(35p(1) = X_l ><1X0'StGSp(1),

X >01Gsp1) = X X x0lGsp()-
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Proof. We prove the lemma in the same way as we proved Lemma 3.3.,
because x ® v ® v~ /25 is regular and s(x ® v ® v~/20) = 1 when x
satisfies the assumptions of the lemma.

We are going now to study regular x1 ® x2 ® 0 with s(x1 ® x2 Q) = 2.
Recall that by the eight section of [T4], x1 ® x2 ®0 is associated to v’ Qu®d’
or v€, @ & @ o' where §, € (F*)" is of order two and o' € (F*)~. This
situation is the subject of the following two lemmas.

First we have a very well known situation in the following lemma ([C]).

Lemma 3.5. For o € (F*)~ the following equalities hold in R(G)

1/2

¥ xv>v 2 = 1/3/25(:GL(2) vV + 1/3/21(;L(2) >y o =

v? XUStGSp(l) + 2 >olgsp1)

and
V2 >10StGsp(1) = voStgsp) + L((Vz,aStGSP(l))),
v2 >101Gsp0) = volgspe) + L((V**Star(a), v=1/%g)),
VS/ZStGL(z) v~ 126 = voStgsp2) + L((u3/2StGL(2), u—l/za)),
V3/21GL(2) >y~ Ve = valgsp) + L((VZ,aStGSp(l))).
Also

V-l/zalGSpQ) = L((VZ, v, U—1/20')).

Proof. Note that 12 X v>0 = 0(v? X v >I1px) and the structure of the

representation 2 x v xv~3/2 is well known. The length of the representation

v? x v >av~12g is four and it is a multiplicity one representation.
Representations

Vasthp(Z)a ValGSp(z), L((VZ,O’StGSP(]))) and L((V3/2StGL(2),I/_1/2a'))
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are clearly subquotients of v* x v >1v~1/25. Note that L((v%,0StGsp(1)))
is a quotient of v? >10Stgsy1) and L((v3/2Stg L2y, v 1/%0)) is a quotient of
u3/ZStGL(2) >av~12g. Also voStgsp(2) is not a subquotient of v? > olgsp1),
and it is also not a subquotient of ¥3/21Gy,(y) >1v~1/25. Also we have an
epimorphism from »? >av >1v~/2¢ onto

V3/21GL(2) >1v~ 125 and 12 >01gsp(1)-

Therefore, both representations contain L((v?,v,v™1/%¢)) = volgsp(z) as
quotients.

We can conclude now that in R(G) we have
voStespz) + L((v?,0StGsp1))) < v >10Staspa),

volgsyz) < VP >0lgsy),
UUSth},(g) + L((Us/zstGL(z), 1/—1/20)) < 7/3/2StGL(2) sav~12s

and

volgspi) < u3/21GL(2, >av 2,

If we know that the second and the fourth inequalities are strict, we have
the complete proof. We conclude it from the fact that the Jacquet modules
{for a minimal parabolic subgroup of the left hand sides are irreducible, while
the Jacquet modules of the right hand sides are of lengths four (one can
obtain it from (2.1), (2.2) and (2.3)). g

Lemma 3.6. Let &, € (F*)" be of order two and let o € (F*)~. Then the
representation v€, X £, >10 contains a unique essentially square integrable
subquotient. This subquotient will be denoted by 6([€,,vE,),0). We have in
R(G)

v€y X €, >0 = u]/2£oStcL(2) >0 + u1/2§olgL(2) >0 =

V28,8t L(a) X Eoo + 121G 1 (a) > Ee0
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and
V28,StG1(2) >0 = 8([&, vE), 0) + L((v1/?¢,St 6 1(2), o)),

V28,1610 >0 = L((1/2€,StGL(2), 600)) + L((v€o, €0 > 07)).

Proof. Note that the length of v{, x £, >0 is four and that v£, x £, >0
has a unique essentially square integrable subquotient by [R1]. Also

6([6o, v€o),0), L((v1/*€oSta1(2),0)), L((v'*EeStaL2), 6o0)

and L((v,, €, >10)) are subquotients of v€,x£, >0 and L((v2/2£,St g2, 7))
is a quotient of v1/2¢,Stg1(a) > 0.

Note that we have an epimorphism from v¢, x ¢, > o onto v/! /26016“2) 0.
Thus L((v€,,€, >10)) is a quotient of v1/2£,15,2) > 0.

We also see that we have an epimorphism

£ X 1€ 260 — L((v"?&:StaL(2), £60)).

Thus we have
L((VI/QEOStGL@)sV_lgo&)) — &, X V—léo >80 2 &, x v, >v~ 5.

First, we see from the Frobenius reciprocity that the Jacquet module of
the representation L((v'?¢,5t¢ L(2),0)) for the standard minimal parabolic
subgroup contains £, ® v~1¢, ® vo and £, @ v, ® £,0 as subquotients.

In the same way one concludes that the other three irreducible subquo-
tients of v€, x £, >1 o have at least two different subquotients in the Jacquet
module. Note that the length of the Jacquet module of v€, x £, >0 is eight.
Therefore, all Jacquet modules of irreducible constituents have the lengths
two.

At the end we compute the Jacquet module of 1/1/2{01(;1,(2) >0 using
(2.2). We obtain that the semi simplification is

o ® @0+ & AV @uo + vk, @& R &0 + £ @ v, ®E,0.
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This implies that L((V1/2£ostGL(2), o)) is a subquotient of ,,1/25016L(2) o
since v, ® £, @ o is regular.
From the above facts one completes directly the proof. 5

F. Rodier considered representations é([{,, v&,], o) in [R1].

Up to now we have analyzed the situation when x; ® x2 ® o is reg-
ular. Suppose that x; ® x2 ® o is not regular and that x; x x2 >0 is
not irreducible. Then x; ® x2 ® o is associate to a character of the form
v®1px @', or v@v®oa', or v/ Qv @' where £,0' € (F*)~ and
€2 = 1px (see the beginning of this section or the seventh section of [T4]).
In the rest of this section we shall analyze these irregular cases.

Lemma 3.7. Suppose that £ € (F*)" satisfies £ = 1px. Let o € (F*)™.
Then we have

V2 x v 0 = €Sty >0 + Elgr) >0

in R(G). Both representations on the right hand side are irreducible and
we have

fstGL(z) o= L((€StGL(2) ><0')),

£lgr(z) >0 = L((Vlﬂf, Vl/zﬁ, V—l/szf))-

Proof. It is enough to prove that the above two representations are irre-
ducible. From (2.2) we obtain

1*(€SterLie) >10) = 1@ €Stgr(z) >0+
[V1/2£ Qv >0 + 2@ vt/ ><1u"]/250] +

[EStor) @ o + EStar @ 0 + 112 x V26 @ v 2¢a ]
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We see that the semi simplification of the Jacquet module for the standard
minimal parabolic subgroup is

2(61/1/2 ®§I/_1/2 ®0o+ U1/2£ ®U1/2£®V_1/2£0').

Let 7= be an irreducible subquotient of £Stgz(2) >0 which has R
V126 @ v~1/%£05 for a subquotient of the Jacquet module. Since v1/2¢ x
V1 2¢@u~1/2¢ g isirreducible, we obtain that ¢1/2£@v1/2¢Qv~1/2¢ o appears
with the multiplicity at least two in the Jacquet module of 7. Note that
the Jacquet modules of ¥1/2¢ @ v=1/2¢ >a0 and V12 @ V1/2¢ >v~1/2¢0
are the same and they are

Vl/2£®l/_l/2£®0'+U1/2§®V1/25®V—1/2£0'.

(more precisely, these are semi simplifications). Since v'/2¢( ® v=1/2( >a0
and v1/2¢ @ v1/26 >av~1/2¢0 are irreducible, we obtain that the Jacquet
module of 7 has the length at least three, while for any other subquo-
tient, the length is at lest two. Since the length of the Jacquet module of
€St L(2) >0 is four, we see that {Stgy(2) >0 is irreducible.

In the same way we prove that {1gp o) >0 is irreducible.

The following lemma was proved by F. Rodier.

Lemma 3.8. For o € (F*)~ we have in R(G)

1/2

vXlpx v~ /o = VI/QStGL(z) v~V 4 V1/21GL(2) >v V2 =

1px X vy~ Ve = 1px XUStGSp(l) + 1px X 0olgspa)-

The representations 1px >10Stgsp1) and v/?Stgre) >v~2a (resp.
u1/21GL(2) >v~12¢g ) have ezactly one irreducible subguotient in common.
That subquotient is essentially tempered and it will be denoted by 7(S,v=1/?a))
(resp. T(T,v='/%g)). These two essentially tempered representations are
not equivalent. We have in R(G)

V28t G0y > 20 = 7(8,u7120) + L((v' St L2y, v/ %0)),
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2610y >v 20 = 7(T,v™%6) + L((v,1px >a v~ 125,
1px XUStGSp(l) = T(S, U—1/20') + T(T, U_‘l/zo')

and

1px ><10'165p(1) = L((UI/QStGL(z), V—I/ZU)) + L((l/, 1px > V_l/2a)).

Proof. Denote the above four representations on the left hand sides by
7((2),5),7((2),T), 7((1),S) and =((1),T) respectively.

Observe that L((v*/2StGL(2), v~1/?0)) is a subquotient of VI/QStGL(Q)
>v" 125 and that 7((1),S) and =((1),T) are completely reducible repre-
sentations (they are essentially unitary). Using formulas (2.2) and (2.3) we
obtain

#(7((2),5)) = 1@=((2), 5)+

[V ® 1lpx ><11/—1/20' + 1px ®UStGSp(1) +1px ® 0’1@51,(1)] +

[2 . (UlIZStGL(Z) 2 V_1/20) + V—l/2StGL(2) Qv+ 1/1/216‘51)(1) ® V"l/z"] ,

#(=((2),T)) =1@=((2), T)+

[IF" Q@ oStgspa) + 1rx @ olgspa) + v 1 @1px > 1/1/20] +

[Vlﬂlc;L(g) [ v 125 +2- (U_llzch(g) ® V1/20> + V‘.l/?StGL(z) & 1/1/20'] ,

u(7((1),9) = 1@ 7((1), S)+

[2 . (lpx ®0’St65p(])) +vQ® 1lpx ><1V—1/20']+
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2- [Vl/zstGL(z) Qv 4 Vl/zlGL(2) ® 1/—1/20’]

and

F‘*("r((l)a T)) =1® 7"((1)’ T)+

[2' (1rx ® 0lgsp)) + 7! @ Lpx ><w1/zo'] +

2 [u“/zsta,,(z) ® v/ % + V—l/zch(g) ® z/l/za] .

From the Frobenius reciprocity and the last two formulas one obtains
that the intertwining algebras of w((1), S), and of =((1), T') are at most two
dimensional. Since #((1),S) and #((1),T) are completely reducible, the
lengths of #((1),S) and «((1),T) are at most two. These representations
are of multiplicity one.

The above formulas imply the following relations in the Grothendieck
groups

s@(((2),5)) + s(7((1), 5)) £ s (v x Lpx v 20),

s@(m((2), 1)) + 52 (7((1), 5)) £ sy (v x Lpx >av™20).
Also
s2)(m1) £ s(2)(m2)

for m,m2 € {77((2)7S)v 77((2)aT)’ 7‘-((1)’5)1 ﬂ((l)’T))}, when ?é 2.
Thus, representations ((2),5) and 7((1),5) have exactly one irreducible
subquotient in common. Both representations are of length two. The same
conclusion holds for 7((2),T') and w((1),S). Since L((v, 1px >v~12g)) is
a quotient of ¥ X 1px >1v~1/2g it is easy to conclude that the lemma holds.

[m]
The following unramified situation was settled by F. Rodier in [R2].

Lemma 3.9. Let o € (F*)~. Then we have

2

vxvy>vVig =y > aStgspa) + V> algsya)-
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in R(G). Both representations on the right hand side are irreducible and
we have

v >10Stgsp) = L((v, oStasp(1))),

v>0lgspy = L((v, v, u_l/za)).

Proof. First note that L((v,v,v~/20)) is a unique irreducible quotient of
v x v>av~12g and thus a unique irreducible quotient of v >0olgspa)- It
has multiplicity one in » x ¥ >v~/2g. Also L((v,0Stg Sp(1))) is a quotient
of ¥ >10S5tgsp(1), and it has multiplicity one in v >10StGsp(1). Since the
length of ¥ x v >av~1/2g is two by 6.3. of [R2], the lemma follows directly
(actually, it is enough to prove that v >0lgs,1) or ¥ >10Stgsy() is an

irreducible representation). g
From the preceding lemnmas one concludes

Corollary 3.10. Let x,0,6 € (F*)™~.

(1) The representation xStgr(z) >0 is irreducible if and only if X1gL(2)
>0 i irreducible and this is the case if and only if x & {vE1/2¢, vE3/2}
for any € such that € = 1px. If we have a reducibility, then we have
a multiplicity one representation of length two.

{(ii) The representation x >A0Stgspa) 18 irreducible if and only if
X ™ 0lgspa) 18 irreducible and this is the case if and only if x &
{1rx,v*?}. If we have a reducibility, then we have a multiplicity
one representation of length two: g



4. Classifications for GSp(2)

The classifications formulated in this section were obtained in the un-
ramified case already by F. Rodier in [R2].

For a reductive group G over F, the relation among parabolic sub-
groups of being associate in an equivalence relation. If 7 € G, then we
shall say that it is supported in a class P, if there exists P.€ P such that
7 is a composition factor of a parabolically induced representation from P
by an irreducible cuspidal representation of a Levi factor of P. This is the
notion that W. Casselman called the type of a representation ([C]). Each
7 is supported-exactly in one class. In GSp(2, F) (resp. Sp(2,F)) there
are exactly four classes. They are represented by POG ,P(%,Pg) and Pg)
(resp. Pas, P(Sl), P(Sl’,) and P(%)). Therefore, we shall say that 7 is supported
for example in FP(;). For representations supported in Py we shall say that
they are supported in the minimal parabolic subgroups.

Now we can summarize from the last section the following

Theorem 4.1.

(i) The representation v* x v><v™3%c, o € (F*)", has a unique irre-
ducible subrepresentation, which will be denoted by oStggp(a). This
subrepresentation is square integrable. For different o’s we get sub-
representations which are not equivalent.

(i1) For each character £, € (F*)" of order two and each o € (F*)",
the representation v€, x €, >v~%g has a unique irreducible sub-
representation. Denote it by 6([¢,,vE,],v™1/%0). This representation
s square integrable. The only non-trivial equivalences among such

representations are

5([50’ Vfo], V_l/za') =2 4( [60» Vfo], V_l/zﬁoo')'

The square integrable representations defined in (i) and in (i1) are
disjoint groups of representations. They ezhaust all square integrable repre-
sentations of GSp(2, F) which are supported in the minimal parabolic sub-
groups. g
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Theorem 4.2.

()

(if)

(i)

(iv)

Representations x1 X X2 >40, X1,Xx2,0 € (F*), are irreducible and
X1 X X2 >0 = x] XXy >0 if and only if X1 ®@X2®0 and x| Qxh Q0
are associate.

Representations x >0Stgsp1), Xx,0 € (F*), x # lpx, are irre-
ducible and the only non-trivial equivalences among them are

X XUStGSp(I) = X—l XXJStGSp(I)-

Let o € (F*)". The representation 1px > 0Stggyy 48 a multiplicity
one representation of length two. One irreducible constituent may be
characterized as the common composition factor with u1/2StGL(2) >
v=12q (resp. v'/?1gpa) >1v~Y/?). This representation is denoted
by '

7(S,v12g) (resp. 7(T,v/25)). Among these representations there
are no non-trivial equivalences.

For x,0 € (F*) the representation xStgr(2) >0 1s irreducible. The

only non-trivial equivalences are

XStGL(2) >io = X_lstGL(z) ><1X20'.

The irreducible representations considered in (1)-(1v) are tempered

and they are not square integrable. They form four disjoint groups of repre-

sentations. Each irreducible tempered representation supported in the min-

imal parabolic subgroups either belongs to one of the groups in (i)-(iv), or

1t 18 square integrable. g

By T we denote the complex conjugate representation to a repre-

sentation 7. An irreducible smooth representation = is called Hermitian if

7 2 %. The formula for the contragredient representation in the Langlands’

classification is

L((81,... 60, 7))~ = L((61,. .., 6nyws, ... w5, 7)),
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é; € Dy, 7 € T(G) (ws; denotes the central character of §;). Now we have
directly the following

Lemma 4.3. Let x,0,§ € (F*)" such that €2 = 1px. Let B,51,52 >
0. The following seven groups of representations are Hermitian and they
ezhaust all irreducible Hermitian representations of GSp(2, F) which are
supported in the minimal parabolic subgroups:

(1) srreducible tempered representations supported in the minimal parabo-

lic subgroups,

(ii) L((vPx,vPx Y, v 80a)), X% # 1px (for x2 = 1px see (iv)),

(i) L((v?,x >v81%0)), x # 1px (for x = 1px see (v)),

(iv) L((Uﬂlg, Vﬂ?§,u'—(ﬁl+ﬂ2)/?’g)),

(v) L((v96,€ av~31%)),

(vi) L((Vf,u’ﬂ/205tc;gp(1))),

(vil) L((UB{StGL(z),V—ﬂa)).
The above groups of representations are disjoint. g

In a similar way as F. Rodier classified the unitarizable unramified
representations in [R2], we get the following theorem. Clearly, the unrami-

fied part of the theorem was proved by him.

Theorem 4.4. Denote by x,£,0 unitary characters of F* such that £2 =
1px. Let 3,531,532 > 0. The following groups of representations are unita-
rizable and they ezhaust all the irreducible unitarizable representations of
GSp(2, F) supported in the minimal parabolic subgroups:
(1) irreducible tempered representations of GSp(2, F) which are supported
in the minimal parabolic subgroups,
(i) L((v?,v,v™%%0)) = 0lGsp(a)s
(i) L((vPx, vy~ v™Px0)), B <1/2, x* # 1px (for x* = 1px see
(),
(iv) L((vP,x ><v=?%0)),- B<1,x # 1px (for X2 = 1px see (vi)),
(v) L((vP &, 0728, v~ (Br4P20)) 3y + B, <1, B 2 B,
(vi) L((vP¢,E>v™P%0)), 3<1,
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(vil) L((vP€SteL(a), v~ P0)), B <L 1/2.
The above seven groups of representations are disjoint.

Remarks 4.5. With the notation as in the above theorem we have
(1) L((vPx,vPx Y, v=Px0)) = [x(v® x v=F) >0, B <1/2,
(i) L((w#,x >9v2120)) = x x [o((v8 5av=212)], B <1,
(i) L((P+2¢,p=F'+112¢ y=126)) = v €1gL ) v F0, 0< B <
1/2,
(iv) L((vP€StgL(z), v Po) = vPEStgry >v~Po, B <1/2

Proof. We shall now repeat essentially the Rodier’s proof from [R2].

The representations in the groups (i) and (ii) are obviously unitariz-
able.

We have the complementary series representations vy xv =Py, 0<
B < 1/2, of GL(2,F). Thus v#x x v™Px >0 is unitarizable. The last
representation is irreducible by Lemma 3.2. Thus

uﬁx X u“ﬂxxa = z/'ax X z/ﬁ)(—1 ><w_’@xor.

This implies Py x v x>0 = L((v?x,vPx~1,v"Px0)). Also v'/?x x
V12 >qut2y0 2 u1/2y x v~/ 2y >q0 and x1lgr(2) >0 is a quotient of
the former representation. Since x1gr(2) >0 is irreducible by Corollary
3.10., we have L((v}/2x, v/ 2x ™1, v71/2x0)) = x1GL(2) > 0. Obviously this
representation is unitarizable. Thus (iii) provides the unitarizable repre-
sentations. Note that the other subquotient of v'/2x x v~™1/2x >0 is the
tempered representation xStg L(2) 0.

Now we repeat the similar construction starting from the comple-
mentary series of GSp(1, F) = GL(2, F) which are v” >~v=%/%¢, B < 1.
Therefore x x v# >1v~#/25 is unitarizable. Since y x v? >v~%/%¢ is irre-
ducible for 3 < 1 by Lemma 3.2., we have

2

X X VP > Pg = B x x><|z/_ﬂ/2.

Therefore L((v?,x x v~#/%)) is unitarizable for 3 < 1. If 3 = 1, then we
have in R(G)

x x v>v" 20 = x x 0Stgsp) + X X 0lgsy)-
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All subquotients are unitarizable. In particular, L((v?,x >v=#/%0)) is
unitarizable. So, we have seen that (iv) provides also the unitarizable rep-
resentations.

We shall show now that the representations in the group (v) are
unitarizable. This is a standard way how one constructs complementary
series representations and we shall only outline the construction. Let us
recall of some well-known intertwining operators. Define an operator

(AE®E® 0,us @ uz ® us)) ()] (g) = jN f(Jeng)dn

on
Indg;P(Z’F)(ulf ® ul Q@ uzo) = u1€ X uad >uszo.

The operator takes values in Indg;gp(z’F)(J4(ztlf ®u2f @ uzo)) =

Indggp(z’p)(ul_lﬁ ® u;lf ® uruguzo) = ujl '€ x uy '€ >ujuguzo.

Here uj,uq,u3 denotes the unramified characters of F*. The unramified
characters carry a structure of a complex algebraic variety in a natural
way. The above integral is defined initially only on an non-empty open
subset of unramified characters of M where the above integral converges.
In that region, it defines a non-trivial intertwining. Since by Lemma 3.2.
the representation u;€ X us€ > uzo is irreducible when u; ® u2 ® us is out
of a proper subvariety, the operators A({ ® £ @ o,u1 ® uz @ uz) extends
meromorphically to all unramified characters (actually, one can prove that
it is a rational function by a method of J. Bernstein).

We consider now the unramified characters v®! @ v @ p—(e1+a2)/2
where a1, as € R such that |a;| + |a2| < 1. Note that in that case

v¥E x 1/°"£><1u"(°‘+°")/20

is irreducible by Lemma 3.2. Therefore, one can twist A({ ® { ® o,u; ®
uz ® uz) with a rational function such that for v** @ v*? ® p—(e1t@2)/2 ¢
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above, the intertwining operators depend algebraically, and that they do
not vanish at any above point.
Recall that we have

(V1€ x v >apT (a5 ) = ymong T g sqylaaten)/2,

A non-degenerate GSp(2, F)-invariant Hermitian form on the pair of rep-
resentations v ¢ x v®2¢ >qp~(a1+a2) /25 and y=er g x vt sqplata)/2,
is given by the formula

(f1, f2) =A_ F1(k) fo(k)dk

where K, is a good maximal compact subgroup of GSp(2, F) (for example,
GSp(2, FYNGL(2,0F) where O is the ring of the integers {z € F; |z|p <
1} of F). Now the formula

<fifr>=(fA(¢@t@ov @vm gulatald) f)

defines a non-degenerate GSp(2, F')-invariant Hermitian form on v®t¢ x
v £ >qy~(@1+a2)/2 This form depends continuously on a; and a,. For
a; = az = 0 this form is proportional to the GSp(2, F)-invariant in-
ner product which exists on ¢ x { >1o. Thus, it is positive definite at
this point. Therefore, it is positive definite everywhere on the considered
set. From this one gets that v®1¢ x v®2£ >qp~(®1+22)/25 {5 ynitarizable
(a1, 2 € R,|a1| + laz| < 1). In particular, this proves the unitarizability
of the representations in the group (v) for 81,82 > 0 and $; + 82 < 1. For
B1+ B2 = 1 one gets the unitarizability by a D. Mili’s result from [Mi] since
the corresponding representations are in the limits of the complementary
series (see also Theorem 2.7. and Lemma 2.8. of [T1]). Similarly, the rep-
resentations in (vi) are in the ends of the complementary series from (v).
Therefore, they are unitarizable. Note that we have in R(G)

VP EStGL(a) X v P < VAT 2ExyPT2E squTPa = Y P BEx 28 a2,
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Since each irreducible subquotient of the representation is in the limit of
the complementary series from (v) must be unitarizable, the group (vii)
provides the unitarizable representations.

One can check directly using the preceding section that all irreducible
composition factors of v#1¢ x vP2£ >av=(A+P) 26 |8, | + |B2] < 1, are of
the types listed in (i)-(vii).

Let m be a non-tempered unitarizable representation of GSp(2, F) in
the sequel. Suppose that it is supported in the minimal parabolic subgroups.
First of all, 7 is Hermitian. Therefore, 7 belongs to (ii)-(vii) of Lemma 4.3.

Suppose that 7 belongs to the group (ii) of Lemma 4.3.. Then

T =L((uﬂx,uﬁx_1,z/_"30))
with x,0 € (F*)", 8> 0 and x% # 1px. Now for 8 > 1/2
L((Px,vPx v Pa)) =P x x VPx 1 >av P =Py x v Py >axo

forms a continuous family of irreducible Hermitian representations (behind
this fact are intertwining operators again). Thus, either all elements of the
family are unitarizable, or no one element is unitarizable. Since the matrix
coefficients of the representations in the family are not bounded for 3 large
enough, we see that all representations in the family are not unitarizable.
This proves that 7 belongs to the group (iii) of the theorem.

Suppose that = = L((v?,x >v?/%20)), 3 > 0, x,0 € (F*)". For
B > 1 we have

L((VP,x >av™8%0)) = vP x x v~ P/%q.
This is a continuous family of Hermitian representations. We see that they
are not unitarizable in the same way as it was obtained in the previous case.
In particular, if 7 belongs to the group (iii) of Lemma 4.3., then 7 belongs
to the group (iv) of the theorem.
Suppose that 7 is not one of the two previously considered types.
Then by Lemma 4.3, 7 is a subquotient of v#1¢ x vP2¢ >qp=(Aith2)/25,
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€,0 € (F*) with £2 = 1px and B8, € R. We may suppose also f; > 32 >
0. Denote

7(1, B2) = VP € x VP2 >ay~ (1825

Suppose that € # 1px. We look at the following families of repre-
sentations

f: {m(B1,B2);1> B1— B2 > —1,B1 + B2 > 1},

IItay, Ba); 1 — B2 > 1,B1 + B2 > 1},
A= {n(p1,P2);1 = p1 — P2, 32 > 0}.

The following drawing illustrates the situation:

o

0, 1) I A

n(m)“

Figure 1.
Representations 7(f31, 32) which belong to I form a continuous family

of irreducible Hermitian representations. They cannot be unitarizable by

II

the argument which we have already used. Similarly, the region II corre-
sponds to the non unitarizable representations. Now look at A. For § > 0
we have

T(1+8,8) = v* 121G 1oy v 20 + 0P 2 LSt g () v P2,

in R(G). Both representations on the right hand side are irreducible by
Corollary 3.10. They are Hermitian representations. In this way we ob-
tain two continuous families. Both of them consist of the non-unitarizable
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representations by the already used arguments. Thus 7 is a subquotient of
7(B1, B2)with 1+, < 1. We have already noted that all such subquotients
are listed in the theorem.

In the end we should consider the case of € = 1px.This case is already
settled in [R2], so we omit the analysis of this case. The analysis is similar
to the previous case expect that one need to use a Casselman’s result that
if a subquotient of ¥ x v >q~3/2 ig unitarizable, then it is either the trivial

or the Steinberg representation (see for example [HMr]). Here one has the
following drawing:

B2 /
7(1,2)
n0,1) / wED
00) 7(1,0) B

Figure 2.

We shall describe now the representations which are supported in the
other parabolic subgroups. These representations were classified completely
by F. Shahidi in [S1] (Proposition 8.4.) and [S2] (Theorem 6.1.). Cne case
may be concluded easily from the earlier J.-L. Waldspurger’s Proposition
5.1. of [Wd]. For the sake of completeness, we include these descriptions.

We shall consider first the case of the representations which are sup-
ported in P((g). Let p € C*(GL(2,F)) and o € (F*)~. The formula (2.2)
gives that p >q 0 is irreducible if p Fporw,#lpx. Let 3 € R, If vp >
is reducible for 3 # 0, then it is a multiplicity one representation of length
two. One factor is essentially square integrable (see the seventh section of
[C]). This implies p = 5 and wy = lpx.
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Let 3 € R, p € C*(GL(2,F)) and ¢ € (F*)~). By F. Shahidi
(Proposition 6.1 of [S2]), the representation v#p>ic is reducible if and
only if

B==%1/2, p=pandw, = 1px.

We have now the following two propositions belonging F. Shahidi. Note that
they are a direct consequences of the above description of the reducibilities.

Proposition 4.6.
(i) Representations p>o, p € C*(GL(2,F)), o € (F*)", are irreducible
tempered representations. The only non-trivial equivalences among
them are

PO = [f>Nw,0o.

These representations ezhaust all irreducible tempered representa-
tions of the group GSp(2, F) supported in Pg) which are not square
integrable.

(ii) Let p € C*(GSp(1,F)) and o € (F*)". Suppose that p = j and
wy, = 1px. Then V125 >qu~125 has a unique irreducible subrepre-
sentation. That subrepresentation is square integrable. For different
pairs (p,o) we obtain subrepresentations which are not equivalent.
These subrepresentations ezhaust all irreducible square integrable rep-

resentations of GSp(2, F') which are supported in P(Cz"). o

Proposition 4.7. An irreducible unitarizable representation of GSp(2, F)
supported in Pg) is either tempered, or it is one from the following series

of unitarizable representations

L((v?p,0)),
where p € C*(GL(2,F)) such that p = p,w, = 1px and 0 < f < 1/2, 0 €
(F*). o
We shall consider now the case of the representation supported in
PG

(1)- Let x € (F*)~ and p € C(GSp(1, F)). Then x >ip is reducible in

the following two cases
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(i)
(if)

X = 1Fx )

x = v¥¢, where £, € (F*) is a character of order two such that
op = p.

These are the only points of the reducibility. This was proved by J.-

L. Waldspurger in [Wd] and F. Shahidi proved that also in [S1] by different
methods. We have now the following two propositions belonging to them.

Note that they follows easily from the above description of the reducibilities.

Proposition 4.8.

(i)

(i)

(iii)

(iv)

The representation 1px >1p, p € C*(GSp(1, F)), splits into a sum of
two tempered trreducible subrepresentations which are not equivalent.
For different p’s, these subrepresentations are not equivalent.
Representations x > € (F*)", x # 1lpx, p € C*(GSp(1,F)), are
irreducible tempered. The only non-trivial equivalences among them
are

X >ip = X7 >axp.

The irreducible representations listed in (1) and (i1) are disjoint groups
of representations and they ezhaust all irreducible tempered repre-
sentations of GSp(2, F) supported in P(?) which are not square inte-
grable.

Let p € C*(GSp(1, F)) and suppose that , € (F*)" is a character of
order two which satisfies Eop = p. Then v€, >1v~1/2p has a unique
irreducible subrepresentation. This subrepresentation is square inte-
grable. For different pairs (£, p) we obtain subrepresentations which
aruivalent. These subrepresentations ezhaust all irreducible square
integrable representations of GSp(2, F) which are supported in P(Cl;).

[m]

Proposition 4.9. The following two disjoint groups of representation ez-

haust all irreducible unitarizable representations of GSp(2,F) which are

supported in Pg) :
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(i) irreducible tempered representations of GSp(2, F) which are supported
mn P(C]"),
(i) L((v?&,v3/%p)) where 0 < B < 1, & € (FX), p € C*(GSp(1, F))

which satisfy €2 = 1px, & # 1px and €,p = p. g



5. Consequences for Sp(2)

Analyzing the restriction of irreducible representations of GSp(2, F)
to Sp(2, F'), we shall derive in this section various results for Sp(2, F') from
the previous investigations of the case of GSp(2, F'). The properties of this
restricting process that we need, can be find in [GeKn] and [T3]. The case
of the symplectic groups was studied in [T4].

We shall recall briefly of the main properties of the restricting process.
Let m € GSp(n, F)". Then for the restriction #|Sp(n, F') we have

7|Sp(n, F) Z o1 @ P oy

for some o; € Sp(n, F)". If = is unitary (resp. tempered, square integrable,
cuspidal), then each o; is also unitary (resp. tempered, square integrable,
cuspidal). Further

(51)  dimg Endsy(n,p) (7]Sp(n, F)) = card {x € (F*)7;x7 2 7},

Take L ((61,...,6p,7)) € GSp(n, F)", where §; € D, and 7 € T(G)
is a representation of GSp(m, F). Then for x € (F*)”

XL ((61,...,6p,7)) = L((b1,...,6,,x7))-

Write further
|Sp(m, F) =711 @ ... 97

where 7; are irreducible representations. Then
k e
(52 LG b )15 F) 2D (61 6pm).

Let o € Sp(n,F)". Then ¢ is isomorphic to a subrepresentation of
7|Sp(n, F) for some © € GSp(n, F)". Moreover, if o is unitary (resp. tem-
pered, square integrable, cuspidal), then one may choose 7 to be unitary
(resp. tempered, square integrable, cuspidal).
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Let x € (F*)” and Y{_, nim; € Ra(G) where m; € GSp(n, F)" and
n; € Z. Define

¢ ¢
X(Dnimi) =) ni(xmi).
i=1 i=1
For a € R,(G) set

Xspmy(a) = {x € (F*);xa =a}.

Theorem 5.1.
(i) For each €, € (F*)" of order two, the representation v€, X €, >a1 has
ezactly two irreducible subrepresentations. They are square integrable
and thquivalent. If we denote them by 8'(¢,) and 8"(€,), then we have

8, €], v 12a)|Sp(2, F) = 6'(&) @ 6" (L)
(i) If & is an irreducible square integrable representation of Sp(2,F)
which 1s supported in the minimal paradbolic subgroups, then & is e:-
ther the Steinberg representation or it 1s a representation considered

m (1). We have

0StGsp(2)|SP(2, F) = Stsp(a)-

Proof.
(1) Consider véy x &g >av~12g € R(G). Suppose that

X € Xsp(a)(8([o, vo), v 20r)).
Then v€; x §, >av~ /%0 and

X(v€o x €0 >av™20) = vEy x & v~ xo
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are equal in R(G). Thus, x € Xgp)(véo x & >av=1/25). Conversely, if
X € Xsp(2)(véo x €0 >av™1/25), then

X € Xspea)(8([éo, véo), v~ ?0))

since §([€o, v&o], v~1/%0) is a unique square integrable subquotient of v, x
bo v~/ 20, Let x € Xgp(a)(véo X & >1v~Y/20). Then vy @ & @ v™1/20
and v€y ® & ® v~1/2xyo are associate (i.e., in the same orbit of the ac-
tion of the Weyl group). This implies x € {1gx,&}. Since & >v=1/ 20 =
o >1v~1/2£40 in the Grothendieck group, we have Xsp(2)(8([€0, v&o), v™1/%0))
= {1px,&}. This implies that &([&, v&], v=1/%0)|Sp(2, F) splits into a sum
of two non-equivalent irreducible square integrable representations. The
(normalized) Jacquet module for the standard minimal parabolic subgroup
of each of these representations is vy ® £y ® 1. The Frobenius reciprocity
implies that these two irreducible representations are the only irreducible
subrepresentation of v€ x ;> 1.

(i1) In the same way as above one gets Xg,(2)(0Stgsp2)) = {1px}.
Theorem 4.1. implies the statement that the above representations exhaust
all the irreducible square integrable representations supported in the mini-
mal parabolic subgroups. g

Theorem 5.2. Let x,x1,x2 € (F*)", and let £,&,&2 be characters of F*
of order two.
(1) x1 X x2>11 is irreducible if neither x1, nor x2 1s of order two. We
have x1 x x2><1 = x] X x4 >1 of and only if x1 ® x2 @1 and
X1 ® x5 ® 1 are associate.
(i) Write £ 1 = Tel + Tg as a sum of irreducible representations. Sup-
pose cither x = € or x is not of order two. Then x ><1T£1 and x ><1T£2
are irreducible representations which are not equivalent. The only

non-trivial equivalences among them are

X>TE 2y T} and x><T¢ = x™! >=TE.
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(iil) If & # &, then the representation &) x €3 >a1 is a multiplicity one
representation of length four. The irreducible constituents may be
characterized as common subrepresentations of £ > Té2 and €3 > Téjl'
i, 5 € {1,2}.

(iv) Suppose that x is not of order two and suppose that also x # lpx
(i.e., X* # 1px ). Then x >aStgp) 18 trreducible. The only non-
trivial equivalences among these representations are

X > Stsp1) = X > Stsp(1)-

(v) Suppose that x* = 1px. Then x >aStg,) 18 a sum of twle subrep-
resentations which are not equivalent. If x # lpx, then one repre-
sentation 18 a common factor with z/><1T% and the other one with
1/><1T3 If x = 1px, then one representation 1s a common factor
with v1/2StGr(a) 11 and the other one with 121Gy 0y > 1.

(vi) Representations xStgp(2) >1 are irreducible. The only non-trivial
equivalences among such representations are

XStGL(Z) >1= X"lstGL(g) > 1.

The groups of representations (1)-(vi) are disjoint. They consist of
the irreducible tempered representations of Sp(2, F') which are supported in
the minimal parabolic subgroups. Each irreducible tempered representation
of Sp(2, F) which is supported in the minimal parabolic subgroups, either
belongs to one of the groups (i)-(vi), or it 1s square integrable.

Proof.
(1) We know that x; X x2 >11px is an irreducible representation of
GSp(2,F) by Lemma 3.1. A direct computation gives that

Xsp2)(x1 X x2 X 1px) = {1px}

if neither xi, nor x2 is of order two. This implies (i).
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(i1) We know that x X £ >11px is irreducible. A simple analysis gives

Xspay(x X €>1px) = {1px, £}

This gives the first part of (ii). We know alsoix><!T€" >~ y! ><1T€i for
¢ = 1,2. Suppose further that x ><1T€i =y ><1Té’, where x' and ¢' satisfy
the assumptions of (ii). Since x @€ ®1 and x' ® ' @ 1 are associate, we get
first £ = ¢’ and then x = x' or x™! = x'. Suppose that x = x'. Then i = j
since x X { >11 is a multiplicity one representation. Suppose now y~1 = y'.
Then x x Tg >yl x Tg =y X Tej, what implies ¢ = j.

(ii1) One gets directly Xg,(2)(€1 x &2 >11px) = {1,&1, &2, 6162} Recall
that £ X £, >3 1px is irreducible. By [Ke], & X & >a1 is a multiplicity one
representation. Looking at the Jacquet modules of £; ><1T€’A2 and &, ><1T€jl
for P(‘g), one gets that these representations are of length less then or equal
to two. This implies that both representations are of length two. Look-
ing at the Jacquet modules for Pg), one gets that & ><lTEi2 and &» ><1Tg1
have a non-trivial intersection, and that there is no inclusions among these
representations.

(iv) Since x? # 1px, X >StGspq) is irreducible by (ii) of Corollary
3.10., as well as x >41¢gsp(1)- The first representation is tempered, while the
other is not tempered. Thus Xg,2)(x >Stasy1)) = Xsp)(xxv > v~12),
A simple computation gives Xgp(2)(x % v>av~1?%) = {1px}. This implies
that

X > Stsp1y = x >(Staspy|Sp(1)) = (x > Stasp1))|GSp(2)

is irreducible. The relation x >4 Stg,1) = ™! >4Stgy(1) is clear. That this
is the only non-trivial equivalence among such representations follows in
the same way as in the proof of (ii).

(v) Suppose that x is of order two. Then y >aStggp(1) is irreducible
(Corollary 3.10) Then the some calculation as in the proof of (iv) gives
Xsp)(x >Stgspy) = {1px,x}. Therefore Y >aStg,) is a sum of two
non-equivalent irreducible representations. From the Jacquet modules one
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concludes that x >iSts,1) and v > Ty(resp. v>TZ) have a non-trivial
subquotient in common. The reducibility of 1px >4 Stgp(1) follows from the
reducibility of 1zx >1Stgspa)- Let o be an irreducible subrepresentation of
1rx >AStGsp(1)- As before, we can conclude that Xs,2)(0) C© Xgp2)(1rx X
v>av~1?). Since Xgy)(1px x v >v~2) = {1px }, we have Xg,(2)(0) =
{1px}. Thus 1px >Stgsu) is of length two. From the Jacquet modules
one can see that it is a multiplicity one representation. Characterization of
irreducible subrepresentations one concludes in the same way as in the first
part of proof of (v).
(vi) By Corollary 3.10., xStgr(2) > 1px is irreducible. Further

‘X—SP(Q)(XStGL(z) > 1px) - .X—SP(Q)(UI/QX X l/—]/2 >3 1px )

Since

‘YSIJ(2)(V]/2X X V—1/2X><11[«'x) ={1px},

we have the irreducibility. The statement about equivalences follows in the
standard way. g

Theorem 4.4. and (5.2) imply the following theorem.

Theorem 5.3. Let x,£ € (F*)". Suppose that € = 1px, and let B, B1, B2 >
0. The following groups of irreducible representations are unitarizable and
they are supported in the minimal parabolic subgroups. They exhaust all the
irreducible unitarizable representations of Sp(2, F) which are supported in
the minimal parabolic subgroups.

(1) Irreducible tempered representations described in Theorem 5.2.

(i) L((v*,v,1)) = 1gp(2)-

(i) L((Px,vPx™ 1)), B<1/2, x? # 1px (for x? = 1px see (vi)).

(iv) L((v?,x >1)), B<1, x isnotof order two.

(v) L((v*,T§)), €#1px, <1, i€{1,2}.

(vi) L((vP1€,076,1)), B1+ 52 <1, B 2 pa.
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(vil) L((WP6,T3)), B<1, €41, i€ {1,2).
(viii) L((u""fStGL(Q),l)), B < 1/2. o

Proposition 5.4. Let x,£ € (F*)™.

(1) xSter(z) >1 is reducible if and only if x1gp(2) >11 is reducible. It
happens if and only if x € {uil/zf,r/iwz} for some £ such that £* =
1px. For x € {vY/2 u#3/2}  the above representations are of length
two. For x = vEV/2E with ¢ of order two, the above representations
are of length three. All above representations are of multiplicity one.

(i) The representation x >AStsy(1y if and only if x > 1g,(1) 18 reducible.
It happens if and only if x € {&,vE?} for some & which satisfies
€% = 1px. If we have reducibility, then we always have a multiplicity
one representation of length two.

(ii1) Let & be of order two. Now x ><1T£1 18 irreducible if and only if x XTEZ
is irreducible and it happens if and only if x & {vE,&v*1 €'} for
any character &' of order two which is different from €. If x is a
character of order two different from €, or if x = v*l, then the
above representations are of length two while for x = v+, the above

representations are of length three.

Proof.
(i) Let # € GSp(2, F)” be an irreducible subquotient of xSty >
1px or Xlgr(z) > 1px. Then Xg,g)(7) C XSP(,Z)(,,I/?X x vy >a1px).
A direct computation tells that Xsp(g)(z/l/zx xv™ 12y >a1px ) is non-trivial
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