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L'objet de ce travail est de comparer les définitions d'équisingularité
introduites par différents auteurs dans le cas des déformations plates de germes
de courbes réduites. Nous faisons une synthése de ce qui nous est connu sur le

sujet et présentons un certain nombre d'exemples et contre-exemples.
p p

Le probléme de 1'équisingﬁ1arité a d‘abordlété posé et étudié par
0. ZARISKI. Nous nous sommes inspiré des travaux dans cette direction de F. PHAM
. et B. TEISSIER [P-T ] , J. STUTZ [St ],B. TEISSIER [T, ] et surtout de
R.0. BUCHWEISS et G.M. GREUEL [B-G ] . C'est ce dernier article qui permet de

parler du nombre yu de Milnor et de u constant"  pour une famille de courbes
réduites sans rester dans le cadre 1imité des courbes intersections complétes

et donne le résultat topologique fondamental.

RAPPEL SUR L'EQUISINGULARITE DES GERMES DE COURBES PLANES.

Dans [ Zi], 0. ZARISKI définit la (a)-équivalence de deux germes de courbes

planes, par récurrence sur le nombre d'éclatements nécessaires a la dééingu]arisation
Soient C et D deux germes de courbes planes de branches respectives Xl,...,X}

et 61,... 6r. Une bijection m entre Tes branches est dite tangentiellement stable

si : deux branches quelconques sont tangentes si et seulement si leurs images

par 7 sont tangentes. M induit alors une bijection entre les composantes tangentielles
de C et D.

C et D sont (a)-Equivalentes s'il existe une bijection m tangentiellement stable

entre leurs branches telle que :

— les multiplicités d'une branche Xi et de son image n(li) sont égales,

— w induit une (a)-Equivalence entre les transformées propres des composantes

tangentielles de C et D dans 1'éclatement de 1'origine.
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Dans [23] , 0.ZARISKI démontre, grace a la théorie de la saturation d'une
algebre analytique locale, que deux courbes planes irreductibles sont (a)-
équivalentes si et seulement si elles ont les mémes paires caractéristiques

de Puiseux ; puis dans [24] il démontre que deux courbes planes sont
(a)-équivalentes par m si et seulement si pour tout i, 6'1. et n(!i) ont

‘les mémes paires de Puiseux et pour tout (i,j), les multiplicités d'intersection

(Xi;Xj) et (n(¥;)s n(KJ-)) sont égales.

D'aprés des résultats classiques ( [Be],[ 25] ) i1 en résulte alors que deux
germes de courbes planes C et D sont (a)-équivalentes si et seulement si elles
ont méme type topologique : c'est-a-dire s'il existe deux voisinages ouverts de
1'origine U et V dans 82 et un homéomorphisme h de U sur V envoyant C sur D.
Une déformation & base lisse de germes de courbe plane est dite &quisinguliére
si deux fibres quelconques de 1a déformation sont (a)-équivalentesou topologique-
ment équivalentes. -

Dans [[Z; ] , 0. ZARiski démontre le critére discriminant : une déformation

est équisinguliére si et seulement si il existe une projection "permise”

(voir [27] ) pour laquelle le discriminant de la projection est équimultiple.
Dans [26] il démontre aussi qu'une déformation est équisinguliére si et seule-
ment si elle vérifie les conditions (a) et (b) de Whitney, voir aussi

B. Teissier [T4] .

Dans [Le2] et [L-R] L& 0dNe TR:WG et C.P. RAMANVIAM montrent par des argu-
ments topologiques qu'une déformation de courbe plane dont la fibre a un nombre
de Milnor constant est @ type topologique constant, donc équisinguliére.

I1 faut attendre [ T; ] pour que B. TEISSIER donne une démonstration algébrique
de ce résultat.

Dans [T2] B. TEISSIER démontre 1'équivalence de 1'équisingularité et d'une

condition de résolution simultanée des singularités.
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En résumé toutes les définitions "raisonnables" d'équisingularité sont équi-
valentes dans le cas des germes de courbes planes, (citons ['T5 ] ou [Tz] pour

des exposés plus détaillés).

DIFFERENTES NOTIONS D'EQUISINGULARITE POUR LES GERMES DE COURBES GAUCHES.

Par souci de clarté, nous nous sommes volontairement Timités a 1'étude des
familles de courbes paramétrées par un espace lisse de dimension un, bien
que tous les résultats que nous exposons semblent se généraliser facilement

au cas des familles paramétrées par un espace lisse de dimension quelconque.

N est un

Nous travaillons donc dans la situation suivante : XC € x €
germe de surface tel que la restriction p a X de la projection canonique
de € x GN sur U=€ x {0} soit plate, Xo = p-l(O) soit un germe de courbe
réduite de CN, et le lieu singulier relatif (a p) de X soit U. On peut alors

introduire les différentes notions d'équisingularité suivantes :

(1) TRIVIALITE TOPOLOGIQUE : 1a paire (BE,Xu) reste homéomorphe & (BE,XO) au
voisinage de u = 0, lorsque B_ désigne 1la boule de GN de centre 0 et de

rayon ¢ assez petit, et Xu =p (u)ynB_.

€

(2) u_CONSTANT : Te nombre de Milnor u(Xu) de la fibre Xu est constant au

voisinage de 0.

(3) LES CONDITIONS DE WHITNEY : le couple (X-U,U) vérifie les conditions a) et

b) de Whitney au voisinage de 0.

(4) L'EQUISATURATION : les algébres saturées 5X sont isomorphes lorsque u
u

varie dans un voisinage de 0 (0X désignant 1'algébre de Xu en ce point spécial).
u

Introduisons encore, suivant J. STUTZ [5€] :

(3') dim C4(X) = 2 : ol C4(X) est le cone ensemble des 1imites en 0 des

vecteurs tangents & la partie lisse de X.
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(4') dim C4(X) =2 et Qim CﬁﬁX) = % 1 ol C(X) est le cone ensemble des

limites en 0 des vecteurs sécants a X.

Notons aussi (X ) = dim (é&u/a&u) (o E&u est 1'algébre normalisée de a&u) ;

r(Xu) le nombre de composantes irréductibles du germe Xu H m(Xu) sa multiplicite
et, si XG désigne la projection plane générique de Xu’ Q(Xu) = d(XG) - 6(Xu).
Enfin, suivant B. TEISSIER [Té] » nous introduisons aussi :

(2") résolution simultanée faible.

(3") résolution simultanée forte.

On a le diagramme suivant d'implications :
(1) trivialité topologique

]Ia

(2" ) résolution simultanée S (2) uconstant J% (2" ) d(Xu) et r(xu) constants
au

faible
voisinage de 0
d
(3" ) résolution simultanée & (3) conditions de & (3')dimC4(X)=2 ¢£(3" ) u(X ) et
forte Whitney u

wm(X ) constants

u
4%4ﬁfn au voisinage de 0

(4) équisaturation g: (4') dimc4(X)=2 e; (4") n(X ) et 2(X,)

et dimCs(X)=3 sont constants au
voisinage de 0

a, b et ¢ : R.0. BUCHWEISS et G.M. GREUEL
d : THCM MATHER (et a)
eeti:dJ. STUTZ

g : B. TEISSIER

fs h, j : démontrés ici.
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QUELQUES ELEMENTS DE COMPARAISON.

Dans le chapitre V nous donnons divers exemples illustrant des différences im-
portantes avec 1'équisingularité des courbes planes. .
Notons que :
1) Les réciproques de d) et h) sont toutes les deux fausses :
Ad : exemple V.1. de J.P.G. HENRY avec X0 intersection compléte.
exemple V.2. avec X0 irréductible, Gorenstein.

Th : exemple V.3. avec X intersection compléte irréductible de
semi-groupe F(Xu) constant.

2) Le critére discriminant de Zariski se généralise au cas des intersections
complétes ol i1 équivaut aux conditions de Whitney (théoréme III.5 et
Remarque III.6). Par contre, nous donnons un exemple (V.5) d'une famille de
courbes gauches pour laquelle les conditions de Whitney sont satisfaites

mais ol la multiplicité du discriminant générique varie.

3) Dans la déformation semi-universelle d'un germe de courbe plane la strate
d'équisingularité est lisse. Ce résultat est du & J. WAHL qui utilise la
définition de 1'équisingularité & 1'aide de la (a)-&quivalence ([ Wa ] ).

Dans le cas des germes de courbes irréductibles une autre démonstratioﬁ

est donnée par B. TEISSIER dans [ T3 ] qui déduit ce résultat de la lissité de
la "strate & semi groupe constant”.

Nous donnons un exemple de germe de courbe gauche (V,6) dont la déformation

semi-universelle a une "strate & u constant" singuliére.

4) Dans le cas des germes de courbes planes les notions d'équivalence et
d'équisingularité sont 1iées par la propriété suivante :

Etant donnés deux germes de courbes planes C et D topologiquement équivalents ,
il existe une déformation & un paramétre équisinguliére contenant deux fibres

isomorphes respectivement & C et D.
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Dans le cas des germes de courbes gauches nous ne disposons pas d'une défi-
nition satisfaisante de 1'équivalence de deux germes.

Ainsi deux germes de courbes dans C3 sont topologiquement équivalents si et
seulement si ils ont le méme nombre de branches. Cela ne peut suffire en général

pour les joindre par une famille équisinguliére en aucun des sens étudiés ici.

5) Signalons qu'a notre connaissance la question suivante n'est pas résolue :
une déformation plate a p constant d'un germe de courbe irréductible intersec-

tion compléte est elle & semi-groupe constant ? ou au moins équimultiple ?

Pour terminer cette introduction attirons 1'attention du Tecteur sur deux
points particuliers qui nous semblent originaux :

D'une part le fait que le nombre de composantes globales dans la boule BE de
la fibre générique X, d'une déformation plate de la courbe X; soit égal au
nombre de composantes du germe de surface X (théoréme I,9).

D'autre part 1'étude de 1'invariant analytique Q(XO) mesurant la différence
entre la courbe X0 et sa projection plane générique ainsi que la description

des directions de projections planes non génériques de Xo‘

Précisément nous interpréfons R(Xo) = G(Xo

) - 8(X,) comme le nombre de
points doubles de Ta projection plane générique d'une déformation lisse de
Xé et nous montrons que Z(Xu) est semi-continu (proposition IV.6 et corol-
laire IV.7). Nous montrons que 1'ensemble des limites de vecteurs sécénts a
X0 est la réunion d'un nombre fini de 2-plans (proposition IV.1) ; la
projection plane Ty parallélement & un N-2 plan H de 1a courbe Xo est non
générique si et seulement si H contient 1'un non nul de ces vecteurs, ce
qui équivaut au fait que :

6(nH(X0)) - 8(Xy) > a(Xy)

ou éventuellement nH(XO) non réduit.
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La matiére de 1'appendice provient en grande partie d'un manuscrit non publié

de F. PHAM et B. TEISSIER décrivant la construction du saturé lipschitzien

d'une algébre analytique locale de dimension un (qui coincide ici avec le sa-
turé de Zariski) & partir de la suite de ses "exposants caractéristiques" dans le
cas irréductible (théoréme VI.1.6.) et dans le cas réductible que nous avons
précisé (théoréme VI.2.2., Remarque et lemme VI.3.6) . Remarquons que

‘ces calculs sont analogues & certains calculs de 0. ZARISK| dans [’24 ].

Nous utilisons cette description pour montrer que deux courbes ont méme saturé si
et seulement si leurs projections planes génériques ont méme type topologique
(théoréme VI.0.2). C'est ce résultat qui:nous permet justement au chapitre IV

de définir la projection plane générique a équivalence topologique prés et de
montrer que 1'équisaturation équivaut a 1'équisingularité de la projection

plane générique.
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CHap, I : DEFORMATIONS PLATES D'UN GERME
DE COURBE REDUITE,

Soit Xo un germe de courbe réduite de (EN,O) défini par 1'idéal

I° = (fl,...,fk)c (1 {xl,...,xN} et soit X un germe de surface de (tN+1,0)

défini par 1'idéal I de € {“’Xl""’XN} engendré par les éléments
(Fl""'Fk) avec, pour i = %;"#' Fi(o’xlf‘va) = fi(xlf.,xN).

Notons p la restriction & X de la projection canonique de (EN+1,0) sur le

premier facteur (€,0) ; lorsque p est plate, c'est & dire lorsque

C{UsXq,e « XN} .
X = ——————;———-—- est un C{u}-module plat, nous dirons que X est une défor-

mation plate a un paramétre de Xo‘

LEMME 1.1.: Si X est une déformation a un paramétre de la courbe réduite Xo’

les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est une déformation plate
(ii) X est de Cohen- Macaulay

(ii1) X est de dimension pure 2.

Preuve :

(i) = (i1) : u est non diviseur de 0 dans d&, et, puisque Xo est réduite, il

existe un paramétre, Xq par exemple, non diviseur de 0 dans 6& =d§/uc&. La suite
o

(u,xl) est donc réguliére dans a&.

(ii) = (iii) : est évident.

(iii)= (i) : dim (a&/u d&) = dim G&o = dim d& - 1, et, dans d& de dimension
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pure, cela implique que u est non diviseur de 0 et donc que d& est un €{u }-module

plata

LEMME I.2.

Soient X une déformation plate & un paramétre de la courbe réduite Xo et

1

X*,...,X "les composantes irréductibles de X. La restriction de p @ toute

1

union X" U..U X' (1 <1 < r) de composantes irréductibles est plate.

PREUVE :

D'aprés le lemme I.1., X est de dimension pure 2, donc i1 en est de méme pour

X1 u...u Xi et on conclut de la méme maniére que pour (iii) = (i) dans le

lemme précédent@

REMARQUE I.3. :

1 1

X*, par exemple, est donc une déformation plate de sa fibre (Xl)0 ¢ mais (X )o

n'est pas en général une courbe réduite et peut avoir une composante immer-

gée a 1'origine. Voir 1'exemple V.1.

LEMME I.4. :
Avec les hypothéses du lemme I.2., la dimension de

xPuxiu oy adt o xTy est 1. (1< < r).

PREUVE :

I1 s'agit de montrer que 1'intersection (X1 u...u X1)n(x1+1 U...u Xr) n'est
pas contenu dans {0} x EN, supposons le contraire : en désignant par 11,12,...,1r

r

les idéaux premiers définissant respectivement Xl,Xz,...,X » hous aurions :

et athy + (1t al Al

supposons « €N choisi le plus petit possible, u* = g, - h, avec g, € (I1 n...nIi)
1 1 1

et hy e(Ii+1r1...nIr). On a donc :

1 i i+
91(05X 5+ waxy) = hy(Ouxp5.esxy)e (T n 1) (1a L a1")

0 0
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ln...nli)o et (I”ln cee I'-)o désignant les idéaux de G{xl,...,xN} définis-

(1
sant les fibres (X1 u...u Xi)o et (X1+1 u...u X"')o 3 mais on a

1 i
IOC(I N...nl )on

(I“ln... nIr)o 5 Io étant réduit, grdace a 1'égalité en-
. ! i i+l r e e
sembliste lXol = | (X" U .. YX )o U (X777 U..LUX )ol on déduit 1'égalité des

idéaux Io = (Iln ! Ii)on (Ii+1r\ ...nIr)o et donc 1'existence d'un élément

‘ g(u,xl,...,xN) €1 vérifiant :
g(O,xl,....,xN) = gl(O,xl,...,xN) = hl(O,xl,...,xN).

Ecrivons alors :
u® = (g;-9) - (h;=9), 9,79 = u g}, hy-g = u h

i+l

ln ...nIi) et_hie(l n ...nIr): comme

d'aprés le lemme 1.2, gie(l

u°"1 = gi - hi ceci contredit 1'hypothése faite sur o d'étre minimumm

DEFINITION I.5. :

On dit que la déformation X de XO est centrée si le lieu singulier de X,

Sing(X), a pour ensemble sous-jacent Cx{0}. On dit qu'une composante

1

irréductible X* de X ‘est essentielle si X1 contient € x {0}.

PROPOSITION I.6. :
Si X est une déformation plate centrée de Xo’ toutes les composantes irréductibles

de X sont essentielles.

PREUVE :

Si X est irréductible, il n'y a rien & montrer ; sinon, Xln(X2

U...U X") est
contenu dans le lieu singulier de X, et d'aprés le lemme précédent, n'est pas
contenu dans {u=0} ; c'est donc que X1 contient € x {0} ®

Reprenons maintenant le cas général ol X est une déformation plate & un paramétre

de Ta courbe réduite X0 ; nous désignons par la méme lettre un germe et son
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représentant "assez petit".

Précisément soient U = {u€C / |u| <n} , B, = {xe EN/ |x1|2 oo+ |xN|2 < 52}

Scr = (xe o / |x1|2 oot ]lez = e'?} tels que :

a) 0 est le seul point singulier de Xo dans la baule fermée Ee’NXO est transverse

4 Ta sphere S , pour 0 < ¢' < e - i1 en résulte que.la paire (Xorwﬁe,ﬁe) est
homaomorphe & (C,B_), C, désignant le cone de sommet O sur X, nS_ ([Mi] , th.2.10) ;
de plus on sait que Xoﬁ Ss est difféomorphe a 1'union de o cercles disjoints,

r, €tant égal au nombre de composantes irréductibles de Xo =

b) le lieu singulier et le lieu singulier relatif (& p) de X coincident dans

Ux B, ([T] th. 2.8), et X reste transverse a U x S_.

c) Sing X - {0} est un revétement de U - {0} (Sing(X) désignant le lieu singulier

réduit). Enfin la paire ( , Sing(X)) vérifie les conditions de Whitney dans

Xlisse
(U - t03) x B_ ([W] lenme 19.3).
Nous savons alors , par le théoréme de Thom-Mather ([Nalj Prop 11.1) que pour

deux points u, et u, de U - {0} les fibres X et X de p dans B_ sont homéomor-
1 2 uy u, €

phes. Nous pouvons donc parler du type topologique de la fibre générique Xu

(ou de la triade (Sing(Xu),Xu.Be)). En particulier le nombre % de composantes
irréductibles de la fibre générique Xu est bien défini, puisque c'est le nombre
de composantes connexes de Xu-Sing(Xu). Pour tout lacet ¥ d'origine Uy dans

U- {9, le premier lemme d'isotopie de Thom fournit &galement un homé&omorphisme

"de monodromie" X* de Xu dans lui méme, qui donne une permutation des composantes
1

irréductibles de Xul.
Enfin remarquons que tout ceci est bien défini dés que X est de dimension pure

2 et XO & singularité isolée.

Nous allons maintenant comparer le nombre r de composantes irréductibles de X et

le nombre ¥ de composantes irréductibles de la fibre générique Xu et nous appercevoir

. n
qu'en fait r=r |

12
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LEMME I.7. Soit G(u,x,y) un germe de fonction analytique & 1'origine de C3
définissant un germe Y de sous espace analytique irréductible ; si g(x,y) = G(0,x,y)
n'est pas la puissance (d'ordre au moins &gale & 2) d'une fonction analytique,

la fibre générique Yu est irréductible.

PREUVE :
grice au théoréme de préparation de Weierstrass, nous pouvons nous placer
dans les conditions suivantes :

G(u,x,y) = yp + al(u,x) yp'1 +.o..4 ap(u,x) ol al,...,ap sont des fonctions

analytiques dans le polydisque U x De (De = {xeC®/ |x| < el}) nulles &
1 1

1'origine ; les p racines du polynome normalisé G sont dans le disque

D ={yelC/ |y| < ey} et Y est défini par G dans U x D_ x D
€2 1 %2

Le discriminant A du polynome G est :
b o= su® [x° +ay(u) Tl a (u)].

o0 g est une unité de GKUXDEI), al(u) cee ao(u) sont des fonctions analytiques
dans U, nulles en 0 ; de plus nous supposons que la restriction & U - {0} du
lieu discriminant réduit est un revétement de U - {0}.

Le critére discriminant de Zariski ([Zl] th. 7), puis le théoréme de Thom Mather
nous permettent alors d'affirmer que,-localement dans U - {0}, la famille de
courbes planes Yu est équisinguliére, donc Tocalement topologiquement triviale ;
et méme mieux, la paire (Yu, Sing(Yu)) est localement topologiquement triviale.
Notons U* = U - [0,n[ (resp. U = U - ]-n,0] ) 1'ouvert contractile des &léments
de U non réels positifs (resp non réels négatifs) ; Y|U+ (resp Y|U') est une
fibration topologique triviale et admet donc ¥ composantes irréductibles.

Nous pouvons considérer le monoide 0°(U+) [y] des polynomes normalisés.comme
factoriel ([G-F] th. III.6.5) la décomposition unique de G correspondant & la

décomposition de Y[U* en ses composantes irréductibles :

13
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At + + +
G = G1 X G2 e X GF dans U x Del X D82

De méme nous avons G = G, x G, ... x Gvdans U" x D x D_ ; et, quitte &
1 2 r €1 €y

renuméroter, nous pouvons supposer

pour i = 1,...,¥, G = G; dans {u €U / Im(u) < O}.

L'unicité de la décomposition permet alors de définir une permutation t de

{1,2,...,r'} en posant G; = G:(i) dans{u €U / Im(u) > 0}, cec& pour i=1,...,r.

a) Montrons d'abord que t_n'admet pas dé cycle strict :

supposons, pour fixer les idées, que t laisse stable la partie {1,2,...,2}
avec 2 < r ; alors les fonctions analytiques GIxG;...x G: et GixGE...x G;

coincident sur (U+r1U') X De xmc et définissent donc une fonction analytique

1 72

H dans (U - {0}) x D_ x D_ ; H est bornée au voisinage de {0} x B_ x D
1 %2 1 %2

(puisque les coefficients du polynome normalisé H s'obtiennent a partir des

fonctions symétriques élémentaires de certaines racines de G) et se prolonge

donc a U x me X DE ; enfin H est un diviseur strict de G, ce qui est con-
2

traire & 1'hypothése "G irréductible".

b) Quitte & renuméroter, nous pouvons supposer que t _est la permutation circu-

laire t(i) = i+l pour i=1,...,F-1 et T(¥) = 1.

Définissons une fonction analytique H(v,x,y) dans (D-{0}) x me xD_ (ot ®

1 2

est le disque unité) en posant pour k variant de 1 a [

+, ¥ L1y 2 2
H(vsX,¥) = G (nv' ,x,y) pour (k-1) LLcargv < (k) =5
: r (4
-
H(vsX,y) = Gk (nv' 5X,y) pour (2k-1) % <.arg v < (2k+1) %
v r

Comme précédemment H se prolonge a B x DE X ﬂe et on obtient, pour tout
1 2

k=l...¥, Tim G (uxy) = H(O,x.y).
u—0
ueut

N
D'ol g(x,y) = U_*(O,x,y)_]r et donc, par hypothése ¥ = 1. &

14
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LEMME I.8. :
Soit X1 une surface de dimension pure dans € x CN déformation plate & un paramétre
d'une courbe a singularité isolée ch th. Si X1 est irréductible, la fibre

générique X& est irréductible.

PREUVE :
Soit x un paramétre transverse de la courbe réduite lxél. Pour presque tout choix

de ) = (Al,...,AN)GCN - {0}, y= Ay Xy te.o+ Ay Xy @ pour image dans
(?(1 =0 {xl,....xN}/I (de corps des fractions L), un &lément primitif ¥ de 1'ex~
tension finie @((u,x))CL, et y admet un polynome minimal de la forme :

G=y"+ a;(usx) ym'1 +oot a (u,x), ag € Clu,x) .

3 N cxcz les projections p(u,x,y)=(u,x),

On notep : € —*Gzetn:cxt
T(UsXqseeeaXy) = (UsXsY), ¥ = G'I(O), 5(u,x) = Res(G,G;/) le discriminant de Ply
et A = p_l(G'l(O)). Alors d'aprés [N, lemme 4 p.37] , on a un isomorphisme

o X1 - w-l(A) & v-a . 0On peut également supposer (cf ch IV) que = induit
un isomorphisme Xcl) - {0} —-»n(Xé) - {0}. On remarque que Y= n(Xl) et que 1'idéal

InC {u,x,y} qui définit ensemblistement 1T(Xl) est premier, donc égal (G).

1
u

bre fini de points et le lemme résultera de 1'irréductibilité de Yu. Comme Y

Ainsi pour u#0, = : X% — Yu est un isomorphisme sauf eventuellement en un nom-
est de dimension pure donc déformation plate de sa fibre Yo. 1'irréductibilité

de Yu est assurée d'aprés le lemme I.7 si g(x,y) = G(0,x,y) n'est pas une puissance.
D'aprés 1'hypothése pour tout (xo,yo) Eﬂ(xg} - {0}, n'l(xo,yo)nxé est réduit a un
point (xo,yo,zo) au voisinage duquel )(1 est une déformation plate d'une courbe

lisse réduite. I1 en résulte que Y, est lisse en (xo,_yo). donc que g(x,y) est

réduit en ce point . B

Des lemmes 1.7 et I.8 on déduit:

15



J. BRIANCON, A. GALLIGO, M. GRANGER

_ THEOREME I.9. :
Soient X une déformation plate & un paramétre de la courbe réduite Xo et
Xl,...,Xr Tes composantes irréductibles de X. Les composantes irréductib]és

de la fibre générique Xu sont les fibres génériques xé,...,x: des composantes

Lirréductibles de X.

COROLLAIRE I.10. :
Soit X une déformation plate, & un paramétre de la courbe réduite Xo; la

fibre générique Xu est connexe.

PREUVE. :
Chaque composante irréductible X; étant connexe les composantes connexes de

Xu sont des réunions des XJ. D'aprés le lemme I.4,Xu est donc connexe.

REMARQUE I.11. :

La connexité de X, est démontrée dans (|§G] » 3.2) de maniére tout a fait

différente.

REMARQUE I.12. : Comme cas pavhicvlier du covollaire T-10 nevs dotenong ;.
Si X, est une intersection compléte fr=...= fN_1 = 0 la courbe de niveau
générique f1 U= .. = fN-l < Upop S 0 est lisse et connexe.

16



Cawps 11 : ' w CONSTANT

Dans ce chapitre nous allons prendre comme critére d'équisingularité la constance
du nombre u de Milnor. Nous rappellerons des résultats de B. Teissier et de

R.0. Buchweiss et G.M. Greuel, dans le cas d'une déformation plate centrée.

DEFINITION II.1. Soit Xo un germe de courbe réduite plongé dans CN, d'anneau

local d& jon désignera par :
(o

-t d& — é; le morphisme de normalisation
0 ()

- m(Xo) la multiplicité de X°
- r(XO) le nombre de composantes irréductibles de Xo

- 8(X,) le nombre entier §(X ) = dimﬁ((!?Xo / G&o)

- u(xo) le nombre de Milnor dont la définition généralisée a été donnée par
R.0. Buchweiss et G.M. Greuel dans [B-G]
u(Xo) = d1m¢(mxo/ Im d)
_ N-1
ol wy = Ext

(o] 0
o

composé des morphismes suivants :

(d& ,n; ) est le module dualisant et le morphisme d est le
o "o

[} ﬁﬂx —»n*QYO o n*

X (s}

Wy —
X X
o 0

()
la premiére fléche étant la dérivation extérieure.
Buchweiss et Greuel montrent la formule :
u(Xg) =2 6(Xy) -r(x;) +1

démontrée dans le cas des courbes planes par Milnor ([Mi] th. 10.5) et dans le cas

des intersections complétes par Giusti ([}12] App. 1).

17
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DEFINITION II.2. :

Soit p : X — UCG une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite
Xo. On dira que p admet une résolution simultanée trés faible si le morpbisme
de normalisation n : X — X vérifie :

TF 1) X est non singulier et pon est une submersion analytique.

TF 2) pour tout u€U le morphisme induit (7()“ — )Eu est la normalisation.

On dira que p admet une résolution faible n : X —» X si n vérifie TF 1), TF 2)
et:

FA) le morphisme induit par restriction pon : ("—I(U))red —> U est simple, donc
étale.

REMARQUE. :

Si p admet une résolution simultanée trés faible nous dirons aussi que X admet
une paramétrisation en famille, c'est a dire que X est 1'image réduite du

morphisme
r

n: (6,0) x 1L (6.,0) — (exeN,0)
j=1 "

r
défini par N éléments z; = = (u,t;) € 1 C{u,t.i (1 <i<N):

n(u,tj) = (u,al(u,tj),...,EN(u,tJ.))
et ol le morphisme induit pour u=0 est la normalisation de Xo'
_THEOREME I1.3. : (B. Teissier : [T2] th. 1 et [71] p. 61).

Soit p : X— UCC une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite XO

et soit n : X — X la normalisation alors:

1) p on est plat et 6((X)°) = 6(X0) - G(Xu)
pour tout ueU\N{0} assez petit.

2) les conditions suivantes sont équivalentes :

i) p admet une résolution simultanée trés faible

ii) G(Xu) = s(Xo) pour tout u €U assez petit.

ot
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DEFORMATIONS EQUISINGULIERES

~THEOREME II.4. : (R.0. Buchweisset G.M. Greuel : [B.G] 3.2 et 4.1)
Soit p : X — UCC une déformation plate centrée d'un germe de courbe
réduite Xo Notons Xu la fibre générique, u(Xu), s(Xu) et r(Xu) ses invariants
au point ueU. Alors si U est assez petit

1
(

1) u(Xg) = u(X,) = dimg H'(X,,€)

et u(XO) = u(X,) z.G(XO) - é(Xu)
pour tout ueU\ {0}

2) les conditions suivantes sont équivalentes :

i) u(Xu) est constant pour u el

ii) G(Xu) et r(Xu) sont constants

iii) p admet une résolution simultanée faible

iv) i1 existe un homéomorphisme de paire entre (BE,XO) et (BE,Xu), pour

tout ueu.

e

L'invariant § d'un germe de courbe irréductible se calcule & 1'aide du semi-
groupe des valuations de 1'anneau local. Dans le cas général nous avons la

proposition suivante :

- PROPOSITION II.5. :

Soit X0 un germe de courbe réduite de CN et soient Cl,...,Cr ses composantes
irréductibles alors :

r r-1
5(X,) = 2__15((:3) + _Zl IR TS
J J=

ol, si IS désigne 1'idéal définissant ¢J dans CN, on a posé

(Cj H Cj+¥;...ucr) = colongueur (Ij + (Ij+1 N.oan Ir)).
{—
PREUVE :

I1 suffit de démontrer que pour deux germes de courbes réduites C1 et C2 définies

par I1 et 12 on a:
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s(ctuc? = s(cl) + 8(c?) + colongueur (1ler?)

- 1412,
2‘0N / I'nl%

= 1 - 2 .
Posons ¢, = O\ /I’(DCZ_@ENO/I’&CIUC AR

C ¢,0
de la suite exacte :

0= 0y /1'n1? 2o stteo, 17 B o /1 o o
M0 0 M0 o0

a(h) = (h,h) et g(h,k) = h-k,
et des inclusions :

* *
n ® n,

® 9o 10 0,0
Glycg = 4§l 62 —— @7 =T 2

on déduit que :

s(ct u c?) = ding o7 2 /0

ucd " “cluc?

=din, €, 00,/ 0,80
¢ S%18% /%%,
+din, 0,80,/ 0
L R TG

s(cly + 8(c?) + dimg 0/ (14+17).
0

REMARQUE II.6. :

(CI;CZ) = colongueur (Il+12) est une fagon nafve de définir la multiplicite

1 1 et IZ dans CN.

Cette définition a, entre autre,1'inconvénient suivant : si Cl. Cz, C3

d'intersection des germes C~ et C2 définis par les idéaux I
sont

trois germes de courbes (Cl;C2 u C3) n'est en général ni inférieur ni supérieur
a (chied) + (chicd).

Voici deux exemples:
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1

- dans 03, 0¢3 0 = G{X:}’,Z} 1" = (X,Y), IZ = (¥,2), 13 = (X!Z)

(c};c? u c®) = 1 tandis que (cl;c?) = (clicd) = 1

- dans C4 (_h = E{X,.Y’Z.W} Il = (x-z,_y-w,f)
G ,0
. (X5Y59) 8- (z,w,h) ol f,g,h sont des séries d'ordres supérieurs a
deux,
(C 1 C2 U C ) = 3 tandis que (C”; CZ) = (C1 3) 1.

—~ PROPOSITION II.7.
Soit p : X— UCC une déformation plate centrée d'une courbe réduite Xo'
On suppose que les r composantes irréductibles Xl,...,Xr de X ont pour fibres
en 0 les r composantes irréductibles de Xo‘ Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) u(Xu) est constant
(i1) pour j=1,...,r p(xi) et (Xi H xﬂ*%;...ux:) sont constants.

PREUVE :

(ii) = (i) grdce au lemme 1.2 et & la proposition II.5. (i) = (ii) grace a
la proposition II.5, 1a semi-continuité de u(Xﬂ) conséquence du théoréme II.4

et la semi-continuité de la colongueur (Xﬂ;Xﬂ+\1..JuXE).

REMARQUE II.8. :

La condition de la proposition II.7 n'est pas toujours réalisée dans une
déformation & u constant, voir 1'exemple V.1.

Une déformation plate centrée a p constant n'est pas en générale équimultiple.
L'exemple le plus simple est donné par la paramétrisation en famille

(x = t3 + ut2, y = t4, z = t5); voir aussi 1'exemple V.1 du & J.P. Henry ou

X0 est une intersection compléte réductible et 1'exemple V.2 ol Xo est de Gorens-

tein et irréductible.
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Cap, IIT : LES CONDITIONS DE WHITNEY

Dans ce chapitre, nous allons étudier le critére d'équisingularité donné par
les conditions de Whitney entre la partie lisse de X et son lieu singulier
Sing(X): Rappelons tout d'abord la définition de ces conditions dans la

situation qui nous intéresse :

DEFINITION III.1. :

Soit p : X — U une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite
Xo de GN ; cette déformation vérifie les conditions de Whitney au point 0
si, pour toute suite Mz = (ml,ul)e X—U<ZtN x € tendant vers 0, telle que la
limite du plan tangent & X en M2 existe, soit P, et telle que T1a limite du

vecteur unité ml/ I, | existe, soit w , on a les propriétés :
1

a)ucepe
b') w CP

DEFINITION III.2.:
On dit que la déformation p : X — U vérifie les conditions de Whitney le long
de U au voisinage de 0 - ou les conditions de Whitney strictes en 0 - si les

conditions de Whitney sont satisfaites dans un voisinage de 0 de U.

Nous renvoyons Te lecteur & ([W] § 19, [Hi] § 3, [Maé] § 1) pour les définitions
générales des conditions de Whitney (et le fait que ces définitions sont indépen-
dantes du plongement) et & ([$ﬁ] p. 225) pour 1'analyticité des conditions de Whit-

ney strictes.
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Nous allons montrer maintenant 1'analogue, pour les familles de courbes, du théo-

réme "u* constant ¢« conditions de Whitney" démontré dans le cas des familles

d'hypersurfaces ([B-Sp] th. II.2.6) et ([T;]).

_THEOREME III.3. :

$oit p : X — U une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite X
9 0

de ¢V

5 les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Tla déformation vérifie les conditions de Whitney le long de U

(ii) la multiplicité m(Xu) et le nombre de Milnor u(Xu) sont constants dans U.

—
PREUVE :

(i) = (ii) : la constance de m(Xu) résulte d'un théoréme de H. Hironaka

([HZ] cor. 6.2). D'autre part le théoréme de Thom-Mather ([ﬂaé] Prop. 11.1)
montre que, puisque la stratification (UxBE - X, X-U,U) vérifie les conditions

de Whitney, la paire (UxBe,X) est topologiquement triviale au dessus de U : il en
résulte, d'aprés le théoréme II.4 que “(Xu) est constant.

(ii) = (i) : en utilisant le théoréme II.4, nous savons que 6(Xu) et r=r(Xu)
sont constants. Or G(Xu) constant implique (théoréme II.3) 1'existence d'une

paramétrisation en famille : X est 1'image directe du morphisme

r .
n:Uux 1l (Ej,O) — " U x (mN,O). Notons, pour j=1...r, xJ 1a composante irré-
j=1

ductible de X image de nj U x (Gj,O) — Ux(cN,O). Comme la multiplicité de

Xu est constante, somme des multiplicités de chaque branche, et la multiplicité
étant semi-continue dans une famille paramétrée, on sait que la multipliciteé

mj de Xﬂ est constante ; alors, quitte & faire un changement de coordonnées, on
peut choisir 1'axe des X tangent & Xg pour u appartenant a un voisinage de 0 et

écrire nj sous la forme :

3

X (usty) = td (1+ uhy (u,t,))

©

xi(u,tj)

. m.
A | J
tj qi(tj) +u tj hi(u,tj)
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pour i=2,...,N, mi > mj, Tie t{tj},hie c{u,tj}

Prenons un point M de X3 - U, de coordonnées (u,xl(u,tj),...,xN(u,tj)) 3 quand

M tend vers 0, la limite du plan tangent 3 M contient la limite des vecteurs

1 :M_ et L] (Torsque t. et u tendent vers 0), c'est & dire les
m;-1 tj au J
J

mj tj

vecteurs (0,1,0,...,0) et (1,0,...,0,0).
La condition a) de Whitney en 0 est donc vérifiée ; pour la condition b'),

remarquons que —l——(x (ustds...sxy(ust;)) tend vers (1,0,...,0).
m, 1 N J

t;

Enfin, nous aurions démontré de la méme maniére les conditions de Whitney en

tout point de U : (i) est donc démontré.

Nous allons maintenant rappeler le résultat correspondant de H. Stutz
([Bt] prop. 1.13) ; pour cela donnons une définition : C4(X,0) désigne le

cone formé par les Timites en O des vecteurs tangents a la partie lisse de X. w

THEOREME III.4. (J. Stutz) :
Une déformation plate centrée p : X —= U d'un germe de courbe réduite Xo vérifie

les conditions de Whitney strictes en 0 si et seulement si dim(C4(X,0))=2.

Le résultat de J. Stutz est plus général ; ici i1 s'applique directement puisque
nous avons démontré dans la proposition 1.6 que toute composante irréductible de
X est essentielle.

Donnons & présent un "critére discriminant" pour les conditions de Whitney stric-

tes, en nous limitant au cas des intersections complétes :

THEOREME III.5
Soit p : X — U une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite Xo’

: . . N ces . PO
intersection compléte dans € . Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) la déformation p : X — U vérifie les conditions de Whitney strictes en 0.

(i1) pour tout paramétre transverse x de Xo’ le Tieu discriminant réduit de la
projection de X sur le plan (u,x) est 1'axe des u au voisinage de O.

PREUVE : (i) = (ii).

Quitte a faire un changement de coordonnées dans CN SUpposONs que X;=X.

D'aprés le théoréme III.3, “(Xu) et m(Xu) sont constants dans U et d'aprés la

démonstration du théoréme III.3 ((ii) = (i)), i1 existe une paramétrisation

en famille @ multiplicité constante de chaque composante xJ de X :

= J
xl(u,tj) = tj (1 +u hl(u,tj))
%5 mj
xi(u,tj) = tj 9; (tj) +u tj hy (u,tj)
pour i = 2,...,N,,1L_i > mj et (u,tj) dans un voisinage assez petit de (0,0).

Le plan tangent & X au point M € XL U de coordonnées (u,xl(u,tj),---XN(U,tj))

t.#0 est engendré par les vecteurs (0 ,axllatj,...,axN/ t.) et
(de ia F«aéun'cn de X aux fe Y\‘"‘ (uﬁj

J
3%, 3%y
(1, 55~ »+++2 55)- Le point M appartient au lieu critique CYsi et seulement si
m.-1
=  J C ) = i i it t.=
axl/atj mj tJ (1+u h1 + tJ mj ahl/atJ) 0 ce qui entrainerait tJ 0 et

x1=x=0.Ainsi xJ-U ne contient aucun point critique et le discriminant réduit

de la projection de X sur le plan des (u,x) est &gal a 1'axe des u.

(ii) = (i) : Notons Fl""’FN-l les fonctions analytiques au voisinage de 0
définissant X et @ l1a restriction & X de la projection m(u,xl,...,xN) = (u,xl)

de € x CN sur tz.

Le lieu critique C est défini par 1'idéal
a(Fl,...,FN_l)) o a(Fl,...,FN_l)
a(xz,...,xN) a(xz,...,xN)

J = (Fl""’FN-l’ est le
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déterminant des dérivées partielles de Fl""’FN-l’ par rapport aux coordonnées

X “a Xy La projection @ étant finie on peut définir le lieu discriminant

goes
par le 0'°™ jdsal de Fitting du C{u 2, -module de type fini T, (€{u,x;,...,x}/d).

Puisque C est une intersection compléte donc de Cohen Macaulay,et de dimension 1, le
0'®™ j4eal de Fitting est principal ([1,] §3.5) engendré par a(u,x;). L'hy-
2

© 3 une unite prés.

pothése (ii) entraine alors que A(u,xl) est égal a X1
Les idéaux de Fitting sont stables par changement de base donc pour u=u fixé

assez petit 4(u,x;) engendre le 078" jdeal de Fitting du E{kf—modu]e de type
fini G{xl,...,xN }/Ju, au voisinage de 0, ol Ju = nL('(J) est 1'image réciproque

de J par 1'injection Nt X — (u,x) de CN dans € x CN. La multiplicité de

Al(g,xl), dans 1'anneau principal t{xl} est égal a la colongueur :
co](J!) = dimm (t{xl,...,xn} /Jg) (= A, d'aprés (ii)).

D'autre part la formule de L& Ding Tréng et G.M. Greuel pour les intersection com-

pletes ([Lg,], cor. 3.7.2) donne dans notre cas pour u=u fixé :

3(FqseeesFy_qsXq)
. 1 -

u(X,) + u(Fpsee Py gaxg) = COT(FpaenuFy g S PrtN-l
- a(xl,...,xN)

3(FysensFy 1)
1 N-1 )
col (Fysunesfy gy — ) = &

a(xz,...,xN)

En raison de la semi-continuité de u on en déduit que u(Xu) = “(xo) et

que u(Fy,...5Fy_15Xq) qui est Ta multiplicité d'intersection en 0 de X et de
1'hyperp|an x1=0 est constant et égal & (Xo;x1=b)=m(xo)-1 (x1 paramétre transverse
a Xo). Si on choisit le paramétre Xq=X de telle sorte que 1'hyperplan x1=0 ne
contienne aucune limite de tangentes aux points singuliers de Xu lorsque u —0,
1'hyperplan x1=0 est transverse & Xu pour tout u et (Xu;x1=0)=m(X;)-1 est

donc constant. @
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REMARQUE III.6.

L'implication (i) = (ii) du théoréme précédent est vraie sans 1'hypothése
restrictive que X0 soit une intersection compléte. La démonstration que nous
donnons de 1'implication (ii) = (i) ne se généralise pas car elle utilise le
fait que pour une courbe XO intersection compléte (ii) implique que le discrimi-
nant de la projection générique est équimultiple ce qui est faux dans le cas
général comme le montre 1'exemple V.5.

Revenons au cas général et comparons 1'équisingularité par les conditions de
Whitney avec la résolution simultanée forte définie par B. Teissier ([T,],
définition 3.1.5) :

DEFINITION III.7.

p : X — U admet une résolution simultanée forte si p admet une résolution si-
multanée faible n : X — X (cf. II.2) et si de plus le morphisme induit par

restriction pon : n-l(U)-—> U est simple.

THEOREME 111.8. : (B. Teissier).

Soit p : X — U une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite X0
de GN ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p : X— U vérifie les conditions de Whitney Te long de U.

(ii) p : X —U admet une résolution simultanée forte.

PREUVE :
(i) = (i) :

Par le théoréme III.3 nous savons que u(Xu) et m(Xu) sont constants, et

par le théoréme II.3 qu'il existe unerésolution simultanée faible ; nous pouvons

écrire au voisinage de 0 :

r
n:ux 4l (€,0—U x (¢V,0)
j=1 9
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avec nj(u,tj) e (u,xl(u,tj),.,_,XN(u,tj))
et 1'image réciproque de U par n; est définie, au voisinage de 0 par 1'idéal
de @ . endré par x c)seeesX ).

fu,t;} engendré par x)(u,t;) N(ust;)

Mais comme la multiplicité est constante, égale a mss cet idéal n'est autre que
m.
(th) et la restrictionde p on a n'l(U) est donc simple

(ii) = (i) :

est démontré de maniére générale par B. Teissier ([sz proposition 4).
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CHap. IV : EQUISATURATION

a) Définition de la projection plane générique :

On considére un germe de courbe réduite Xo dans (EN,O) 3 nous allons commencer
par préciser le cbne CS(Xo’O) ensemble des limites des vecteurs sécants a Xo :
un vecteur @ appartient a CS(Xo’O) s'il existe deux suites de points Pn et Qn de

Xo tendant vers 0 et une suite Xn de nombre complexes telles que

T=Tim (0 PQ).

n—-o

PROPOSITION IV.1.
Si X0 est singuliére, C5(X0,0) est 1a réunion d'un nombre fini de 2-plans,
chacun d'eux passant par une tangente a Xo'

PREUVE :

I1 suffit d'étudier les limites dans PI(GN) des directions de droites

(Mk (t(s)),Mk (t'(s))) lorsque s tend vers zéro, pour tous les germes de fonctions
1 2

analytiques t(s) et t'(s) de (C,0) vers (€,0) tels que Mkl(t(s)) # Mkz(t'(s)),
k

Mk : (€,0) — X0 étant une paramétrisation de la k-iéme branche de Xy
k k
Si Xo1 et on ont des tangentes distinctes on obtient ainsi toutes les directions

k k
du 2-plan défini par ces tangentes ; nous supposons donc que Xo1 et on ont pour

tangente commune 1'axe des Xq- Notons n le ppcm des multiplicités des branches

XO et Xo qui admettent des paramétrisations de la forme :
n ) L - ln
. x(t) =t xp(t') =t
i 1
. = : t xi(t') = z b, t
j(E) = E JEY = Py

pour j=2,...,N.
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Supposons v(t') < v(t), v désignant Ta valuation naturelle de C{s}.
Notons :afs) =(t(s))" = (£'(s)", y;(s) = xj(t(s)) = xj(t'(s))

pour j=2,...,N, et posons &= lim —EL%l; s Vg = v(t(s)), vi=v(t(s)-et'(s)).
t'(s

La limite de la direction sécante (a(s),XZ(s). ...,XN(S)) est 1'axe des Xy dans
les deux cas suivants, ol

v1+(n-1)vo = v(a) < v(yj) pour j=2,...,N :
1) lorsque ¢" # 1

2) lorsque =1 et, pour tout j=2,...,Net i>n

I1 reste & &tudier le cas od ¢" = 1 et o

k = inf {i / 3] bj i # e a; ;3 estun entier fini. Remarquons alors que

v(aj i th-b, . t'i) > v(a) lorsque i < k, v(aj i ti - b,

i t'1) 2 iv_ > kv
b

Jai 0 0

k .k)

lorsque i > k et enfin que v(a\].,k tt - bj,k t = kvo lorsque

k
ke P Pk

> - k k 2.z .
Notons v = (0,e QK- b2,k""’ e ay - bN,k) et el-(l,O,...,O) H
il résulte du calcul précédent que la direction (“(S)’HZ(S)""’XN(S)>

admet pour Timite la direction suivante :

- 1'axe des x; si v(a} < kv,

- la direction de V si v(a) > kv,

—

- la direction du vecteur V + X 1 si v(a) = kvo et si

tim 8l oy

s
t'(s)

Quel que soit A€C -{0}, on peut trouver t(s) et t'(s) tels que
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vp=v(t-et')=(k=(n-1))v, et als) At (s)K.

L'ensemble des 1imites de sécantes obtenues pour e fixé (tel que s":l) est donc
1'ensemble des directions de droites du plan engendré par 1'axe des X et le

>
vecteur v. @

Soit gla grassmannienne des (N-2)-plans de EN ; pour HEY notans Ty la projec-
tion linéaire parallélement & H sur un 2-plan transverse ; lorsque 0€ CN est
isolé dans Hr\XO, la restriction de 8 X0 est finie et nH(XO) est un germe

de courbe plane.

—PROPOSITION IV.2. :
Soit @ 1'ouvert dense de Zariski de ¢ ensemble des (N-2)-plans de EN ne conte-

nant aucune limite de sécantes a Xo (c'est a dire transverses a C5(X°,O)) 5

a) Pour Heq , 0 est isolé dans HnXo, nH(Xo) est réduite et & type topologique

constant (on note u\') Te nombre de Milnor constant)

b) Pour H¢a , 1'une des assertions suivantes est vérifiée :
- 0 n'est pas isolé dans Hr:Xo
- 0 est isolé dans HN X, et "H(xo) n'est pas réduite.
- 0 est isolé dans HNX,o Th(xo) est réduite et son nombre de Mil-

nor est strictement plus grand que u").

PREUVE :

Soit W 1'ouvert de # formé par les (N-2)-plans dg GIN, H, tels que OECN soit
isolé dans HNX, 5 si les formes Tingaires X=a1Xq +e.. auxy et

y=b1x1 +.o..4 bN xy sont indépendantes, on note Hd le (N-2)-plan d'équations

N

x=y=0 pour d=(a,b)€£2 ; et on note W' 1'ouvert de GZN défini par la condition :

Vs e . N S s
d€W' si Hdcw. Soit 1 : N — €2 1a projection linéaire IB(Xl""’XN)=(X’Y)

parallélement a Hd ; si deW', la restriction de Iy a X0 est finie, et on note
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nd(Xo) son image, définie par le 01éme idéal de Fitting du C{x,y}-module

Ty (0X ). Cet idéal est principal (D}] § 3.5) et définit ensemblistement 1'image
x "0
de XOF\Vd par I Vd étant un voisinage assez petit de 0 dans GN.

2N 2 2N

Considérons le morphisme I : EN x €7 — €° x €7 dont les fibres sont les

projections My :

n(xl,‘..,xN;d) = (Hd(xl,...,xN);d)
La restriction de 1 a XOXW' est finie en (0,d) dés que d€W' ; 1'anneau local
0'®™ jgeal de

0= 0

xoxw',(o,g) étant de Cohen Macaulay de dimension 2N+1, le

Fitting de H*(O) qui définit 1'image n(XOXW',(O,g)) de ce germe est principal.

Le morphisme G ¢ H(Xoxw',(O,g)) — (W',d) est donc une déformation plate de
sa fibre au dessus de d, 671(d) g My(X,)-
iéme k

Soit Mk : (€,0) — Xﬁ 1la normalisation de 1a k branche de Xo’

Mk(tk) = (Xl(tk)""’xN(tk)) ; la déformation plate G admet une paramétrisation

en famille x(tk)=a1x1(tk)+...aNxN(tk),y(tk) = blxl(tk)+..+bNxN(tk).

PREUVE de a) : lorsque Hd ne contient aucune limite de sécantes a Xo’
pour tout d voisin de d, My : Xo - {0} -— G_l(d) - {0} est un isomorphisme,

et donc G est une déformation plate centrée a G(G'l(d))—constant et
r(C-l(d)) = r(X,)-constant ; donc & u(G'l(d)) constant (théoréme II.4).

PREUVE de b) : nous supposons que Hd contient une Timite de sécantes a X

que 0 est isolé dans Hdr\Xo et que Hd(X

0’

o) est réduite ; G est une déformation

plate de la courbe plane G"l(d), et pour une suite dn de points tendant vers d,

il existe une sécante Pn Qn a Xo H

a) si Hdn(Pn) = ndn(Qn) est distinct de 0, G_l(dn) a en ce point une singularité

et par conséquent u(G'l(dn),O) < u(G'l(d),O) ;
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1

g) si Ty (Pn) =1y (Qn) = 0, le nombre de branches de G (dn) en 0 est strictement
n n

supérieur a r(G-l(g)) = r(Xo) et on arrive & la méme conclusion qu'en a)

pour les nombres de Milnor.

-1

Dans les deux cas, u(G'l(g),O) > u(G (dn),O) > pé, la derniére inégalité provenant

de la semi-continuité du nombre de Milnor. @

DEFINITION IV.3. :
On appelle projection plane générique de Xo le germe de courbe plane

X6 = HH(XO), Heq , défini & équivalence topologique prés.

Nous montrons dans 1'appendice VI que c?xgu 8X" ol @Y désigne le saturé de 1'anneau
0 (]
du germe de courbe Y ; et que, si Y1 et Y2 sont des courbes planes, &Y a;@Y
1 2
si et seulement si Y1 et Y, sont topologiquement équivalentes. I1 en résulte

que la projection plane générique de X0 est un invariant analytique de Xo‘

b) Définition et semi continuité de 1'invariant Q(Xo)

DEFINITION IV.4. :
Soient : Xo un germe de courbe réduite dans (GN,O), Xé sa projection plane géné-

rique, 8o = 5(X°), ug = u(xo), 56=5(X5) et 66= 5(X6) leurs invariants respectifs ;

on pose :

=6 - 8y =5 (upmuy)

2(X5) = 85 - & 0

REMARQUE IV.5.
66 et 50 sont des invariants analytiques de Xo (d'aprés les remarques précédentes
en ce qui concerne 56) donc également l(Xo). z(Xo) posséde également la propriété

évidente suivante : (X ) = 0 si et seulement si Xo est isomorphe & une courbe

o)

plane (car 2(X0) = dim Oxoﬂﬁxé).

Montrons maintenant que 1'invariant g est semi-continu supérieurement :
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PROPOSITION IV.6. :
—

Soit p : X — U une déformation plate d'un germe de courbe réduite Xo'

On note JL(Xu) = b l(Xu,x).
xESing(Xu)

P s N -1
Alors z(Xu) < !L(Xo). Plus précisément,si S1ng(Xu) = {yl,...,yk} et n1.=#nd (yi)
pour i = 1,...,k, ol ny - XO—-— X(', est une projection plane générique et
Xl'J = nd(Xu), ona :

2Xy) - 2(X) 2 7

"~ x

"'i(ni'l)'

i=1

PREUVE :

Soit Hd : X0 —_ Xé une projection générique ; le (N-2)-plan Hd de ¢N est trans-
verse a X0 et donc I = My x Id : X — € x (12 est une projection finie dont 1'i-
mage T(X) = X' définie par le 0-qéme idéal de Fitting de n*(GX) est réduite,

et le morphisme p' : X'— € est une déformation plate de X(').

Soit n : X —X la normalisation de X. Le morphisme Ion : X — X' est aussi

la normalisation de X'. Soit (7()0 la fibre au dessus de 0 du morphisme

P=pon=p'eTon : X —C ; d'aprés le théoréme de B. Teissier ([fl'lj p. 61), on a :

5((?)0) 8, - x=Sirz19(X ) 6(Xu,x)
N u

=6y -1 e(Xy)
yeSing(Xl'J)

. f _ _1 _
En notant S1ng(Xu) = {yl,...,yk} s Ty (y_i) = {xi,l"""xi,n]?
ona: (X',y:) = V] X' ..ol X' . o.o= (X aXxe k).
Charvs) l<jeny U Ted wini T "l hJ)
Donc si on remarque que Sing(X;)>1,(Sing X ) :
n,
i
G(X',.V) = z G(X' . ) + T (Xl L. ;Xl . .')
u’”1 J=1 s 15J 1 <_j < jq < n-i u,1,J U,1,J
i 1
8(Xyp¥4) 2 I 8(Xy 4 5) + 7 ny(ny-1)

j=1

34



DEFORMATIONS EQUISINGUT IERES

En reportant on obtient :

2(X ) =68 -6 = z S§(X',y) - by 5(X ,x)
° 0 % yesing(x)) ¢ xesing(x,)
k
1
(X ) > b S(m (X ,x)) = 8(X ,x) | + £ n; (n;-1)
0 xeSing(Xu)E d*u R

Et, puisque é(nd(Xu,x)) est au moins égal au § de la projection générique du germe

(Xu,x) :

n ™ =
—

n:(n;-1) @

M) 2 8(K) + g T my(ng

1'
— COROLLAIRE IV.7. :

X
Soie"p : X —C une déformation plate d'une courbe réduite Xo et

My X0 — Xc') une projection générique tellesque pour u#0, Xu soit lisse,

et X& n'ait que des points doubles ordinaires. Le nombre de ces points doubles ne

dépend que de Xo et est égal a z(Xo).

PREUVE :
I1 résulte de la démonstration de IV.6 que 1'égalité
Koy

(X ) =2(X )+ & Vi n;(n;-1) équivaut aux conditions suivantes :
0 u i=1 it

1) - (Xu,Lj;Xu,i,j‘) = 1 pour j#j', ce qui entraine dans le cas ol n; > 1
-que y; ¢ny (Sing(xu)) et que le germe (X&,yi) est formé de n; branches lisses a

tangentes distinctes.

2) - Si xeSing(X,) ety = y(x), 8(Ny(X,)»y) = 6'(X,,x) c'est & dire que Ta
projection Ty est générique'pour le germe de Xu en x.

3) - Six ¢Sing(Xu) et my(x) =y, My(X,>x) est lisse en y.

Ces trois conditions sont satisfaites sous les conditions du corollaire avec
n.=2, 2(X )=0 donc :

i U
1
?-ni(ni-l) = k.
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c) Equisaturation,

DEFINITION IV.8, :
Une déformation plate centrée p’X —U d'un germe de courbe plane réduite X0

est dite ésuisaturée en 0 sf D ”&' au voisinage de O,
u

— THEOREME IV.8. :
Soit p : X — U une déformation plate centrée d‘'un germe de courbe plane Xo.
Les. conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La déformation plate p est équisaturée en 0
(ii) Les entiers u(Xu,O) et z(Xu,O) sont constants dans un voisinage de u=0.

(iii) I1 existe un ouvert dense @ de % tel que si Hyea p' : M4(X)~U est,

au voisinage de u=0, une famille équisinguliére de courbes planes.

PREUVE :
(i) = (ii) Soit X’ une projec*ion générique de (Xu,O). I1 résulte de 1'appendice

que C& denc 0, X& G&., et que X& et Xé sont topologiquement équivalentes.

Donc u(Xu,O) = u(X ,0) est constant. Comme u(X‘ 0) = u(xu,O) + L(XU,O),

(i1) résulte alors de la semi continuité de u(Xu) et de z(xu) (Iv.6).

(i1) = (i{i) Soit 2, C ¥ 1'ouvert des directions de projections ptanes génériques

de Xo' Si Hy€ 94> nd(X) est une déformation plate de Xé = nd(Xo) et ona :

e = w(Xy) 2 w(my(X,)) 2 u(X)) = uy

I1 en résulte que u(nd(Xu)) = ué est constant donc que Hd(X) est une famille équi-
singuliére de courbes planes.

(iii) = (i) Soit Q, 1'ouvert des directions de projections génériques de (XU,O)

. o N . )
Si Hde ang; N ( N9, )ou u, est une suite tendant vers zéro on a, pour n assez
= n

grand.:
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u(iy(X, )) = ((Mg(X5)) = ug d'apres (iii),

n
D'autre part ul'J = u(Xl",O) est semi continu supérieurement donc :

0

' <wu

u o = w(mg(X, )) <m ety =

n n n n
IT en résulte que ulll = u(r[d(Xu)) pour u voisin de u=0, donc que nd(Xu) = Xl"

est une projection générique et nd(X) une famille équisinguliére de courbes planes ;
Ainsi :

T~ 0 ~0 &0, et p est équisaturée en 0. B
(%(u TTd(Xu) 3;(0 %o

COROLLAIRE 1V.9. :
Si p : X—U est une déformation plate centrée équisaturée en 0, elle satisfait

aux conditions de Whitney le long de U au voisinage de 0.

PREUVE :
D'aprés IV.8 si p est équisaturéu (Xu) est constant dans U. D'autre part la multi-

plicitée m(Xu) de 1a courbe Xu en 0 est égale @ celle de 1'anneau saturé @'X 4'aprés
u

1'appendice (th. VI.2.1) Rem. 2).

Donc m(Xu) est constant dans U et les conditions de Whitney résultent du théoréme
III.3. ®

Signalons encore le résultat suivant de J. Stutz ([St] proposition 3.14) :

THEOREME IV.10 (J. Stutz) :

La déformation p : X — U est équisaturée ef 0 si et seulement si d1'm(C4(X,O))=2

et dim(C.(X,0))=3.

d) Cas des germes de courbes gauches intersections complétes dans ¢3.

Dans ce cas particulier, on peut préciser 1'interprétation de 1'invariant £(Xo)
comme nombre de points doubles de la projection générique d'une déformation lisse

de XO et Te calculer comme colongueur d'un idéal.
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~ PROPOSITION IV.11 :

Soient XO une courbe d'intersection compléte de C3, d une direction de c3 telle que

la projection nd(Xo) de X0 parallélement a d sur un plan transverse soit & singu-
larite isolee 5

a) i1 existe une déformation p : X — U de Xo (XCUx ¢3) telle que, pour u

non nul assez petit,la fibre générique Xu soit lisse et nd(Xu) n'ait que des points

doubles ordinaires.

b) Te nombre L4 de ces points doubles est G(Hd(XO)) - 6(Xo).

PREUVE :

Dans le cas ol ny est générique, on retrouve le résultat du corollaire IV.7. Dans
le cas d'une direction de projection quelconque, 1'assertion b) se démontre de la
méme fagon.

Nous démontrons donc seulement la partie a).

On suppose que (X,y,z) est un systéme linéaire de coordonnées tel que d soit

la direction de 1'axe de z (et nd(x,y,z) = (X,y)).

Notons f(x,y,z) = 0 et g(x,y,z) = 0 des équations de Xo et

y = inf {v(f(0,0,2)); v(g(0,0,z))} (v désignant la valuation naturelle de C{z})

et définissons :

y-1 .
F(x,y,z,a,b) = f(x,y,z) + ¢ ay z'
i=0
y-1 )
G(x,y»,z,a,b) = g(x,y,z) + = bi 2!
i=0
a = (ao,al,...,aY_l) et b= (bo’bl""’by-l)'

Le sous espace X de (I3x62Y défini par F(x,y,z,a,b) = G(x,y,z,a,b) = 0 est lisse

de dimension 2y+1 et admet comme systéme de coordonnées
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(x,y,z,al,...,av_l,bl,...,by_l). Notons & la restriction & X de la projection
de €3 x €2 sur €% x €2 : ®(x,y,z,a,b) = (x,y,a,b).
Un calcul facile montre que le germe de § en 0 est infinitésimalement stable,

donc stable. On en déduit ([Ma,] et [Bo] th.2.6) que

):1 = {MeX/dim(Ker TMQ) > 1} est un sous espace de codimension au moins égale

a 2 ; prenons maintenant un point P de §(X) - Q(zl) et notons Q'l(p)={M1,...,Mk} ;

la stabilité de § implique que les images des espaces tangents & X en Ml""’Mk

par 1'application tangente & § sont en position générale dans TP (52 X EZY):
codim(TMIQ (TMIX)n... n TMké (TMkX)) =k

(pour P assez voisin de 0). -

I1 en résulte que 1'ensemble Z des points du lieu singulier Sing §(X)

de §(X) oi §(X) n'est pas isomorphe & 1'union de deux sous variétés transverses

est de codimension au moins égale & 2 dans (X).

Notons p la restriction & Sing($(X)) de la projection de EZXGZY sur lIZY P

est finie par hypothése. D'aprés le théoréme de Bertini-Sard ([le page 591),

1'image du lieu critique de p est un sous espace strict S de E?'Y ; donc pour tout

s - p(), 1y(x,) = F0n e

doubles ordinaires. 8

uet x {u} n'a comme singularité que des points

PROPOSITION IV.12 :

Soit Xo une courbe intersection compléte de 03 définie par les équations
f(x,¥,z) = g(x,y,z) = 0 ; on suppose que la direction d de 1'axe des z est telle
que la projection r[d(Xo) parallélement a d de Xo est 3 singularité isolée.

Alors :

f(x.y,2,) = f(X,¥,2;) 9(x5¥52,) - 9(x,¥527))
zld = e'(f(X,)'aZI),Q(X,y,Zl), 2 1 ’ 2 1 )

! L2
multiplicité calculée dans C{x,y,zl,zz}.

| S
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PREUVE :

Soit p : X — U une déformation de XO fournie par la proposition IV.11,

Xctx €3 étant défini par les équations F(u,x,y,z)=G(u,x,y,z)=0 (au voisi-

nage de 0). Notons J 1'idéal de G{u,x,y,zl,zz} engendré par les fonctions

F(u,x,y,25)-F(u.x,y,2;) B(u»x.y,25)-G(u,xy,2)))

(F(usx,y524)s G(usx,y524),
2,724 2,-24
J définit un germe d'espace analytique K fini sur € x {0} par la projection

canonique p'. Soit P = (X .y,s2; .2, o) un point de la fibre K = p' L)

ol u est fixé non nul assez petit. Nous ne pouvons avoir Zy 029
b s

car sinon, en posant 2,2y §<Z5 o» F(u,xo,yo,zo) = G(u,xo,yo,zo) =
E] 5
Fé(u,xo,yo,zo) = Gé(u,xo,yo,zo) = 0 et la fibre Xy aurait au point (xo,yo,zo)

une tangente paralléle & 1'axe des z ; sa projection aurait alors au point
(xo,yo) une composante irréductible singuliére ce qui est impossible par
hypothése. Par conséquent Zl,O # 22’0 et, au voisinage de P, 1'idéal Ju est
engendré par les fonctions (F(u,x,y,zl), G(u,x,y,zz), F(u,x,y,zz), G(u,x,y,zz)) H
de plus, puisque le point (xo,yo) est un point double ordinaire de la projection
de Xu’ Tes tangentes a Xu en (xo,yo,zl,o) et (xo,yo,zz,o) ne sont pas dans

un méme plan paralléle a 1'axe des z ; il en résulte que les plans tangents

aux quatre hypersurfaces F(u,x,y,zl) = F(u,x,y,zz) = G(u,x,y,zl) = G(u,x,y,22)=0
au point P de ¢4 sont transverses et la multiplicité de Ju en P est égale

al.

Au dessus d'un point double (xo,yo) de ]H(Xu) se trouvent exactement deux

points (xo,yo,zl’o) et (xo,yo,zz’o) de Xu, donc deux points

(xo’yo’zl,O’zz,o) et (Xo=yo’zz,0’zl,0) de K, ;

on a donc e(J,) = e(J,) = - gK ep(d,) = 224
u

puisque K est une intersection compléte.
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Chap, V. :  EXEMPLES

Avant de donner la liste des exemples, nous allons rappeler sans démonstration

une série de résultats qui nous ont été trés utiles dans nos calculs.

A. Déformation de la paramétrisation d'une branche

Nous avons vu (théoréme II.3) le résultat de B. Teissier sur la paramétrisation
en famille ; dans le cas irréductible, R.0. Buchweiss nous en a communiqué la
forme suivante :

soient (pl(u,t),...,pN(u,t)) N fonctions analytiques au voisinage de 0 dans
62, s'annulant en 0, S =€ {pl(u,t),...,pN(u,t)}c C{u,t} , et

So = C{pl(o,t),...,pN(O,t)}CIG {t} ; on suppose que S0 est 1'algébre locale

d'une courbe réduite, c'est a dire que 8y = dim¢(0{t}/so) est fini. Les propositions
suivantes sont équivalentes.

(i) le morphisme canonique de S/uS dans So est un isomorphisme.

(ii) 1le morphisme canonique de S/uS dans €{t} est injectif.

(i11) le G{u} ;module €{u,t}/S est libre.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, 1'image de €2 par le morphisme

(pl,...,pN) : tz — CN est un germe de surface X d'algébre G& =S ; X est une

déformation plate et & "s-constant" de sa fibre Xo d'algébre G& =S,
0

B. Caractérisation des branches irréductibles Gorenstein.

Etant donnés un germe de courbe irréductible Xo’ C& ‘—*Z§ = €{t} sa normalisation,
0 (]

on note r(Xo) son semi groupe, c'est & dire le semi groupe des valuations des
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éléments de 4& dans €{t} ; i1 existe un plus petit entier c(Xo) (1e "conduc-
(o

teur") tel que c(Xo)+ N<r(X

o) et 8(X) = dimc(axo/mx ) = # (N-T(X,)).

0
Nous dirons que Xo est Gorenstein si, pour tout paramétre x de 1'anneau local

Oy > 1'annulateur de 1'idéal maximal de d& / xﬁ& est un €-espace vectoriel
0 o 0

de dimension 1. Pour d'autres définitions &quivalentes, voir Kunz [K] ; dans ce

méme article Kunz  démontre 1'équivalence des propositions :

(1) X, est Gorenstein
(ii) Le semi groupe r(xo)c Z est symétrique : n er(X°)¢= c-1-n ¢r(Xo)
(iii) c(Xo) = 25(X0).
On sait bien que si Xo est intersection compléte, Xo est Gorenstein.
D'autre part, d'aprés J.P. Serre ([Se] Prop.5) les notions "Gorenstein" et

"intersection compléte" sont équivalentes pour les courbes Xo dans 63.

C. Caractérisation des branches monomiales intersections complétes.

a3, a
Si on s'occupe des branches monomiales : C& =C{t ", t" ..., t M c'est a
()

dire quasi homogéne (voir par exemple Pinkham [P] et Buchweiss [}u:] ), on dis-

pose d'un critére réccursif pour déterminer les intersections complétes, donné
par C. Delorme dans [D] ; un semi-groupe T engendré par un systéme minimal de
‘générateurs (al,...,aN) est d'intersection compléte si et seulement si il

existe une partition de (al...aN) en deux parties (bl...b ) et (Cl""’cN—p)

p
telle que :

a) (bl""’bp) = B{bi,...,bé) ol (bi,...,b') sont premiers entre eux et engendrent

p
un semi groupe r' d'intersection compléte.

b) (cl""’cN-p) = )(c{,...,c&_p) ol (c;,...,cﬁ_p) sont premiers entre eux et

engendrent un semi groupe r" d'intersection compléte.

c) B et) sont premiers entre eux, Ber",yer', 8 ¢{ci,...,c“ } et

N-p
Y ¢ {bs,. ..,bp}.
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Ce critére peut également servir dans le cas ol la branche X° n'est pas monomiale,
mais ol la courbe monomiale Xg associée au semi groupe T de X0 est intersection
compléte ; en effet X est déformation de Ta courbe monomiale Xg (T3] theo-

réme 1.3) et est donc elle aussi intersection compléte.

D. Calcul du nombre de Milnor dans le cas intersections complétes

quasi-homogénes.

Cette formule, d'abord donnée par M. Giusti dans un cas particulier ([@ii] )
puis généralisée par Greuel et Hamm au cas des intersections complétes quasi
homogénes de dimension quelconque ([@-E] ) est la suivante, pour les courbes :
soient (wl,...,wN) les poids des variables (xl,...,xN), et (dl""’dN-l) les
poids des polynomes quasi homogénes (fl,...,fN_l) définissant Xo 3 ona:

d1 d

pe ey
Tyt by ) ()]

u(Xy) =1+
Wl WZ. . .WN

EXEMPLE V.1. (J.P. G. Henry) :

ol u est constant, la multiplicité m varie, avec X0 intersection compléte.
On définit dans € x ¢3 la surface X par les deux équations :

uz + xy =0

z6 + y10 + x15 =0

X est une intersection compléte, donc déformation plate de sa fibre Xo définie
par les deux équations xy = 0 et 26 + le + x15'= 0 dans £3.

Pour tout u fixé, la fibre Xu est quasi homogéne : on accorde & (x,y,z) les
poids respectifs (2,3,5) et les équations sont alors de degré 5 et 30 ; donc,

d'aprés D, le nombre de Milnor “(Xu) est constant égal & 126.

Pour u = 0, Xo a 5 composantes irréductibles :
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t =0 x=0 ;y=0 y=0 y=0

z3+iy5=0 23-1'y5=0 zz+x5=0 22+jx5=0 22+j2x5=0

et sa multiplicité est égale a 12.

Pour u#0, Xu est isomorphe & une courbe plane (contenue dans z = - &) 5 Xu
u

a 5 composantes irréductibles isomorphes & des cusps (qui ont pour

équations z = - % et y2 by x3 =0 ol €y pour i=1,2...5 parcourt les 5

3
racines de 1'équation : € 4 %4—4 =0 ).
uw

Donc X, est demultiplicite 10.

Décrivons plus précisément 1'une des composantes irréductibles de X par exemple

3 2

X~ image directe de 1'application Y: (€7,0) — (C x E3,0)

définie par :

@(tu) = [Usx(t.u) = -t%, y(t.u) = us(u)t®, z(t,u) = g(u) t3)

6 10 B10

ou g(u) est la racine de 1'équation B~ + u - 1 qui vaut 1 pour u=0

(donnée par le théoréme des fonctions implicites).

3 est Te noyau de cf* ¢ C{x,y,z,u} — €{t,u} dont

L'idéal premier définissant X
un systéme de générateur est :

13 = (xy»fuz,y2 + u2 32 x3, z2 + 32 x5, zy - u82 x4)

On constate que la fibre en 0 de X3, (X3)o est définie dans (c3,0) par 1'icéal

non réduit %
3 _ 2 .2
Io = (xy, ¥, 2

3 . P .
et (X )‘J a une composante immergée & 1'origine. I1 ne pouvait en étre autrement

5
+ x5,zy) = (y,22+x')ﬂ (X,.YzoZ)
d'aprés la proposition II.7.

EXEMPLE V.2.:
ol u est constant, la multiplicité m varie, avec XO irréductible, Gorenstein.

On se donne la sous algébre S de G{u,t} engendrée par :
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13 15

(xl(t,u) = t6 + uts, xz(t,u) = th’ x3(t,u) = tll, x4(t,u)=t14-ut , x5(t,u)=t ).

Pour u=0, 1'algébre So = C{te, tlo, tll, t14, tls} C G{t} est monomiale, de
semi groupe r(Xo) :
0 6 0 11 12 14 15 16 17 18 20

Ce semi-groupe est symétrique, c = 26(X0) = 20, et donc X0 est une branche Gorens-

tein dans Is (d'aprés B.)
Pour u fixé non nul, 1'algébre S = G{t +ut5 th tll 14 13 tls}C e{t}

a pour semi groupe de valuations :

X

0

% Vi Y3 v} W3¢
x X K 3 KX—K

10 11 12 13 15 16 17 18 20

Ve
X

o X

On a encore ¢ = 26(Xu) = 20. Par conséquent, d'aprés A., la surface X de CSXC
d'algébre S est une déformation plate de sa fibre &J§'L=26 constant.

D'autre part la multiplicité de Xoest 6 et celle de Xu pour u#0 est 5.

EXEMPLE V.3. :
ol le semi groupe I est constant, ou il n'y a pas équisaturation, avec Xo

irréductible intersection compléte.

Soit S = (I{t4 t6 + ut7, t°} C C{u,t} ; pour tout u fixé, 1'algébre

= ot t0 + ut’

u . t } € @{t} a pour semi groupe de valuations :

% % % % V3 V3 -
x x X x 43 X

0 4 6 8 9 10 1213
Ce semi groupe I est constant, ¢ = 26 = 12 ; et donc, d'aprés A, la surface X
de 03x¢ d'algébre S est une déformation & semi-groupe constant de sa fibre

X, d'algebre s, = cit?,e8,¢

} © @{t} qui est une intersection compléte.
Par ailleurs 1'algébre §o saturée de So est C{t ,t6,t9,t } , alors que, pour

uf0, 1'algdbre 3 saturée de S est ert?,t8,67,t% . Autrement dit (théoreme IV.8).
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la famille des projections planes génériques (X = t4, Y=t6+ut? 4 Atg) n‘est pas
dquisinguliére (pour u=0 la courbe a deux paires de Puiseux (2,3) et (2,9) tandis
que pour uf0 les deux paires de Puiseux sont (2,3) et (2,7). I1 n'y a donc

pas équisaturation.

EXEMPLE V.4. :

ol il y a équisaturation, ol le semi groupe n'est pas constant, avec Xo irréduc-
t{b1e, Gorenstein.

s = ert?, 1], 16 4y t1h, 21 - utl?, B3, 28 coqu,

Pour u = 0, le semi-groupe des valuations de S0 C E{t} est :

R RN KK
0 9 11 16 18 20 24 7223 25 27 28 29 30 31 32 33 34 36

So est Gorenstein avec ¢ = 26 = 36.
Pour u fixé non nul, le semi-groupe des valuations de Su CE{i} est :

H——— R H e H R R IR H——H—H—H—H—H—H—H—H———H—K*
0 9 11 14 18 19 20 2223 25 27 28 29 30 31 32 33 34 36

Su est encore Gorenstein avec ¢ = 28 = 36, mais le semi groupe n'est pas le
méme que pour u=0.
D'autre part, puisque 9 et 11 sont premiers entre eux, S0 et Su ont méme saturé

que € {tg,tll} C C{t} et i1 y a donc équisaturation.

REMARQUE :
Si on n'exige pas Xo Gorenstein, on a des exemples beaucoup plus simples
avec équisaturation et semi-groupe non constant :

5.6 .8

s=c¢ (t2,t5, t3wut!y ¢ cqu,ty.

EXEMPLE V.5. :
ol les conditions de Whitney sont satisfaites, mais ol le discriminant de la

projection sur un plan générique passant par 1'axe des u n'est pas équimultiple.
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On considére 1a sous algébre S = E{t ,t +ut7 t11 13 t5 t14}

6 11 £13

de C{u,t} ; pour u=0,S m{t ,t,t } est 1'algébre de la courbe
quasi homogéne de ¢4 d'équations :
mz-xsy = Zm-x6 = yw-XZZ = Xw-yz = 22 - x4y = yz - x3 =0

Son nombre de Milnor est u(X ) = 26(X ) =
On note I 1'idéal de €{x,y,z, w} définissant Xo, J 1'idéal définissant dans XO
le lieu critique de la projection de Xo sur 1'axe des x ; J est engendré

par les mineurs 3 x 3 de 1a matrice :

-x5 0 w -2 -x4 2y
0 w -x2 -y 2z 0
20 z y X 0 0
On trouve que J est 1'idéal de S0 engendré par les monomes t21, t23, t28, t30

et que la colongueur de J dans So est égale a Ay = 18. C'est la multiplicite
du discriminant de la projection de Xo sur 1'axe des x ¢ on constate que

A > u(X -1 = 15.

o o).+ m(X

o)

Pour u#0 on a encore u(X ) = 12. Et on trouve que la multiplicité du discrimi-

)
nant de la projection de Xu sur 1'axe des x est A, = A5 = u(Xu)+m(Xu)-1

S est 1'algébre d'une surface X de t4x£ déformation plate de sa fibre,

(X-U,U) vérifie les conditions de Whitney (puisque u et m sont constants)

et le discriminant de la projection de X sur le plan des variables (u,x) n'est
pas principal (i1 a une composante immergée en 0) bien que le lieu discriminant

réduit soit identique & 1'axe des u.

REMARQUES : R.0. Buchweiss nous a indiqué un autre exemple avec en plus X°

Gorenstein : S =€ {t6, t8 + 2ut9, th + utll, t17, t19 + %E tzl} .
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Ici u+m-1 = 27 est constant, et 1a multiplicité du discriminant de la
projection générique est 33 pour u=0 et 27 pour u#0 (car Su est alors intersec-
tion compléte).

b, z=t®a<b<c

Dans tous les exemples de courbes monomiales X0 de C3 x=ta, y=t
que nous avons calculés novsS avons trovveé :

A, = u(Xo) + m(XO) -1, ...

EXEMPLE V.6. :

od la strate @ u-constant n'est pas lisse, avec Xo irréductible dans C3.
Nous allons voir que dans 1'exemple le plus simple possible de branche irréduc-

4 5 ), 1a

tible non intersection compléte de C3 (d'algébre So = t{t3, t
strate & u-constant dans la déformation mini-verselle n'est pas lisse.

M. Schaps a montré ([Sc] Théoréme 1), qu'une courbe réduite X, de 3 est

déterminantielle et que la base de sa déformation miniverselle est lisse ;

elle donne 1'exemple de la courbe X0 d'algébre So = t{t3,t4,t5} et montre

que sa déformation miniverselle est donnée par la restriction a Zc:C3xC5 de

3

la projection canonique de € xts sur CS, Z étant défini par 1'annulation des

mineurs d'ordre 2 de la matrice :
z x2 +x T, +T
1 2
R = y z+ x T3 + T4
X y+ T5
Soit X c:C3 x € une déformation & un paramétre @ wu-constant de Xo-déformation
& priori non centrée - et qu'on suppose non triviale.
Puisqu'ici une déformation de Xo d semi-groupe constant est triviale, pour u

fixé non nul 1'algébre Su de la fibre Xu en son point singulier est isomorphe

a cit?,t5) .
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Par définition de 1a déformation mini-verselle, il existe un carré cartésien :

X ———2—9 z

|

¢ —F 5 ¢

(et 1'application 1inéaire tangente au changement de base ? est unique).
En composant ¢ et la paramétrisation en famille de X, n : CZ-—q X,

nous obtenons :

x(t,u) = x_(u) + L X;(u) th 4¢3
() . i
i>2
yitu) =y (u) + & oyiu)th o+t
iz?2
z(t,u) = zo(u) + b zi(u) ti + 80
z

Pu) = (Ty(u)s...5 Tg(u))

ol les fonctions xi(u), yi(u), zi(u) (i=0 et 1 2 2) et Tl(u»..,Is(u)

sont dans 1'idéal maximal de €{u} et ol la matrice

M(u) = ( XZ(U) yz(u) ZZ(U) > est de rang 1.
Lxg(u)  yy(u)  z5(u)
En é&crivant que ¢en(t.u) annule les déterminants d'ordre 2 de 1a matrice
R, et par identification (nous ne reproduisons pas ici ces calculs fastidieux)
on trouve que Tl(UL--st(U) sont dans le carré de 1'idéal maximal de €{u} :
cela implique que le changement de base n'est jamais une immersion, et donc

que la strate d p-constant n'est pas lisse.

REMARQUE :
On peut aussi montrer que la déformation x=t3+ut2, y=t4, z=t5 est "verselle
pour les déformations & u-constant", et que le changement de base ¢: C—» C5

correspondant & cette déformation particuliére n'est pas une immersion.
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YI ApPENDICE : SATURATION DES ALGEBRES ANALYTIQUES
LOCALES DE DIMENSION UN
(p’Aprts F. PHAM et B. TEISSIER)

§ 0. INTRODUCTION :

Soit C C(tN,O) un germe de courbe analytique complexe réduite d'anneau local A.
On se propose de montrer comment le critére valuatif de dépendance intégrale
([I4]) permet de déterminer la structure du saturé Lipschitzien‘x de A au sens
de F. Pham et B. Teissier ([P.T.]).

Soit I, Te noyau de 1'homomorphisme T ET—»T g T ou § designe e produit
tensoriel analytique et A le normalisé de A ; rappelons 1a définition du saturé

de A :

DEFINITION VI.O0.1. ([P.T]) :

Le saturé Lipschitzien de A est le sous anneau A de A formé des f €A tels que

f8l - 18f soit dans la cldture intégrale'T; de IA'

Soient Cl""’cr les branches de C, Ai 1'anneau local de Ci s ona

r

K?sigl 7& 3 si x est un paramétre transverse de A ([22]), on peut trouver tie7ﬂ

tel que Ai = c{ti}(uniformisante de Ai) et on peut supposer que
\Y v —_—
x=t'8...8 t," grace a 1'identification ACK = €{t;} 8...8 €(t ) (v; est la mul-

tiplicité de Ci)' On appelle (tl""’tr) une bonne famille d'uniformisantes et

t1=t une bonne uniformisante si r=1.

r
Soit (zp = @ zp j3P= 1,...,N) un systéme de générateurs de 1'idéal maximal
i=l P2
m de A ; 1'idéal IA est engendré par les éléments zp B1-18 zp, p=1,...,N.
] (13\]) ]'- 2 ] 3 a - '
Soit Iy idéal de C{ti,tj} engendré par les éléments Zp,1(ti) zp,j(tj)

p=1,...,N.
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a:ATR=0 Clt,ti)etl, -0 Iqﬂﬁ
¢ i.j J 1,3

Un élément f = f1 6...6 fr de & est dans A si et seulement si pour tout couple
i . - (1,3)

(i,jJona:f,81-18 fje .

D'aprés le critére valuatif de dépendance intégrale cette derniére condition

équivaut & la condition suivante notée (Pi j) :

(P; ;) Pour tout homomorphisme local b : t{ti,t3}~———¢C{u} de valuation associée v :

i,d
R ' (1,d)

V(Fi(t5) - £5(E5) 2 v(1y" ).

La description du saturé d'unealgébre analytique A aboutit au résultat suivant

démontré au §.3.

— THEOREME VI.0.2.
Deux germes C et D de courbes analytiques complexes réduites d'anneaux locaux
A et B ont des saturés X et B isomorphes si et seulement si leurs projections
planes génériques sont topologiquement équivalentes (ou (a)-équivalentes au sens
de [z,]).
Précisément nous montrons que si A est 1'algébre d'une branche irréductible C,

son saturé X € C{t} est engendré par des mondmes déterminés par les exposants
caractéristiques de la projection plane générique de C (théoréme VI.1.6, pro-
position VI.3.1 et Temme VI.3.3).

bans le cas réductible, nous montrons que pour deux branches distinctes Ci

et Cj, la condition (Pi,j) n'a & étre vérifiée que pour un nombre fini de va-
luations bien définies, si on sait déja que fiE R; pour i=l...r (théoréme VI.2.2)
et méme une seUle valuation (Temme VI.3.6). Nous démontrons au passage qu'une
fraction Lipsch%%iienhé sur une branche Ci se prolonge en une fraction
Lipschitzienne sur C (Temme VI.3.7). Ceci nous permet alors de déterminer le
saturé A de A en fonction des exposants caractéristiques des branches de la
projection plane générique de C et de 1a multiplicité d'intersection de ces
branches deux & deux (propositfion VI.3.1 et VI.3.2). Et réciproquement la

N . . P
donnée de A permet de calculer ces invariants numériques.
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§ 1. CAS IRREDUCTIBLE :

Dans le cas r=1, on choisit une bonne uniformisante t de A et on a : A = C{t},

-— N p
AH, A =0{t,t'} . Etant donné f = : a_ tPER ona
(¥ P20 p
fa@l-18°f-= b ap(tp-t'p), ce qui nous conduit & étudier les valuations
p20

des &léments de 1a forme tP - t P :

LEMME VI.1.1. :
a) A tout homomorphisme local b : C{t,t'}—>€{u} sont associés deux entiers
ex0, Vo > 0, et, lorsque e > 0, un entier Vi > Vo ouvy =e tels que,

pour tout pE N* on ait :
P.y'P
th-t F) =p v, siene divise pas p
1
v(tp-t p) = (p-1) Vo * Y si e divise p
b) Inversement, étant donnés e, Vor Vg satisfaisant les conditions de a), on

1
peut trouver b tel que les valuations des &léments tP-t P soient données par

les formules précédentes.

PREUVE :
a) On note Vo = inf(v(t), v(t')) et on distingue deux cas :

- si pour tout p, v(tp—tlp) =P vy, on prend e = 0

- sinon i1 existe ¢ racine de 1'unité d'ordre e telle que v(t'-&t )=v1 >V,

et e, Vor V1 satisfont a).

v v v
b) i1 suffit de preadre b(t) = u °, b(t') = gu 04yt ol £ est une racine de 1'unité
d'ordre e > 0, ou £ =0 si e = 0.
DEFINITION VI.1.2. :
Sott f = r a_ tPeR. on appelle ensemble des exposants de f 1'ensemble

pz0 P
d'entiers Ex(f) = {peN / 3, # 0} .
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On appelle ensemble des exposants de A = E(A) = U Ex(f).
f Em :

LEMME VI.1.3. :
Tout mondme tP tel que p €E(A) est un &lément de X.

PREUVE :

Raisonnons par récurrence. Soit q €E(A) tel que, pour tout p < q tel que pE E(A),
on ait tPe X 3 soit A1 1'anneau engendré par A e§ les mondmes tP pour pE E(A),

p < q. D'aprés 1'hypothése de récurrence et le fait que ? =R, 2(1 = 2(, et il

suffit donc de montrer que, pour toute valuation v de C{t,t'}, v(tq-th) 2 v(IA ).
1
Distinguons, d'aprés le lemme VI.1.1, deux cas :

1) si v(tq-t‘q) =qv_, il existe f = t9 + r a_ts GAI.
0 s>q S

Donc : v(t%-t'9) = av, = v(f(t) - f(t) > v(IAl).

2)sinn v(t9-t'9) = (g-1) votvy 2 (wD)vghvy 2 v(EtY) 2 V(i)

ol v est la multiplicite de A (et t* € A CA,).

COROLLAIRE VI.1.4. :
[L'anneau A est monomial : K = ¢{tP ; pe E(R))

DEFINITION VI.1.5. :

Soit E une partie de n*. On note Eq = {p €, p < q} et on appelle saturé de E

1'ensemble £ = {q @* /q multiple du pgcd des &léments de Eg-

g
Soif.’eo = By = inf {p €} , to =EU By N* et définissons deux suites d'entiers

= s s , .
eo > e1 > ia. > eg = pgcd {p/peE} et eo < Bl veu< Bg’ ainsi qu'une suite

?.'0 c..C ?.'g de sous-ensembles de N par les formules suivantes :

Bisl inf {p€E / e; ne divise pas p} , €41 = pgcd {80’81""31’+1} et

(3

i+l

X
By U {8y, + eguq N
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Onat-s= %b = {Bo’Bl""Bg}N et on appelle {80,...89} la suite caractéristique

de E (de A si E = E(A)).

THEOREME VI.1.6. :

Soit A GA = C{t} 1'anneau d'un germe de courbe analytique irréductible muni

d'une bonne uniformisante t. Le saturé de A est 1'anneau monomial

K = ctP / p f(h)). '

Ainsi le saturé de A est déterminé & isomorphisme prés par la suite caractéristique
de A (qui est aussi celle de E’TA)).

PREUVE :

i1 s'agit de montrer que m) = E(K). Soit v une valuation de C{t,t'}, VorVyse

les entiers associés & v par le Temme VI.1.1 et ie = inf{k/e ne divise pas Bk}.

Remarquons que, d'aprés le lemme VI.1.3 : v(IA) = inf{v(tp-t'p)/pe E(A)}.

Soit pEM) ona:

B 1B
i P-t'Py = (p- - = o_
Dsi p< B, » V(tT-t F) = (pe1)vg#vy 2 (Bpm1)vgHvy = v(t - t

0,
).

Bie .Bie
1?—vo = v(t -t ).

p 1
2) sipazsy, v(t-tP)2pv 28
e
I1 en résulte que v(tP-t P) » v(I,), donc tPe X et E{R)c E(X).
Pour démontrer 1'inclusion inverse, remarquons que ces formules appliquées & tous
les p€ E(A) montrent que :
- v(I,) = 1'nf(eie Vo 3 (Byml)vg +vq)
si of E(R), i1 s'agit de montrer que q¢ E(X) ou t%¢ X :
soit i€ {0,...,9} défini par Bj-1 < Q< By (par convention 8 = 0) ; on note
e=e; sii21, e=0 si i=0 et on remarque que 1'=1'e et e ne divise pas q.

D'aprés le lemme VI.1.1 i1 existe une valuation v de C{t,t'} telle que :

q_¢'qy -
v(ti-t ) q Vv, < B;V

e 0 < (By=1)vg *+ vy

donc v(tq-th) < v(IA) et t9 ¢.2(
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§ 2. CAS REDUCTIBLE :

Choisissons une bonne famille d'uniformisantes (tl"“’tr) de A, et

u'—‘u]-

branche C,, définissons 1'homomorphisme local @, : A, = €{t,}— €{r} ‘f;(t;)= <M,

Vi (1 <4< r)unmultiple commun & toutes les multiplicités. Pour toute

Soient Ci et Cj deux branches distinctes :

DEFINITION VI.2.1. :

pour toute racine u-iéme de 1'unité, e, et tout f=f10 ... 0 fr €A, nous appelons
e-valuation de f le nombre
[T [T
mi 5, = v [ (F0) - Q(F(en)]) = v [Fi(e 1) - F{en) 7))

et e-valuation de A le nombre m = inf{m, : e(1‘) ; TEA}.

j,E
- THEOREME VI.2.2 :
Soit ACA =€ {tl} @ ...OC{tr} une algébre analytique réduite de djmension un,

munie d'une bonne famille d'uniformisantes (th"';tr)' Pour que f=1"1 6...0 frei

soit un &lément de X, i1 faut et i1 suffit que les deux conditions suivantes

soient satisfaites :

(3) Pour tout i € {1,...,r} , f, GKI..
(b) Pour tout (i,j) € {1,...,r}2, i#j, et tout € racine p-iéme de 1'unité

MiL,e(F) 2 my 5 e

REMARQUE :
Nous verrons (1emme VI.3.6) aprés 1'étude du saturé des germes de courbes planes
que cette derniére condition peut étre remplacée par la seule condition suivante

pour (i,j) fixé et ¢ racine u-éme de 1'unité telle que

sup {my 5 3 e’=1} : (b') m, (f) >m

mi’j'e_ N 19j:§ i’j:E.
D'autre part, il résulte de (a) et du théoréme VI.1.6 que A et X ont méme

multiplicite.
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PREUVE DU THEOREME VI.2.2.

La condition (Pi i) de 1'introduction équivaut a fi€ Ki car I(:’i) =1, etla
’ s
i

condition (a) du théoréme est donc nécessaire.

Pour deux entiers (i,j) distincts parmi {1,...,r} et v une valuation de
C{ti,té} définie par 1'homomorphisme local b : E{ti,tj}-—et{u}, distinguons deux
cas :

ler Cas :

v(t?i-tjvj) =1‘nf(v(t\1.)i),v(t3vj)) = vaf9)

comme Ai et Ki (resp. Aj et Kj) ont Ta méme multiplicité lﬁ(resp.\ﬁ),

Ta condition (P, j) pour une telle valuation équivaut a f,(0) = fj(O).

2éme Cas :
IR IR, V3
v(ty' - tj ) > inf(v(t;'), \/(tj )

Cette condition implique v vy o= \G Vi ol v, = v(ti) et vj=v(tj).

Us
Notons ¢ : C{ti,tj}—->t{t,r'} 1'homomorphisme défini par w(ti) =11,
Wi v; V.
w(tj) =19 ; E et F les unités de C{u} telles que b(ti) =u Eet b(tj) = u JF.
Nous pouvons choisir alors un homomorphisme B: C{r,t'}—>C{u} :
v, V. _ 1/us V. V. 1/u.
Ble)y =u ' T EQM et By = ud Iy .
On vérifie alors :

uV.
Bov (1) =u T E(WY) = b(t;) (")

uv.
Bov (t)) =u 7 F(¥) = b(e))()
Autrement dit, si V est 1a valuation de C{t,t'} associée a B :
v o ¥ = uv.

Py . W7
La condition sur v devient, pour v :

’\\I'('tl’l -oMy s W) = V()

uvgs et i1 existe une unique racine

p-iéme de 1'unité, ¢, telle que v(t'-et) = Vi > Vv, (Temme VI.1.1).
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Notons encore Ve 1a valuation de €{t,t'} : Ve(h) = vT(h(T,er)) :

on a alors ve o W(fi(tg) - F5(t))) =my 5 (F).

Jse
Reprenons maintenant la démonstration du théoréme VI.2.2 : la condition (b)
est également nécessaire puisqu'elle exprime la condition (Pi J.) pour les

s

valuations v_ = V_ ov de oit;,ts)

Pour 1a réciproque nous avons besoin du lemme :

LEMME VI.2.3 :

Soit v une valuation de C{ti,té} satisfaisant & 1a condition du 2éme cas,

V 1a valuation de C{t,t'} associée, et ¢ 1'unique racine u-iéme de 1'unité
pour laquelle V(t'-et) > V(t') = V(1) = Vo

On a alors u v(x(Z’j)) = inf (m; s v V("-t'M)).

o,
PREUVE DU LEMME :

Pour tout fe A, il existe des germes U et g de C{t,7'} , U inversible, tels

que :
mi,3,e(f)

(1) w(fy(ty) - f(t3)) = « 777 U+ (t'-et) g(r,t'")

Lorsque f € Kl 8...0 2;, g(t,t")E (1,1‘)“'1 et par conséquent :

(2 v(fy(ty) - Fy(t5) = V(w(fi(ti) - f5(t5)) 2 inf (mg o (F) o Vich-r'H))

Donc en particulier :

v

wv(I{TIN = dnfC v (ty) - F5(3)) 5 FEA) 2 inf (g 5 (F) v, V(ehx'™))

i:jas
On en déduit 1'égalité du lemme car il est clair que

v vs ..
V(t"-t'™M) = p v(ti1 - t] J) > v (I(;’J)) et il existe f€ A tel que m,

()

,j [1

=m; . donc, sim < Y(M-o'Y),

i,dse Yo

wv(r§ Ty e wvirg(tp) - Fi(ED) = my 5 v, d'apres (1).
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PREUVE DE (a) et (b)==fe X
D'apres (a), fek o ... 0 K.

Vi a1l . _ os
L'inégalite mi,j,e(f) zmg g > 0 entraine fi(O) = fj(O) et la condition

(P; j) est satisfaite pour les valuations du ler cas.
s

Dans le 2éme cas on a, d'aprés le lemme VI.2.3, (2) et (b) :

wv(fi(ty) - fj(tj))'z inf (m (f) vgsv(z-t'¥))

isdse

it > inf (m or V(TH-T'M)

isjse v
" z wv(rf9).

§ 3. SATURATION DES COURBES PLANES ET PROJECTIONS PLANES GENERIQUES.

Nous reprenons les notations du chapitre IV.

—PROPOSITION VI.3.1.:

Il existe un ouvert de Zariski V de & tel que, si HE€V, A' = n}{A) a le
méme saturé que A. (A' désigne 1'algébre de la projection HH(C)).

PREUVE :

I1 existe un ouvert de Zariski V(i’j) de @ tel que, si HEV(i’j), 1'idéal

de définition I(Z\’j) de E{ti,tj} qui est engendré par

{wy = zk,i(ti) - zk,j(tj‘) 3 k=1,...,N} ait méme multiplicité que 1'idéal engendré

par  {a; wy te.. 3 wys byowy +ollt bN wy} (H étant défini par les équations
ajzy +... 8y zy = byozg 4.4 bN zy = 0) c'est & dire I(;(’J). IT en résulte,
d'aprés [R] , que I(;’j) et Iﬁ(\}"j) ont méme cloture intégrale et donc, si

HEV = 1/\‘] V(i’j), A et A' ont méme saturé. @

On se propose maintenant de démontrer un résultat pour un germe de courbe
plane C ; de ce résultat et de la proposition précédente on déduit aussitdt

le théoréme VI.0.2. Dorénavant la courbe C est donc supposée plane.
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~—PROPOSITION VI.3.2.
Soit A 1'anneau local d'un germe de courbe plane réduite C. Son saturé X est

déterminé (& isomorphisme analytique prés) par les exposants caractéristiques
de ses branches ([Zl] ,[28] ) et par les multiplicités d'intersection

miy= (Ci;cj) des branches deux & deux.

Inversement 1a donnée de X détermine ces invariants numériques.

Remarquons que ce résultat implique que 1'ouvert V de la proposition VI.3.1

n'est autre que 1'ouvert 9 des directions de projections génériques de C.

LEMME VI.3.3 :

La proposition VI.3.2 est vraie lorsque C est irréductible.

PREUVE :

8
Soit(x =t °, y = I a tp) la normalisation de C et {so,sl,...,sg} les

p28, P

exposants caractéristiques de C définis par les formules de récurrence :
By = inf {ké N ; a #0 et e;_1 = pgcd (Bo""’ei-l) ne divise pas k}

fa A B N N
On a : E(A) = {{8,} U Exiy)}" = {so,...,sg} et {Bo,...,sg}

coincide avec la suite caractéristique de A qui détermine X a isomorphisme prés
(théoréme VI.1.6).
Inversement E?ﬂ) est le semi-groupe de Kceit) , donc est un invariant analytique

“de X ([T3]) 3 i1 en est donc de rpéme de {Bgs---sBg). @

Dans le cas réductible, soit (xi =t ' yi= I u; tg) la normalisation
'p?.\).i .
de la i-éme branche de C (i=l..,r) et ?i(xi) = ¥ Pily;) =z a; rk.

k2p
Remarquons que la suite caractéristique de {Y}(xi),q%(yi)} est exactement

le produit par 5 de la suite caractéristique de Ai' D'autre part, d'aprés la

définition VI.2.1, pour deux branches distinctes Ci et Cj,

M gye = Ve (805 (0) = g(g)(ex)) = infik 5 ay # & al).
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Les nombres my jse mesurent la distance entre deux feuilles des revétements
)

ramifiés Ci et Cj au-dessus de 1'axe des x :

LEMME VI.3.4. :
La multiplicité d'intersection L de deux branches C, et Cj est donnée, en
’ . B

fonction des e-valuations de A, par :

PREUVE :

Soit v, la valuation naturelle de €{x} C C{r} .

Ona:
l I Hs s
i = Vx ( Vv (y5(et Y - Yj(nr )
€ =N =1
m = 1 > v [y (e )“'i)_ uJ]
TsJ ) TR VI TIN eu = nu =1 ’l'Ly'i et .YJ((T]T) )
1J

mij=——!'-—-—uZ m,ijv:—l—-Zmi.
> u “1 uj c =n|-1 =1 sJy VE u.i UJ- eu=1 3J €

Nous allons préciser la valeur des nombres ms lorsque ¢ décrit les racines

9ja5
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