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I N T R O D U C T I O N

L'objet de ce travail est de comparer les définitions d'équisingularité
introduites par différents auteurs dans le cas des déformations plates de germes
de courbes réduites. Nous faisons une synthèse de ce qui nous est connu sur le
sujet et présentons un certain nombre d'exemples et contre-exemples.

Le problème de 1"équisingularité a d'abord été posé et étudié par
0. ZARISKI. Nous nous sommes inspiré des travaux dans cette direction de F. PHAM
et B . TEISSIER [P-T 1 , J . STUTZ [ S t 1 , B . TEISSIER [ T^ 1 et surtout de
R . O . BUCHWEISS et G . M . GREUEL [ B-G 1 . C'est ce dernier article qui permet de
parler du nombre p de Milnor et de " p constant" pour une famille de courbes
réduites sans rester dans le cadre limité des courbes intersections complètes
et donne le résultat topologique fondamental.

RAPPEL SUR L'ÉQUISINGULARITÉ DES GERMES DE COURBES PLANES.

Dans [^ Z-J , 0. ZARISKI définit la (a)-équivalence de deux germes de courbes
planes, par récurrence sur le nombre d'éclatements nécessaires à la désingularisation
Soient C et D deux germes de courbes planes de branches respectives ^ , . . . , y
et ô . , , . . . 6 . Une bijection TT entre les branches est dite tangentiellement stable
si : deux branches quelconques sont tangentes si et seulement si leurs images
par TT sont tangentes. M induit alors une bijection entre les composantes tangentielles
de C et D.
C et D sont (a)-équivalentes s ' i l existe une bijection TT tangentietlement stable
entre leurs branches telle que :
— les multiplicités d ' u n e branche T. et de son image TT^.) sont égales^
— ir induit une (a)-équivalence entre les transformées propres des composantes

tangentielles de C et D dans l'éclatement de l ' o r i g i n e .
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Dans [ Z^ ] , O.ZARISKI démontre, grâce à la théorie de la saturation d'une

algèbre analytique locale, que deux courbes planes irréductibles sont (a ï -

équivalentes si et seulement si elles ont les mêmes paires caractéristiques

de Puiseux ; puis dans [ Z^ ] il démontre que deux courbes planes sont

(a)-équivalentes par TT si et seulement si pour tout i, ï . et Tr(ir.) ont

les mêmes paires de Puiseux et pour tout (i,j), les multiplicités d'intersection

(^;^) et ( T T ( ^ ) ; 7T( Ï j ) ) sont égales.

D'après des résultats classiques ( [Br] , [ Z^ ] ) il en résulte alors que deux

germes de courbes planes C et D sont (a)-équivalentes si et seulement si elles

ont même type topologique : c'est-à-dire s'il existe deux voisinages ouverts de
0

1 'or ig ine U et V dans G et un homéomorphisme h de U sur V envoyant C sur D.

Une déformation à base l isse de germes de courbe plane est dite équisingulière

si deux fibres quelconques de ta déformation sont (a)-équivalenteîou topologique-

ment équivalentes.

Dans L Z, ] , 0. Z R R J S K I démontre le critère discriminant : une déformation

est équisingulière si et seulement si i1 existe une projection "permise"

(voir [^7] ) P0111" laquelle 1 e discriminant de la projection est équimultiple.

Dans [_ Z^ ] il.démontre aussi qu'une déformation est équisingulière si et seule-

ment si elle vérifie les conditions (a) et (b) de Whitney, voir aussi

B. Teissier [̂  T, ] .

Dans [Le^| et [L-R] Le DIÎM& TKW et C.P. RAnBA/w^ montrent par des argu-

ments topologiques qu'une déformation de courbe plane dont la fibre a un nombre

de Milnor constant est à type topologique constant, donc équisingulière.

Il faut attendre [ T^ ] pour que B. T t^ Iss iEH donne une démonstration algébrique

de ce résultat.

Dans C T ^ ] B. T E i S S i e p démontre l 'équivalence de 1'équisingularité et d'une

condition de résolution simultanée des singularités.



INTRODUCTION

En résumé toutes les définitions "raisonnables" d'équisingularité sont équi-
valentes dans le cas des germes de courbes planes, (citons (~ Tr ] ou FU pour
des exposés plus détaillés).

DIFFÉRENTES NOTIONS D'ÉQUISINGULARITÉ POUR LES GERMES DE COURBES GAUCHES.

Par souci de clarté, nous nous sommes volontairement limités à l'étude des
familles de courbes paramétrées par un espace lisse de dimension un, bien
que tous les résultats que nous exposons semblent se généraliser facilement
au cas des familles paramétrées par un espace lisse de dimension quelconque.

Nous travaillons donc dans la situation suivante : X c C x ([ N est un
germe de surface tel que la restriction p à X de la projection canonique
de G x ̂  sur U = î x { 0 } soit plate. X = p'^O) soit un germe de courbe
réduite de î , et le lieu singulier relatif (à p) de X soit U . On peut alors
introduire les différentes notions d'équisingularité suivantes :

( 1 ) TRIVIALITE TOPOLOGIQUE : la paire (B , X ) reste homéomorphe à ( B , X ) au
voisinage de u = 0, lorsque B désigne la boule de Œ de centre 0 et de
rayon e assez petit, et X = p ( u ) n B .

( 2 ) p CONSTANT : le nombre de Milnor p(X^) de la fibre X est constant au
voisinage de 0.

( 3 ) LES CONDITIONS DE WHITNEY : le couple (X-V.V) vérifie les conditions a) et
b) de Whitney au voisinage de 0.

( 4 ) L'EQUISATURATION : les algèbres saturées Sy sont isomorphes lorsque u
\

varie dans un voisinage de 0 (^ désignant l'algèbre de X en ce point spécial).

Introduisons encore, suivant J . STUTZ [St] :

( 3 ' ) dim C^(X) = 2 : où C^(X) est le cône ensemble des limites en 0 des
vecteurs tangents à la partie lisse de X .

3
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(4 ' ) d im C ^ ( X ) = 2 e t ^ d i m i ^ X ) = 3 : où C ^ ( X ) est le cône ensemble des

l imi tes en 0 des vecteurs sécants à X.

Notons aussi <S(X, , ) = dim,, (<îy A9 ) (où (Py est l'algèbre normalisée de CL ) ;
u L "u \ \ V

r(X^) le nombre de composantes irréductibles du germe X . m(X ) sa multiplicité

et, si X " désigne la projection plane générique de X , £ (X ) = (S(X^) - 6 ( X ).

Enfin, suivant B. TEISSIER [Jy] , nous introduisons aussi :

(2'") résolution simultanée faible^

(3'") résolution simultanée forte.

On a le diagramme suivant d'implications :

(1) trivialité topologique

(2"* ) résolution simultanée À (2) ^constant <=> (2" ) <S(X ) et r(X ) constants
.c-.-'^i/s U - . . Ufaible u au

voisinage de 0

(3'" ) résolution simultanée <| (3) conditions de & (3 ' )d imC.(X)=2 <£(3" ) p(X ) et
forte Whitney ^^

yy" U
au voisinage de 0

(4) équisaturation À (4 ' ) dimC4(X)=2 À (4") p (X ) et A ( X )
et dimCr(X)=3 sont constants au

voisinage de 0

a. b et c : R.O. BUCHWEISS et G.M. GREUEL

d : THCM MATh'ER (et a)

e et i : J. STUTZ

g : B. TEISSIER

f, h , j : démontrés ici.
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QUELQUES ELEMENTS DE COMPARAISON.

Dans le chapitre V nous donnons divers exemples illustrant des différences im-
portantes avec 1'équisingularité des courbes planes.
Notons que :

1) Les réciproques de d ) et h ) sont toutes les deux fausses :

1d : exemple V . l . de J . P . & . HEIVKV avec X intersection complète.
exemple V . 2 . avec X irréductible, Gorenstein.

"lh : exemple V . 3 . avec X intersection complète irréductible de
semi-groupe r ( X ) constant.

2) Le critère discriminant de Zariski se généralise au cas des intersections
complètes où il équivaut aux conditions de Whitney (théorème I I I . 5 et
Remarque I I I . 6 ) . Par contre, nous donnons un exemple ( V . 5 ) d ' u n e famille de
courbes gauches pour laquelle les conditions de Whitney sont satisfaites
mais où la multiplicité du discriminant générique varie.

3) Dans la déformation semi-universelle d ' u n germe de courbe plane la strate
d'équisingularité est lisse. Ce résultat est du à J . WflML qui utilise la
définition de 1'équisingularité à l ' a i d e de la (aï-équivalence ( [_ Wa "] ) .
Dans le cas des germes de courbes irréductibles une autre démonstration
est donnée par B . T£15SlERdans [_ T., ] qui déduit ce résultat de la lissité de
la "strate à semi groupe constant".
Nous donnons un exemple de germe de courbe gauche ( V , é ) dont la déformation
semi-universelle a une "strate à p constant" singulière.

4) Dans le cas des germes de courbes planes les notions d'équivalence et
d'équisingularité sont liées par la propriété suivante :
Etant donnés deux germes de courbes planes C et D topologiquement équivalente ,
il existe une déformation à un paramètre équisingulière contenant deux fibres
isomorphes respectivement à C et D.
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Dans le cas des germes de courbes gauches nous ne disposons pas d ' u n e défi-
nition satisfaisante de l'équivalence de deux germes.
Ainsi deux germes de courbes dans C sont topologiquement équivalents si et
seulement si ils ont le même nombre de branches. Cela ne peut suffire en général
pour les joindre par une famille équisingui1ère en aucun des sens étudiés i c i .

5) Signalons q u ' à notre connaissance la question suivante n'est pas résolue :
une déformation plate à p constant d ' u n germe de courbe irréductible intersec-
tion complète est elle à semi-groupe constant ? ou au moins équimultiple ?

Pour terminer cette introduction attirons l'attention du lecteur sur deux
points particuliers qui nous semblent originaux :
D ' u n e part le fait que le nombre de composantes globales dans la boule B de
la fibre générique X d ' u n e déformation plate de la courbe X soit égal au
nombre de composantes du germe de surface X (théorème 1 , 9 ) .
D'autre part l'étude de l'invariant analytique ^.(X ) mesurant la différence
entre la courbe X et sa projection plane générique ainsi que la description
des directions de projections planes non génériques de X .
Précisément nous interprétons Jl(X ) = < 5 ( X ' ) - <5(X ) comme le nombre de
points doubles de la projection plane générique d ' u n e déformation lisse de
X et nous montrons que Jl(X ) est semi-continu (proposition I V . 6 et corol-
laire I V . 7 ) . Nous montrons que l'ensemble des limites de vecteurs sécants à
X est la réunion d ' u n nombre fini de 2-plans (proposition I V . 1 ) ; la
projection plane T T , , parallèlement à un N-2 plan H de la courbe X est non
générique si et seulement si H contient l ' u n non nul de ces vecteurs, ce
qui équivaut au fait que :

^H^o)) - ( S ( X ^ ) > ^)
ou éventuellement ^(X ) non réduit.
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La matière de l 'appendice provient en grande partie d'un manuscrit non publié

de F. PHAlAet B. TE»53lÉ.^ décrivant la construction du saturé lipschitzien

d'une algèbre analytique locale de dimension un (qui co'incide ici avec le sa-

turé de Zariski) à partir de la suite de ses "exposants caractéristiques" dans le

cas irréductible (théorème V I . 1 . 6 . ) et dans le cas réductible que nous avons

précisé (théorème VI .2 .2 . , Remarque et lemme VI .3.6) . Remarquons que

ces calculs sont analogues à certains calculs de 0. Z A R 1 5 K I dans [ T ^ A J -

Nous utilisons cette description pour montrer que deux courbes ont même saturé si

et seulement si leurs projections planes génériques ont même type topologique

(théorème VI .0 .2 ) . C 'es t ce résultat qui 'nous permet justement au chapitre IV

de définir la projection plane générique à équivalence topologique près et de

montrer que 1 'équisaturat ion équivaut à 1 'équis ingutar i té de la projection

plane générique.
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CHAP. 1 ; DÉFORMIONS PLATES D'UN GERME

DE COURBE RÉDUITE.

Soit X un germe de courbe réduite de (Œ ,0) défini par l'idéal

I = ( f , , . . . , f . )cŒ {x,,...,x»,} et soit X un germe de surface de (C ,0)

défini par l'idéal I de î {u,x,,... ,x..} engendré par les éléments

(F^,....F^) avec. pour i = l^..,k. F^.(0.x^.. ./^) = f^(Xp.../^).

Notons p la restriction à X de la projection canonique de (£ ,0) sur le

premier facteur (î,0) ; lorsque p est plate» c'est à dire lorsque

(1:{U.X,.../.,}
6L = ———-———— est un Œ{u}-modu1e plat, nous dirons que X est une défor-

x I
mation plate à un paramètre de X .

LEMME 1 . 1 . : Si X est une déformation à un paramètre de la courbe réduite X ,

les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est une déformation plate

(ii) X est de Cohen- Macaulay

(iii) X est de dimension pure 2.

Preuve :

(i) => (ii) : u est non diviseur de 0 dans ^«, et, puisque X. est réduite, ilA o
existe un paramètre, x, par exemple, non diviseur de 0 dans C\. =ff./uûL. La suite

o
(u,x,) est donc régulière dans <?L.

(ii) => (iii) : est évident.

(iii)=> (i) : dim (ÛL/u ÛL) = dim ^» = dim ÛL - 1, et, dans GL de dimension



pure, cela implique que u est non diviseur de 0 et donc que ÛL est un îûjJ-module
plat®

LEMME 1 . 2 .
Soient X une déformation plate à un paramètre de la courbe réduite X et
1 r °X , . . . , X les composantes irréductibles de X . La restriction de p à toute

union X U . . U X1 ( 1 i i s. r) de composantes irréductibles est plate.

PREUVE :
D'après le lemme 1 . 1 . , X est de dimension pure 2, donc il en est de même pour
X U . . . U X1 et on conclut de la même manière que pour ( i i i ) =» ( i ) dans le
lemme précédent®

REMARQUE 1 . 3 . :
X , par exemple, est donc une déformation plate de sa fibre ( X 1 ) : mais ( X 1 )
n'est pas en général une courbe réduite et peut avoir une composante immer-
gée à l'origine. Voir l'exemple V . l .

LEMME 1 . 4 . :
Avec les hypothèses du lemme 1.2 . , la dimension de

(X1 U X2 U...U X 1 ) r^X14'1 U...U X^ est 1. (1 ^i < r).

PREUVE :

II s'agit de montrer que l'intersection (X1 U...U X1)^1"^ U...U y r ) n'est

pas contenu dans {0} x Œ , supposons le contraire : en désignant par I1,!2,...,!'"

les idéaux premiers définissant respectivement X^X2,... .X^ nous aurions :

u01 6 (1^ . . .n i 1 ) + (I1^ n ... n I1")

supposons aelN choisi le plus petit possible, u" = g, - h, avec g, ç (I1 n.. .ni1)

et h^ ̂ I^n ... ni1"). On a donc :

g^(0,x^... ,x^) = h^(0,x^.. . ,x^)e (^n... n l1 )^ n (I14'1 n ... n 1^

10
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(I n. . .n l1 )^ et (I^n ...nl^ désignant les idéaux de î{x,,...,x,.} définis-

sant les fibres (X1 U...U X 1 ) ^ et (X1'1'1 U.. .U X^ ; mais on a

I^c^n ... nl1)^ (I^1 n ... n 1^ ; 1^ étant réduit, grâce à l'égalité en-

sembliste |Xj = | (X1 U . . .UX1 )^ U (X14 '1 U...U X^J on déduit l'égalité des

idéaux 1^ = (^n ...n I1^ (I14'^ ...nl^ et donc l'existence d'un élément

g(u,x,,.. . ,x..)ÇI vérifiant :

g(0,x^,.....x^) = g^(0,x^.. . . ,x^) = h^(0,x^,... ,x^).

Ecrivons alors :

u" = (g^-g) - (h^-g). g^-g = u g^, h^-g = u h^

d'après le lemme 1 .2 , g, e (I^ ... n I1) etJ^ 'e( I1 + ln. . .nI r )5 comme

u01 = g' - h' ceci contredit l'hypothèse faite sur a d'être minimum»

D É F I N I T I O N 1.5. :

On dit que la déformation X de X est centrée si le lieu singulier de X,

Sing(X), a pour ensemble sous-jacent Cx{0}. On dit qu'une composante

irréductible X de X est essentielle si X1 contient Œ x {0}.

• P R O P O S I T I O N 1.6. :

Si X est une déformation plate centrée de X , toutes les composantes irréductibles

de X sont essentielles.

PREUVE :

Si X est irréductible, 1 1 n'y a rien à montrer ; sinon, X1!^2 U.. .U \r) est

contenu dans le lieu singulier de X, et d'après le lemme précédent, n'est pas

contenu dans {u=0} ; c'est donc que X contient î x {0}®

Reprenons maintenant le cas général où X est une déformation plate à un paramètre

de la courbe réduite X ; nous désignons par la même lettre un germe et son

1 1
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représentant "assez petit".

Précisément soient U =s { ue î / [u| < n} , B = {xefl^/ |x,|2 +...+ |x,,|2 < e2}
e ' 1 ' ' N '

S^. = {xe t^ / [xj2 +...+ |x^|2 = e 1 2 } tels que :

a) 0 est le seul point singulier de X dans la boule fermée! , X est transverse

à la sphère S^. pour 0 < e ' <_e - 11 en résulte que-là paire (X nB ,B ) est

h-omèomorphe à (CQ,B^), Co désignant le cône de sommet 0 sur X nS ([Mi] , th.2.10)

de plus on sait que X^n s^ est difféomorphe à l'union de r cercles disjoints,

r étant égal au nombre de composantes irréductibles de X -

b) le lieu singulier et le lieu singulier relatif (à p) de X coïncident dans

U x B^ (|T^| th. 2.8). et X reste transverse à U x S .

c) Sing X - {0} est un revêtement de U - {0} (Sing(X) désignant le lieu singulier

réduit). Enfin la paire (X^gg. Sing(X)) vérifie les conditions de Whitney dans

(U - {0}) x B^ ([W] lemme 19.3/.

Nous savons alors , par le théorème de Thom-Mather ([Ma,] Prop 1 1 . 1 ) que pour

deux points u, et u« de U - {0} les fibres X et X , de p dans B sont homéomor-1 L Ui u? e

phes. Nous pouvons donc parler du type topologique de la fibre générique X

(ou de la triade (Sing(X^),X^.B^)) . En particulier le nombre 7 de composantes

irréductibles de la fibre générique X est bien défini, puisque c'est le nombre

de composantes connexes de X^-Sing(X^). Pour tout lacet ï d'origine u, dans

U - {0} » le premier lemme d'isotopie de Thom fournit également un homéomorphisme

"de monodromie" Ï de X dans lui même, qui donne une permutation des composantes

irréductibles de X .
u!

Enfin remarquons que tout ceci est bien défini dès que X est de dimension pure

2 et X^ à singularité isolée.

Nous allons maintenant comparer le nombre r de composantes irréductibles de X et

le nombre r de composantes irréductibles de la fibre générique X et nous appercevoir

qu'en fait r = r !

12
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LEMME 1.7. Soit G(u,x,y) un germe de fonction analytique a l'origine de C3

définissant un germe Y de sous espace analytique irréductible ; si g(x,y) = G(0,x,y)

n'est pas la puissance (d'ordre au moins égale a 2) d'une fonction analytique,

la fibre générique Y est irréductible.

PREUVE :

grâce au théorème de préparation de Weierstrass» nous pouvons nous placer

dans les conditions suivantes :

G(u,x,y) = y13 + a.(u,x) y^ +...+ a (u,x) où a,,...,a sont des fonctions

analytiques dans le polydisque U x 1 (B) = { x e î / [ x [ < e,}) nulles à
e! £! i

l'origine ; les p racines du polynôme normalisé G sont dans le disque

D = { y e î / |y[ < e,,} et Y est défini par G dans U x D x D .
^ ' £! ^

Le discriminant A du polynôme G est :

A = eu" [x° + â^") x0"1 +...+ a^(u)].

où 0 est une unité de (î<UxD ), a,(u) ... a (u) sont des fonctions analytiques
£ i 1 0

dans U, nulles en 0 ; de plus nous supposons que la restriction a U - {0} du

lieu discriminant réduit est un revêtement de U - {0}.

Le critère discriminant de Zariski ([Z..] th. 7 )» puis le théorème de Thom Mather

nous permettent alors d'affirmer que»-localement dans U - {0}, la famille de

courbes planes Y^ est équisingulière, donc localement topologiquement triviale ;

et même mieux, la paire (Y , Sing(Y )) est localement topologiquement triviale.

Notons U'4' = U - [0,n[ (resp. U" = U - ]-n>0] ) l'ouvert contractile des éléments

de U non réels positifs (resp non réels négatifs) ; Yi. .+ (resp Y i , , - ) est une

fibration topologique triviale et admet donc 'r composantes irréductibles.

Nous pouvons considérer le monoîde ^(U"1') [y] des polynômes normalisés, comme

factoriel ([G-F] th. III.6.5) la décomposition unique de G correspondant à la

décomposition de Yi . ,+ en ses composantes irréductibles :

13



J. BRIANÇON, A. GALLIGO, M. GRANGER

G = G4' x G ^ . . . x Gt dans U4' x D x D
1 2 r £! ^

De même nous avons G = G" x G« ... x G~ dans U" x D x D < et, quitte à
l <- r £! ^

renuméroter, nous pouvons supposer

pour i = l,...,r, G4' = G^ dans {u €U / Im(u) < 0}.

L'unicité de la décomposition permet alors de définir une permutation T de

{l,2....,r} en posant G^ =s ^m dans{ueU / Im(u) > 0}, cecé pour i=l,...,r.

a) Montrons d'abord que T n'admet pas dé cycle strict :

supposons, pour fixer les idées, que T laisse stable la partie {1,2, . . . ,A}

avec A < r ; alors les fonctions analytiques G^xG^.-.x G4' et G"xG?...x G'

coïncident sur (U nlj ) x D xD) et définissent donc une fonction analytique
e! €?

H dans (U - {0}) x D) x B) ; H est bornée au voisinage de {0} x D x B)
£! ^ . e! e?

(puisque les coefficients du polynôme normalisé H s'obtiennent à partir des

fonctions symétriques élémentaires de certaines racines de G) et se prolonge

donc à U x D x E) ; enfin H est un diviseur strict de G, ce qui est con-
e! £?

traire à l'hypothèse "G irréductible".

b) Quitte à renuméroter, nous pouvoas supposer que T est la permutation circu-

laire ifi) = i+1 pour i=l,...,r-l et T(r) = 1.

Définissons une fonction analytique H(v,x,y) dans (0-{0}) x D) x D (où D
e! E^

est le disque unité) en posant pour k variant de 1 à r :

H(v.x.y) = Gj^nv^x.y) pour (k-l)'|ï. < arg v < (k) ̂

?H(v,x.y) = Gj^ (nv,x.y) pour (2R-1) ^ «.arg v < (2k+l) ^
r r

Comme précédemment H se prolonge à 0 x tt x B et on obtient, pour tout
e! ^

k=l...r, lim G^u.x.y) = H(O.x.y).
u—^0 1<

u eu-1' _ _ ^*
D'où g(x,y) = [^(O.x.y)]1^ et donc. par hypothçse r = 1. a

14
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LEMME 1.8. :

Soit X une surface de dimension pure dans € x S déformation plate à un paramètre

d'une courbe à singularité isolée X^c^. Si X1 est irréductible, la fibre

générique X est irréductible.

PREUVE :

Soit x un paramètre transverse de la courbe réduite (x |. Pour presque tout choix
M

de \ = ( À . , . . . , À ^ ) € C - {0}, y = \^ x^ +...+ \^ x^ a pour image dans

O-i = S (x i » • • • ^MÎ/ I (de corps des fractions L), un élément primitif y de Tex-"

tension finie t t ( ( u » x ) ) c L » et y admet un polynôme minimal de la forme :

G = y"1 + a^(u,x) y"1'1 +...+ a^(u,x), a^ e Œ{u,x} .

On note p : C3—» Œ et TT : Œxî —»• Cxî les projections p(u,x,y)=(u,x),

?(u,x,,...,x^) = (u,x.y), Y = G'^O), 6(u,x) = Res(G.G') le discriminant de p.y

et A = p~ (6~ (0)). Alors d'après [N, lemme 4 p.37] , on a un isomorphisme

TT : X - TT (A) -^ Y-A . On peut également supposer (cf ch IV) que ir induit

un isomorphisme X1 - {0} —+Tr(X 1 ) - {0}. On remarque que Y= n(X1 ) et que l'idéal

Inî {u,x,y} qui définit ensemblistement 7T (X ) est premier, donc égal (G).

Ainsi pour u?<0, TT : X —^L est un isomorphisme sauf éventuellement en un nom-

bre fini de points et le lemme résultera de l'irréductibilité de Y . Comme Y

est de dimension pure donc déformation plate de sa fibre Y , l'irréductibilité

de Y^ est assurée d'après le îemme 1 .7 si g(x,y) = G(0,x,y) n'est pas une puissance.

D'après l'hypothèse pour tout (x^.y^) eir(X1) - {0}, Tr'^x ,y )nX1 est réduit à un

point (XQ»V »z ) au voisinage duquel X est une déformation plate d'une courbe

lisse réduite. Il en résulte que Y est lisse en (x^y^)» donc que g(x»y) est

réduit en ce point . B

Dès lemmes 1 .7 et 1 .8 on déduit:

1 5
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-THEOREME 1 . 9 . :
Soient X une déformation plate à un paramètre de la courbe réduite X et
1 r 'X > . . . , X les composantes irréductibles de X. Les composantes irréductibles

1 rde la fibre générique X sont les fibres génériques X . , . . . , X des composantes
irréductibles de X.

COROLLAIRE 1.10. :

Soit X une déformation plate, à un paramètre de la courbe réduite X ; la

fibre générique X est connexe.

PREUVE. :

Chaque composante irréductible X.* étant connexe les composantes connexes de

X sont des réunions des X 1 . D'après le lemme I-^X est donc connexe.

REMARQUE 1 . 1 1 . :

La connexité de X est démontrée dans ( [BG] , 3.2) de manière tout à fait

différente.

REMARQUE 1 .12 . : Confie cas pA^hc^ \i^ du wo^îre. T.-IO nccs db^nons :

Si X est une intersection complète f, = ... = f» , , = 0 la courbe de niveau

générique f< - u.. = ... = fui ~ u..., = 0 est lisse et connexe.

16



CHAP. II ;% CONSTAIff77

Dans ce chapitre nous allons prendre comme critère d*équisingularité la constance

du nombre v de Milnor. Nous rappellerons des résultats de B. Teissier et de

R.O. Buchweiss et G.M. Greuel, dans le cas d'une déformation plate centrée.

DÉFINITION 1 1 . 1 . Soit X un germe de courbe réduite plongé dans C , d'anneau

local ^PY \on désignera par :
V

- p* : ÛL <—» % le morphisme de normalisation
"o "o

- m(X ) la multiplicité de X

- r(X ) le nombre de composantes irréductibles de X

- 6(XJ le nombre entier $(XJ = dinu(ÛL / ̂  )o o (L x^ ÂQ

- î o) 1e nombre de Milnor dont la définition généralisée a été donnée par

R.O. BuchweiSS et G.M. Greuel dans [B-G] :

p ( X ) = dinLjoi» / Im d)o d ÂQ
m i »j

où (DY = Ext (^ .n» ) est le module dualisant et le morphisme d est le
\) û?., ^ \

^.0
composé des morphismes suivants :

(p —» îîy —> n !îr, s* n aiy —^ ûiy
XQ "o * ^ * "o "o

"la première flèche étant la dérivation extérieure.

Buchweiss et Greuel montrent la formule :

v ( X ^ ) = 2 6 (X^) -r(X^) + 1

démontrée dans le cas des courkes pla-oeô par Milnor ([Mi] th. 10.5) et dans le cas

des intersections complètes par Giusti ([pip] App. 1).

17
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D E F I N I T I O N 11.2. :

Soit p : X — » U C Œ une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite

X . On dira que p admet une résolution simultanée très faible si le morphisme

de normalisation n : X —^ X vérifie :

TF 1) X est non singulier et p c n est une submersion analytique.

TF 2) pour tout u€U le morphisme induit (X) —* X est la normalisation.

On dira que p admet une résolution faible n ; X —» X si n vérifie TF 1), TF 2)

et:

FA) le morphisme induit par restriction p o n : (n (U)) . —* U est simple, donc

étale.

REMARQUE. :

Si p admet une résolution simultanée très faible nous dirons aussi que X admet

une paramètrisation en famille, c'est à dire que X est l'image réduite du

morphisme
r

n : (Î.O) x 1L((Î,.0) — (Cx^.O)
J=l J

défini par N éléments a, = 2_.(u,t_) e n clu.t.î (1 < i ^.N) :
1 1 J ,_1 t J' "~~

n(u,tp = (u,i^(u,tj),...,î^(u.tj))

et où le morphisme induit pour u=0 est la normalisation de X .

THÉORÈME 1 1 . 3 . : (B. Teissier : CT^ th. 1 et [T^] p. 61) .

Soit p : X—> U c î une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite X

et soit n : X —> X la normalisation alors;

1) p o n est plat et 6 ( (X)^ ) = 6(X^) - ô(X^)

pour tout u e U \ { 0 } assez petit.

2) les conditions suivantes sont équivalentes :

i) p admet une résolution simultanée très faible

ii) ô (X ) = ô ( X ) pour tout u eU assez petit.

18
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-THËORÊME 1 1 . 4 . : (R.O. Buchwei^set G.M. Greuel : [B.G] 3.2 et 4 .1)

Soit p : X —»Ucc une déformation plate centrée d'un germe de courbe

réduite X^. Notons X^ la fibre générique. v (X^) . ô(X^) et r(Xy) ses invariants

au point ueU . Alors si U est assez petit

1) P(XQ) - p(X^) = dim^ H^X^C)

et p(X^) - p(X^) J L Ô ( X Q ) - ô(X^)

pour tout u eU \ {0}

2) les conditions suivantes sont équivalentes :

i) p(X ) est constant pour u e U

ii) ô (X ) et r(X ) sont constants

iii) p admet une résolution simultanée faible

iv) il existe un homéomorphisme de paire entre (B ,X ) et (B ,X ) » pour

tout ueU.

L'invariant 6 d ' u n germe de courbe irréductible se calcule à l ' a i de du semi-
groupe des valuations de l'anneau local. Dans le cas général nous avons la
proposition suivante :

.PROPOSITION 1 1 . 5 . :
Soit XQ un germe de courbe réduite de C et soient C1,...,^ ses composantes

irréductibles alors :
_r_ r-1

<S(XJ = L^C3') + E (C3 ; C^u...^)
0 J=l J=l

où, si I3 désigne l'idéal définissant C3 dans C , on a posé

(C3 -, C^^.-.UC^^) = colongueur (î3 + (I34"1 n ... n I1^)).

PREUVE :

II suffit de démontrer que pour deux germes de courbes réduites C et C^ définies
1 2par I et I on a :

19



6 (C1 U C2) = ô(C1) + ô(C2) + colongueur (iW)

Posons € . = Û?M / I 1 , (P? = Û ? N /I2. ^ , o = ^ N / I^I2;
C1 C\0 C2 r.O C1 U C2 C'^0

de la suite exacte :

0 — C?» / ^nl2 -^ <p., / I1 ® d?., / î2 1^ G).. i i^i2 _ o
C'\0 €^ C^O C^O

cx(h) = (h.h) et @(h,k) = h-k,

et des inclusions :

n^ 9 r^

^ u c2 - ̂  ® ^c2' —— ^ ® ^c2 w ̂ nr?
on déduit que :

6(C1 U C2) = dim Q ,——^ / o , .
(L C1 U C" C1 U C"

= dim. Ç . , ® ^ ? / ^ , ® ^ .
1 C1 C2 C1 C2

+ dim. Q , ® 0 ^ I o. ^
^ C1 C2 C1 U C2

= 6(C1) + <S(C 2 ) + dim. G) i (iW).c r,o

REMARQUE 11.6. :
1 2 1 2(C ;C ) = colongueur (I +1 ) est une façon naïve de définir la mul t ip l i c i t é

d'intersection des germes C et C définis par les idéaux I1 et I2 dans C^

Cette définition a, entre autre,Tinconvénient suivant : si C1. C2. C3 sont

trois germes de courbes (C^C U C3) n'est en général ni inférieur ni supérieur

à (C^C2) + (C^C3).

Voici deux exemples:

20



01 FORMA LIONS 1 01 ISINGl I I1:RI:S

- dans O3, ̂  = Œ{x ,y .z} I1 = (x,y), I2 = (y,z), I3 = (x,z)

(C^C2 U C3) = 1 tandis que (C^C2) = (C^C3) = 1

- dans i\(P^ = î{x.y.z,w} I1 = (x-z,y-w,f)
Œ »0

2 31 = (x,y,g), I = (z,w,h) où f.g,h sont des séries d'ordres supérieurs à
deux,

(C^C2 U C3) = 3 tandis que (C^C2) = (C^C3) = 1.

^ PROPOSITION 1 1 . 7 .
Soit p : X — ' - U e d u n e déformation plate centrée d'une courbe réduite Xo'
On suppose que les r composantes irréductibles X 1 , . . . ^ de X ont pour fibres
en 0 les r composantes irréductibles de X^. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :
( 1 ) ̂ u) est constant
( i i ) pour j = l , . . . , r p(X^) et (X;J ; X^...uX^) sont constants.
PREUVE :
( i i ) => ( i ) grâce au lemme 1.2 et à la proposition 1 1 . 5 . ( i ) =* ( i i ) grâce à
la proposition 1 1 . 5 , la semi-continuité de p(X^) conséquence du théorème 11.4
et la semi-continuité de la colongueur ( X J ; X • 3 + \ i . . . u X r ) .

REMARQUE 1 1 . 8 . :
La condition de la proposition 11.7 n'est pas toujours réalisée dans une
déformation à p constant, voir l'exemple V . l .
Une déformation plate centrée à y constant n'est pas en générale équimultiple.
L'exemple le plus simple est donné par la paramètrisation en famille

'3 f\ s —
(x = t + ut , y = t , z = t ),- voir aussi l'exemple V . l du à J . P . Henry où
X^ est une intersection complète réductible et l'exemple V . 2 où X est de Gorens-
tein et irréductible.
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CHAP. I I I : LES CONDITIONS DE WHITT^EY

Dans ce chapitre, nous allons étudier le critère d'équisingularité donné par
les conditions de Whitney entre la partie lisse de X et son lieu singulier
S i n g ( X ) ; Rappelons tout d'abord la définition de ces conditions dans la
situation qui nous intéresse :

DEFINITION I I I . 1 . :
Soit p : X —^U une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite
X de î ; cette déformation vérifie les conditions de Whitney au point 0

kj
s i , pour toute suite M = ( m , , » " , , ) 6 X-LJcc x C tendant vers 0, telle que la
limite du plan tangent à X en M existe, soit P, et telle que la limite du
vecteur unité m / n n existe, soit ai » on a les propriétés :~ IIîîï^ 11

a ) U c p
b * ) ce c p

DEFINITION I I I . 2 . :
On dit que la déformation p : X —» U vérifie les conditions de Whitney le long
de U au voisinage de 0 - ou les conditions de Whitney strictes en 0 - si les
conditions de Whitney sont satisfaites dans un voisinage de 0 de U.
Nous renvoyons le lecteur à ( [ V ] § 19. [H^] § 3. (Ma^] § 1) pour les définitions
générales des conditions de Whitney (et le fait que ces définitions sont indépen-
dantes du plongement) et à ([^Sp] p . 225) pour Tanalyticité des conditions de Whit-
ney strictes.
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Nous allons montrer maintenant l'analogue, pour les famines de courbes, du théo-

rème "H* constant <=> conditions de Whitney" démontré dans le cas des familles

d'hypersurfaces ([B-Sp] th. 1 1 . 2 . 6 ) et ([T.]).

,THËORÈME II1.3. :

ioit p : X -— U une déformation plate centrée d'un ^erme de courbe réduite X

de Œ ; les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la déformation vérifie les conditions de Whitney le long de U

( i i ) la multiplicité m(X^) et le nombre de Milnor p ( X ) sont constants dans U.
PREUVE :

( i ) ==> ( i i ) : la constance de m(X^) résulte d ' u n théorème de H. Hironaka
([H^] cor. 6 . 2 ) . D'autre part le théorème de Thom-Mather ( [Mao[ Prop. 1 1 . 1 )
montre que, puisque la stratification (UxB - X , X-U,U) vérifie les conditions
de Whitney, la paire (UxB , X ) est topologiquement triviale'au dessus de U : il en
résulte, d'après le théorème 11.4 que p ( X ) est constant.
( i 1 ) => ( i ) : en utilisant le théorème 1 1 . 4 , nous savons que 6 ( X ) et r=r(X )
sont constants. Or ô(X^) constant implique (théorème 1 1 . 3 ) l'existence d'une
paramètrisation en famille : X est l'image directe du morphisme

y*
n : U x JJ. ( ^ . , 0 ) -^l U x ( d ^ . O ) . Notons, pour j = l . . . r . X'3 la composante irré-

ductible de X image de n . : U x ( î . , 0 ) —^ Ux^.O). Comme la multiplicité dej j
X^ est constante, somme des multiplicités de chaque branche, et la multiplicité
étant semi-continue dans une famille paramétrée, on sait que la multiplicité
m] de ̂  est constante » alors» quitte à faire un changement de coordonnées, on
peut choisir Taxe des x^ tangent à X° pour u appartenant à un voisinage de 0 et
écrire n. sous la forme :

m,
^
&,

x^(u.tj) = t^ (1 + uh^(u.tj))
&. m.

x^(u.tj) = tj ^.(tj) + u t^ h^(u,tj)
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pour i=2.....N. s,^ > m .̂, .̂ e î{tj),h^.e Œ{u.t.}

Prenons un point M de X3 - U. de coordonnées (u,x,(u,t.),...,x,,(u.t.)) ; quand

M tend vers 0, la limite du plan tangent à M contient la limite des vecteurs

1 >\» ^M

————— W et iiï î101^^ t] et u tendent vers 0), c'est à dire les•i'?" )
vecteurs (0.1,0,...,0) et (1.0,...,0.0).

La condition a) de Whitney en 0 est donc vérifiée ; pour la condition b ' ) ,

remarquons que-^—(x^(u,tj),... ,x^(u.t.)) tend vers (1.0.....0).

^
Enfin, nous aurions démontré de la même manière les conditions de Whitney en

tout point de U : (i) est donc démontré.

Nous allons maintenant rappeler le résultat correspondant de H. Stutz

( [St] prop. 1 .13 ) ; pour cela donnons une définition : C.(X.O) désigne le

cône formé par les limites en 0 des vecteurs tangents à la partie lisse de X. a

-THEOREME II1.4. (J. Stutz) :

Une déformation plate centrée p : X —- U d'un germe de courbe réduite X vérifie

les conditions de Whitney strictes en 0 si et seulement si dim(C.(X,0))=2.

Le résultat de J. Stutz est plus général ; ici il s'applique directement puisque

nous avons démontré dans la proposition 1 .6 que toute composante irréductible de

X est essentielle.

Donnons à présent un "critère discriminant" pour les conditions de Whitney stric-

tes, en nous limitant au cas des intersections complètes :

-THËOREME I I1 .5

Soit p : X -— U une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite X ,

intersection complète dans î . Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) la déformation p : X —^ U vérifie les conditions de Whitney strictes en 0.

(ii) pour tout paramètre transverse x de X , le lieu discriminant réduit de la

projection de X sur le plan (u,x) est Taxe des u au voisinage de 0.

PREUVE : (i) => (ii).

Quitte à faire un changement de coordonnées dans C supposons que x,=x.

D'après le théorème III.3, v(X^) et m(X^) sont constants dans U et d'après la

démonstration du théorème III.3 ((ii) =» (i)), il existe une paramétrisation

en famille à multiplicité constante de chaque composante X3 de X :

x^(u.tj) = tj J (1 + u h^(u.tj))

x,(u.tj) =t^. ( t j ) .ut^ ^ (u,tj)

pour i = 2,...,N, ,ĵ . > m . et (u,t.) dans un voisinage assez petit de (0,0).

Le plan tangent à X au point M € X*LU de coordonnées (u,x, (u, t_) , . . .x^(u, t . ) )

t.^0 est engendré par les vecteurs (0 ^ 3x,/3t.,...,îx.,/ t.) et
9X- ax., ÇBe.3 ijL^oycW Be-X'^fe ̂  (a^^

(1. ĵ- ,..., j^-}. Le point M appartient au lieu critique CVsi et seulement si

ôx^/9t. = m. t. J (1 + u h^ + t. ^- 3h^/9t.) = 0 ce qui entraînerait t.=0 et
J

x^=x=0. Ainsi Xe1-U ne contient aucun point critique et le discriminant réduit

de la projection de X sur le plan des (u,x) est égal à Taxe des u.

(ii) =^ (i) : Notons ^ I » ' * * > ^ M - I ^es fonctions analytiques au voisinage de 0

définissant X et 5l la restriction à X de la projection îr(u,x,,...,xj = (u,x,)

de î x CN sur C2.

Le lieu critique C est défini par Tidéal

^ ^ • • • - . fN ,) 8(F.,...,F., ,)
J = (^••••^N-T ———-———^ ) où ——i———±1 est le

3(X^». . . ,X^) 9 (x?». . . ,X»i)
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déterminant des dérivées partielles de F^,... • F M . , » par rapport aux coordonnées

x^»...,x^. La projection o étant ffnie on peut définir le lieu discriminant

par le O1^ idéal de Fitting du C{u ,x^} -module de type fini 7ï (£{u,x,.... ,x».}/J).

Puisque C est une intersection complète donc de Cohen Macau1ay,et de dimension 1, le

Qieme ^^ ^ Fitting est principal ([T,] § 3,5) engendré par A(u.x,) . L'hy-
^ "pothèse (ii) entraine alors que A(u,x,) est égal à x- à une unité près.

Les idéaux de Fitting sont stables par changement de base donc pour u=u fixé

assez petit A(u,,x^) engendre le o19"16 idéal de Fitting du î{ ̂ module de type

fini î {x^ , . . . ,x^ }/J^, au voisinage de 0, où J^ = n^(J) est l'image réciproque

de J par l'injection n : x —^(^,x) de i^ dans C x C1^. La multiplicité de

A^ (u ,x^ ) , dans Tanneau principal C{x, } est égal à la colongueur :

col(J^) = dim^ ( î{x^. . . ,x^} /J^) (= A^ d'après (ii)).

D'autre part la formule de Le Diïng Trâng et G.M. Gr&oel pour les intersection com-

plètes ([Lê^] , cor. 3.7.2) donne dans notre cas pour u=u fixé :
a(F, , . . . ,FM ,,x,)

P(X^) + ii(F^...,F^.x^) = co1(F^ , . . . ,F^_^ ——'————r^l—L )
" ^ ( x l î • • • »X|\j)

^ ( F ^ > • • • > F M ,)

•
CO

"
F

••••••
F

"-,^-^
)

 •'.

En raison de la semi-continuité de p on en déduit que p(X ) = p (X ) et

que p(F,, . . . ,F»._,,x,) qui est la multiplicité d'intersection en 0 de X et cie.

Thyperplanx^O est constant et égal à (XQ;x^=0)=m(X )-1 (x, paramètre transverse

à X^). Si on choisit le paramètre x^=x de telle sorte que Thyperplan x,=0 ne

contienne aucune limite de tangentes aux points singuliers de X lorsque u —^0,

Thyperplan x^=0 est transverse à X^ pour tout \^ et (X ;x,=0)=m(X )-1 est

donc constant. H
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REMARQUE II1.6.

L'implication (i) => (ii) du théorème précédent est vraie sans l'hypothèse

restrictive que X soit une intersection complète. La démonstration que nous

donnons de l'implication (ii) => (i) ne se généralise pas car elle utilise le

fait que pour une courbe X intersection complète (ii) implique que le discrimi-

nant de la projection générique est équimultiple ce qui est faux dans le cas

général comme le montre l'exemple V .5 .

Revenons au cas général et comparons 1'équisingularité par les conditions de

Whitney avec la résolution simultanée forte définie par B. Teissier ([Jo],

définition 3 .1 .5 ) :

D E F I N I T I O N I I I . 7 .

p : X —*" U admet une résolution simultanée forte si p admet une résolution si-

multanée faible n : X—^ X (cf. 1 1 . 2 ) et si de plus le morphisme induit par

restriction pon : n~ (U)—- U est simple.

•THEOREME III.8. : (B. Teissier).

Soit p : X — ^ U une déformation plate centrée d'un germe de courbe réduite X

de S ; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p : X—*- U vérifie les conditions de Whitney le long de U.

(ii) p : X — * - U admet une résolution simultanée forte.

PREUVE :

(i) => (ii) :

Par le théorème III.3 nous savons que p(X ) et m(X ) sont constants, et

par le théorème 1 1 . 3 qu'il existe u^erésolut!on simultanée faible ; nous pouvons

écrire au voisinage de 0 :

r ».
n : U x ^1 ((Î,,0)—-U x ((T,0)

J=l 3
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avec nj(u,t.) = (u,x^(u,t,).. . . ,x^(u,t.))

et l'image réciproque de U par n. est définie, au voisinage de 0 par l'idéalj
de Œ{u»t . } engendré par x,(u,t.)>...,x,.(u.t.)-

" «j j
Mais comme la multiplicité est constante, égale a m . » cet idéal n'est autre que

m.
(tp et la restriction de p y n à n'^U) est donc simple

( i i ) = > ( i ) :

est démontré de manière générale par B. Teissier ( [TJ proposition 4).
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CHAP. IV : ÉQUISATURATION

a) Déf ini t ion de la project ion plane génér ique :
N

On considère un germe de courbe réduite X dans (S ,0) ; nous allons commencer

par préciser le cône G( , (X ,0) ensemble des limites des vecteurs sécants à X :

un vecteur ïT appartient à C^(X ,0) s'il existe deux suites de points P et Q de

X tendant vers 0 et une suite \ de nombre complexes telles que

^1im (VTVn-»oo

-PROPOSITION IV . l . :

Si X est singulière, Cr (X ,0) est la réunion d'un nombre fini de 2-plans,

chacun d'eux passant par une tangente à X .

PREUVE :

II suffit d'étudier les limites dans H»1^) des directions de droites

(M. (t(s)),M. ( t ' (s ) ) ) lorsque s tend vers zéro, pour tous les germes de fonctions
"l "2

analytiques t(s) et f (s) de (C,0) vers (C,0) tels que M^ ( t (s)) / M^ ( f (s) ) ,

M ; ((^o) —- Xk étant une paramètrisation de la k-ième branche de X^.

k, ^
Si X et X ont des tangentes distinctes on obtient ainsi toutes les directions

0 0 / k k
1 2du 2-plan défini par ces tangentes ; nous supposons donc que X^ et X^ ont pour

tangente commune l 'axe des x,. Notons n le ppcm des multiplicités des branches
k k

X 1 et X 2 qui admettent des paramétrisations de la forme :o o '

^(t) = t" x^ ( t ' ) = f"

x.(t) = z a , t1 x . ( t ' ) = E bj ^ f1
3 i > n J î J i > n J î

pour j=2,...,N.
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Supposons v ( t ' ) ^_v ( t ) , v désignant la valuation naturelle de (i:{s).

Notons :a(s) =(t(s))" - ( t ' î s ) ) " , ^.(s) = X j ( t (s ) ) - x^ ( f (s ) )

pour j=2,...,N, et posons ç= lim t^ , v^ = v( t (s) ) , v^=v( t (s ) -c f (s ) ) .

La limite de la direction sécante (a(s) ,y^(s) . . . . ,y^(s)) est Taxe des x, dans

les deux cas suivants, où

v^+(n-l)v = v(a) < v (v . ) pour j=2,... ,N :

1) lorsque c" ^ 1

2) lorsque e" = 1 et, pour tout j=2,.. . ,N et i > n

Ei ^,1 - "j.i ~- ° -

II reste à étudier le cas où e" = 1 et où

k = inf {i / 3j b. . f c a. _ } est un entier fini. Remarquons alors que
J î * J ï '

v(âj^- t1 - b .̂ t ' 1 ) > v(a) lorsque i < k, v(a^. t1 - b.^. t 1 1 ) > iv^ > kv^

lorsque i > k et enfin que v (a . . tk - b. . t^) = kv lorsque
J » K J » K 0

^k^j.k-

Notons 7 = (0.^ a^^ - b^,..., ck a^^ - b^) et ^=(1,0.... .0) ;

il résulte du calcul précédent que la direction (a(s) ,)(?(s),. . . ,v.,(s))

admet pour limite la direction suivante :

- l 'axe des x, si vfo^ < kv1 v / o

- la direction deTs i v(a) > kv

- la direction du vecteur T+ AÏ, si v(a) = kv et si

lim ^ , = À .
t ' tsF

Quel que soit À e O -{0}, on peut trouver t(s) et t ' ( s ) tels que

30



DEFORMATIONS ÉQUISINGULIÈRES

v^=v( t -e: f )=(k-(n- l ) )vQ et a (s ) ^ U^s)1^

L'ensemble des limites de sécantes obtenues pour e fixé (tel que e^l) est donc

l'ensemble des directions de droites du plan engendré par l 'axe des x, et le

vecteur v. ffl

NSoit ^1a grassmannienne des (N-2)-p1ans de C ; pour He"^ notons n.j la projec-

tion linéaire parallèlement à H sur un 2-plan transverse ; lorsque 0€C^ est

isolé dans HnX^, la restriction de î  à X est finie et n«j(X ) est un germe

de courbe plane.

^PROPOSITION I V . 2 . ;

Soit ^ l'ouvert dense de Zariski de ^ensemble des (N-2)-p1ans de i^ ne conte-

nant aucune limite de sécantes à X (c 'est à dire transverses à C(X ,0)) ;

a) Pour H e î î , 0 est isolé dans HnX^, n^(X^) est réduite et à type topologique

constant (on note p. le nombre de Milnor constant)

b) Pour H^n , l'une des assertions suivantes est vérifiée :

- 0 n'est pas isolé dans H n X

- 0 est isolé dans HnX^ et ^(X^) n'est pas réduite.

- 0 est isolé dans Hnx^, ^(X^) est réduite et son nombre de Mil-

nor est strictement plus grand que p ' .

PREUVE :

Soit W l'ouvert de ^ formé par les (N-2) -p1ans de d^. H, tels que Oei^ soit

isolé dans HnX ; si les formes linéaires x=a,x, +... a.,x», et

y=b^ +...+ b^ x^ sont indépendantes, on note H. le (N-2)-p1an d'équations

x=y=0 pour d = ( a , b ) € ( C ; et on note W l'ouvert de Œ^ défini par la condition :

d e w " si H ^ e W . Soit l̂  : ̂  -^ Œ2 la projection linéaire l^(x^... ,x.)=(x,y)

parallèlement à H^ ; si d é W , la restriction de n. à X est finie, et on note
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n , ( X ) son image, définie par le o18"16 idéal de Fitting du (L{x,y}-module

n^ (̂  ). Cet idéal est principal ([Tj § 3.5) et définit ensemblistement l ' image

de ^^d par "d9 vd étant un voisinage assez petit de 0 dans S^

Considérons le morphisme n : £ x S -— £ x £ dont tes fibres sont les

projections llj :

n(x^ , . . . , x^ ;d ) = (n^(xp. . . ,x^) ;d) •

La restriction de n à X^xW est finie en (0,dJ dès que d.eW ; l 'anneau local

0= ^ ^, ,Q ^ étant de Cohen Macaulay de dimension 2N+1, le o191119 idéal de

Fitting de n^(^) qui définit l ' image n(X xW, (0 ,d ) ) de ce germe est principal.

Le morphisme G : r^X^' ,(0,d)) —^ (^' ,d) est donc une déformation plate de

sa fibre au dessus de _d. G" (d) ^ -^,^(x ) •

Soit M. : ((T,0) —^ X^ la normalisation de la ^eme branche de X^K O o

M^(t^) = (x^ ( t ^ ) , . . . , x^ ( t ^ ) ) ; la déformation plate G admet une paramètrisation

en famille x(t^)=a^(t^)+.. .a^(t^), y(t^) = b^(t^)+. .+b^(t^).

PREUVE de a) : lorsque H , ne contient aucune limite de sécantes à X ,

pour tout d voisin de d, n^ : X^ - {0} -— G'^d) - {0} est un isomorphisme,

et donc G est une déformation plate centrée à ô ( G ~ (d))-constant et

^G'^d)) = r(X^)-constant ; donc à ^(G'^d)) constant (théorème 1 1 . 4 ) .

PREUVE de b) : nous supposons que H^ contient une limite de sécantes à X ,

que 0 est isolé dans H^nX^ et que n^(X^) est réduite , G est une déformation

plate de la courbe plane G" (d), et pour une suite d de points tendant vers d,

il existe une sécante P Q à X ;

^ si "d ^^ = "d ^n^ est distinct de O » ^^n) a en ce ̂ nt une singularité

et par conséquent ^(G'^d ),0) < ptG'^d^O) ;
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g ) si n^ (P^) = n^ (Q^) = 0, le nombre de branches de G~ (d ) en 0 est strictement

supérieur à r(G (dj) = r (X ) et on arrive à la même conclusion qu'en a)

pour les nombres de Milnor.

Dans les deux cas, ^G^d^O) > ^(G'^d^O) ^ ^ i . la dernière inégalité provenant

de la semi-continuité du nombre de Milnor.B

D É F I N I T I O N IV.3 . :

On appelle projection plane générique de X le germe de courbe plane

XQ = n^(X^), H en , défini à équivalence topologique près.

Nous montrons dans l'appendice VI que ^y^^v" où ^v désigne le saturé de l'anneau
"o ^ •

du germe de courbe Y ; et que, si Y, et Y/, sont des courbes planes, âL {%; âL
- - 1 '2

si et seulement si Y, et Yp sont topologiquement équivalentes. Il en résulte

que la projection plane générique de X^ est un invariant analytique de X .

b) Déf in i t ion et semi cont inui té de l ' i n v a r i a n t j i (X ) :

DEFINITION IV.4. :

Soient : X un germe de courbe réduite dans (î ,0), X ' sa projection plane géné-

rique, ÔQ = < S ( X Q ) , PQ = P (XQ) , <So=5(XQ) et (SQ= <S(XQ) leurs invariants respectifs ;

on pose :

^o) = ^ - ^ ~-\ (V^o)

REMARQUE IV.5.

<SQ et <SQ sont des invariants analytiques de X (d'après les remarques précédentes

en ce qui concerne ô^) donc également ^ (X^ ) . ^ (X ) possède également la propriété

évidente suivante : jl(X^) = 0 si et seulement si X est isomorphe à une courbe

plane (car ji(X^) = dim (?» /<ÎL,).
o o

Montrons maintenant que l'invariant a est semi-continu supérieurement :
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— PROPOSITION I V . 6 . :

Soit p : X —^ U une déformation plate d'un germe de courbe réduite X
o*

On note ^(X ) = z ^(X,,,x).
u xe5ing(X^) u

Alors A ( X ^ ) iJl(X^). Plus précisément, si Sing(X^) = {y^...,y^} et n^An^y^

pour i = l,...,k, où n^ : X^ -^ X^ est une projection plane générique et

X, = n^(X^) , on a :

1 k

^(X^) - ^)2^- .2: n^n^.-l).

PREUVE :

Soit n^ : XQ —^ X^ une projection générique ; le (N-2)-p1an H^ de ^ est trans-

verse à XQ et donc n = n^ x Id : X -^ Œ x G2 est une projection finie dont l'i-

mage n(X) = X ' définie par le 0-jième idéal de Fitting de n ((p») est réduite,
X A

et le morphisme p' : X'—^ Œ est une déformation plate de X ' .

Soit n : X —»-X la normalisation de X. Le morphisme non : X — ^ X ' est aussi

la normalisation de X " . Soit (X) la fibre au dessus de 0 du morphisme

"p=pon=p'oTTon : X — C ; d'après le théorème de B. Teissier ([TJ p. 6 1 ) , on a :

5(00o) = 6 - z 6 ( X x)
0 x € S i n g ( X ^ ) u

= ^ " z ^u^)y^S ing (X^ ) u

En notant Sing(X^) = {y^... ,y^} , n^(y^) = {x^p....x^^

on a : (X^y , )=^^^X^^^oùX^^^n^^^ . ) .

Donc si on remarque que S ing(X^)D n,(Sing X ) :

^W J;6^-^ i^^^u'^)
i6(X,,^)>^ 6(X^^j)4 n^(^.-l)
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En reportant on obtient :

&(XJ = 6 - 6 - Z ô(X^y) - E <S(X .X)
0 ° ° yeS ing (X^ ) u X € S 1 n g ( X ^ ) u

1 k

^)2 , z ^(VXu^)) - ^XL,^)'] + ? .E "i ("i-1)

Et, puisque 5 ( n , ( X ,x)) est au moins égal au 6 de la projection générique du germe

(X,.x) =

^ ( X o ) 2 n\)+^ .z ^("i-1) »
- COROLLAIRE IV.7. :

fc
Soit p : X — » " Œ une déformation plate d'une courbe réduite X et

n. : X —^ X ' une projection générique tell es que pour u^O, X soit lisse,

et X ' n'ait que des points doubles ordinaires. Le nombre de ces points doubles ne

dépend que de X et est égal à ^ (X ).

PREUVE :

II résulte de la démonstration de IV.6 que l'égalitç
k ,

^(X^) = A(X, . ) + z 7 n _ ( n - - l ) équivaut aux conditions suivantes :
0 U ' _ i — I I

1) - ( X ' , - ;X ' , .,) = 1 pour j^ j " , ce qui entraîne dans le cas où n. > 1
U , ïfJ U , 1 , j 1

-que y. ^n. (Sing(X )) et que le germe (X ' , y . ) est formé de n. branches lisses à

tangentes distinctes.

2) - Si x € S i n g ( X ^ ) et y = n^Q<), ô(n^(X^),y) = 6 ' ( X ^ , x ) c'est à dire que la

projection n, est générique pour le germe de X en x.

3) - Si x^S ing (X^ ) et n^(x) = y, n^(X^,x) est lisse en y.

Ces trois conditions sont satisfaites sous les conditions du corollaire avec

n.=2, Jl(X )=0 donc :

^o) = .s ^•("T"1) = k -
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c) Équîsatura t ion .

DEFINITION IV..8. ;

Une déformation, plate centrée p : 'X—>U d''un germe de courbe plane réduite X

est dite ésuisaturée en 0 si %, ^ %, au voisinage de 0.
-Sj' ^

,-THÉORÈME IV.8, :

Soit p : X —»U une déformation plate centrée d'un germe de courbe plane X

Les conditions suivantes sont équivalentes : .

(i) La déformation plate p est équisaturéç en 0

(ii) Les entiers p(X^,0) et A(X^,0) sont constants dans un voisinage de u=0.

(iii) II existe un ouvert dense ^ de ^tel que si H . e î î p' : n . (X)—U est,

au voisinage de u=0, une famille équisingulière de courbes planes.

PREUVE :

(i) => (il) Soit X^ une projection générique de (X^,0) . Il résulte de l 'appendice

que ̂  % ^. donc ^.%^., et que X^ et X^ sont topologiquement équivalentes.

Donc p ( X ^ , 0 ) = v ( X ^ , 0 ) est constant. Comme p (X^O) ^ p ( X y , 0 ) + A ( X ^ O ) .

( i i ) résulte alors de la semi continuité de p ( X ) et dç j i (X ) ( I V . 6 ) .

(il) => (iii) Soit ^Q^^ l 'ouvert des directions de projections pîanes génériques

de X^. Si H^ç^o, n^(X) est une déformation ptatç de X. ^ n . (X ) et on a :

^o = ̂  ̂  ^W) ^ ̂  - ^o

II en résulte que v (n^ (X^) ) = p^ est constant donc que n^(X) est une famille équi-

singulière de courbes planes.

(iii) => (i) Soit çi^ l 'ouvert des directions de projections génériques de (X ,0)

Si H^ç^n^ ^ ( n ^u ̂  ^ est une suite tendant vers zéro on a, pour n assez

grand. :
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v ( n , ( X )) = C^VXo)) = Pc d'après (u1),
n

D'autre part p' = p ( X ' , 0 ) est semi continu supérieurement donc :

^ '-"o3 ^"d^u )) ^u et ^ ^on n n n

II en résulte que p' = ^(^(X,,)) pour u voisin de u^O, donc que n . ( X ) = X '

est une projection générique et n.(X) une famille équisinguliêre de courbes planes ;

Ainsi :

S, % î / v ^^«^Y et p est équi saturée en 0. ®
"u WV ^o "o

COROLLAIRE IV.9. :

Si p : X—^ U est une déformation plate centrée équisaturée en 0, elle satisfait

aux conditions de Whitney le long de U au voisinage de 0.

PREUVE :

D'après IV.8 si p est équisaturé p ( X ) est constant dans U. D'autre part la multi-

plicité m(X ) de la courbe X en 0 est égale à celle de l'anneau saturé S^ d'aprèsu u x^

l'appendice (th. V I . 2 .1 ) Rem. 2).

Donc m(X ) est constant dans U et les conditions de Whitney résultent du théorème

I I I .3 . m

Signalons encore le résultat suivant de J. Stutz ({SÇ1 Proposition 3 .14) :

^.THÉORÈME IV.10 (J. Stutz) :

La déformation p : X — - U est équisaturée en 0 si et seulement si d im(C^(X,0))=2

et d im(C^(X,0))=3.

d) Cas des germes de courbes g a u c h e s in te rsec t ions comp lè tes dans î .

Dans ce cas particulier, on peut préciser l'interprétation de l'invariant Ji(X )

comme nombre de points doubles de la projection générique d'une déformation lisse

de X et le calculer comme colongueurd'un idéal.
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PROPOSITION IV.11 :

Soient X une courbe d'intersection complète de C , d une direction de C telle que
la projection n . ( X ) de X parallèlement à d sur un plan transverse soit à singu-

larité isolée ,

a ) il existe une déformation p : X —*-U de X ( X c u x Œ ) telle que, pour u
non nul assez petitJa fibre générique X soit lisse et n , ( X ) n ' a i t que des points
doubles ordinaires.

b) le nombre i. de ces points doubles est <s(n^(X ) ) - ^X^).

PREUVE :
Dans le cas où n , est générique, on retrouve le résultat du corollaire I V . 7 . Dans
le cas d'une direction de projection quelconque, l'assertion b ) se démontre de la
même façon.
Nous démontrons donc seulement la partie a ) .
On suppose que ( x , y , z ) est un système linéaire de coordonnées tel que d soit
la direction de l'axe de z (et J L j ( x , y , z ) = ( x , y ) ) .
Notons f ( x , y , z ) = 0 et g ( x , y , z ) = 0 des équations de X et
y = inf { v ( f ( 0 , 0 , z ) ) ; v ( g ( 0 , 0 , z ) ) } ( v désignant la valuation naturelle de C { z } )
et définissons :

y-1
F ( x , y , z , a , b ) = f ( x , y , z ) + z a_ z1

i=0 ^
Y-1

G ( x , y , z , a , b ) = g ( x . y , z ) + z b . z1
i=0 ^

a = ( a ^ , a ^ , . . . , a ^ ) et b = ( b ^ b ^ , . . . , b ^ ) .

Le sous espace X de Aî^ défini par F ( x , y , z , a , b ) = G ( x , y , z , a , b ) = 0 est lisse
de dimension 2y+l et admet comme système de coordonnées
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(x,y,z,a,,... ,a^ , ,b, y . . . »by , ) . Notons $ la restriction à X de la projection

de C3 x C^ sur C2 x C2^ : $(x,y,z,a,b) = (x,y,a,b).

Un calcul facile montre que le germe de $ en 0 est infinitésimalement stable,

donc stable. On en déduit ( [Fla ]̂ et [Bo] th.2.6) que

z = {MeX/dim(Ker T«$) ^ 1} est un sous espace de codimension au moins égale

à 2 ; prenons maintenant un point P de $(X) - $(z ) et notons < "̂ (p)={M-, . . . ,M.) ;

la stabilité de $. implique que les images des espaces tangents à X en M,,...,M.

par l'application tangente à Ç sont en position générale dans Tp(î x î ' ) :

codim(T^ <Ê (T^ X)n... n T^ $ (T^ X) ) = k

(pour P assez voisin de 0). •

II en résulte que l'ensemble Z des points du lieu singulier Sing $(X)

de $(X) ou $(X) n'est pas isomorphe à l'union de deux sous variétés transverses

est de codimension au moins égale à 2 dans $(X).

Notons p la restriction à Sing(^>(X)) de la projection de î xî ^ sur Œ Y , p

est finie par hypothèse. D'après le théorème de Bertini-Sard ( [T-] page 591),
2vl'image du lieu critique de p est un sous espace strict S de Œ • ; donc pour tout

u ^ Œ Y - S - p(Z), IL(X ) = ^ ( X ) n î x {u} n'a comme singularité que des points

doubles ordinaires. Bl

.PROPOSITION IV.12 :

Soit X une courbe intersection complète de Œ définie par les équations

f(x,y,z) = g(x,y,z) = 0 ; on suppose que la direction d de l 'axe des z est telle

que la projection n . ( X ) parallèlement à d de X est à singularité isolée.

Alors :

. f(x,y,z?) - f(x,y,z,) g(x,y,z?) - g(x,y,z,)) v
2^ = e(f(x,y,z^g(x,y.z^), —————'———————L— ,—————z———————l—)

l̂ l̂
multiplicité calculée dans S{x;»y,z,,z?}.
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Soit p : X —»U une déformation de X fournie par la proposition IV .11 ,

X c c x C étant défini par les équations F(u,x,y,z)=G(u,x,y,z)=0 (au voisi-

nage de 0). Notons J l'idéal de S{u,x,y,z,,z^} engendré par les fonctions

, ,, F(u,x,y,z^)-F(u.x,y.z,) G(u.x,y.z.)-G(u.x.y,z,)»
(F(u,x,y,z^), G(u,x,y,z^), ——————-———————J-, ——————â———————1/;

z^ z^

J définit un germe d'espace analytique K fini sur Œ x {0} par la projection

canonique p'. Soit P = (^V2!^^^ un point de 1a fibre ^ = P 1 " 1 ^ )

où u est fixé non nul assez petit. Nous ne pouvons avoir z-i n = ZQ ni •> u L »'-'
car sinon, en posant ^l.O^O1 ^"^o^o^ = ^"'Wo^ =

Fz (u îxo ï yo l zo ) = ^"^o^o^ = ° et 1a fibre ^ aurait au P01^ (xo ï yo t zo )

une tangente parallèle à Taxe des z ; sa projection aurait alors au point

(x^y^) une composante irréductible singulière ce qui est impossible par

hypothèse. Par conséquent z^ Q ^ z^ Q ̂  au voisinage de P, l'idéal J est

engendré par les fonctions (F(u,x,y.z^), G(u.x,y.z^), F(u,x,y.z^,), G(u.x,y,z^)) ;

de plus, puisque le point (x^y^) est un point double ordinaire de la projection

de X^, Tes tangentes à X^ en (x^y^z^) et (x^v^z^) ne sont pas dans

un même plan parallèle à Taxe des z ; il en résulte que les plans tangents

aux quatre hypersurfaces F(u,x,y.z^) = F(u,x,y,z^) = G(u,x,y,z,) = G(u,x,y,z?)=0
A

au point P de î sont transverses et la multiplicité de J en P est égale

à 1.

Au dessus d'un point double (x^y^) de n^(X^) se trouvent exactement deux

points (XO,VO,Z^Q) et (\^o^^) de X^. donc deux points

(VVo'^O^o) et (V^o^O12!^ de ^ ;

on a donc e(J^) = e(J^) - z êp(J^) = 2^
p e K ^

puisque K est une intersection complète.

40



CHAP. V : EXEMPLES

Avant de donner la liste des exemples, nous allons rappeler sans démonstration

une série de résultats qui nous ont été très utiles dans nos calculs.

A. Déformat ion de la paramêtr isat ion d ' une branche :

Nous avons vu (théorème 1 1 . 3 ) le résultat de B. Teissier sur la paramêtrisation

en famille ; dans le cas irréductible, R.O. Buchweiss nous en a communiqué la

forme suivante :

soient (pi(u,t),... ,p».(u»t)) N fonctions analytiques au voisinage de 0 dans

o
t , s'annulant en 0, S = Œ {p,(u,t),... »pju(u,t)}c î{u,t} , et

S = Œ{p i (0 , t ) , . . . ,p». (0»t ) }cŒ {t} ; on suppose que S est l'algèbre locale

d'une courbe réduite, c'est à dire que 6 = dim^(î{t}/S ) est fini. Les propositions

suivantes sont équivalentes.

(i) le morphisme canonique de S/uS dans S est un isomorphisme.

(ii) le morphisme canonique de S/uS dans S{t} est injectif.

(iii) le î{u} -module Œ{u,t}/S est libre.

p
Lorsque ces conditions sont satisfaites, l'image de î par le morphisme

2 N(p,,...,p.J : î —»î est un germe de surface X d'algèbre <?„ = S ; X est une

déformation plate et à "6-constant" de sa fibre X d'algèbre Û» = S .
o

B. Carac té r i sa t ion des branches i r réduct ib les Gorenstein.

Etant donnés un germe de courbe irréductible X , 0^, c~t> ^v = î{t} sa normalisation.
o o

on note r(X ) son semi groupe, c'est à dire le semi groupe des valuations des
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éléments de ^ dans C{t} ; il existe un plus petit entier c(X ) (le "conduc-

teur") tel que c(X^)+ IN c r(X^) et 6(X^) = dim^ /^ ) = #(IN-r(XQ)).
o o

Nous dirons que X^ est Gorenstein si, pour tout paramètre x de l'anneau local

(Py , Tannulateur de l'idéal maximal de ffy / x^L est un C-espace vectoriel
o ^ "o

de dimension 1. Pour d'autres définitions équivalentes,' voir Kunz [K] ; dans ce

même article Kunz démontre l'équivalence des propositions :

(i) X est Gorenstein

(ii) Le semi groupe r(X^)c 2 est symétrique : n er (X )^=>c-l-n ^r (X )

(ni) c(X^) = 2ô (X^ ) .

On sait bien que si X^ est intersection complète, X est Gorenstein.

D'autre part, d'après J.P. Serre ([Se] Prop.5) les notions "fiorenstein" et

"intersection complète" sont équivalentes pour les courbes X dans Œ3 .

C . Ca rac té r i sa t i on des b ranches m o n o m i a l e s in tersec t ions comp lè tes .
a< art a »[

Si on s'occupe des branches monomiales : Oy = Œ{t , t a . . . , t } c'est à
"o

dire quasi homogène (voir par exemple Pinkham p*] et Buchweiss [Bu] ), on dis-

pose d'un critère réccursif pour déterminer les intersections complètes, donné

par C. Delorme dans [b] ; un semi-groupe r engendré par un système minimal de

•générateurs (a?...,a^) est d'intersection complète si et seulement si il

existe une partition de (a^ . . .a^) en deux parties (b,...b ) et (c,,...,c,. )

telle que :

a) (bp...,bp) = 3(b^,. . . ,bp) où (bp...,bp) sont premiers entre eux et engendrent

un semi groupe r' d'intersection complète.

b) (^"••^-p) = Ï(cp•••>cj^ l .p) où (Cp...,cj;j_ ) sont premiers entre eux et

engendrent un semi groupe r" d'intersection complète.

c) 3 et y sont premiers entre eux, Ber" ,^er ' , e ^{Cp... ,c(^ } et

Ï ^bp...,bp}.
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Ce critère peut également servir dans le cas où la branche X n'est pas monomiale,
p

mais où la courbe monomiale X associée au semi groupe r de X est intersection

complète ; en effet X est déformation de la courbe monomiale X^ ([T^] théo-

rème 1.3) et est donc elle aussi intersection complète.

D. Ca lcu l du nombre de Mi lnor dans Ijî^ cQ3 intersect ions complè tes

quas i -homogènes .

Cette formule, d'abord donnée par M. Giusti dans un cas particulier ([Gi,] )

puis généralisée par Greuel et Hamm au cas des intersections complètes quasi

homogènes de dimension quelconque ([G-lT| ) est la suivante, pour les courbes :

soient (w^, . . . ,w^) les poids des variables (Xp.. . ,x^), et (di , . . . ,d»,,) les

poids des polynômes quasi homogènes (f i , . . . . f^_i) définissant X ; on a :

^) = l +-±^——M[-(d^+...^^) - (w^...+w^)]
w^ w ^ . . . w ^

EXEMPLE V.l. (J.P. G. Henry) :

où p est constant, la multiplicité m varie» avec X intersection complète.

On définit dans Œ x î la surface X par les deux équations :

uz + xy = 0

z6 + y10 + x15 = 0

X est une intersection complète, donc déformation plate de sa fibre X définie

par les deux équations xy = 0 et z6 + y10 + x15 = 0 dans C3.

Pour tout u fixé, la fibre X est quasi homogène : on accorde à (x,y,z) les

poids respectifs (2,3,5) et les équations sont alors de degré 5 et 30 ; donc,

d'après D, le nombre de Milnor p(X ) est constant égal à 126.

Pour u = 0, X a 5 composantes irréductibles :
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( x = 0 x = 0 ( y = 0 ( y = 0 y = 0

iz^iy^O z^iy^O 1 z^x^O 1 z^jx^O z^x^O

et sa multiplicité est égale à 12.

Pour u^O, X est isomorphe à une courbe plane (contenue dans z = - x^) ; X
u u

a 5 composantes irréductibles isomorphes à des cusps (qui ont pour

équations z = - •xy et y - e .̂ x3 = 0 où e .̂ pour i = 1,2. . .5 parcourt les 5

racines de l'équation : £^4- ^y+'j. •=. o ^ .
y?

Donc X^ est de multiplicité 10.

Décrivons plus précisément Tune des composantes irréductibles de X par exemple

X3 image directe de l'application ^: (Î^O) —»- (Œ x Œ3^)

définie par :

^>(t.u) = [u,x(t,u) = -t2, y(t,u) = ue(u)t3, z(t,u) = $(u) t5]

où e(u) est la racine de Inéquation e6 + u10 e10 - 1 qui vaut 1 pour u=0

(donnée par le théorème des fonctions implicites).

L'idéal premier définissant X3 est le noyau de ^ : (l:{x,y,z,u} —» C{t,u} dont

un système de générateur est :

'Î ? 0 ? o ? 0 C; 9 A
I- = (xy+uz^v + u" ^ x'', z^- + @- x0^ zy,- ue- x')

un constate que la fibre en 0 de X3, (X3) est définie dans (C^O) par T idéal
o

non réduit »

IQ = (xy. y2, z2 + x^zy) = (y^+x^n (x^z)

et (X 1^ a une composante immergée à l'origine. Il ne pouvait en être autrement

d'après la proposition 11 .7 .

EXEMPLE V .2 . :

où y est constant, la multiplicité m varie, avec X irréductible, ûorenstein.

On se donne la sous algèbre S de tt{u,t} engendrée par :
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(x^( t .u ) = t6 + ut5, x^( t ,u ) = t10, x^t.u) = t11. x^t^^-ut13, x^t.u^t15).

Pour u=0. l 'algèbre S^ = C{t6 , t10, t11, t14, t15} c î{t} est monomiale, de

semi groupe r ( X ) :

——x————————x——————x——x—x———x x x x x___x x x x
0 6 10 11 12 14 15 16 17 18 20

Ce semi-groupe est symétrique, c = 2ô(X^) = 20, et donc X^ est une branche Gorens>

tein dans I5 (d'après B.)

Pour u fixé non nul, l'algèbre S^ = au^ut^t10.!11,!14^13^15^ t{t}

a pour semi groupe de valuations :

——x———————x———————x——x——x——x____y. x y. y. x x x x
0 5 10 11 12 13 15 16 17 18 20

On a encore c = 26(X^) = 20. Par conséquent, d'après A. , la surface X de C^C

d'algèbre S est une déformation plate de sa fibre X ^ '^ô constante

D'autre part la multiplicité de X^est 6 et celle de X pour u^O est 5.

EXEMPLE V.3. :

où le semi groupe r est constant, où il n'y a pas équisaturation, avec X
o

irréductible intersection complète.

Soit S = SU4,!6 + ut7, t9} c Œ{u,t} ; pour tout u fixé, l'algèbre

S^ = 0{t ,t + ut , t } c î{t} a pour semi groupe de valuations :

———X——————————X————X————X X X_____K X X X M__________________
0 4 6 8 9 10 12 13

Ce semi groupe r est constant, c = 26 = 12 ; et donc, d'après A, la surface X

de a xî d'algèbre S est une déformation à semi-groupe constant de sa fibre

X^ d'algèbre S^ = CU4^6,!9} c tt{t} qui est une intersection complète.

Par ailleurs l'algèbre Ï^ saturée de S^ est (Kt4,!6,!9^11} , alors que, pour

u/0, l'algèbre ̂  saturée de S^ est (Kt4,!6^7,!9} . Autrement dit (théorème IV.8).
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la famine des projections planes génériques (X = t4? Y = t6 + ut7 +Àt 9 ) n'est pas

équisingulière (pour u=0 la courbe a deux paires de Puiseux (2,3) et (2,9) tandis

que pour u^O les deux paires de Puiseux sont (2,3) et (2,7^. Il n'y a donc

pas équisaturation.

EXEMPLE V.4. :

où il y a équisaturation, où le semi groupe n'est pas constant, avec X irréduc-

tible, Gorenstein.

S - t^t11, t16 + u t14, t21 - ut19, t23, t28} C d{u,t}

Pour u = 0, le semi-groupe des valuations de S c I{t} est :

-x——x——x-
0 9 11 16 18 10 Z1 Î17S 25 27 28 29 30 31 32 33 34 36

S est Gorenstein avec c = 26 = 36.
Pour u fixé non n u l , le semi-groupe des valuations de S C Œ { f } est :

0 9 11 14 18 19 20 22 23 25 27 28 29 30 31 32 33 34 36

S est encore ̂ orenstein avec c = 2<5 = 36, mais le semi groupe n'est pas le
même que pour u=0.
D'autre part, puisque 9 et 11 sont premiers entre eux, S et $ ont même saturé
que î { t 9 , ! } c î{t} et il y a donc équisaturation.

REMARQUE :
Si on n'exige pas X Gorenstein, on a des exemples beaucoup plus simples
avec équisaturation et semi-groupe non constant :
S = C { t 5 , ! 6 , t8+ut7} C ( î { u , t } .

EXEMPLE V . 5 . :
où les conditions de Whitney sont satisfaites, mais où le discriminant de la
projection sur un plan générique passant par l'a x e des u n'est pas équimultiple.
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On considère la. sous algèbre S = ({t^+ut7,!11,!13 + î t14}

de C { u , t } ; pour u = 0, Ŝ  = ÎU4,!6,!11^13} est l'algèbre de la courbe
Aquasi homogène de (î d'équations :

œ -x y = zœ-x = yœ-x z = xoi-yz = z - x y =•• y - x = 0
Son nombre de Milnor est p ( X ) = 2ô(X ) = 12.
On note 1 l'idéal de C { x , y , z , a)} définissant X , J l'idéal définissant dans Xo o
le lieu critique de la projection de X sur Taxe des x ; J est engendré
par les mineurs 3 x 3 de la matrice :

-x5 0 œ -z -x4 2y \
0 a "x 2 -y 2z 0 |

2o» z y x 0 0 /

On trouve que J est l'idéal de S engendré par les monômes t21, t23, t28» t30

et que la colongueur de J dans Ŝ  est égale à A - 18. C'est la multiplicité
du discriminant de la projection de X sur l'a x e des x î on constate que
AQ > v ( X ^ ) + m ( X Q ) - l = 15.

Pour u^O on a encore p ( X ^ ) = 12. Et on trouve que la multiplicité du discrimi-
nant de la projection de X^ sur Taxe des x est A = A^ = u(X )+m(X )-1
S est Talgèbre d'une surface X de C^C déformation plate de sa fibre,
( X - U , U ) vérifie les conditions de Whitney (puisque \i et m sont constants)
et le discriminant de la projection de X sur le plan des variables ( u , x ) n'est
pas principal ( i l a une composante immergée en 0) bien que -le lieu discriminant
réduit soit identique à Taxe des u .

REMARQUES : R . O . Buchweiss nous a indiqué un autre exemple avec en plus X
Gorenstein : S = C { t 6 . t8 + 2ut9. t10 + ut11, t17. t19 + j" t21} .
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Ici v+m-1 = 27 est constant, et la multiplicité du discriminant de la

projection générique est 33 pour u=0 et 27 pour u/0 (car S est alors intersec-

tion complète).

Dans tous les exemples de courbes monomiales X de C xst3, y=t , z=t° a < b < c

que nous avons calculés no^s avons trouve ;

A O = P ( X ^ ) +m(X^ ) - 1. ...

EXEMPLE V.6. :

où la strate à p-constant n'est pas lisse, avec X irréductible dans C .

Nous allons voir que dans l'exemple le plus simple possible de branche irréduc-

tible non intersection complète de C3 (d'algèbre S = C{t3, t4, t5} ), la

strate à p-constant dans ta déformation mini-verselle n'est pas lisse.

M. Schaps a montré ([Se] Théorème 1 ) , qu'une courbe réduite X de C est

déterminanti elle et que la base de sa déformation mim'verselle est lisse ;
o A c

elle donne l'exemple de la courbe X d'algèbre S = C{t ,t ,t } et montre

que sa déformation mim'verselle est donnée par la restriction à ZcC xC de

la projection canonique de C x(C sur C , Z étant défini par l'annulation des

mineurs d'ordre 2 de la matrice :

z x2 + x T, + T? \

R = I y z + x T . + T . j3 " '4

x Y + Tr

Soit X dC x î une déformation à un paramètre à p-constant de X -déformation
à priori non centrée - et qu'on suppose non triviale.
Puisqu'ici une déformation de X à semi-groupe constant est triviale, pour u
fixé non nul l'algèbre S de la fibre X en son point singulier est isomorphe
à CU2,!5} .
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Par définition de la déformation mini-verselle, il existe un carré cartésien

x —t-, z

c—^ c5

(et l'application linéaire tangente au changement de base fr est unique).

En composant $ et la paramètrisation en famille de X, n : C2——>X,

nous obtenons :

x(t,u) = x (u) + s x,(u) t1 + t3
0 i a; 2 1

y(t,u) = y (u) + î y.(u) t1 + t4
i ^ 2 '

z(t,u) = z (u) + r z.(u) t1 + t5
0 i ̂  2 1

<f(u) = (T^(u),..., Tç(u))

où les fonctions x.(u), y-(u), z^(u) (i=0 et i ̂  2) et T,(u),.. .,Tr(u)

sont dans l'idéal maximal de C{u} et où la matrice

/ x?(u) y?(u) z.(u) \
M(u) = f <- ' " ] est de rang 1.

/ x^(u) y^(u) z^(u) \

N l+x^fu) y^u) z^u) 1

En écrivant que $o n ( t ; u ) annule les déterminants d'ordre 2 de la matrice
R , et par identification (nous ne reproduisons pas ici ces calculs fastidieux)
on trouve que T , ( u ) , . . y T r ( u ) sont dans le carré de l'idéal maximal de C { u } :
cela implique que le changement de base n'est jamais une immersion, et donc
que la strate à y-constant n'est pas lisse.
REMARQUE :
On peut aussi montrer que la déformation x=t +ut s y=t , z=t est "verselle
pour les déformations à p-constant", et que le changement de base V: C——> C5

correspondant à cette déformation particulière n'est pas une immersion.
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î[ APPENDICE : SATURATION DES ALGÈBRES ANALYTIQUES
LOCALES DE DIMENSION UN
(D'APRÈS F. PHAM ET B. TEISSIER)

§ 0. INTRODUCTION :

Soit C C(C ,0) un germe de courbe analytique complexe réduite d'anneau local A.

On se propose de, montrer comment le critère valuatif de dépendance intégrale

([T^]) permet de déterminer la structure du saturé Lipschitzien Ï de A au sens

de F. Pham et B. Teissier ([P.T.]).

Soit 1^ le noyau de Thomomorphisme ~K ÎT——>T B T où î désigne le produit
_ Ç A

tensoriel analytique et A le normalisé de A ; rappelons la définition du saturé

de A :

DEFINITION VI .0.1. ( [ P . T 1 ) :

Le saturé Lipschitzien de A est le sous anneau î de "A formé des f €A tels que

f81 - 18f soit dans la clôture intégrale T, de T » .
A A

Soient C^ , . . . ,C les branches de C, A. l'anneau local de C. ; on a
— r —
îll ^i » si x est un paramètre transverse de A ([Z?]), on peut trouver t-eA".

tel que A^ = C{t.^uniformisante de A.) et on peut supposer que

^1 ^r —x = t^ © . . . © t^. grâce à l'identification AC A = C{ t^} © . . . © C{t } (y,, est la mul-

tiplicité de C^.). On appelle (t^,...,t^,) une bonne famille d'uniformisantes et

t,=t une bonne uniformisante si r=l.
r

Soit (Zp = ® Zp^. ; p = 1 , . . . ,N) un système de générateurs de l'idéal maximal

m de A ; l'idéal I. est engendré par les éléments z 8 1 - 1 8 z , p=l,....N.A p p *- ' '
Soit I^1"^ l'idéal de C { t ^ , t _ } engendré par les éléments z ^.(t^.) - z .(f)

p = 1, . . . ,N.
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o n a : I Î A = ® (D{t,.tn et I. = ® I0'^.
C i,j 1 J " i.j A

Un élément f = f- ® . . .® f de A est dans A si et seulement si pour tout couple

(i,j) on a : f.j 8 1 - 1 B f_ç 1^"^-

D'après le critère valuatif de dépendance intégrale cette dernière condition

équivaut à la condition suivante notée (P. ,) :' »J
(P. .) Pour tout homomorphisme local b : C{t.,t '.}——»C{u} de valuation associée \/i ,j ' j •—————————————

v(fi(t,) - ̂ (tj))^!^).

La description du saturé d'une algèbre analytique A aboutit au résultat suivant

démontré au §.3.

,_ THEOREME VI.0.2.

Deux germes C et D de courbes analytiques complexes réduites d'anneaux locaux

A et B ont des saturés À et î isomorphes si et seulement si leurs projections

planes génériques sont topologiquement équivalentes (ou (a)-équivalentes au sens

de [Z^]).

Précisément nous montrons que si A est l'algèbre d'une branche irréductible C,

son saturé Y c î{t} est engendré par des monômes déterminés par les exposants

caractéristiques de la projection plane générique de C (théorème VI.1.6, pro-

position VI.3.1 et lemme VI.3.3).

Dans le cas réductible, nous montrons que pour deux branches distinctes C.

et C. , la condition (P, ,) n'a à être vérifiée que pour un nombre fini de va-j • >j /\/
luations bien définies, si on sait déjà que f.£ A. pour i=l...r (théorème VI.2.2)

et même une sietHe valuation (lemme VI. 3.6). Nous démontrons au passage qu'une

fraction Lipschitzienne sur une branche C. se prolonge en une fraction

Lipschitzienne sur C (lemme VI.3.7). Ceci nous permet alors de déterminer le

saturé A de A en fonction des exposants caractéristiques des branches de la

projection plane générique de C et de la multiplicité d'intersection de ces

branches deux à deux (proposifcl'on VI.3.1 et VI.3.2). Et réciproquement la
^

donnée de A permet de calculer ces invariants numériques.

51



J. BRIANÇON, A. GALLIGO, M. GRANGER

§ 1. CAS IRRÉDUCTIBLE :

Dans le cas r=l, on choisit une bonne uniformisante t de A et on a : T = C{t},

TÎL A = Kt.t'} . Etant donné f = z a fPeî on a
p ^ 0 •

f a 1 - 1 B f = z an^"^)» ce (^ui nous conduit à étudier les vacations
P ^ 0 r

des éléments de la forme t9 - t 'P :

LEMME VI .1 .1 . :

a) A tout homomorphisme local b : î{ t , t ' }——>t[u} sont associés deux entiers

e ^ 0, v^ > 0, et, lorsque e > O» un entier v, > v ou v, = °° tels que,

pour tout pe |N* on ait :

v(tP-t p) = p VQ si e ne divise pas p

v^P-t'P) = (p-1) VQ + v^ si e divise p

b) Inversement, étant donnés e, v , v^ satisfaisant les conditions de a), on

peut trouver b tel que les valuations des éléments t^t p soient données par

les formules précédentes.

PREUVE :

a) On note v^ = inf(v(t), v ( t ' ) ) et on distingue deux cas :

- si pour tout p, v(tP-t P) = p v , on prend e = 0

- sinon il existe ç racine de l'unité d'ordre e telle que v(t '-çt )=v, > v

et e, v » v, satisfont a).
v v v

b) il suffit de prendre b(t) = u °, b(t ') = çu ° + u 1 où ç est une racine de l'unité

d'ordre e > 0, ou ç = 0 si e = 0.

DÉFINITION VI.1.2. :

SOtt f = E a fPe A. On appelle ensemble des exposants de f l'ensemble
P ^ 0

d'entiers Ex(f) = {p€M / a ^ 0} .
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On appelle ensemble des exposants de A = E(A) = U Ex(f).
f Qm

LEMME VI.1.3. :

Tout monôme fP tel que p €E(A) est un élément de %.

PREUVE :

Raisonnons par récurrence. Soit q €E(A) tel que, pour tout p < q tel que p^ E(A),

on ait fPe À ; soit A- l'anneau engendré par A et les monômes tp pour p€ E(A),

p < q. D'après l'hypothèse de récurrence et le fait que î = %, À^ = À, et il

suffit donc de montrer que, pour toute valuation v de C{t.t'}, v^-t q) ^ v(I. ).
A!

Distinguons, d'après le lemme VI .1 .1 , deux cas :

1) si v^-t^) = qv^. il existe f = tq + z a^ t3 GA^.

Donc : v^-t^) = qv^ = v(f(t) - f( t ' )) ^ v(^ ).

2)^o. v^-t101) = (q-1) v^+v^ ^ (V-I)VQ+V^ v ( ^ - t ^ ) ^ v(^ )

où v est la multiplicité de A (et € e A c A^ ) .

•COROLLAIRE VI.1.4. :

L'anneau A est monomial : % = ({t13 ; p£ E^)}

DEFINITION VI.1.5. :

Soit E une partie de IN*. On note E = {p GE. p ^ q} et on appelle saturé de E

l'ensemble Ï = {q ^N* /q multiple du pgcd des éléments de E }.

Soit^e = e = inf {p GE} , î. = E U 3 f^ et définissons deux suites d'entiers

e > e, > ... > e - pgcd {p /peE} et P < 3^ ...< 3 , ainsi qu'une suite

Ï c... c î. de sous-ensembles de IN par les formules suivantes :

^i+l = inf { P € E / ^ ne divise P^ P} » ^+1 = P^ { 3o î e l ••• ï 3 i+l } et

^l^i^^l^i+1^-
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On a î. = îg = {£0^1* •• '^g^ et on ^P®1^ ^'•••^q3 ' 1a suite caractéristique

de E (de A si E = E(A)) .

"THÉORÈME VI.1.6. :

Soit A ÇA = Œ{t} l'anneau d'un germe de courbe analytique irréductible muni

d'une bonne uniformisante t. Le saturé de A est l'anneau monomial

» = Œ{tP / pGE^A)}.

Ainsi le saturé de A est déterminé à isomorphisme près par la suite caractéristique

de A (qui est aussi celle de Ê^A)).

PREUVE :

il s'agit de montrer que E(A) = E(À). Soit v une valuation de î{t,t'}. v ,v,,e

les entiers associés à v par le lemme V I . 1 . 1 et i = inf{k/e ne divise pas e . } .

Remarquons que, d'après le lemme VI .1 .3 : v(I.) = infCv^-t'^/pe E(A)} .

Soit pe É^Â) on a :
Q Q

î&i p< e^, v^-t P) = (p-l)v^v^ >. (^-I)VQ+V^ = v(t 0- t' °î.
Q Q

2) si p ï .̂ , vttF-t'F) ï p VQ ^ .̂ VQ = v(t ie - t1 ^).

Il en résulte que v^-t'P) ^ v(I^). donc t^e À et É^)c E(À).

Pour démontrer l'inclusion inverse, remarquons que ces formules appliquées à tous

les p£ E(A) montrent que :

v(I^) = inf(^. VQ ; (@O-I)VQ + v ^ )

si q^ E^). il s'agit de montrer que q^ E(X) ou t^ X :

soit ie {0,...,g} défini par 3^ < q < 3 .̂ (par convention ç, = 0) ; on note

e = e^., si i ̂  1, e=0 si i=0 et on remarque que i=i et e ne divise pas q.

D'après le lemme VI .1 .1 il existe une valuation v de £{t,t '} telle que :

v^-t q) = q VQ < e .̂ v^ < (Po-1)^ + v!

donc vtt9-!19) < v(I^) et t9 ^(.
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§ 2 . CAS .REDUCTIBLE :

Choisissons une bonne famille d'uniformisantes (t,,...,t ) de A, et

p = p. v. (1 ^ i ̂  r) un multiple commun à toutes les multiplicités. Pour toute

branche C _ , définissons Thomomorphisme local tp. : T. = €{t.}———>• C{r} ^(^Q^ 1 *

Soient C. et C. deux branches distinctes :

DEFINITION VI.2.1. :

pour toute racine p-ième de l'unité, e, et tout f=f,® ... ® f €Â\ nous appelons

e-valuation de f le nombre

^,3,^ - \ CW)^) -W(")] - \^) - f,^3)]

et e-valuation de A le nombre m. , = inf{m, . (f) ; f € A } ,i » j » e l ï j ï t -

.THÉORÈME VI.2.2 :

Soit Ac"Ï" = î {t,} ® ...®C(t } une algèbre analytique réduite de dimension un,

munie d'une bonne famille d'uniformisantes (t,...t ). Pour que f=f, ® . . .® f éA

soit un élément de À, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes

soient satisfaites :

(a) Pour tout i e {l,...,r} , f_ ^..

(b) Pour tout (i.j) e {l....,r}2, i^j.( b ) Pour tout ( i , j ) e { l . . . . , r } 2 , i^j. et tout e racine p-ième de l'unité
-m, i J^) ^ m, . ,' »J »e • »j »e

REMARQUE :

Nous verrons /lemme VI.3.6) après l'étude du saturé des germes de courbes planes
(^)

que cette dernière condition peut être remplacée par la seule condition suivante

pour (i»j) fixé et e_ racine p-ème de l'unité telle que

m. . = sup {m. . ; e^ 1} : (b') m, . (f) ^ m. . ,
""L i » J » 6 '»J»£ , l »J»£,

D'autre part, il résulte de (a) et du théorème VI.1.6 que A et À ont même

multiplicité.

55



J. BRIANÇON, A. GALLIGO, M. GRANGER

PREUVE DU THÉORÈME VI.2.2.

La condition (P, -) de l'introduction équivaut à f.e À. car I^'1^ = la et la

condition (a) du théorème est donc nécessaire.

Pour deux entiers (i,j) distincts parmi {l,...,r} et v une valuation de

C{t.,t'.} définie par Thomomorphisme local b : C{t.,t'.}—>C{u}, distinguons deux

cas :

1er Cas :

v(t^-t^) =inf(v(t^).v(tj% ^(I^')) ;
<V rv

comme A. et A^ (resp. A . et A. ) ont la même multiplicité "^(resp.V.),

la condition (P. .) pour une telle valuation équivaut à f.(0) = f-(0).
1 ï j 1 J

2ême Cas :

^ ^ ^i ^.î
v(t^ - tj ^infMt^), y(tj J)).

Cette condition implique ^. v. = •^. v. où v. = v(t.) et v _ = v ( t _ ) .
p-

Notons ip : C{t^.,t.3—^{T,'!:'} Thomomorphisme défini par ^(t^.) = T ,
v, v- v,

^(t.) = T ' 'J ; E et F les unités de C{u} telles que b(t.) = u 'E et b(t'.) = u "F.

Nous pouvons choisir alors un homomorphisme È : (D{T,T'}———^C{u} :

S(T) - u'1 vi [E(^Q l/vi et & ( T - ) = u^ vj ?("")] l/uj. '

On vérifie alors :

So^ (t^) = ^ 1 Etu^) = b^.)^)
pv.

^ .̂) = u J F(u^ = b^.)^)

Autrement dit, si v est la valuation de Î { T , T ' } associée à & :

v o Tp = yv.

La condition sur v devient, pour v :

v(T11 - T 1 1 1 ) > pv(r) = ii'v(T') = pv , et il existe une unique racine

p-ième de l'unité, e, telle que V ( T ' - £ T ) = v, > v (lemme V I . 1 . 1 ) .
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Notons encore ^ la valuation de C { T , T ' } : v^(h) = v^(h(T.eT)) :

on a alors ̂  o ^.(t,) - fj(t^)) = ^.j^(f).

Reprenons maintenant la démonstration du théorème VI.2.2 : la condition (b)

est également nécessaire puisqu'elle exprime la condition (P^-j) pour les

valuations v = v oip de Œ{t.,t'.} .e e i j

Pour la réciproque nous avons besoin du lemme :

LEMME VI.2.3 :

Soit v une valuation de C{t.,t'.} satisfaisant à la condition du 2ème cas,

^ la valuation de Î {T ,T ' } associée, et e Tunique racine p-ième de l'unité

pour laquelle V(T ' -ET) > ^(i-') = V (T ) = v^.

On a alors y v^^»^) = inf (m^j^ v^, v^-r11 ')).

PREUVE DU LEMME :

Pour tout feT, il existe des germes U et g de C { T , T ' } , U inversible, tels

que :
m, , W

( 1 ) ^(^(t^) - fj(t^)) = T 1 > J Ï £ U + ( T ' - G ï ) g ( T . T ' )

/V A/ i
Lorsque f 6 A, ® . . .® Ay., g(T,T')e (T.T'F et par conséquent :

(2)p v(^(t^) - fj(t^)) = ^(fi(t^) - fj(t^)) ^ inf (niij^(f) v^. vî^- ï '1 1 ) )

Donc en particulier :

p vt^1 '3^ y inf{ v(f^t^) - fj(t^)) ; f € A } ^ inf (ni^j^(t) v^. ^(^-r'11))

On en déduit l'égalité du lemme car il est clair que

v^-T111) = v v(tj1 - t.'''3) 2 vv (I^"35) et il existe fe A tel que m^j^(f)

=m^; donc. si ^J.^V^^T^T'^) .

y v^1'3"))! pv(^(t^) - fj(tj)) = m^^ v^ d'après (1) .
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PREUVE DE (a) et (b)=»fg À :

D'après (a), fe^ 9 ... 9 \.

L'inégalité m^.^(f) ^ m^.^ > 0 entraine f^(0) = fj(0) et la condition

(P .̂ .) est satisfaite pour les valuations du 1er cas.

Dans le 2ème cas on a, d'après le lemme VI.2.3, (2) et (b) :

P v(f^.) - tj(tp) ^ inf (m^j^(f) V^.V^-T'^))

// l inf (m^.^ VQ. V^-T^))

^ ^ P v(I^1"3)).

§ 3. SATURATION DES COURBES PLANES ET PROJECTIONS PLANES GÉNÉRIQUES.

Nous reprenons les notations du chapitre IV.

-PROPOSITION VI.3.1. :

Il existe un ouvert de Zariski V de ^ tel que, si H € V , A ' = n.*(A) a le

même saturé que A. (A' désigne l'algèbre de la projection lUC)).

PREUVE :

II existe un ouvert de Zariski V ^ 1 ' 3 ^ de ^ tel que, si HêV^ 1 ' ^ , l'idéal

de définition I^'^ de Œ{t.pt.} qui est engendré par

^k = ^.i^i) " ^j^.? ; ^•••.N) ait même multiplicité que l'idéal engendré

par {a^ ̂  +... a^ œ^, b^ (D^ +...+ b^ ^} (H étant défini par les équations

a^ +... a^ z^ = b^ z^ +...+ b^ z^ = 0) c 'est à dire I^'^. Il en résulte,

d'après [R] . que 1^'^ et Î 1 t j) ont même clôture intégrale et donc, si

H € V = n v0'3'), A et A ' ont même saturé. •• »J

On se propose maintenant de démontrer un résultat pour un germe de courbe

plane C ; de ce résultat et de la proposition précédente on déduit aussitôt

le théorème VI.0.2. Dorénavant la courbe C est donc supposée plane.
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-PROPOSITION VI.3.2.

Soit A l'anneau local d'un germe de courbe plane réduite C. Son saturé À est

déterminé (à isomorphisme analytique près) par les exposants caractéristiques

de ses branches ([Z^] ,[Zg] ) et par les multiplicités d'intersection

m. , = (C , ;C_) des branches deux à deux.• >j i j
Inversement la donnée de À détermine ces invariants numériques.

Remarquons que ce résultat implique que l'ouvert V de la proposition VI.3.1

n'est autre que l'ouvert îî des directions de projections génériques de C.

LEMME VI.3.3 :

La proposition VI.3.2 est vraie lorsque C est irréductible.

PREUVE :
g

Soit(x = t °, y = z a t9) la normalisation de C et {& ,0i,...,e } les
P ^ @o • o l g

exposants caractéristiques de C définis par les formules de récurrence :

(̂ . = inf {k€j^ ; a^ ^ 0 et e^ = pgcd ((^,... ,(3^) ne divise pas k}

On a : fTA) = { {@o} U Exîy)}" = {e^,... ,e^ et {60....,0g}

coïncide avec la suite caractéristique de A qui détermine À à isomorphisme près

(théorème VI.1.6) .

Inversement E(A) est le semi-groupe de Àc î { t } , donc est un invariant analytique

de À ([T^]) ; il en est donc de même de { £ , . . . , B }. fl

Dans le cas réductible, soit (x^. -'t^1, y .̂ = z a1 tÇ) la normalisation
P Z ̂  •

de la i-ème branche de C (i=l^...r) et ^f . (x.) = T11, Y.(y.) = z a1 T^
1 1 k^p k

Remarquons que la suite caractéristique de {^-(xj^y.)} est exactement

le produit par y .̂ de la suite caractéristique de A , . D'autre part, d'après la

définition VI.2.1, pour deux branches distinctes C. et C.,

"^i.j.e = \ (^i)^) - W^) - ̂  '^ ̂ k ̂ L
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Les nombres m̂ . . ^ mesurent la distance entre deux feuilles des revêtements

ramifiés C. et C. au-dessus de Taxe des x :

LEMME VI.3.4. :

La multiplicité d'intersection m. . de deux branches C. et C. est donnée, en

fonction des e-valuations de A, par :
u >

ij " " Ï ^ p j e ^ = 1 m i » ' i» e

PREUVE :

Soit v^ la valuation naturelle de C{x} c C{-r} .

On a :

'"i.j^x^ ^~î, (y^e^)-y^nT'3 ' ))
e 1 =n \ = 1

mi^ = Tp -̂ ^??= 1 ̂ i"-^- yj"nT)lJj^l j

1 '̂'——'~ r' "i

^•^T^'^^i '"^j^' -̂ 7- ^ •"u.. "

Nous allons préciser la valeur des nombres m, , lorsque e décrit les racinesi »j »e
P-ème de l'unité, pour deux branches distinctes C. et C.. Notons

{^o = v» ^ l ' - ' -^g^ 1a suite caractéristique de ^(A^.) : c'est le produit par y.

de la suite des exposants caractéristiques de C^.. Nous supposons alors que les suites

caractéristiques de(^.(A^.) et^.(Aj) coïncident jusqu'à Tordre w indu et nous

noterons dorénavant :

(00 = p . 3 i = e î = e ^ . . . , ^ = ^ = ^ }
et e^ = pgcd (8^.....e^). pour 0 < s ^ w.

Enfin soit y . . = sup {m, , ;e11 = 1} .
v • »J 1 >J »£
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LEMME VI.3.5. :

II existe un entier q <. w tel que l'ensemble des entiers {m. . ; e^s 1}
1 »J »e

soit égal à {^,e^,...,0 , y_.} pour q > 1 et à {y. .} pour q=0.

De plus, 1e nombre de racines p-ème de l'unité pour lesquelles m. . = e1 »J »e S
(resp. m^j^ = y^.) est égal à e^-e^ pour s=l,...,q (resp. e ).

PREUVE :

Soit ê. satisfaisant à m. . = X . _ ; pour tout k < y, ,, a1 = (e)1^ a3
1 » J » £ . ' »J 1 »J K — K

On définit l'entier q par les conditions suivantes :

q=0si)f^. ̂

sinon 6 < ̂  , i @ ^ (en posant e^ = °o ).

Prenons alors e tel que m. . < y. . : m, , = inf {k ; a1 i- ek a3} .
' î j ï t 1 »J i » J » £ K K

e e
or '"i.J.e < ^q+l '''"P11^11® c^ue ^a divise ^ j e et donc e 7é (e-) • ^^e

e e
pour tout entier s ^ 1, e^ divise e^ et que e ° = (^) - = 1, il existe un

e e e p
entier t pour lequel e t ^ (g.) t et e t'"1 = (^) t"1. On en déduit que

i ^t ^t i
'"i.J.e = ^t P"15^"® a^ ^ 0, e ^ (c.) , et pour k < 3^ et a. ^ 0

^-l divise k et P^ conséquent e = (^)k.
e + i e._, e, e.

La condition e = (^) et e " ?< (^) / est nécessaire et suffisante pour

que m, , = e.., ce qui prouve la seconde partie du lemme.1 »j »e L

PREUVE DE LA PREMIÈRE PARTIE DE LA PROPOSITION VI.3.2. :

D'après les deux lemmes précédents :

(*) ^i ^ ^.j = (V^) h + • • • + ^q-l^q) ^q + ̂  ifij

Introduisons encore e,, = n. e. et

@, = (ni-l) n^.-.n,^ 6^ +...+ (n,^-l)e,^ + ^.
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Les nombres { P g ; 0 ^ s ^ , c ) } sont les premiers générateurs minimaux des

semi-groupes de <(^(A^.) ou <f,(A.) et on a :

^s+l = "s ̂  - ^s + ^1- (^l théorème 3 - 9 ) -

On peut alors écrire :

^ ̂ i.J'ViV^q^q ̂ j

D'où

Vl ̂  < ^i ^j ^j <- ^("q ̂  - ̂  + Vl5 = 'q Vl

Ainsi l'entier q est déterminé par la multiplicité d'intersection m. .
i »J

et les exposants caractéristiques des branches C. et C., ce qui, d'après
' J

le lemme VI.3.5 et le théorème VI.2.2 démontre la première partie de la

proposition VI.3.2.

LEMME VI.3.6. :

So i t fC^^c îe t ^ te l quem^=^.. Si m^ (f) > m^ . pour

toute racine p-ème de l'unité on a : m. . (f) > m. . .1 » J » e 1 / -" l,J»e

PREUVE :

- i.
Notons ù>-(f-) = z b. T ; la condition m, , (f) > m. . équivaut à

' '•' " ï j » ^ • » J » S ,

i k i
b^ = ̂  ^ ppur tout entier k < Y - • •

Distinguons deux cas :

^ si ^J.e ̂ t 'Ïi^ o n a £et'1 = (^et'1 et

m^j^(f) ^ inf (k € {£^ ,£^ , . . . , 6 } ^ ; e^_^ ne divise pas k} = e

car la condition f̂ . 6^. entraine, pour b^O, k€{3^.. . ,@1 }^ , et donc

k €{^.^....0q}" pour k < .̂̂ ..
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2) si "^J.e = iTiJ- £eq = ^eq et on déduit de même "^J.c^ ^ yi.j = "^i.j.s

ce qui termine la démonstration du lemme.

LEMME VI.3.7. :

Soit n. : T = A, ® ... ©7——-A. la projection canonique sur le i-ème

facteur. On a %. = n^.(ÎC).

PREUVE :

Commençons par démontrer, pour trois indices i,j,k l'inégalité triangulaire :

îfj.k ^ T^rr.j'yi.k) et Ïj,k = Ïi.j S1 yi,j ( ^.k-

a) 11 existe des racines p-ème de 1'unité, e et E' telles que pour tout entier

P < •'"^Ïi.j'yi.k) onait :

aS-^ ie ta^^Pa^ .E tdonca^^ )?^

On en déduit jfj^1nf(^.,i(^)

b) Si y. . < y. ^, pour toute racine p-ème de l'unité e , il existe un

entier p < K. , tel que a1 ^ e*3 a3 et il existe une racine p-ème e' telle quei »j p p

a1 = e 1 1 3 a^. Donc a3 ^ (^^ a^ : pour toute racine c" = ^- de Tunité, il

existe donc p $ Y, , vérifiant a3 i- c '1 1 3 a^ c 'est à dire Y, . i Y_ ,.
» 1 » J P P <J »K y 1 »J

Démontrons maintenant le lemme : soit h.éA, et (p-(h-) = z c1 T*3-
1 • P ^ 0 p

Choisissons, pour tout indice j distinct de i, une racine p-ème de l'unité

e, -, telle que m, . = Y, , et définissons :
1 » J l ï j î ^ - î . î » 1 » J

' »J

^•••p!.^.,,,)-'.')^'11-.;,^/;''
avec c3 = c^e. -) '^» le symbole ( ) 1 9 3 signifiant que l 'on a tronqué

P P • ï J

la série à 1'ordre Y. ..01 ,j
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Pour p < y - • et c1 ^ 0, soit s défini par ^ i p < e^ ; p est multiple de

e = pgcd (e »ep..»6j> donc multiple de p. et p. ; on peut'donc trouver h,€^j

talque .̂ .̂(h,) = h, = ^ 2:̂  t/\

Il nous reste à vérifier que h = h, ® ... ® hy, vérifie les conditions P. ^ pour

avoir h € ^ et n_ (h ) = h.. Pour tout £ et tout entier p :

^ £ p-c? = c; ̂ j ^ ^ c )P - l ] .

On suppose ^j^v^.

Soit p < ï. .tel que c1 ^ 0 ; les trois suites caractéristiques coïncident
• tw P

jusqu'à Tordre q, ^Q^'"^^ et p est multiple de e^ si Pg ^ p < e^.
e- e e-

Choisissons e= e. ^ ; on a ( e . - ) = (e^) = (e. ^) = 1

et donc m. . (h) ^ ï. ,.J »K,£. ., • i» j
J 9'"

Lorsque y. . < .̂ ^, .̂ - = y- ^ et d'après le lemme VI.3.6 la condition P. ^

est vérifiée pour h. Lorsque .̂ . = .̂ ^, puisque les séries ^j(h-) et^^(h^)

sont tronquées à partir de cet ordre, la condition est automatiquement satisfaite

car m. . (h) = +".J,K,CJ^

REMARQUE :
^ ^

On déduit facilement du lemme VI.3.7. que si le couple (h . ,h . )éA, ® A . vérifie

les conditions P. ., il existe he^ tel que -nj(h) = h^ et TT,(h) = h..

En effet, soit H€À construit à partir de h. comme dans le lemme précédent :

n.(H) = h. et n.(H) coïncide avec h., jusqu'à l'ordre Y. ..
/\y

De même en appliquant la même construction à partir de h.-n.(H) on obtient K ç Aj J
tel que n _ ( K ) = h .n . (H ) et n^.(K) = 0.

Donc n^.(H+K) = h^ et n.(H+K) = h..
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FIN DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION VI.3.2. :

D'après le lemme VI. 3.7 .̂ = n^.(À) et les exposants caractéristiques

{e^,ep..,01 } sont des invariants analytiques de À .̂ (lemme VI.3.3) donc de À.

D'autre part, d'après la dernière remarque ci-dessus on a :

dimç [(̂ . ® Àj)/[n^ ® n^KÀ)] = ^ {pe {£,,....pq}" ; p < y^.}

ce qui montre que Y . . est un invariant analytique de %, donc aussi m. .i »J i »j
d'après la formule (»).
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